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Resumo

Os problemas de programagao semi-infinita (PSI) aparecem nas mais diversas areas da
Engenharia, tais como, no planeamento da trajectéria de robos, no controlo da poluigao
atmosférica, no planeamento da produc¢ao, no desenho 6ptimo de conjuntos de sinais e

desenhos de filtros digitais.

Esta tese ¢ dedicada a problemas de PSI nao linear na sua forma mais geral. Os
problemas considerados sao caracterizados por possuirem um ntumero finito de variaveis e
um conjunto infinito de restrigoes.

Os métodos numéricos existentes para a resolucao de problemas de PSI podem ser di-
vididos em trés classes principais: métodos de discretizacao, métodos das trocas e métodos
de redugao.

Os métodos de reducao sao os que possuem melhores propriedades teodricas de con-
vergéncia. Sao, também, os mais exigentes em termos numéricos uma vez que exigem a
resolucao de problemas auxiliares, em que se pretende a determinacao de todos os 6ptimos
globais e locais (optimizagao multi-local).

Nas tltimas décadas foram apresentados varios algoritmos para problemas de PSI.
Contudo ha pouco software disponivel e nenhum fornece uma implementagao de um método
pertencente a classe de reducao.

Neste trabalho é proposto um algoritmo de reducao local baseado na técnica de penali-
dade. A funcao usada considera uma extensao de uma funcao de penalidade de norma-oo
aumentada. A escolha desta funcao de penalidade para propor a extensao as restri¢oes fi-

nitas deve-se a obtencao de melhores resultados numéricos para um conjunto de problemas

vil



viii RESUMO

teste de PSI sem restri¢oes finitas, em comparacao com as func¢oes de penalidade baseadas
na norma 1, 2 e oo da violagao das restrigoes. Fez-se o estudo das propriedades teoricas
da funcao de penalidade estendida.

E feita uma implementacido do algoritmo de reducao local proposto. O solver desen-
volvido é designado por SIRedAl (Semi-Infinite Reduction Algorithm). Este solver foi
implementado em MATLAB e é capaz de resolver problemas de PSI na forma mais geral
com dimensao infinita maxima de 2. O cédigo do solver usa dois algoritmos diferentes na
minimizagao da fungao de penalidade e dois na resolugao dos problemas multi-locais. O
solver foi testado com 117 problemas teste da base de dados SIPAMPL e os resultados

numéricos confirmaram a potencialidade do algoritmo proposto.



Abstract

Semi-infinite programming (SIP) problems arise in several engineering areas such as, for
example, robotic trajectory planning, production planning, digital filter design and air

pollution control.

This thesis is devoted to SIP problems in the most general form. These problems are

characterized to have a finite number of variables and an infinite set of constraints.

The existing numerical methods for solving SIP problems can be divided into three
major classes: discretization, exchange and reduction type methods. The reduction type
methods are the ones with better theoretical properties, but they are also the most de-
manding in computation terms, since they require to solve sub-problems to the local and
global optimality (multi-local optimization).

In last decades several algorithms were proposed for SIP, but there are not many pu-
blicly available software and none provides an implementation of a method belonging to

the reduction type class.

In this work we propose a reduction type algorithm based on a penalty technique. The
penalty function used is an extension of a penalty function of co-norm, allowing the inclu-
sion of finite constraints. In order to define the best penalty function, a numerical study of
penalty functions based on the standard 1, 2 and co norms are performed, considering test
problems without finite constraints. A theoretical study of the extended penalty function

is also performed.

The proposed reduction algorithm is implemented in a solver coined as SIRedAl (Semi-

Infinite Reduction Algorithm). The solver has been implemented in MATLAB and is

1X



< ABSTRACT

capable of solving SIP problems in the most general form with a maximum of two infinite
variables. The solver code uses two different algorithms in the minimization of the penalty
function and also two different algorithms for solving the multi-local problems. The solver
has been tested with 117 test problems from the database STIPAMPL and numerical results

confirmed the algorithm potential.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo é feita uma introducao aos problemas de programagdo semi-
infinita. E apresentada a sua formulacio matemética e as suas principais
caracteristicas. Sao abordadas as possiveis aplicacoes de PSI, sendo dado um
exemplo pratico de aplicagao. Faz-se, também, referéncia ao software existente

para a programacao semi-infinita.

Na Secgao 1.1 é descrito o problema de programacao semi-infinita (PSI). As areas de
aplicacao e a descrigao de um problema pratico de PSI sao apresentados na Secgao 1.2. A
motivagao do trabalho é dada na Secg¢ao 1.3. A contribuigao do trabalho e a estrutura da

tese sao descritos nas Secgoes 1.4 e 1.5, respectivamente.

1.1 Descricao do problema

Um problema de programagao semi-infinita pode ser descrito, na sua forma mais geral, da

seguinte forma:
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min f(z)

sa gi(z,t) <0 i=1,....m
hi(x)=0 i=1,...,0 (1.1.1)
hi(x) <0 i=o0+1,...,q
VteT C RP,

onde T' é um conjunto infinito, usualmente um produto cartesiano de intervalos com limites
finitos do tipo T' = [, f1] X [ag, fa] X -+ X [ap, B,]. A funcado objectivo é denotada por
f(z), as restrigoes g;(z,t) < 0,i=1,...,m, sao do tipo infinito (designadas por restrigoes
infinitas) e h;(z) = 0,7 =1,...,0, hy(x) < 0,7 =0+ 1,...,¢q, sdo as restrigdes finitas
de igualdade e desigualdade, respectivamente. Um problema é de PSI se tiver pelo menos
uma restri¢ao infinita, isto é, m > 0.

A designacao programacao semi-infinita surge quando um problema tem um nimero
finito de varidveis sujeito a um nidmero infinito de restrigoes ou um ntmero infinito de
varidveis sujeito a um namero finito de restrigdes. No problema (1.1.1) o conjunto 7'
é infinito e as restrigoes infinitas, g;(z,t) < 0, i = 1,...,m, podem ser vistas como um
conjunto infinito de restri¢coes ordinarias indexadas a variavel t. Neste trabalho sao tratados
apenas problemas com um namero finito de variaveis e um ntmero infinito de restri¢oes.

Quando o conjunto T é fungao das variaveis x, T := T'(z), considera-se que o problema
é de programacao semi-infinita generalizada (|60, 81, 91, 92, 100, 102, 103, 134, 139]). Se
T nao é funcao das varidveis x entao pertence a classe de problemas de PSI padrao. Neste
trabalho consideram-se apenas problemas de PSI padrao.

De acordo com as caracteristicas matematicas das fung¢oes objectivo e das restrigoes, os
problemas de optimizac¢ao podem ser divididos em Problemas de Optimizacao Linear (PL)
e Problemas de Optimizacao Nao Linear (PNL). Um problema de PSI é linear se ambas as
fungoes objectivo e restrigoes sao lineares em x. Os problemas de PSI nao linear admitem
pelo menos uma das fungoes f, g;, i =1,...,m,ouh;, i =1,...,q, nao lineares em . Um

problema diz-se quadratico se a funcao objectivo é quadratica e as restrigoes sao lineares.
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Este tipo de problemas integra a classe PNL. No entanto, devido as suas caracteristicas sao
por vezes tratados como uma classe a parte. O trabalho desenvolvido aplica-se a problemas
de PSI nao linear. Sempre que necessario faz-se referéncia aos problemas lineares e qua-
draticos e também assume-se que as funcoes que definem o problema sao continuamente

diferenciaveis em todos os argumentos e limitadas no seu dominio.

1.2 Aplicagoes da PSI

Os problemas de PSI aparecem nas mais diversas areas da Engenharia, desde a teoria da
aproximacao de Chebyshev [35, 36, 93], o planeamento de produgao [58, 135|, o desenho
optimo de conjuntos de sinais |24, 52, 123], os desenhos de filtros digitais [25, 82, 84, 85,
86, 87, 97|, os problemas de controlo da polui¢ao [11, 26, 30, 38, 130] e no planeamento
da trajectoria de robos [31, 33, 64, 105, 115, 120, 127]. Um problema caracteristico é
a determinacao da trajectéria de um robo onde sao apenas conhecidos alguns pontos da
trajectoria. O problema de PSI consiste na minimizacao do tempo de deslocagao quando

sao tomadas em consideragao algumas limitagoes fisicas do proprio robé ao longo do tempo.

Para ilustrar a formulacao de um problema de PSI, apresenta-se um exemplo de controlo
de polui¢ao atmosférica descrito em [130]. Por exemplo, um problema de PSI consiste na
optimizacao da fun¢ao objectivo (minimizar a altura de uma chaminé) de forma a manter

a poluicao do ar abaixo de um determinado limiar ao nivel do solo, numa dada regiao.

Um dos possiveis modelos de dispersao atmosférica é denominado por modelo Gaussi-
ano. Para escrever as equacoes do modelo matematico Gaussiano é considerado um sistema
de eixos de coordenadas ortogonal em que a origem representa o nivel do solo. Observando
a Figura 1.1, a e b sao as abcissas e ordenadas, respectivamente, do ponto de emissao dos

poluentes. A emissao da polui¢ao na chaminé ocorre numa altura x acima do nivel do solo.

Assumindo que a propagagao do penacho segue uma distribuigao Gaussiana, a concen-

tragao, C, do gas ou aerossois (particulas com menos de 20 microns de didmetro) na posi¢ao
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Figura 1.1: Sistema de coordenadas e notagao

ty, to e t3 de uma fonte continua com altura de emissao efectiva, H, é dada por:

C(ty,ta,t3, H) = Le_%(”%y (e_é(t?;’;:)2 + e_é<t3‘)’j3H)2> (1.2.1)

2oy, 00,U

onde Q(gs™') é a taxa uniforme de emissao, U(ms~!) é velocidade média do vento afectando
o penacho, oy, (m) e o, (m) s@o os desvios padrao do penacho distribuidos pelos planos

horizontal e vertical, respectivamente. ) é dado por:

Y = (t1 —a)sin(8) + (t2 — b)cos(0), (1.2.2)

onde f(rad) ¢ a direc¢ao meédia do vento (0 < 6 < 27).
Na equagao (1.2.1) a variavel ¢; ndo aparece implicitamente na féormula, mas os desvios

oy, € 0y, dependem da variavel X' que é definida como:

X = (t; — a)cos(0) — (to — b)sin(6). (1.2.3)

As equagoes (1.2.2) e (1.2.3) fazem uma alteragao das coordenadas do ponto de emissao
dos poluentes na direc¢ao média do vento.
Os parametros Gaussianos oy, e 0;, sao uma funcao da distancia a partir da fonte que

tem em conta a turbuléncia atmosférica.
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A altura de emissao efectiva, H, é a soma da altura fisica da chaminé, xz(m), com a

elevagao do penacho, AH(m), em que:

‘/;Jd To_Te
AH = 1.5+ 2.68 d
=g (154 20T,

o

onde d(m) é o diametro interno da chaminé, V,(ms™!) é a velocidade de saida do gas na
chaminé, T,(K) é a temperatura de saida do gas e T,(K) é a temperatura ambiente.

Considerando um cenério com varias fontes (chaminés), a notagao usada acima ¢é esten-
dida. Passando a ser C;, 2 = 1,...,n a contribuicao da fonte 7 para o total de concentragao
de poluentes, onde n é o numero de chaminés distribuidas numa dada regiao. A utilizacao
do indice 7 é, também aplicada aos parametros.

Assumindo, ainda, que os poluentes sao quimicamente inertes, a sua composi¢ao pode
ser calculada através da sobreposicao das n fontes de poluentes. A concentragao de poluen-
tes numa dada regiao com coordenadas t1, £ e t3 pode ser calculada somando a contribuicao
individual de cada fonte > | C; (t1,t2, t3, H;).

Numa fase de planeamento, um problema de controlo de poluicao em que se pretenda
minimizar a altura das chaminé, mantendo o nivel de poluicao abaixo de um limiar Cy,
numa regiao R, a nivel do solo, pode ser formulado pelo seguinte problema de PSI:

n

min E Ci%;
€Rn

L1, -
( ! n) =1

s.a Zci (t1,12,0,H;) < Co
i—1

Y(t,ty) € R C R?,

onde ¢;, 1 = 1,...,n sao custos associados a altura da chaminé.

1.3 Motivacao

Apesar de nas ultimas décadas serem apresentados varios algoritmos para a resolucao de

problemas de PSI, nao existe muito software de dominio publico.
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O Feasible Sequential Quadratic Programming (FSQP) [53, 54, 144] é um algoritmo de
optimizagao com algumas aplica¢oes em engenharia de controlo e matematica. O algoritmo
FSQP é baseado no conceito de programacao quadratica sequencial admissivel. O FSQP
é composto por dois pacotes: FFSQP (Fortran) e CFSQP(C). A versao CFSQP [54] inclui
um esquema especial para lidar com problemas semi-infinitos discretizados.

A funcao fseminf do Matlab estéa disponivel na Optimization Toolboz |68]. O algoritmo
fseminf consiste num algoritmo de programagao quadratica sequencial quasi-Newton que
usa uma direccao de procura aplicada a uma funcao mérito de um problema finito. Este
problema finito resulta do problema de PSI em que as restri¢oes infinitas sao discretizadas
nalguns pontos. A discretizagao do conjunto 1" considera uma grelha de pontos igualmente
espagados onde sao avaliadas as restri¢oes infinitas. A func¢ao fseminf nao utiliza todos
os pontos da grelha, identifica os picos nos dados e estima o méximo das restrigoes dis-
cretizadas através de uma interpolagao quadrética ou cibica. O algoritmo é classificado
como um método de discretizagdo (Sec¢ao 3.2). A fungao fseminf resolve problemas de
PSI com dimensao méxima do espaco infinito de 2 (p = 2).

O Nonlinear Semi-Infinite Programming Solver (NSIPS) [112, 117, 122, 129] é um
software de dominio publico para problema de PSI. Na versao actual, o NSIPS inclui 4
solvers: um solver de discretizagao [116, 120, 123], um de técnica de penalidade [118, 119],
um de programagao quadratica sequencial (PQS) [121] e um de pontos interiores baseado
numa técnica quasi-Newton [125]. O método de discretizacao usa o software comercial
NPSOL [23] para resolver os sub-problemas finitos. Todos os métodos (com a excepgao do
método de discretizagao) resolvem problemas de PSI contendo apenas restrigdes infinitas
de variaveis infinitas com dimensao 1 (p = 1) e nenhum pertence a classe de métodos de
redugao (Secgao 3.3).

A grande aplicabilidade dos problemas de PSI juntamente com a caréncia de software
motiva a proposta de um algoritmo capaz de resolver problemas de PSI na forma mais
geral usando um algoritmo pertencente a classe de métodos de reducao. Entre outras
técnicas possiveis para a resolugao dos sub-problemas reduzidos optou-se por uma técnica

de penalidade.
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1.4 Contribuicao da tese

Neste projecto é proposto um algoritmo para problemas de PSI nao lineares na forma mais
geral. O algoritmo pertence & classe dos métodos de redugao e é baseado numa técnica
de penalidade. Numa fase preliminar fez-se um estudo a varias funcoes de penalidade e
comparou-se o seu comportamento em problemas de PSI. Este estudo induziu a escolha de
uma funcao de penalidade de norma-oo aumentada e procedeu-se a sua generalizacao. As
propriedades da funcao de penalidade generalizada sao apresentadas neste trabalho bem
como o seu estudo tedrico.

Fez-se a implementagao do algoritmo proposto produzindo um solver designado por
SIRedAl (Semi-Infinite Reduction Algorithm). A minimizac¢ao da func¢do de penalidade é
efectuada pela fungao fminsearch do MATLAB ou pelo solver PSwarm[131]. A resolugao
dos problemas multi-locais é feita pelo MLOCPSOA (Secgao 4.2) ou pelo MLOCGAMO
(Seccao 4.3). Mostram-se ainda os resultados obtidos com 117 problemas de PSI em que

foram utilizados os dois algoritmos na resolugao dos problemas multi-locais.

1.5 Estrutura da tese

As condigoes de optimalidade caracterizam as possiveis solugoes de um problema de optimi-
zagao. Com frequéncia essas condigoes sao usadas no desenho dos respectivos algoritmos.
No préximo capitulo sao apresentadas as condigoes de optimalidade para problemas de
PSI, permitindo introduzir notagao e conceitos necessérios aos capitulos subsequentes.
Uma recolha bibliogréafica de trabalhos desenvolvidos em PSI, permite a apresentacao
no Capitulo 3 das abordagens classicas mais usadas na resolugao dos problemas de PSI.
O algoritmo desenvolvido pertence a classe dos métodos de redugao. Estes métodos
sao caracterizados pela resolucao de problemas multi-locais, correspondendo a uma parte
significativa do céalculo computacional numa iteracdo num algoritmo de reducao. A re-
solugao de problemas multi-locais tém a dificuldade acrescida, relativamente ao métodos

de optimizagao global, de determinar todos os 6ptimos globais (e eventualmente alguns
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locais) de um problema. No Capitulo 4 sdo apresentadas as abordagens tipicas para este
problema, com referéncia a alguns trabalhos desenvolvidos por diversos autores.

O algoritmo proposto usa uma técnica de penalidade que é apresentada no Capitulo 5
em conjunto com as fungoes de penalidade mais conhecidas na programacao finita e na
PSI.

No Capitulo 6 apresenta-se o algoritmo proposto e algumas propriedades.

No Capitulo 7 sao apresentados os resultados computacionais obtidos com uma im-
plementagao do algoritmo proposto. As experiéncias computacionais determinantes na
escolha da funcao de penalidade, a analise de sensibilidade realizada aos parametros do
algoritmo e os resultados para problemas na forma mais geral sao também apresentados
neste capitulo.

As conclusoes e sugestoes para trabalho futuro estao descritas no Capitulo 8.



Capitulo 2

Condicoes de optimalidade

As condigoes de optimalidade s@o importantes porque caracterizam as solugoes
do problema e respondem a questoes como a da estabilidade das solugoes e
a dos tipos de convergéncia de algumas classes de métodos. A deducao das
condic¢oes de optimalidade indica também possiveis caminhos para a resolugao

do problema apresentado.

Este capitulo é dedicado as condigoes de optimalidade de primeira e segunda ordem para
problemas de PSI. Conforme referido anteriormente, um problema de PSI na forma mais
geral pode incluir varias restri¢oes infinitas e finitas. Ao longo deste capitulo consideram-se
problemas com apenas uma restricao infinita. O uso de uma simplificacao do problema
advém do grau de complexidade de resolugao nao ser inferior ao dos problemas na forma
mais geral permitindo ter uma notagao mais simples das condigoes de optimalidade, sendo

a generalizagao imediata. A representagao do problema de PSI simplificado é a seguinte:

min f()

s.a g(z,t) <0 (2.0.1)

VteT .
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A funcéo objectivo f(x) é de R™ em R e a funcao de restrigao infinita, g(z,t), ¢ de R™ x RP
em R. Assume-se que ambas as fungoes sao duas vezes continuamente diferenciaveis em
todos os argumentos e 7" C RP é um conjunto compacto.

O capitulo é composto por trés seccoes. Na primeira sec¢ao apresentam-se as condigoes
de optimalidade de primeira ordem. Na segunda seccao sao introduzidas as condi¢oes para
que um problema de PSI possa ser reduzido localmente a um problema finito e, com base
neste problema finito, sao apresentadas na tltima sec¢ao, as condi¢oes de optimalidade de

segunda ordem.

2.1 Condicoes de optimalidade de primeira ordem

A seguinte defini¢ao caracteriza um ponto estacionério [88, 90, 112] do problema de PSI

definido na forma (2.0.1).
Definicao 2.1.1 Seja x* € R™ um ponto admissivel, ou seja, que satisfaz a restri¢ao:

g(x*t) <0, VteT,

e suponha que existem tq,ta, ..., tyx € T e numeros nao negativos \j, \], A5, ..., A5, tais
que
ANVaf (@) + > N Vag(a® ;) =0 (2.1.1)
i=1
com

*

glx*t;)) =0, i=1,...,m".
Entao x* € um ponto estaciondrio para o problema de PSI (2.0.1).
Hipotese 2.1.1 Seja vdlida a sequinte condi¢ao de reqularidade:
Ju € R" tal que g(x*,t) +u'Vog(z*,t) <0Vt €T.

As condigoes de optimalidade de primeira ordem sao dadas pela Definicao 2.1.1 e pela

Hipotese 2.1.1. Estas condigoes definem um sistema de equagoes nao lineares, as chamadas
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equagoes Karush-Kunh-Tucker (KKT). Um ponto solugao desse sistema, ou que satisfaga

a Defini¢ao 2.1.1 e a Hipotese 2.1.1, é chamado ponto KKT.

A caracterizacao da solucao depende das diferentes condigoes de regularidade que sao
impostas ao sistema de equagoes KKT. Essas condi¢oes dependem também do tipo de res-
tricoes existentes no problema. Para um problema com restri¢oes de igualdade, a condic¢ao

de regularidade teria de ser diferente da Hipotese 2.1.1.

A deducao das condigbes de optimalidade de primeira ordem pode ser apresentada de
varias formas. Por exemplo, [88] tem uma dedugdo baseada em integrais de Lesbegue

enquanto que em [29] é baseada em integrais de Riemman.

Na verificacao das condicoes de optimalidade de primeira ordem nao é necessério consi-
derar todo o conjunto 7', podendo ser usado apenas um subconjunto finito de 7. Existem
varios métodos, na resolucao de problemas de PSI, que substituem o conjunto 7" por um
subconjunto finito de T" em que as restri¢oes infinitas sao transformadas num conjunto

finito de restrigoes.

Considere-se a seguinte hipotese:

Hipétese 2.1.2 Para todo o x € R™ o conjunto dos mazimizantes globais (I'(x)) de g(x,t)
para todo ot € T € finito.

As condigoes de optimalidade (2.1.1) juntamente com a Hipotese 2.1.2 e a ndo nega-
tividade dos multiplicadores de Lagrange sao equivalentes as condigoes KK'T de primeira

ordem de um problema de programagao nao linear (PNL) finito, da forma:

m}%n f(z) sa g(z,t;) <0 Vie{l,...,m"}.
xe n

Sob determinadas hipoteses especificas, como a Hipdtese 2.1.1, o problema PSI é local-

mente equivalente a um problema de PNL.
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2.2 Reducao local a um problema finito
Considere-se o problema definido em T € R"

T 2.2.1
max g(7, 1), (2:2.1)

em que 1" C RP.

As condigoes de optimalidade de segunda ordem da PSI exigem que o sistema seja regu-
lar. Esta regularidade responde a questoes como a estabilidade de solugoes, a dependéncia
de solugbes do problema (2.2.1) assim como o tipo de convergéncia de algumas classes de
métodos numeéricos.

A redugao local consiste na substituigao das restrigdes infinitas do problema de PSI
por um conjunto finito de restrigoes, que dependem exclusivamente de x, considerando os
maximizantes globais e locais do problema (2.2.1).

Nesta seccao comega-se por mostrar um resultado de estabilidade para uma tnica solu-
cao de (2.2.1) [37, 39|, de seguida é apresentada a aproximagao reduzida de forma a obter
as condigoes de optimalidade de segunda ordem.

Seja T C RP um conjunto compacto definido como T' = {t|h;(t) < 0, j € J}, em
que J & o conjunto de indices e h; é uma funcao de R — R duas vezes continuamente

diferenciaveis.

Definigao 2.2.1 Seja t ponto admissivel do problema (2.2.1). O conjunto de indices acti-

vos define-se como

J(t)={jeJ:hit)=0}.

Para um dado ¢ do problema (2.2.1), a condigao de regularidade (fraca) de Mangansarian-

Fromotivz (CRMF) verifica-se se existir um vector 77 € R" tal que:
Vh@n <0, je T

Seja ¢ uma solugao do problema (2.2.1). Se a condigao CRMF ¢ satisfeita entao existe

um vector de multiplicadores 7 € RV ®I tal que:
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V.LYEF) =0, >0 (2.2.2)

em que L representa a funcao Lagrangeana do problema (2.2.1) com respeito a 7,

LH(t,~) = g(Z, 1) Z vih; (2.2.3)
jeI (1)

A condigao de complementaridade estrita (CCE), strict complementary slackness, verifica-

se se o multiplicador 7 em (2.2.2) satisfaz
73’ > 07 j € j(z)

Introduz-se agora a condi¢ao de optimalidade de segunda ordem para o problema

(2.2.1):

Hipoétese 2.2.1 Dado T € R" e seja t uma solugio do problema (2.2.1). Assume-se que
a condi¢ao de regularidade de independéncia linear de h;(t) € verificada, isto é, os vectores
V:ihi(t), j € J(t) sao linearmente independentes. A condi¢ao de sequnda ordem para que
t seja maximizante local do problema (2.2.1) é

VZL(t,v) ser definida negativa no espago tangente, isto €,
N VRLE ) <0, n#0 € T(z,1),

em que

T(z,t) = {n:7;Vihj(t)n =0, j € T(#)}.

Teorema 2.2.1 (Teorema 1 em [39]) Dado T € R™ e seja t solugdo do problema (2.2.1)
em que a Hipotese 2.2.1 € satisfeita. Entao existem wvizinhancas Uy de T, e Vi de t, e

fungoes Lipschitz continuas diferencidaveis direccionais
t:Ug— Viy: Uy — RITO
tais que

o t(T)=1t;
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* (@) =7

e Para todo x € Uz, t(T) € a unica solugao local para o problema (2.2.1) em V;NT.

Seja T um ponto admissivel do problema de PSI. Assumindo que a Hipotese 2.2.1 é satisfeita
em todos os pontos ¢ solugao do problema (2.2.1) (i.e., para todo t € I'(T) = {t1,...,4,}),
pela aplicagao do Teorema 2.2.1 o problema de PSI pode ser localmente reduzido a um

problema equivalente de optimizacao finita.

Teorema 2.2.2 (Teorema 3 em [39]) Dado um T € R™ tal que a Hipdtese 2.2.1 € satisfeita
em todas as solugoes t € T'(T), entao existe uma vizinhanga U(T) de T tal que para todo o

x € Uz existe um ponto admissivel v € R" se e so se:
Gl(x) = g(xatl(x)) S 07 [ = ]-7 s T

O problema reduzido é, entao, definido da seguinte forma:

(

s.aa  x€U(T)
Fre
N awso
l=1,...,r.

2.3 Condicoes de optimalidade de segunda ordem

Considere-se um problema de PSI e assume-se que para um T € R™ as condigoes de
regularidade do Teorema 2.2.2 verificam-se. Entdo numa vizinhanga U(Z) de T o problema
PSI é equivalente a um problema finito P,.4(T). Seja K o cone das direc¢oes criticas do

problema P,.4(T) em 7,

K={¢ecR": Ve (@) <0, l=1,...,r
val(E)ﬁﬁoa

As seguintes condigoes de optimalidade verificam-se.
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Teorema 2.3.1 (/39]) Seja T um ponto admissivel do PSI tal que as hipdteses do Teo-

rema 2.2.2 sdo satisfeitas.

(a) (Condigao necessdria) Seja T uma solugao local do problema de PSI. Para qualquer

¢ € K o sequinte sistema nao tem solugao em d € R™:

(

Vog(@,0)d + ETV2,9(T, 10)E — V HT)EVEL(E,7) Vit (T)E) <0,
t € T'(7;€),

Vaf (@)d + TV, f(@)E <0,

se Vo f(@)€ =0,

\

onde T(Z,&) = {t; e T'(T) : V,9(T, ;)¢ = 0}.

(b) (Condigao suficiente) Seja T uma solugao local do problema de PSI. Para qualquer

¢ € K o sequinte sistema nao tem solugao.

i € F(T)7
Vof(@)d+ V(@))€ <0,
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Capitulo 3

Abordagens classicas

A forma intuitiva de resolver os problemas de PSI consiste na substituicao do
numero infinito de restrigoes por um nimero finito, sem alterar o valor 6ptimo.
Dos diferentes métodos numéricos existentes realcam-se trés classes principais:
métodos de discretizacao, métodos de trocas e métodos baseados em redugao
local. Neste capitulo faz-se uma abordagem aos principais métodos numéricos

para a resolucao de problemas de PSI.

Neste capitulo, por uma questao de notagao, considera-se o problema de PSI na forma
simplificada. O problema é constituido por uma tnica restricao infinita e tem a seguinte

representacao:

P(T) = { min  {f(z):z € K} (3.0.1)
K= {zeR":g(x,t)<0,Vt €T}

em que 1" é um subconjunto compacto de RP, f é uma funcao de R — R e gde R" x RP —
R. Assume-se que ambas as fungoes sao continuas em todos os argumentos. As abordagens
que vao ser apresentadas podem ser facilmente estendidas a problemas com mais do que
uma restricao. Nesse caso, o conjunto de pontos admissiveis seria dado pela interseccao de

varios conjuntos
K={zeR":g(x,t) <0, parai =1,...,meVt € T},

17
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em que, para cada i = {1,...,m}, T seria um subconjunto compacto de RP e g; teriam as

mesmas propriedades de g.

Os algoritmos usados em problemas de PSI geram, habitualmente, uma sequéncia de
problemas auxiliares de optimizacao com restri¢oes finitas que sao resolvidos por algoritmos
tradicionais de optimizacao finita. Dependendo da forma como os problemas (auxiliares)
finitos sao gerados, pode-se agrupa-los em trés classes principais distintas: métodos das
trocas, métodos de discretizagao e métodos baseados em reducao local. Ha ainda outros
algoritmos que nao se enquadram em nenhuma das classes referidas anteriormente. E,
de acordo com a opiniao de alguns autores poderia-se acrescentar ainda os algoritmos
baseados em transcrigoes de restricoes, os métodos tipo simplex, os métodos descendente
e os métodos duais. Sendo que o algoritmo proposto neste trabalho pertence a classe dos

métodos de reducao.

Para descrever os métodos de trocas e discretizacao supoe-se que o conjunto K é com-

pacto e considera-se os seguintes problemas auxiliares com restri¢oes finitas:

min r):x € KF

Kt = {z € Zy:g(x,t) <0,Vt € TF}
em que k representa o numero da iteracao e Z, ¢ um conjunto compacto e convexo, Zy D K,
que possibilita a adi¢ao de mais restricoes. Por vezes Z; é introduzido artificialmente para
tornar os problemas finitos soltiveis. Se K # {), o problema aproximado P(T*) tem uma

solugao para todo o conjunto finito 7% C T [37].

Este capitulo inclui quatro secgdes que descrevem as varias abordagens existentes para
a resolucao de problemas PSI. A Secgao 3.1 aborda os métodos das trocas. Os métodos de
discretizacao sao abordados na Sec¢ao 3.2. Na Sec¢ao 3.3 sao descritos os métodos baseados
em reducao local e na tultima seccao sao apresentados métodos que nao se integram em

nenhuma das classes anteriores.
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3.1 Meétodos de trocas

O método de trocas [37] ¢ um método iterativo caracterizado pelo facto de, em cada iteracao
k, resolver um problema finito P(T*), em que o conjunto T**1 ¢ obtido a partir do conjunto
T*. adicionando e eventualmente removendo algum ponto, o que é equivalente a adicdo de
pelo menos uma restricao e a possivel remocao de outras.

Apresenta-se, agora, o algoritmo conceptual do método de trocas.

Algoritmo 3.1.1 (Algoritmo conceptual do método de trocas [38])

e Passo(k): Dado T* C T. Determinar uma solu¢io z* de P(T*) e alguns (ou todos)

mazximizantes t¥, . .. ,t’;k do sub-problema
k
t A1
max g(z", 1) (3.1.1)
Se g(mk,tf) <0,j=1,...,¢" parar. Caso contrdrio, escolher T**1 verificando as

sequintes condigoes:

T TRt

k
tgaflg(x ,t) > 0.

Uma condig¢ao necessaria para existir convergéncia é:

k kY __ k
max g(z",tj) = max g(a",1),

isto é, em cada passo, ou no minimo numa sequéncia de passos, é necessario determinar a
solugdo global de um problema de optimiza¢ao nao-convexo (3.1.1), podendo ser bastante
custoso para problemas cuja dimensao de T seja superior a dois. Os métodos das trocas
tém sido aplicados quase exclusivamente & PSI linear. Estes métodos aplicados a este tipo
de problemas normalmente geram solugoes (aproximadas) com pouca precisdo, mas sao
eficientes. A diversidade dos algoritmos baseia-se principalmente na escolha do conjunto

Tk+1
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Em 1979, P.R. Gribik [27] prop6e um algoritmo de planos de corte (cutting-plane) para
problemas de PSI linear baseado num algoritmo de planos de corte central. O método gera
uma sequéncia de pontos (admissiveis ou nao) do problema. Num ponto nao admissivel
o método pode gerar um corte a partir de uma restricao violada qualquer, sem afectar a
convergéncia ou a taxa de convergéncia do algoritmo.

Em [6], os autores apresentam dois algoritmos de planos de corte: um na forma geral e
outro, que designam por algoritmo relaxado, que difere do primeiro apenas na forma como

gera o conjunto 7%+, Este conjunto é dado por:
T =TFu {tF11\ Z%) onde
ZF={teT": g(z" t) <0}

K. Roleff, em [99], apresenta um algoritmo de trocas multiplas estével para PSI linear.
Um passo do algoritmo de trocas multiplas corresponde a algumas etapas do método de
simplex aplicado a um problema reduzido. Os problemas auxiliares do problema primal
sao obtidos depois da resolucao do problema dual, em que sempre que um vector entra
na base, sao usados métodos de modificacao estavel para comecar uma nova particao da
matriz da base alterada.

R.L. Streit [104] apresenta um algoritmo para sistemas de equagoes lineares comple-
xas com norma-oco. O objectivo é encontrar valores complexos de incognitas de modo que
a magnitude maxima residual do sistema seja minimizada. As incognitas satisfazem de-
terminadas restrigoes convexas, onde lhe sao impostos limites sobre a sua magnitude. O
problema original é substituido por um problema discretizado, que consiste num programa
linear gerado de forma a que o erro relativo possa ser estimado. O problema primal é
resolvido através do seu dual, usando um método de simplex revisto.

M.D. Asic et al., em [1], apresentam um método para PSI com restrigoes convexas. O
método gera uma sequéncia de pontos admissiveis e nao requer a maximizacao global da
fungao restrigao g. O método usa informagao analitica da fungao restrigao para obter uma
discretizacao selectiva do conjunto T*, em que os sucessivos refinamentos da grelha sao

usados para testar a admissibilidade dos pontos.
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R. Reemtsen, em [94], apresenta um método de planos de corte para resolver problemas
minimax num plano complexo. O autor transforma os problemas minimax complexos
em problemas PSI real convexa e mostra como os métodos de discretizagao e planos de
corte podem ser aplicados neste tipo de problemas. O algoritmo apresentado em [83] esta
relacionado com o de [94]|. Enquanto que em [94| o método requer a restrigdo mais violada
em cada itera¢ao de um subconjunto finito de restrigoes infinitas, o de [83] usa a restrigao
mais violada na globalidade.

Em [51] os autores apresentam um algoritmo de optimizagao global para PSI convexa
nao linear baseado num algoritmo de planos de corte central para PSI linear. O método é
de planos de corte de pontos interiores e preserva algumas caracteristicas dos algoritmos
de planos de corte central. Para a adicao das restrigoes ¢ usada informacao dos gradientes
da funcao objectivo e das restricoes. O algoritmo tem um esquema de gestao de grelha
para gerar cortes.

Em 1993, B. Fischer e J. Modersitzki, em [19], descrevem um método para determi-
nar a melhor aproximagao Chebyshev linear para fungoes definidas no plano complexo. O
algoritmo é baseado numa reformulagao do problema aproximado como um problema de
programacao semi-infinita linear, em que os médulos complexos sao substituidos por restri-
¢oes infinitas. O algoritmo descrito utiliza a ligacao entre a formulagao do problema primal
e dual. Esta abordagem permite obter problemas de pequena dimensao e nao depende do
nimero de pontos extremos.

R. Reemtsen, em [95], apresenta um algoritmo para problemas gerais de optimizagao
semi-infinita convexa, onde em cada iteragao sao resolvidos sub-problemas quadraticos.

S.C-Fang et al, em [17]|, propoem um algoritmo para programacao semi-infinita qua-
dréatica convexa, em que usam uma perturbacao entropica. Os autores adicionam a fungao

objectivo a fungao entropica
h(z) = - Inx,definida em {x € R" : > 0}.

Em cada iteragao, a restricao adicionada corresponde ao maximo global do problema

(3.1.1). Para determinar o maximo global, comeg¢am por dividir o intervalo [0, 1] em 100
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intervalos e usam uma sub-rotina IMSL [72] para encontrar o maximizante de cada inter-
valo. Nao havendo garantia de que os maximizantes encontrados sejam globais, seleccionam
como maximizante global aproximado aquele com maior valor da fungao objectivo.

A. Potchinkov et al., em [86], apresentam um método considerado como um desen-
volvimento do método de planos de corte de Kelley-Cheney-Goldstein para programacao
convexa finita. A aproximacao foi aplicada a um projecto de desenho de filtros digitais
(filtros FIR) no plano complexo.

Em [44], os autores desenvolveram um algoritmo de planos de corte para problemas
de PSI convexa. Os cortes gerados proximos da regiao admissivel sao cortes lineares. O
algoritmo foi implementado nas versoes sequencial e paralela.

H. Hu em [41], apresenta um método de convergéncia global para PSI linear baseado no

método do sub-gradiente (descida maxima). O autor define o problema da seguinte forma:

max CT.T
zeERM

sa at)'z—bt)<0vVteT.
emquec€ R", TCR,a:T — R"eb:T — R. Para um dado ¢® > 0, \* > 0¢e 2¥, o

algoritmo determina a €*—solucao do problema nao linear
sup{a(t)’ (z" + Ne) —b(t) : t € T},
ou seja, determina um t* que satisfaz
a’ (tF) (2 + NFe) — b(t*) > sup{a(t)’ (z" 4+ Ne) — b(t) : t € T} — €.

Se z¥ + ¢ satisfaz a restricao entdo esta perto da regidio admissivel e faz 2*+1 = 2% + M.
Caso contrario, calcula z¥*1 como a projecgao de z* + Nec em a(t*)Tx = b(t*).

A.W. Potchinkov, em [82], propoe um método para desenho de diversos filtros FIR
de fase-linear 6ptima. O método resolve problemas de PSI convexa. No coédigo do pro-
grama sao utilizadas rotinas da IMSL MATH /Library [72] para resolver os problemas de
optimizagao (em particular, a IMSL-DUVMIF).

Y.V. Volkov et al., em [133], apresentam um método de aproximagoes exteriores es-

tocasticas que incorpora mecanismos de pesquisa activa para as restrigcoes relevantes e
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remocao das restri¢oes irrelevantes. O método proposto é um desenvolvimento do método
de Eaves-Zangwill. Em cada iteracao sao aplicadas técnicas multi-partidas na pesquisa de
parametros das restri¢coes relevantes.

M.-H. Wang and Y .-E. Kuo apresentam em [136] um algoritmo para resolver problemas
de PSI linear, combinando o método de adicao de restri¢oes para a PSI linear com o método
de perturbagao, em que é utilizada uma funcao barreira na resolucao de problemas de
programacao linear finita. A restricao que é adicionada em cada iteragao corresponde a
solugdo do problema (3.1.1).

S.-Y. Wu et al. em [142| propéem um método de planos de corte relaxado para proble-
mas de PSI convexos definidos da seguinte forma:

min f(z)

sa a'(t)x>bt) VteT

x>0

em que f(-) é convexa, a(t) e b(t) sdo fungdes continuas em 7. O esquema relaxado vai

gerando novos cortes, seleccionando, em cada iteragao, um ponto que verifique a condicao:
a’ (tFTN 2 — p(tH ) < -6,

sendo ¢ um valor pequeno.

B. Breto [5] propoe um algoritmo para problemas de PSI linear baseado no plano
de corte central com um procedimento para acelerar a convergéncia. O método tenta o
corte mais profundo até que os sub-problemas se tornem nao admissiveis ou um ponto
admissivel seja encontrado. O autor também mostrou que este algoritmo pode ser aplicado
a problemas de PSI convexa.

Em [140] o autor mostra que um problema de conicas robusto pode ser representado
por um problema de PSI linear e propoe um ajuste a um algoritmo de trocas, tornando-o

uma generalizagao do algoritmo tipo cascata para problemas de conicas robusto.
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3.2 Meétodos de discretizacao

O meétodo de discretizagdo [37] ¢ um método iterativo que calcula a solugado do problema
(3.0.1) através da resolucio de uma sequéncia de problemas P(T*), onde T* ¢ uma grelha-
h* em T, isto &, um subconjunto finito T% C T tal que sup,cp dist(t, T*) < h*, em que dist
é a distancia de um ponto a um conjunto. Num k-ésimo passo, a grelha 7% (habitualmente
uniforme) obtém-se por h* = v*h*¥~1 com +* € (0,1). Em alguns algoritmos verifica-se a

seguinte igualdade (k% € N):

1
= = com k71> 2,
-

implicando 7%~ C T* Vk.

O algoritmo conceptual do método da discretizacao pode ser descrito da seguinte forma.

Algoritmo 3.2.1 (Algoritmo conceptual do método de discretizagao [37])
Passo (k): Dados h*, o iiltimo conjunto T ¢ TF1 ¢ uma solugao ="' do problema

P(T");

il) Escolher h* = v*h*=t ¢ gerar T*;

i2) Seleccionar T TF;

i3) Calcular a solugao T de P(T").

Se 7 ¢ admissivel em P(T*) para uma dada precisio, entio x* := .
S éncia {v*} na ' -definid qo definir 1
e a sequéncia {v*} nao estiver pré-definida entio definir v*+.

Continuar com o passo (k+1).

.. ‘ . ‘ =k
Caso contrario repetir o passo i2) para escolher um novo conjunto T .

Uma vantagem dos métodos de discretizacao relativa a outros métodos de PSI é que
estes métodos trabalham exclusivamente com subconjuntos finitos de T e nao abordam
os problemas multi-locais. Em particular, a admissibilidade de um ponto x € R"™ pode

ser verificada nos problemas finitos P(T*), excepto para o préprio problema de PSI P(T)
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[96]. Uma desvantagem destes métodos é o aumento drastico do nimero de restrigdes do
problema de PSI discretizado provocado pelo aumento de precisao. Uma forma de tornar
o algoritmo mais eficiente é usar a maxima informacao possivel das grelhas anteriores na
resolucao de P(T*) |37, 38]. A principal diferenca entre este tipo de algoritmos estd na
escolha de T que deve ser tal que a solucao P(Tk) resolva aproximadamente também

P(T*). Uma forma de seleccionar T ¢a seguinte:

T" S5 TE={teTF: g(z,t) > —a},

sendo o > 0 algum valor escolhido e T o iterado anterior. A escolha de a é de extrema

importéancia porque para o’s muito grandes leva-nos a muitas restrigoes em P(7") e a’s

muito pequenos leva-nos a um grande ntimero de passos i2) e i3) para um dado T* fixo.

Em [35] o autor apresenta um método de discretizagao para problemas de PSI linear. A
grelha inicial é refinada sucessivamente de forma a que as solu¢oes das grelhas precedentes
possam ser usadas como pontos iniciais das grelhas subsequentes e reduzam consideravel-
mente o nimero de restrigoes nos problemas seguintes. Para resolver os sub-problemas de

programacao linear é utilizado um algoritmo simplex numericamente estavel.

R. Hettich e G. Gramlich em [36] descrevem um algoritmo implementado em FOR-
TRAN para problemas semi-infinitos quadraticos convexos. O algoritmo apresentado é

uma extensao do trabalho em [35].

Em [93] é proposto um algoritmo para problemas lineares que requer a solugao de um

problema de programacgao quadratica em cada iteragao.

Em [95] o autor prova a convergéncia de um algoritmo de discretiza¢do aplicado a

problemas gerais de PSI convexa.

Em [108| o autor utiliza uma estratégia de selecgao das restrigoes e—activas evitando o

aumento das restrigoes ao longo do método (das iteragoes).
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3.3 Meétodos baseados na reducao local

Os métodos de reducao [37] substituem as varias restri¢oes infinitas do problema original
por restricoes finitas que, localmente e sob determinadas hipoéteses, sao suficientes para
descrever K. Assume-se que f € C*(R") e g € C*(R" x T). Seja T € R™ um ponto dado.

Seja t1, ..., 14, com ¢(T) < oo todas as solucdes locais de:

max g(z,t) (3.3.1)

teT

para um dado z. O ponto z € K se e s6 se ¢g(Z,t;) < 0,5 = 1,...,¢(Z). Assumindo
que existe uma vizinhanca U de Z tal que existem funcoes ti, j=1,...,¢(x) duas vezes

continuamente diferenciaveis, em que:
ti:Uw—Ttj(z)=1;,7=1,...,q(%)
para todo o ponto = € U, os t;(7) sdo todos solugdes locais de (3.3.1). Entao, com
Gj(z) == g(z,tj(2)),J = 1,...,q(z),
tem-se G; € C*(U) e
KNU={reU:Gix)<0,j=1,...,q9(7)}
isto ¢, em U o problema P(T) foi substituido pelo problema finito
Pi(T) min{f(z):G;(z) <0,j=1,...,q(2)}.

Os métodos de redugao local sao caracterizados pela necessidade de calcular solugoes globais

dos problemas auxiliares e geralmente sao descritos da seguinte forma:

Algoritmo 3.3.1 (método de redugao conceptual [37])
e Passo k: Para um dado 2*~' (ndo necessariamente admissivel).

1. Determinar todos os mazimizantes locais V=1, . .. ,t’;,:_ll de (3.3.1)
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2. Usando alguns passos de um algoritmo finito, resolver o problema finito reduzido

(Prea(z"1))  min{f(2)|Gj(z) <0, =1,...,¢" '} (3.3.2)

com G;(z) = g(z,t;(x)) et;(-) definido numa vizinhanga de 2%~

k—1

Seja "~ a solugao do problema (3.3.2).

3. Ir para passo (k +1).

No primeiro sub-passo esta implicito que o niimero de maximizantes dos problemas (3.3.1)
é finito. Se nao for o caso, a hipdtese basica para a redugao falha e deve ser utilizado
outro método. Este sub-passo é dispendioso porque requer uma pesquisa multi-local dos
méaximos em (3.3.1). Para o segundo sub-passo é conveniente usar métodos de Programacao
Nao Linear com uma taxa de convergéncia super-linear para garantir um niimero baixo de
execucoes do primeiro sub-passo. Inicialmente os métodos de programacao quadratica
sequencial (SQP) eram usados quase exclusivamente neste contexto. As vantagens dos
métodos de redugao s@o a boa taxa de convergéncia (com boa precisao) e, normalmente, o
problema reduzido finito possui um ntmero pequeno de restri¢oes.

E.J. Anderson e A.S. Lewis [2| apresentam um algoritmo de redugao para resolver
problemas de PSI linear. Os autores usam uma estratégia baseada no método de Simplex
e uma estratégia de purificacao. Neste trabalho nao é feita referéncia ao método para
determinar os 6ptimos locais (e globais) do problema (3.3.1).

Em 1985, I.D. Coope e G.A. Watson [10] propuseram um algoritmo para PSI baseado
na Lagrangeana projectada. A func¢ao Lagrangeana para problemas de PSI reduzidos, com

apenas uma restricao infinita, é definida da seguinte forma:
q
L(x, ) = f(@) + ) Ngla.ty),
j=1

onde \; sao multiplicadores de Lagrange nao negativos e g(x,t;), para j = 1,..., ¢, sdo 0s
méaximos locais e globais de g(z,t), para um dado x. Para a obtengao dos maximizantes

do problema (3.3.1) (procura multi-local), é usada uma grelha uniforme do conjunto 7" e
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os méaximos sao determinados com aplicacao de um método do tipo Newton. A direccao
de descida d é obtida através da resolucao do problema quadratico
T Lop
min d" Vf(z)+ -d" Hd
d 2 (3.3.3)
s.a Vg(z,t))d+g(z,t;) =0, j=1,...,q,
em que H é uma matriz simétrica. A funcao mérito utilizada é a seguinte funcao de

penalidade exacta: )
P(x) = f(z)+p > lg(z,t)]4, (3.3.4)
j=1

em que [z]y = max{0,z}. Para p > ||| a direccao de descida de (3.3.3) é direcgao de
descida da fungao (3.3.4). Quando d = 0 ¢é a solugao do problema (3.3.3),  é um ponto
estacionario do problema de PSI. Para manter a matriz Hessiana do problema (3.3.3)
definida positiva, usa a relacio H = V2L(z, \) + pul, em que p é o mesmo de (3.3.4) e I a
matriz identidade. A diminui¢ao do valor da funcao de penalidade P é garantida através
do célculo do comprimento de passo 7 para a direc¢ao d. v é o maior membro da sequéncia

{1,3,%,...} que satisfaz a condi¢ao T'(x,7) > p, em que

P(z +~d) — P(x)
yP'(z;d)

T(x,7v) =

P'(x;d) < 0 é a derivada direccional da funcao de penalidade (3.3.4) em z na direcc¢do d e
p ¢ um valor pequeno.

O algoritmo de redugao apresentado por C.J. Price at al., em [88, 89, 90|, usa apenas
derivadas de primeira ordem. Os maximizantes globais (e alguns locais) do problema
(3.3.1) sao determinados através da procura numa grelha, em que nos refinamentos ¢ usado
um método quasi-Newton. Na resolucao do problema reduzido sao usadas técnicas de
programagcao quadratica sequencial juntamente com a funcao de penalidade exacta de
norma infinita:

Sp(p,v) = () + o) + 582, (1), onde 6 = maslg(, 1))

sendo ;> 0 e ¥ > 0 os parametros de penalidade.
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A direccao de procura d é calculada com base numa aproximacao quadrética v definida

por:

min ¢ (zg, Ao; 1, v;d) = f(w0) +d"V f(x0) + %dTH d + p¢(d) + %v@(ch

deR"™

onde ((d) = %%X[g(xg,t) +d"V,g(xo, 1))y e Ag C T,
0

sendo Ay um conjunto finito. Como o problema de minimizagao 1) pode ser reescrito na
forma:
min d'Vf+ 1alTHd + uc + 11/(’2
deRm(ER 2 2
sa g(z*,t) +d" Vag(z",t) = ¢ <0
(>0
vVt € Ay,

os multiplicadores de Lagrange deste problema sao usados como estimativas de multipli-
cadores de Lagrange 6ptimos e na actualizacao de H, p e v.
A nova aproximacao é obtida através de uma procura unidimensional baseada no critério

de Armijo e no arco definido por
Thi1 = 2 + ad + o’c.

O vector ¢ é um corrector para evitar o efeito de Maratos e consequentemente garantir a
convergéncia superlinear.

O algoritmo de optimizagdo multi-local proposto em [55] usa uma estratégia passiva
numa particao de 7. O método baseia-se no calculo da derivada de g para um ntmero
de pontos, igualmente espacados, de um subconjunto 7. Os intervalos que nao contém
minimizantes locais sdo excluidos (descartados), enquanto que nos restantes é usada uma
linha unidimensional nao exacta.

Em [56] os autores propuseram dois algoritmos para PSI linear: um combina uma estra-
tégia de pivotagem tipo simplex com um esquema de direccao admissivel; o outro executa

um método de direc¢ao admissivel juntamente com um procedimento de purificacao. O
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algoritmo de purificacao permite obter um ponto extremo a partir de um ponto admissi-
vel, sem piorar o valor da funcao objectivo. Este algoritmo é uma extensao do algoritmo
apresentado em [57].

Em [143] é apresentado um método iterativo que resolve um sistema KKT aplicado a
problemas PSI. Em cada iteracao, k, é resolvido um sistema de programacao nao linear
(PNL) com restricoes finitas e é determinado um novo t*. Na resolu¢do do PNL & usado
um método de Newton semi-suave.

A.IP.N. Pereira e E.M.G.P. Fernandes em |75, 76, 77| propoem um algoritmo de redugao
local para resolver problemas de PSI. Na resolucao dos problemas multi-locais utilizam
uma variante do algoritmo estocastico arrefecimento simulado (simulated annealing) que
usa uma estratégia de redefinicao dos parametros de controlo e uma técnica que conserva a
admissibilidade. A este algoritmo foi-lhe incorporado a técnica de stretching evitando desta
forma a convergéncia para solugoes ja detectadas. Na optimizagao do problema reduzido

¢é utilizada uma funcao de penalidade exponencial e uma técnica quasi-Newton.

3.4 QOutros métodos

C.-J. Lin et al, em [59], usam um método de transcrigao para resolver um problema de PSI

linear. O problema da forma:

maz '
s.aa a(t)Tz <bt), VteT

é resolvido através de um problema de programacgao convexa sem restrigoes:

a®) T z—b(t)
max CT:L‘—,U/B o d(t)
T
s.a r € R"

em que A(t) representa uma medida de Lesbegue. Na integragdo numérica é utilizado o

método de Simpson.
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Em [106], K. Suyama et al. representam um problema de aproximacdo Chebyshev
complexa através de um problema de PSI linear usando uma técnica baseada no método
de Simplex. O algoritmo é composto por trés fases. Na primeira, 7" é dividido num
conjunto de pontos, o problema semi-infinito transforma-se num finito e sao seleccionados
candidatos a 6ptimos. Nesta fase utilizam um método convencional de simplex. A segunda
fase consiste em eliminar as restri¢oes redundantes. Na ultima fase é seleccionada a solugao

6ptima, com a verificagao das condigoes KKT.

Em [61], os autores resolvem problemas de PSI quadratica, com uma restri¢ao apenas,
através do respectivo problema finito dual parametrizado. O algoritmo proposto determina
a solugao global do problema dual e usa um esquema para o refinamento na parametrizagao
de T juntamente com um procura local. O algoritmo apresentado em [63] é uma extensao
do algoritmo de [61]. O método proposto resolve problemas de programagcao estritamente

convexa com mais do que uma restri¢ao infinita.

Os autores em [107] reformulam o problema PSI (3.0.1) como um problema de optimi-

zagao estocéastico descrito da seguinte forma:

min f(z)
s.a /h(g(aj,t))p(t)dt

onde p é uma funcao continua e estritamente positiva e h define-se como:

h(y) =0, Vte (—o0,0]e
h(y) >0, Vte (0,00)

Os autores apresentam algoritmos aleatorios (baseados em aproximagoes estocasticas) para

resolver este tipo de problema.

A.LF. Vaz et al., em [124], usam um esquema de transcri¢ao de restri¢oes para a PSI
(o problema de PSI é transformado num problema finito) em que utilizam uma técnica

de penalidade cléssica baseada na fungao exponencial. O problema (3.0.1) é transcrito da
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seguinte forma:

min f(z)
v (3.4.1)
s.a Ge(x) = / ge(z, t)dt < T
T
com
0 se g(x,t) < —¢
g=(x,1) = W se —e<g(z,t)<e (3.4.2)

g(x,t) se g(x,t) > ¢,
em que ¢ é factor de suavizagao e 7 o de relaxamento. A funcao de penalidade exponencial
proposta para o problema (3.4.1), considerando apenas uma restri¢ao de desigualdade, é
uma vez continuamente diferenciavel, depende também dos multiplicadores de Lagrange e
¢é definida da seguinte forma:

_ 1 pl Jp ge(z,t)dt—1) _
B, A p) = Fla) + A (o )-1).

O A é o multiplicador de Lagrange e ;1 > 0 o parametro de penalidade. No algoritmo, a
minimizagao do problema:

min ¢(x, A, p)

TERM™

para um dado valor de u, é feita usando um algoritmo quasi-Newton baseado na férmula
de BFGS para calcular uma aproximacao a inversa da Hessiana da fun¢ao de penalidade.
Para um dado valor de A, € e 7 a solugao determinada z*(u) é dada como aproximagao da
solugao do problema (3.4.2). Se a evolugao € significativa nas duas solugoes consecutivas do
problema (3.4.2) entao o algoritmo actualiza A, € e 7, e continua com uma nova iteragao,
caso contrario para.

Em [126], os autores propoem um algoritmo que usa uma aproximagao quadratica se-
quencial para problemas de PSI nao linear. O algoritmo comeca por construir um problema
de PSI quadratico (PSIQ) a partir do problema inicial e depois usa o método proposto por
Liu et al. [62] para resolver o problema de PSIQ. O problema de PSI quadréatico é resolvido

através de uma parametrizacao dual.



Capitulo 4

Optimizacao multi-local

Uma parte significativa do calculo computacional de uma iteragdo num algo-
ritmo de PSI, que utiliza um método de redugao, é dedicada a determinacao
de todos os maximizantes globais (e locais) das fungdes de restrigao infinita.
A determinagao de todos os 6ptimos globais e locais caracteriza a optimizacao
multi-local, a qual podera ser entendida como uma extensao da optimizagao
global. Neste capitulo é feita uma breve descricao das técnicas propostas na
literatura, bem como as duas abordagens usadas na implementacao do algo-

ritmo de PSI proposto.

O problema de optimizacao multi-local consiste na determinacao de todos os 6ptimos

globais e locais do problema seguinte, para um dado valor fixo z € R",

max ¢(Z,t) = g(t) (4.0.1)

teT

onde o conjunto T é compacto, g supoe-se uma fungao nao linear nas variaveis ¢, conti-
nuamente diferencidvel. A optimizacao multi-local pode ser considerada uma extensao da
optimizacao global. Enquanto que na optimizacao global pretende-se determinar apenas

um maximizante t* € T que verifique a condic¢ao:

gty >gqg(t), vteT

33
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na optimizac¢ao multi-local sao requeridos todos os 6ptimos globais e locais.

Nos problemas de PSI, a optimizacao multi-local pode surgir na verificacao da admissi-
bilidade de um ponto ou na utilizagao de um método de redugao na resolucao do problema
de PSI. A verificacao da admissibilidade de um ponto requer a resolu¢cao de um problema
do tipo (4.0.1), para cada restrigao infinita. Recorde-se que, na fungao de restrigao infinita,
um ponto Z é admissivel se se verifica a desigualdade ¢(z,t) < 0 para todo ¢ no conjunto 7.
Esta verificagdo pode-se fazer determinando todos os 6ptimos globais do problema (4.0.1).
Como foi visto anteriormente, os métodos de reducao substituem as restri¢oes infinitas por
restrigoes finitas nos pontos 6ptimos do problema (4.0.1). Esta determinagao dos 6pti-
mos locais e globais representa uma parte significativa do calculo computacional de uma
iteragao no algoritmo de redugao para PSI.

Este capitulo esta dividido em trés secgoes. Na primeira seccao sao explanadas as
técnicas tradicionais usadas na optimizagao multi-local, com referéncia a alguns trabalhos
desenvolvidos nesta area. A segunda seccao descreve o algoritmo do solver MLOCPSOA
e a ultima secgao a do solver MLOCGAMO. Estes solvers foram implementados com o
intuito de serem aplicados nos métodos de reducao para PSI e sao usados na implementagao

do algoritmo descrito no capitulo 6.

4.1 Meétodos para a optimizacao multi-local

Os métodos de optimizagao global determinam apenas um o6ptimo global e a repeticao
sucessiva destes métodos para detectar outros 6ptimos poderd nao ser suficiente em alguns
problemas multi-modais. Com o objectivo de ultrapassar esta dificuldade tém surgido
algoritmos que combinam métodos de optimizacao global com outras técnicas para ’forgar’
a convergéncia para todos os 6ptimos globais (e locais).

Os métodos de optimizagao global podem ser divididos em deterministicos [3, 4, 40, 79|
e estocasticos [45]. Nos métodos deterministicos a garantia de que um o6ptimo global

foi encontrado é dada depois de fazer uma procura exaustiva no conjunto de solugoes,
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enquanto que na maioria dos métodos estocasticos é possivel provar que um 6ptimo global
foi alcangado com probabilidade um, desde que se verifique um conjunto de condigoes.
Embora estes tltimos algoritmos sejam simples de implementar, os custos computacionais
tendem a ser elevados. Nomeadamente, o tempo computacional de resolugao poderé ser
muito longo para satisfazer as condigoes que garantam o 6ptimo global. Habitualmente
opta-se por condi¢oes menos restritas, mas sem a garantia de encontrar o 6ptimo global.
Nos métodos deterministicos a informagcao dos pontos é usada numa sequéncia de passos,
bem definida, gerada pelo algoritmo, enquanto que os métodos estocasticos modelam a
fungao objectivo através de uma variavel aleatoria que usa a informacgao de pontos (bons)
j& avaliados e os respectivos valores da funcao. Tipicamente, estes métodos geram pontos
de T baseados na informacao de outros pontos gerados no passado.

Algumas técnicas existentes para a optimizacao multi-local sao baseadas nos algorit-
mos estocasticos, nomeadamente algoritmos que combinam técnicas multi-start com as de
clustering, arrefecimento simulado, colénia (também conhecido por enxame) de particulas
e algoritmos evolutivos.

Algoritmos baseados nas técnicas multi-start juntamente com as técnicas clustering po-
dem ser encontrados nos trabalhos [45, 46, 88, 110, 111|. Em [88], o algoritmo apresentado
é designado por Multi-Local Optimisation Subalgorithm (MOS) e tem uma estrutura se-
melhante ao de [45, 46]. Inicialmente o algoritmo gera um conjunto de pontos, também
chamados por pontos teste. Na geracao destes pontos sao usadas sequéncias de pontos
pseudo-aleatorios de Halton [88]. Segue-se uma fase exploratoria, onde é feito um estudo
topografico da funcao g, em que é calculado o valor de g para cada ponto teste. Usando
esta informacao os pontos teste sao agrupados em clusters. Cada cluster é formado por
pontos teste numa regiao de atraccao para algum maximizante. A regidao de atraccao é
formada por pontos de T, com um caminho ascendente (num caminho ascendente t, esta
ligado a t; se o valor de g(t;) for superior ao de g(ty)) de um ponto qualquer para um
maximizante local. O critério de paragem é formado pelas avaliagoes a fiabilidade dos
caminhos. A fiabilidade é determinada através de um processo estocéastico que modela g

ao longo de cada caminho. O processo estocastico é um processo de movimento Brownian
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generalizado que permite formar uma estimativa de probabilidade relativa & monotonia
estrita da fungao g ao longo de cada caminho.

Uma abordagem hibrida baseada no método de arrefecimento simulado (simulated anne-
aling) para encontrar todos os minimizantes de uma fungdo é apresentada em [101]|. Nesta
abordagem, o autor combina a técnica do arrefecimento simulado, com uma pesquisa tabu
e um método descendente.

A.LP.N. Pereira, em [75], apresenta um algoritmo designado por arrefecimento simulado
streched (ASS). Este algoritmo usa uma variante do método de arrefecimento simulado
([42]) modificada e combinada com a técnica da funcao stretching, [73]. O algoritmo
de arrefecimento simulado determina os pontos 6ptimos e a técnica da funcao stretching
¢ usada, ao longo do processo iterativo, com o intuito de prevenir a convergéncia para
maximizantes calculados nas iteracoes anteriores. O método ASS gera uma sucessao de

problemas de optimizacao global formulados da seguinte forma:

max D (t)

em que k indica a iteragao e a fungao ® é definida por:

Bu() g(t), sek=1
k: =
w(t), sek > 1.

A func@o w(t) resulta da aplicacdo da técnica da funcao stretching numa vizinhanga dos
maximizantes que vao sendo encontrados ao longo das iteracoes, modificando a fungao

objectivo da seguinte forma:

N by sign(@@)—g()+ :
9) = Ftamntu gy s¢ ¢ € Velt')
w(t) = parai=1,...,N
g(t) caso contrario
com
-1, se z<0
sign(z) = 0, se z=0,

1, se z>0
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e onde ¢, parai = 1,..., N representam os maximizantes (globais e locais) ja encontra-
dos pelo processo iterativo, N ¢ o niimero de maximizantes ji determinados, d, e p sdo
constantes positivas e V(") representa uma vizinhanga em torno de * de raio €. A fungao
g(t) corresponde & primeira transformagdo que é feita na fungdo objectivo, provocando
um decréscimo dos valores da fungéo objectivo numa determinada vizinhanga 01|t —¢|| do

ponto 6ptimo ¢
3(6) = 5(6) — 211t ~ Al (sign(a(F) — 5(1)) + 1)

em que 07, representa uma constante positiva.

Em [16, 47| é proposto um algoritmo de optimizacao de colénia de particulas (OCP).
Este algoritmo é baseado numa populagao simples que é motivada a partir da simulagao
do comportamento social. Apesar deste algoritmo estar preparado para o calculo de solu-
¢oes globais é vulneravel a problemas em que a funcao objectivo é multi-modal, podendo
oscilar entre as solugoes. Na tentativa de encontrar multiplas solucoes locais do problema
(4.0.1), Parsopoulos e Vrahatis em [74]| propuseram uma modifica¢ao no algoritmo de OCP.
Os autores introduziram no algoritmo a técnica da funcgao stretching para isolar algumas
particulas do enxame e gerar pequenas populagoes em torno destas. Nas populagoes mais
pequenas ¢é feita uma pesquisa mais refinada enquanto que no enxame ’'grande’ ¢ feita uma
pesquisa para as melhores solugoes. Uma outra variagao do algoritmo OCP tradicional,
que localiza nichos através do crescimento de sub-enxames a partir de um enxame inicial
foi proposto em [7]. E usado um algoritmo de optimizacdo de colénia de particulas de
convergéncia garantida para treinar as particulas dos sub-enxames. Mengs et al. em [69]
combinam o algoritmo de colénias de particulas com estratégias de estimagao de forma a
que este seja capaz de identificar potenciais lideres durante a evolucao e manter a diversi-
dade destes no espaco de pesquisa. A.LLF. Vaz e E.M.G.P. Fernandes em [114] propuseram
uma modificagao ao algoritmo OCP introduzindo uma estratégia deterministica que usa a
informacao do gradiente ou uma aproximagao de uma direc¢ao ascendente. Esta alteracao
previne que todas as particulas se concentrem na vizinhanca de algum maximizante global

e foi implementado no solver MLOCPSOA [113]. Na proxima secgao ¢ feita uma descrigao
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mais detalhada deste algoritmo.

Como algoritmo evolutivo tem-se um algoritmo genético para optimizacao multi-local
proposto por L. Costa e A.ILF. Vaz. O algoritmo usa duas aproximacoes: a primeira é
baseada numa estratégia multi-objectivo e a segunda usa uma estratégia uni-objectivo. Em
ambas as aproximagoes é utilizada a informagao do gradiente para melhorar a convergéncia
local. Este algoritmo estd implementado no solver MLOCGAMO [12] e é descrito com mais
detalhe na tltima secgao deste capitulo.

Para além dos algoritmos estocasticos tém sido propostos métodos que usam técnicas
deterministicas na resolucao de problemas de optimizacao multi-local. Lebén et al. em
[55] propuseram um algoritmo que combina uma técnica de partigbes com uma andlise
intervalar. Floudas em [21] combina o método branch and bound com a técnica de partigdes
na regiao admissivel. Em [48] os autores usam uma técnica que reduz o problema inicial

nao diferenciavel a um problema de particdes do conjunto éptimo.

4.2 MLOCPSOA

Nesta secgao é descrito um algoritmo baseado em OCP. Este algoritmo foi proposto em
[114] e esta implementado no solver MLOCPSOA [113].
O solver MLOCPSOA esta preparado para resolver problemas na forma:

max g(t) (4.2.1)

teT

onde g(t) é uma func¢do objectivo multi-modal e 7' é um conjunto compacto definido por
T = [on, B1] X [, Ba] X -+ X [y, §,]. Considera-se que o nimero de 6ptimos do problema
(4.2.1) é finito e que a funcao g(t) é continuamente diferenciavel.

O algoritmo de OCP simula o comportamento social de passaros para calcular os 6pti-
mos globais do problema (4.2.1). Este algoritmo usa uma populagao (colénia ou enxame)
de individuos (particulas). Para cada particula i, no instante de tempo [ (ou iteragao),
¢ atribuida uma posigao t'(l) € T' e uma velocidade v*(l) que fornece informagao sobre a

trajectoria da particula. Também ¢ mantida a informagao sobre a melhor posi¢ao y'(l)
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visitada pela particula #(I). A velocidade no instante de tempo [ + 1 ¢ actualizada da

seguinte forma:

UL+ 1) = (O (D) + peon (O (50 — E0) + vn; D@0 — 60, J=1,....p (4.22)

onde ¢(1) é o pardmetro inércia, 4 é um parametro cognitivo, v é um parametro social, wq; (1)
e wy;(l) sao numeros aleatoérios gerados uniformemente a partir de (0,1) e y representa a
melhor particula até ao momento da colénia. Entao, y;(l) — t3(l) é a direcgao cognitiva,
i.e., a direcc@o da particula para a sua melhor posicao e g;(l) — t;(l) ¢ a direccao social,
i.e., a direccao para a melhor posicao de sempre da colénia. A definicao da nova posicao

da particula faz-se através de:

tl+1) =) +ovil+1), j=1,...,p. (4.2.3)

Desta forma, uma particula usa a sua melhor posi¢ao encontrada e toda a coldénia direcciona-
se para a solucao 6ptima.

O algoritmo de optimizagao de colonia de particulas multi-local (OCPML) implemen-
tado no solver MLOCPSOA é capaz de localizar multiplas solugdes do problema (4.2.1).
Para evitar que todas as particulas se concentrem em torno da melhor posicao da coldnia,
a direc¢ao da melhor posigdo de sempre da colonia, na equagao da velocidade (4.2.2), foi
substituida por uma direccao ascendente determinada na posicao da melhor particula de
sempre. A diversidade é mantida porque a informacao relacionada com um 6ptimo global
nao é propagada socialmente. A experiéncia individual de cada particula juntamente com a
informacgao da direc¢ao ascendente leva-a a aproximar-se de um maximizante. O algoritmo
OCPML difere do OCP original na forma como a equacao de velocidade é actualizada,
onde a direc¢ao para a melhor colonia de sempre é substituido pela direc¢ao de subida

(gradiente). A nova equagao de velocidade é definida entdo como:

Ui+ 1) = (D0l + oy (D) — E(0) + o (O (V,9(E D)), j=1,..oup (424)

O tdltimo termo nesta formula pode ser visto como uma visao local da particula. A particula

tem a ’capacidade’ de seguir, com alguma probabilidade, a direc¢ao de subida dada pelo
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gradiente e melhorar a sua posicao localmente. O algoritmo pode usar, em substituicao
da direccao do gradiente, um método heuristico para avaliar uma direc¢ao aproximada de
subida na melhor posi¢ao de cada particula.

O algoritmo OCPML implementado no solver MLOCPSOA, é o seguinte:
Algoritmo 4.2.1 MLOCPSOA

1. Dados prog e maxiter, o numero mdximo de progressos e o niumero maximo de itera-

coes, respectivamente.
2. Seja s o tamanho da populagao.

8. Inicializar a colonia através de uma distribuicao uniforme (t5(0) ~ Ul(ay, 3;), i =
1,...,8, 7 = 1,...,p) ou por uma sequéncia Halton pseudo-aleatdoria de pontos.

Inicializar a velocidade a zero e a melhor valor da fun¢ao objectivo a —oo.

4. Seja pr = 0 o numero consecutivo de iteracoes sem progresso, | = 0 o nimero de

iteracoes e gbest = 0 o indice da melhor posicao de sempre de toda a colonia.
5. Enquanto pr < prog el < maxiter fazer:

(a) Seja pr=pr+1.
(b) Calcular o parametro v(1).
(¢) Para cada particula (i =1,...,s) fazer:
i. Calcular o valor da fungdo objectivo (g(t")) e o respectivo gradiente (Vg(t')).
ii. Se (g(y') < g(t')) entdo seja pr =0 e y* = t'.
i, Se (g(y9et) < g(y') entio seja gbest = i.
w. Actualizar a velocidade da particula (v'(l + 1)) usando a equagdo (4.2.4) e

verificar os limites.

v. Actualizar a particula (t'(1 4+ 1)) usando a equagio (4.2.3).

(d) Fazerl=1+1.
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4.3 MLOCGAMO

O algoritmo no solver MLOCGAMO tem duas versoes implementadas. A primeira baseia-
se numa estratégia multi-objectivo enquanto que a segunda usa uma estratégia uni-objectivo.
Ambas as versoes usam uma direc¢gao ascendente local para melhorar a convergéncia. O
algoritmo de optimizagao foi desenvolvido para determinar todos os 6ptimos locais (in-
cluindo os globais) de um problema de optimiza¢do nao linear na forma (4.2.1), sob as
mesmas condigoes anteriormente impostas.

O algoritmo do MLOCGAMO é um algoritmo genético com adaptagoes no sentido de
determinar todos os maximizantes globais e alguns locais em problemas do tipo (4.2.1) e

descreve-se da seguinte forma:

Algoritmo 4.3.1 O algoritmo MLOCGAMO

1. Seja l =0 o contador de iteracoes. Inicializar aleatoriamente E°.

2. Enquanto o numero de iteragoes e niumero de avaliacoes da funcao objectivo for in-

ferior a um determinado valor:

o Calcular o conjunto de progenitores P! a partir da populacdo de elite £ usando
uma fungao fitness.

e Calcular o conjunto dos Offsprings O' a partir da populagio progenitora P
usando os operadores de crossover e muta¢ao.

o Aplicar uma iteracio do método quasi-Newton a todos os pontos no conjunto de

elite E'.

o Calcular o novo conjunto de elite E através da selecgdo de pontos do conjunto
ELU O com o melhor valor fitness. Para os pontos que tenham o mesmo valor

fitness € seleccionado aquele com o maior valor da fun¢ao objectivo.

o [=[+1.

Na proxima subsecgao descreve-se a fungao fitness e nas restantes subseccoes a selecgao

dos progenitores e dos operadores de crossover e mutacao.
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4.3.1 A funcao fitness

A maior diferenca entre um algoritmo genético uni-objectivo regular e o algoritmo proposto
pelos autores esta na funcao fitness usada. Com o proposito de obter todos os 6ptimos

locais a funcao fitness proposta tem o seguinte algoritmo:

Algoritmo 4.3.2 A funcao fitness

1. Calcular a distdncia entre todos os pontos no conjunto U = £ U O. Se a distincia
entre dois pontos estiver dentro de uma determinada tolerdncia, o ponto com menor

valor da funcao objectivo € removido. Seja R o conjunto de pontos removidos.
2. Seja P=U\ R o conjunto de pontos sem valor atribuido.

3. Se a versao considerada € a uni-objectivo entao o valor fitness corresponde ao valor

da funcao objectivo dos pontos do conjunto P.

4. Caso contrdrio,considera-se a versio multi-objectivo (versao bi-objectivo)

(a) Seja rank = 1.
(b) Calcular o conjunto de pontos vizinhos nao dominados N'D.

(c) Atribuir rank a todos os pontos em N'D.

(d) Seja P =P\ ND. Fazer rank = rank + 1 e ir para 4(b).

No caso da fungao uni-objectivo, o valor fitness é igual ao valor da funcao objectivo. A
excepcao consiste nos pontos vizinhos, pois o algoritmo aplica um procedimento local no
conjunto de elite, £

Na versao multi-objectivo, o algoritmo considera dois objectivos a minimizar (bi-objectivo):
o simétrico do valor da funcao objectivo e a norma do gradiente da Lagrangeana do pro-
blema (4.2.1). Para o posicionamento dos pontos ¢ usado um conceito de dominancia [13].

Sejam g; e go as fungdes objectivo. Um ponto ¢ domina um ponto t” (¢’ < t"):

Vie {1,2}: a(t) < a(t) A 3je{l,2): g(t) < g(t"), (4.3.1)
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em que g; é a funcao —g e gy representa a norma do gradiente da funcao Lagrangeana
definida em (2.2.3). Se as condigoes em (4.3.1) nao se verificam, diz-se que ¢’ nao domina
t" (t' A t"). A este conceito de dominancia padrao foi acrescentado uma vizinhanga. Um
ponto t' s6 domina t” se satisfaz a condigoes em (4.3.1) e esta dentro de uma determinada
distancia euclidiana. O ranking é calculado nos passos 4(b) — 4(d), onde os ranks com
menor valor vao para os pontos mais ndo dominados, i.e., pontos t’ tais que t' £ t,Vt €
P. Removendo do conjunto P os pontos nao dominados (o conjunto N'D), as iteragoes

prosseguem determinando o préximo conjunto de pontos nao dominados.

4.3.2 Seleccao dos progenitores e os operadores crossover e mu-
tacao

A partir do conjunto de elite £ sao seleccionados varios pares aleatoriamente. Baseado no
valor da funcao fitness sao seleccionados dois progenitores, onde lhes é aplicado o operador
Simulated Binary Crossover (SBX) [14] gerando dois descendentes (offsprings) que poderao

ainda sofrer mutagoes.

4.3.3 Iteragoes quasi-Newton

A iteragao quasi-Newton é executada usando a férmula de actualizacao BFGS na aproxi-
macao da inversa da Hessiana Lagrangeana.

A diferenca entre o método usado e o método quasi-Newton padrao deve-se ao facto
do conjunto de elite £ ndo se manter inalterado ao longo das iteragoes (geragdes), havendo
pontos que poderao nao ser seleccionados para a geragao seguinte e outros novos que
entrarao para o conjunto. O algoritmo quasi-Newton usa, como estratégia de globalizagao,

uma procura unidimensional combinada com a regra de Armijo [70].
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Capitulo 5

Técnicas de penalidade

As técnicas de penalidades sao uma estratégia possivel para a resolugao de
problemas de optimizagdo com restricbes. A simplicidade e adaptabilidade
a problemas com muitas restricoes sao duas caracteristicas importantes des-
tas técnicas. As técnicas de penalidade classificam-se em métodos de pontos
interiores e métodos de pontos exteriores. Neste capitulo sao abordadas as

técnicas de penalidade.

Os métodos classicos admissiveis (métodos cujo iterado é admissivel ao longo do pro-
cesso iterativo) para problemas de optimizagao com restri¢oes de desigualdade sao chama-
dos métodos de restrigoes activas (ou conjunto activo). Os métodos de conjunto activo
resolvem uma sequéncia de sub-problemas, alterando o conjunto activo até que uma so-
lugao 6ptima seja encontrada. Estes métodos tratam as restricoes de desigualdade como
se fossem restricoes de igualdade, baseiam-se na fungao Lagrangeana e tendem a ser uma
generalizagao do método de Simplex. Uma desvantagem destes métodos esté relacionada
com o aumento do nimero de restricoes. Quando tal acontece o niimero potencial de sub-
problemas aumenta exponencialmente. Outra desvantagem advém de manter as restrigoes
exactamente satisfeitas, o que no caso linear é facil, mas para problemas com restri¢oes

nao lineares podera ser muito dificil [70].

45
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As técnicas de penalidade eliminam algumas dessas dificuldades. Estes métodos resol-
vem um problema de optimizagao com restricoes através da resolugao de uma sequéncia
de problemas de optimizagao sem restrigoes. Sob determinadas condigoes, as solugdes dos
problemas sem restri¢oes convergem para a solucao do problema com restrigoes. Os proble-
mas sem restrigdes envolvem uma fungao auxiliar (fungdo de penalidade ¢) que incorpora
a fungao objectivo (ou a fungao Lagrangeana) juntamente com termos de 'penalidade’ que
medem a violagao das restri¢oes. A funcao auxiliar também inclui um ou mais parametros
(designados por pardmetros de penalidade) que determinam a importancia relativa das
restrigoes. Alterando de uma forma adequada estes parametros, é gerada uma sequéncia
de problemas onde o efeito do termo de penalidade se torna acentuado. Ao contrario dos
métodos que usam o conjunto activo, a fungao auxiliar considera todas as restri¢oes, mesmo
quando ha desigualdades.

Considere-se um problema de PNL finito:

min f(z)

s.ahi(x)=0 i=1,...,0; (5.0.1)
hi(x) <0 i=o0+1,...,q.
Nos métodos de penalidade a fungao penalidade com um parametro pode-se definir da

seguinte forma:
¢z, ) = fz) + () (5.0.2)

em que ¢ é uma fungdo R" x R, :— R e p (o parametro de penalidade) é um escalar
positivo. Os métodos de penalidade resolvem uma sequéncia de problema de minimizacao
sem restri¢oes da forma:

mxin o(z, 1F). (5.0.3)
Este problemas sdo parametrizados por ¥, em que k representa a iteracio. As técnicas de
penalidade incluem dois tipos de métodos: os métodos barreira (ou de pontos interiores)
e os métodos de penalidade externa (ou de pontos exteriores). Os primeiros sdo mais
utilizados em problemas com desigualdades, enquanto que os métodos dos pontos exteriores

sao usados em problemas que contenham, também, restricoes de igualdade.
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Este capitulo estda dividido em quatro secgoes. Nas primeira e segunda sec¢ao sao
descritos os métodos de penalidade cléssicos: o método barreira e o dos pontos exteriores,
respectivamente. Nestas sec¢oes o objectivo é a apresentagao dos métodos de penalidade
e por esta razao nao sao impostas hipoteses sobre as fungoes penalidade. Os fundamentos
teoricos destes métodos estao disponiveis, por exemplo, em [20, 65, 71|. Nos métodos de
penalidade o aumento/diminui¢ao (dependendo do método) do parametro de penalidade
leva muitas vezes a um mau condicionamento do problema sem restri¢oes. Esta dificuldade
pode ser evitada se a soluc¢ao do problema for determinada por um valor finito do parametro
de penalidade. As fungoes que determinam a solucao com um valor do pardmetro de
penalidade finito, chamam-se funcoes de penalidade exacta. A terceira seccao é dedicada a
este tipo de fungoes. Na tultima seccao mostram-se algumas funcoes de penalidade usadas

na PSI.

5.1 Meétodos barreira ou de pontos interiores

Os métodos barreira sao métodos iterativos estritamente admissiveis, isto é, sao métodos
que durante o processo iterativo, o iterado situa-se sempre no interior da regiao admissivel.
Existe a formacao de uma espécie de barreira que mantém o iterado afastado da fronteira da
regiao admissivel. Habitualmente, estes métodos sao usados em problemas com restrigoes
de desigualdade descritos da seguinte forma:

min f(x)

(5.1.1)
s.a hi(z) <0, i=1,...,q.

emque f: R" — Reh;: R" — Rparat=1,...,q.
As fungoes penalidade relativas ao problema (5.1.1) definem-se como (5.0.2), em que
i representa o parametro barreira e pi(x) é o termo barreira. Existem dois tipos de

fungoes barreira muito conhecidas na literatura [70], a fungao barreira logaritmica e a

funcao barreira inversa, as quais sao definidas respectivamente por:
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o(x,p) = f(z) + uZlog(—hi(w))
Sl = @) =Y hi}m).

O algoritmo conceptual para os métodos barreira é o seguinte:

Algoritmo 5.1.1 Métodos barreira

1. Dados p° > 0, uma aproximagao inicial 2° e seja o contador de iteracoes k = 0.
2. Enquanto o critério de paragem nao for satisfeito, fazer:

(a) 2 = argmin ¢(z*, u*)
(b) Actualizar (diminuir) pi*

(C) k—Fk+1.

O passo do Algoritmo 5.1.1 com maior trabalho computacional é o passo 2(a), em que se
minimiza a funcao barreira ¢. Neste passo faz-se a minimizacao do problema sem restrigoes,
o qual pode ser resolvido por métodos desenvolvidos para problemas de programacao nao
linear sem restricoes. Ao longo das iteracoes o parametro barreira u* vai diminuindo
gradualmente para zero e, como o termo barreira é infinito no limite da regiao admissivel,
forca a permanéncia dos iterados no seu interior.

A convergéncia do método s6 é conseguida se o parametro barreira tender para zero
(passo 2(b)) |65, 71]. No entanto, a diminuigdo excessiva deste parametro pode tornar a

matriz Hessiana do problema (5.0.3) mal condicionada, dificultando a sua resolugao.

5.2 Meétodos de penalidade exterior ou de pontos exte-
riores

Os métodos de penalidade exterior sao utilizados tanto na resolucao de problemas com

restricoes de desigualdade como em problemas com restrigoes de igualdade. Consequente-
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mente, podem ser usados em problemas na forma mais geral, ou seja, que contenham os
dois tipos de restrigoes. Considere-se o problema de PNL na forma mais geral:
s.a hi(x)=01i=1,...,0, (5.2.1)
hi(x) <0 i=o0+1,...,q.
As funcgoes f e h;, parai =1,...,q sao funcoes de R — R. Os métodos de penalidade
exterior usam fungoes de penalidade definidas como em (5.0.2), sendo as seguintes fungoes

de penalidade, para resolver problemas do tipo (5.2.1), as mais conhecidas na literatura

[49]:

e A funcao de penalidade de norma-1 ou [y

¢1(x, p) = fx) +p (Z i) + ) [hi(fc)h) , onde [2]; = maz{0, 2}.

i=o+1

e A funcao penalidade de norma-2 ou [y

¢, 1) = () + i ([ heg(2)ll2 + [Pineq ()] +[l2) -

onde he, ¢ o vector das restricoes de igualdade e hj,., 0 vector das restricoes de

desigualdade.

e A funcao penalidade /3
$@, 1) = f(@) + t (1heg (@12 + Rineq ()] +]12) -

e A fungao de norma infinita ou

¢<x,u>=f<x>+u( max_[hi(z)| - max [m<x>+]).

Ze{l 7777 O} ZE{OJ’_]" 7777 q}

Destes exemplos, as fungoes diferenciaveis sao as fungoes de penalidade Iy e [3.

Apresenta-se agora o algoritmo conceptual dos métodos de penalidade exterior.
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Algoritmo 5.2.1 Métodos de penalidade exterior
1. Dados p° > 0, uma aproximagao inicial 2° e seja o contador de iteracoes k = 0.
2. Enquanto o critério de paragem nao for satisfeito, fazer:

(a) 2 = argmin ¢(z*, i)
(b) Actualizar (aumentar) p*

(c) k—k+1

Ao longo do processo iterativo, este algoritmo mantém a solugao das fungoes penalidade
(passo 2(a)) nao admissivel no problema original, sendo provocada uma penaliza¢do com
o aumento do parametro penalidade (passo 2(b)) e, consequentemente, for¢ando os mini-
mizantes a deslocarem-se para a regiao admissivel.

A prova de convergéncia do Algoritmo 5.2.1 pode ser consultada em [65, 71]. Nas provas
de convergéncia deste algoritmo é imposta a condicdo de que o parametro penalidade p*
deve aumentar, simbolicamente, y — 00, mas o aumento exagerado do parametro de
penalidade gera sub-problemas dificeis de resolver, no sentido da matriz Hessiana da fungao
do sub-problema tornar-se mal condicionada.

Como foi visto, os métodos de penalidade tipo barreira ou externa geram sub-problemas
que se podem tornar mal condicionados & medida que se vao aproximando da solugao do
problema original. O mal condicionamento da matriz Hessiana torna os algoritmos muito
lentos e na maioria das vezes nao soltveis. Esta dificuldade pode ser evitada se for possivel
obter a solugao do problema com restrigoes através da solugao de um sub-problema sem
restricoes para um valor finito do parametro de penalidade. Os métodos de penalidade

exacta dao-nos essa garantia.

5.3 Meétodos de penalidade exacta

Nas seccoes anteriores constatou-se que os métodos de penalidade tém a desvantagem

do parametro de penalidade aumentar ou diminuir (dependendo se se trata de penalidade
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externa ou barreira) de uma forma ilimitada provocando instabilidade numeérica no processo
iterativo. Esta desvantagem é ultrapassada com os métodos de penalidade exacta. Os
métodos de penalidade exacta podem ser divididos em duas classes [78]: métodos baseados

em fungoes penalidade exacta ou métodos baseados em funcgoes Lagrangeana aumentada.

Definigao 5.3.1 A func¢do de penalidade ¢(z, ) define-se exacta quando existe um p*
finito, tal que wm minimizante local de ¢(x, 1), x*(u), € solu¢io de (5.0.1), z*, para p > p*.

Utilizando uma fungao de penalidade exacta ha a garantia de determinar a solugao
do problema sem restrigoes para um valor finito do parametro de penalidade evitando o
possivel mau condicionamento da matriz Hessiana. As func¢oes de penalidade exactas mais
conhecidas sao a lj e [

Os métodos de penalidade exacta podem ser também baseados na fungao Lagrangeana
aumentada. Estes métodos usam a funcao Lagrangeana do problema com restrigoes, sao
mais estaveis e convergem mais rapidamente para a solugao do que os métodos classicos.

A funcdo Lagrangeana associada ao problema (5.2.1) é

L(z, +Zh A+Zh

i=o+1
em que \; > 0, parai = 1,...,q sao os multiplicadores de Lagrange associados as restri¢oes
de igualdade e desigualdade. Uma funcao Lagrangeana aumentada para o problema (5.2.1)
define-se:
0 q
o, A ) = f(z) + Z )i + Z ha) Ai + u (Z (ha())* +) [Mcc)]i)
i=1 i=o+1 i=1 i—o
O algoritmo conceptual do método de penalidade com a funcao Lagrangeana aumentada

aplicado ao problema (5.2.1) é descrito da seguinte forma:
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Algoritmo 5.3.1 Método de penalidade com a fun¢ao Lagrangeana Aumentada [50]

Dados \°, 1°, €° > 0
Iteracao externa : Para k=0,1,2,...
e Iteracdo interna: A partir da aproximacao inicial z*:
wH (i) ~ arg min é(x, A¥, )

de acordo com o critério de paragem que depende de £*
g gt (0 k)

e Se as condicoes de convergéncia final se verificam entao terminar x* «— z**1;

e sendo actualizar os multiplicadores de Lagrange, para obter N*+1; actualizar o

pardmetro de penalidade, para obter p**! (aumentar); actualizar * (reduzir).

A iteragdo interna é o passo com maior trabalho computacional e a minimizagao da fungao
¢ pode nao ser exacta. Nalgumas variantes s6 se implementa uma iteracao do método
de Newton. A convergéncia do algoritmo podera ser mais rapida se os multiplicadores
de Lagrange forem actualizados ao longo do processo iterativo, em vez de se manterem

constante.

5.4 Funcoes penalidade para a PSI

Considere-se o problema de PSI s6 com restri¢oes infinitas definido da seguinte forma:

o ) (5.4.1)

s.a gi(x,t) <Oparai=1,....meVteT.
f(z) é a funcdo objectivo e g;(x,t), para i = 1,...,m sao as fungoes de restri¢ao infinita.
Assume-se que ambas as func¢oes sao duas vezes continuamente diferencidveis em todos os

argumentos.
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Nas ultimas décadas foram propostas varias fungoes de penalidade (de norma ly e l)
para problemas de PSI definidos na forma (5.4.1) |8, 88, 89, 90, 137].

Uma defini¢ao possivel de uma funcao de penalidade do tipo l, para o problema (5.4.1)

o) = )+ oo (el )

i€{l,...,m} \ teT
onde p é o parametro de penalidade positivo.

Os métodos de reducao baseiam-se neste tipo de fungoes de penalidade e para poder
usé-las precisam de todos os maximizantes globais e locais das restrigoes infinitas. A
determinacao de todos os maximizantes requeridos é conseguida usando um algoritmo de
optimizagao global. Os trabalhos [88, 89, 90, 137| fazem referéncia a esses algoritmos.

A.R. Conn e N.ILM. Gould, em [8], apresentam uma fungao de penalidade exacta para
PSI que é uma generalizacao da funcao de penalidade exacta de norma [, para problemas

de programacao nao-linear. A funcao apresentada é a seguinte:

doa(x, 1) +uz (Zr gﬂ t>> (5.4.2)

(fw t)

onde para todo x, existe um conjunto finito de €2;;(z) tal que:
1. Q; CT,1<j<s;=si(x) < o0,
2. gi(z,t) >0, Vt € Qi e gi(z, 1) <0Vt € T\ UL, Qj(),
3. QiNQp(z) =D sej#k, e
4. Q;;(z) é ligado e nao-trivial, isto é, fQij(x) dt >0

O denominador foi incluido para que a nao admissibilidade fosse suficientemente penali-
zada e a funcao de penalidade pudesse tornar-se exacta. A maior desvantagem da funcao
penalidade (5.4.2) ¢ a determinac@o dos conjuntos €;;, ¢ = 1,...,m, j =1,...,s;. Uma

alternativa a esta definicao pode ser:

(Jrlgi(e,t)]at) )
* (Jylsign (gi(w, )] dt)”

dcc(T, 1) +MZ (

(5.4.3)
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que é de certa forma equivalente a (5.4.2) [88]. De qualquer modo, a func¢do penalidade
(5.4.3) ¢ nao suave e nao diferencidvel sendo necessario usar um algoritmo sem deriva-
das na sua minimizagao. Ver, por exemplo, em [80] uma revisdo sobre optimizagdo nao
diferenciavel e em [141] o método de Powell sem derivadas.

K.L. Teo e C.J. Goh em [109] propuseram a transcri¢ao das restrigoes do problema
(5.4.1) para um problema finito nao linear, onde as restrigoes de desigualdade infinita

foram transformadas em restri¢coes de igualdade finitas na forma:

Gi(z) = c/ [gi(z,t)]2dt =0, parai=1,...,m,
T

em que ¢ é um factor de ponderacao empirica usado para melhorar a precisao numérica.
Uma das dificuldades é que as restri¢oes do problema PNL resultante nao satisfazem a con-
dicao de regularidade usual. De facto, o valor do gradiente para todos pontos estritamente
admissiveis é zero e a convergéncia de alguns métodos numéricos nao pode ser garantida.
Apesar disto, os autores relatam o sucesso obtido das experiéncias numéricas, com dois
exemplos.

L.S. Jennings e K.L. Teo, em [43], mostraram como o problema (5.4.1) podia ser substi-
tuido por um problema aproximado (semelhante ao de [109]) com restri¢oes diferenciaveis

continuas de primeira ordem em z. O problema aproximado é entao,

min f(z)
(5.4.4)
S.a gi,e(x) = / gi,e(x,t)dt =0,1=1,...,m
T
com,
0 e gi(a.1) < —e
Gie(x,t) = W, se —e<gi(zt) <e¢

gi(x, 1), se gi(x,t) > e,

onde € é um parametro pequeno positivo de suavizagao e

0, se gi(z,t) < —¢

Vogie(z,t) = { Yasileo@ o

P , se —e < gi(z,t) <

vxgz(w7t)v s€ gz(l‘7t) > €.
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As restri¢oes de igualdade G; () = 0 do problema (5.4.4), mais uma vez, nio satisfazem a
condi¢ao de regularidade usual e nao é aconselhavel resolver o problema com a formulagao

(5.4.4). Em alternativa pode resolver-se o seguinte problema aproximado

min f(x)

sa Ge(r) <o, i=1,...,m
para p suficientemente pequeno.

G.A. Watson em [137, 138| propoe uma funcao de penalidade exacta de norma [; na
resolucao de problemas de PSI contendo apenas uma restri¢ao infinita e 7' € um subconjunto
finito de R. O autor sugere o uso da funcao penalidade exacta de norma [; combinada com
métodos de programagao quadratica sequencial. Sendo I = I1 U I o conjunto de restrigoes
activas, em que [; ¢ um conjunto de pontos que pertencem ao interior de 1" e I o conjunto

de pontos que estao na fronteira de 7. A funcao usada é a seguinte:
Oz, p) = fl@) +p Y hi(x)s (5.4.5)

onde,

e pu é um escalar positivo. O autor aplica estratégias de globalizacao na resolugao dos
sub-problemas quadraticos para encontrar direcgoes de descida da funcao de penalidade
exacta.

C.J. Price e I.D. Coope, em [88, 89, 90|, propoem uma funcao penalidade aumentada
baseada em norma infinita. Os autores consideram um problema de PSI apenas com
uma restri¢ao infinita descrito como em (2.0.1). A fun¢ao penalidade aumentada usa dois

parametros de penalidade para controlo da admissibilidade e é definida da seguinte forma:

op(x, 1, v) = f() + b () + %V@io(x), em que O () = I?Ez%x[g(q:, )] (5.4.6)

Os parametros de penalidade sao ¢ > 0 e v > 0. O segundo termo foi adicionado para

prevenir o aumento exagerado do pu, fazendo com que a fungao seja exacta. O termo ()
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¢ de norma infinita na violacao das restri¢oes, tornando a func¢ao de penalidade ¢p continua

Vr € R™.



Capitulo 6

O algoritmo de reducao local

Neste capitulo apresenta-se o algoritmo de redugao local baseado na técnica
de penalidade e os respectivos fundamentos tedricos. A fungao de penalidade

proposta é apresentada e sdo demonstradas as suas propriedades teéricas.

Uma parte do trabalho desenvolvido consistiu na proposta de um algoritmo de redugao
local baseado na técnica de penalidade. Neste capitulo comeca-se por fazer uma revisao de
alguns conceitos usados nas secgoes subsequentes. Na Seccao 6.2 é apresentada a funcao
de penalidade proposta e as respectivas propriedades. Na tltima secgao faz-se a descrigao

detalhada do algoritmo de redugao local.

6.1 Revisao de conceitos

Recorde-se a formulagao matemética de um problema de PSI na forma mais geral:
min f(z)
sa g(x,t) <0 i=1,....,m
hi(x)=0 i=1,...,0 (6.1.1)
hi(x) <0 i=o0+4+1,...,q

VteT C RP

o7
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e também a dos problemas multi-locais:

max gi(z,t), i=1,...,m. (6.1.2)

6.2 Técnica de penalidade

6.2.1 Escolha da fungao de penalidade

A funcgao de penalidade considerada no algoritmo é uma extensao da funcao proposta em
[88, 90| permitindo a inclus@o de restri¢oes finitas. A adopgao da funcdo de penalidade
baseou-se num estudo empirico envolvendo quatro fungoes de penalidade diferentes. As
fungoes consideradas foram: ¢, ¢o, ¢ € @p. As trés primeiras fungdes sao de norma 1, 2
e 00, respectivamente. A fun¢@o de penalidade ¢p foi proposta por Price e combina dois
termos baseados na norma-co das restrigoes.

A fungao de penalidade ¢; para um problema do tipo (6.1.1) com 0 = ¢ = 0 tem a

seguinte forma:

¢1(z, 1) = f(x) + poi(x)

onde
m

bue) = 3 (mala (.- )

i=1
1t € o parametro de penalidade positivo. A maior desvantagem desta fun¢ao de penalidade

¢ a nao diferenciabilidade originada pela funcao [].

A funcao de penalidade ¢, é definida por:

G2(, 1) = f(x) + pba(x)

onde

=5 (ot )

=1
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Uma desvantagem desta fungao é nao ser exacta. Para obter uma solugao do problema
(6.1.1) o parametro p pode tomar valores elevados, resultando num possivel mau condicio-
namento dos problemas a serem resolvidos. Em contrapartida esta funcao tem a vantagem
de ser uma vez continuamente diferenciavel.

A fungao de penalidade ¢, de norma-oo nas restrigoes descreve-se como:

Poo(, 1) = f(2) + oo ()

onde

f(x) = max (max[gi(:c,t)h) .

ie{1,....m} teT

A fungao de penalidade ¢p foi proposta por Price e Coope [88, 90| e é uma funcao de
penalidade ¢, aumentada. A funcao usa dois parametros de penalidade para controlar a

admissibilidade e é definida da seguinte forma:

6p (o, 00) = (2)+ plol0) + 500 (2), (6:2.1)

onde u > 0 e v > 0 sao os parametros de penalidade. O segundo termo foi adicionado
para prevenir o aumento exagerado do parametro de penalidade p. Sob determinadas
hipoteses pode-se mostrar que o 6ptimo do problema (6.1.1) (comm =1e o0 =¢q =0) é
ponto critico de ¢p(z, p,v) e assim como o reciproco [90]|. Esta funcdo é conhecida como
sendo uma fung¢ao de penalidade exacta. No entanto, como usualmente os parametros p*
e ¥ nao sao conhecidos, nao é possivel uma tnica minimizagao da fungao de penalidade.
Normalmente, para este tipo de funcoes, os parametros de penalidade estao relacionados
com os multiplicadores de Lagrange das restrigoes activas na solugao do problema (original)
com restrigoes. Na pratica, os parametros p e v sao actualizados ao longo das iteragoes
considerando novas estimativas dos multiplicadores de Lagrange, caso na iteragao actual
nao haja admissibilidade para o problema (6.1.1).

Realizou-se um estudo com estas quatro funcoes aplicadas a problemas de PSI com
apenas restri¢oes infinitas e verificou-se que os melhores resultados computacionais foram
obtidos com a funcao penalidade ¢p. Os resultados desta experiéncia podem ser consulta-

dos no proximo capitulo.



60 CAPITULO 6. O ALGORITMO DE REDUCAO LOCAL

O uso da funcao ¢p para o caso mais geral é baseado nesses resultados e consiste na
extensao da fungao ¢p modificando o termo 6., para incluir a violagao das restri¢oes finitas,

1.e., considerando,

) = e (e (o, ) o 1), mo (o) (6:2.2)

em substitui¢ao de 0, na expressao (6.2.1), sendo a nova fungao de penalidade designada

por CEP-

6.2.2 A funcao de penalidade proposta e propriedades

Esta seccao comega por apresentar algumas hipoteses e conceitos necessarios para a veri-
ficacao das propriedades, que vao ser enunciadas, da funcao de penalidade proposta.

Seja F' o conjunto de pontos admissiveis do problema (6.1.1).

F={x € R"gi(x,t) <0, i=1,....mVteT,
(6.2.3)
hi(x)=0,i=1,...,0, hi(x)<0,i=0+1,...,q}.

Considere-se ainda as seguintes hipdteses:

Hipotese 6.2.1 int(F) # 0
Hipoétese 6.2.2 O conjunto F' € compacto.

A funcao de penalidade é entao definida como:
_ _ 1 -
Op(ir, ) = (&) + o) + 500 (2), > 0 e v >0, (6:2.4)

onde 0, (x) é definido como em (6.2.2).
O principio da técnica de penalidade externa é verificado porque sendo 6. (x) de norma
infinita, ¢ uma funcao continua que se anula no conjunto de pontos admissiveis e é positiva

fora dele.
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Lema 6.2.1 Seja P(z) = oo () + 300(2)*. Para a fung¢do de penalidade (6.2.4) a se-

guinte propriedade verifica-se:

=0, sexekF
P(z) >0, sex¢F
Prova. Se x é um ponto admissivel do problema (6.1.1), i.e., x € F, entao tem-se que
gi(x,t) <0, i =1,....m, YVt € T, hi(xr) = 0, para i = 1,...,0 e hy(z) < 0, para
i=o0+1,...,q 0 que implica f,,(x) = 0 e consequentemente P(z) = 0.

Se z nao é ponto admissivel, i.e., © ¢ F', entdo existe pelo menos uma restrigao violada.
Nas restri¢oes infinitas 3i € {1,...,m} tal que g;(x,t) > 0, ou nas restrigoes de igualdade
Ji € {1,...,0} tal que h;(x) # 0 ou nas restri¢oes de desigualdade 3i € {0+ 1,...,q} tal
que h;(z) > 0. Como a violagao das restri¢oes é dada por | - | nas restrigoes de igualdade
e [| para as restantes, o valor de ,, por definicdo, é positivo. O P(x) é entdo uma soma
de valores nulos em que pelo menos um termo é positivo e resulta que P(z) > 0. ®

A introducao dos parametros de penalidade permite que com o aumento destes a vio-
lagao das restrigoes seja cada vez mais penalizada, de tal forma que as solugoes da fungao
penalidade, para uma sequéncia controlada de aumentos dos pardmetros de penalidade,
produza uma sequéncia cujos os pontos de acumulagao resolvem o problema original (com
restrigoes).

O problema de PSI é localmente equivalente a um problema de PNL e a existéncia de
um minimo do problema finito serda uma aproximacao local ao problema de PSI. Veja-se
em que condicoes se pode reduzir o problema de PSI a um problema PNL. Comece-se por
assumir que f,g € C?. Seja T € F (i.e., T ¢ um ponto admissivel). Pela Hipotese 6.2.2 o
nimero de minimizantes é finito. Sejam ¢;1,...,% 4z para todo i = 1,...,m as soluces

locais dos problemas:

I{leaTxgi(x,t), 1=1,...,m. (6.2.5)

Assumindo que existe uma vizinhanca U de T tal que:

ti,j IU—>T, ti,j(x) :Ei,ja izl,...,mej: 1,...,qi(i’),
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os t; ;(Z) sao as solugodes locais do problema (6.2.5). Entdo, pode definir-se
Gz,J(x> - gz(xat’laj(x))’ 1= ]-7 -..,me .] = ]-a s 7Qi(x)7

em que G, ; € C3(U).
O conjunto admissivel é agora:
F=FnNU={zcl|Gij(x)<0i=1,....mej=1,...,q(),
hi(x)=0,i=1,...,0, hi(z) <0, i=0+1,...,q}.
Podendo substituir-se localmente o problema de PSI (6.1.1) por um problema finito (PF)

da forma:

min f(z)

sa Gii(r) <0 1=1,....mej=1,...,q(x),
hi(z)=0 i=1,...,0,
hi(x) <0 i=o0+1,...,q.

Seja tot = Y ", ¢i(x) + ¢ — o o namero total de restri¢des de desigualdade do problema

(6.2.6). O PF pode ser re-definido como:

min f(x)

sa hi(z) <0 i=1,... tot, (6.2.7)
hi(x)=0 i=1,...,0.
em que f é a funcdo objectivo, h;(z) para i = 1,.. ., tot sdo todas as funcdes das restricoes
de desigualdade h; e G, j(x) do problema (6.2.6) e h;(x), i = 1,...,0 as funces das
restrigoes de igualdade.
Portanto, o problema de PSI (6.1.1) pode ser localmente reduzido a um problema de
PNL definido em (6.2.7).
Considere-se o problema (6.2.7). As funcdes de penalidade ¢, e ¢p para este problema

definem-se agora da seguinte forma:

QEOO(I,/L) = f(x) + MQZOO(I)v w > 07
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Bl o) = () + o) + G0B(2), p> 00w > 0

onde O (z) é definido como:

aw@o::max(xnmcwxxﬂ+ﬁnmqh4@m)

1<i<tot 1<i<o

O seguinte corolario é consequéncia do Lema 6.2.1.

Corolario 6.2.1
sex € F

() >0, sex¢F.

63

(6.2.8)

Teorema 6.2.1 Considere-se o problema PNL (6.2.7). Sejam f, h e h continuamente dife-

rencidveis numa vizinhanca de um minimizante local estrito T do problema finito. Suponha-

se que se verifica a sequinte condi¢ao de reqularidade em .

Vhi(z), i=1,...,tot sdo linearmente independentes e existe um z € R" tal que:

Vhi(7)z <0, i€l ={ih(z)=0,i=1,...,tot}

Vhi(z)z=0,i=1,...,0.

Entao existe i > 0 tal que para p > fi, T € um minimizante local de ¢p(x, 1, v).

Prova. Usando o Teorema 4.4 em [32] tem-se que, para p > [i,

éoo(fa,u) < (EOO(-Ta,U)'
Considerando que
_ _ 1 -
O (T, ) = o, 1) + 2 ()
resulta em

QEP('faM? V) = QZ_SOO("EMM)

uma vez que Z ¢ admissivel e usando o Corolario 6.2.1 vem que 6,,(z) = 0.
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Tem-se entao que

ng(j’M?V) = Q_Soo(jnu) < ¢oo(m7p“) < Q_SOO(:L‘?M) + %Vézo(x) = QEP(ZE’M’ 7/)

uma vez que v > 0 e 6:00@) > 0 pelo Corolério 6.2.1.

Teorema 6.2.2 Suponha-se que existe um i > 0 tal que para todo p > i, ¢p(Z,p,v) <
ép(z, 1, v) para todo x numa vizinhanca aberta N(Z) no qual contém algum ponto admis-
sivel do problema (6.2.7). Se f, h e h sio diferencidveis em T entdo T e algum i € R e
v) € R° satisfazem as condigoes de optimalidade necessdrias KKT do problema (6.2.7), ou

seja:

Prova. Seja i > 0 tal que para todo pu > i

qu(j;?/uL? V) S Q_SP(xuuv V)

Considerando que
O (s 110) = B, 1) + 5V (2)
resulta em
Op(T, 11, V) = Poo(T, 1)
uma vez que Z ¢ ponto admissivel (A (Z) = 0).

Tem-se ainda que:
_ - 1 -,
Bp (e, 11,v) = [(a) + () + L1 (2)
Como () é limitado, tem-se que:

Va € N(z) 3 finito tal que Ao (z) < ¥
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e, portanto,

¢P(x7:u7 V) = ¢oo(x7lu’+ %Vﬂ)'

Sem perda de generalidade, para (u + %m?) > i

_ 1 - 1
oo (T 1t + 51/5) < Poo (T, 1+ 51/1?)
e aplicando o Teorema 4.8 de [32] obtém-se o resultado. m
O uso de dois parametros de penalidade na funcido ¢p permite que o valor de [i seja

menor do que o necessario para ¢.,, obtendo-se problemas com melhor condicionamento.

6.3 Algoritmo de penalidade

O algoritmo de penalidade esta dividido em dois tipos de iteragoes: iteragoes internas e
externas.

As iteragoes internas estao relacionadas com a minimizacao da funcao de penalidade
para um determinado valor fixo de u e v.

As iteracoes externas estao relacionadas com a resolucao da sequéncia de sub-problemas
formados pela funcao de penalidade ¢p parametrizada por e v. Nesta fase sdo calculadas
todas as solugoes globais (assim como algumas locais) dos problemas definidos em (6.1.2).

A sequéncia {z*}, onde k é o contador de iteracdo externo, é formado pela sequéncia

de solucoes dos sub-problemas

karl =arg min éP(xa 22 l/)
TERM™

parametrizados pelos parametros de penalidade u e v.

Se o critério de paragem ¢é verificado (i.e., o ponto z¥1 & admissivel e o erro relativo
é menor do que um determinado valor pequeno) entao o algoritmo para com uma apro-
ximagao & solugdo do problema (6.1.1), caso contrario os parametros de penalidade sao

actualizados e inicia-se uma nova iteragao externa.
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6.3.1 Inicializagao dos parametros de penalidade

Na inicializagao do parametro de penalidade p é considerada a nao admissibilidade do
ponto inicial 2°. Esta escolha pretende reduzir os célculos computacionais na minimizacao
do problema, quando as escalas entre os valores da funcao objectivo e das funcoes de
restricao sao bastante dispares.

Para calcular a nao admissibilidade comega-se por determinar os conjuntos A? para
i =1,...,m, formados pelos maximizantes (globais e locais) dos sub-problemas definidos
na equagao (6.1.2). Se o menor valor das violagoes das restri¢oes (infinitas e finitas) for
inferior a um determinado valor pequeno, entao o valor inicial de p é 1. Caso contrario, u é,

0

em valor absoluto, o quociente entre a funcao objectivo em x° e o menor valor da violagao

das restrigoes. O algoritmo de inicializagao do parametro de penalidade p é o seguinte:
Algoritmo 6.3.1 Inicializa¢ao do parametro de penalidade p

Seja & = min(min;e(y,.. my e [9:(2°, )] 1, mini<j<o| i (2°)], ming 1 1<j<q[hy (2°)]4);
Se £ =0
entao yu=1.

f(a%)
e |

senao [ = ‘

O parametro de penalidade v é inicializado a 1.

6.3.2 Actualizacao dos parametros penalidade

Para motivar a equacdo de actualizacdo dos parametros de penalidade para a funcdo ¢p é
introduzida a fungao Langrangeana, L(x,u,v) do problema (6.2.7).
Seja
tot o
i=1 i=1
onde u; e v; sao os multiplicadores de Lagrange relativos as restrigoes de desigualdade e

igualdade, respectivamente. No caso das restri¢oes de desigualdade, para além das restri-

¢oes finitas consideram-se as restrigoes associadas aos pontos t; fazendo com que a restri¢ao



6.3. ALGORITMO DE PENALIDADE 67

g(x,t) < 0 seja activa. Note-se que t;;, i = 1,....m e j = 1,...,¢;(x), sdo os 6ptimos
globais e alguns locais para o problema (6.1.2).

Considerando também a funcao de penalidade ¢p,
Gp(r,1,v) = (&) + () + S0 (a)
— (@) + Oac(a) (14 V)
onde A (z) ¢ definido como em (6.2.8).

Se || - || ¢ uma norma de R" entdo existe uma norma dual correspondente || - || na qual

esté definida como:

|z|| = maxx —,Vx € R"

A partir da definigao de norma dual chega-se & chamada desigualdade de Cauchy genera-

lizada:

2"y < ||z|'[lyll, Vz,y € R"

Para relacionar o ponto estacionario do problema (6.2.7) com ponto estacionério da fungao
de penalidade é necessario a expressao de derivada direccional da funcao de penalidade,

num ponto admissivel do problema (6.2.7).

Lema 6.3.1 (Lema 2.1 em [9])
Se as fungoes {hi(z) Y% e {hi(z)}o_, sio continuamente diferencidveis e O (x) € defi-
nido como em (6.2.8), entdo para alguma direc¢io d € R", a derivada direccional Ddéoo@)

existe e € definida como:

) maxgierjesy (A7 [Vhi(@)]y, d"Vhy(x)) se fuo(x) > 0 e I(z) # 0 ou J(z) # 0
Dafo(z) =  maxgies jen (d¥[Vhi(z)] 4, d"Vhi(z)) s e0uo(z) =0 el(z)#0 ouJ(x)#0
0 sel(z)=0eJ(x)=10

onde

I(x) ={ic{1,... tot} : max[h;(z)]y = O (x)} €
J(z)={je{1,...,0}: max|h;(z)

I
Nl
8
—~
N
H'/—’
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Definicao 6.3.1 (Definicao 2.1 em [9]) Para valores fizos de p e v, um ponto T € um
ponto critico de ¢p(x, 1, V) se e 6 se, para todo d € R™, a derivada direccional de Dy¢p(7)

€ nao negativa.

Teorema 6.3.1 Seja T um ponto estaciondrio KKT do problema (6.2.7) com multiplica-

dores de Lagrange correspondentes (u,v) € R x R°, ou seja,

tot o

Ju,v: V@) 4+ wVihi(T) + Y 0iVihi(z) =0
=1 =1

u>0 uh(z)=0, h(x)<0, h(x) =0.

Se ju+ V() > |Ju, v||y entio x* € um ponto estaciondrio de ¢p(x, i, v).

Prova. Usando a Definigio 6.3.1, um ponto T € ponto critico de ¢p(x, 1, v) se a derivada

direccional de Dy¢p(T) € nio negativa. Seja
Ddggp(f7 122 V) = Vf(j)Td + MDde:oo(j) + VDdgoo(f)ezoo<j)

= V(@) d+ Dalo(7) (1 + 10 (7))

= —(@)T[Vh(Z)d)+ — (0)"VR(Z)d + Do (Z) (1t + 100 (T)) (6.3.1)
> —[|a, 01 [[VA(E)] 1, VA(Z) oo + Daboo(Z) (1t + v00(E)) (6.3.2)
= (+ V00 (Z) — ||, 0||1) Do (). (6.3.3)

A expressao (6.3.1) resulta do gradiente da fun¢do Lagrangeana ser zero. Em (6.3.2) €

usada a desigualdade de Cauchy generalizada e pelo Lema 6.3.1 como ||[VR(Z)] 1, Vi (Z)]| s
Dyfso (%), obtém-se (6.3.3).

Entio, para pn+ v0s(Z) > @, |1 tem-se que:
Db (7, ,v) > 0, Vd € R".
E portanto, T é um ponto estaciondrio de ¢p(Z,p,v). ®

Considerando o teorema anterior, n X <,u + Véoo(x)) é um limite superior de ||u,v||;.
O seguinte algoritmo é entao utilizado para actualizar os parametros de penalidade da

funcdo de penalidade ¢p.
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Algoritmo 6.3.2 Actualizacao dos parametros de penalidade p e v.

Seja Orossover wm parametro dado.
L Se gzm(karl) S QCT’OSSOUCT
) S R (Mk X ngoo(xk—&-l))} SR+ _ K

® S5enao

kil ok Vk+1__nx0ﬁ+ﬁﬁm0ﬁ+ﬁ)

— 1

6.3.3 Critério de Paragem

O critério de paragem é verificado através da conjuncao de duas condigoes. Uma delas
esta relacionada com numero de iteragoes externas. Se o niimero de iteracoes externas do
algoritmo ultrapassar um determinado nimero pré-estabelecido, o algoritmo termina a sua
execucao. A outra condigao de paragem considera o erro relativo da solugao encontrada.
Caso o erro relativo A da solugao encontrada seja proxima de zero, o algoritmo para.

Para calcular o erro relativo, A, da solucao encontrada na iteracao k, procede-se da

k k+

seguinte forma. Seja x* a solucao actual do problema, e seja z*™! a solucao encontrada. O

erro relativo A é calculado da seguinte forma:

Se [|z*t —2*|| =~ 0

entao AF = |[zF ! — 2F||,
5 kol —ak)
senao A" = T

6.3.4 Iteracoes externas

Nesta fase determina-se a sequéncia {2*}, onde k é um contador das iteragoes externas,

através da resolucao da sequéncia de sub-problemas

2 = arg min ép(z, p,v)
TER™
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parametrizados pelos parametros de penalidade e v da funcdo ¢p.

Se o critério de paragem é verificado o algoritmo para com uma solu¢ao aproximada do
problema (6.1.1), caso contrario, os parametros de penalidade sdo actualizados seguindo o
Algoritmo 6.3.2 e inicia-se uma nova iteragao externa.

O algoritmo com a iteracao externa é apresentado de seguida.
Algoritmo 6.3.3 O algoritmo de penalidade

1. Seja maxiter o niumero maximo de iteragoes externas.

2. Seja x° uma aproximacdo inicial do problema (6.1.1). Seja k = 0.

3. Calcular os conjuntos A¥, i = 1,...,m, contendo todos os mazimizantes globais e

alguns mazimizantes locais para o problema (6.1.2) com T substituido por x*.

4. Determinar 1i° usando o Algoritmo 6.5.1 e seja 1° = 1.

k

5. Usar x* como wvalor inicial para resolver o problema de optimizacdao da funcao de

penalidade sem restrigoes:

min  ¢p(z, 1, v) (6.3.4)

TER™
onde o conjunto T substituido por A¥ U E em éoo(x) E é uma grelha estabilizadora

(grelha uniformemente distribuida em RP).

Seja £+ = argmin ¢p(z, i, ) 0 minimizante da funcdo de penalidade encontrado.

6. Verificar a admissibilidade de %' calculando os conjuntos Af“, i=1,...,m (re-
solvendo (6.1.2) com T substituido por x*1).

Se o critério de paragem € verificado em z*+!

1

e entio pdra sendo %1 uma solugdo aproximado do problema (6.1.1).

e caso contrdrio actualizar os pardmetros de penalidade de acordo com o Algo-

ritmo 6.5.2.

7. Seja k =k + 1 e voltar para o passo 5.
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6.3.5 Iteracoes internas

Nas iteracoes internas faz-se a minimizacio da funcdo de penalidade ¢p(z, pr, 7). Uma van-
tagem da funcao ¢p(z, i, V) é a de ser exacta, dando-nos a garantia de que os parametros de
penalidade nao crescem ilimitadamente e evitando desta forma uma possivel instabilidade
numérica. Outra vantagem desta fungao é a de ser continua. A funcao é de norma-oco e nao
havendo pontos de descontinuidade o algoritmo converge para uma solugao do problema
PSI. No entanto, a funcao é nao diferencidvel levando-nos a optar por um procedimento

que nao usa derivadas na sua minimizagao.

6.3.6 Convergéncia do algoritmo

Para provar a convergéncia do algoritmo, sdo consideradas as seguintes hipoteses (algumas

ja referidas anteriormente)

(1) As funcgoes f, g e h s@o continuas em R".
(ii) O conjunto {z : z € F: f(z) < a} ¢é limitado para algum « finito.
(iii) O interior da regiao admissivel F° é nao vazio.

(iv) F é um subconjunto fechado de F°.

Lema 6.3.2 Suponha-se que o problema (6.1.1) satisfaz as Hipdteses (i)-(iv). Suponha-se

ainda que, para cada k, a fun¢ao gz_ﬁp(x, uF vF) tem um minimizante pertencente a F°. Seja

x® o minimizante global do problema (6.3.4), entdo:

QSP(mkv:uk)Vk) < &P(xk+17ﬂk+1ayk+l) (635)

B (z"F1) < B (2F) (6.3.6)

f@®) < fah). (6.3.7)
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Prova. Como para todo o k£ tem-se 0 < uk < ,uk“, 0 < vk < VF*1 e 2F & 0 minimizante

global do problema (6.3.4), ou seja,

2 = argmin ¢p(z, p*, V")

tem-se que ¢p(x*, u*, *) < ¢p (2, ¥, L¥). Entdo,

Br(a® i, /) = F() + i Ba(a®) 4 ST (a*)

- 1 .=
< F@) 4 O (@) + SO (M)
< f(l,k+1) +Mk+1§w($k+1) —l—l k+1p2 (Ik+1)

N}

= éP(karlv ,uk+17 VkJrl)

Portanto,

Veja-se agora,

Bl i 14) = (o) + ) 4+ S B (a*)

) L2 (6.3.8)
S FE) + i () 4 SO ().
Como x**! ¢ minimizante de ¢p (2", u**1, vF+1) entdo
Gp(h L R RL) < G (g it R
¢,
Gr(e 1, ) = @) 4 L ) 4 LA (o)
) 2 (6.3.9)
< S+ oo (@) + SO ()
Somando (6.3.8) a (6.3.9), vem:
_ 1 _ _ 1 _
(,uk-i-l _ Mk)eoo(xk+l) + 5(1/14:—&-1 _ yk)9i<mk+l) < (Mk—I—l _ ,uk)goo(fbk) + §(l/k+1 _ l/k)ezo(l‘k)

(6.3.10)
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Passando todos os termos para o primeiro termo da desigualdade, tem-se:

("1 — k) (500(931@“) _ sz(mk)) i %(Vk—&-l — k) <§§O(xk+1) _ §go(xk)> <0.

o (xk)> , obtém-se:

(éoo(xkﬂ) - 910(3;’6)) ((Wl — iy %(1/’““ — k) <9:oo(a:k+1) n G_Oo(a:k))> <0. (6.3.11)

Como (pFH1 — %) > 0 e (W = %) > 0 e B > 0 segue que

Colocando em evidéncia <9:oo(mk“) —

Ooo (2" < O (24).
Finalmente, usando (6.3.6) tem-se
_ 1 ,= ~ 1
(@) F 1o (2%) + SpP0% (%) < F(@T) + 1 0oe (1) +

< §Vk§zo(xk+1>

< ) ) + S ),

ou seja, f(zF) < f(zF+1). m

Lema 6.3.3 Seja x* um minimizante global do problema (6.1.1), entao para k = 1,2, ...,
tem-se

fla®) < dp(a®, 1b, vh) < f(a?).

(6.3.12)
Como consequéncia, o € I se e sd se, € uma solugio global do problema (6.1.1).
Prova. Como p* > 0 e v* > 0 para todo x € R" e z* ¢ minimizante global de (6.3.4)
tem-se:

P < F) 4 it (a) + SR ()

< Fa) + i (27) + %ykégo(a:*) ).
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Teorema 6.3.2 Suponha-se que o problema (6.2.6) satisfaz as Hipdteses (i)-(iv) e seja Oc
continua. Seja {x*}, k=1,... 00 uma sequéncia de solugoes do problema (6.3.4), gerada
pelo Algoritmo 6.3.3 com y — oo e v — oo. Entdo, o ponto limite T da sequéncia {z*} ¢é

uma solugdo dptima do problema (6.2.6).

Prova. Seja Z um ponto limite da sequéncia {z*}, entao tem-se que limy ., 2% = 7.
Pelo Lema 6.3.3

¢ = lim Gp(a*, ub0b) < (o),

k—o0
Entao,
klim 150 (%) + %Vkezzo(xk) =
lim [¢p(a®, u*, %) = f(2")] = ¢" = f(2).

k—oo

k

Mas como u* — oo e V¥ — 00, consequentemente vem:

Portanto, a partir da continuidade das funcoes, tem-se que 9:00(:?) = 0, isto é, T é uma
solucio admissivel do problema (6.2.6). Finalmente, pelo Lema 6.3.3 tem-se que f(z*) <
f(z*) para todo k e, portanto, f(z) < f(z*), podendo-se concluir que & é uma solugao
optima de (6.2.6).



Capitulo 7

Implementacao e resultados

computacionais

Neste capitulo sao apresentados os detalhes de implementacdo do algoritmo
de reducao local baseado na técnica de penalidade. Os resultados obtidos nas

experiéncias computacionais também sao aqui apresentados.

Neste trabalho foi implementada uma versao do algoritmo apresentado no Capitulo 6.
Na implementacao do solver algumas decisoes como, por exemplo, a escolha do parametro
Ocrossover OU da funcao de penalidade basearam-se, para além dos fundamentos teéricos, nos

resultados empiricos que vao ser mostrados neste capitulo.

Comeca-se por descrever alguns detalhes de implementacao do solver. Na segunda
secgao € feita uma referéncia a base de dados dos problemas teste usados nas experiéncias
computacionais. Na terceira sec¢ao sao apresentados os resultados de uma anélise de
sensibilidade, em que se fez variar os parametros €, f..qss0ver€ ft Nas fungoes de penalidade
0 € ¢op. Na quarta seccao comparam-se os resultados obtidos pelo solver aplicado a
diferentes fungoes de penalidade. Na tultima seccao apresenta-se os resultados do solver

para problemas de PSI na forma mais geral.

75
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7.1 Detalhes de implementacao

O solver desenvolvido é designado por SIRedAl (Semi-Infinite Reduction Algorithm). Este
solver foi implementado em MATLAB e é capaz de resolver problemas de PSI na forma
mais geral com dimens@o infinita méaxima de 2 (p = 2). O cddigo do solver usa dois
algoritmos diferentes na minimizacao da funcao de penalidade e dois na resolucao dos

problemas multi-locais.

Resolugao dos problemas multi-locais

Os conjuntos A¥, i = 1,...,m, sdo formados pelos maximizantes (globais e locais) dos
sub-problemas definidos na equagao (6.1.2). O codigo do solver esta preparado para usar
os seguintes solvers na resolugao destes problemas: MLOCPSOAm ou MLOGAMO. O
ultimo m em MLOCPSOAm refere-se a versao MATLAB [66].

Sempre que possivel estes solvers usam como populacao inicial as aproximacoes epsilon
globais determinadas na iteracdo anterior (o conjunto {t € A¥ : g;(2%,t) > €}) como

aproximacoes iniciais para resolver o sub-problema ¢, i =1,...,m.

Minimizagao da funcao de penalidade

A minimizagao dos problemas de penalidade sem restri¢oes pode ser feita usando o solver
do MATLAB fminsearch ou o solver PSwarm [131]. O fminsearch usa o algoritmo
Nelder-Mead enquanto que o PSwarm utiliza um algoritmo hibrido de pesquisa padrao,

com colonias de particulas.

A grelha estabilizadora E usada na substituicdo do conjunto 7', juntamente com os
conjuntos A¥, para i = 1,...,m é estitica e é formada por 10 pontos uniformemente
distribuidos por dimensao. Por uma questao de implementagao sao produzidas grelhas até

dimensao 2.
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7.2 Problemas teste

Os problemas teste pertencem a base de dados SIPAMPL [128]. O SIPAMPL disponibiliza
a comunidade cientifica uma base de dados de problemas de PSI codificados na linguagem
de modelagdo AMPL [22]. A base de dados SIPAMPL contém mais de 160 problemas de
PSI de pequena/média dimensao. Foram testados no solver SIRedAl todos aqueles que
tinham dimensao infinita menor ou igual a 2. No Apéndice A encontra-se uma descri¢ao

suméria dos problemas teste usados.

Para além da base de dados, uma outra funcionalidades disponivel do pacote SIPAMPL
¢é a interface entre os problemas codificados em AMPL e o MATLAB. O solver SIRedAl
utiliza rotinas do SIPAMPL para obter e resolver problemas codificados em AMPL.

7.3 Estudo com varias funcoes de penalidade

Nesta seccao o algoritmo de reducao baseado na técnica de penalidade é usado com as
funcoes de penalidade ¢, @2, ¢oo € ¢p. Foram usados 39 problemas teste da base de dados
SIPAMPL com apenas uma restri¢ao infinita (m = 1 e o = ¢ = 0), em que a dimensao
do espago infinito foi de 1 ¢ 2 (p = 1,2). Este estudo permitiu comparar a eficiéncia e
robustez do algoritmo com as diferentes fungoes e decidir por aquela que melhor se adapta
aos problemas de PSI. Na minimizagao dos problemas sem restrigoes, i.e., na minimizagao
das funcoes de penalidade foram usados dois solvers: o fminsearch e o PSwarm. Para cada
um deles foi escolhida a funcao de penalidade cujo algoritmo de reducao obteve melhores
resultados, tendo pesado nesta decisao o valor da funcao objectivo, o nimero de iteragoes
externas, o numero de avalia¢oes da funcao objectivo e o ntimero de avaliagoes das fungoes

de restrigoes.
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7.3.1 Detalhes de implementagao e parametros
Actualizagao dos parametros de penalidade

Na actualizagao dos parametros de penalidade da fungao ¢p usou-se o Algoritmo 6.3.2.

Nas restantes funcoes, o parametro de penalidade p foi actualizado da seguinte forma:
Iuk+1 — 10Mk,

em que k é o contador da iteracao externa.

Problemas multi-locais

Na resolugao dos problemas multi-locais usou-se a versao MATLAB do MLOCPSOA. Os

valores dos parametros neste solver estao descritos na Tabela 7.1.

Tabela 7.1: Valores dos parametros no MLOCPSOA

Parametros Valor

Tamanho da populagao (namero de pontos ou particulas) 100
Niumero maximo de avaliagoes da funcao objectivo 2000

Nimero maximo de iteragoes do algoritmo 2000

Parametros do algoritmo de reducao

Os parametros usados no algoritmo de redugao foram os indicados na Tabela 7.2.

7.3.2 Resultados computacionais

Para uma maior compreensao dos resultados optou-se por apresenta-los através do grafico

de perfis de desempenho (performance profile) [15] em termos do valor de algumas métricas
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Tabela 7.2: Valores dos parametros do algoritmo de reducao

Parametros Valor

Nimero méximo de iteracoes externas 200
gcrossove’r 0.1
€ 0.001

consideradas (nomeadamente, o valor da fun¢ao fun¢do objectivo obtido) usando uma
estratégia como em A.LF. Vaz e L. Vicente [131, 132].

A funcao usada nos graficos de perfis de desempenho é chamada funcao de desempenho
(function profile) e mede a eficiéncia e robustez das varias versdes do solver em termos dos
valores obtidos de uma métrica. Para explicar a determinacao dos perfis, considere-se P
um conjunto de problemas teste e S o conjunto com as vérias versoes do solver. Define-se
Tp,s como sendo o valor da métrica obtida pelo solver s na resolugao do problema p, em
quep € PeseS. O valor de 7,5 ¢ 400 sempre que ha uma falha, i.e., quando um solver
s nao converge para um ponto admissivel do problema p ou nao é capaz de obter um ponto
admissivel para o problema p. A func¢ao de desempenho p,(7) de um solver s € S define-se

como uma fraccao de problemas onde o valor médio da métrica é menor do que 7

1
() = M1

emque M ={peP:r,, <7}

Os algoritmos usados na resolugao dos problemas multi-locais e na minimizagao da
funcao de penalidade (quando utilizado o PSwarm) sao estocasticos, por esta razao os pro-
blemas foram executados 10 vezes em cada solver. Procedeu-se a uma anélise dos gréficos
de perfis de desempenho, comparando as varias versoes do algoritmo (que diferem apenas na
funcao de penalidade) para um mesmo solver. Nessa andlise considerou-se o valor minimo,
médio e maximo da funcao objectivo, assim como o ntmero de iteracoes externas, nimero
de avaliacoes da funcao objectivo e avaliagoes das restricoes. Nesta seccao apresenta-se
apenas os graficos de perfis de desempenho relativos a média da funcao objectivo nas va-

rias versoes do algoritmo para os solvers fminsearch e o PSwarm, respectivamente. Os
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restantes graficos de perfis de desempenho encontram-se no Apéndice B.

Considere-se o exemplo da Figura 7.1. Uma forma simples de interpretar o gréafico de
perfis de desempenho é observé-lo em torno de 7 = 1, em que nos é dada a percentagem de
problemas, para cada uma das versoes, que obtiveram melhores valores médios da fungao
objectivo. Observando a Figura 7.1 e considerando a versao do algoritmo que usou a
funcao de penalidade ¢p, pode-se verificar que dos 39 problemas teste, aproximadamente
83% foram resolvidos com melhor valor médio da funcao objectivo comparados com o valor
médio da fun¢ao objectivo das 4 versoes.

Analisando o grafico de perfis de desempenho quando 7 — oo pode-se inferir sobre
a robustez do algoritmo para cada versao. A robustez entende-se como a capacidade,
para determinados valores dos parametros (neste exemplo é considerado o valor médio da
func@o objectivo), de obter uma solu¢ao aproximada (mesmo que a solugdo apresentada

esteja afastada do melhor valor da fungao obtido entre todas as versoes consideradas).
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Figura 7.1: Perfis de desempenho em termos da média dos valores da fungao objectivo

usando fminsearch.

Observando a Figura 7.1 verifica-se que o algoritmo que usa a fungao de penalidade ¢p
¢ 0 mais robusto.

O gréafico da Figura 7.2 mostra os resultados obtidos usando a fun¢ao fminsearch na
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minimizacgao das fungoes de penalidade. Observando a figura verifica-se que as curvas dos
perfis de desempenho das 4 versoes do algoritmo estao muito proximas em termos do valor
médio da fungao objectivo, significando que os algoritmos sao semelhantes em eficiéncia e

robustez.

Valor médio da fungéo objectivo
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Figura 7.2: Perfis de desempenho em termos da média dos valores da funcao objectivo

usando o PSwarm.

Fez-se um estudo anélogo aos graficos de perfis de desempenho relativos ao valor minimo
e a0 maximo dos valores da fungao objectivo e aos niimero minimo, médio e méximo do
numero de iteracoes externas, do nimero de avaliagoes da funcao objectivo e do ntimero
avaliagoes das restrigoes (Apéndice B). Constatou-se que nas versdes em que o fminsearch
foi usado para a minimizacao da funcao de penalidade, a funcao ¢p é mais eficiente e
robusta. Nas versoes do PSwarm, nao foram verificadas discrepancias significativas entre
as diferentes fungoes de penalidade. As varias versoes apresentam eficiéncia e robustez
muito semelhantes.

Com base na anélise realizada aos graficos de perfis de desempenho optou-se pelas
versoes que utilizam a funcao de penalidade ¢p, em ambos os solvers. O grafico de perfis
de desempenho da Figura 7.3 compara os valores médios da fungao objectivo dos algoritmos

entre os solvers fminsearch e PSwarm.
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Figura 7.3: Comparacao entre a média dos valores da fungao objectivo usando PSwarm ws

fminsearch na minimizagao de ¢p.

Embora os algoritmos sejam equivalentes em termos de eficiéncia, quando avaliados no
valor médio da fungao objectivo, como se confirma na Figura 7.3, a versao do fminsearch
mostra-se mais robusta. Nos restantes parametros analisados a versao fminsearch é mais
eficiente e robusta, exceptuando no nimero de avaliagoes da funcao objectivo, em que
a versao PSwarm faz mais avaliagoes. Esta diferenca pode ser justificada pelo facto do

PSwarm ser um solver mais vocacionado para optimizacao global.

7.3.3 Conclusoes

Este estudo permitiu destringar a funcao de penalidade que torna o algoritmo de reducgao
mais eficiente e robusto quando sao s6 consideradas restri¢oes infinitas. Tendo sido com
a funcao de penalidade ¢p que o algoritmo auferiu melhores resultados na resolucao dos

problemas de PSI.
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7.4 Analise de sensibilidade

Nesta sec¢ao sao apresentados os resultados de uma analise de sensibilidade aplicada a duas
fungoes de penalidade, ¢, € ¢p. Foram usadas estas fungoes porque sao muito proximas
e permitindo analisar o comportamento da funcao de penalidade com mais um parametro.
Na analise fez-se variar os pardmetros €, @..ossover € flo- Para o efeito foram usados 55
problemas teste da base de dados SIPAMPL, com uma restrigdo infinita e com variavel

infinita de dimensao 1 e 2.

7.4.1 Detalhes de implementacao

Na actualizagao dos parametros de penalidade da fungao ¢p seguiu-se o Algoritmo 6.3.2.

A expressao de actualizacao do parametro de penalidade da funcao ¢, foi a seguinte:

pE = ik

em que k é o contador da iteracao externa e n o nimero de variaveis finitas.
Na minimizacao das fungoes de penalidade utilizou-se a fun¢ao fminsearch do MA-
TLAB. Os problemas multi-locais foram resolvidos conforme a descricao apresentada na

Seccao 7.3.1.

7.4.2 Variacao dos parametros

Os parametros escolhidos para analise de sensibilidade foram o €, 0..oss0ver € f1o- Em cada
execugao (versao) fez-se variar pelo menos um desses parametros, perfazendo um total
de 5 combinacoes diferentes. A Tabela 7.3 mostra os valores dos parametros para cada

execucao.

Observando a primeira linha da Tabela 7.3, interpreta-se que na execucao 1 para cada

uma das funcoes de penalidade, o erro relativo ¢ € = 107°, o pardametro 8, ossover = 0.1 € 0
f(zo) I

valor inicial do parametro de penalidade py = || o o -
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Tabela 7.3: Variacao dos parametros

€ Ocrossover Fo
1 107 0.1 | ey |
2 1075 0.1 10><||maxglmo, I
3 1075 0.1 10000 X || el ||
4 107 0.1 | ey |
5 107 0.2 | et |

O valor inicial do parametro de penalidade v da funcao ¢p, em todas as execucoes foi

7.4.3 Resultados computacionais

Os resultados sao apresentados por gréaficos de perfis de desempenho em termos do valor
da funcao objectivo. No grafico da Figura 7.4 é comparado o valor da fungao objectivo das
vérias versoes quando usada a funcao de penalidade ¢.

Valores da fungao objectivo usando a fungéo de penalidade ¢_
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Figura 7.4: Valor da func¢ao objectivo usando a funcao ¢...

Observando a Figura 7.4 verifica-se que as curvas do grafico sao praticamente coinciden-

tes. No entanto, a curva da execucao 4 esta ligeiramente acima das restantes. Podendo-se
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inferir que esta versao sera mais eficiente e robusta do que as outras.
O mesmo estudo foi feito usando a funcao de penalidade ¢,. O gréfico de perfis de

desempenho da Figura 7.5 mostra os resultados obtidos.
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Figura 7.5: Valor da funcao objectivo usando a fungao ¢,.

As conclusoes que se tiram observando a Figura 7.5 sao analogas as anteriores.

Foram também analisados os gréaficos de perfis de desempenho para cada uma das
funcoes de penalidade, em termos do niimero de iteragoes externas, do nimero de avaliagoes
da fungao objectivo e do numero de avaliagoes das restrigoes. Podendo-se concluir que o
algoritmo na versao 4 é mais eficiente e robusto independentemente da fun¢ao de penalidade
usada. Os graficos podem ser consultados no Apéndice C.

Ainda neste ambito, foram comparados os resultados do algoritmo de redu¢ao na versao
4 com as duas fungoes de penalidade. O grafico de perfis de desempenho obtido em termos
da valor da fungao objectivo é o da Figura 7.6.

O algoritmo com a fungao ¢p ¢é mais eficiente, no entanto o da ¢, ¢ mais robusto.

Observe-se agora o grafico em termos do numero de iteragdes externas representado da
Figura 7.7.

Verifica-se que em 7 = 1, o algoritmo com a funcao de penalidade ¢p resolve aproxi-

madamente 60% dos problemas com melhor ntimero de iteragoes. Estando a funcao ¢
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Figura 7.6:
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Figura 7.7: Comparagao do nimero de iteragoes externas entre ¢, vs ¢p (versao 4).

ligeiramente abaixo. Podendo-se concluir que relativamente ao niimero de iteragoes exter-
nas o algoritmo com a funcao ¢p é mais eficiente. Acompanhando a curva quando 7 — oo

conclui-se ainda que o algoritmo da ¢p é também mais robusto.

Analise-se os resultados relativos ao nimero de avaliagoes da funcao objectivo e das

restricoes representados nas Figuras 7.8 e 7.9.

Constata-se que em 7 = 1 é resolvida a mesma percentagem de problemas em ambos
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Figura 7.8: Comparacao do ntumero de avaliagoes da fungao objectivo entre ¢, vs ¢p

(versao 4).
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Figura 7.9: Comparagao do nimero de avaliagoes das restrigoes entre ¢, vs ¢p (versao 4).

os algoritmos. No entanto, para valores proximos de 7 = 1 o algoritmo da funcao de
penalidade ¢p é mais eficiente. O mesmo acontece quanto a robustez. O algoritmo da
funcao de penalidade ¢p é melhor quando considerado o niimero de avaliagoes das fungoes

e o numero de avaliagoes das restricoes.
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7.4.4 Conclusoes

A variagao dos parametros €, 0. ossover € o NO algoritmo implementado para as fungoes de
penalidade ¢, € ¢p permitiu analisar experimentalmente o impacto desta variagao no que
respeita ao valor da fungao objectivo, ao numero de iteragoes externas, ao namero de avalia-
¢oes da funcao e ao ntimero de avaliacoes das restrigoes. Podendo-se concluir que a variagao
dos parametros nao influencia significativamente o resultado em termos de valor da fungao
objectivo. No entanto, o mesmo nao se passa quando contabilizado o ntimero de iteragoes
externas, avaliacoes da fungao objectivo e avaliagoes das restri¢coes. O algoritmo de reducao

f(@o) )H mostrou-se mais eficiente

~ _10-3 _ _
na versao 4, em que € = 1077, O p5s0ver = 0.1 € 19 = HW

e robusto, quando consideradas as métricas referidas anteriormente, traduzindo-se numa
diminui¢ao dos célculos computacionais na resolugao dos problemas. Este comportamento
verificou-se para ambas as fungoes de penalidade. O algoritmo com a funcao ¢p mostrou-se
mais eficiente e robusto relativamente ao algoritmo da fungao ¢, quando comparados na

versao 4.

7.5 O SIRedAl aplicado a problemas de PSI na forma

mais geral

Esta seccao é dedicada aos resultados obtidos com o SIRedAl para problemas de PSI na
forma mais geral. Na resolu¢ao dos problemas multi-locais foram usados dois solvers:
MLOCPSOA e MLOCGAMO. E feita uma comparacio entre resultados obtidos pelo SI-
RedAl (utilizando os diferentes solvers) com as solugoes conhecidas na literatura. Para o

efeito, foram usados 117 problemas teste, 5 dos quais contém restri¢oes finitas.

7.5.1 Detalhes de implementacao e parametros

Os resultados numéricos foram obtidos utilizando a fungao fminsearch do MATLAB nas

iteragoes internas. A preferéncia da funcao fminsearch é justificada pelos resultados ob-
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tidos no estudo apresentado na Secgao 7.3.

Na resolucao dos problemas multi-locais foram utilizados os solvers MLOCPSOA e
MLOCGAMO. Os parametros considerados nesses algoritmos estao representados Ta-
bela 7.1.

Os valores dos parametros do Algoritmo 6.3.2 sao os da Tabela 7.2.

7.5.2 Resultados computacionais na versao com o MLOCPSOA

Cada problema foi executado 10 vezes, uma vez que a resolugao dos sub-problemas (6.1.2)
envolve o uso de algoritmos estocasticos. Para cada execucgao, comparou-se as solugoes
obtidas com as solugoes conhecidas na bibliografia e considerou-se sucesso quando o erro
relativo entre as solugoes nao excedia 5%. Na Tabela 7.4 estdao indicados o ntimero de

sucessos obtidos (coluna “Suc.”) para cada problema.

Observando a Tabela 7.4 verifica-se que em 62% dos problemas o ntimero de sucessos
ocorreu em mais de metade das execugoes. Para os restantes casos, ha a salientar que para
o problema hettich1l o algoritmo nao convergiu em nenhuma das execuc¢oes. O problema

hettichll é definido da seguinte forma:

min —(zz + 5)% — a7
z€ER (751)
s.aa 2t4+x +a—t2 <0, te[-1,1].

Sendo o problema sem restri¢oes associado ao (7.5.1) definido como:
1
min ¢ = —(xy +5)% — 23 + pmax{0,2t + 21 + x5 — t*} + 51/2 max{0, 2t + , + 79 — t*}.

Analisando esta fungao de penalidade constata-se que o termo da fungao objectivo é quadra-
tico em x, enquanto que o das restrigoes é linear. Nesta situacao, a violacao das restrigoes
nunca podera compensar o termo quadratico da funcao objectivo, e por conseguinte, esta-se
perante uma funcao de penalidade ilimitada. Justificando deste forma a nao convergéncia

do algoritmo.
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Para os problemas apresentados na Tabela 7.5 nao sao conhecidas as solugoes na biblio-
grafia. Nesta tabela esta representada a média do valor da fun¢ao objectivo para a solugao

encontrada com uma nao admissibilidade maxima de 5 x 1072 das restricoes infinitas.

7.5.3 Resultados computacionais na versao com o MLOCGAMO

Nesta experiéncia a resolucao dos problemas multi-locais fez-se com o solver MLOCGAMO
na versao bi-objectivo (é a por defeito do solver). Foi usado o mesmo conjunto de problemas
teste e procedeu-se como na versao com o MLOCPSOA. Na Tabela 7.6 sao apresentados

o numero de sucessos obtidos.

Observando a Tabela 7.6 verifica-se que em 52% dos problemas teste o numero de
sucessos foi igual ou superior a 5. Nos problemas watson9 e leon21 nao houve sucessos
porque as solucoes obtidas pelo solver tinham uma nao admissibilidade superior a 5 x 1073.
Contudo, a média dos valores da fungao objectivo encontrados foi de —99.6677 e —10.3832,
sendo as solugoes conhecidas na bibliografia —99.6607 e —12, respectivamente. Para os
problemas lobiancol e lil o algoritmo encontrou valores muito elevados da funcao objectivo,
em todas as execugoes. No problema watsonl3 o algoritmo divergiu logo na primeira
iteragao e para o hettichll, devido a funcao ser ilimitada o algoritmo nao convergiu em
nenhuma das execugoes.

Os resultados apresentados na Tabela 7.7 sao a média do valor da fungao objectivo
para a solucao encontrada com uma nao admissibilidade maxima de 5 x 1073 das restricoes

infinitas.

Comparando os resultados da Tabela 7.7 com os da Tabela 7.5 tem-se que em 40% dos

problemas os resultados tém um erro relativo inferior a 5 x 1073.
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7.5.4 Conclusoes

A utilizacao dos 117 problemas teste da base de dados SIPAMPL, com dimensao infinita
maxima 2, permitiu testar a potencialidade do solver SiReDAL. Obteve-se resultados em
todos os problemas na versao com o MLOCPSOA na resolucao dos problemas multi-locais,
exceptuando para o problema hettichll. Este problema produz uma funcao de penalidade
ilimitada, o que origina a nao convergéncia do algoritmo. Comparou-se os resultados
obtidos com as solugoes conhecidas na literatura e verificou-se que em 62% dos problemas
obteve-se sucesso em mais de metade das execugoes. Foram obtidos resultados também
para 38 problemas cujas solugoes nao estao disponiveis na literatura.

Repetiu-se a experiéncia usando o MLOCGAMO na resolugdo dos problemas multi-
locais. Em 52% dos problemas teste obteve-se sucesso em mais de metade das execucoes,
comparando os resultados obtidos com as solucoes da literatura. Para além do problema
hettich11, nesta versao o algoritmo também nao convergiu para os problemas lobiancol, lil
e watsonl3. Foram obtidos resultados para problemas em que nao é conhecida a solugao na
bibliografia. Para estes problemas teste comparou-se os resultados entre as duas versoes
e verificou-se que em 40% dos problemas o erro relativo entre as solugoes foi inferior a

5 x 1073,
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Tabela 7.4: Problemas/Nr. de Sucessos obtidos na versao MLOCPSOA

Problema Suc. Problema Suc. Problema Suc. Problema Suc.
andresonl 10 hettichl1 0 leon2 0 matlab2 0
blankenship1 10  hettich2 10 leon20 10 priceK 10
coopel 10  hettichb 10 leon21 10  reemtsen2 10
coopeM 10  hettich6 0 leon22 10 reemtsen3 0
coopeN 10  hettich7 0 leon23 10 reemtsen4 0
delucal 10 hettich9 0 leon3 0 watsonl 10
deluca2 10 honstedel 8 leond 0 watsonl0 10
fangl 10 kortanekl 10 leonb 0 watsonll 10
fang?2 6 kortanek2 10  leon6 0 watsonl2 0
fang3 7  kortanek3 5 leon7 0 watsonl3 3
ferrisl 0 kortanek4 10  leon8 0 watson2 10
ferris2 10 leonl 0 leon9 0 watson3 10
goernerl 3 leonl0 10 1il 0 watsonda 10
goerner2 0 leonll 10 li2 0 watsondc 10
goerner3 0 leonl2 10 lin2 10 watson6 10
goerner4 0 leonl3 10 liul 10  watson7 10
goerners 1 leonl4 10 liu2 10 watson8 9
goerner6 0 leonl5 10 liu3 7 watson9 10
goerner? 0 leonl6 0 lobiancol 10 zhoul 10

hettich10c 10 leonl? 10 matlabl 0
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Tabela 7.5: Problemas e média da fungao objectivo da solu¢ao obtida na versao MLOCPSOA

Problema Meédia Problema Meédia Problema  Meédia Problema Média

gugatl 0.0427 gugatbb 0.3972  hettichl3 -2.2355 powelll -2.9999
gugat?2 0.1876 gugathc 0.2267 hettichl4 -2.1212 stilll 1
gugat3 0 gugatdd 0.9662 hettich4 1 tanakal -0.9999
gugatda 3.2041 gugatbe 0.0642 hettich8 0.0832 userman 0
gugatdb 0.3261 gugatbf 0.0108 leonl8& -1.75  vazl 3665.7589
gugatdc 0.0417 gugat6 0.1103 leonl9 0.7952 vaz2 0.0022
gugatdd 0.9354 gugat? 0.5961 leon24 -9.4022 vaz3 6.7223
gugatde 1.3726  hettichl  0.1096 linl -1.8156 vaz4 0.0005
gugat4f 2.1077  hettichl10 1 polakl 5.4450

gugatba 0.0325 hettich12 2.459 polak2 6.1984
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Tabela 7.6: Problemas/Nr. de Sucessos obtidos na versao com o MLOCGAMO

Problema Suc. Problema Suc. Problema Suc. Problema Suc.
andresonl 10 hettichl1 0 leon2 0 matlab2 0
blankenship1 10  hettich2 9 leon20 10 priceK 1
coopel 1 hettichb 10 leon21 0 reemtsen2 0
coopeM 10  hettich6 0 leon22 10 reemtsen3 1
coopeN 10  hettich7 0 leon23 10 reemtsen4 0
delucal 5 hettich9 0 leon3 0 watsonl 10
deluca2 0 honstedel 0 leond 4 watsonl0 10
fangl 5 kortanekl 8 leonb 0 watsonll 10
fang?2 0 kortanek2 10  leon6 0 watsonl2 10
fang3 8 kortanek3 7 leon7 0 watsonl3 0
ferrisl 0 kortanek4 10  leon8 0 watson2 0
ferris2 10 leonl 0 leon9 0 watson3 10
goernerl 10 leonl0 10 1il 0 watsonda 10
goerner2 0 leonll 8 li2 0 watsondc 10
goerner3 0 leonl2 5 lin2 3 watson6 10
goerner4 0 leonl3 10 liul 10  watson7 10
goerners 1 leonl4 10 liu2 10 watson8 10
goerner6 0 leonl5 10 liu3 6 watson9 10
goerner? 0 leonl6 0 lobiancol 0 zhoul 10
hettich10c 10 leonl7? 10 matlabl 0
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Tabela 7.7: Problemas e média da fun¢ao objectivo da solugao obtida na versao com o MLOC-
GAMO
Problema  Média Problema  Média Problema  Média Problema Média

gugatl 0.0432 gugatbb 0.3225  hettich13 -2.25 powelll -1.0515
gugat?2 0.1620 gugatdc 0.0540 hettich14 -2.1375 stilll 1
gugat3 0 gugatdbd 43.4083 hettich4 1 tanakal -0.9999
gugatda 0.0735 gugatbe 0.0641 hettich8 0.0183 userman 0
gugat4db 0.3156 gugatbf 0.0455 leonl8 -1.75  vazl 3666.9402
gugatdc 0.0623 gugat6 0.0814 leonl9 0.7969 vaz2 0.0003
gugatdd 45.6244 gugat7 0.4768 leon24 -9.0771  vaz3 6.7194
gugatde 3.3473 hettichl 0.1493 linl -1.8126 vaz4 0.0005
gugataf 17.0286  hettich10 1 polakl 5.4456

gugatda 0.0164 hettich12 4.4011 polak2 6.2024
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Capitulo 8

Conclusoes e trabalho futuro

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes que se podem retirar do pro-
jecto desenvolvido. Igualmente, sao apresentadas algumas sugestoes tuteis a

concretizar no futuro.

8.1 Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um algoritmo de reducao local baseado na técnica de penalidade
para problemas de PSI na forma mais geral. Na resolu¢ao dos problemas finitos usou-se
a técnica de penalidade de pontos exteriores. Realizou-se um estudo com vérias funcgoes
de penalidade e optou-se pela fun¢ao de norma-oco aumentada, a funcao de penalidade ¢p.
A pretensao de resolver problemas na forma geral conduziu-nos & extensao desta funcao
que passou a designar-se por ¢p. Esta funcdo tem a vantagem de ser exacta e continua,
no entanto é nao diferenciavel, condicionando-nos a optar por algoritmos que nao utilizam
derivadas na sua resolucao. As propriedades teodricas da funcao de penalidade, assim como
a convergéncia do algoritmo também foram estudadas.

O algoritmo proposto foi implementado no solver SIReDAL. O codigo do programa
esta preparado para usar dois algoritmos diferentes na minimizacao da funcao de penali-

dade fminsearch ou PSwarm. Permite também que os problemas multi-locais possam ser

resolvidos pelos solvers MLOCPSOA ou MLOCGAMO.
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O SiReDAL foi testado com 117 problemas da base de dados SIPAMPL, com dimen-
sao infinita maxima de 2. Usou-se dois solver MLOCPSOA e MLOCGAMO na resolugao
dos problemas multi-locais. Na versao em que foi utilizado o MLOCPSOA obteve-se re-
sultados numéricos em 116 problemas teste. O algoritmo nao obteve resultados apenas
num problema cuja a funcao de penalidade ¢ ilimitada. Na versao com o MLOCGAMO o
solver obteve resultados em 97% dos problemas. Os resultados numeéricos confirmaram a

potencialidade do algoritmo proposto.

8.2 Trabalho futuro

Na versao actual, o solver SiReDAL tem a capacidade de resolver problemas apenas com
dimensao infinita maxima de 2. Uma melhoria possivel seria torna-lo mais abrangente, no
sentido de resolver também problemas com dimensao infinita superior a 2. Seria também
interessante testé-lo com problemas que incluam mais restrigoes finitas.

Sera desejavel no futuro fazer a comparagao do algoritmo proposto com outro software
existente, por exemplo, com o solver fseminf do MATLAB.

Dada a potencialidade do algoritmo, sera bastante 1til a sua disponibilizacao ao dominio

publico.



Apéndices
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Apéndice A

Descricao dos problemas da base de

dados do SIPAMPL

Nas tabelas seguintes estao descritos os problemas teste usados nos estudos realizados ao
longo deste trabalho. Na primeira coluna da tabela ('Nome do Problema’) estdo os no-
mes dos problemas teste. A segunda e terceira colunas ("Fun¢ao Objectivo’ e "Fungoes de
Restrigao’) correspondem ao tipo de fungao objectivo e das fungoes restrigao, respectiva-
mente. A quarta ("Var.”) indica o ntimero de varidveis do problema. A quinta e sexta
colunas ('R.Desig.” e 'R.Igual.’) referem-se ao ntmero de restri¢oes finitas de desigual-
dade e igualdade, respectivamente. A sétima coluna ('R.Inf.”) tem o nimero de restrigoes

infinitas e a ultima ('dim(T)’) refere-se a dimensao do espago infinito.
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Nome do Funcdo | Fungoes de | Var. | R.Desig. | R.Igual. | R.Inf. | dim(T)
Problema | Objectivo | Restricao | (n) (m) (0) (q) (p)

andresonl Linear Linear 3 0 0 1 2
blankenship1 Linear Generic 2 0 0 1 1
coopeLL Quadratic Linear 2 0 0 1 1
coopeM Quadratic Linear 2 1 0 1 1
coopeN Linear Quadratic 2 0 0 1 1
delucal Linear General 7 0 0 8 1
deluca2 Linear General 7 0 0 8 1
fangl Linear Linear 50 0 0 1 1
fang?2 Linear Linear 50 0 0 1 1
fang3 Linear Linear 50 0 0 1 1
ferrisl Linear Linear 7 0 0 2 1
ferris2 Linear Linear 7 0 0 1 1
goernerl Linear Generic 4 0 0 2 1
goerner2 Linear Quadratic 5 0 0 2 1
goerner3 Linear Generic 7 0 0 2 1
goerner4 Linear Linear 7 0 0 2 2
goernerb Linear Linear 7 0 0 2 2
goerner6 Linear Linear 16 0 0 2 2
goerner?7 Linear Generic 8 0 0 2 2
gugatl Linear Linear 9 0 0 4 1
gugat?2 Linear Linear 9 0 0 4 1
gugat3 Linear Linear 7 2 0 2 1
gugatda Linear Linear 9 0 0 4 1
gugatdb Linear Linear 9 0 0 4 1
gugatdc Linear Linear 9 0 0 4 1
gugatdd Linear Linear 9 0 0 4 1
gugatde Linear Linear 9 0 0 4 1
gugatdf Linear Linear 9 0 0 4 1
gugatba Linear Linear 7 0 0 4 1
gugatbb Linear Linear 7 0 0 4 1
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Nome do | Funcdo | Fungoes de | Var. | R.Desig. | R.Igual. | R.Inf. | dim(T)
Problema | Objectivo | Restricdo | (n) (m) (0) (q) (p)

gugatoc Linear Linear 7 0 0 4 1
gugathd Linear Linear 7 0 0 4 1
gugatbe Linear Linear 7 0 0 4 1
gugatbf Linear Linear 7 0 0 4 1
gugat6 Linear Generic 6 0 0 4 1
gugat? Linear Generic 4 0 0 4 1
hettichl Linear Linear 9 0 0 2 2
hettich10 Linear Quadratic 2 0 0 2 1
hettich10c Linear Quadratic 2 0 0 2 1
hettich11 Linear Quadratic 2 0 0 1 1
hettich12 Linear Linear 16 0 0 2 2
hettich13 Linear Linear 2 0 0 1 2
hettich14 Linear Linear 2 1 0 1 2
hettich2 Linear Linear 3 0 0 2 1
hettich4 Linear Linear 2 0 0 2 1
hettichb Linear Linear 3 0 0 2 2
hettich6 Linear Linear 7 0 0 2 2
hettich7 Linear Linear 7 0 0 2 2
hettich8 Linear Linear D 0 0 2 1
hettich9 | Quadratic Linear 11 0 0 2 2
honstedel Linear Linear 3 0 0 1 2
kortanek1 Linear Linear 2 0 0 1 1
kortanek?2 Linear Linear 2 0 0 1 2
kortanek3 Linear Linear 7 0 0 1 1
kortanek4 Linear Linear 8 0 0 1 1
leonl Linear Linear 4 0 0 2 1
leon10 Linear Linear 3 0 0 2 1
leonl1 Linear Linear 3 0 0 2 1
leon12 Linear Linear 2 0 0 1 1
leon13 Linear Linear 2 0 0 1 1
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Nome do | Fungao | Fungoes de | Var. | R.Desig. | R.Igual. | R.Inf. | dim(T)
Problema | Objectivo | Restricao | (n) (m) (0) (q) (p)

leon14 Linear Linear 2 0 0 1 1
leon15 Linear Linear 2 0 0 1 1
leon16 Linear Linear 3 0 0 1 1
leonl7 Linear Linear 3 0 0 1 1
leon18 Linear Linear 2 0 0 1 1
leon19 Linear Linear ) 0 0 1 1
leon2 Linear Linear 6 0 0 2 1
leon20 Linear Linear 2 0 0 1 1
leon21 Linear Linear 2 0 0 2 1
leon22 Linear Linear 2 0 0 1 1
leon23 Linear Linear 3 0 0 4 1
leon24 Linear Linear 4 0 0 > 1
leon3 Linear Linear 6 0 0 2 1
leon4 Linear Linear 7 0 0 2 1
leonb Linear Linear 8 0 0 2 1
leon6 Linear Linear ) 0 0 2 1
leon7 Linear Linear ) 0 0 2 1
leon8 Linear Linear 7 0 0 2 1
leon9 Linear Linear 7 0 0 2 1
lil Quadratic Generic 10 0 0 1 1
1i2 Quadratic | Generic 6 0 0 1 1
linl Linear Linear 6 0 0 1 2
lin2 Linear Polynomial | 9 0 0 36 1
liul Quadratic Linear 2 0 0 1 1
liu2 Quadratic Linear 2 0 0 1 1
liu3 Quadratic Linear 16 0 0 2 1
lobiancol Linear General 11 0 0 8 1
matlabl | Quadratic Generic 3 0 0 2 1
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Nome do Funcao Fungoes de | Var. | R.Desig. | R.Igual. | R.Inf. | dim(T)
Problema | Objectivo | Restricido | (n) (m) (0) (q) (p)

matlab2 | Quadratic Generic 3 0 0 2
polakl Linear Quadratic 4 0 0 2 2
polak?2 Linear Generic 4 0 0 2 2
powelll Linear Linear 2 0 0 1 1
priceK Quadratic Linear 2 0 0 1 1
reemtsen2 Linear Linear 10 0 0 2 2
reemtsen3 Linear Linear 10 0 0 2 2
reemtsend Linear Linear 37 0 0 2 2
stilll Linear Linear 2 0 0 1
tanakal Linear Quadratic 2 1 0 1 1
userman | Quadratic Linear 2 2 0 1 1
vazl Linear Generic 10 0 0 1 2
vaz?2 Linear Linear 1 0 0 1 2
vaz3 Linear Linear 3 0 0 1 2
vaz4d Linear Linear 10 0 0 1 2
watsonl Quadratic | Quadratic 2 0 0 1 1
watsonl0 Linear Linear 3 0 0 1 2
watsonll Linear Linear 3 0 0 1 2
watsonl2 | Polynomial Linear 3 0 0 1 2
watsonl3 | Polynomial Linear 3 0 0 1 2
watson2 | Quadratic | Polynomial | 2 0 0 1 1
watsond | Quadratic Generic 3 0 0 1 1
watsonda Linear Quadratic 3 0 0 1 1
watsondc Linear Polynomial | 8 0 0 1 1
watson6 | Polynomial Generic 2 0 0 1 1
watson7 | Quadratic Linear 3 0 0 1 2
watson8 Linear Linear 6 0 0 1 2
watson9 Linear Linear 6 0 0 1 2
zhoul Linear Linear 2 0 0 1 1




106APENDICE A. DESCRICAO DOS PROBLEMAS DA BASE DE DADOS DO SIPAMPL



Apéndice B

Resultados com varias funcoes de

penalidade

Neste apéndice apresentam-se os graficos de perfis de desempenho relativos ao valor méximo
e minimo da fun¢ao objectivo, ao maior, médio e menor niimero de iteragoes externas,
avaliagoes da funcao objectivo e avaliagoes das restrigoes. Nestes graficos sao comparadas
4 versoes do algoritmo de reducao, que diferem na funcao de penalidade para um mesmo
solver usado na resolugao do problema sem restrigoes (foram usados 2 solvers). Mostram-
se também os resultados do algoritmo com a fun¢ao de penalidade ¢p em termos das
médias dos parametros enunciados anteriormente, quando usados os solvers fminsearch e

PSwarm na resolucao da fungao de penalidade.
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Valor maximo da fun¢éo objectivo

0.9 EE"_ e 0.9
S
0.8 + r 10.8
0.71 A 10.7
0.6 A 10.6
a 05 AF 105 &
0.4F 4+ H0.4
0.31 A 10.3
0.2F *0 0p L lo.2
——0,
0.1 c=O= 0, HF 0.1
-6 =0
0 1 1 1 1 1 1 0
0.8 1.8 25 10 15 20 25
T T

Figura B.1: Gréfico de desempenho de perfis relativo ao valor méximo obtido da func¢ao

objectivo usando a fun¢ao fminsearch.

4t 10.8
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4t 10.6
a 4t 105 @
b 10.4
4t 10.3
® b L {0.2
—e— 0,
-O- ¢, Hf 0.1
-9 -0,
1 1 1 1 0
5 6 15 2 25 3
T T

Figura B.2: Gréafico de desempenho de perfis relativo ao valor minimo obtido da fungao

objectivo usando a fungao fminsearch.
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Numero méximo de iteragdes externas

0.9
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0.7+
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Figura B.3: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero maximo obtido de iteragoes

externas usando a func¢ao fminsearch.
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0 ! : 0
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Figura B.4: Grafico de desempenho de perfis relativo ao ntimero médio obtido de iteragoes

externas usando a funcao fminsearch.
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Numero minimo de iteragbes externas

1 : ‘ 2 W 1
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Figura B.5: Grafico de desempenho de perfis relativo ao niimero minimo obtido de iteragoes

externas usando a funcao fminsearch.

Numero maximo de avaliagdes da fungdo objectivo
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Figura B.6: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero maximo obtido de avali-

agoes da fungao objectivo usando a funcao fminsearch.
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Numero médio de avaliagdes da fungdo objectivo
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Figura B.7: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero médio obtido de avaliagoes

da fun¢ao objectivo usando a funcao fminsearch.
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Figura B.8: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero minimo obtido de avalia-

¢oes da funcao objectivo usando a fungao fminsearch.
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Numero maximo de avaliagdes das restricoes
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Figura B.9: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero maximo obtido de avali-

acoes das funcgoes de restricao usando a funcao fminsearch.
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Figura B.10: Grafico de desempenho de perfis relativo ao ntiimero médio obtido de avalia-

¢oes das fungoes de restricao usando a fungao fminsearch.
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Numero minimo de avalia¢gdes da fungdo objectivo
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Figura B.11: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero minimo obtido de avali-

agoes das fungoes de restricao usando a fungao fminsearch.
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0.9
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Valor maximo da fungéo objectivo
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Figura B.12: Gréafico de desempenho de perfis relativo ao valor maximo obtido da fungao

objectivo usando o solver PSwarm.
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Valor minimo da fun¢éo objectivo
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Figura B.13: Gréafico de desempenho de perfis relativo ao valor minimo obtido da fungao

objectivo usando o solver PSwarm.
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Figura B.14: Gréfico de desempenho de perfis relativo ao nimero maximo obtido de itera-

¢oes externas usando o solver PSwarm.
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Numero médio de iteragdes externas
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Figura B.15: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero médio obtido de iteragoes

externas usando o solver PSwarm.
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Figura B.16: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero minimo obtido de itera-

goes externas usando o solver PSwarm.
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Figura B.17: Gréfico de desempenho de perfis relativo ao niimero maximo obtido de ava-

liagoes da funcao objectivo usando o solver PSwarm.
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Figura B.19: Grafico de desempenho de perfis relativo ao ntimero minimo obtido de avali-

acoes da funcao objectivo usando o solver PSwarm.
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Figura B.20: Grafico de desempenho de perfis relativo ao nimero maximo obtido de ava-

liacoes das funcoes de restricao usando o solver PSwarm.
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Numero médio de iteragdes externas

APENDICE B. RESULTADOS COM VARIAS FUNCOES DE PENALIDADE

1 T T T — T #—1
G _:-X 6 L
®»®
% R
0.9 r = 0.9
% (| s
K ® [[%%
SRR RRRRRRRRN ® 0¢
0.8 % % 10.8
%
0.7 r 10.7
0.6 r 10.6
2 051 r 10.5
0.4 r 10.4
0.3 r 0.3
0.2 r 10.2
0.1 r 10.1
©oo% PSwarm
—— fminsearch
1 I 1 1 1 1 1
0 0
4 6 5 10 15 20 25

Figura B.23: Comparagao entre o nimero médio de

T

fminsearch.
Nimero médio de avaliagdes da fungéo objectivo
1 T T - L
P IR REEER R RN RRRRRRRE x
R =
09 = i
=
®

0.8

0.7

0.6

P

o

&)
T

0.4

0.3

136138 36 00 30 36 36:3¢:36 36 36 30 36 3638136 3¢ 36 30 3 3 3¢ 3 K 0 X

0.2

~ % PSwarm
—e— fminsearch

20

Figura B.24: Comparacao entre o

PSwarm wvs fminsearch.

25

50 100 150 200
T

iteracoes externas entre PSwarm wvs

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

ntumero médio de avaliagoes da funcao objectivo entre



121

Numero médio de avaliagdes das restricdes

1 T j — 2\ 1
%%
xR
09 % RE 10.9
P XEERRRRES ® *®
““““““““““““““ ® %
0.8 r 0.8
0.7 iis lo7
0.6 r 0.6
< 051 r 105 =
04 ar H0.4
0.3 AL 1o
0.2 r 40.2
0.1 r 10.1
©oo% o PSwarm
—e— fminsearch
0 1 1 1 1 1 1
4 5 6 10 20 30
T T

Figura B.25: Comparacao entre o niimero médio de avaliacoes das funcoes de restricao

entre PSwarm vs fminsearch.



122 APENDICE B. RESULTADOS COM VARIAS FUNCOES DE PENALIDADE



Apéndice C
Resultados da analise de Sensibilidade

Neste apéndice apresentam-se os graficos de perfis de desempenho obtidos de uma anélise
de sensibilidade feita ao algoritmo. Os graficos comparam os resultados das 5 execugoes

realizadas. Em cada execucao fez-se variar os parametros apresentados na Tabela C.1.

Tabela C.1: Variagao dos parametros na analise de sensibilidade

Execucao e Ocrossover Ho
1 1075 0.1 [Frerremoll
9 10-° 0.1 10><HWLZWH
3 107° 0.1 10000 x || efize o |
4 103 0.1 [l
5 105 0.2 | satey |

max(g;(zo,t))
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Figura C.2: Numero de avaliagoes da fungao objectivo usando a fungao ¢.
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