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oy RESUM’O

O modelo deaenvolwdo baae:mse nas técnicas dos elemanms ﬁmtos utzlwando elememtbs
planos isoparamétricos de 4,8 ¢ 9:nés com formulagao geral de: deformagdes ¢ de esforgos
(membrana, flexdo e corte). Pode ser aplicado & anahse de estruturas bi-e tridimensionais
que sejam discretizdveis por elementos planos. O programa de célculo desenvohndo .com
base neste modelo numérico tem incluido opgoes de geracho: automética de dados e opgoes
graﬁcas para validagio de dados e anélise de resultados que desempenham um papel de
relevo na andlise e dimensionamento estrutural. O modelo ¢ aplicado a um tabuleiro de
ponte em viga caixdo de forma a evidenciar as potencialidades do programa de célculo.
Os resultados sdo discutidos com o objectivo de clarxﬁca.r ! comportamento deste tipo de
estruturas.

ABSTRACT

The model developed is based on finite element techniques using 4,8 or 9 noded plane
isoparametric elements with a general formulation for strains and stresses (membrane bend-
ing and shear). Bi and three-dimensional analyses are possxbie, whenever plane elements
discretization is allowed. Based on this numerical model, a computer code was developed
which includes automatic data generation and graphical options for data validation and
results interpretation which play a decisive role in structural design. The model is applied
to a box-girder bridge to demonstrate some of the potencialities of this software. From the
discussion of the results a contribution is made for a better understandmg of the behaviour
of this kind of structures.
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1. Introduc¢ao

A constante evolugdo do hardware, tem acelerado o desenvolvimento de software de
forma a possibilitar a resolugdo de probelmas mais complexos, com maior grau de precisiao
e em menor tempo. A tradugdo do método dos elementos finitos [1] para programas de
célculo automatico (2,3,4,5] é exemplo deste facto. Porém, o consideravel volume de dados
e resultados que normalmente o projectista depara na resolugio dos seus problemas,; evi-
dencia a necessidade de paralelamente aos programas de elementos finitos, se desenvolver
programas auxiliares que permitam a geragao de dados e possibilitem o tratamento grafico
dos dados e resultados. Este procedimento facilita a utilizagio generahzada do método dos
elementos finitos, entre aqueles que necessﬂ:em de um modelo de calculn rlgoroso, de ficil e
versatil utilizagao. v

Neste trabalho apresenta-se um modelo e respectwo programa de célculo automdtico,
desenvolvidos para analisar estruturas tridimensionais que possam ser discretizadas por
elementos finitos planos, 1soparametncos O programa esté estruturado em tres modulos
bésicos: pré-processamento de dados, cilculo e pés-processa.mento de resuI{;ados de forma
a doté-lo da funcionalidade requerida. P

2. Modelo

A anélise de estruturas tridimensionais ir4 ser realizada segundo ‘a teoria de Mindlin

[6] A adopgde da formulagéo de Mindlin em desfavor da teoria de Kirchhoff [7], resulta da

primeira perm1t1r ter em conta a deformagao por corte, enquanto a segunda. a despreza

Os deslocamentos U, = {u,v,w}? no sistema local de eixos associado a um elemento
genérico podem expressar-se em funcéo dos  deslocamentos = da superficie = -média U, =
{%,7,W}7 e das rotagdes das normais & superficie média do elemento nos pla.nos yg zy (92‘) :
e zp 24 (éw) atra.vés das segumtes expressoes [8} o oy = SRR

-~ uplzev) ”‘ﬂt(ﬁzaye)%-fzﬂyz(%, ) R T (1)

R71 TR 'iyivyk:‘ve(fre,ye) = 2ebz(ze, ve) EEE (2)

we(ze, ye) = We(ze, ye) L | 3)

Considerando a teoria dos pequenos deslocamentos e as hlpoteses admltxdas na teéoria
de Mindlin, o vector das forma.goes ' :

e e (4)
pode expressar—se no s:stema Iocal de eixos: do elemento eem: fungaa dos deslocamentos da
sua superficie média pela. segumte relagso, : i '

{52:51/7'7@,” zza 7y

R S
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em que g, , § e g, correspondem respectivamente as deformagoes de membrana ﬂexao €
corte [8]. A 4 : :

Ao vector das deformagdes (4) corresponde o vector das tensoes de Piolla - Kirchhoff
expresso pela relagio, :

gy = ‘[0'::‘»011;7"zy,T=z,1'1.;‘2}:[r ’ : (6)

Partindo do principio de que se est4 a trabalhar no dominio dos pequenos deslocamentos
e com acgdes conservativas, obtém-se pela aphcagao do prmc1plo dos trabalhos vn'tuaus a
seguinte equagao de equlhbrlo g ~ : '

/V d&¥ ¢,dU, = /V duT g dv, + /A dUTb,dAe + /L dUTp,dL + dUT R, - /V de¥g%av, (7)
IV ¢ t o ¢

em que du, U, é o vector dos deslocamentos v1rtuals g, é o vector das forgas de volume por
unidade de volume Vy; be ¢ o vector das forgas de superflcxe actuando por unidade de 4rea
da superﬁc1e média Ag; 2, e o vector das forgas distribuidas linearmente; P, é o vector das
forgas aphca.das em pontos e Qz é o vector da.s tensoes 1n1c1a1s ' ‘

~ Convertendo os mtegrals de volume expressos em (7) em 1ntegrals de dreae substltumdo .
(5) em (7), obtem-se para trabalho virtual interno de deformagio a seguinte expressao,

dWi= | dgf g, dA; (8)
Ay : .

em que

R

=@ ©)

cujas componentes se expressam por,

)

P = {Na Ny Ny)F = { / (02,70, 72)edet)” (10)
E_f = {MzmMyz;sz}e—{/ (Uz;ayarzy)lzedzl} A (11)
7 = Q@ ¥ = ([ (e ded” (12)

que correspondem respectivamente aos esforgos de membrana, flexao e corte.
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O vector das deformagdes (5) relaciona-se com o vector das tens3es. (9) pelas equagdes
constitutivas,

?.g = [D]g, . : B | (13)

em que [D] é a matriz de elasticidade do material constituinte do elemento 8].

O vector das defofmagées, &¢, pode ser obtido em qualquer ponto do elemento, em
fungéo dos deslocamentos nodais, através da seguinte relagdo,

€y = i[B}:’ :U_—;e , , (14)

=1 :

sendo [B] a matriz de deformagio [8] e n o niimero de nés constituintes do elemento.

No desenvolvimento do modelo que se expde ha necessida_,de de distinguir dois tipos
de nés: os denominados coplanares e 0s nio coplanares. Quando os elementos vizinhos
ndo se inscrevem num mesmo plano, os nés comuns a estes elementos definem-se como nés
nao coplanares. Aos restantes nds atribui-se a designagdo de nés coplanares. Os nds nio
coplanares possuem seis graus de liberdade referenciados ao sistema global, enquanto cinco
graus de liberdade caracterizam os nés cdpldna.res, conforme se representa na figura 1.

a) Nés ndo coplanares g3 de 5) b) Nés coplanares (restantes nés)
U={u,v,w,8,,6,, 2 U={u,v,uv,b,, 6,37

Fig. 1 - Nés coplanares e nio coplanares

A matriz de rigidez de cada elemento é determinada no sistema local associado ao
elemento e transformada em seguida para o referencial global. A obtengdo da matriz de
rigidez é realizada em trés fases de forma a permitir a sua determinagdo recorrendo-se
optativamente 2 integragao reduzida, selectiva ou completa [9,10,11]. Uma fase corresponde
arigidez de membrana, outra A rigidez de flexio e finalmente as componentes de rigidez por
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corte. A conversdo da matriz de rigidez do sistema local para o sistema global é realizada
através da utilizagao de matrizes de transforma/gao [T] “A constituigdo destas matrizes estd -
associada ao tipo de n6 em anéalise. Assim, se o né é coplanar, a matriz de transformagio
possui a seguinte configuragao, :

=] o g T (15

1.0

em que [C'D] é a matriz dos cossenos directores dos eixos locais do elemento relativamente
ao sistema global. Porém, se o né é néo coplanar, a matriz [T'] expressa-se por, .- ’

= [ i [CODJ } "

Considere-se agoré 0 Caso i
exterior conforme se apresen

o sistema de’ eixos a.ssocmdo S 8
de liberdade, nao comc1de com o sxstema d
pertence.

Fig. 2 - CondigéésiéSpeciaifs“deflig“éigéo’ao ‘éxtér‘i&;_‘f ‘

Neste caso, a matriz de transformagao define-se pela seguinte relagzo,

eojzcr o 1
[T) = [ | ]([) ] [CDHLC']T } (17)

em que [LC] engloba os cossenos directores que o sistema de eixos associado ao né em
condigdes especiais de ligagio ao exterior (24, ¥a, 24), realiza com o sistema global.
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Substituindo as expressdes (0),(13) e (14) ‘em (8) obtém-se para mbms‘atrwes de rigidez
associadas- defotmagao de membmna de flexdo e de corte respectWamente as segumtes ‘
expressoes, ) s -

Mﬂgs ﬁﬂ[ 1HDHWﬂWﬂ T
il e

(DB ?5**“*“u®
- [T LT et

rEErET @)
= [T | |

WP =

ma. rizes de transformagao que paztn em ﬁgnverter,'

_ [D¥] sdo. a8 mtrheas ade’elastlclda.de correspan&en‘aea é{ de~ ;
formagao de membraxm ﬂexac e corte, . o i '

O programa, desenvolv;da perrmte abter as r g 'nodals eqmvalentes 208 segumtes tlpos ’
de acgoes [8} forgas generahzadas cancentza&as ‘

ﬁteidas no sistema
. o sistema global

através de, B ST

(21)

¢ ‘c'amentos e as reacgees assoclados aos nés nio
coplanares vem referencmdasvaa iszst; iaiglcbal ‘enquanto nos. c’opl'nares as rotagdes

i que 0 né  pertence,
expressando—se os rest it rbC Num .né em
condlgoes especiais de ligaco ao ex 'ermr os seus deslocamentos e reacgoes vém referencia-
dos ao sistema local associado aquele né. Todo este procedlmento tem como objectivo uma
anélise mais compreensiva dos resulta,dos :

3. Programa de calculo a,utomatlco

Apresent;a-se em segulda o ﬂuxograma do progra,ma de Ciﬂc‘ulﬁ automatmo desenvolvxdo



3.1. Fluxograma

Q =

-~

> B2 » ™ 0 O W™ v

]

_Gerar malha de elementos finitos

(geragdo de dados) -

PRE PROCESSAMENTO -

Rehuméra;i malha de elementos finitos

“Criar ﬁcheiro de 'd-?z'&os

— NUMERODE dA‘séf‘Si‘b'E‘ CARGA |—

oo ~chLouro -Desl%&ment“’
__Reacwgoes :
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Dados

1 [ pos PROCESSAMENTO 1
et (resulta.dqs) e

OF s pebrutura oo

Forga.a nodals equivalentes - por- pla.na
o -na estrutnta

| Deslocamentos - por

Coloragao dos eslecamentos generahza,dos
o por p},ano ; '

Deformada por plano
e ER e, na estrutum

Reacgbes « na ‘estrutura -

— Esfofgos generalizadbé e

Numero de casos de carga

Célculo dos esforgos generalizados
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ESFORGOS DE MEMBRANA

ESFORGOS DE FLEXAO

—

Nos pontos de Gauss - por 'p!é.no”

~‘na estrutura.

Prmcxpals nos pontos de gauss - por plano

-'na estrutura

" Desenho dos esforgos prmcxpaxs nos P. G.
- por plano

Nos pontos nodals - por pIano
: - na estrutura

| Principais nos pontos nodais - por plano

= na estrutura

Nos pcntes da Gauss por plano
« /- na estrutura

Prlnc:pa.ls nos pontos de Gauss por plano

- na estrutura

o d

ESFORGOS- DE CORTE

Desenho dog mom
el pcr pia.né :

~principais nos P. G.

e

Now pontos W s ks

- na estrutura

“Principais nos pontos nodars por plano
; - na ‘estrutura

auss - por _:Plano,
. na estrutura

Nos pontos noda:s - por plano
- na estrutura

Coloragio dos esforgos generalizados - por plano|

Superficies de esforgos generahzados por plano i

{de desiocamentos genera.lxzados

Gréficos - por plano H

de esforgos generalizados

Definir planos auxiliares
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3.1.1. Fluxograma associado & parte de calculo

: L& algumas varidveis do’problema ‘e défine os valores
¢~ maximos-admissiveis de forma ser respeitado o
dimen,siongmgntfo; de algumas matrizes do programa.

DIMEN

: L& os dados relatxvos 4 geometna da estrutura
S INPUT PRI T eondi¢Ses de apoio e proprxedades dos materiais.

- - Coop o Chamarduas subrotinas que analisam comentada--
., mente possiveis erros ags(qqiados aos ,dagios lidos.

TRANSFT ) T Calcula as matrizes de transformagio .
representadas nas expressGes. {15) a (17).

> B » W Q@ O W

Calcula a matriz de rigidez de cada elemento
finito, construindo a matriz de rigidez da
estrutura por espalhamento das matrizes de
rigidez de cada elemento. Se houver mais que um
 caso.de carga a matriz de rxgxdez globa.l &

ICAS‘E =1 NCASE ' .. .gnardada em disco.
s} T .

STIFT

: LOADT

Q =z

. Resolve Q sx;temade equacges de eqmlibno
. Na resolugao d mtema é uthzado o-método
“de Guuss para miatrizes érn banda simétricas.

I " BANDLT

SAIDES - -~ Guarda em matrizes os deslocamentos e
reacgGes correspondentes a cada caso de carga.

e Y

O pré-processamento engloba trés tarefas. A primeira consiste na geragéo duma malha
de elementos finitos de forma a modelar a estrutura do problema a analisar com os elementos
estritamente necessérios {12]. A segunda tarefa tem como fun¢3o a renumeragao da malha de
elementos finitos de forma a minimizar a semibanda. A tltima tarefa do pré-processamento -
cria o ficheiro de dados, que devera ser completado com as condigoes de hga.gao da estrutura
ao exterior, assim como as acgdes que solicitam a estrutura. -

A parte do programa correspondente ao calculo tem coma fun(;io bésica, a obtengao
dos deslocamentos e reacgdes para cada caso de carga. Tal tem como objectivo, uma mini-
mizagao do tempo de célculo e a nio criagio de ficheiros de resultados, com correspondente



ocupagao de memorla, que por vezes nio tem mteresse para a ané.hse de éetermmado prob- o
lema. R

No pos~processamento existe uma subrotma que detecta os plancs que cmnstwuem a
estrutura. Assim, os resultados numéricos poderdo ser obtidos tanto para toda a estrutura,
como para cada um dos planos que dxscretlzam a estrutura. Desta forma, ao seleccionar
uma das opgdes do pés~processamento o utxhzadcr terd acesso aos. pla.nos que dxscretlzam
a estrutura assim como uma opgao referente a toda a u
pretende-se minimizar tempc de célculo, espag ¥
hzagao do programa Otﬁrm aspect rﬁmdamen a

e _mrgds generahza—
'vaiores que os

ﬁguras segumtes apqes tam—se algumas das sardas '
processamento : S

. .N? i
\u.—a.--—v“"‘""

Flg. 3 - Secg&o do tabuleiro
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1470

Fig. 4 - Tragado em planta

R i
el

- Fig. 5 - Perfil longitudinal

A. Accoes
a.1 Peso préprio do tabuleiro (p.p) a.3 Sobrecarga uniformemente distribuida (sq)
4 kN/m? ... na faixa de rodagem
a.2 Revestimentos (rev.): 1.8 kN/m? ... nos passeios
2 kN/m? ... na faixa de rodagem ,
- 4 kN/m? ... nos passeios a.4 Sobrecarga transversal de cutelo (sQ)
v 50 kN/m ... na faixa de rodagem
s.Q
+_x.t x20.254 » A = P.p. ]
S A- 5 x 2 i - R -
sQ A ., ’ /
_fx_t x=0.5 £ - .
A8 & Py ) 7 2 A2k 5 = 5 2
sQ ) o - ’ -
X 4 x:0752, . g L .

: [ sa__1 [sa ]

F I
+-X x:025{; N
Mo & A z a 2 ALk oy A 2
S«F , : _ .
X xz 0508 o R »
An g a P Py 2 As g : QI 5.9 al Q,[ 5.q. _A_I
s.Q v
4_—x__&_ x20754; ; I

A2 & o a 2 2 A8 & ay = A 2

Fig. 6 - Distribuigdo das acgdes
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Combinagio | Ay | As | As | Au | As | As | A An A | Aw Andu ‘

e fashis] = s Aol 10 Ru B S B
COu  jusfusi— | — (=18} —|—]

s ‘:Quéd{mf 1 Combinagdes das acgdes.

PONTE SOBRE O RIO VIZELA (SOLUCAO B) =

Fig. 7 - Malha de elementbé finitos
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KN/m

KN/m
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2400.0 3000.0
100.0
2 2400.0
1800.0
1300.0 1800.0 y
1200.0 1200.01. 4/
900.0 800.0-
€00.0
el
300.0
-600.0
-300.0 130000
-800.0 <1800.0
-900.0 % .
. =2400.0
=1200.0 S
~1500.0 esoop.ol
~1800.0 3800 0L o
0. R

KNmym|

40.0

KN mym|

30.00

20.0

24.0 30.0 38,0 4.0 48.0 54.

-10.0

-20.0

=30.0

-48.0

-%0.0

KNAn
300,
280,

240,
220,
200,
180,
160.

100.

Fig.

G

T 1 ¢ v 1T 1 T v 1

T

- m

~40. " a " L " 1 :
122.0 124.0 126.0 128.0 ° :30.0 132.0° 134.0 136.0 138.0

8 - Envolvente dos esforgos:

a) N: na secgao S) no banzo superior
b) N, na secgio S) no banzo inferior
¢) M., na secgio S; no banzo superior
d) M, na secgdo S; no banzo superior
e) N, na secgdo S, no banzo superior
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ESF. PRINC. MEMBRANA BANZO SUP. ; COMB. C3 ; Nmax.= 1844 kN/m |

. COMPRESSOES

TRACGOES

b) a
COMPRESSOES.

Flg 9 - Esforgos principais de membrana para‘a combxnagao Cs
a) Banzo superior; b) Banzo inferior



Fig. 10 - Mofnent;os principais para a combinagio Cs

a) Banzo superior; b) Banzo inferior



A=890.
 DESLOCAMENTOS UERTICAIS NO BANZO SUPERIOR (COMB. C3)

1.776-04

Yl arE-02

netros

ESFORCOS MY #0 0ANZ0O SUPER]Q“ (COHB. c3)y

2.07€+08

g

~1.6%K+02

KN a

Fig. 11 - Coloragdo do campo de deslocamentos e dos esforgos de
‘ membrana relativos & combinagio Cs
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5 - Conclusoes

Da anilise dos resultados e das ﬁgura.s associadas ao pés-p rocessamento alguma.s con-
siderages podem ser referidas.

¢ A sobrecarga de cutelo mais a uniformemente distribuida é condicionante no dimen-
sionamento, pois produz esforgos de malor valor comparatxvamente com os gerados
pela sobrecarga do veiculo tipo. ' :

e Num tabuleiro em v1ga caixdo, os esforgos fundamentals sao-os de. membra.na nao
sendo porém de desprezar os esforgos de flexdo e corte, devido a baixa rlgldez flexional
e espessura, apresentada por quase todos os elementos constltumtes do tabuleiro.

e De acordo com a figura 9 d), o banzo superior comporta-se para os esforgos M,., como
uma laje apoiada continuamente nas almas. O consideravel valor destes momentos
junto as almas exteriores, pode requerer pré-esforgo transversal além do longitudinal.

» Nas almas desenvolvem-se preponderantemente esforcos de membrana. Os méximos
valores sdo apresentados pelos esforgos longitudinais N, sendo contudo consideraveis
os valores de N, e N,, junto aos apoibs. Devido & pequena rigidez flexional que as
almas possuem, dever-se—a consxdera.r os esforges de flexdo a que aquelas séio submeti-
das. Junto aos apoxos as almas sao a,lnda submetidas a esforgos de corte que néo sao
de desprezar. E e ’

e A existéncia de diafragmas aos meios vaos e sobre os: apoios, permitem diminuir os
momentos flectores nos banzos e aumentar a rigidez torcmnai do tabulen'o necessaria
- para resistir &s acgdes excéntricas, por virtude do seu tragado curve em’ planta
Porém, a presenca dos diafragmas quase nao altera o tragado dos esforgos de mem-
brana nos banzos. Os esforgos de corte desenvolv1dos no tabulen'o sdo absorv1dos
basicamente pelos diafragmas dispostos sobre os apoios. Estes dlafragmas possuem
também elevados esforgos de membrana, apresentando amda. os dlafragmas sobre 0s

- encontros con81derave1s esforgos de flexdo - i

e A inclinagao da sec¢do do tabuleiro, devxdo a sobreelevagao nao mtroduz con51dera-
veis assimetrias nos esforgos.

¢ Da anilise da coloragao dos deslocamentos e esforgos assoc:ados a combmagao Cs
verifica-se que os méximos valores absolutos sao atmgldos aproximadamente nos
tramos mais solicitados, como seria de esperar. Considerando que se pode colorir
tanto os deslocamentos como os esforgos generalizados, verifica-se que esta opgao au-
xilia na interpretacdo quantitativa e qualitativa dos resultados apresentados por uma
estrutura tridimensional.

» Poder-se-4 concluir que as opgdes graficas incluidas no pés précéssamento de resul-
tados existente no programa desenvolvido, manifestam-se de importancia primordial
na concepgao e dimensionamento de estruturas, pois auxiliam de forma versatil e
répida a analise dos resultados. A possibilidade de se realizar o pés-processamento
nos planos constituintes da estrutura garante a clareza e facxhdade de interpretagao
sempre requerida no dimensionamento.
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