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Intr oducao

A primeirapartedo cursode Complementosie Analise Numéricaé dedicadaao estudode
métodosnuméricosparaaresoly@odo problemadadetermina@odosvalorese vectoreproprios
de umamatriz quadrada.Problemagiestetipo ocorrem,por exemplo,em Fisicae Engenharia,
associadoao estudode problemagie vibragdo. Tamkem, em Estatstica,a aralisede variancias,
passaelaresoly@odeum problemadevaloresproprios. A determinadodonimerodecondi@o
deumamatriz,utilizandoanormaespectra(importante comosabemosyo estudado condiciona-
mentodaresoly@o de sistemagle equadeslineares)exige tamkemo conhecimentalosvalores
propriosde maior e menormodulo de umacertamatriz. De modosemelhanteg conhecimento
devalorespropriosde certasmatrizesé importanteparaa determina@o dascondidesde estabi-
lidadede métodosnuméricosderesoly@ode sistemasie equadesdiferenciaig(ordinariasou de
derivadasparciais). Estessao apenaslgunsexemplos,de areasde aplica@o bastantalistintas,
gueilustramaimportinciadesteproblema.

Apesarde possuirumaformula@o matenatica extremamentesimples,o problemaclassico
de valorese vectoresproprios, isto €, 0 da determinaéo de solu@es nao-triviais da equa&@o
Ax = Az, podeconsiderase como um dos problemasbasicosmais interessantesa Analise
Numérica. Com efeito, na pratica, ele origina umavariadagamade problemascuja resoly@o
deformaeficienteexige umasérie de diferentesalgoritmos. E precisamenteo estudode alguns
desseslgoritmosque nosiremosocuparna primeirapartedestecurso,recorrendosempreque
pos$vel a suaimplementa@oemMATLAB.

Estasnotasesto divididas em quatrocagtulos: Resultadosasicos- onde sao apresenta-
dos/relembradoalgunsdosresultadosnaisimportantesdateoriade valorese vectoreproprios;
Matrizesde transformaéo - ondesao definidasasvulgarmentechamadasnatrizeselementares
guedesempenhamm papelimportantenaredu@o, por semelhapa, deumamatriz A aumafor-
ma“mais” simples;Métodosterativose Métodosdetransformaéo. Nestesloislltimoscagtulos
saodescritosvariosalgoritmosusadogarao calculodevalorese vectorespropriosde umadada
matriz. No final decadacagtulo siopropostoszariosproblemagparaacompanhameniasaulas
tedrico-praticas. Os exerdcios cujaresoly@o deve serfeita recorrendcao MATLAB esfio devi-
damenteassinaladosSaotamteEmapresentadogmaneo, algunsprojectosenvolvendoa escrita
de programaemMATLAB, com o objectivo deilustrardeterminadosesultados/ouaplica-los

amatrizesde maiordimen$go.



1. ResultadosBasicos

Nestecagtulo, faremosumabreve revisao dateoriabasicade valorese vectoreroprios. A sua
finalidadeg, essencialmenta,derelembramlgunsresultadoparticularmenteelevantegparaeste

curso,bemcomopermitirumauniformiza@ode notades.

1.1 Valorese vectoresproprios

Em tudo quantose sggue, sendoK um corpo, denotaremogor M, ,(K) o conjuntodasma-
trizesdo tipo m x n sobreK e por M,,(K) o conjuntodasmatrizesquadradasie ordemn de
elementoem K. Emgeral, K = C, e nessecasosimplificaremosasnota®esparaM,, ,, € My,
respectiamente.

Definicdo 1.1 SejamA € M,,, A € Cez € C"*, z # 0. Diz-sequex & umvectorproprio de A
associadao valor proprio A see so se

Az = z. (1.1)

A equaéo(1.1) podeserreescritacomo
(A=XD)z =0, (1.2)

gueé aformamatricial de um sistemahomog@gneoden equadeslineares. Estesistemaemuma

solu@onaotrivial, z # 0, see sO seamatrizcorrespondentfor singular i.e., setivermos
det(A — AI) = 0. (1.3)

Expandinda determinanteoladoesquerdalaequa@o(1.3),0bttm-seumaequaéopolinomial

explicitadaforma

n—1
(=)™ + ) " apAF =0. (1.4)
k=0



A equaé@o (1.4) é chamadaquaéio caracteiistica damatriz A e o polindbmio no lado esquerdo
destaequaéo & chamadolinbmio caracteiistico de A. Comoo coeficientede \™ & nao—nulo,
segue-sagjueaequa@o(l.4)temn raizes(contandanultiplicidades)pusejaque A temn valores
proprios.SejamAy, Ao, - .. , A, 0svalorespropriosde A. Conclui-seimediatamentele (1.4) que

det@4——AI)::fi(Ai—-A)

Tem-seassima sgguinteidentidade

n
det A =[] . (1.5)
=1

Associadoa cadavalor proprio A, existe,pelomenosum vectorproprio xy, solu@ode
(A— NIz = 0.

Note-seque,sendaz, um vectorproprio, tamkem az, (o # 0) € um vectorproprio associad@
Mk E porvezesconvenienteescolhemw escala de modoquey, = azy Sejanormalizadgisto
€, possuaumadeterminadaropriedadeEm geral,pretende-sgque

lyrllz = {ypye}'/? = 1.

(Nota: Dadaumacertamatriz A, usaremos nota@o A* paradesignara matriztransconjugada
deA,i.e., A* = AT)

Definicdo 1.2 O conjuntodosvalores proprios de A chama-seespectrode A e denota-sepor
o(A). Aonimeo

p(A) =max{|A| : A € 0(4)} (1.6)
chamamosaio espectrade A.

Sejag(t) = p(t)/q(t) umafungaoracional.Entao,g(A4) = p(A)[q(A4)]~! estdefinidodesde
queg(A) sejanao—singular Facilmentese verifica que,sendo) um valor proprio de A, enfio
g(A\) @umvalor propriodeg(A). Porexemplo,tem-se:

e A2 @umvalorpropriode A? (potencia).
e A\ — h éumvalorpropriode A — hiI (transla@o).

e 1/X @umvalorpropriode A~ (inverso).

Comodet(A—\I) = det(A—XI)T = det(AT — \I), conclui-seque A e AT ttmosmesmos
valoresproprios. Contudo,0svectoregropriosde A e AT sio,emgeral,diferentes.
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Definicdo 1.3 Sey # 0 satisfaz
Aty =y, (1.7)

isto &, sey & umvectorproprio de A* associadaao valor proprio ), diz-sequey & um vector
proprio a esquerdade A.

(Tal designa@o justifica-se,umavez que,de (1.7), seseguequey ™ A = \y".) Porvezespara
evitar ambiguidadegeferirnos-emososvectorepropriosde A definidospor (1.1) comovecto-
respropriosa direitade A. Quandopeloconteto, naosejanecesariadistincao,diremosapenas
vectoreroprios.

Teoremal.1(Principio de biortogonalidade) SejamA umamatriz quadiada e \,u € o(A)
com\ # u. Sex &umvectorproprio a direitade A associadaa A e y & umvector proprio a
esqueda de A associad@ u, eno

yTac =0. (1.8)

Dem. Temos

yTAz = yT(\z) = Ay z)

y Az = (py)z = py' ),
dondesesegyueimediatamentgue
A —wyTz =0.
A rela@o(1.8) deduz-seleimediato,atendend@quel # . O

Teoremal.2 Vectoespropriosassociados valorespropriosdistintossio linearmenténdepen-
dentesMais precisamentesez, z2, . . . , T, SA0vectoespropriosassociados valoresproprios
M, A2,... , A, deumacertamatrizA, esel; # \; (1 # j;4,7 =1,... ,r),enBox,z0,... , 2,

sao linearmentendependentes.

Dem. Veja,porexemplo,[Hor85, pp 47,48]. O

Teoremal.3 Sejal umvalor proprio deumacertamatriz A, de multiplicidadem (i.e., A €um
zeo de ordemm do polinbmio caracteiistico de A ). Entdo, existemno maximom vectoes
proprioslinearmentdndependenteassociados essevalor proprio.

Dem: Veja,porexemplo,[Hor85, p.61]. O



Nota 1.1 Ao niumeromaximodevectoreproprioslinearmenténdependentesssociadoaovalor
proprio A, quenaoé maisdo queadimen&odo subespaa vectorialde C*

Ur={z € C": Az = Az},

chamamosnultiplicidadegeonétrica de . A multiplicidadede A\ comoraiz daequaéo carac-
tefisticachamamosnultiplicidadealgébricade A. O queesteteoremaafirmaé, portanto,quea
multiplicidadegeonétricade um valor proprio naoexcedea suamultiplicidadealgebrica.No que
sesgue,quandaofalarmosde multiplicidadede um valor proprio, semespecificade quetipo de
multiplicidadesetrata,queremoseferirnosa multiplicidadealgébrica.

Definicdo 1.4 Umamatrizquadiada A de ordemn diz-sen&do-deficientese possuirn vectoes
proprioslinearmentandependenteslizendo-seleficienteno casocontrario.

O Teoremal.2 mostraque,se A possuin valorespropriosdistintos,enfio A € nao-deficienteSe
A possuivalorespropriosmaltiplos, A podeou nao serdeficiente.

Exemplo 1.1 A matriz

o O W
o w o
N OO

€ nao-deficientee amatriz

jen)
w
jes

(quetemtamiem A = 3 comovalor proprio duplo)é deficiente.

1.2 Transformacbesde semelhana

Definicdo 1.5 Umamatriz B € M, diz-sesemelhantea umamatriz A € M, e esceve-se
B ~ A sseexisteumamatrizinvertivel S € M, tal que

B=S"1AS.
A transforma@o S — S~ 'AS & chamadaimatransforma&o de semelhana (por meiode S ).

Emparticular seS €umamatrizunitaria(i.e. S~! = §*), dizemogratarsedeumatransformaéo
de semelhapa unitaria. De modo arélogo, se S € umamatriz ortogonal(i.e. S~' = ST), a



correspondentgransformago diz-seortogonal Facilmenteseverificaquea semelhana & uma
relacd@odeequialencia,fazendoassimsentidodizerseque A e B sdo semelhantes.

Teoremal.4 Matrizessemelhantemosmesmowaloresproprios.
Dem. SejaB = S~'AS e suponhamosgue) & um valor proprio de A, ouseja,que

Az =Xz (z #0). (1.9)
Sgue-samediatamentele (1.9) que

S71ASS™lz = \S7 1z,

ouseja,temos
Bz =S"'ASz = )z,

onde

z=8"11.

Concluimosassimque A & tamkemvalor préprio de B. Quantoaosvectoreropriosz de A ez
de S~1AS, associadoaomesmovalor proprio tem-seque

T =S8z
O

Definicdo 1.6 Diz-sequeumamatrizA € M, édiagonaliawel sseA ésemelhanta umamatriz
diagonal.

Teoremal.5 A € M, édiagonaliavel sseé nao-deficiente

Dem. Suponhamosgue A & nao-deficienteisto &€, que A possuin vectoreroprioslinearmente
independentes;; i = 1,... ,n, associadogsosvaloresproprios;; i = 1,... ,n (NAonecessa-
riamentedistintos).Ento

Az = Nzi; 1 =1,... ,n.
Seja

X = (z1]...|zn).
Tem-seen@o,
AX = (Azq|...|Az,)
= (A1z1] ... [Anzn)

A1

= (z1|...|zn)

= XD,



ousejatem-se

X 'AX =D,
ondeD = diag();). Note-seque X & invertivel, porqueas suascolunassao, por hipotese,
linearmentendependentes.

Reciprocamentese existe uma matriz ndo-singularX tal que X~'AX = D comD =

diag(d;) umamatrizdiagonaltem-se

AX = XD,
ousejatem-se

(Azq| ... |Azy) = (diz1] ... |dpzy)-

Isto mostraque

Az; = d;z;,
ou seja, que os elementosda diagonalde D sao valoresproprios de A tendo como vectores

proprios associadosis colunasde X, asquaissao linearmenteéndependentesjmavez que X
éinvertivel. O

Teoremal.6(Teoremade Schir) DadaumamatrizA € M,,, existeumamatrizunitaria P tal
que P*AP & umamatriz triangular superior Por outras palavras, toda a matriz quadiada &
unitariamentesemelhant& umamatriz triangular superior Alemdisso,se A € M, (R) e se
todososvalorespropriosde A sdoreais,enfio P podeserescolhidacomoreal e ortogonal.

Dem. Veja,porexemplo,[Hor85, pp 79,80]. O

Nota 1.2 Umaversio maisgeraldo Teoremade Schir &€ a seguinte:

SeA € M,(R), enfio existe umamatriz real e ortogonal P tal que PT AP tema forma
quasi-triangulayisto &, podeserescritanaformaparticionada

T, Ty ... Ty
PT AP — Ty ... Ty,
TTT

ondecadablocoT;; € umamatrizquadrada cuja ordemé, no maximo,dois; alemdisso, P pode
serescolhidapor formaqueos blocosT;; de ordem?2 tenhamapenasvalores proprios comple-
X0s (queserdo, evidentementeconjugados) a demonstra@o desteresultadopodeservista, por
exemplo,em[Ste73 p.285].

O Teoremal.5 mostraque, em geral, umamatriz nao podeserreduzidaa forma diagonal
atravesdetransformadesde semelhapa. A formamaiscompactaquetais transformadespro-
duzemé descritanasec@oseguinte.



1.3 Forma candnicade Jordan

Definicdo 1.7 Umamatrizquadadar x r daforma

A 10 ... 0
0x1...0
JrQ)=| :
000 1
000 A

€ chamadaum blocode Jordan deordemr.

Facilmenteseverificaque J,. (\) temum valor proprio A de multiplicidader e apenasim vector

proprio z = e; (e; denotao vector(1,0, ... ,0)T dabasecarbnica).
Teoremal.7 Seja A umamatriz de ordemn com s valores proprios distintos A1, Ao, ... , As
de multiplicidadesm.,ma, ... ,ms, respectivamenteEntio existe umamatriz ndo-singular R

tal que R~ ' AR temblocosde Jordan J,.();) isoladosao longo da diagonal e todosos outros
elementosguaisa zen. A somadasordensdassubmatrizesssociadas cadavalor proprio A;
ém,;. AmatrizR~! AR & chamadaformacandnicadeJordandamatriz A, e &€ inicaa menogla
ordemdosblocosao longoda diagonal. O numep total de blocosde Jordan na formacarbnica
de A éigual ao nUmep devectoesproprioslinearmentendependentede A.

Dem. Veja,porexemplo,[Hor85, pp 121esas].

Exemplo 1.2 Umamatriz A deordem8 quepossaserreduzidaaforma

A1
A1
A1
J=R11AR = M /\1
1
Ao 1
A2
A3
J3(A1)
J2(A1)
J2(A2)
J1(A3)



tem quatrovectorespropriosindependentesjois correspondentes A1, um correspondenta A,
e outro correspondenta \3. Além disso,0s vectorespropriosde A sA0 Req, Rey, Reg € Reg.
(Verifique!)

Osdeterminantedet(J,.(A; — A)) = (A; — A)” saochamadoslivisoreselementagsde A. Se
r = 1 o divisor elementadiz-selineat

Uma matriz com valoresproprios distintostem todosos divisoreselementareéineares. Se
osvalorespropriosnao sao distintos,os divisoreselementarepodemou nao serlineares tendo-
se, claramenteque A € deficientese e sO se pelo menosum dos seusdivisoreselementareg
nao-linear

1.4 Propriedadesde matrizes hermitianas
Sejad € M,, umamatrizhermitiana.Entao A satishz asseguintespropriedades:

P1. Osvalorespropriosde A sdoreais.
Dem. Comefeito,sedz = Az eno\ = z* Az /z*z. Mas,ento,
A= \=z*A%z/z* s = ),

umavezqueA* = A.

P2. A énao-deficientes existeumabasede C" formadapor vectoesprépriosortonormados

Dem. PeloTeoremade Schir, sabemogjue existe umamatriz unitaria P tal que P*AP = U,
comU triangularsuperior Mas,

U*=(P*AP)* = P*A*P = P*AP =T,
o queimplicaqueU = D com D umamatrizdiagonal.Ento,
P*AP =D

e amatriz A & nao-deficientepelo Teoremal.5. Aléem disso,ascolunasde P sao osvectores
propriosde A e,comoP*P = I, sgue-sequez;z; = d;;.

P3. A édefinidapositivasseosseusvaloresproprios sao positivos.



Dem. Existeumamatrizunitaria P tal que P* AP = diag();). Entio,
n
x*Ax = ¥ Pdiag(\;) Pz = z*diag(\;)z = Z NiZi%
i=1
ondez = P*z e z; designaacomponenténdices do vectorz. Assim,

n
AT >0 Vo £ 0> N7z >0, Vo <= A >0 i=1,...,n.

=1

Nota 1.3 Osresultadoslestasec@osao,comoé dbvio, validosparamatrizesreaissimétricas.

1.5 Estimativas“a priori” para valoresproprios

E convenientefantodo pontodevistatedrico,comodo pontodevistapratico,determinaregides
limitadasdo planocomplexo contendaosvalorespropriosde umadadamatriz A. Tal informa@o
fornece-nosaproximadesiniciais paraos valoresproprios, as quaispode#o depoisser melho-
radaspor utilizacdo de métodositerativos e desempenhaalém disso,um papelimportanteno
estudadeproblemasiecondicionament@.e., naaralisedasmudan@asnosvalorespropriosde A
induzidagpor pequenasilterg@esnosseuselementos)Um resultaddmportanteg-nosfornecido
pelosguinteteorema.

Teoremal.8(Teoremadoscirculosde Gerschgirin) SejaA = (a;;) umamatrizquadiadade

ordemn. ConsideemososcirculosCj;; ¢ =1, ... ,n, decentosnospontosa;; € raios
n
R = ) layl,
j=1
J#i
isto &,

CZ:{)\EC|)\—a“|§RZ}

Entio, osvalorespropriosde A esfio na unido doscirculosC;. EstescirculosC; sdo chamados
circulos (ou discos)de Gersdigorin.

Dem. Sejax umvalor prépriode A comz comovectorproprio associadoEntao,
Az = Az,

ouseja,
n
(A - a“)xz = Z A543 1= 1, BRI (8
j=1
JF#i
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Sejak tal quez;, €acomponentelemaiormbédulodez, isto é,tal que|z| = ||z|/«. EntBO,

n n
|z
J —
N —ap| <Y |ij\m <> lakj| = Ry,

j:l k j:l

J#k J#k
isto &, 0 valor proprio A es&nocirculo Cy. Podemosssimconcluirqueosvalorespropriosde A
pertencena unidodoscirculosC;. O

Coroléario 1.1 Se\ évalor proprio de A, enfio
n
IA—ajil < lagl,
=1

]
para pelomenosumj.

Corolario 1.2 Umamatrizestritamentale diagonaldominanteg ndao-singular

Coroléario 1.3 Umamatrizhermitianatal que

n
Q;; > Z |aij| ;1=1,...,n,
j=1
i#]
é definidapositiva.
(As demonstragesdoscorofriosanterioreficamao cuidadodosalunos.)

Podeprovarse ainda o seguinte teorema— paraa suademonstrag@o, veja, por exemplo,
[Wil65, p.71].

Teoremal.9 Sea uniao dem circulosde Gerschgorin é disjuntadosrestantegirculos, enfio
essauniao conémexactamenten valoresproprios (contandamultiplicidades). Emparticular, se
umcirculo é disjuntodosrestantesele conemexactamenteimvalor proprio.

O

Melhoramento de Gerschgirin: Suponhamogueo circulo Cy, & disjuntodosrestantesConsi-
deremosumatransforma@ode semelhanadaforma DAD~! onde

D= d < linha k,

11



istoe,

a1 alk/d A1p
DAD '=| dag; ... arx ... dag
api ... Gpg/d ... app

Oscirculosde Gersch@rin saoagora

1 .
lai — Al < E'%’k' + E laij| , i #k
J#i
I7#k

lage — Al < > lagg|}.
i#k
O objectvo do chamadanelhoamentode Gerschgdrin € determinarum valor ded quediminua
o circulo Ci, mantendo-adisjunto dos restanteqos quais se tornam maioresa medidaque d

diminui).

Definicdo 1.8 Dadaumamatriz A e umvectorz # 0, chama-sequocientede Rayleighdex, e

denota-seor g, a0 nNUmep
o*Ax
MR = —(—-
rxT

Nota 1.4 Sex = z; &umvectorproprio associad@ovalor proprio A;, en@o

* *
ziAzg  NTiTp \
pR="H—=—— =\
TiT; TiT;

Teoremal.10 SeA & umamatrizhermitianacomvalorespropriosA; > As > ... > A,, en@o,
para qualquervectorz # 0, tem-se
)\n < MR < )\1-

Dem. Sejaz;; i = 1,... ,n, umabaseformadapor vectoregpropriosortonormadogA & hermi-
tiana).Ento,tem-se

n
r = Z Q; Ty,
i=1
donde
n
¥ Az = Z lovi > s
i=1

n
' = Z i |2
=1

12



Logo,

Tz >iet ol
Mas,
n n n
)\nz lai|” < Z i’ A < A\t Z |ail?,
i=1 i=1 i=1
e o resultadesggue-sedeimediato. O
Corolario 1.4
T* Az . ¥ Ax
A1 = max e Ap = min .
z#£0 x*xT z#£0 T*T
O
Corolario 1.5 Para qualquermatrizhermitianaA tem-se
)\n Saii S)\l; 1= 1,... s .
Dem. Sejax = e;. Enfao,
z* Az e Ae;
Pl R
¥ €;€;
O

1.6 Brevereferénciaa problemasde condicionamento

Consideremoagoraa quesfiode sabeuaisosefeitosquepequenagperturbadesnoselementos
deumamatriz A podemproduzirnosrespeciios valoresproprios;algunsvalorespropriospodem

sermuito sendveis ataisperturbades,sendooutrospoucosensveis. Sepequenaslteragdesnos

elementosie A podeminduzir perturbadesilimitadasnalgunsdosseusvaloresproprios,diremos
gueo problemadadeterminaéo dessewvalorespropriosé mal-condicionado Isto significaque,

independentementd métodonumérico utilizado, setornamuito dificil obteraproximadesra-

zoaweis paraessewvaloresproprios,poisosinevitaweis errosde arredondamentmtroduzidosnos

calculosnunéricosproduzigio altera®essignificatvasnosvaloresproprioscalculados.

SejaF = (e;;) amatrizdasperturbadesintroduzidasem A e suponhamosue
leij| < e.

Estamosnteressadosmcomparaosvaloresproprios); de A comosvalorespropriosu; = u;(€)
deA+ E.

13



Consideremogrimeiroo casoemque A € hermitianae assumamogue E & tamkem hermi-
tiana.Entio, podeprovar-seo seguinteresultado- veja[Wil65, pp104e says]:

O (i = 2 < |IB||p < ne. (1.10)
=1

Conclui-seémediatamentée(1.10)queo problemadadeterminagodosvalorespropriosdeuma
matrizhermitianaé semprebemcondicionado.

Paramatrizesnao hermitianasp problemaé bemmaiscomplexo. No entanto,0s seguintes
resultadcsaotamiemdemonstradosm[Wil65, pp 67 e segs].

Se); éumvalor proprio simplesde A, enfio
pr(e) = A1 = kie4+ ke + ... =ke+ O(é?), (1.11)

ondeky, ks, . . . , designanctonstanteindependentedee. Assim,parae suficientementpeque-
no,aprincipalperturbaéoemA; ék;e. Alémdisso,se A temapenaslivisoreselementarebnea-
reseser; ey, saorespectramenteumvectorproprio adireitae umvectorproprio aesquerdale
A associadoa \; e normalizadogletal formaque

lzillz = llyille = 1,

en@opodeestabeleceseo sgyuintelimite superiorparak; :

n
k1| < —— (1.12)
|y1T$1|

Notal5 e [yfzi| < |[lyill2]lz1ll2 = 1.
e Seri ey SA0 reais,enEOlexl €0 co-senado angulof entreosvectoresy; e xy.
e Ovalordef acimareferidopodeserarbitrariamentg@equeno.

e Se A & hermitiana,entoy{z; = 1, o que confirmaa afirma@o de que o problemado
calculodosseusvalorespropriosé bemcondicionado.

Paraum estudobastantgpormenorizadsobreo condicionamentonosrestantesasos,veja
[Wil65, Cagtulo 2]. Referimosapenasquio seguinte:

e O problemadadeterminago dosvaloresproprioscorrespondentesdivisoreselementares
nao-lineareg, emgeral,mal-condicionado.
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1.7

1.8

2.

A analisedasensibilidadelosvectoregpropriosdeumamatrizrelatvamenteaperturbades
nosseuselementos bastanteeomplea. Podeprovar-se que, mesmoquandoA é hermi-
tiana,o problemadadetermina@ode vectoreroprioscorrespondentesvaloresproprios
"préximos” & mal-condicionado.

Notasereferéenciasadicionais

Paraumacoberturanaiscompletasobreateoriabasicadevalorese vectoregroprios,veja,
por exemplo,[Gan54

Taussk [Tau49 da-nosumadiscusao histbricado Teoremade Gersch@rin. A técnicado
melhoramentale Gerschgrin apareceuno artigo original desteautor[Ger3] e foi poste-
riormenteestudadaor Vamga[Var6g .

Paraumaextengiodo Teoremal.10,veja, por exemplo,[Hou64.

O problemado comportamentalosvalorese vectorespropriosde umamatriz facea uma
perturba@onosseuselementogoi objectode muitosestudosParaum tratamentgorme-
norizadodesteassuntoyeja, por exemplo[Wil63], [Wil65] e [Hou64] . Em particular em
[Wil65] éfeito um estudodo problemabaseadmaformacardnicade Jordane no Teorema
doscirculosde Gerschgrin.

Exercicios

Mostrequeo polinbmio caracteisticop(A) = det(A — AI) deumamatrizA = (a;;) tem

aforma

0
p(/\) = (—1)”)\” + (—l)nfl(all + a9+ + ann))\nfl + Z Ak/\k.
k=n—2

Concluaque “ai = » _ Ai. (X7, ay; diz-seo trago de A)
im1 im1

a) Mostre,atravésde exemplos,quese \; e u; SA0respectiamenteos valoresproprios
deduasmatrizesA e B damesmaordem,en@o osvalorespropriosde AB e A + B
naosaonecessariamentiaformal;u; e A; + u;.

b) Mostreque,sex évectorpropriode A associad@aovalorproprio A etamkemé vector
proprio de B associad@ovalor proprio i, enBo Ay € valorpropriode AB e A+ i €
valor propriode A + B.
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3. a) Provequeasmatrizes

IR TN

témo mesmapolinbmio caracteistico, masnao saosemelhantes.

b) Diga,justificando,seasseguintesmatrizessaosemelhantes.

1 00 1 00
A=101 0 e B=|0 2 0
0 0 2 0 0 2

¢) Mostrequematrizessemelhantet2mo mesmapolinbmio caracteistico.

4. Considere polinbmio monico

pA) =N+ an A" 4 a\ + ag.

a) Mostreque

b)

p(A) = (=1)"det(A — M),

ondeA éamatriz

F 0 —ap -
10 —a1
1 0 —an
A=
0 —ap—2
L 1 —ap—1 |

Concluaqueoszerosdo polindbmio p sdoosvalorespropriosdamatriz A.

A matriz A definidaanteriorment& chamadanatrizcompanhei do polindmiop.

‘\ 5. Considerespolinbmios,

pi(z) =2 — 422 + 20— 1 e po(z)=2°+42* —22° 42— 3.

a) Obtenhaamatrizcompanheiralep; e p,, usandaa definicdoanterior

b)

c)

Useafuncaocompando MATLAB pararesoher aalineaanterior Compareasmatri-
zesobtidas.

Confirme, usandoa funcao poly do MATLAB, que p; € p, sao, de facto, os po-
linbmioscaracteisticosdassuasmatrizescompanheirasAlternatvamente podeusar
asfungdesrootse eig paraverificar que os zerosde cadaum dos polindbmios dados
saoosvalorespropriosdasuamatrizcompanheira.

(Refira-se a propbsito, queo métodoimplementadgelafuncaorootsdo MATLAB
paracalcularos zerosde um dadopolinbmio passaexactamentgelo calculo dosva-
lorespropriosdasuamatrizcompanheira.)
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10.

11.

SejaP umamatrizunitaria. Prove que,se\ &um valor proprio de P, enfio1/\ & tamkem
umvalor propriode P e, alémdisso,|\| = 1.

Prove que,se A temn valorespropriosdistintose X e Y saomatrizescujascolunassao,
respectiamenteyectoregropriosadireitae aesquerdale A, enfo

Yix =1,
desdgquesemultipliqguemosvectoregropriospor escalaresornvenientes.

SejaA umamatriznaodeficientecomvalorespropriosiy, - - - , A, € X e Y matrizescujas
colunaz; ey;, i = 1,--- ,n SA0,respectiamente vectoregropriosadireitae a esquerda
de A. Mostreque,

n
A= Z /\szsz
=1

Estadecomposig@odesigna-s@or decomposi@o espectal damatriz A.

. Obtenhaa decomposi@oespectratlamatriz

A=1| -1

UmamatrizA € M, diz-senormalsseA*A = AA*.

a) Mostrequeastnicasmatrizedriangularegjuesaonormaissaoasmatrizesdiagonais.

b) Mostre quetodaa matriz triangularT unitariamentesemelhantea umamatriz A é
normalsee sb se A €normal.

¢) Mostrequeasseauintesafirma®essaoequivalentes.
(i) A énormal.
(ii) A éunitariamentesemelhant@ umamatrizdiagonal.

(iii) Existeumabasede C" formadapor vectoregropriosde A ortonormados.
SejaA umamatriztridiagonalde ordemn tal que
a; =0;1=1---n, Giiv1=0aiy1;,=1,1=1,--- ,n—1
Paraj = 1,--- ,n, sejaz¥) o vectorcujai-ésimacomponenteé:
29 = senfijn/(n+1)];i=1,--- ,n.

Mostreque
AzU) = 2cos[jr/(n 4+ 1)]z); j=1,--- ,n.
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12. Mostreque,se A & umamatriztridiagonaltal que
ai; =d;1=1---,n, Qijit1 = Giy1; =€, 4 =1,--- ,n—1,
enfioosvalorespropriosde A sao
Aj=d+2ecosjr/(n+1)]; j=1,---,n.
13. Mostreque
14|z = {p(A*A)}>.
14. SejaP € M, umamatrizunitaria. Mostreque:

a) ||Pzl|l2 = ||z||2, Vz € C".

b) ||PAl||2 = ||A]||2, VA € M,

c) [[P*AP|ls = [|All2, VA € Mp.

d) SeA éumamatrizhermitianagn&o P* AP tamkemé hermitiana.

15. Sejad € M,

a) Mostreque,paraqualquemormamatricialcompatvel comumanormavectorial,

p(A) < ||A]]-
b) Seja
n
Ri= |ail|-
k=1
ki
Mostreque,

p(A) < miax{\az'z'l + R;},

e,se A énaosingular
{p(A7H)} 1 > min{|a;;| — R;}.
c) Proveque,seA énaosingularesels,--- , A, sAoosvalorespropriosde A, enéo,
(A A ™) < NP2 <p(A"A)s i =1, ,m.

16. Obtenhaaseyuinteestimatva

A —1.0] < 1074,
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parao menorvalor proprio damatriz

6 1 0 0
1 5 1 0
A= 01 4 1073
0 0 107% 1
17. Considereamatriz

1 01 0
A=101 10 1
0 1 2

a) Indigueintenalosreaisquecontenhanosvalorespropriosde A. (Noteque,sendoA
reale simétrica,os seusvalorespropriossaoreais)

b) Isolecadaum dosvalorespropriosde A numintervalo de amplitudeo maispequena
pos$vel.

18. Considereasgguintematriztridiagonalde ordem5:

a+p B
B a p
A= B a B ;
I} «a B+e
B+e a+p

ondeq, 8, e SAonUmerospositvose sejamA; > Ao > --- > \,, osvalorespropriosde A.
Mostreque:

a+28+4+04e <M <a+2B8+e.
(Sugesho: Useo Teoremal.8e o0 Teoremal.10)

19. Sejad amatriz

1100
13 20

A= 025 ¢}’
0 0 ¢ 9

com—1 < e < 1esejap(A) oraioespectratle A. Mostreque
52
20. Justifiqguequeo maiorvalor proprio A damatriz

1 0 1

A=1| -1 15 0 |,
1 2 5

satishz |A — 5| < 0.8.
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4 21

4 22

4 23.

4 24

4\ os.

Escreya umafuncdoem MATLAB gersch.m paraobteros discosde Gerschgrin deuma
dadamatriz.

EscrezaumafuncdaoemMATLAB pgersch.mpararepresentageometricamentaregiaodo
planocomplexo quecon&m osvalorespropriosdeumadadamatriz A.

Use a funcao pgersch paralocalizar geometricamentes valoresproprios das sguintes

matrizes.
1 2 3 1 -1 0 7 1 143
A=12 -1 1|, B=| 2 1 1/, C=| -1 2 2—i
3 1 2 -1 -1 2 -1 9 1
Considereasmatrizes
11000 1 1 000
01100 B 0 1 1 0 0
A=[10 0 1 1 0 e A= 0 0110
0 0 011 0 0 011
00001 100 0 0 0 1

a) UseafuncioeigdoMATLAB paraobterosvalorespropriosdamatriz A.

b) CompareosvalorespropriosdasmatrizesA4 e A e comente.

Considereasmatrizes

3

,_
2
w

1

3

O = OO

0-
0
0
3

O O = O
O = O O

1

0

0
0

S oo
S O = O
W o o

1
a) Verifiqguequel e 3 saovalorespropriosde A e queo seupolinbmio caracteistico €:
p(A) = A — 623 + 1202 — 101 + 3.

(Useafuncaopolydo MATLAB)
b) Calculeosvalorespropriosde A, usandaa fungioeig do MATLAB.

c) Calculeoszerosdo polinomio
p*(A) = (14+1073)AT — 6X3 + 12)02 — 10X + 3.

(Useafuncaorootsdo MATLAB)

d) Comenteosresultado®btidosnasalineasanteriores.
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‘\ 26. Sejal amatrizidentidadede ordem?2 e sejaF a seuintematrizdasperturbadesintrodu-
€ 0
e-[g 0]

a) Escrera umafuncaoem MATLAB perturbm com pametrosde entradaepsilone

zidasem1I:

deltae cujospaametrode sddaplambdae px coném, respecttamente psvalorese
vectorespropriosdamatrizl + E.

b) Compareosvalorese vectoreropriosdamatrizl edamatrizperturbadd + F, para
variosvalores(pequenosilospai@metrosepsilone delta

c) Comenteasensibilidadalosvalorese vectoregropriosdamatriz I, facea pequenas
perturbadesdosseuscoeficientes.
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2. Matrizes de Transformacao

A primeiravista,podersea pensaqueo problemado calculodosvalorespropriosdeumamatriz
se@facilmenteresolvido,calculandaos coeficienteglo polinbmio caracteistico e determinando,
emsguida,osseuszeros por qualquerdosprocessofa estudadoparaa determina@oderaizes
de equadespolinomiais— veja, por exemplo[Val90 pp 51 e seys]. Contudo,devemosnotaro
squinte:

¢ O calculodoscoeficienteslo polinbmio caracteistico atravésdadefiniddodedeterminante
envolve, como se sabe,um muito elevado nUmerode operades, nao sendopor isso de
recomendarOutrosmétodosmaiseficientegparao calculo doscoeficientesio polinbmio
caracteistico podemservistos, por exemplo,em[RR78, pp 485,486]e [Hou64, pp 149e

sas].

¢ Comosabemoserrosrelatvamentepequenosioscoeficientesie um polinbmio podemin-
duzir grandeserrosnassuasraizes,sobretudcse o polindbmio tiver grauelevado. Assim,
aindaque os coeficientesdo polinbmio caracteistico tenhamsido calculadosadequada-
mente,corremoso risco de transformarum problemainicialmentebem condicionadc- o
do calculodosvalorespropriosde umacertamatriz— numproblemamal condicionade- 0
do calculodoszerosde um determinadgoolinbmio.

Emconclugo, o calculodosvalorespropriosdeumamatriz,directamentatravésdadefinicao

de polinbmio caracteistico, & de evitar, a ndo serparamatrizesde reduzidadimen&o.

A propriedadeleinvarianciadosvalorespropriospor transformadesdesemelhanaquerefe-
rimosno cagtulo anterior(Teoremal.4) sugerea possibilidadede determinaiosvaloresproprios
de A, calculandamsdeumamatrizsemelhant& AS—! quepossuaimaformamaisadequadaara
essefim. Estaé, basicamentea ideiade diversosalgoritmosqueiremosdescrger em cagtulos
sguintes. As suasdiferen@s esfio, essencialmenteja estruturada matriz a que se pretende
reduzir A por semelhana. Na pratica, em vez de calcularumatnicamatriz de transformaao
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S, procede-sele umaformaiterativa, reduzindo-s@radualmenta matriz original aumaforma
maissimples.Nestecagtulo, estudaremoa redu@o de umamatriz hermitianaa formatridiago-
nal, usandaransformadesde semelhapa. No casoem quea matriz original € nao hermitanaa
matriz resultanteera aformade Hessenbgy. As matrizeshasicasutilizadasnestagedu®essao
vulgarmentechamadasnatrizeselementags

2.1 Matrizes elementares

Definicao 2.1 (Matriz elementarde permutacéo I;;) Denotaemospor I;; a matrizresultante
da matriz identidadepor troca dassuaslinhas: e j. Uma matriz destetipo chama-sematriz
elementarde permuta@o.

Definicdo 2.2 Chama-senatriz de permuta@o a todaa matrizquepossaserobtidacomopro-
dutodematrizeselementagsde permutaéo.

Definicdo 2.3 (Matriz elementarnao-unitaria Mj,- eliminacdo Gaussiana) Denota-seor M,
umamatrizobtidadamatrizidentidadesubstituindaselementosiacolunak, abaixoda posi@o
(k, k), por elementos-m;, ndo todosnulos. Umamatriz destetipo chama-sematriz elementar

nao-unitaria ou matriz de Gauss

Exemplo2.1 No conjuntodasmatrizes3 x 3,

1 0 0 1 0 0
M1 = —1mM21 1 0 M2 = 0 1 0
—ms31 01 0 —ms39 1

Propriedadesdas matrizes de Gauss

1. My, = I —m®el ondem® = (0---0mpy1p---mag)’ eex = colunak damatriz
identidade.

2. A pré-multiplica@ode A por M}, corresponda multiplicaralinhak porm;, e asubtra-la
dalinha#; i =k+1,... ,n.

3. M =T +mbef.
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Definicdo 2.4 (Matriz (real) derotacéo plana - Givens) Denota-sepor R;;(6), oumaisusual-
mente apenagpor R;;, umamatrizqueseobtemda matrizidentidadesubstituindcos elementos
nasposides(i, 1), (4, 1), (4,1), (j,j) respectivamentgor elementos;;, ;;, ;; €r;; tais que

Tii = Tj; = cos b, Tij = —Tj; = sin@,

para umcertovalor # € R. Umamatriz destetipo chama-sematriz (real) de rotacdo plana ou

matrizde Givens

Temosentio

(1
cosf® ... sinf

—sinf ... cosé@

Nota 2.1 Porvezesusaremosimanota@ocondensada

(%)

paradesignama matriz R;; acimareferida.

Propriedadesdas matrizes de Givens

1. R;; @umamatrizortogonali.e.
RER; =1

2. A matriz( ‘Z ) corresponde umarota@odo planoij deum anguloé.

(Emquesentido?)

Definicdo 2.5(Matriz hermitiana elementarP - Householder) Aumamatrizdo tipo
P=1-2ww"

ondew € C" étal quew*w = 1, chamamosnatriz hermitiana elementarou matriz de Hou-

seholder
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Propriedadesdas matrizes de Householder

1. P éhermitiana.

Dem.
P =(I-2ww")*=1-2w")w* =I-2ww* =P,
O
2. P éunitaria.
Dem.
PP = (I -2ww*)(I - 2ww*)
= I —4ww* + dww*ww*
= I’
O

3. Emgeral,napratica,w € R*, P = I — 2ww’ comw™w = 1. Nessecaso,P & simétricae
ortogonal.

4. Sew = (0---0wpy1---wy) = (0| w)T, comw' = (wgy1 -+ wy,)T, enBoamatriz
P=P =1—-2ww",
podeescreer-senaformaparticionadaseguinte:

I 0)
P, =

O |I,_p —2uw'w'"™

2.2 Utilizacao de matrizes elementaresna reducao de um vector co-

luna
Suponhamosjue se pretendereduzir um dadovector colunaa = (ai,as,... ,a,)" aforma
(k,0,...,0)T = ke;. Vejamoscomotal objectivo podeser atingido, pré-multiplicandoa por

matrizeselementares.
(i) Eliminagao Gaussiana
Seja
—m91 1
—Mp1 0 ... 1
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umamatrizelementanao-unitrriacom

mi1 = aifai; i =2,...,n.
Entao,
ai
0
Mla = .
0

Nota 2.2 Sea; = 0, o métodofalha. Tamkem, se|a;| & pequeno relatvamenteas restantes
componentedea, 0 métodoé instavel. Paraevitar isso,usa-seécnicade escolhade pivot Mais
precisamentetroca-sea linhal coma linha 1, sendoa; a componentale maior modulo de a.
Nessecasotemos:

M étodo estabilizado:
Lija= d
Miad' = ke; onde k = df.

Paraeliminar elementosabaixode a;, deixandoosrestanteglementosnalteradospodemos
usaray, paraaelimina@o,i.e. efectuar produtoMya (ou M I;;a, no métodoestabilizado).

1 .- 0 0 --- 0 / al (al
o --- 1 O --- 0 ag ag
Mga = _
k 0 -~ —mgp1pe 1 -+ 0 ag+1 0
o« —-mpx 0 - 1 an 0

)

O vectorm(*) = (0---0mpq1p--- mn,k)T & chamadm vectorde Gausse os elementosle

m®) (k + 1 : n) shochamado®smultiplicadoes

Apresentamosle seguida um algoritmo pararedu@o de um vectora a forma ke;, usando
matrizesde Gauss.Nestealgoritmo, tal comoemtodosos outrosdestesapontamentos usada
umanota@oapropriadgaraumafacil implementagaoemMATLAB.
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Algoritmo 2.1 Matriz de GaussM;

% Estealgoritmoconstbi o vectordosmultiplicadoes

% necesarios aredu@odeumvectora € R" aformake;
% Parametrosde entrada: vectora

% Parametrosde sada: vectormul dosmultiplicadores

fungdomul=gausga)
mul = a(2:n)/a(1);
fim funcdogauss

% Estealgoritmoenvolve n — 1 flops

No algoritmoanterior a matriz M; nao & explicitamenteformadaparaeconomizarespao.
Relembremosgue
M; =1 —mWel', ondem® = [0 | mul™]7,

peloque M; podeserconstriida, senecesario, muito facilmente.

No casode sepretendecalculara matriz My, enfomul = gauss(a(k : n)) € 0 vectorque
coném os multiplicadorese a matriz My, podeserobtidade My = I — m®*)el, onde m®*) =

[0 -0 mu™]T.

A pré-multiplica@o de umamatriz A por umamatriz de Gausspodeserobtidamuito facil-

mente.De facto,
MA = (I —m®el)A = A —mB) (] A).

O vectore! A nao & maisquealinha k damatriz A. Alémdisso,comom¥)(0 : k) = 0,
aoefectuaro produtoM; A, sO A(k + 1 : n,:) éafectadaj.e. aslinhas1 ak de A permanecem

inalteradasTemosassim,o seyuintealgoritmo.

Algoritmo 2.2 Pré-multiplicacdode A € R™*" por M;

% Parametrosde entrada: matriz A, vectordosmultiplicadoresnul
% Parametrosde sada: matrizA (A = My x A)

funcdo A=pre_gausg A, mul)
A2 :n,:) = A(2:n,:) —mul x A(1,:);
fim funcdopre_.gauss

% Estealgoritmoenvolve 2(n — 1)r flops
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(i) Transformacao derotagdo plana (Givens)

Suponhamoguea € R™. Consideremos

cosf ... sinf ... O al ay cos + a;sinf
Ryja= ] —sinf ... cos® ... 0 |.]| aj = | —aisinf+ajcost
0 0 o1 an an

Pretendemodetermina® detal modoque

—a1sinf + ajcosf = 0,

isto &, tal que
sinf _ a; (2.1)
cosf a
Sgue-sdmediatamentele (2.1) quepodemogomar
) a; ai
sinf = ——4—— e cosf = —————.
{a? + a?}l/2 {a? + a?}l/2
Nota2.3 e Seaf+a} = 0, ndosednecesriaqualquettransformago.
e O métodoconsistenautilizacdode (n — 1) destasnatrizesRy;; j = 2,... ,n.
e Tem-sek = aj cosf + a;sinf = ,/a% + a? > 0.
e Sea € C*, aredu@oaforma(k,0,...,0)" comk € R,k > 0, podefazerse, utilizando

paraissomatrizesderota@oplanacompleas daforma

e®cosf ... ePsing ... 0
—e PBging ... e @cosh ... 0
0 0 AU |

Estasmatrizessao matrizesunitarias.
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Algoritmo 2.3 Matriz de GivensR »

% Calculodamatrizde GivensR; 2(6)

% pararedu@odeumvectora = (a1 as)” aformake;

% Parametrosde entrada: componentea; e a, dovectora
% Parametrosdesdda: ¢ = cos, s = senf

funcdo|c, s|=givengal, a2)
auz = Val? + a22;
¢ = al/auz;
s = a2/auz;

fim funcdogivens

% Estealgoritmoervolve 5 flops

Nota 2.4 Em[GVL97], éapresentadomalgoritmoalternatvo paracalcularc e s. Essealgoritmo

temespeciahten@oapossveis problemasie overflow

Relembremosgueasmatrizeslementaresaousadaparareduzirumadadamatriz A, atrasés
de transformadesde semelhapa, a umaforma maisadequadaarao calculo dosseusvalores
proprios. Comoasmatrizesde Givenssao ortogonaisu(Ri‘j1 = RZ-Tj), enfio a matriz RUAR;T’;- e
semelhant@matriz A.

A estruturasimplesdasmatrizesde GivensR;; deve serexploradaquandasepretenddazeros

produtosi;; A ou ARZ-T]-. Defacto,apenasslinhasi e j de A sdoafectadapelapré-multiplica@o

de A por R;; eascolunas; e j pelapos-multiplica@ode A porR;.fj.

Algoritmo 2.4 Pré-multiplicacdode A € R?X™ por Ry

% Parametrosde entrada: matrizA4, ¢, s
% Parametrosde sdda: matrizA (A = Ryo * A)

funcdo A=pre_giveng 4, ¢, s)
forj=1:n
1= A(1,5); 22 = A(2,5);
A(l,j) = cxzl + s * x2;
A(2,7) = —s*xl +c*x2;
end
fim funcdopre.givens

% Estealgoritmoervolve 67 flops
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Algoritmo 2.5 Pos-multiplicacdode A € R**2 por R”.
12

% Parametrosde entrada: matriz A, c, s
% Parametrosde sdda: matrizA (A = A x RY,

funcdo A=pos giveng 4, ¢, s)
fori=1:n
zl = A(i,1); 22 = A(i,2);
A(i,1) = cxzl + s % 12;
A(1,2) = —sxzl + c* x2;
end
fim funcdopos givens

% Estealgoritmoervolve 67 flops

Denotandgor A([z j],:) aslinhasi e j damatriz A, facilmenteseconcluique

A([’L ]]’ :) = pre_givenS(A([z' .7]7 :)7 ) S)a

fazaatribuicao A := R;;A. (O quefaz A(:, [i k]) = pos.givengA(:, [i k]), ¢, s)?)
(i) Transformacao hermitiana elementar(Householder)
Suponhamosovamentequea € R”. Pretendaleterminassew € R” tal quew™w = 1 ede
tal modoque
Pa = (I-2wwb)a=ke;. (2.2)
Setal for possvel, teremos
k? = k?ele; = (Pa)T(Pa) = «"PTPa = aTa,

umavezquePTP = I. Assim,teremos,
n 1/2
k=+{d"a}” =23 a2} . (2.3)
i=1

(Notequeha duasescolhagpossveisparak.) Segue-saémediatamentele (2.2) que

2w

a=a—ke;. (2.4)
Sejam

uwi=a—ke; e a:=2w'a. (2.5)
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Temosenfo,
aw = a — ke; = u. (2.6)

(O sinalde k & usualmenteescolhidode forma a evitar cancelamentgubtractio no calculo da
primeiracomponente; — k dew.)

Comow™w = 1, tem-seemvirtude de(2.6),
a’=a‘ww=1u u. (2.7)

Conclugo:

Nota 2.5 Sea € C", parareduzira aformake; deverdo serutilizadasmatrizesdaformal —
2ww* comw € C". Nestacondides,k € C. Sepretendermoseduziracolunae € C* aforma
key comk real, deverdo serutilizadasmatrizesmais geraisdaformal — pww* compu € C;
[Wil65, p.49,50].Comyu # 2, P, sefor unitaria,janaoé hermitiana- vejaExerdcio 3.

Algoritmo 2.6 Matriz de HouseholderP

% Calculodamatrizde Householde = I — 2ww™
% pararedu@odeumvectora € R aformake;

% Parametrosde entrada: vectora

% Parametrosde sdda: vectorw

funcdow=hous€a)
k= llall2;
u=a;
u(l) = a(1) + sign(a(l)) = k;
alfa = ||ullz;
w=u/alfa;
fim funcdohouse

% Estealgoritmoervolve 5n flops

Nota 2.6 Na pratica,podecalcularse apena vectoru parapouparo trabalhode calcularw e

, uu . , ’
usaraformulaP = I — 2—— emvezdeP = I — 2ww? . Estadltimaformularequero calculo
u-u
de a (e, consequentementde umaraiz quadrada)enquantaa primeirasd necessitalo valor de

o?.
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A matriz PAP é semelhantex A, umavez que P & umamatriz simétricae ortogonal. A
estruturasimplesdasmatrizesde Householdedeve tamkem ser exploradaquandose pretende
efectuarosprodutosPA ou AP. Como

PA = (I —2wwl)A = A — 2w(ATw)T

AP = A(I - 2wwT)A = A — 2(Aw)wT,

definindo
v=—-24Tw e u = —2Aw,

osprodutosP A e AP podemserescritoscomo
PA=A+w!l e AP=A+uww",
naosendoporisso,necesario determinaexplicitamentea matriz P.

Os algoritmosseguintesimplementama pré e pos multiplicacdo de umamatriz A € R™*"
por umamatrizde Householde?, umavezconhecido vectorw tal queP = I — 2ww” .

Algoritmo 2.7 Pré-multiplicacdode A € R™*™ por P

% Parametrosde entrada: matriz A, vectorw
% Parametrosde sada: matrizA (A = P * A)

funcdo A=pre_housg A, w)
v=—24Tw,
A=A+ wT;

fim funcdopre_house

% Estealgoritmoervolve 4mn flops

Algoritmo 2.8 Pbés-multiplicacdode A € R™*™ por P

% Parametrosde entrada: matriz A, vectorw
% Parametrosde sada: matrizA (A = A x P)

funcdo A=pos housg A, w)
u = —2Aw;
A=A+ uw™:

fim funcdoposhouse

% Estealgoritmoenvolve 4mn flops
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Gauss,Givensou Householder?

O algoritmo gaussque permite construira matriz de GaussM; € R"*™ requern — 1
operades, enquantoo algoritmo house para“construir” a matriz de Householderequerbn
operades. Parareduzirum vectora € R" aformake; SAo necesarias,emgeral,n — 1 ma-
trizesde Givens,peloqueesteprocessaequeyemgeral,(n — 1) x 6 operades.

A pré-multiplicad@odeumamatriz A por My, Ri, - -- Ri2 € P envolve 2n? — 2n, 6n? — 6n
e 4n? operades,respectramente.As matrizesde Gausssao, por isso,asmenosdispendiosas
asmatrizesde Givenssao, emgeral,asqueexigem um maior esfor@ computacional (Corvém
notarque,como métodode Givens sealgumasiascomponentedo vectora saonulas,0 numero

deoperadesseiareduzido,umavezquesefoomitidasalgumagdransformades.)

No entanto,asmatrizesunitarias(Givense Householderppresentanduaspropriedadesm-
portantegjueascolocamemmuitassitua@desemvantagenemrela@oasmatrizesnaounitarias
deGauss.

1. SeA éhermitianarealsimétrica)e utilizarmosmatrizesunitarias(ortogonaisnumatrans-
forma@odesemelhana, enfioa matrizresultantese& aindahermitiana(simétrica).

2. Suponhamosgjue B é unitariamentesemelhantea A, ou sejaque B = RAR*, com R
unitaria. Entao:
—Sex; évectorproprio adireitade A, enfio Rz, évectorproprio adireitade B. De

igualmodo,sey; &vectorproprioaesquerdale A, enfilo R"y; & vectorproprio aesquerda
deB.

—Temos:
lz1l =1 = ||Rz1] =1
il =1 = [[RTy| = 1.
—Alémdisso

(RYy) T (R21)| = Jyi 1],

Os resultadosanterioresjuntamentecom a desigualdad€1.12), mostramque a sensibli-
dadedosvalorespropriosde A a altera®esnosseuselementopermanecénvariantesob
transformadesde semelhana unitarias,ou seja,que nao ha deteriorado da condi@o de
A porumatransformago destetipo. Tal resultadogarantea estabilidadelosmétodosque
ernvolvem matrizesunitarias.
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3. Meéetodoslterati vos

Comojavimos anteriormenteg problemade calculo de valorespropriosde umamatriz A pode
serreduzidoao problemade determina@o doszerosde um dadopolinbmio (o polinbmio carac-
teristicode A). Reciprocamentepdo o problemade determingao dos zerosde um polinbmio

monicop(z) podeserformuladocomoum problemade calculode valorespropriosde umacerta
matriz (a matrizcompanheirale p; vejaExerdcio 4 do Cagtulo 1). Comoé bemsabido,Galois
provou quenaoexistenenhuméf érmularesohente”parapolindbmiosdegrau> 5. Esteresultado
implicaque,mesmdrabalhand@omaritméticaexacta,naoé poss$vel escreer um programeague
calculeos zerosde um polinbmio qualquer numnimerofinito de passosEstamesmaconclugo

seaplicaao problemamais geral de calculo dos valoresproprios de umamatriz, i.e. qualquer
métodopara obten@o dosvaloresproprios deumadadamatriztemqueseriterativo.

Os métodosnuméricos paracalcularos valorese vectoresproprios de uma matriz, embo-
ra sendotodosde caracteriterativo, sao vulgarmenteagrupadoem duasclasses- a dos cha-
madosmétodositerativos e a dosmétodosde transformaéo. O que caracterizaos métodosde
transforma@o (tamkem ditos métodosdirectos)é a utilizacao de transformadesde semelhana
parareduzir(sucessiamente)a matrizinicial aumaoutraquepossuaimaformamaisadequada
aocalculodosvalorese vectoreroprios.

Nestecagtulo, faremoso estudode algunsmétodositerativos. Os métodosaqui estudados
tém comoprincipalfinalidadea determina&ao de um (ou alguns)vector(es)proprio(s), e sao es-
pecialmenteadequadoso casode matrizesdispersasle grandedimen$o, paraas quaissejam
conhecida®oasaproxima@esiniciais paraosvectoreroprios.

3.1 Meétododa poténcia

Definicdo 3.1 Sejad € M,, comvaloresproprios Ay, Ag, . .. , A, taisque

M| = A = o= [A[ > [Arga| 2.0 2 [An). (3.1)
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Nestasondides,diremosqueosvaloresproprios A1, Ag, - - . , A SA0 dominantes sendoosres-
pectivosvectoespropriosassociadosiesignadopor vectoespropriosdominantes.

Consideremos sgguinteesquemadterativo, queconstituio chamado
M étododa Poténcia

1
Yk :_Aykfl; k:17273a"' ;
Yk (3.2)

Yo 7&01

onde~;, € o elementade maiormoddulodo vector Ay, .

O teoremaseguinte estabeleceondidessobasquaisa seqiénciade iteradesdefinidapor
(3.2) corverme.

Teorema3.1 Se A é ndo-deficientee |\1| > |Ai]; ¢ = 2,... ,n, enBo {yx} corveme para um
vectorproprio associadao valor proprio dominante\; e {-,} converge para A;.

Dem: Sgue-sade(3.2)que

1 1 1
Y= _—AYyp1 = ... =— Ay = — Aky,, (3.3)
Yk Ck
(]
i=1
onde
k
i=1
Como, por hipbtese, A & nao-deficientepu seja, existem n vectoresproprios linearmente
independentes;;i = 1, ... ,n, 0 vectory, admiteumaexpan§odaforma
n
v o= Y i, (3.5)
i=1

ondeosescalaresy; naosiotodosnulos. Suponhamoguea; # 0. De (3.3)—(3.5)vem:
= iAk{zn: oz}
Y = cr pa 1L
1 n
= E{Z @iz}
i=1

= /\—]f{aw +zn:a~(ﬁ)kx~}
- cr 141 pr 7 )\1 7

— mdltiplo dez; quandok — oo,
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i .
umavezque\/\—z| <1;i=2,...,n.
1

Comoy;, corverge paraum vectorproprio associad@ovalor proprio A1, enio, no limite,
Ay = MY

Mas, 0 elementade maiormodulodo vector Ay, € A1, umavezquey, tem1 comocomponente
demaiormodulo. Logo, temos

Ve+1 — )\1.

O

Nota 3.1 A demonstra&oanteriorassumejuea; # 0, ou seja,queo vectorinicial temcompo-
nentendo-nulanadirec@odez;. Sea; = 0 e|X;| > |\|;i = 3,... ,n, enfo, teoricamente,
a itera@o cornvergira paraum maltiplo de z, e Ao. Na pratica,no entanto,os errosde arredon-
damentdntroduzemgeralmentaimacomponent@adirec@ode z; e portanto eventualmentea
iterac@o corvergira paraum muiltiplo dez; e A;. No entantoumaboaaproxima@o paraz, e Ao
éporvezesobtida,antesdotermoem \; dominar

Nota 3.2 Note-sequea rapidezde corvergénciadependalagrandezale «; comparadaom os
restantesaloresde|«;| mas,sobretudodasrazdes|\a /A1, . .. ,|An /A1, Senddantomaisrapida
quantomenoredoremessasazes. Em particular se|A2/A1| = 1, & naturalquea corvergéncia
sejabastantdenta.

Suponhamosigoraque, em vez de existir um Unico valor proprio dominante);, existemr
valorespropriosdominantesguais i.e. temos

AM=X=...= )\, |)\1|>|/\i|;izr+1,...,n.

Nestecasoter-sea

= A—lf{zr:a-ar—l— z”: (ﬁ)kaw-}
yk—ckiZIzz Al g

i=r+1
M
— —1(2 a;z;) quandok — co.
Cr “
=1
Comozy, zs,. .. ,z, SAovectorepropriosassociadoaomesmovalor proprio Ad; (= Ag = ... =
Ar), iy a;z; € aindaum vector proprio associada A;. Querdizer, aindanestecaso,sdo

validasas conclu®$es do Teorema3.1. No entanto,se existirem valoresproprios dominantes
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diferenteamascom o mesmomodulo, o processaterativo falha,ou seja,asiteradessucessias
oscilam.Consideremogyor exemplo,o casoemque

)\2 = _)\17

‘A1| > ‘AZ|, 1=3,...,n.

Nestecasotemos
Y = _1{0511171 + (—1)k0521132 + Z ai(—l)kxi}, (3.6)
Ck i=3 AL
ypr1 = —{oam — (-DFome + D ai(5)F i} (3.7)
Cr+1 i—3 1
e
k+2 n A
ykrr = ——{onz+ (=) oama + ) (552}
Ck+2 =3 1
= L{C¥1£E1 + (=1)fanzy + ﬁ:ai(ﬁ)k“xi}, (3.8)
Ye4+2Vk+1Ck = A

0 quemostraqueosvectoresoscilam.Alémdisso,segue-sede(3.6) e (3.8) que,nolimite,

2
— >‘1
Yk+2 = — Yk
Ye+2Vk+1
Comoosvectoresy 2 €y, ttmambosl comocomponentee maiormodulo,vemque
. A2
lim ——— = 1,
k—00 Yg42Vk+1

istoé, que

lim 7 427k11 = Af- (3.9)
k—o0

No casode existirem dois valoresproprios dominantesjue sejamcompleos conjugados,
o = \; podemdeterminasse,no limite, coeficiented e ¢ taisqueA? + bA + ¢ = 0 temA; e A,
comoraizes;veja,por exemplo,[Wil65, pp 579,580].
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Algoritmo 3.1 Métodode Poténcia

% Calculodo valor e vectorproprio dominantede umamatriz A deordemn,
% dadaumaaproxima@o inicial yo para o vectorproprio

% Parametrosde entrada: matriz A, aproxima@oinicial yg

% Parametrosde sdda: valor e vectorproprio dominante\,, e yx,

funcdo[yg, Ax]=potencia A, yo)

k=0;
while criterio_paragemfalso
k=k+1;
y = Ayg-1,
Ak = ymaz; % |lymaz| = max; |§;;
Yk = G/ Ak
end

fim funcdopotencia

Nota 3.3 O algoritmoanteriordeve terminardeacordocomum critério de paragenicriterio_pa-
ragem) aestabelecepeloutilizador Oscritériosde paragenmaisusuaissao:

o k= kmaz;
o [N — N1l <€

o |yr —yk—1| <6,

Note-seaindaque,emcadaitera@ok, sb &€ necesario conhecep valordey,_ 1 € A\x_1.

3.2 Aceleracdode corvergéncia

Comojareferimos arapidezdecorvergénciaparaumvectorproprio associad@aumyvalor proprio
dominantedependeessencialmentelarazio |\z|/|A1|. Seconsiderarmos métododapotncia
aplicadoamatrizA—plI emvezde A, enfio,umavezqueosvalorespropriosdessanatrizsao\; —

p, desdeque \; — p sejaaindadominantea rapidezde corvergénciasea "governada’pelarazo
|A2 — p|/|A\1 — p|. Paraumaescolhaadequadale p, estarazio podeserbastantenenordo que
|A2]/A1]. A estemétododeaceleraiacorvergéncia,queconsisteportantonaaplica@odo método
dapotnciaaumamatriz A — pI, chamamosransla@o de origem Paracertasdistribuicbesdos
valoresproprios,atransla@ode origemé um métodobastanteficazde acelerama corvergéncia.

Porexemplo,se A € umamatrizdeordem4 comvaloresproprios\; = 15 — j; j = 1,2, 3,4,

aitera@onormalcorvergira paraz; comrapidezgovernadaessencialmenteelarazio (13/14)’“;
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seescolhermogp = 12 e trabalharmogom (A — pI) a corvemgénciasei governadapelarazio
(1/2)*, sendaportantomuito maisrapida.

Emborao valordep possapor vezesserescolhidcadequadamenteaso,por exemplo,haja
algumconhecimentsobrea distribuicao dosvaloresproprios, é dificil estabelecenm processo
autondtico paraa suaescolhafazendo-sesta,porvezespor tentatvas.

Outroprocessaimplesdeaceleraa convem@nciaparao valor propriodominantepysadgoara
matrizesreaissimétricas,baseia-s@autilizacio do quocientede Rayleighe podeserdescritodo
seguintemodo:?

Se A éreal, simétrica, enfio a basede vectoresproprios {z;} referidana demonstra&o do
Teorema3.1 podeserescolhidacomoortonormadai.e. satishzendo

zlx; = 0. (3.10)

Consideremos vectory, obtidonaitera@ok do métododapo€nciae formemoso quocientede
Rayleighparaessevector

Y Ak (3.11)
= :
Yi Yk
Enfio,usandq3.5) e atendend@ (3.10),vem
T n 2y 2k+1
Ye AUk Do G N A2\ ok
= =X+ O((=)"). (3.12)
VeWk iy oA M

Em geral,0 quocientede Rayleighcorrespondentay; dad umamelhoraproxima@opara; do
gueafornecidapelométododapotncia.

Nota 3.4 Note-seque
Yk AYr _ Yp Tkt
Yitk  Upk
ondeg1 denoteo vectorobtidonaproximaiteracdodo métododapotncia,antesdesernorma-

lizado.

Nota 3.5 Sobo pontode vista de aplicad@o pratica, 0 métododa ponciatem algumascarac-
teristicasatraente® algumasdeswantagens A suaprincipal vantageme a forma extremamente
simplesdarecur&o (3.2). Porexemplo,paraefectuarmo® produto Ay, apenasntervemosele-
mentosnao-nulosde A; assim,estemétodoé especialmentadequad@o casoemque A € uma
matrizdispersa.

10 métodoé descritoparamatrizesreaissimétricas mastemumageneralizaBio blvia paramatrizeshermitianas.
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A principal deswantagemé que a corvergénciaé lentase A\; nao for fortementedominante.
Embora,comovimos, a convergénciapossaseraceleraddpor vezesde formasignificativa) pelo
usodetransladesde origem,aescolhadosvaloresde p nao seprestaa computa@o autonatica.

3.3 Deflacgo

Suponhamogueosvalorespropriosii, Mg, - .. , A, damatrizA sdotaisque|Ai| > [Aq] > ... >
|\n|, que; ez, foramja determinado® que sepretendeagoradeterminaros valoresproprios
A2, .., An (chamadosalorespropriossubdominantes) respectios vectoreroprios. E natural
pelguntarseo conhecimentale \; e z; podeserusadoparagarantira convergénciado método
dapotenciaparaum vectorproprio diferentede z1, semriscode secornvergir novamenteparaz; .
Chama-salefla@o a qualquemétodoqueconsisteem, conhecidos\; e 1, determinara partir
de A, umamatriz B cujos valoresproprios sejamessencialmentes restantes/aloresproprios
da matriz original. Uma aplica@o repetidadesteprocessale defla@o permite-nosdeterminar
sequencialmentasvalorespropriose vectorepropriossubdominante€Existemvariosprocessos
dedefla@o,dosquais,os maispopularessdo baseadosmtransformadesde semelhana.

Suponhamogn&o queo valor proprio dominante); e vectorproprio associada:; de A; :=
A foramcalculadosSejaR; umamatriznao-singulatal que

Ryz1 = key, (3.13)

comk # 0. (A maneiracomoestamatriz R; podeserdeterminaddoi jadiscutidanaSec&o2.2.)
Ento,
Ri A (R{'R1)z1 = M Ry,
donde,
(R1A1RT ey = ey,

Podemosissimescreer
)\1 .’I?T

Ay = RiAR; = :
O | By
onde B, & umamatrizde ordem(n — 1) e z um vectorden — 1 elementos.Como A, tem
os mesmosvalorespropriosque A;, seggue-sequeosvalorespropriosde By SA0 Ag, Az, - .- , Ap.

Assim,podemograbalharcom By paraobtero proximo valor proprio A, e correspondenteector
proprio y, satishzendo

Baya = Aaya. (3.14)
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Resta-nogleterminaro vectorproprio zo de A; associad@ \s. Sejaz, 0 vectorproprio de A,
associad@ \». Enfao,

A | 2T
zo = X222, (3.15)
O | By
e,usandd3.15)podemogomar
(6%
n=|—1, (3.16)
Y2
coma um escalaisatishzendo
(A1 —X)a+azTy, =0. (3.17)

Finalmentecalculandoz,, tem-secomojavimos,
zo = R 2. (3.18)
Continuandaesteprocessopodemogbterosrestantesvalorespropriose vectoregpropriossub-

dominantes.

Nota 3.6 Note-sequesucessiasdefla@esdai@o, nolimite, umaredu@odesemelhapaaforma
triangularsuperior

3.4 Meétododa poténciainverso

Os métodosparadeterminaralgunsdosvalorespropriosdominantes/subdomintas quedescre-
vemosate agoracorvergem, em geral, lentamente. Nestasec@o descrgeremosum método,
chamadamétododa potenciainversg o qual,& um métodode corvergénciabastanteapida.

Sejap um escalardiferentede qualquervalor propriode A. Se
AL, A2, 5 An

saoosvalorespropriosde A, engo

1 1 1
saoosvalorespropriosde (A — pI)~!. Seaplicarmoso métododapotenciaamatriz (A — pI) =1,
vamosobtero valor proprio de maior modulodestamatriz,isto &,

onde|\; — i —
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p|;i # j. Poroutraspalarras,aplicandoo métododapotenciaa matriz (A — pI) !, obtersed o
valor proprio (e correspondenteectorproprio) que,no planocompleo, esé maisproximo dep.
Note-seque,se

: (3.19)

ento,

1
Aj = —+p. (3.20)
Bi
Chama-sanétododa potnciainverso ao métodoque acalamosde descreger, ou seja,ao
métododa poténciaaplicadoa umamatrizdotipo (A — pI)~!. Assim,(cf. Eq.(3.2)),0 método
dapoténciainversoé definidopeloseguinteesquematerativo:

1
Y = 7_(A —pD)7lyp s E=1,2,3,... (3.21)
k
com

y07é07

onde~; & acomponentale maior modulo do vector (A — pI)~ly, . Paramaior eficiéncia,a
formulaiterativa (3.21)& reescritacomo
(A = pD) gk = yx—1,

) (3.22)

Yk = _’glm k:172a37"' )
Yk

ondey; @éacomponentelemaiormoédulodey,. (Recorde-sgueaquantidadelecalculoen/olvi-
danaresoly@odeum sistemadeequades,é bastantenenordo quea envolvida nadeterminaao
dainversadeumamatriz.)

Note-seque,aoaplicaro processaterativo (3.22),teremosieresolher sucessios sistemasle
equades,os quaispossuentodosa mesmamatriz de coeficientesA — pI. Assim,um método
aconselhwel paraaresoly&odestesistemasei utilizandoa decomposi@o LU. 2

Poroutraspalarras,umavez efectuada decomposigo

A-pl=IU (3.23)
procedeiseda daseguinteforma:
Lz = yk-1, )
Uk =7 > (3.24)
1.
Ye=—0r; k=1,2,3,....
Yk

7

2paragarantiade estabilidadea decomposigto LU deve serefectuadacom escolhaparcialde pivot. No entantoe
porumagquesiode simplicidade descreeremoso métodoomitindotal escolha.
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Prova-sequea escolhado vectorinicial yy naoé particularmentémportante,veja, por exem-
plo, [GW73, pp57,58].0 procedimentaisualé omitir o primeiropassecem (3.24)quandok = 1
e obterg;, atravésdarela@o

Uy =e

ondee™ = (1,1,...,1). (Isto&, evidentementegquivalenteatomaryy = Le.)

A discus@o queefecttamossobreo métododa po&ncia,mostraimediatamentgue,se A &
nao-deficientee se|\; — p| < |\; — p|; i # j, enfioo métododa potenciainversoira corverir
paraum vectorproprio associad@ \; (e dandotamkem,comoé claro,umaseq@&nciadevalores
corvergindo paral;). Podeprovarsequeestacorvergénciaé, emgeral, muito rapida,sobretudo
sep for umaaproximaé&o razdavel parao valor proprio \; e seestevalor proprio for bastante
isolado dosrestantes.De facto, na pratica,comp ~ ); , & usualefectuarapenasum ou dois
passoslestemétodoparaobterumaboaaproximaé@o parao vectorproprio associad@ A ;.

Em resumo podemodizer que o0 métododa potnciainversoé um dosprocessosnais po-
derosogle determina@o de um vectorproprio associad@ um valor proprio do qual &€ conhecida
umaboaaproximaéo.

Nota 3.7 Emborad — pI sejaumamatrizmal condicionada respeitodainversio— bastanotar
quesep émuitoproximodovalorproprio \; enfio A—pI €” quasé singular—podeprovar-seque
0 métododapotenciainversoé um process@stwvel dedetermingaodo vectorproprio associado
a;; comefeito,todasascomponentedo vectorsolu@ode (3.22),emborapossielmentemuito
poucocorrectastémerrosnamesmapropor&o,ouseja,yy €'quase’proporcionahz;, 0 quenao
afectaosresultadodinais. Esteresultadgpodeprovar-serigorosamenteonsideranda aralisede
errosparaa solu@o de equadeslinearespor elimina@o Gaussianayeja, por exemplo, [Wil65,
pp 620,621]e[?, pp226,227].

Nota 3.8 Uma aparentefraquezao método da potenciainverso na determina@o de vectores
proprios & que, se A; & um valor proprio miltiplo, determinaise-d apenasum vector proprio
correspondenteContudo,consgue-segeralmentaleterminains diferentesvectoregropriosas-
sociadosa \;, perturbanddigeiramente) ;. Emalternatva, a utilizacdodediferentesescolhaslo
vectorinicial ¢y conduzia geralmente vectoregproprioslinearmenténdependentes.
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Algoritmo 3.2 Métodode Poténcialnverso

% Calculodo valor e vectorproprio dominantede umamatriz A deordemn,
% dadaumatransla@op

% Parametrosde entrada: matriz A, transla@op

% Parametrosde sdda: valor e vectorproprio dominante\,, e yx

fungdo [yx, A\x]=potinversa(4, p)
k=0;
A=A—npl,
[L U)=lu(A); % funcdolu do MATLAB
vo=1Le; Yhe=(1---1)7T
while criterio_paragemfalso

kE=k+1,;
g = resohe_sistemd L, U, yx_1);
Ak = ymaz; % |lymaz| = max; |7;;
Yk = U/ Mk;
end
Mo =1/Ak + p;

fim funcdopotinverso

Nota 3.9 A funcaoresolhe sistemadeve indicarasolu@odosistemal.U4 = y,_1 OUPLUg =
yx—1, Casoa decomposiao LU damatriztenhasido obtidacomescolhagparcialde pivot. (Neste
casoafuncaolu do MATLAB deve serusadacom3 paimetrosdesdda: [L U P] = lu(A).)

3.5 Notasereferéenciasadicionais

e Meétodosgquegeneralizanmo métododa ponciaparacalcularvariosvectoresproprios si-
multaneamenteforam introduzidospor [?] , sob os nomesde iteracdo em escadae de
bi-iteracdo . Wilkinson [Wil65] descrge uma variantedessesnétodosusandomatrizes
ortogonais Paramatrizessimétricas estavariantepodeseraceleradgor um processales-
cobertoindependentementeor Clint e Jenningg?]),Stevart[Ste69 e Rutishausef?).

¢ A itera@odoquocientadeRayleighe suasvariantedoramanalisadasxaustvamentenuma
sériedeartigosdaautoriade Ostravski [?] .

e QOutrosprocessoslefazerdefla@osaodescritoem|[Wil65] e[?] .

e O métododa potenciainversoé devido a Wielandt[?] . A implementa&o praticadeste
métodoé tratadaem[Wil65] eem[?] .
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3.6 Exercicios

‘\ 1. Considereamatriz

-3 1 0
A= 1 -3 -3
0 -3 4

a) Fa@b5 iterades do Métododa Po&ncia,paraobterumaaproxima@o parao valor
proprio dominantede A.

b) Faa 2 iterades do Métododa Po€&ncia,paraobterumaaproxima@o parao valor
proprio dominantede A + 41.

¢) Comentearapidezde convermgenciado métodonosdoiscasos.

(Useema) e b) comoaproximaé&o inicial yo = (00 1)7".)

‘\ 2. Considereamatriz

1 1

1037 1

A= 2 3 1
11 61

3 4 5

a) Fam 6 iteraddesdo Métododa Po&nciaparaobter uma aproxima@o parao valor
propriodominantes respeciio vectorproprio,damatriz. A, tomandacomoaproxima@o
inicial o vectorz = (11 1)7.

b) Comenteo resultadaobtidonaalineaanterior

(Poderecorrerafuncaoeigdo MATLAB.)

¢) Quepodedizerrelatvamentea rapidezde corvergénciado Métododa Po€&nciaapli-
cadoasmatrizesd; = A — 131 e Ay = A — 121?

3. Suponhagueosvalorespropriosde umamatriz quadrada, de ordemn, estio ordenados
daseuintemaneira:

[Arl > A2 > [As] = -+ > [An]

equeamatrizA temvectoregroprioslinearmenténdependentes; , vo, - - - , Uy,

a) Diga paraquevectorproprio e valor proprio corvergira o métododa po&nciasefor
usadoo vectorinicial

Ty = Qe¥2 + a3V3 + -+ + QpUp
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b) Mostrequedadoumvectorx qualquer z = > ; a;v; ), 0 vectorzy = (A — M1z
estnascondidesreferidasema).

4. Sejam\; < Ay < --- < A, 0osvalorespropriosdeumamatriz A deordemn. Paracadaum
doscasossguintes,descrga o comportamentao Métododa Po&nciaaplicadoa matriz
(A — pI)~1, onde:
a) P = Ao.
b) p= (A +A)/2.

C) p=A—¢, >0

‘\ 5. Considereamatriz

4 2 2
A=12 5 0
2 0 3

a) Fam@6 iteradesdo MétododaPo&nciaparacalcularumaaproximaéo paraumvalor
proprio e respectio vectorproprio damatriz A.
(Tomecomoaproxima@oinicial o vectorz = (—110)%")

b) Justifigueo comportamentao métododapot®ncia,nestecaso.
(Poderecorrerafuncaoeigdo MATLAB,)

¢) Semrealizarqualqueiitera@o,diga,justificandoparaquevalor propriode A corver
geo MétododaPo&ncialnversoaplicadoasmatrizesA; = A — 8T e Ay = A — 31.

4 . Osvalorespropriosdamatriz

10 -3 6
A= -3 3 -2
6 -2 1

sao(com4 casaglecimais)y; = 14.1493, Ay = —2.0477, A3 = 1.8983
a) Useo Métododa Po&nciaparacalcular com uma casadecimal correcta,o valor
proprio dominantee o respecto vectorproprio.

b) Calculeo quocientede Rayleigh

yi Ayy,
YT yk

ondey, €aaproxima@oobtidaema) parao vectorproprio dominante Compareeste

valorcomo valorde \;. O queconclui?
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c) Seusaro métododapotenciacoma matriz (A — 1.8971) ! paraquevalor (e vector)
converge o método?

d) Obtenhaadecomposigo LU damatrizA — 1.891.
e) Faa duasiteradesdo Métododa Poéncialnverso,usandoo vectorinicial (¥ =

(0.32,0.94,0.03)T. Indiquea aproxima&o obtidaparao valor proprio deA.

‘\ 7. Useo MétododaPog€ncialnversoparadeterminaumaaproximaéo,comb5 casaslecimais
correctasparao valor proprio maisproximo de 6, damatriz

6 2 1
A=12 3 1
1 11

IndiguetamkEm umaaproximaéo parao vectorproprio associad@o valor proprio calcu-
lado.

8. Considereamatriz
2

3 2
0 3 4
3 6 1

A=

—

SuponhajueA tem); = 11.0 comovalor propriodominantecomvectorproprioassociado
z1 = (0.5,1.0,0.75)T. Determineos restantes/alorespropriosde A, usandatécnicade
deflad@o.
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4. Meéetodosde Transformacao

No cagtulo anteriorforamdescritosalgoritmosguesedestinama calcularum Gnicovalor préprio
e correspondent@ector proprio de cadavez. Foi tamkem explicado como, usandodefla&o,
podefamosrepetiro process@or forma a obteros diversosvaloresproprios de umamatriz A.

Nestecaptulo se@odescritosalgoritmoscujafinalidadeé o calculodetodosos valoresproprios
de A deumasb vez. A basedestesalgoritmosseé o usode transformadesde semelhana para
reduzira matrizinicial a umamatriz cujaformapermitafacilmenteo calculo dosseusvalorese

vectoresroprios.

4.1 Meétodode Jacobi

O chamadanétodode Jacobiclassicoqueintroduzimosnestasec@o € aquidescritoapenapara
matrizesreaissimétricas,podendono entanto sergeneralizaddacilmenteparamatrizeshermi-
tianas.Sabemoga que,se A € hermitianaenfio existe umamatrizunitaria P tal que

PAP* = diag(\;) 4.1)

(vejaademonstra@odaPropriedad®?2.,p.9. Se A éreale simétrica,amatrizP em(4.1) podeser
escolhidacomoreale, portanto,ortogonal A ideiado métodode Jacobiclassicoé tentarconstruir
amatriz P usandosucessias transformabesde rota@o plana. (Relembreque umamatriz R;;

derota@o planaé umamatrizortogonal.)Narealidadep numerode rota@desplanasnecesarias
paraaredu@ode A aformadiagonalé,emgeral,infinito. Na pratica,o processgaraquandoos
elementogoradadiagonaforemnggligiveiscomparadosomosdadiagonal A férmulaiterativa
seguintepodea descreer o

M étodode Jacobi Classico:

Ak+1 = RkAk:RkT; k=1,2,3,...,
4.2)
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COMRy = R(k)(e) umamatrlzderota;aoplanaescolhldadeformaaanularafj), ondeag.“) éo

elementmao-diagonatie maiormbdulodamatriz A, , i.e.
k
|a§j)\ = max|a](,lf])|.
P#P

Note-seque Ax 1 temosmesmoslementogjue A, exceptonaslinhas: e j, ondetemos:

Elkﬂ) = al(fﬂ) = az(f) cos 0 + ag.’;) sin 6 I #1,7, )
5/;4—1) = al(;.cﬂ) (k) sin @ + ayf) cos 6 l#1,7,
alf ™ = a®cos?g + Qaz( ) sin 6 cos 0 + a( )sin26, (4.3)
EI;H) = agc)sinQH — (f) sinf cos 0 + a(k)coszﬁ
E;H—l) = SI:—H) = a(])(cos2 6 — sin?0) + ( ;I;) a(f)) sinf cos 6.
(k+1) 5

O anguloderotac@of é escolhidodeformaa anulara i.e. étalque

(k)

k k
Q5 ( ( )_az(i))

(cos? @ — sin® 6) + aj; sinfcos @ = 0,

ousejatal que

ag-c) cos 20 + (agk) af )) sinfcosf = 0,

ouainda,tal que

2@(1;)
= 20) = ——2 (4.4)
o = tan( ROBOR :
2 J]
O valorde @ & sempreescolhidosatishzendo
—7/4 <0 <7/4 (4.5)
o®
Sea ff) = g';) escolhe-s@ como mesmosinaldeag-“), istoe,f = ﬁz. De (4.4),podemos
a

, i ij
calcularosvaloresdesin @ e cos 0, atravésdasformulas
1 1 . 1 1

2 2
cos’f=-+—— e sin“f=-— ——
2 /a1 2 2/a2+1’

1 . . . .
(H ) . O usodeformulasnumericamentenaisestieis

paraadeterminaégodo anguloderota@of e dosvaloresndeagﬁ,+ )e descritopor Rutishauseem

[WR71] ; vejatamiem[SB80, pp 343,344].

obtendo-seenfio de (4.3) os elementos:y,

Corvem salientarque um elementoque é reduzidoa zero num passodo métodode Jacobi
€, em geral, tornadonao-nuloem passossguintes, pelo que estemétodoé essencialmentde
camcteriteratvo. Vamosmostrarqueestemétodoiterativo corverge. Mais precisamentdemos:
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Teorema4.1 A seq@nciade matrizes{ Ay} definidapelo métodode Jacobi classicocorveme

para umamatrizdiagonal.
Dem: Designemogpor S(Ay) asomadosquadradosioselementosidao—diagonaisle Ay, i.e.,

= > {afey

P#q
Vamoscomea@r pordemonstrague{S(Ax)} &€ umasucesdo mondtonadecrescenteorvergente

parazero.Temosque

alft) = alb); p g #£i,j.

Alémdisso,
{a; +1)}2 +{a; +1)}2 = {aglk) cos 0 + ag-llc) sinf}? + {—aglk) sinf + ag-llc) cos 0}2
- {aglk)}2 cos? 0 + {ag-]lc)}2 cos? 6
= ({aff"}? + {a)'}?)(sin” 0 + cos? 0)

= {aPY + () 1244
Temosento, claramente
S(Aps1) — 2{aly VY = 5(4p) - 2{alV}2.

(k+1)

Mas, sendoo anguloderotag@od escolhldoporformaquea =(0vem

S(Ags1) = S(Ax) —2{al}}?

2{a}}?
=(1- 7]2) (Ax)
Zp;éq{ap’q}
2
=(1- —2) (Ak)-
{ (k)}Z
Como\a | = MaXpLg |apq |, temosque
(k)2
M < n%elem.foradadiagonalx 1
{a)'}?
ij
= ’]’7,2 —n,
i.e.,vem 9
S(Ag+1) <(1- n22— n)S(A’“)
< (- 5=) sy



1—

Mas,comn > 2,

s—| < 1, donde
nT—n

Jm S(Ag41) = 0.
Vemosassimque os elementosido-diagonaisia seq@&nciade matrizes{ A, } tendemparazero.
Paraconcluirademonstrg&otefiamosquemostrarque{ A, } corverge paraumamatrizdiagonal
fixa, ouseja,que

. k+1 k

klggolaz(i '~ =0.

Tal resultadademonstra-séacilmente usandoasrela@es(4.3), comalgumamanipula@otrigo-
nométricae sabendajued étal que|d| < w/4; veja, por exemplo,[GW73, p. 66] e [Wil65, p.

268].

No método de Jacobi classico, o processo de procura do elemento
nao-diagonalde maior moédulo requerN = %(n2 — n) opera@esde comparaéo, enquantca
rotaco de Jacobipropriamentalita requerdn multiplicades.O trabalhoexigido no processale
procuraé assimbastantegrandecomparadacom o da propria transformagéo, sobretudgaran
elevado,peloqueseé prefeiivel seleccionao elementa anularde umaformamaissimples.No
chamadamétodode Jacobiciclico especiahaoseefectuanquaisquecomparades,anulando-se
sucessiamenteos elementosasposides(1,2), (1,3),... ,(1,n);(2,3),... ,(2,n);... ;(n —
1,n), voltando-senovamentoao elemento(1, 2) etc. Forsythee Henrici [FH61] mostrarangue
tamtemestaversaodo métodode Jacobicorvemge paraumamatrizdiagonalmasa demonstra@o
desteresultadce bastantenenossimplesqueado Terorema4d. 1.

Noutravariantedo métodode Jacobi,a que poderemoghamameétodode Jacobido limiar
(emInglés, "threshold Jacobimethod”), efectua-saumaprocuralimitada do elementoa anular
Mais precisamenté estabelecidamvalor limiar e efectua-seimaprocuraaté quesejaencontra-
doumelementalemoédulosuperioraolimiar. Esteelementad enfioanuladce o processaoepetido
até quetodosos elementosidao-diagonaisejaminferioresaolimiar. ComoS(Ax) — 0 segue-se
gueo nivel do limiar tera de serreduzidoa medidaque o algoritmo prossgue. Eventualmente
se@ exigido um limiar proximo do menornimerorepreserével no computadqgrconsiderando-se
enfio queseobteve corvergéncia.

Podemostrarse que, se 0s valorespropriosde A sao simples,a corvergénciaparaa forma
diagonalda seq@&nciade matrizesobtidaspor aplica@o de qualquerdasveresdo métodode
Jacobié quadatica,no sentidoemque

S(Aksn) < KS(Ag)?, (4.6)
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ondeK €& umaconstantguedependalaseparago dosvalorespropriose daordemn damatriz
A eondeN = %(nQ —n); veja[Sch6] e [Sch64. Um resultadosemelhante (4.6) & tamkem
estabelecidem[Sch6] , mesmoquandoosvalorespropriosde A saoduplos.

Aplicando o métodode Jacobi,vamosobterumamatriz que,dentrode umacertapreciso,
tomamoscomodiagonal Assim,temos

A, = Vi AVY = D, (4.7)

ondeD éumamatrizdiagonale Vy, = Ry Ry_1 ... R; @€umamatrizortogonal.Segue-sede (4.7)
queos elementogliagonaisde A, sao aproximadesparaos valoresproprios A; de A e queas
colunagleV, sdoaproximag®esparaoscorrespondentegctorepropriosortonormadosAssim,
no métodode Jacobi,umabaseortonormadale vectoresproprios é calculadasimultaneamente
com os valoresproprios, sendoestaumadasrazdesque podeBo influir na escolhadautilizacao
destemétodo. Apesarde existirem métodosmais eficientesde calculo dos valoresproprios de
umamatriz,0 métodode Jacobié aindabastantgopulardevido a suasimplicidade facilidadede
implementaéoe estabilidadenumérica.

4.2 Determinacao de valores proprios de matrizes tridiagonais
—meétododa seqlenciade Sturm

ComovimosnaSec@&o2.3,osmétodosde Givense de Householdesdousadogarareduziruma
matriz real simétrica (ou umamatriz hermitiana)a forma tridiagonalsimétrica. Vejamosagora
comoresolher o problemadadeterminadodosvalorespropriosde umamatrizdestaforma.

O métodoquedescrgemosnestasec@o destina-se obterinformad@o acercadalocalizago
de um ou algunsvalorespropriosde A (tridiagonal,simétrica, real) podendo,no entanto,esta
técnicaser utilizada paracalcularumaaproxima@o paraqualquervalor proprio particular Se
estivermosinteressadono calculo detodosos valorespropriosde A e correspondentegectores
proprios estando se@ a forma mais eficienteparaa suadeterminaéo. Um algoritmoespecial-
menteindicadoparaessecasosei discutidoposteriormente.

Sejaenfio A umamatrizreal,simétricae tridiagonal,
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a; by
b2 a9 b3

A= (4.8)

bp—1 an—1 by

Podemosassumirque A &€ irredutivel i.e., queb; # 0; ¢ = 2,...n. Com efeito, se, para
algums, b; = 0, enBiodet(A — AI) poderse-iaexprimir comoprodutodedoisdeterminantede
matrizestridiagonaisde menoreslimen$es,e osresultadosplicarse-iama cadaum deles.

Seja
pz()\) = det(Ai — /\Ii); 1=1,2,... ,n,

ondeA; &€ asubmatrizorincipalde A formadapelassuasprimeirasi linhase 7 colunasj.e.

al—)\ b2
b2 0,2—)\ b3

A = .. . (4.9)

Temosento,

pl()\) = a1 — )\

p2(A) = (a2 — A) (a1 — A) — b3,

e,emgeral,expandindop;(A) aolongodasualltimacoluna,

pi(A) = (a; = N)pi—1(A) = bipi—2(N);i =3,... ,n.

Definindopy(A) := 1, obtemosassima sgyuintereladoderecoréncia:

pl()\) = a1 — )\, (410)
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Definicdo 4.1 Seja{po,p1,.-- ,pn} Umaseq@nciafinita de polinbmiosreais. Estaseq&ncia
diz-seumaseqénciade Sturmnum intervalo (a, b) (ondea oub podemnserinfinitos)severificar
assauintescondides:

e po(A) naoseanulaem(a,b).

e Sep;(§)=0; 1<i<n-—1,a<¢<bento
pi—1(§)pi+1(§) <O,

Lema4.1 A seq@nciade polinomiosdefinidapor (4.10) (ondeb; # 0; i = 2,... ,n) @€uma
seq@nciade Sturm.

Dem: Darelag@oderecoréncia,vem
Pir1(A) = (i1 — Npi(A) — b7 apica(A); i=1,... ,n—1,
ondepo(A) =1, p1(A) = a1 — A ebj1 # 0. Entdo,sep;(§) = 0, temos
pi+1(€) = —b1pi1(6),
ouseja,
pit1(§)pi-1(§) <0. (4.11)
Umavezqueb§+1 > 0, aigualdadeeam (4.11)sb podeocorrerse
pi+1(§) = pi—1(§) (= pi(§)) = 0.
Mas,nessecaso terseda necessariamentpor causadarela@oderecoréncia,
pi—2(§) = pi—3(§) = ... = po(§) = 0,
o quecontradizo factodepy(A) = 1.

Conclugo:
pi+1(§pi-1(€) <O0.

O

Lema4.2 Os zeos do polindmio p;+1 sao distintos e estritamenteseparndos pelos zeos de

pist=1,...,n—1.

(Nota: Oszeosdep;; i =1,2,... ,n, sdoreais.)
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Dem: (Porindugaosobrer)

1°) Facilmenteseverificaqueo zerodep; separansdoiszerosdep, , Ou seja,queasreizesé;
e&y dep, SAotaisquel; < a; €&y > ay.

2°) Assumamospor hipdtesedeinducdo,queoszerosde p; sdodistintose estritamentesepara-
dospeloszerosdep;_1 (i > 2). Enfio, p;_1; mudade sinal entredois zerosconsecutios de p;.

Mas,emcadazero dep;, pi—1(&)pi+1(€) < 0, logop;+1 tamkemmudadesinalentrecadadois
zerosadjacenteslep;, ou seja,p;+1 tem(i — 1) zeroscolocadosstritamententreos: zerosde

p;. Mas,
lim pi11(A) = lm pi_1(})
A——00 A——00
e
li i+1(A) = 1 i—1(A).
/\_ﬂnoopzﬂ( ) Artoelt 1(3)

(Note-sequep;(A\) = (—\)*+ pol. degrau(i — 1) em\.) Logo, paraX suficientementgequeno
ou ) suficientementgrandep;_1 () ep;+1(A) ttmo mesmasinal,o quesignificaquep; 1 muda
desinal(i.e.,temum zero)aesquerdalo menorzerode p; etemum zeroadireitado maiorzero
dep;. Comop; 1 tem(i + 1) zeros,conclui-sequeos: zerosdep; separanestritament®si + 1
zerosdep; .

Comoconsegénciaimediatado lemaanterior obtemos seguinte

Coroléario 4.1 Osvalorespropriosde A (i.e., oszeosde p,(A)) sdo distintose, portanto, A &
umamatriz nao-deficiente

Combasenoslemasanteriorespodemosagorademonstrap seguinte

Teorema4.2 (Propriedadeda seqienciade Sturm) Dadoz, sejav(z) o numeo de mudanas
de sinal na seq@&ncia nunérica {py(z), p1(z),...pn(z) } onde sep;(z) = 0, o seusinal &
definidocomocontréario aodep; 1 (z). Ento,v(z) éigual ao nUmep devalorespropriosde A
nointervalo (—oo, z].

Dem: Considere-se comportamentaer(z) quandor varia.

. - (z) ~ (=)' > 0,V4, ia, =0.
(i) Parazx suficientementpequenop;(z) = (—z)* > 0,Vi, ouseja,v(z) =0

Comoospolinbmiospy, p1, - - . , p, SA0fungdesconinuas,sgue-sequer(z) sO podemudar
empontosz quesejamzerosde algumpolindmio p;.
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(i) Vejamogprimeiramentejuer(z) permaneceonstantemcadazerodep;; i = 1,2,... ,n—
1:

Seja¢ tal que,paraumcertoi, 1 < ¢ < n — 1, setemp;(¢) = 0. Comoos zerosde p; sS40
estritamenteseparadopeloszerosde p; 1 € lim,, o sgn(pi(x)) = limg_, o sgn(p;—1(x))
facilmenteseconcluique

sgn(pi-1(§ — h)) = sgn(pi(§ — h)),

parah > 0, suficientementpequenoAlémdisso,atendendaquep;_1(&)pi+1(€) < 0, segue-se,
porcontinuidadejuenasvizinhan@sde¢ ossinaisdospolindmiosp; 1, p; €p;+1 Secomportado
comoseilustranumadasduastabelasseguintes:

§—h & £+h §E—h & £+h
1—1) - - - =1 + + +
i - 0 + i + 0 -
i+1| +  + o+ i+l - - =

Em ambososcasostem-sev(¢ — h) = v(§) = v(€ + h), logo o nUmerode mudanasde sinal
permaneceonstante.

(i) Resta-nosnostrarquer(z) aumentade umaunidadesemprequez "passa’por um zerode
Pn, OUSEja,porumvalor proprio de A:

Sejaentioé umzerodep,,. Nestecasofacilmenteseverificaque,navizinhan@de¢ existem
apenasiuaspossibilidadegaraa seq@nciade sinais,ilustradasastabelaseuintes:

[E—h & E+h |E—h & &+
n—1| + + + n—-1| — - -
n + 0 — n — 0 +

Emambososcasos/(£) aumentale umaunidade o quecompletaa demonstra@o.

O

Umaprocurasistendtica,usandm Teoremad.2 paradiversosvaloresde z, permite-nodoca-
lizar intervaloscontendacadaum dosvalorespropriosde A. Comefeito,se

via) =k e v(b)=k+1, (a<b),
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enfioexisteum e um so valor propriode A nointenalo (a, b]. Depoisdeencontradamintenalo
contendoexactamentaum valor proprio de A, 0 métododa bissec¢éo de intervalos, juntamen-
te com a propriedadeda seq@&nciade Sturm, permite-nosobterumaestimatva paraessevalor
proprio. Mais precisamentesev(a) = k ev(b) = k + 1, seja

1
= E(a—i-b).

Ento,v(u) = kourv(p) =k + 1. Sev(u) = k o valor proprio A\,11 pertenceaointevalo (v, b);
casoconti@rio, \x1 pertenceaointenal (a, u]. Esteprocess@odeserrepetidoparadeterminar
um intervalo deamplitudemuito pequenano qualseencontreo valor proprio A\;.1 de A, ouseja,

paraobterumaaproxima@oparai 1.

Comaritméticaexacta,o métodoacimareferidopoderiaserusadoparadeterminarqualquer
valor proprio de A coma precisio desejadaNa pratica,tal comosabemosgs errosde arredon-
damentdimitam a precifio obtida. Contudo,podeprovar-se que esteé um processaexcepcio-
nalmenteestvel, mesmoguandoosvalorespropriosde A sdobastantgroximosunsdosoutros;
veja, por exemplo,[Wil65, pp 303-306].

Terminamosestasec@o referindoque a determina@o dos vectoresproprios associadosos
valorespropriosobtidospodea serfeitausandm métododapotnciainverso,descritonaSec&o
3.4.A decomposiago LU de A— \I se@bastanteficientesetirarmospartidodaformatridiagonal

dessamatriz.

4.3 MeétodoQR Basico

A maioria dos algoritmos existenteshoje em dia, paraa resoly&o de problemasde valores
propriosdeumamatriz A, passgeladeterminadodafactoriza@odeSchurde A. A decomposigo
deSchurde A,

A=QTQ",
onde@ éumamatrizunitariae 7 €umamatriztriangularsuperioy podeserobtidatransformando
A, atravésdeumaseqinciadetransformadesde semelhana unitarias

X — Q;XQJ',

demodoque
Qj - QQT AR Q,
Q" Q
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corverge paraumamatriztriangularinferior 7', quandoj — oo.

A obten@o destadecomposi@o € geralmentedividida em duasfases.Na primeirafase,no
casoda matriz A sernao hermitiana,um métododirecto & aplicadoparaproduzirumamatriz
Hessenbey H. Na seggundafaseé usadoum métodoiterativo paragerarumaseq@ncia‘“infinita”
de matrizesHessenber que corverge paraa formatriangular (Relembrequetodo o processo
paraobten@o dosvaloresproprios de umamatriz tem que seriterativo). Esquematicamente,
process@odeserdescritodo seguintemodo:

X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X Faself X X X X Fasez; X X X
X X X X X X X X X X
X X X X X X X X
A#£ A* H T

Se A @ umamatrizde ordemn, aredu@ode A aformaHessenbey daFasel requerO(n?)
flops. Em geral,0 métodoiteratvo da Fase2, corverge (com a precigio damaquina)em O(n)
iterades.Comocadaitera@o envolve O(n?) flops,o esfor® computacionatotal seé de O (n?)
flops. Estesvaloresexplicam a importéinciada Fasel. Semestafasepreliminar cadaitera@o
daFase2 envolveriaamatriztoda,requerendassimO(n?) flops o queconduziriaa um esfor®
total de, pelomenosO(n*) flops.

Seamatriz A for hermitianagnfioamatrizQ; - -- Q3Q7 A Q1Q2--- Q; tamtemeéhermitia-
na.No limite, amatrizqueseobtmé simultaneamentgiangulare hermitianapu sejaé diagonal.
NestecasohaFasel amatrizintermédiaé agoraumamatrizhermitianacomaformaHessenbey,
isto &€, € umamatriztridiagonal. Tal comofoi referidoanteriormentea matriz queseobttmna
Fase2 & umamatriz triangularhermitiana,ou sejaé umamatriz diagonal. Esquematicamente,

temosagora:
X X X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X X Fasel; X X X Fase2; X
X X X X X X X X X
X X X X X X X X
A= A" T D
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Nestasec@o descrgemosum algoritmo, conhecidocomo métodoQR e que consistenuma
seq@&nciadetransformadesde semelhana aplicadasa umamatrizA; = A que,no limite, re-
duzemestamatriz a formatriangularsuperiorou diagonal.Na pratica,podemosassumirque A
€ ja umamatriz tridiagonalou Hessenbey superioy formasas quais,comoja vimos, & sempre
poss$vel reduzirumamatrizdadainicialmente.O algoritmoQR, desewolvido em 1961 por Fran-
cis[Fra6] e por[Kub6] independentementbaseia-s@o usodetransformadesde semelhana
unitarias. Em muitos aspectosgsteé provavelmenteum dos processosnais eficientesparaa
resoly@odo problemadadetermina@odosvalorespropriose vectorepropriosde umamatriz.

Dadaumamatrizarbitraria A € M,,, existe sempreumamatrizunitaria@* tal que
Q*A =R, (4.12)

com R triangularsuperior Tal matriz@* podeserconstrida de formaesavel comoprodutode
matrizesde rota@o planaou de matrizeshermitianaslementares— reveja, a estepropisito, a
Sec@o2.2,ondeé discutidaa utilizagiodematrizesdessdipo paraaredu@oaforma(k 0...0)T
deumvectora = (a1 az ... a,)". Istosignificaquequalquematrizadmiteumadecomposiao

naforma
A=QR, (4.13)

com @ unitariae R triangularsuperior Facilmentese prova tamtem que,se A € nao-singulare
R tiver elementogliagonaispositivos, entio a decomposi@o (4.13) € Unica; veja, por exemplo,
[Wil65, pp241esgys]. Aléemdisso,se A éreal,Q e R shotamkemmatrizesreais.

O métodoQR & baseadma decomposigo QR de umamatriz. Suponhamosgiue A; = A e
consideremoa decomposigode A; naforma

AL = 1Ry,
onde@; € umamatrizunitariae R; &€ umamatriztriangularsuperior Seja
Ay = R1Qq,

i.e., As éobtidainvertendoa ordemdasmatrizes), e R;. Enfao,
Ay =Q QiR

= Q1A1Q1,
ouseja, A, éunitariamentesemelhanta A, . Aplicandoestaestraégiaiteratvamente pbtemoso
seuintealgoritmo,queconstituio chamaddvétodoQR béasico:
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Meétodo QR basico:

A = A,
QrBr = A (4.14)
k=1,2,...,
Agt1 = ReQx

ondeQ Ry €adecomposidgoQRde A, ouseja,Q;, € unitariae Ry, é triangularsuperiorde
elementogliagonaigeaispositivos.

Facilmenteseverificaqueo métodoQR & um métodoenvolvendosucessiastransformades
desemelhapa. Mais precisamentdem-se

Lema 4.3 Seja{ A} a seq@nciade matrizesdefinidapor (4.14). Entao:
() App1=(Q1...Qr)"A1(Q1 ... Qx).

(i) SendoQy :=Q1...QreRy := Ri... Ry, tem-se

AF = QLR

Dem: Ao cuidadodosalunos.

As condidesde convergénciado métodoQR sdo apresentadaso teoremaseguinte.
Teorema4.3 SejaAd; := A € M,, umamatrizqueverificaasseuintescondides:
1. Osvaloresproprios A; de A ttmmodulosdistintos,
IA1] > |A2] > ... > Al

2. AmatrizY := X! ondeX &a matrizcujascolunassio osvectoespropriosde A admite
umadecomposi&o LU

Y = LyUy.

Ento, as matrizesAyg, Qx, Ur, do método (4.14) tém as seyuintespropriedadesde con-
vergéncia:
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ExistermatrizesdiagonaisDy = diag(dgk),dgk), e ,d%k)) cujoselementosiz(.k) témmodulo

letaisque
Jim Dy, QeDy =1, (4.15)
e
)\1 * Ce
lim D} ,RyDy = lim D} _AxDy 1 = Ag ..ok | (4.16)
k—o0 k—o0 .
An
Emparticular,
. k .
klggoag-j) =X\, j=1,...,n. (4.17)

Dem. Veja,por exemplo,[Wil65, pp 517 e sas].
O

Otipo deconvemgénciaexpressqor (4.15)e (4.16)acimacostumaeferirseporconvemgéncia
essencialisto &, corvergénciaa menosdo produtopor certoselementogsie moédulo 1. Assim,o
método QR, sob as condides do teoremaanterior converge essencialmentparauma matriz
triangularcomosvalorespropriosde A dispostogpor ordemdecrescentdegrandezaolongoda
diagonal.

Nota 4.1 A cornvergénciaparaa formatriangularé assgurada,mesmoque Y nao admitauma
decomposigoLU. A existénciade Ly e Uy garanteapenagjueosvalorespropriosde A apare-
cemaolongodadiagonalpor ordemdecrescentdegrandeza.

Nota 4.2 A corvergénciade A, paraaformatriangularé linear, sendotantomaisrapidaguanto
menoreforemasrazdes|\;/\;|, ¢ > j, i.e., quantomaiorfor a separa&o dosvaloresproprios.
Mais concretamenteggrova-seque, sendod; = (ag?)) setem

agf) = O((|%|)k)a k — o0, i>j; (4.18)
J

Nota 4.3 Facilmentese prova que o método QR presera a forma Hessenber superior Co-
mo 0 métodopresera tamkem a simetria,umavez que envolve transformnatesde semelhana
unitarias,segue-seque, se A & simétricatridiagonal,0 métodoQR preserara essaforma. As-
sim, e como objectivo dereduziro numerode operadesporitera@o, devera sempraeduzirsea
matriz inicial a formaHessenbey superioy ou, casosejapossvel, a formatridiagonalsimétrica.
Tal estraégiareduz,tal comofoi referidoanteriormentep nUmerode operadespor itera@ode
O(n3) paraO(n?).
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4.4 MetodoQR comtranslacao de origem

A corvergénciaparazerodoselementosbaixodadiagonalpodesermelhoradasignificatvamen-
te comintrodu@o no algoritmodetransladesde origem;revejaa Sec@o 3.2. Suponhamogue
amatriz A, e, consequentementedasasmatrizesA;, témaformaHessenbey superiore con-
sideremosa aplicago do métodoQR paraa matriz A, = A; — pI. Admitindo queos valores
propriosde A; sdotaisque

Adv=pl >...> A —pl,

enﬁoacorvergénciadoUnicoelementméo—nuloa(k) nadltimalinhade A, parazerocomportar

n,n—1

seAcomo
(M)k
)\n—l —p .

Sep € umaboaaproxima@o para,,, por formaque [\, — p| << |A\,—1 — p|, enBioa
corvergénciade&(k) parazeroseil bastanteapida.

n,n—1
Assim,acorvergénciadométodopodeseraceleradaseincorporarmosoalgoritmotranslades

de origemadequadas,e. seo métodoQR basicofor substitido pelasuaseguinteextensio, co-
nhecidacomoMétodoQR comtransla@o de origem

Método QR comtranslacdo de origem:

Ay

A,

A — pid = Qr Ry, (4.19)
E=1,2,....
Apt1 = RpQp + pid

Note-seque
A1 = Q' QuRieQr + pil

= Qi (Ar — piI)Qr + pid
= QrArQr — ped + pil

= Qp ArQx,

ouseja,que Ay seobttmaindade A, porumatransformaéode semelhanaunitaria.
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Suge agora a quesho de saber como determinar as translades
pr = Ap. COmecemopor suporquea matriz A étridiagonalsimétrica,pelo queos seusvalores

proprios saotodosreais. Se os valorespropriosde A tém mbédulosdistintos,enfio & de esperar
quea(k) ea% tendanparazeroe A, respectiamenteE assimnaturaltomarp;, = a,({f% desde

n,n—1

queagf;_l seja’pequeno’ou agf% mostresinaisde convergéncia,por exemplo,desdeque
(k—1)
a
11— ”EZ) |<e< 1
an,n

Nota 4.4 Em[TB97], mostra-sejueestaescolhadatranslaéodeorigemesaimplicitamentere-
lacionadacom o quocientede Rayleighcorrespondentaovectorproprio aproximadagoeladltima
colunade Q. Porestarazio, estatransla@o &€ conhecidacomotransla@o do quocientede Ray-
leigh.

O métodoQR comtransla@ode origemdo quocientede Rayleightem, sobcertascondides,
convergéncialocalmentecibica;veja[Wil65, p.548]. No entantoa corvergéncianao esé garan-
tidaemtodasassitua®es(vejaExerdcio 10).

Outraescolhgposs$vel datransla@o é definidado seguintemodo. SejaS, a submatriz2 x 2
contidano cantoinferior direitode A, i.e.

A transla@o deWlkinsoné definidacomosendao valor proprio de Sy, maisproximo deagf%.
(Note-sequeestamatriz &€ simétrica,umavezque A, étridiagonalsimétrica).No casode osdois
valorespropriosde S, estarenma igual distanciade a%’f}l, escolhe-seim deles(arbitrariamente)
paradefiniratranslaéo.

O método QR com transla@o de Wilkinson tem tamkem, em geral, cornvergéncia clbica.
Além disso,podeprovarse que,no pior doscasosessaconvergénciaé quadatica. Assimsen-
do, conclui-seque 0 métodoQR com transla@o de Wilkinson corverge sempre(em aritmética
exacta).

Se A é real, mastem valoresproprios complexos conjugadosj.e. se\,_1 = \,, enfioé
evidenteq uea%’f}b, naosendoumaaproxima@oparal,, naoseaumaboaescolhgarap,. Neste
caso,determinam-s@s valoresproprios da submatrizSy, definidaanteriormentes efectuam-se
duastransla®esde origemcomessewvaloresproprios.
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Paramaispormenoresobreo modocomopodemserescolhidosvaloresde py, por forma
a acelerama convergénciado métodoQR, veja, [Wil65, pp 507-509,513]. Podemosesumiraqui
asconclu®esde Wilkinson [Wil65] :

1. SeA érealetemvalorespropriosreais, enfo:

(a) Emcadapassas toma-sepy, := a;’f,l,
ou
(b) Determinam-s@svalorespropriosdasubmatrizSy, e:

e seelesforemreais,toma-separap;, 0 maisproximo dea(n'f?l.

e seelesforemcompleosconjugadosy,, + ivg, digamostoma-sep, = uy.

2. Se A & complea, determinam-ses valoresproprios de S, e toma-separap, 0 mais
proximo dea%’f)n.

3. Se A é real, mas com pos$veis valores proprios compleos determinam-ses valores
propriosde Sy, e utilizam-seduastransladesde origemcom esses/aloresproprios (reais
ou complos conjugados).

DEFLAG AO

Com transla®esde origem adequadagersea a,(f_)Q’n_la(n'le_l — 0 rapidamenteuando
k — oo. QuandOag?L_1 for nggligivel, dentrodaprecigio comqueestamos trabalharpodemos
toma-lo como zero, sendonessecasm%’f% tomadocomoum valor proprio de A. Os restantes
valorespropriosde A sao enfio os valorespropriosdasubmatrizprincipal contidanasprimeiras
(n—1) linhase (n — 1) colunaspeloquepoderemosigoraprossguir comaaplica@odo método
LR paraessamatriz de ordeminferior a inicial. Continuandodestaforma, podemosencontrar
os valorespropriosde A, um a um, trabalhandacom matrizesde ordemcadavez menor Se
agf_)l,n_i, for ngyligivel e aff,zl_l significatvo, podemosdeterminaros dois valoresproprios da

matriz Sy, condideé-los comovalorespropriosde A e fazerdefla@o omitindo asduasultimas
linhase colunasde Ay.

CONCLUSAO

O métodoQR com escolhaapropriadada transla@o de origemtem sido, desdeos anos60,
0 métodostandad paracalculartodosos valoresproprios de uma matriz. Apresentamosge
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seguida,umaversio destealgoritmo,a qualtemincorporadasrésmodificadesqueja referimos
e quetornamestealgoritmoverdadeiramenteficiente a saber:

1. Redy@odamatrizinicial A aformaHessenberoutridiagional(Fasel).
2. Utilizacaodetransladesde origemapropriadas.

3. Deflagio.

MeétodoQR comtranslacdo de origem |

l. QAoQo =A % Ay matrizHessenbeytridiagoral
% unitariamentesemelhante A;
Il. Parak =1,2,---
( Escolhemy, % py transla@oorigemapropriada;
¢ QrRr = Ap_1—pil % factoriza@oQRdeA,_1 — piI;
| Ar = RpQp + piI % iterac@ok do métodoQR;

( SeAx(j,7 — 1) for “suficientementepequenofazerdy(j, 7 — 1) = 0 paraobter

(40
A’“_(o Az)

| eaplicaro métodoQRa AjeA,. % Deflag@o.

A\

4.5 MeéetodoQR duplo

Suponhamosjue A4; € umamatriz real (nao-sinétrica) reduzidaa forma Hessenbey superiore
irredufvel, i.e tal que os elementosda subdiagonakao nao-nulos. Consideremoslois passos
sucessios do métodoQR comtransladesde origemcompleasconjugadasi,e.

QiR = Ay — pil

assk
Ap1 = RpQr + prd } P

Qr+1BRi41 = Agy1 —Did }
_ assok +1).
Apio = Rp11Qp41 + D passd )
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Note-seque

De modoaralogo,

ou seja,temos

com

Mas,

i.e.temos

onde

App1 = QpQrRiQr + prl
= Q5 (Ax — i) Qp + pil
= QrArQk-

Apyo = Qk 1 Ak11Qk11,

Apyo = Q" A;Q,

Q = QrQr1-

QrQr+1 Rk 1Ry = Qp(Axy1 — Did) Ry
= Qu(QrArQx — Prd) R
= (Ax —PpI)Qr Ry
= (Ax = pp) (A — piI),

QR =B,
Q = QrQk+1,
R := Ry1Ry,
B = (A —ppI)(Ay — pkI)

= A2 — (pg +Pp) Ak + bl

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
(4.25)

(4.26)

As quantidades := py + P, €t := pip, Sa0oreaise, portanto,a matriz B em(4.26)é tamkem

real. Alémdissoa matriztriangularsuperiorR temelementogliagonaigositvos, umavezqueo

mesmaseassumearakRy e Ry1. Assim,amatriz) nadecomposiao QR de B dadapor (4.23)

tera de sertamtemreal (atendend@ quetodaa matriz realadmiteumadecomposiao QR com

Q eRreais,sendaal decomposigoUnicaseR tiver elementogliagonaigositivos). Segue-sede

(4.20)que Ay o &tamkEmumamatrizreal. A ideiado chamadamnétodoQR duplqg introduzido

por Francisem[Fra63, écalcularA. o directamentele Ay, usandapenasritméticareal. Uma
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formadeobter@ (e portanto,A;») directamentsei efectuaradecomposigo QR damatriz B,

porexemplo,atravésdautilizacdo de matrizeshermitianaslementares:
P, 9P, 1...P\P,B =R,

ondeR étriangularsuperiore onde

T
Iy — 2w;w;

éescolhidademodoareduziraforma(k 0 ... 0)T acoluna(i+1) damatrizP;_; ... Py. Tersea
engo

Q= PyP,...P,_s. (4.27)

A deswantagemdesteprocessale determinaéo de Q € que ele envolve um nllmeromuito
elevadodeoperades,nomeadamenteomo calculodamatriz B dadapor (4.26). Francis[Fra62
descrgeu um processanuito maiseficientede calcular A, 5, parao qual ha necessidadde se
calcularapenas 12 colunade B. Tal processdaseia-s@o segjuinte

Teorema4.4 SejamH, A, (Q € M, com( unitaria e H Hessenbey superiorirreduivel e de
elementosubdigjonaispositivos.Se

H = Q*AQ, (4.28)

engo H e @ sdodeterminadasinivocament@elal? colunade@.

Dem: Veja,porexemplo,[Wil65, pp 351-353].

O

Nota 4.5 A exigéncia,noteoremaanterior dequeoselementosubdiagonaisie H sejampositi-
VOS, &€ necesaria paraestabelececompletamenta unicidadedadecomposiao (4.28). De facto,
desdeque H sejairredufivel, adecomposiao H = Q* AQ édeterminad@ssencialmenteelapri-
meiracolunade @, isto &, H e () sdodeterminadaa menosdo produtopor elementogle modulo
1. No quesesayue,aoaplicarmoso teoremag a estaunicidadeessenciatjuenosreferimos.

Consideremogno o sgyuinte processade determinaéao da matriz Axo dadapor (4.20),
directamenteiisandcapenasritméticareal, conhecidgor MétodoQR duplo.
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M étodo QR duplo:

1. Calcularb := 12 colunadamatriz B = A2 — sAj, + t1.
2. CalcularPy = I — lwyw; tal que

Pob = key (k> 0).

3. Calcular
C= P()AkP().

4. Reduzir C a forma Hessenber superior usandotransformades de semelhapa
unitarias,por exemplo,por meiode matrizeshermitianaslementares:

Py y...P(PyAyP)P,...P,_o = H.

5. Considera comoAy .

A demonstra@o de quea matriz H obtidapelo process@cimadescritocoincide(essencial-
mente)comamatriz A, €aseuinte:

Temos,
QAQ = Apye
e
Q*AQ = H,
com
Q = PP...P,_»
e

Q = P()Pl...lsn_g.

Mas, as matrizesunitarias@ e Q tém asrespeciias primeirascolunasiguais (iguaisa primeira
colunade P, ) emvirtude daforma particionadadasmatrizesP; e P;. Enfio, de acordocomo
teoremaAio = H.

4.6 Notasereferenciasadicionais

e O métodode Jacobidatade 1846[Jac4§, masfoi "redescoberto’em 1949 por Goldsti-
ne, Murray e von Neumann[GMvN59]. Em [GMvN59], é feita umaaralisede errosdo
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Processo.

Um métodode tipo Jacobiparamatrizesmaisgeraisfoi introduzidopor Eberlein[Ebe63.
Ruhe[Ruh69 provou quetais métodospodemcornvergir quadraticamentd?rogramapara
estegmétodosforam descritosem [Ebe6g paramatrizesreaise em[Ebe7Q paramatrizes

compleas.

e A determinaéo dosvalorespropriosde umamatriz simétricatridiagonalpelo métododa
seq&nciade Sturmfoi descritae analisada&m[Giv54].

e O problemadadetermina@ode vectorespropriosde matrizestridiagonaisquandosao co-
nhecidashoasaproximadesparaos valorespropriosfoi consideradem [BS56], [For5§,
[Wil58] e[RLHK51] .

4.7 Exercicios

1. Considereaseyuintematrizsimétrica

10 3 0
A= 3 3 -2
0 -2 1

a) DetermineamatrizderotagoplanaR; »(#) tal queo elementaaposi@o(1,2)de
Ay = Ry 2(0)A1 Ry 2(0)

énulo.

b) CalculeAs.

(isto &, faca umaiteraddodo métodode Jacobi).

2. Considereasgyuintematrizsimétricae tridiagonal

a) JustifiquesemrecorrerafuncioeigdoMATLAB, queamatrizT temvaloresproprios
reaise distintos.

b) Indiqgueumintenalo quecontenhaodososvaloresproprios); deT
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c) Consideremossv.p’s A; ordenadoporordemcrescente); < Ao < Az < A4. Useo
métododasseqenciasde Sturm paraencontraum intenalo quecontenha\,, mas
nenhumdosoutrosvaloresproprios.

3. Considereamatriz

— s =
— R =
S =

a) QuantosvalorespropriosdeT saonegativos?

b) QuantosvalorespropriosdeT existemnointenalo [5,6]?

4. A inércia deumamatriz A deordemn é definidapeloternodeinteiros

onden(A), v(A) e §(A) designamo nUmerode valoresproprios de A com partereal
positva, negativa e nula,respectramente.

a) Mostreque,se

1 -1 0 0
-1 1 -1 0

A= 0 -1 1 -1 |’
0 0 -1 1

ento
In(A) = (3,1,0).

b) Sabend@ueumamatriz B deordemn € estvel se
In(B) = (0,n,0),

definaumamatriz B deordem4, tridiagonalirredufvel, simétricae estwel.

5. Considereamatriz

S O N =
S W NN
=W w o
=~ s O O



a) Determineo nimerodevalorespropriosde 4, nointenalo [8, 8.5].
b) Determineumintenalo deamplitudel0—! quecontenha maiorvalor proprio de A.
6. Mostrequearedu@opréviadeumamatrizsimétricad € R**™ aformatridiagonalrepre-

sentagmgeral,umaredu@odeO(n*) paraO(n?) flops,naaplicagodo métodoQR para
obten@odosvalorespropriosde A.

7. SejaA umamatrizreal,simétricae tridiagonale considerea factoriza@&o QR dessamatriz,
ie. A= QR.

a) Quaissao,emgeral,oselementosidaonulosdasmatrizesk e Q7?

b) Verifiguequea estruturatridiagonalde A é recuperadaguandoo produtoR(Q) é for-
mado.

¢) Concluagueo métodoQR presera a estruturdridiagonaldamatrizinicial.

8. Considereamatriz

10 -3 0 O

-3 4 05 0
=19 o5 6 01
0 0 05 1

a) Justifiquequeestamatrizé& naodeficiente.

b) Obtenhaadecomposigao QR = T3, onde) €éumamatrizortogonale R € umamatriz
triangularsuperior

c) CalculeTy = R(Q. As matrizesT; e T, saosemelhantes3ustifique.

d) RepitaoscalculosanteriorecomamatrizT — I. O queconclui?
4\ 9. ConsideramatrizA = hilb(4).

a) DetermineumamatriztridiagonalT’, unitariamentesemelhanta A.

b) Useo MétodoQR com translaéo de origem, juntamentecom deflado paraobter
todososvalorespropriosde A.

(Consideré,, m—1 = 0, sempreque|t,, m—1| < 104
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‘\ 10. Considereamatriz
01
a=(00)
a) Mostrequeo métodoQR basiconaocorverge, nestecaso.

b) Verifique que a escolhada transla@o do quocientede Rayleigh nao tem qualquer
efeito,tambem.

¢) UseométodoQRcomtransla@odeorigemdeWilkinsonparadeterminaaproximades
paraosvalorespropriosde A.
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