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COMPLEMENT OSDE ANÁLISE NUMÉRICA
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Intr odução

A primeirapartedo cursode Complementosde AnáliseNuméricaé dedicadaao estudode

métodosnuméricosparaaresoluç̃aodoproblemadadeterminac¸ãodosvaloresevectorespróprios

de umamatriz quadrada.Problemasdestetipo ocorrem,por exemplo,em Fı́sicae Engenharia,

associadosaoestudodeproblemasdevibraç̃ao. Tamb́em,emEstat́ıstica,a ańalisedevariâncias,

passapelaresoluç̃aodeumproblemadevalorespróprios.A determinac¸ãodonúmerodecondiç̃ao

deumamatriz,utilizandoanormaespectral(importante,comosabemos,noestudodocondiciona-

mentodaresoluç̃aodesistemasdeequac¸õeslineares)exige tamb́emo conhecimentodosvalores

própriosde maiore menormódulode umacertamatriz. De modosemelhante,o conhecimento

devaloresprópriosdecertasmatrizesé importanteparaa determinac¸ãodascondiç̃oesdeestabi-

lidadedemétodosnuméricosderesoluç̃aodesistemasdeequac¸õesdiferenciais(ordináriasou de

derivadasparciais).Estessão apenasalgunsexemplos,de áreasde aplicaç̃ao bastantedistintas,

queilustrama import̂anciadesteproblema.

Apesarde possuirumaformulaç̃ao mateḿaticaextremamentesimples,o problemaclássico

de valorese vectorespróprios, isto é, o da determinac¸ão de soluç̃oesnão-triviais da equac¸ão���������
, podeconsiderar-se como um dos problemasbásicosmais interessantesda Análise

Numérica. Com efeito, na prática,ele origina umavariadagamade problemascuja resoluç̃ao

deformaeficienteexige umasériedediferentesalgoritmos.É precisamentedo estudodealguns

dessesalgoritmosquenosiremosocuparna primeirapartedestecurso,recorrendosempreque

posśıvel à suaimplementac¸ãoemMATLAB.

Estasnotasest̃ao divididas em quatrocaṕıtulos: Resultadosbásicos- ondesão apresenta-

dos/relembradosalgunsdosresultadosmaisimportantesdateoriadevalorese vectorespróprios;

Matrizesde transformac¸ão - ondesão definidasasvulgarmentechamadasmatrizeselementares

quedesempenhamum papelimportantenareduç̃ao,por semelhanc¸a,deumamatriz
�

aumafor-

ma“mais” simples;MétodositerativoseMétodosdetransformac¸ão. Nestesdoisúltimoscaṕıtulos

sãodescritosváriosalgoritmosusadosparao cálculodevalorese vectoresprópriosdeumadada

matriz.No final decadacaṕıtulo sãopropostosváriosproblemasparaacompanhamentodasaulas

teórico-pŕaticas.Osexerćıcioscujaresoluç̃aodeve serfeita recorrendoaoMATLAB est̃aodevi-

damenteassinalados.Sãotamb́emapresentados,emanexo, algunsprojectosenvolvendoaescrita

deprogramasemMATLAB, como objectivo de ilustrardeterminadosresultadose/ouaplića-los

amatrizesdemaiordimens̃ao.
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1. ResultadosBásicos

Nestecaṕıtulo, faremosumabreve revisãodateoriabásicadevalorese vectorespróprios.A sua

finalidadeé,essencialmente,aderelembraralgunsresultadosparticularmenterelevantesparaeste

curso,bemcomopermitir umauniformizaç̃aodenotaç̃oes.

1.1 Valoresevectorespr óprios

Em tudo quantosesegue,sendo� um corpo,denotaremospor 	�

� ������� o conjuntodasma-

trizesdo tipo ����� sobre � e por 	�������� o conjuntodasmatrizesquadradasde ordem � de

elementosem � . Em geral, � ���
, e nessecasosimplificaremosasnotaç̃oespara 	�
�� � e 	�� ,

respectivamente.

Definição 1.1 Sejam
��� 	�� � �!�"�

e
�!�"� � � �$#�&%('

Diz-seque
�

é umvectorpróprio de
�

associadoaovalor próprio
�

seesó se ���)�*���+'
(1.1)

A equac¸ão(1.1)podeserreescritacomo� �-,.�0/ � �1�-% � (1.2)

queéa formamatricialdeum sistemahomoǵeneode � equac¸õeslineares.Estesistematemuma

soluç̃aonãotrivial,
�2#�-% � seesó seamatrizcorrespondentefor singular, i.e.,setivermos3�465 � �-,.�0/ � �-%('

(1.3)

Expandindoo determinantenoladoesquerdodaequac¸ão(1.3),obt́em-seumaequac¸ãopolinomial

expĺıcita daforma � ,87 � � � �:9 �<;>=?@6A�B0C @ � @ �-%('
(1.4)
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A equac¸ão (1.4) é chamadaequaç̃ao caracteŕıstica damatriz
�

e o polinómio no ladoesquerdo

destaequac¸ão é chamadopolinómio caracteŕıstico de
�

. Comoo coeficientede
� � é não–nulo,

segue-sequeaequac¸ão(1.4)tem � ráızes(contandomultiplicidades),ousejaque
�

tem � valores

próprios.Sejam
� =6� �0D � '6'6' � � � osvaloresprópriosde

�
. Conclui-seimediatamentede(1.4)que3�465 � �E,.�0/ � � �FG A = � � G ,2� � '

Tem-seassimaseguinteidentidade 3�465 �*� �FG A = � G ' (1.5)

Associadoacadavalorpróprio
� @ existe,pelomenos,um vectorpróprio

� @ � soluç̃aode� �E,2� @ / � �)�-%('
Note-seque,sendo

� @ um vectorpróprio, tamb́em H � @ �IH #��% � é um vectorpróprio associadoa� @ . É por vezesconvenienteescolhero escalarH demodoque J @ � H � @ sejanormalizado, isto

é,possuaumadeterminadapropriedade.Em geral,pretende-sequeK J @ K D��ML J(N@ J @<O =QP D �R7S'
(Nota: Dadaumacertamatriz

�
, usaremosa notaç̃ao

� N paradesignara matriz transconjugada

de
�

, i.e.,
� N � ��T

.)

Definição 1.2 O conjuntodosvalorespróprios de
�

chama-seespectrode
�

e denota-seporU � � � . Ao número V � � � �-WYX[Z�L]\^�+\]_(�)� U � � � O (1.6)

chamamosraio espectralde
�

.

Sejà��bac� �.d �bae�ef[g��bac� umafunçãoracional.Ent̃ao, `�� � � �.d � � �ih g(� � �kj ;>= est́adefinidodesde

que g(� � � sejanão–singular. Facilmenteseverifica que,sendo
�

um valor próprio de
�

, ent̃ao`�� � � é um valor próprio de `�� � � . Porexemplo,tem-se:l � D
é um valorpróprio de

� D
(pot̂encia).l �m,.n

é um valorpróprio de
�o,�np/

(translac¸ão).l 7 f � é um valorpróprio de
� ;>= (invers̃ao).

Como
3�465 � �q,m�p/ � � 3�465 � �q,m�p/ � T � 3�465 � � T ,m�p/ � , conclui-seque

�
e
� T

têmosmesmos

valorespróprios.Contudo,osvectoresprópriosde
�

e
� T

são,emgeral,diferentes.
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Definição 1.3 SeJ #�-%
satisfaz � T J ��� J�� (1.7)

isto é, se J é um vectorpróprio de
� T

associadoao valor próprio
�
, diz-seque J é um vector

próprio à esquerdade
�

.

(Tal designac¸ão justifica-se,umavez que,de (1.7), sesegueque J T �r�s� J T .) Porvezes,para

evitar ambiguidades,referir-nos-emosaosvectoresprópriosde
�

definidospor (1.1)comovecto-

resprópriosà direitade
�

. Quando,pelocontexto, nãosejanecesśariadistinç̃ao,diremosapenas

vectorespróprios.

Teorema1.1(Princı́pio de biortogonalidade) Sejam
�

uma matriz quadrada e
� �et � U � � �

com
�M#� t . Se

�
é um vectorpróprio à direita de

�
associadoa

�
e J é um vectorpróprio à

esquerda de
�

associadoa t , ent̃ao J T �1�-%('
(1.8)

Dem. Temos J T ��� � J T � �p� � �&� �bJ T � �
e J T ��� � �bt>J T � �)� tu�bJ T � �v�
dondesesegueimediatamenteque � �m, t+�QJ T �w�-%('
A relaç̃ao(1.8)deduz-sedeimediato,atendendoaque

��#� t . x
Teorema1.2 Vectoresprópriosassociadosa valoresprópriosdistintossão linearmenteindepen-

dentes.Maisprecisamente, se
� = � � D � '6'6' � �0y sãovectoresprópriosassociadosa valorespróprios� = � � D � '6'6' � ��y deumacertamatriz

�
, ese

� G #���{z �b| #�$}�~ |�� }���7 � '6'6' �e�<� , ent̃ao
� = � � D � '6'6' � � y

são linearmenteindependentes.

Dem. Veja,porexemplo,[Hor85, pp47,48]. x
Teorema1.3 Seja

�
umvalor próprio deumacertamatriz

�
, demultiplicidade � (i.e.,

�
é um

zero de ordem � do polinómio caracteŕıstico de
�

). Então, existemno máximo � vectores

próprioslinearmenteindependentesassociadosa essevalor próprio.

Dem: Veja,porexemplo,[Hor85, p.61]. x
4



Nota 1.1 Ao númeromáximodevectorespróprioslinearmenteindependentesassociadosaovalor

próprio
�
, quenãoémaisdoqueadimens̃aodosubespac¸o vectorialde

� ���� ��L����"� � _����1�&��� O �
chamamosmultiplicidadegeoḿetrica de

�
. À multiplicidadede

�
comoraiz daequac¸ão carac-

teŕısticachamamosmultiplicidadealgébrica de
�
. O queesteteoremaafirmaé, portanto,quea

multiplicidadegeoḿetricadeumvalorpróprionãoexcedeasuamultiplicidadealgébrica.No que

sesegue,quandofalarmosdemultiplicidadedeum valor próprio, semespecificardequetipo de

multiplicidadesetrata,queremosreferir-nosàmultiplicidadealgébrica.

Definição 1.4 Umamatrizquadrada
�

deordem � diz-senão-deficientesepossuir � vectores

próprioslinearmenteindependentes,dizendo-sedeficienteno casocontŕario.

O Teorema1.2mostraque,se
�

possui� valoresprópriosdistintos,ent̃ao
�

é não-deficiente.Se�
possuivaloresprópriosmúltiplos,

�
podeou nãoserdeficiente.

Exemplo1.1 A matriz ��M� % %% � %% % � ��
é não-deficiente,eamatriz �� � 7�%% � %% % � ��
(quetemtamb́em

��� �
comovalor próprio duplo)é deficiente.

1.2 Transformaçõesde semelhanc¸a

Definição 1.5 Uma matriz � � 	�� diz-sesemelhantea uma matriz
��� 	�� e escreve-se��� �

sseexisteumamatrizinvert́ıvel � � 	�� tal que� � � ;>= � � '
A transformac¸ão �o���� ;>= � � é chamadaumatransformac¸ão desemelhanc¸a (por meiode � ).

Emparticular, se � éumamatrizunitária(i.e. � ;>= � � N ), dizemostratar-sedeumatransformac¸ão

de semelhanc¸a unitária. De modoańalogo,se � é umamatriz ortogonal(i.e. � ;>= � � T ), a
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correspondentetransformac¸ãodiz-seortogonal. Facilmenteseverificaquea semelhanc¸a é uma

relaç̃aodeequivalência,fazendoassimsentidodizer-seque
�

e � são semelhantes.

Teorema1.4 Matrizessemelhantestêmosmesmosvalorespróprios.

Dem. Seja� � � ;>= � � esuponhamosque
�

é umvalor próprio de
�

, ou seja,que���w���p� � �.#�-% � ' (1.9)

Segue-seimediatamentede(1.9)que� ;>= � ��� ;>= �)��� � ;>= � �
ou seja,temos ��� � � ;>= � ��� ��� ���
onde � � � ;>= ��'
Concluimosassimque

�
é tamb́emvalor próprio de � . Quantoaosvectorespróprios

�
de

�
e �

de � ;>= � � , associadosaomesmovalorpróprio tem-seque�w� ��� ' x
Definição 1.6 Diz-sequeumamatriz

�M� 	�� édiagonaliźavel sse
�

ésemelhantea umamatriz

diagonal.

Teorema1.5
�R� 	�� é diagonaliźavelsseénão-deficiente.

Dem. Suponhamosque
�

é não-deficiente,isto é, que
�

possui� vectorespróprioslinearmente

independentes
� G ~ | ��7 � '6'6' �e� , associadosaosvalorespróprios

� G ~ | ��7 � '6'6' �e� (nãonecessa-

riamentedistintos).Ent̃ao ��� G ��� G � G ~ | �R7 � '6'6' �e� '
Seja � � � � = \v'6'6'S\ � �(� '
Tem-seent̃ao, � � � � ��� = \v'6'6'[\ ��� �p�� � � = � = \v'6'6'S\^� � � �(�

� � � = \v'6'6' \ � ��� �¡� � =
. . . � �

�6¢�
� ��£ �

6



ou seja,tem-se � ;>= � � � £ �
onde

£ �¥¤ | C `�� � G � . Note-seque

�
é invert́ıvel, porqueas suascolunassão, por hipótese,

linearmenteindependentes.

Reciprocamente,se existe uma matriz não-singular

�
tal que

� ;>= � � � £
com

£ �¤ | C `�� ¤ G � umamatrizdiagonaltem-se � � � �q£ �
ou seja,tem-se � ��� = \v'6'6' \ ��� �(� � � ¤ = � = \v'6'6' \ ¤ � � �(� '
Istomostraque ��� G �-¤ G � G �
ou seja,que os elementosda diagonalde

£
são valorespróprios de

�
tendocomo vectores

própriosassociadosascolunasde

�
, asquaissão linearmenteindependentes,umavez que

�
é invert́ıvel. x
Teorema1.6(Teoremade Schür) Dadaumamatriz

��� 	�� , existeumamatrizunitária ¦ tal

que ¦ N � ¦ é uma matriz triangular superior. Por outras palavras, toda a matriz quadrada é

unitariamentesemelhantea umamatriz triangular superior. Alémdisso,se
�§� 	����b¨©� e se

todososvaloresprópriosde
�

são reais,ent̃ao ¦ podeserescolhidacomoreal eortogonal.

Dem. Veja,porexemplo,[Hor85, pp79,80]. x
Nota 1.2 Umavers̃aomaisgeraldoTeoremadeScḧur é aseguinte:

Se
�¥� 	����b¨©� , ent̃ao existe umamatriz real e ortogonal ¦ tal que ¦ T � ¦ tema forma

quasi-triangular, isto é,podeserescritana formaparticionada

¦ T � ¦ � �¡¡¡��ª =e= ª = D '6'6' ª = yª DeD '6'6' ª D y. . . ª y«y
�6¢¢¢�

ondecadabloco ª G¬G é umamatrizquadradacuja ordemé, no máximo,dois; alémdisso, ¦ pode

ser escolhidapor formaqueos blocos ª G¬G de ordem2 tenhamapenasvalorespróprios comple-

xos(queser̃ao, evidentemente, conjugados); a demonstrac¸ão desteresultadopodeservista,por

exemplo,em[Ste73, p.285].

O Teorema1.5 mostraque,em geral,umamatriz não podeser reduzidaà forma diagonal

atravésdetransformac¸õesdesemelhanc¸a. A formamaiscompactaquetais transformac¸õespro-

duzemédescritanasecç̃aoseguinte.
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1.3 Forma canónica deJordan

Definição 1.7 Umamatrizquadrada �­�w� da forma

® y � � � �
�¡¡¡¡¡� � 7 % '6'6'�%% � 7 '6'6'�%

...
...

...
. ..

...% % % '6'6' 7% % % '6'6'��
�6¢¢¢¢¢�

é chamadaum blocodeJordan deordemr.

Facilmenteseverificaque
® y � � � temum valor próprio

�
demultiplicidade � e apenasum vector

próprio
�1�*¯ = (

¯ = denotao vector � 7 � % � '6'6' � % � T dabasecańonica).

Teorema1.7 Seja
�

uma matriz de ordem � com ° valores próprios distintos
� =�� �pD � '6'6' � � ±

de multiplicidades��=��e� D � '6'6' �e� ±
, respectivamente. Então existeumamatriz não-singular ²

tal que ² ;>= � ² temblocosde Jordan
® y � � G � isoladosao longo da diagonal e todosos outros

elementosiguaisa zero. A somadasordensdassubmatrizesassociadasa cadavalor próprio
� G

é � G . A matriz ² ;>= � ² é chamadaformacanónicadeJordandamatriz
�

, e é únicaa menosda

ordemdosblocosao longoda diagonal. O número total deblocosdeJordanna formacańonica

de
�

é igual ao número devectorespróprioslinearmenteindependentesde
�

.

Dem. Veja,porexemplo,[Hor85, pp121esegs].

Exemplo1.2 Umamatriz
�

deordem8 quepossaserreduzidàa forma

® � ² ;>= � ² �
�¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡�
� = 7� = 7� = � = 7� = � D 7�0D �0³

�6¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢�

�
�¡¡¡¡¡¡¡¡�
® ³ � � =´� ® D � � = � ® D � �pD � ® =µ� �0³ �

�6¢¢¢¢¢¢¢¢�
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temquatrovectoresprópriosindependentes,doiscorrespondentesa
� = , um correspondentea

�0D
e outro correspondentea

�0³
. Al ém disso,os vectoresprópriosde

�
são ² ¯ =��c² ¯6¶ �c² ¯�· e ² ¯¹¸µ'

(Verifique!)

Osdeterminantes
3p465 � ® y � � G ,�� �e� � � � G ,�� � y sãochamadosdivisoreselementaresde

�
. Se� �R7

o divisor elementardiz-selinear.

Uma matriz com valoresprópriosdistintostem todosos divisoreselementareslineares.Se

osvaloresprópriosnãosãodistintos,osdivisoreselementarespodemou nãoserlineares,tendo-

se,claramente,que
�

é deficientesee só sepelo menosum dosseusdivisoreselementareśe

não-linear.

1.4 Propriedadesdematrizeshermitianas

Seja
�R� 	�� umamatrizhermitiana.Ent̃ao

�
satisfazasseguintespropriedades:

P1. Osvaloresprópriosde
�

são reais.

Dem. Comefeito,se
���w���p�

ent̃ao
���-� N ��� f � N �+' Mas,ent̃ao,���&� N �o� N � N � f � N �w��� �

umavezque
� N �-�

.

P2.
�

é não-deficienteeexisteumabasede º � formadapor vectoresprópriosortonormados.

Dem. PeloTeoremadeScḧur, sabemosqueexisteumamatrizunitária ¦ tal que ¦ N � ¦ � � �
com

�
triangularsuperior. Mas,� N � ��¦»N � ¦��«N � ¦»N � Ni¦ � ¦»N � ¦ � � �

o queimplica que
� � £

com

£
umamatrizdiagonal.Ent̃ao,¦»N � ¦ � £

e a matriz
�

é não-deficiente,pelo Teorema1.5. Al ém disso,ascolunasde ¦ são os vectores

própriosde
�

e,como ¦ N ¦ �-/
, segue-seque

� NG �(z��*¼ G z�'
P3.

�
é definidapositivasseosseusvaloresprópriossão positivos.
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Dem. Existeumamatrizunitária ¦ tal que ¦ N � ¦ �-¤ | C `�� � G � ' Ent̃ao,� N ���1�o� N´¦ ¤ | C `�� � G �½¦»N �w� �<N ¤ | C `�� � G �½� � �? G A = � G � G � G �
onde � � ¦ N � e � G designaacomponentéındice | do vector � . Assim,� N ���q¾¿%ÁÀ �.#�-%»ÂmÃ �? G A = � G � G � G ¾¿% � À � G ÂmÃ�� G ¾¿%(~ | �R7 � '6'6' �e� '
Nota 1.3 Osresultadosdestasecç̃aosão,comoé óbvio, válidosparamatrizesreaissimétricas.

1.5 Estimativas“a priori” para valorespr óprios

É conveniente,tantodopontodevistateórico,comodopontodevistaprático,determinarregiões

limitadasdoplanocomplexo contendoosvaloresprópriosdeumadadamatriz
�

. Tal informaç̃ao

fornece-nosaproximac¸õesiniciais paraos valorespróprios,asquaispoder̃ao depoissermelho-

radaspor utilização de métodositerativos e desempenha,além disso,um papelimportanteno

estudodeproblemasdecondicionamento(i.e.,naańalisedasmudanc¸asnosvaloresprópriosde
�

induzidasporpequenasalteraç̃oesnosseuselementos).Um resultadoimportantée-nosfornecido

peloseguinteteorema.

Teorema1.8(Teoremadosćırculosde Gerschg̈orin) Seja
��� � C G z � umamatrizquadradade

ordem � . Consideremososćırculos Ä G ~ | �M7 � '6'6' �e��� decentrosnospontosC G¬G e raios² G � �?z A =z[ÅA G \ C G z<\ �
isto é, Ä G ��L[�)�"�*_�\^�m, C G¬G \(Æ ² GQO '
Então,osvaloresprópriosde

�
est̃ao na união dosćırculos Ä G . Estesćırculos Ä G são chamados

ćırculos (ou discos)deGerschgörin.

Dem. Seja
�

um valorpróprio de
�

com
�

comovectorpróprio associado.Ent̃ao,���1�&��� �
ou seja, � �Ç, C G¬G � � G � �?z A =z[ÅA G C G z � z ~ | �R7 � '6'6' �e� '
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Seja È tal que
� @ é a componentedemaiormódulode

�
, isto é, tal que

\ � @ \ � K � KvÉ '
Ent̃ao,\^�Y, C @i@ \(Æ �?z A =z[ÅA�@ \ C @ z \ \ � z \\ � @ \ Æ �?z A =z[ÅA�@ \ C @ z \ � ² @ �

isto é,o valorpróprio
�

est́ano ćırculo Ä @ . Podemosassimconcluirqueosvaloresprópriosde
�

pertencem̀auniãodosćırculos Ä G . x
Corolário 1.1 Se

�
é valor próprio de

�
, ent̃ao\^�Y, C z½z<\(Æ �? G A =G ÅA z \ C G z{\ �

para pelomenosum
}
.

Corolário 1.2 Umamatrizestritamentedediagonaldominantéenão-singular.

Corolário 1.3 Umamatrizhermitianatal que

C G¬G ¾ �?z A =ÊbËÌ¹Í \ C G z \�~ | �R7 � '6'6' �e���
é definidapositiva.

(As demonstrac¸õesdoscoroĺariosanterioresficamaocuidadodosalunos.)

Podeprovar-se ainda o seguinte teorema– para a sua demonstrac¸ão, veja, por exemplo,

[Wil65, p.71].

Teorema1.9 Sea união de � ćırculosde Gerschgörin é disjuntadosrestantesćırculos,ent̃ao

essauniãocont́emexactamente� valorespróprios(contandomultiplicidades).Emparticular, se

umćırculo édisjuntodosrestantes,elecont́emexactamenteumvalor próprio. x
Melhoramento deGerschg̈orin: Suponhamosqueo ćırculo Ä @ é disjuntodosrestantes.Consi-

deremosumatransformac¸ãodesemelhanc¸adaforma

£ � £ ;>= onde

£ �
�¡¡¡¡¡¡� 7

. . . ¤
. . . 7

�6¢¢¢¢¢¢�ÏÎÑÐÓÒÓÔpÕ X È��
11



isto é, £ � £ ;>= �
�¡¡¡¡¡¡� C =e= '6'6' C = @ f ¤ '6'6' C =Ö�...

...
...¤ C @ = '6'6' C @i@ '6'6'�¤ C @ �...

...
...C �<= '6'6' C � @ f ¤ '6'6' C �µ�

�6¢¢¢¢¢¢�
OsćırculosdeGerschg̈orin sãoagora\ C G×G ,.�Ø\(Æ 7¤ \ C G @ \ 9 ? zSÅA GzSÅA�@ \ C G z \ �+| #� È
e \ C @i@ ,2�+\(ÆÙ¤�L ?z[ÅA�@ \ C @ z \ O '
O objectivo do chamadomelhoramentodeGerschgörin é determinarum valor de

¤
quediminua

o ćırculo Ä @ , mantendo-odisjunto dos restantes(os quaisse tornammaioresà medidaque
¤

diminui).

Definição 1.8 Dadaumamatriz
�

e umvector
�o#�M%

, chama-sequocientedeRayleighdex, e

denota-sepor t�Ú , ao número t�Ú _Û� � N ���� N � '
Nota 1.4 Se

�1�o� G é um vectorpróprio associadoaovalorpróprio
� G , ent̃aot�Ú � � NG ��� G� NG � G � � G � NG � G� NG � G �&� G '

Teorema1.10 Se
�

é umamatrizhermitianacomvalorespróprios
� =:Ü � D Ü '6'6' Ü � � , ent̃ao,

para qualquervector
�.#�*%

, tem-se � � Æ t�Ú ÆE� = '
Dem. Seja

� G ~ | ��7 � '6'6' �e��� umabaseformadaporvectoresprópriosortonormados(
�

é hermi-

tiana).Ent̃ao,tem-se �1� �? G A = H G � G �
donde � N ���w� �? G A = \ H G \ D � G
e � N �1� �? G A = \ H G \ D '
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Logo, � N ���� N � �ÞÝ �G A = \ H G \ D � GÝ �G A = \ H G \ D '
Mas, � � �? G A = \ H G \ D Æ �? G A = \ H G \ D � G ÆE� = �? G A = \ H G \ D �
eo resultadosegue-sedeimediato. x
Corolário 1.4 � = �-WmX[Zß ÅA�B � N ���� N � 4 � � �*W ÒÓÔß ÅA�B � N ���� N � '

x
Corolário 1.5 Para qualquermatrizhermitiana

�
tem-se,� � Æ C G¬G Æo� = ~ | �R7 � '6'6' �e� '

Dem. Seja
�)�*¯ G . Ent̃ao, � N ���� N � � ¯ NG �:¯ G¯ NG ¯ G � C G¬G ' x

1.6 Breve referênciaa problemasdecondicionamento

Consideremosagoraaquest̃aodesaberquaisosefeitosquepequenasperturbac¸õesnoselementos

deumamatriz
�

podemproduzirnosrespectivosvalorespróprios;algunsvaloresprópriospodem

sermuito senśıveisa taisperturbac¸ões,sendooutrospoucosenśıveis.Sepequenasalteraç̃oesnos

elementosde
�

podeminduzirperturbac¸õesilimitadasnalgunsdosseusvalorespróprios,diremos

queo problemadadeterminac¸ãodessesvaloresprópriosé mal-condicionado. Isto significaque,

independentementedo métodonuméricoutilizado,setornamuito difı́cil obteraproximac¸õesra-

zoáveisparaessesvalorespróprios,poisosinevitáveiserrosdearredondamentointroduzidosnos

cálculosnuméricosproduzir̃aoalteraç̃oessignificativasnosvalorespróprioscalculados.

Seja à � � ¯ G z � a matrizdasperturbac¸õesintroduzidasem
�

esuponhamosque\ ¯ G z \]áEâ6'
Estamosinteressadosemcompararosvalorespróprios

� G de
�

comosvalorespróprios t G � t G � â �
de

� 9 à .

13



Consideremosprimeiroo casoemque
�

é hermitianae assumamosque à é tamb́emhermi-

tiana.Ent̃ao,podeprovar-seo seguinteresultado– veja[Wil65, pp104esegs]:L �? G A = �bt G ,.� G � D O =QP D Æ K à K�ã Æ � â6' (1.10)

Conclui-seimediatamentede(1.10)queo problemadadeterminac¸ãodosvaloresprópriosdeuma

matrizhermitianaé semprebemcondicionado.

Paramatrizesnão hermitianas,o problemaé bemmaiscomplexo. No entanto,os seguintes

resultadosãotamb́emdemonstradosem[Wil65, pp67 esegs].

Se
� = é um valorpróprio simplesde

�
, ent̃aot�=¹� â � ,.� = � È(= â 9 È D6â D 9 '6'6']� È(= â 9¿ä � â D �v� (1.11)

onde È(=6��È D � '6'6' � designamconstantesindependentesde
â
. Assim,para

â
suficientementepeque-

no,aprincipalperturbac¸ãoem
� = é È(= â�' Al émdisso,se

�
temapenasdivisoreselementareslinea-

resese
� = e J(= sãorespectivamenteumvectorpróprio àdireitaeumvectorpróprio àesquerdade�

associadosa
� = enormalizadosdetal formaqueK � = K D � K J = K D �R7 �

ent̃aopodeestabelecer-seo seguintelimite superiorpara È(= :\ È = \]Æ �\ J T = � = \ ' (1.12)

Nota 1.5 l \ J T = � = \]Æ K J(= K D K � = K D��M7S'l Se
� = e J(= sãoreais,ent̃ao J T = � = é o co-senodo ânguloå entreosvectoresJ(= e

� = .l O valorde å acimareferidopodeserarbitrariamentepequeno.l Se
�

é hermitiana,ent̃ao J T = � = ��7
, o queconfirmaa afirmaç̃ao de queo problemado

cálculodosseusvaloresprópriosébemcondicionado.

Paraum estudobastantepormenorizadosobreo condicionamento,nosrestantescasos,veja

[Wil65, Caṕıtulo 2]. Referimosapenasaquio seguinte:

l O problemadadeterminac¸ãodosvalorespróprioscorrespondentesa divisoreselementares

não-lineareśe,emgeral,mal-condicionado.
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l A ańalisedasensibilidadedosvectoresprópriosdeumamatrizrelativamenteaperturbac¸ões

nosseuselementośe bastantecomplexa. Podeprovar-seque,mesmoquando
�

é hermi-

tiana,o problemadadeterminac¸ãodevectorespróprioscorrespondentesavalorespróprios

”próximos” émal-condicionado.

1.7 Notase referênciasadicionaisl Paraumacoberturamaiscompletasobreateoriabásicadevaloresevectorespróprios,veja,

porexemplo,[Gan54]l Taussky [Tau49] dá-nosumadiscuss̃aohistóricado TeoremadeGerschg̈orin. A técnicado

melhoramentodeGerschg̈orin apareceuno artigooriginal desteautor[Ger31] e foi poste-

riormenteestudadaporVarga[Var65] .l Paraumaextens̃aodo Teorema1.10,veja,porexemplo,[Hou64].l O problemado comportamentodosvalorese vectoresprópriosdeumamatriz facea uma

perturbac¸ãonosseuselementosfoi objectodemuitosestudos.Paraum tratamentoporme-

norizadodesteassunto,veja,por exemplo[Wil63], [Wil65] e [Hou64] . Em particular, em

[Wil65] é feito umestudodoproblemabaseadonaformacańonicadeJordanenoTeorema

dosćırculosdeGerschg̈orin.

1.8 Exerćıcios

1. Mostrequeo polinómio caracteŕıstico
d � � � �M¤{¯ ai� �*,$�0/ � deumamatriz

�M� � C G z � tem

a formad � � � � � ,»7 � � � �:9 � ,»7 � �<;>= � C =e= 9 C DeD 9Eæ6æ6æS9 C �[�(� � �<;>=+9 B?@6A �{; D � @ � @ '
Concluaque

�? G A = C G×G � �? G A = � G ' ( Ý �G A = C G¬G diz-seo traço deA)

2. a) Mostre,atravésdeexemplos,quese
� G e t G são respectivamenteosvalorespróprios

deduasmatrizes
�

e � damesmaordem,ent̃aoosvaloresprópriosde
� � e

� 9 �
nãosãonecessariamentedaforma

� G t G e
� G 9 t G .

b) Mostreque,se
�

évectorprópriode
�

associadoaovalorpróprio
�

etamb́emévector

próprio de � associadoaovalorpróprio t , ent̃ao
� t é valor próprio de

� � e
� 9 t é

valor próprio de
� 9 � .
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3. a) Prove queasmatrizes �*�èç 7�%7 71é e � �èç 7�%% 71é
têmo mesmopolinómio caracteŕıstico,masnãosãosemelhantes.

b) Diga, justificando,seasseguintesmatrizessãosemelhantes.�-��êë 7�% %% 7�%% % ��ìí e � ��êë 7�% %% � %% % ��ìí
c) Mostrequematrizessemelhantestêmo mesmopolinómio caracteŕıstico.

4. Considereo polinómio mónicod � � � ��� � 9 C �{;>= � �{;>= 9oæ6æ6æ[9 C = � 9 C B '
a) Mostreque d � � � � � ,87 � � ¤{¯ ai� �-,.�0/ �v�

onde
�

é amatriz

�*� êîîîîîîîîë
% , C B7ï% , C =7 % , C D. . . .. .

...
.. .

% , C �{; D7 , C �{;>=
ì×ððððððððí

b) Concluaqueoszerosdo polinómio
d

sãoosvaloresprópriosdamatriz
�

.

A matriz
�

definidaanteriormentéechamadamatrizcompanheira do polinómiop.

5. Considereospolinómios,d = � � � �o� ³ ,�ñ � D 9 �[��,¿7
e

d D � � � �-� ò 9 ñ � ¶ ,.�[� D 9 ��, � '
a) Obtenhaamatrizcompanheirade

d = e
d D

, usandoadefiniç̃aoanterior.

b) UseafunçãocompandoMATLAB pararesolver aaĺıneaanterior. Compareasmatri-

zesobtidas.

c) Confirme, usandoa função poly do MATLAB, que
d = e

d D
são, de facto, os po-

linómioscaracteŕısticosdassuasmatrizescompanheiras.Alternativamente,podeusar

asfunçõesrootse eig paraverificar queos zerosde cadaum dospolinómiosdados

sãoosvaloresprópriosdasuamatrizcompanheira.

(Refira-se,a proṕosito, queo métodoimplementadopelafunção rootsdo MATLAB

paracalcularoszerosdeum dadopolinómio passaexactamentepelocálculodosva-

loresprópriosdasuamatrizcompanheira.)
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6. Seja ¦ umamatrizunitária. Prove que,se
�

é um valor próprio de ¦ , ent̃ao
7 f�ó� é tamb́em

um valor próprio de ¦ e,alémdisso,
\^�Ø\��R7

.

7. Prove que,se
�

tem � valoresprópriosdistintose

�
e ô sãomatrizescujascolunassão,

respectivamente,vectoresprópriosàdireitae àesquerdade
�

, ent̃aoô8õ � �-/ �
desdequesemultipliquemosvectoresprópriosporescalaresconvenientes.

8. Seja
�

umamatriznãodeficientecomvalorespróprios
� =6� æ6æ6æ � � � e

�
e ô matrizescujas

coluna
� G e J G , | �r7 � æ6æ6æ �e� são,respectivamente,vectoresprópriosà direitae à esquerda

de
�

. Mostreque, �-� �? G A = � G � G J{õG '
Estadecomposic¸ãodesigna-sepordecomposic¸ão espectral damatriz

�
.

9. Obtenhaa decomposic¸ãoespectraldamatriz�*� êë 7 ,»7��,87 7 �� � � ìí '
10. Umamatriz

��� 	�� diz-senormalsse
� N �*�-�ö� N .

a) Mostrequeasúnicasmatrizestriangularesquesãonormaissãoasmatrizesdiagonais.

b) Mostreque todaa matriz triangular ª unitariamentesemelhantea umamatriz
�

é

normalseesó se
�

é normal.

c) Mostrequeasseguintesafirmaç̃oessãoequivalentes.

(i)
�

é normal.

(ii)
�

é unitariamentesemelhanteaumamatrizdiagonal.

(iii) Existeumabasede
� � formadaporvectoresprópriosde

�
ortonormados.

11. Seja
�

umamatriztridiagonaldeordem� tal queC G¬G �-%(~ | �R7 æ6æ6æ �e��� C G � GÓ÷ = � C GÓ÷ =e� G �R7 ��| �R7 � æ6æ6æ �e� ,¿7S'
Para

}��R7 � æ6æ6æ �e� , seja
��ø z´ù

o vectorcujai-ésimacomponentée:� ø z´ùG �
sen h | }�ú f(�b� 9 7 �kj ~ | �R7 � æ6æ6æ �e� '

Mostreque ��� ø z´ù �*��ûiü�ý h }�ú f(�b� 9 7 �kj � ø z´ù ~�}��R7 � æ6æ6æ �e� '
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12. Mostreque,se
�

é umamatriztridiagonaltal que

C G¬G �*¤p~ | �R7 æ6æ6æ �e��� C G � GÓ÷ = � C GÓ÷ =e� G ��¯ �Ø| �R7 � æ6æ6æ �e� ,¿7 �
ent̃aoosvaloresprópriosde

�
são� z �-¤ 9 � ¯þûiü�ý h }�ú f(�b� 9 7 �kj ~þ}���7 � æ6æ6æ �e� '

13. Mostreque \ÿ\ �­\ÿ\ D���L V � � N � � O =QP D '
14. Seja ¦ � 	 � umamatrizunitária. Mostreque:

a)
\ÿ\ ¦ ��\ÿ\ D�� \ÿ\ ��\ÿ\ D � À �"�)� � .

b)
\ÿ\ ¦ ��\ÿ\ Dö��\ÿ\ ��\ÿ\ D � À��M� 	�� .

c)
\ÿ\ ¦ N � ¦ \ÿ\ D���\ÿ\ �­\ÿ\ D � À��&� 	�� .

d) Se
�

é umamatrizhermitiana,ent̃ao ¦ N � ¦ tamb́eméhermitiana.

15. Seja
��� 	�� .

a) Mostreque,paraqualquernormamatricialcompat́ıvel comumanormavectorial,V � � � Æ�\ÿ\ �­\ÿ\Û'
b) Seja ² G � �? @iA =@ ÅA G \ C G @ \Û'

Mostreque, V � � � Æ¿WmX[ZG L]\ C G¬G \ 9 ² G O �
e,se

�
é nãosingular, L V � � ;>= � O ;>= Ü W Ò ÔG L]\ C G¬G \[, ² GQO '

c) Prove que,se
�

é nãosingularese
� =6� æ6æ6æ � � � sãoosvaloresprópriosde

�
, ent̃ao,L V �e� � N � � ;>= � O ;>= Æ�\^� G \ D Æ V � � N � � ~ | ��7 � æ6æ6æ �e� '

16. Obtenhaaseguinteestimativa \^�Ç,¿7S' %0\(á�76% ; ¶ �
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parao menorvalorpróprio damatriz

�*� êîîë � 7 % %7�� 7 %% 7 ñ 76% ; ³% % 76% ; ³ 7 ì×ððí '
17. Considereamatriz �*� êë 7 %('Ó7 %%('Ó7 76% 7% 7 � ìí '

a) Indiqueintervalosreaisquecontenhamosvaloresprópriosde
�

. (Noteque,sendo
�

reale simétrica,osseusvaloresprópriossãoreais)

b) Isolecadaum dosvaloresprópriosde
�

numintervalo deamplitudeo maispequena

posśıvel.

18. Considereaseguintematriztridiagonaldeordem5:

�*� êîîîîë H
9�� �� H �� H �� H ��9���w9�� H 9�� ì×ððððí �

onde H ,
�

,
�

sãonúmerospositivosesejam
� =�Ü � D Ü æ6æ6æ Ü � � � osvaloresprópriosde

�
.

Mostreque:

H 9 � �19 %('^ñ � ÆE� = Æ H 9 � �w9�� '
(Sugest̃ao: Useo Teorema1.8eo Teorema1.10)

19. Seja
�

amatriz �*� êîîë 7 7ï% %7 � � %% � � �% % � 	 ì×ððí �
com

,87 Æ � Æ�7
esejaV � � � o raioespectralde

�
. Mostreque	 Æ V � � � Æ 	
9 � D� '

20. Justifiquequeo maiorvalorpróprio
�

damatriz�*� êë 7 % 7,87 7S'
� %7 � ��ìí �
satisfaz

\^�Y,��p\�á¿%('
�
.
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21. Escreva umafunção em MATLAB gersch.mparaobteros discosde Gerschg̈orin de uma

dadamatriz.

22. EscrevaumafunçãoemMATLAB pgersch.mpararepresentargeometricamentearegiãodo

planocomplexo quecont́emosvaloresprópriosdeumadadamatriz
�

.

23. Use a função pgersch paralocalizar geometricamenteos valorespróprios dasseguintes

matrizes.�*� êë 7 � �� ,»7 7� 7 � ìí � � � êë 7 ,»7�%� 7 7,»7 ,»7ï� ìí � Ä � êë | 7 7 9 |,87�� | �:, |, | | 7 ìí '
24. Considereasmatrizes

�*� êîîîîë
7 7ï% % %% 7 7ï% %% % 7 7�%% % % 7 7% % % % 7 ì×ððððí e 
��� êîîîîë

7 7�% % %% 7 7�% %% % 7 7ï%% % % 7 776% ; ³ % % % 7 ì×ððððí
a) Usea funçãoeig doMATLAB paraobterosvaloresprópriosdamatriz 
� .

b) Compareosvaloresprópriosdasmatrizes
�

e 
� ecomente.

25. Considereasmatrizes

�*� êîîë 7ï% % 76% ; ³% 7ï% %% % 7 %% % % � ì×ððí e 
��� êîîë 7 % % 76% ; ³% 7�% %% % 7 %76% ; ³ % % � ì×ððí
a) Verifiqueque1 e3 sãovaloresprópriosde

�
equeo seupolinómio caracteŕısticoé:d � � � ��� ¶ , � � ³ 9 7���� D ,¿76%<� 9 � '

(Usea funçãopolydo MATLAB)

b) Calculeosvaloresprópriosde 
� , usandoa funçãoeig doMATLAB.

c) Calculeoszerosdo polinómiod NS� � � � � 7 9 76% ; ³ � � ¶ , � � ³ 9 7���� D ,Ù76%<� 9 � '
(Usea funçãorootsdoMATLAB)

d) Comenteosresultadosobtidosnasaĺıneasanteriores.
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26. Seja
/

a matriz identidadedeordem2 e seja à a seguintematrizdasperturbac¸õesintrodu-

zidasem
/
: à � ç â ¼% % é '

a) Escreva umafunção em MATLAB perturb.m com par̂ametrosde entradaepsilone

deltaecujospar̂ametrosdesáıdaplambdaepxcont̂em,respectivamente,osvalorese

vectoresprópriosdamatriz
/ 9 à .

b) Compareosvaloresevectoresprópriosdamatriz
/

edamatrizperturbada
/ 9 à , para

váriosvalores(pequenos)dospar̂ametrosepsilonedelta.

c) Comentea sensibilidadedosvalorese vectoresprópriosdamatriz
/
, facea pequenas

perturbac¸õesdosseuscoeficientes.
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2. Matrizes de Transformação

À primeiravista,poder-se-́a pensarqueo problemadocálculodosvaloresprópriosdeumamatriz

seŕa facilmenteresolvido,calculandooscoeficientesdo polinómio caracteŕısticoedeterminando,

emseguida,osseuszeros,porqualquerdosprocessosjá estudadosparaa determinac¸ãoderáızes

de equac¸õespolinomiais– veja,por exemplo[Val90, pp 51 e segs]. Contudo,devemosnotaro

seguinte:l O cálculodoscoeficientesdopolinómio caracteŕısticoatravésdadefiniç̃aodedeterminante

envolve, como se sabe,um muito elevado númerode operac¸ões,não sendopor isso de

recomendar. Outrosmétodosmaiseficientesparao cálculodoscoeficientesdo polinómio

caracteŕıstico podemservistos,por exemplo,em[RR78,pp 485,486]e [Hou64, pp 149e

segs].l Comosabemos,errosrelativamentepequenosnoscoeficientesdeum polinómio podemin-

duzir grandeserrosnassuasráızes,sobretudoseo polinómio tiver grauelevado. Assim,

aindaque os coeficientesdo polinómio caracteŕıstico tenhamsido calculadosadequada-

mente,corremoso risco de transformarum problemainicialmentebemcondicionado– o

do cálculodosvaloresprópriosdeumacertamatriz– numproblemamalcondicionado– o

do cálculodoszerosdeum determinadopolinómio.

Emconclus̃ao,o cálculodosvaloresprópriosdeumamatriz,directamenteatravésdadefiniç̃ao

depolinómio caracteŕıstico,é deevitar, anãoserparamatrizesdereduzidadimens̃ao.

A propriedadedeinvariânciadosvaloresprópriosportransformac¸õesdesemelhanc¸aquerefe-

rimosnocaṕıtulo anterior(Teorema1.4)sugereapossibilidadededeterminarosvalorespróprios

de
�

, calculandoosdeumamatrizsemelhante� � � ;>= quepossuaumaformamaisadequadapara

essefim. Estaé, basicamente,a ideiadediversosalgoritmosqueiremosdescrever emcaṕıtulos

seguintes. As suasdiferenças est̃ao, essencialmente,na estruturada matriz a que se pretende

reduzir
�

por semelhanc¸a. Na prática,em vez de calcularumaúnicamatriz de transformac¸ão
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� , procede-sedeumaforma iterativa, reduzindo-segradualmentea matrizoriginal a umaforma

maissimples.Nestecaṕıtulo, estudaremosa reduç̃aodeumamatrizhermitianaà formatridiago-

nal, usandotransformac¸õesdesemelhanc¸a. No casoemquea matrizoriginal é nãohermitana,a

matrizresultanteteŕa a formadeHessenberg. As matrizesbásicasutilizadasnestasreduç̃oessão

vulgarmentechamadasmatrizeselementares.

2.1 Matrizes elementares

Definição 2.1(Matriz elementardepermutação
/ G z ) Denotaremospor

/ G z a matrizresultante

da matriz identidadepor troca dassuaslinhas | e
}
. Uma matriz destetipo chama-sematriz

elementardepermutaç̃ao.

Definição 2.2 Chama-sematriz depermutaç̃ao a todaa matrizquepossaserobtidacomopro-

dutodematrizeselementaresdepermutac¸ão.

Definição 2.3(Matriz elementarnão-unitária 	 @ - eliminação Gaussiana) Denota-sepor 	 @
umamatrizobtidadamatrizidentidadesubstituindooselementosnacoluna È , abaixodaposiç̃ao�IÈ���Èp� , por elementos

, � G @ , não todosnulos.Umamatrizdestetipo chama-sematriz elementar

não-unitária oumatriz deGauss.

Exemplo2.1 No conjuntodasmatrizes
� � �

,

	¿= � �� 7 % %, � D = 7ï%, � ³ = % 7 �� 	 D�� �� 7 % %% 7 %% , � ³eD 7 ��
Propriedadesdasmatrizesde Gauss

1. 	 @ � /m, � ø @ ù ¯ T @ � onde � ø @ ù � � % æ6æ6æ % � @ ÷ =e� @ æ6æ6æ � �{� @ � õ e
¯ @�� coluna È da matriz

identidade.

2. A pré-multiplicaç̃aode
�

por 	 @ correspondeamultiplicara linha È por � G @ easubtráı-la

dalinha | ~ | � È 9 7 � '6'6' �e� '
3. 	 ;>=@ �-/ 9 � ø @ ù ¯ T @ '
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Definição 2.4(Matriz (real) de rotação plana - Givens) Denota-sepor ² G z ��å]� , oumaisusual-

mente, apenaspor ² G z , umamatrizqueseobtemda matriz identidadesubstituindooselementos

nasposiç̃oes �b|c�e|«�v�¹�b|c� } �v�¹� } �e|½�´�þ� } � } � respectivamentepor elementos� G¬G �e� G z �e� z G e � z½z taisque� G¬G � � z½z �-ûiü�ý å�� � G z ��, � z G �-ý Ò Ô å��
para umcertovalor å � ¨ ' Umamatrizdestetipo chama-sematriz (real) de rotação plana ou

matrizdeGivens.

Temosent̃ao

² G z �
�¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡¡�
7

. . . ûiü�ý å '6'6' ý ÒÓÔ å
...

...,)ý ÒÓÔ å '6'6'�ûiü�ý å
. . . 7

�6¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢�
Nota 2.1 Porvezes,usaremosumanotaç̃aocondensada� � °, ° ���
paradesignaramatriz ² G z acimareferida.

Propriedadesdasmatrizesde Givens

1. ² G z é umamatrizortogonal,i.e. ² TG z ² G z �-/p'
2. A matriz

� � °, ° � � correspondeaumarotaç̃aodo plano | } deum ânguloå .
(Em quesentido?)

Definição 2.5(Matriz hermitiana elementarP - Householder) A umamatrizdo tipo¦ �-/»,������ N
onde

� �¿� � é tal que
� N �Þ� 7

, chamamosmatriz hermitiana elementarou matriz de Hou-

seholder.
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Propriedadesdasmatrizesde Householder

1. ¦ é hermitiana.

Dem. ¦ N � � / ,.����� N � N �-/»,�� � � N � N � N �*/»,������ N � ¦
� x
2. ¦ é unitária.

Dem. ¦ N ¦ � � /�,������ N �i� /�,������ N �� / ,!ñ���� N 9 ñ���� N ��� N� / � x
3. Em geral,naprática,

�R� ¨ � �c¦ �-/»,.����� T
com

� T �*�R7
. Nessecaso,¦ é simétricae

ortogonal.

4. Se
��� � % æ6æ6æ %�� @ ÷ = æ6æ6æ � ��� õ � � %Y\���� � õ , com

���0� � � @ ÷ = æ6æ6æ � �(� õ , ent̃aoamatriz¦ � ¦ @ �-/ ,������ N �
podeescrever-senaformaparticionadaseguinte:

¦ @ �
�¡¡¡¡¡¡� / @ �

� / �<; @ ,���������� N
�6¢¢¢¢¢¢� '

2.2 Utilização de matrizes elementaresna reduç̃ao de um vector co-
luna

Suponhamosque se pretendereduzir um dadovector coluna C � � C =�� C D � '6'6' � C ��� T à forma�IÈ�� % � '6'6' � % � T � È ¯ = ' Vejamoscomotal objectivo podeseratingido,pré-multiplicandoC por

matrizeselementares.

(i) Eliminação Gaussiana

Seja

	 = �
�¡¡¡� 7, � D = 7

...
...

. . ., �1�{= % '6'6' 7
�6¢¢¢�
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umamatrizelementarnão-unit́ariacom� G = � C G f C = ~ | ��� � '6'6' �e� '
Ent̃ao, 	$= C �

�¡¡¡� C =%
...%
�6¢¢¢� '

Nota 2.2 Se C = � %
, o métodofalha. Tamb́em, se

\ C = \ é pequeno relativamenteàs restantes

componentesde C , o métodoé inst́avel. Paraevitar isso,usa-setécnicadeescolhadepivot. Mais

precisamente,troca-sea linha � com a linha
7
, sendoC�� a componentede maior módulo de C .

Nessecasotemos:

Métodoestabilizado: / = �ÓC � C �	$= C � � È ¯ = ü Ô 3p4 È � C � = '
Paraeliminarelementosabaixode C @ deixandoosrestanteselementosinalterados,podemos

usarC @ paraaeliminaç̃ao,i.e. efectuaro produto 	 @ C (ou 	 @ / @ �ÓC , no métodoestabilizado).

	 @ C �
�¡¡¡¡¡¡¡¡�
7 æ6æ6æ % % æ6æ6æ %
...

...
...

...% æ6æ6æ 7 % æ6æ6æ %% æ6æ6æ , � @ ÷ =e� @ 7 æ6æ6æ %
...

...
...

...% æ6æ6æ , � �<� @ % æ6æ6æ 7
�6¢¢¢¢¢¢¢¢�

�¡¡¡¡¡¡¡¡� C 7...C @C @ ÷ =...C �
�6¢¢¢¢¢¢¢¢� �

�¡¡¡¡¡¡¡¡� C 7...C @%
...%
�6¢¢¢¢¢¢¢¢�

O vector � ø @ ù � � % æ6æ6æ % � @ ÷ =e� @ æ6æ6æ � �{� @ � õ é chamadoo vectordeGausse oselementosde� ø @ ù �IÈ 9 7 _ �+� sãochamadososmultiplicadores.

Apresentamosde seguidaum algoritmoparareduç̃ao de um vector C à forma È ¯ = , usando

matrizesdeGauss.Nestealgoritmo,tal comoem todosos outrosdestesapontamentos,́e usada

umanotaç̃aoapropriadaparaumafácil implementac¸ãoemMATLAB.
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Algoritmo 2.1 Matriz deGauss 	¿=�
Estealgoritmoconstŕoi o vectordosmultiplicadores�
necesśarios à reduç̃aodeumvector C � ¨ � à forma È ¯ =�
Parâmetrosde entrada: vector C�
Parâmetrosde sáıda: vector �! "� dosmultiplicadores

função �! #� =gauss� C ��! #� � C � ��_ �+�ef C � 7 � ;fim funçãogauss�
Estealgoritmoenvolve � ,¿7

flops

No algoritmoanterior, a matriz 	$= não é explicitamenteformadaparaeconomizarespac¸o.

Relembremosque 	¿= �*/ , � ø = ù ¯ õ = � onde � ø = ù � h %­\ �! #� õ j õ �
peloque 	 = podeserconstrúıda,senecesśario,muito facilmente.

No casodesepretendercalculara matriz 	 @ , ent̃ao �! #� �%$'&'(*)+) � C �IÈ _ �+�e� é o vectorque

cont́emosmultiplicadorese a matriz 	 @ podeserobtidade 	 @ ��/�, � ø @ ù ¯ õ @ � onde � ø @ ù �h % æ6æ6æ %­\ �! "� õ j õ .

A pré-multiplicaç̃aodeumamatriz
�

por umamatrizdeGausspodeserobtidamuito facil-

mente.De facto, 	 @ ��� � /�, � ø @ ù ¯ õ @ � ���-�o, � ø @ ù � ¯ õ @ � � '
O vector

¯ õ @ � não é maisquea linha È da matriz
�

. Al ém disso,como � ø @ ù � %._ Èp� � %
,

aoefectuaro produto 	 @ � , só
� �IÈ 9 7�_ ��� _ � é afectada,i.e. aslinhas

7
a È de

�
permanecem

inalteradas.Temosassim,o seguintealgoritmo.

Algoritmo 2.2 Pré-multiplicação de
�R� ¨ �-, y por 	¿=�

Parâmetrosde entrada: matriz
�

, vectordosmultiplicadores�! #��
Parâmetrosde sáıda: matriz

�
(
�*� 	 =/. � )

função
�

=pre gauss� � �e�! "�I�� � �Y_ ��� _ � �-� � ��_ ��� _ � , �! "� . � � 7 � _ � ;
fim funçãopre gauss�

Estealgoritmoenvolve
� �b� ,¿7 �Q� flops
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(ii) Transformaçãode rotação plana (Givens)

Suponhamosque C � ¨ � . Consideremos

² = z C �
�¡¡¡¡¡¡� ûiü�ý å '6'6' ý ÒÓÔ å '6'6'�%

...
. . .

...
...,)ý Ò Ô å '6'6'�ûiü�ý å '6'6'�%

...
...

. . .
...% '6'6' % '6'6' 7
�6¢¢¢¢¢¢� '

�¡¡¡¡¡¡� C =...C z...C �
�6¢¢¢¢¢¢� �

�¡¡¡¡¡¡� C = ûiü�ý å 9 C z ý ÒÓÔ å..., C = ý ÒÓÔ å 9 C z ûiü�ý å...C �
�6¢¢¢¢¢¢� '

Pretendemosdeterminarå detal modoque, C = ý ÒÓÔ å 9 C z ûiü�ý å �-% �
isto é, tal que ý Ò Ô åûiü�ý å � C zC = ' (2.1)

Segue-seimediatamentede(2.1)quepodemostomarý ÒÓÔ å � C zL C D = 9 C Dz O =QP D e
ûiü�ý å � C =L C D = 9 C Dz O =QP D '

Nota 2.3 l Se C D = 9 C Dz �*%
, nãoseŕa necesśariaqualquertransformac¸ão.l O métodoconsistenautilizaçãode �b� ,¿7 � destasmatrizes² = z ~>}��*� � '6'6' �e� 'l Tem-seÈ � C = ûiü�ý å 9 C z ý ÒÓÔ å �10 C D = 9 C Dz ¾¿%('l Se C �!� � , a reduç̃aoà forma �IÈ�� % � '6'6' � % � T com È � ¨ ��È Ü %

, podefazer-se,utilizando

paraissomatrizesderotaç̃aoplanacomplexas, daforma�¡¡¡¡¡¡� ¯ G32 ûiü�ý å '6'6' ¯ G54 ý ÒÓÔ å '6'6' %
...

...,�¯ ; G54 ý ÒÓÔ å '6'6' ¯ ; G52 ûiü�ý å '6'6' %
...

...
.. .% '6'6' % '6'6'�'6'6'[7

�6¢¢¢¢¢¢� '
Estasmatrizessãomatrizesunitárias.
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Algoritmo 2.3 Matriz deGivens ² =e� D�
CálculodamatrizdeGivens²»=e� D ��å{��
para reduç̃aodeumvector C � � C = C D � õ à forma È ¯ =�
Parâmetrosde entrada: componentesC = e C D dovector C�
Parâmetrosde sáıda:

� �-ûiü�ý å , ° � senå
função h � ��°6j =givens� C 7 � C � �C  �1�76 C 7 D 9 C � D ;� � C 7 f C  � ;° � C � f C  � ;
fim funçãogivens�

Estealgoritmoenvolve
�

flops

Nota 2.4 Em[GVL97], éapresentadoumalgoritmoalternativo paracalcular
�

e ° . Essealgoritmo

temespecialatenç̃aoaposśıveisproblemasdeoverflow.

Relembremosqueasmatrizeselementaressãousadasparareduzirumadadamatriz
�

, através

de transformac¸õesde semelhanc¸a, a umaforma maisadequadaparao cálculo dosseusvalores

próprios. Comoasmatrizesde Givenssão ortogonais( ² ;>=G z � ² õG z ), ent̃ao a matriz ² G z � ² õG z é

semelhantèamatriz
�

.

A estruturasimplesdasmatrizesdeGivens² G z deveserexploradaquandosepretendefazeros

produtos² G z � ou
� ² õG z . Defacto,apenasaslinhas | e

}
de

�
sãoafectadaspelapré-multiplicaç̃ao

de
�

por ² G z eascolunas| e
}

pelapós-multiplicac¸ãode
�

por ² õG z .
Algoritmo 2.4 Pré-multiplicação de

�R� ¨ D ,{� por ² = D�
Parâmetrosde entrada: matriz

�
,
�
, °�

Parâmetrosde sáıda: matriz
�

(
�*� ² = D . � )

função
�

=pre givens� � � � ��°[�
for

}��R7 _ ��+7��*� � 7 � } � ; ���»�-� � � � } � ;� � 7 � } � � � . �+7 9 ° . ��� ;� � � � } � ��, ° . �Ø7 9 � . ��� ;
end

fim funçãopre givens�
Estealgoritmoenvolve

� � flops
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Algoritmo 2.5 Pós-multiplicação de
�M� ¨ �-, D por ² õ = D�

Parâmetrosde entrada: matriz
�

,
�
, °�

Parâmetrosde sáıda: matriz
�

(
�*�-� . ² õ = D )

função
�

=pos givens� � � � ��°S�
for | �R7:_ ��+7��*� �b|c� 7 � ; ���»�-� �b|c� � � ;� �b|�� 7 � � � . �Ø7 9 ° . ��� ;� �b|�� � � �R, ° . �Ø7 9 � . ��� ;
end

fim funçãoposgivens�
Estealgoritmoenvolve

� � flops

Denotandopor
� �eh | } jÖ� _ � aslinhas | e

}
damatriz

�
, facilmenteseconcluique� �eh | } jÖ� _ � � pre givens� � �eh | } jÖ� _ �v� � ��°[�v�

fazaatribuição
��_Û� ² G z � . (O quefaz

� � _ �¹h |+È{jb� � pos givens� � � _ �¹h |�È{jb�v� � ��°[� ?)

(iii) Transformaçãohermitiana elementar(Householder)

Suponhamosnovamenteque C � ¨ � . Pretendedeterminar-se
� � ¨ � tal que

� T �M� 7
e de

tal modoque ¦ C � � / ,.����� T � C � È ¯ = ' (2.2)

Setal for posśıvel, teremosÈ D � È D ¯ T = ¯ = � ��¦ C � T ��¦ C � � C T ¦ T ¦ C � C T C �
umavezque ¦ T ¦ �-/

. Assim,teremos,È �78�L C T C O =QP D �78 L �? G A = C DG O =QP
D '

(2.3)

(Notequeháduasescolhasposśıveispara È .) Segue-seimediatamentede(2.2)que����� T C � C , È ¯ = ' (2.4)

Sejam  _Û� C , È ¯ = e H _Û����� T C ' (2.5)
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Temosent̃ao, H �*� C , È ¯ = �  ' (2.6)

(O sinal de È é usualmenteescolhidode forma a evitar cancelamentosubtractivo no cálculo da

primeiracomponenteC = , È de  .)

Como
� T ���R7

, tem-se,emvirtudede(2.6),H D � H D � T ���  T  ' (2.7)

Conclus̃ao: ¦ �-/�,������ T �-/�, �H D  # T '
Nota 2.5 Se C �o� � , parareduzir C à forma È ¯ = dever̃ao serutilizadasmatrizesda forma

/m,����� N com
�M�)� � . Nestascondiç̃oes,È �)�

. SepretendermosreduziracolunaC �)� � à formaÈ ¯ = com È real , dever̃ao serutilizadasmatrizesmaisgeraisda forma
/m, t ��� N com t �o�

;

[Wil65, p.49,50].Com t #�*�
, ¦ , sefor unitária,já nãoéhermitiana– vejaExerćıcio 3.

Algoritmo 2.6 Matriz deHouseholder ¦�
CálculodamatrizdeHouseholder¦ �-/�,������ õ�
para reduç̃aodeumvector C � ¨ � à forma È ¯ =�
Parâmetrosde entrada: vector C�
Parâmetrosde sáıda: vector

�
função

�
=house� C �È ��\ÿ\ C \ÿ\ D ; � C ; Ø� 7 � � C � 7 � 9 °�|I`{�u� C � 7 �e� . È ;C �:9 C ��\ÿ\  \ÿ\ D ;�*�  >f C �:9 C ;

fim funçãohouse�
Estealgoritmoenvolve

� � flops

Nota 2.6 Na prática,podecalcular-seapenaso vector  parapouparo trabalhodecalcular
�

e

usara fórmula ¦ �&/ ,2�  ' õ õ  emvezde ¦ ��/�,.����� õ . Estaúltima fórmularequero cálculo

de H (e, consequentemente,deumaraiz quadrada),enquantoa primeirasó necessitado valor deH D .
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A matriz ¦ � ¦ é semelhantea
�

, umavez que ¦ é umamatriz simétrica e ortogonal. A

estruturasimplesdasmatrizesde Householderdeve tamb́em serexploradaquandosepretende

efectuarosprodutos¦ � ou
� ¦ . Como¦ ��� � / ,������ õ � ���-�o,���� � � õ � � õ

e � ¦ �-� � /»,.����� õ�� ���-�E,.� � ��� � � õ©�
definindo ; �R,��S� õ � e  �R,��S��� �
osprodutos¦ � e

� ¦ podemserescritoscomo¦ ���-� 9 � ; õ e
� ¦ �-� 9  � õ �

nãosendo,por isso,necesśario determinarexplicitamenteamatriz ¦ .

Os algoritmosseguintesimplementama pré e pós multiplicaç̃ao de umamatriz
� � ¨ 
<,{�

porumamatrizdeHouseholder¦ , umavezconhecidoo vector
�

tal que ¦ �-/ ,������ õ .

Algoritmo 2.7 Pré-multiplicação de
�R� ¨ 
=,{� por ¦�

Parâmetrosde entrada: matriz
�

, vector
��

Parâmetrosde sáıda: matriz
�

(
�*� ¦ . � )

função
�

=pre house� � � � �; �R,��S� õ � ;�*�*� 9 � ; õ ;
fim funçãopre house�

Estealgoritmoenvolve
ñ �1� flops

Algoritmo 2.8 Pós-multiplicação de
�M� ¨ 
>,{� por ¦�

Parâmetrosde entrada: matriz
�

, vector
��

Parâmetrosde sáıda: matriz
�

(
�*�-� . ¦ )

função
�

=pos house� � � � � �R,��S���
;�*�*� 9  � õ ;

fim funçãoposhouse�
Estealgoritmoenvolve

ñ �1� flops
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Gauss,Givensou Householder?

O algoritmo gaussque permite construir a matriz de Gauss 	 = � ¨ �?,{� requer � ,�7
operac¸ões, enquantoo algoritmo house para “construir” a matriz de Householderrequer

� �
operac¸ões. Parareduzirum vector C � ¨ � à forma È ¯ = são necesśarias,em geral, � ,&7

ma-

trizesdeGivens,peloqueesteprocessorequer, emgeral, �b� ,Ù7 � � � operac¸ões.

A pré-multiplicaç̃aodeumamatriz
�

por 	$= , ² =Ö� æ6æ6æ ² = D e ¦ envolve
� � D ,�� � ,

� � D , � �
e
ñ � D operac¸ões,respectivamente.As matrizesdeGausssão,por isso,asmenosdispendiosase

asmatrizesdeGivenssão,emgeral,asqueexigemum maioresforço computacional.(Convém

notarque,como métododeGivens,sealgumasdascomponentesdovector C sãonulas,o número

deoperac¸õesseŕa reduzido,umavezqueser̃aoomitidasalgumastransformac¸ões.)

No entanto,asmatrizesunitárias(Givense Householder)apresentamduaspropriedadesim-

portantesqueascolocamemmuitassituaç̃oesemvantagememrelaç̃aoàsmatrizesnãounitárias

deGauss.

1. Se
�

é hermitiana(realsimétrica)eutilizarmosmatrizesunitárias(ortogonais)numatrans-

formaç̃aodesemelhanc¸a,ent̃aoamatrizresultanteseŕa aindahermitiana(simétrica).

2. Suponhamosque � é unitariamentesemelhantea
�

, ou sejaque � � ² � ² N , com ²
unitária.Ent̃ao:

– Se
� = é vectorpróprio àdireitade

�
, ent̃ao ² � = évectorpróprio àdireitade � . De

igualmodo,se J(= évectorpróprio àesquerdade
�

, ent̃ao ² T J(= évectorpróprio àesquerda

de � .

– Temos: K � = K �R7 Ã K ² � = K �R7K J(= K �R7 Ã K ² T J(= K �R7S'
– Al émdisso \ ��² T J(=v� T ��²8N � =´� \ ��\ J T = � = \Û'

Os resultadosanteriores,juntamentecom a desigualdade(1.12),mostramquea sensibli-

dadedosvaloresprópriosde
�

a alteraç̃oesnosseuselementospermaneceinvariantesob

transformac¸õesde semelhanc¸a unitárias,ou seja,quenão há deteriorac¸ão da condiç̃ao de�
por umatransformac¸ãodestetipo. Tal resultadogarantea estabilidadedosmétodosque

envolvemmatrizesunitárias.
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3. MétodosIterati vos

Comojá vimosanteriormente,o problemadecálculodevaloresprópriosdeumamatriz
�

pode

serreduzidoaoproblemadedeterminac¸ãodoszerosdeum dadopolinómio (o polinómio carac-

teŕıstico de
�

). Reciprocamente,todo o problemade determinac¸ão doszerosde um polinómio

mónico
d ���{� podeserformuladocomoum problemadecálculodevaloresprópriosdeumacerta

matriz(a matrizcompanheirade
d
; vejaExerćıcio 4 do Caṕıtulo 1). Comoé bemsabido,Galois

provouquenãoexistenenhuma“f órmularesolvente”parapolinómiosdegrau Ü �
. Esteresultado

implicaque,mesmotrabalhandocomaritméticaexacta,nãoéposśıvel escrever umprogramaque

calculeoszerosdeum polinómio qualquer, numnúmerofinito depassos.Estamesmaconclus̃ao

seaplicaao problemamaisgeralde cálculo dosvaloresprópriosde umamatriz, i.e. qualquer

métodopara obtenç̃ao dosvaloresprópriosdeumadadamatriztemqueseriterativo.

Os métodosnuméricosparacalcularos valorese vectorespróprios de uma matriz, embo-

ra sendotodosde caŕacter iterativo, são vulgarmenteagrupadosem duasclasses– a dos cha-

madosmétodositerativose a dosmétodosde transformac¸ão. O quecaracterizaos métodosde

transformac¸ão (tamb́em ditosmétodosdirectos)é a utilizaçãode transformac¸õesdesemelhanc¸a

parareduzir(sucessivamente)a matriz inicial a umaoutraquepossuaumaformamaisadequada

aocálculodosvaloresevectorespróprios.

Nestecaṕıtulo, faremoso estudode algunsmétodositerativos. Os métodosaqui estudados

têmcomoprincipalfinalidadea determinac¸ãodeum (ou alguns)vector(es)próprio(s),e sãoes-

pecialmenteadequadosao casode matrizesdispersasde grandedimens̃ao, paraasquaissejam

conhecidasboasaproximac¸õesiniciaisparaosvectorespróprios.

3.1 Métododa potência

Definição 3.1 Seja
��� 	�� comvalorespróprios

� =6� �0D � '6'6' � � � taisque\^� = \ ��\^�0D<\ �M'6'6']��\^� y \]¾�\^� y ÷ = \ Ü '6'6' Ü \^� � \Û' (3.1)
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Nestascondiç̃oes,diremosqueosvalorespróprios
� =i� �0D � '6'6' � � y são dominantes, sendoosres-

pectivosvectoresprópriosassociadosdesignadospor vectoresprópriosdominantes.

Consideremoso seguinteesquemaiterativo, queconstituio chamado

Métododa Potência: J @ � 7@ @ � J @ ;>= ~ È �R7 � � � � � '6'6' �J B #�-% �
ACBBDBBE (3.2)

onde@ @ é o elementodemaiormódulodo vector
� J @ ;>= '

O teoremaseguinteestabelececondiç̃oessobasquaisa seqûenciade iteraç̃oesdefinidapor

(3.2)converge.

Teorema3.1 Se
�

é não-deficientee
\^� = \Ø¾Ï\^� G \Û~ | �r� � '6'6' �e��� ent̃ao

L J @�O converge para um

vectorpróprio associadoao valor próprio dominante
� = e

L @ @�O converge para
� = .

Dem: Segue-sede(3.2)queJ @ � 7@ @ � J @ ;>= � '6'6'(� 7� @FG A = @ G �
� @ J B � 7� @ � @ J B � (3.3)

onde � @ � @FG A = @ G ' (3.4)

Como, por hipótese,
�

é não-deficiente,ou seja,existem � vectorespróprios linearmente

independentes
� G ~ | �R7 � '6'6' �e��� o vector J B admiteumaexpans̃aodaformaJ B � �? G A = H G � G � (3.5)

ondeosescalaresH G nãosãotodosnulos.Suponhamosque H�= #�-%
. De (3.3)–(3.5)vem:J @ � 7� @ � @ L �? G A = H G � GQO� 7� @ L �? G A = H G � @G � GQO� � @ =� @ L H�= � = 9 �? G A D H G � � G� = � @ � G½O� múltiplo de

� = quandoÈm�GFo�
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umavezque
\ � G� = \]á�7S~ | �*� � '6'6' �e� '

Como J @ convergeparaum vectorpróprio associadoaovalor próprio
� = , ent̃ao,no limite,� J @ �&� =eJ @ '

Mas,o elementodemaiormódulodo vector
� =cJ @ é

� = , umavezque J @ tem1 comocomponente

demaiormódulo.Logo, temos @ @ ÷ = � � = ' x
Nota 3.1 A demonstrac¸ãoanteriorassumeque H�= #��%

, ou seja,queo vectorinicial temcompo-

nentenão-nulana direcç̃ao de
� = . Se H�= �r%

e
\^�pD<\Ø¾ \^� G \Û~ | � � � '6'6' �e��� ent̃ao, teoricamente,

a iteraç̃ao convergirá paraum múltiplo de
� D

e
� D

. Na prática,no entanto,oserrosde arredon-

damentointroduzemgeralmenteumacomponentenadirecç̃aode
� = eportanto,eventualmente,a

iteraç̃aoconvergirá paraum múltiplo de
� = e

� = . No entanto,umaboaaproximac¸ãopara
��D

e
�0D

é por vezesobtida,antesdo termoem
� = dominar.

Nota 3.2 Note-sequea rapidezdeconvergênciadependedagrandezade H�= comparadacomos

restantesvaloresde
\ H G \ mas,sobretudo,dasraz̃oes

\^� D f � = \ � '6'6' � \^� � f � = \ , sendotantomaisrápida

quantomenoresforemessasraz̃oes.Em particular, se
\^� D f � = \IH�7

, é naturalquea convergência

sejabastantelenta.

Suponhamosagoraque,em vez de existir um único valor próprio dominante
� =�� existem �

valoresprópriosdominantesiguais, i.e. temos� = ���0D��M'6'6']�&� y � \^� = \(¾�\^� G \Û~ | � � 9 7 � '6'6' �e� '
Nestecaso,ter-se-́a J @ � � @ =� @ L y? G A = H G � G 9 �?G A y ÷ = � � G� = � @ H G � GkO� � @ =� @ � y? G A = H G � G � quandoÈm�JF '
Como

� =i� ��D � '6'6' � � y sãovectoresprópriosassociadosaomesmovalorpróprio
� =µ� ���0D��M'6'6']�� y �v� Ý yG A = H G � G é aindaum vector próprio associadoa

� = . Quer dizer, aindanestecaso,são

válidasas conclus̃oes do Teorema3.1. No entanto,se existirem valorespróprios dominantes
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diferentesmascomo mesmomódulo,o processoiterativo falha,ou seja,asiteraç̃oessucessivas

oscilam.Consideremos,porexemplo,o casoemque�pD�� ,ö� =6�\^� = \Ï¾ \^� G \Û~ | � � � '6'6' �e� '
Nestecaso,temosJ @ � � @ =� @ L H�= � = 9 � ,»7 � @ H Di� D 9 �? G A ³ H G � � G� = � @ � GQO � (3.6)

J @ ÷ = � � @ ÷ ==� @ ÷ = L H�= � = , � ,»7 � @ H D´� D 9 �? G A ³ H G � � G� = � @ ÷ = � G½O (3.7)

e

J @ ÷ D � � @ ÷ D=� @ ÷ D L H = � = 9 � ,»7 � @ H D � D 9 �? G A ³ H G � � G� = � @ ÷ D � G O� � @ ÷ D=@ @ ÷ D @ @ ÷ = � @ L H�= � = 9 � ,87 � @ H D´� D 9 �? G A ³ H G � � G� = � @ ÷ D � GQO � (3.8)

o quemostraqueosvectoresoscilam.Al émdisso,segue-sede(3.6)e (3.8)que,no limite,

J @ ÷ D � � D =@ @ ÷ D @ @ ÷ = J @ '
ComoosvectoresJ @ ÷ D e J @ têmambos1 comocomponentedemaiormódulo,vemqueÐÓÒ W@�K É � D =@ @ ÷ D @ @ ÷ = �M7 �
isto é,que ÐÓÒ W@�K É @ @ ÷ D @ @ ÷ = �&� D = ' (3.9)

No casode existirem dois valorespróprios dominantesque sejamcomplexos conjugados,�0D�� � = podemdeterminar-se,no limite, coeficientesL e
�

taisque
� D 9 L � 9 � ��%

tem
� = e

� =
comoráızes;veja,porexemplo,[Wil65, pp579,580].
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Algoritmo 3.1 Métodode Potência�
Cálculodo valor evectorpróprio dominantedeumamatriz

�
deordem� ,�

dadaumaaproximaç̃ao inicial J B para o vectorpróprio�
Parâmetrosde entrada: matriz

�
, aproximac¸ãoinicial J B�

Parâmetrosde sáıda: valor evectorpróprio dominante
� @ e J @

função h J @ � � @ j =potencia� � �eJ B �È �-%
;

while criterio paragemfalsoÈ � È 9 7
;
J �-� J @ ;>= ;� @ � J{� C � ;

� \ J]� C ��\��-WYX[Z G \ 
J G \ ;J @ � 
J(f � @ ;
end

fim funçãopotencia

Nota 3.3 O algoritmoanteriordeve terminardeacordocomumcritério deparagem(criterio pa-

ragem) aestabelecerpeloutilizador. Oscritériosdeparagemmaisusuaissão:l È � È]� C � ;l \^� @ ,.� @ ;>= \(áEâ
;l \ J @ , J @ ;>= \]áÙ¼
;

Note-seaindaque,emcadaiteraç̃ao È , só é necesśario conhecero valor de J @ ;>= e
� @ ;>= .

3.2 Aceleraç̃aode convergência

Comojáreferimos,arapidezdeconvergênciaparaumvectorpróprioassociadoaumvalorpróprio

dominantedepende,essencialmente,daraz̃ao
\^�0D \ f \^� = \ . Seconsiderarmoso métododapot̂encia

aplicadòamatriz
�­,ud /

emvezde
�

, ent̃ao,umavezqueosvaloresprópriosdessamatrizsão
� G ,d

, desdeque
� = ,Çd sejaaindadominante,a rapidezdeconvergênciaseŕa ”governada”pelaraz̃ao\^�0D ,wd�\ f \^� = ,wd�\Û'

Paraumaescolhaadequadade
d
, estaraz̃ao podeserbastantemenordo que\^� D \ f � = \ . A estemétododeaceleraraconvergência,queconsisteportantonaaplicaç̃aodométodo

dapot̂enciaaumamatriz
�-,wd /

, chamamostranslaç̃ao deorigem. Paracertasdistribuiçõesdos

valorespróprios,a translac¸ãodeorigeméum métodobastanteeficazdeaceleraraconvergência.

Porexemplo,se
�

éumamatrizdeordem
ñ

comvalorespróprios
� z �R7+� ,m}p~�}��R7 � � � � � ñ �

a iteraç̃aonormalconvergirá para
� = comrapidezgovernadaessencialmentepelaraz̃ao � 7 � f 7iñ � @ ;
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seescolhermos
d��Þ7��

e trabalharmoscom � �&,qd / � a convergênciaseŕa governadapelaraz̃ao� 7 f � � @ , sendoportantomuito maisrápida.

Emborao valor de
d

possa,por vezes,serescolhidoadequadamente,caso,por exemplo,haja

algumconhecimentosobrea distribuiçãodosvalorespróprios,é difı́cil estabelecerum processo

autoḿaticoparaasuaescolha,fazendo-seesta,porvezes,por tentativas.

Outroprocessosimplesdeaceleraraconvergênciaparao valorprópriodominante,usadopara

matrizesreaissimétricas,baseia-senautilizaçãodo quocientedeRayleighe podeserdescritodo

seguintemodo:1

Se
�

é real, simétrica,ent̃ao a basede vectorespróprios
L�� G½O referidana demonstrac¸ão do

Teorema3.1podeserescolhidacomoortonormada,i.e. satisfazendo� TG � z �*¼ G z ' (3.10)

Consideremoso vector J @ obtidonaiteraç̃ao È dométododapot̂enciae formemoso quocientede

Rayleighparaessevector, J T@ � J @J T@ J @ (3.11)

Ent̃ao,usando(3.5)eatendendoa (3.10),vemJ T@ � J @J T@ J @ � Ý �G A = H DG � D @ ÷ =GÝ �G A = H DG � D @G ��� = 9¿ä �e� �pD� = � D @ � ' (3.12)

Emgeral,o quocientedeRayleighcorrespondentea J @ daŕaumamelhoraproximac¸ãopara
� = do

quea fornecidapelométododapot̂encia.

Nota 3.4 Note-seque J T@ � J @J T@ J @ � J T@ 
J @ ÷ =J T@ J @
onde 
J @ ÷ = denotao vectorobtidonapróximaiteraç̃aodométododapot̂encia,antesdesernorma-

lizado.

Nota 3.5 Sobo pontode vista de aplicaç̃ao prática,o métododa pot̂enciatem algumascarac-

teŕısticasatraentese algumasdesvantagens.A suaprincipal vantageḿe a forma extremamente

simplesdarecurs̃ao(3.2). Porexemplo,paraefectuarmoso produto
� J @ apenasinterv̂emosele-

mentosnão-nulosde
�

; assim,estemétodoé especialmenteadequadoaocasoemque
�

é uma

matrizdispersa.

1O métodoé descritoparamatrizesreaissimétricas,mastemumageneralizac¸ãoóbvia paramatrizeshermitianas.
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A principal desvantagemé quea convergênciaé lentase
� = não for fortementedominante.

Embora,comovimos,a convergênciapossaseracelerada(por vezesdeformasignificativa) pelo

usodetranslac¸õesdeorigem,aescolhadosvaloresde
d

nãoseprestaacomputac¸ãoautoḿatica.

3.3 Deflaç̃ao

Suponhamosqueosvalorespróprios
� =i� �0D � '6'6' � � � damatriz

�
sãotaisque

\^� = \(¾&\^�0D<\(¾*'6'6'0¾\^� � \ � que
� = e

� = foramjá determinadose quesepretendeagoradeterminarosvalorespróprios�0D � '6'6' � � � (chamadosvaloresprópriossubdominantes)erespectivosvectorespróprios.É natural

perguntarseo conhecimentode
� = e

� = podeserusadoparagarantira convergênciado método

dapot̂enciaparaum vectorpróprio diferentede
� = , semriscodeseconvergir novamentepara

� = .
Chama-sedeflaç̃ao a qualquermétodoqueconsistaem,conhecidos

� = e
� = , determinar, a partir

de
�

, umamatriz � cujosvaloresprópriossejamessencialmenteos restantesvalorespróprios

da matriz original. Uma aplicaç̃ao repetidadesteprocessode deflaç̃ao permite-nosdeterminar

sequencialmenteosvaloresprópriosevectoresprópriossubdominantes.Existemváriosprocessos

dedeflaç̃ao,dosquais,osmaispopulares,sãobaseadosemtransformac¸õesdesemelhanc¸a.

Suponhamosent̃aoqueo valor próprio dominante
� = evectorpróprio associado

� = de
� = _Û��

foramcalculados.Seja² = umamatriznão-singulartal que² = � = � È ¯ =�� (3.13)

com È #�-%
. (A maneiracomoestamatriz ²»= podeserdeterminadafoi jádiscutidanaSecç̃ao2.2.)

Ent̃ao, ² = � =¹��² ;>== ²»=v� � = ��� =�² = � =6�
donde, ��² = � =�² ;>== � ¯ = ��� = ¯ = '
Podemosassimescrever ��D�� ²»= � =�² ;>== � �¡¡� � = � T

� � D
�6¢¢� �

onde � D é uma matriz de ordem �b� ,R7 � e
�

um vector de � ,R7
elementos.Como

�öD
tem

osmesmosvaloresprópriosque
� = , segue-sequeosvaloresprópriosde � D são

�0D � �0³ � '6'6' � � � .

Assim,podemostrabalharcom � D paraobtero próximovalorpróprio
�0D

ecorrespondentevector

próprio J D satisfazendo � D J D
���0D J D[' (3.14)

40



Resta-nosdeterminaro vectorpróprio
� D

de
� = associadoa

�pD
. Seja � D o vectorpróprio de

�öD
associadoa

�0D
. Ent̃ao, �¡¡� � = � T

� � D
�6¢¢� � D ��� D � D � (3.15)

e,usando(3.15)podemostomar

� D�� �¡¡� H
J D

�6¢¢� � (3.16)

com H um escalarsatisfazendo � � = ,2�pD �«H 9 � T J D �*%('
(3.17)

Finalmente,calculando� D , tem-se,comojá vimos,��D�� ² ;>== � D[' (3.18)

Continuandoesteprocesso,podemosobterosrestantesvaloresprópriose vectoresprópriossub-

dominantes.

Nota 3.6 Note-sequesucessivasdeflaç̃oesdar̃ao,no limite, umareduç̃aodesemelhanc¸a à forma

triangularsuperior.

3.4 Métododa potênciainverso

Osmétodosparadeterminaralgunsdosvaloresprópriosdominantes/subdominantesquedescre-

vemosat́e agoraconvergem, em geral, lentamente. Nestasecç̃ao descreveremosum método,

chamadométododa pot̂enciainverso, o qual,é um métododeconvergênciabastanterápida.

Seja
d

um escalar, diferentedequalquervalor próprio de
�

. Se� =6� �pD � '6'6' � � �
sãoosvaloresprópriosde

�
, ent̃ao 7� = ,wd � 7�0D ,wd � '6'6' � 7� � ,1d

sãoosvaloresprópriosde � �Á,�d / � ;>= . Seaplicarmoso métododapot̂enciaàmatriz � �.,�d�/ � ;>= ,
vamosobtero valor próprio demaiormódulodestamatriz,isto é,

7�{z ,wd onde
\^� z ,)d�\�á�\^� G ,
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d�\Û~ | #�o}�'
Poroutraspalavras,aplicandoo métododapot̂enciaà matriz � �*,1d / � ;>= , obter-se-́a o

valor próprio (e correspondentevectorpróprio) que,no planocomplexo, est́a maispróximo de
d
.

Note-seque,se � z � 7�<z ,1d � (3.19)

ent̃ao, � z � 7� z 9 d�'
(3.20)

Chama-semétododa pot̂encia inverso ao métodoque acab́amosde descrever, ou seja,ao

métododapot̂enciaaplicadoa umamatrizdo tipo � ��,)d�/ � ;>= . Assim,(cf. Eq.(3.2)),o método

dapot̂enciainversoédefinidopeloseguinteesquemaiterativo:J @ � 7@ @ � �-,�d / � ;>= J @ ;>= ~ È �R7 � � � � � '6'6' (3.21)

com J B #� % �
onde @ @ é a componentede maior módulo do vector � �M,�d / � ;>= J @ ;>= ' Paramaior eficiência,a

fórmulaiterativa (3.21)é reescritacomo� �-,wd / � 
J @ � J @ ;>= �J @ � 7@ @ 
J @ ~ È �R7 � � � � � '6'6' �
ACBBDBBE (3.22)

onde@ @ éacomponentedemaiormódulode 
J @ . (Recorde-sequeaquantidadedecálculoenvolvi-

danaresoluç̃aodeumsistemadeequac¸ões,ébastantemenordoqueaenvolvidanadeterminac¸ão

dainversadeumamatriz.)

Note-seque,aoaplicaro processoiterativo (3.22),teremosderesolver sucessivossistemasde

equac¸ões,osquaispossuemtodosa mesmamatrizde coeficientes,
�&,qd /

. Assim,um método

aconselh́avel paraa resoluç̃aodestessistemasseŕa utilizandoadecomposic¸ãoLU. 2

Poroutraspalavras,umavezefectuadaadecomposic¸ão�-,wd /��NM �
(3.23)

proceder-se-́a daseguinteforma:M � � J @ ;>= �� 
J @ � ���J @ � 7@ @ 
J @ ~ È �R7 � � � � � '6'6'�'
ACBBBBBBDBBBBBBE (3.24)

2Paragarantiadeestabilidade,a decomposic¸ãoLU deve serefectuadacomescolhaparcialdepivot. No entanto,e
por umaquest̃aodesimplicidade,descreveremoso métodoomitindotal escolha.
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Prova-sequea escolhado vectorinicial J B nãoé particularmenteimportante;veja,porexem-

plo, [GW73, pp 57,58].O procedimentousualé omitir o primeiropassoem(3.24)quandoÈ �R7
eobter 
J(= atravésdarelaç̃ao � 
J(= �*¯
onde

¯ T � � 7 � 7 � '6'6' � 7 � . (Isto é,evidentemente,equivalentea tomar J B �NM©¯
.)

A discuss̃ao queefectúamossobreo métododapot̂encia,mostraimediatamenteque,se
�

é

não-deficientee se
\^� z ,"d�\�á \^� G ,1d�\Û~ | #�*} � ent̃aoo métododapot̂enciainversoirá convergir

paraumvectorpróprioassociadoa
� z

(edando,tamb́em,comoéclaro,umaseqûenciadevalores

convergindopara
�<z

). Podeprovar-sequeestaconvergênciaé,emgeral,muito rápida,sobretudo

se
d

for umaaproximac¸ão razóavel parao valor próprio
� z

e seestevalor próprio for bastante

isoladodosrestantes.De facto,na prática,com
d7H � z

, é usualefectuarapenasum ou dois

passosdestemétodoparaobterumaboaaproximac¸ãoparao vectorpróprio associadoa
� z

.

Em resumo,podemosdizer queo métododa pot̂enciainversoé um dosprocessosmaispo-

derososdedeterminac¸ãodeum vectorpróprio associadoa um valor próprio do qual é conhecida

umaboaaproximac¸ão.

Nota 3.7 Embora
�-,)d /

sejaumamatrizmal condicionadaa respeitodainvers̃ao– bastanotar

quese
d

émuitopróximodovalorpróprio
�{z

ent̃ao
�Y,©d /

é O quaseO singular–podeprovar-seque

o métododapot̂enciainversoéum processoest́avel dedeterminac¸ãodovectorpróprio associado

a
� z

; comefeito,todasascomponentesdo vectorsoluç̃aode(3.22),emborapossivelmentemuito

poucocorrectas,têmerrosnamesmaproporç̃ao,ouseja,J @ é”quase”proporcionala
� z

, oquenão

afectaosresultadosfinais.Esteresultadopodeprovar-serigorosamenteconsiderandoaańalisede

errosparaa soluç̃aodeequac¸õeslinearespor eliminaç̃aoGaussiana;veja,por exemplo,[Wil65,

pp 620,621]e [?, pp226,227].

Nota 3.8 Uma aparentefraquezao método da pot̂encia inverso na determinac¸ão de vectores

próprios é que, se
� z

é um valor próprio múltiplo, determinar-se-́a apenasum vector próprio

correspondente.Contudo,consegue-segeralmentedeterminarosdiferentesvectoresprópriosas-

sociadosa
� z

, perturbandoligeiramente
� z

. Em alternativa,autilizaçãodediferentesescolhasdo

vectorinicial J B conduziŕa geralmenteavectorespróprioslinearmenteindependentes.
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Algoritmo 3.2 Métodode PotênciaInverso�
Cálculodo valor evectorpróprio dominantedeumamatriz

�
deordem� ,�

dadaumatranslaç̃ao
d�

Parâmetrosde entrada: matriz
�

, translac¸ão
d�

Parâmetrosde sáıda: valor evectorpróprio dominante
� @ e J @

função h J @ � � @ j =potinverso� � � d �È �-%
;���-�o,wd /

;h M � j =lu � � � ; �
funçãolu do MATLABJ B �NM ¯

;
� ¯:� � 7 æ6æ6æ 7 � õ

while criterio paragemfalsoÈ � È 9 7
;
J � resolve sistema� M � � �eJ @ ;>= � ;� @ � J{� C � ;

� \ J]� C ��\��-WYX[Z G \ 
J G \ ;J @ � 
J(f � @ ;
end� @ �R7 f � @ 9 d+~

fim funçãopotinverso

Nota 3.9 A funçãoresolve sistemadeve indicarasoluç̃aodosistema
M � 
J � J @ ;>= ou ¦ M � 
J �J @ ;>= , casoa decomposic¸ãoLU damatriz tenhasidoobtidacomescolhaparcialdepivot. (Neste

caso,a função lu do MATLAB deve serusadacom3 par̂ametrosdesáıda: h M � ¦ j � �P Ø� � � .)
3.5 Notase referênciasadicionaisl Métodosquegeneralizamo métododa pot̂enciaparacalcularváriosvectoresprópriossi-

multâneamente,foram introduzidospor [?] , sob os nomesde iteração em escadae de

bi-iteração . Wilkinson [Wil65] descreve uma variantedessesmétodosusandomatrizes

ortogonais.Paramatrizessimétricas,estavariantepodeseraceleradaporum processodes-

cobertoindependentementeporClint eJennings[?]),Stewart [Ste69] eRutishauser[?].l A iteraç̃aodoquocientedeRayleighesuasvariantesforamanalisadasexaustivamentenuma

sériedeartigosdaautoriadeOstrowski [?] .l Outrosprocessosdefazerdeflaç̃aosãodescritosem[Wil65] e [?] .l O métododa pot̂enciainversoé devido a Wielandt [?] . A implementac¸ão práticadeste

métodoé tratadaem[Wil65] eem[?] .
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3.6 Exerćıcios

1. Considereamatriz ��� �� , � 7 %7 , � , �% , � ñ �� '
a) Faça 5 iteraç̃oes do Métododa Pot̂encia,paraobterumaaproximac¸ão parao valor

próprio dominantede
�

.

b) Faça 2 iteraç̃oes do Métododa Pot̂encia,paraobterumaaproximac¸ão parao valor

próprio dominantede
� 9 ñ�/

.

c) Comentea rapidezdeconvergênciado métodonosdoiscasos.

(Useema)eb) comoaproximac¸ão inicial J B � � %ö%�7 � õ .)

2. Considereamatriz

�*�
�¡¡¡¡¡¡� 7 � =D =³=D ³RQ³ =¶=³ =¶ · =ò

�6¢¢¢¢¢¢� '
a) Faça 6 iteraç̃oesdo Métododa Pot̂enciaparaobter uma aproximac¸ão parao valor

própriodominanteerespectivo vectorpróprio,damatriz
�

, tomandocomoaproximac¸ão

inicial o vector
�w� � 7ö7ö7 � õ .

b) Comenteo resultadoobtidonaaĺıneaanterior.

(Poderecorrerà funçãoeig doMATLAB.)

c) Quepodedizerrelativamentèa rapidezdeconvergênciado MétododaPot̂enciaapli-

cadoàsmatrizes
� = �-�o,¿7 � /

e
� D �*�E,¿7��S/

?

3. SuponhaqueosvaloresprópriosdeumamatrizquadradaA, deordemn, est̃aoordenados

daseguintemaneira: \^� = \(¾�\^�0D \�¾�\^�p³<\ Ü æ6æ6æ Ü \^� � \
e queamatrizA temvectorespróprioslinearmenteindependentes

; = � ; D � æ6æ6æ � ; � .

a) Diga paraquevectorpróprio e valor próprio convergirá o métododapot̂enciasefôr

usadoo vectorinicial � B � H D ; D 9 H ³ ; ³ 9Eæ6æ6æ 9 H�� ; �
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b) Mostrequedadoumvectorx qualquer(
�w� Ý �G A = H G ; G ), o vector

� B � � �Ù,�� = / � �
est́a nascondiç̃oesreferidasema).

4. Sejam
� = áE�0D á æ6æ6æ áE� � osvaloresprópriosdeumamatriz

�
deordem� . Paracadaum

doscasosseguintes,descreva o comportamentodo Métododa Pot̂enciaaplicadoà matriz� �o,1d / � ;>= , onde:

a)
dw���0D

.

b)
dw� � � = 9 �pD �ef � .

c)
dw��� = , � � � ¾¿%

.

5. Considereamatriz �*� �� ñ � �� � %� % � �� '
a) Faça6 iteraç̃oesdoMétododaPot̂enciaparacalcularumaaproximac¸ãoparaumvalor

próprio e respectivo vectorpróprio damatriz
�

.

(Tomecomoaproximac¸ãoinicial o vector
�w� � ,87�7 % � õ .)

b) Justifiqueo comportamentodo métododapot̂encia,nestecaso.

(Poderecorrerà funçãoeig doMATLAB.)

c) Semrealizarqualqueriteraç̃ao,diga,justificando,paraquevalorprópriode
�

conver-

geo MétododaPot̂enciaInversoaplicadoàsmatrizes
� = �-�-,��S/

e
�öD��-�o, � /

.

6. Osvaloresprópriosdamatriz �-� �� 76% , � �, � � ,��� ,�� 7 ��
são(com4 casasdecimais)

� = �R7iñ�'Ó7iñ 	 �
,
�pD��R,��]' %SñTS�S

,
�0³��R7S'
� 	 � �

a) Use o Métododa Pot̂enciaparacalcular, com uma casadecimalcorrecta,o valor

próprio dominanteeo respectivo vectorpróprio.

b) Calculeo quocientedeRayleigh J õ@ � J @J õ@ J @
ondeJ @ é aaproximac¸ãoobtidaema)parao vectorprópriodominante.Compareeste

valor como valorde
� = . O queconclui?
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c) Seusaro métododapot̂enciacoma matriz � ��,o7S'
� 	 / � ;>= paraquevalor (e vector)

convergeo método?

d) Obtenhaadecomposic¸ão
M �

damatriz
�E,¿7S'
� 	 /

.

e) Faça duasiteraç̃oesdo Métododa Pot̂enciaInverso,usandoo vector inicial
��ø B ù �� %(' � � � %(' 	 ñ � %(' % � � õ . Indiqueaaproximac¸ãoobtidaparao valorpróprio deA.

7. Useo MétododaPot̂enciaInversoparadeterminarumaaproximac¸ão,com5 casasdecimais

correctas,parao valor próprio maispróximo de6, damatriz

�*� �� � � 7� � 77 7 7 �� '
Indiquetamb́emumaaproximac¸ãoparao vectorpróprio associadoaovalor próprio calcu-

lado.

8. Considereamatriz

�*� �� � � �76% � ñ� � 7 �� '
SuponhaqueA tem

� = �R7 7S' %
comovalorprópriodominante,comvectorpróprioassociado� = � � %('
� � 7S' % � %('USV� � õ . Determineos restantesvaloresprópriosde A, usandotécnicade

deflaç̃ao.
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4. Métodosde Transformação

No caṕıtulo anteriorforamdescritosalgoritmosquesedestinamacalcularumúnicovalorpróprio

e correspondentevector próprio de cadavez. Foi tamb́em explicado como, usandodeflaç̃ao,

podeŕıamosrepetiro processopor forma a obteros diversosvaloresprópriosde umamatriz
�

.

Nestecaṕıtulo ser̃aodescritosalgoritmoscujafinalidadeé o cálculodetodososvalorespróprios

de
�

deumasó vez. A basedestesalgoritmosseŕa o usodetransformac¸õesdesemelhanc¸a para

reduzira matriz inicial a umamatrizcuja formapermitafacilmenteo cálculodosseusvalorese

vectorespróprios.

4.1 MétododeJacobi

O chamadométododeJacobiclássicoqueintroduzimosnestasecç̃aoéaquidescritoapenaspara

matrizesreaissimétricas,podendo,no entanto,sergeneralizadofacilmenteparamatrizeshermi-

tianas.Sabemosjá que,se
�

é hermitiana,ent̃aoexisteumamatrizunitária ¦ tal que¦ � ¦ N �-¤ | C `�� � G � (4.1)

(vejaademonstrac¸ãodaPropriedadeP2.,p.9.Se
�

é realesimétrica,amatriz ¦ em(4.1)podeser

escolhidacomoreale,portanto,ortogonal.A ideiadométododeJacobiclássicoé tentarconstruir

a matriz ¦ usandosucessivas transformac¸õesde rotaç̃ao plana. (Relembrequeumamatriz ² G z
derotaç̃aoplanaé umamatrizortogonal.)Na realidade,o númeroderotaç̃oesplanasnecesśarias

paraa reduç̃aode
�

à formadiagonalé,emgeral,infinito. Na prática,o processopáraquandoos

elementosforadadiagonalforemnegligı́veiscomparadoscomosdadiagonal.A fórmulaiterativa

seguintepodeŕa descrever o

Métodode Jacobi Clássico:� @ ÷ = � ² @ � @ ² @ T ~ È �R7 � � � � � '6'6' �� = �-� �
A DE (4.2)
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com ² @W� ² ø @ ùG z ��å{� umamatrizderotaç̃aoplanaescolhidadeformaa anular C ø @ ùG z , onde C ø @ ùG z é o

elementonão-diagonaldemaiormódulodamatriz
� @ , i.e.\ C ø @ ùG z \��*WYX[ZX ÅA X \ C ø @ ùX+Y \Û'

Note-seque
� @ ÷ = temosmesmoselementosque

� @ exceptonaslinhas | e
}
, ondetemos:C ø @ ÷ = ùG � � C ø @ ÷ = ù� G � C ø @ ùG � ûiü�ý å 9 C ø @ ùz � ý ÒÓÔ å � #� |c� } �

C ø @ ÷ = ùz � � C ø @ ÷ = ù� z �R, C ø @ ùG � ý ÒÓÔ å 9 C ø @ ùz � ûiü�ý å � #� |�� } �
C ø @ ÷ = ùG¬G � C ø @ ùG×G ûiü�ý D å 9 � C ø @ ùG z ý ÒÓÔ å ûiü�ý å 9 C ø @ ùzQz ý Ò Ô D åp�C ø @ ÷ = ùzQz � C ø @ ùG×G ý Ò Ô D å ,.� C ø @ ùG z ý ÒÓÔ å ûiü�ý å 9 C ø @ ùzQz ûiü�ý D åp�C ø @ ÷ = ùG z � C ø @ ÷ = ùz G � C ø @ ùG z � ûiü�ý D å ,�ý Ò Ô D å]� 9 � C ø @ ùz½z , C ø @ ùG¬G � ý Ò Ô å ûiü�ý å '

ACBBBBBBBBBBBBBBBDBBBBBBBBBBBBBBBE
(4.3)

O ânguloderotaç̃ao å é escolhidodeformaaanular C ø @ ÷ = ùG z i.e. é tal queC ø @ ùG z � ûiü�ý D å ,�ý ÒÓÔ D å{� 9 � C ø @ ùz½z , C ø @ ùG×G � ý Ò Ô å ûiü�ý å �-% �
ou seja,tal que C ø @ ùG z ûiü�ý � å 9 � C ø @ ùz½z , C ø @ ùG¬G � ý ÒÓÔ å ûiü�ý å �-% �
ou ainda,tal que H _Û� 5 X Ô � � å]� � � C ø @ ùG zC ø @ ùG×G , C ø @ ùzQz '

(4.4)

O valorde å é sempreescolhidosatisfazendo,
ú f ñÇÆ å Æ$ú f ñ�' (4.5)

Se C ø @ ùG¬G � C ø @ ùz½z , escolhe-seå como mesmosinalde C ø @ ùG z , isto é, å � C ø @ ùG z\ C ø @ ùG z \ ú ñ . De (4.4),podemos

calcularosvaloresde
ý ÒÓÔ å e

ûiü�ý å , atravésdasfórmulasûiü�ý D å � 7� 9 7�Z6 H D 9 7 4 ý ÒÓÔ D å � 7� , 7�Z6 H D 9 7 �
obtendo-seent̃aode(4.3) oselementosC ø @ ÷ = ùX+Y . O usodefórmulasnumericamentemaisest́aveis

paraadeterminac¸ãodo ânguloderotaç̃ao å edosvaloresde C ø @ ÷ = ùX+Y é descritoporRutishauserem

[WR71] ; vejatamb́em[SB80, pp 343,344].

Convem salientarqueum elementoqueé reduzidoa zeronum passodo métodode Jacobi

é, em geral, tornadonão-nuloem passosseguintes,pelo queestemétodoé essencialmentede

caŕacteriterativo. Vamosmostrarqueestemétodoiterativo converge. Maisprecisamente,temos:
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Teorema4.1 A seqûenciade matrizes
L¹� @<O definidapelo métodode Jacobi clássicoconverge

para umamatrizdiagonal.

Dem: Designemospor � � � @ � asomadosquadradosdoselementosnão–diagonaisde
� @ i.e.,� � � @ � � ?X ÅA Y L C ø @ ùX[Y O D '

Vamoscomeçarpordemonstrarque
L � � � @ � O é umasucess̃aomońotonadecrescenteconvergente

parazero.Temosque C ø @ ÷ = ùX+Y � C ø @ ùX+Y ~Yd �cg #� |c� }�'
Al émdisso,L C ø @ ÷ = ùG � O D 9 L C ø @ ÷ = ùz � O D ��L C ø @ ùG � ûiü�ý å 9 C ø @ ùz � ý ÒÓÔ å O D 9 L<, C ø @ ùG � ý ÒÓÔ å 9 C ø @ ùz � ûiü�ý å O D��L C ø @ ùG � O D ûiü�ý D å 9 L C ø @ ùz � O D ûiü�ý D å� � L C ø @ ùG � O D 9 L C ø @ ùz � O D �i� ý ÒÓÔ D å 9 ûiü�ý D å{���L C ø @ ùG � O D 9 L C ø @ ùz � O D ~ � #� |c� }�'
Temosent̃ao,claramente� � � @ ÷ = � ,��{L C ø @ ÷ = ùG z O D � � � � @ � ,��{L C ø @ ùG z O D '
Mas,sendoo ânguloderotaç̃ao å escolhidopor formaque C ø @ ÷ = ùG z �-%

vem� � � @ ÷ = � � � � � @ � ,��{L C ø @ ùG z O D� � 7
, �{L C ø @ ùG z O DÝ\X ÅA Y L C ø @ ùX � Y O D ��� � � @ �� � 7
, �Ý\X ÅA Y L C ø @ ùX � Y O DL C ø @ ùG z O D ��� � � @ � '
Como

\ C ø @ ùG z \<�-WYX[Z X ÅA Y \ C ø @ ùX+Y \ , temosqueÝ\X ÅA Y L C ø @ ùX+Y O DL C ø @ ùG z O D Æ
n] elem.foradadiagonal � 7� � D , ���

i.e.,vem � � � @ ÷ = � Æ � 7
, �� D , � �e�
� � @ �Æ � 7
, �� D , � � @ � � � =´� '
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Mas,com � ¾E�
,
\×7
, �� D , � \]á�7

, dondeÐÓÒ W@�K É �
� � @ ÷ = � �-%('
Vemosassimqueoselementosnão-diagonaisdaseqûenciadematrizes

L¹� @{O tendemparazero.

Paraconcluirademonstrac¸ãoteŕıamosquemostrarque
L¹� @<O convergeparaumamatrizdiagonal

fixa, ou seja,que ÐÓÒ W@�K É \ C ø @ ÷ = ùG¬G , C ø @ ùG¬G \ �-%('
Tal resultadodemonstra-sefacilmente,usandoasrelaç̃oes(4.3),comalgumamanipulac¸ãotrigo-

nométricae sabendoque å é tal que
\ å \+Æ�ú f ñ ; veja,por exemplo,[GW73, p. 66] e [Wil65, p.

268].

No método de Jacobi clássico, o processo de procura do elemento

não-diagonalde maior módulo requer ^ � =D �b� D , �+� operac¸õesde comparac¸ão, enquantoa

rotaç̃aodeJacobipropriamentedita requer
ñ � multiplicaç̃oes.O trabalhoexigido no processode

procuraé assimbastantegrandecomparadocom o da própria transformac¸ão, sobretudopara �
elevado,peloqueseŕa prefeŕıvel seleccionaro elementoaanulardeumaformamaissimples.No

chamadométododeJacobićıclico especialnãoseefectuamquaisquercomparac¸ões,anulando-se

sucessivamenteos elementosnasposiç̃oes � 7 � � �v�¹� 7 � � �v� '6'6' �¹� 7 �e�+� ~ � � � � �v� '6'6' �¹� � �e�+� ~6'6'6'+~ �b� ,7 �e�+� , voltando-senovamentoaoelemento� 7 � � � etc. Forsythee Henrici [FH61] mostraramque

tamb́emestavers̃aodométododeJacobiconvergeparaumamatrizdiagonal,masademonstrac¸ão

desteresultadóebastantemenossimplesqueado Terorema4.1.

Noutravariantedo métodode Jacobi,a quepoderemoschamarmétodode Jacobi do limiar

(em Inglês, ”thresholdJacobimethod”),efectua-seumaprocuralimitada do elementoa anular.

Maisprecisamentéeestabelecidoumvalor limiar eefectua-seumaprocuraat́equesejaencontra-

doumelementodemódulosuperioraolimiar. Esteelementóeent̃aoanuladoeoprocessorepetido

at́e quetodososelementosnão-diagonaissejaminferioresaolimiar. Como � � � @ �©� %
segue-se

queo ńıvel do limiar teŕa de serreduzidoà medidaqueo algoritmoprossegue. Eventualmente

seŕa exigido um limiar próximo do menornúmerorepresent́avel no computador, considerando-se

ent̃aoqueseobteve convergência.

Podemostrar-seque,seos valoresprópriosde
�

são simples,a convergênciaparaa forma

diagonalda seqûenciade matrizesobtidaspor aplicaç̃ao de qualquerdasvers̃oesdo métodode

Jacobié quadŕatica,no sentidoemque� � � @ ÷`_ � Æ ��� � � @ � D � (4.6)

51



onde � é umaconstantequedependedaseparac¸ãodosvaloresprópriose daordem � damatriz�
e onde ^ � =D �b� D , �+� ; veja [Sch61] e [Sch64]. Um resultadosemelhantea (4.6) é tamb́em

estabelecidoem[Sch61] , mesmoquandoosvaloresprópriosde
�

sãoduplos.

Aplicandoo métodode Jacobi,vamosobterumamatriz que,dentrode umacertaprecis̃ao,

tomamoscomodiagonal.Assim,temos� @ �7a @ �=a T@ H £ � (4.7)

onde

£
é umamatrizdiagonale

a @ � ² @ ² @ ;>= '6'6' ² = é umamatrizortogonal.Segue-sede(4.7)

queos elementosdiagonaisde
� @ são aproximac¸õesparaos valorespróprios

� z
de

�
e queas

colunasde
a @ sãoaproximac¸õesparaoscorrespondentesvectoresprópriosortonormados.Assim,

no métodode Jacobi,umabaseortonormadade vectoresprópriosé calculadasimultaneamente

comosvalorespróprios,sendoestaumadasraz̃oesquepoder̃ao influir naescolhadautilização

destemétodo. Apesarde existirem métodosmaiseficientesde cálculo dosvaloresprópriosde

umamatriz,o métododeJacobíeaindabastantepopulardevido àsuasimplicidade,facilidadede

implementac¸ãoeestabilidadenumérica.

4.2 Determinação de valores pr óprios de matrizes tridiagonais
– métododa seqûenciade Sturm

ComovimosnaSecç̃ao2.3,osmétodosdeGivensedeHouseholdersãousadosparareduziruma

matriz real simétrica(ou umamatriz hermitiana)à forma tridiagonalsimétrica. Vejamosagora

comoresolver o problemadadeterminac¸ãodosvaloresprópriosdeumamatrizdestaforma.

O métodoquedescrevemosnestasecç̃aodestina-sea obterinformaç̃aoàcercada localizaç̃ao

de um ou algunsvaloresprópriosde
�

(tridiagonal,simétrica, real) podendo,no entanto,esta

técnicaserutilizadaparacalcularumaaproximac¸ão paraqualquervalor próprio particular. Se

estivermosinteressadosno cálculodetodososvaloresprópriosde
�

e correspondentesvectores

própriosestanão seŕa a forma maiseficienteparaa suadeterminac¸ão. Um algoritmoespecial-

menteindicadoparaessecasoseŕa discutidoposteriormente.

Sejaent̃ao
�

umamatrizreal,simétricae tridiagonal,
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�*�
�¡¡¡¡¡¡¡¡� C =�L DL D C D L ³ '6'6'Lv�<;>= C �{;>=�Lv�L � C �

�6¢¢¢¢¢¢¢¢� (4.8)

Podemosassumirque
�

é irredut́ıvel i.e., que L G #� %(~ | � � � '6'6' � . Com efeito, se , para

algum | , L G �*%
, ent̃ao

3p465 � �o,Á�p/ � poder-se-iaexprimir comoprodutodedoisdeterminantesde

matrizestridiagonaisdemenoresdimens̃oes,e osresultadosaplicar-se-iamacadaum deles.

Seja d G � � � � 3p465 � � G ,.�0/ G � ~ | ��7 � � � '6'6' �e���
onde

� G é asubmatrizprincipalde
�

formadapelassuasprimeiras| linhase | colunas,i.e.

� G �
�¡¡¡¡¡¡¡¡� C = ,.� L DL D C D ,2� L ³ '6'6'L G ;>= C G ;>= ,.� L GL G C G ,.�

�6¢¢¢¢¢¢¢¢� '
(4.9)

Temosent̃ao, d =¹� � � � C = ,.�d D � � � � � C D ,.� �i� C = ,.� � , L DD �
e,emgeral,expandindo

d G � � � aolongodasuaúltimacoluna,d G � � � � � C G ,.� � d G ;>=¹� � � , L DG d G ; D � � � ~ | � � � '6'6' �e� '
Definindo

d B � � � _Û��7
, obtemosassima seguinterelaç̃aoderecorr̂encia:

d B � � � �R7 �d =¹� � � � C = ,.� �d G � � � � � C G ,.� � d G ;>=µ� � � , L DG d G ; D � � � ~ | �*� � '6'6' �e� '
ACBBBBDBBBBE (4.10)
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Definição 4.1 Seja
Led B � d =�� '6'6' � d � O umaseqûenciafinita de polinómiosreais. Estaseqûencia

diz-seumaseqûenciadeSturmnum intervalo � C �bL6� (ondeC ou L podemserinfinitos)severificar

asseguintescondiç̃oes:l d B � � � não seanulaem � C �bL6� .l Se
d G �Pc<� �-%(~ 78Æ | Æ � ,¿7 � C Æ c Æ L , ent̃aod G ;>=¹�Pc<� d GÓ÷ =µ�Pc<� á¿%('

Lema 4.1 A seqûenciade polinómiosdefinidapor � ñ�'Ó76% � (onde L G #� %(~ | � � � '6'6' �e� ) é uma

seqûenciadeSturm.

Dem: Darelaç̃aoderecorr̂encia,vemd GÓ÷ =�� � � � � C GÓ÷ = ,.� � d G � � � , L DGÓ÷ = d G ;>=¹� � � ~ | �R7 � '6'6' �e� ,¿7 �
onde

d B � � � �R7 � d =µ� � � � C = ,2�
e L GÓ÷ = #�-%('

Ent̃ao,se
d G �Pc<� �-%

, temosd GÓ÷ =¹�Pc<� �R, L DGÓ÷ = d G ;>=¹�Pc��v�
ou seja, d GÓ÷ =¹�Pc�� d G ;>=µ�Pc<� ÆÙ%('

(4.11)

Umavezque L DGÓ÷ = ¾¿%
, a igualdadeem(4.11)só podeocorrersed GÓ÷ =¹�Pc�� �.d G ;>=¹�Pc��i� �Ád G �Pc��e� �-%('

Mas,nessecaso,ter-se-́a necessariamente,por causadarelaç̃aoderecorr̂encia,d G ; D �Pc<� �.d G ; ³ �Pc<� �M'6'6'��.d B �Pc<� �-% �
o quecontradizo factode

d B � � � � 7S'
Conclus̃ao: d Gÿ÷ =¹�Pc<� d G ;>=µ�Pc<� á¿%('

x
Lema 4.2 Os zeros do polinómio

d GÓ÷ = são distintose estritamenteseparados peloszeros ded G ~ | �R7 � '6'6' �e� ,¿7S'
(Nota: Oszerosde

d G ~ | �R7 � � � '6'6' �e� , são reais.)
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Dem: (Porinduç̃aosobre| )7 ] ) Facilmenteseverificaqueo zerode
d = separaosdoiszerosde

d D
, ou seja,queasréızes cS=

e c D de
d D

sãotaisque cS= á C = e c D ¾ C = .� ] ) Assumamos,porhipótesedeinduç̃ao,queoszerosde
d G sãodistintoseestritamentesepara-

dospeloszerosde
d G ;>= �b| Ü � � . Ent̃ao,

d G ;>= mudadesinalentredoiszerosconsecutivos de
d G .

Mas,emcadazero c de
d G , d G ;>=¹�Pc<� d GÓ÷ =µ�Pc�� á¿% � logo

d Gÿ÷ = tamb́emmudadesinalentrecadadois

zerosadjacentesde
d G , ou seja,

d GÓ÷ = tem �b| ,Ù7 � zeroscolocadosestritamenteentreos | zerosded G . Mas, ÐÓÒ W� K ; É d GÓ÷ =¹� � � � ÐÓÒ W� K ; É d G ;>=¹� � �
e ÐÓÒ W� K ÷ É d GÓ÷ =¹� � � � ÐÓÒ W� K ÷ É d G ;>=¹� � � '

(Note-seque
d G � � � � � ,�� � G 9 pol. degrau �b| ,¿7 � em

�
.) Logo,para

�
suficientementepequeno

ou
�

suficientementegrande,
d G ;>=¹� � � e

d GÓ÷ =¹� � � têmo mesmosinal,o quesignificaque
d Gÿ÷ = muda

desinal(i.e., temum zero)à esquerdado menorzerode
d G e temum zeroà direitado maiorzero

de
d G . Como

d GÓ÷ = tem �b| 9 7 � zeros,conclui-sequeos | zerosde
d G separamestritamenteos | 9 7

zerosde
d GÓ÷ = ' x

Comoconseqûenciaimediatado lemaanterior, obtemoso seguinte

Corolário 4.1 Os valorespróprios de
�

(i.e., os zeros de
d � � � �e� são distintose, portanto,

�
é

umamatriznão-deficiente.

Combasenoslemasanteriores,podemosagorademonstraro seguinte

Teorema4.2(Propriedadeda seqûenciade Sturm) Dado
�
, seja dþ� � � o número demudanc¸as

de sinal na seqûencia nuḿerica
Led B � � �v� d =[� � �v� '6'6'kd ��� � � O onde, se

d G � � � ��% � o seusinal é

definidocomocontŕario ao de
d G ;>=µ� � � . Então, dþ� � � é igual ao número devaloresprópriosde

�
no intervalo � , F-� � j '
Dem: Considere-seo comportamentode dþ� � � quando

�
varia.

(i) Para
�

suficientementepequeno,
d G � � � H � , � � G ¾¿% � À | , ouseja,dþ� � � �-%('

Comoospolinómios
d B � d =6� '6'6' � d � sãofunçõescont́ınuas,segue-seque dþ� � � só podemudar

empontos
�

quesejamzerosdealgumpolinómio
d G .
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(ii) Vejamosprimeiramenteque d�� � � permanececonstanteemcadazerode
d G ~ | �R7 � � � '6'6' �e� ,7 _

Seja c tal que,paraum certo |c� 7�Æ | Æ � ,-7
, setem

d G �Pc�� � %('
Comooszerosde

d G são

estritamenteseparadospeloszerosde
d G ;>= e Ð Ò W ß K ; É °6`<�u� d G � � �e� � ÐÓÒ W ß K ; É °�`<�u� d G ;>=µ� � �e�

facilmenteseconcluique °�`<�u� d G ;>=¹�Pc ,�n �e� � °�`<�u� d G �Pc ,�n �e�v�
para

n"¾¿% � suficientementepequeno.Al émdisso,atendendoaque
d G ;>=µ�Pc<� d GÓ÷ =¹�Pc<� á¿%

, segue-se,

porcontinuidadequenasvizinhançasde c ossinaisdospolinómios
d G ;>=i� d G e

d GÓ÷ = secomportar̃ao

comoseilustranumadasduastabelasseguintes:c ,.n c c 9 n| ,$7 , , ,| , % 9| 9 7 9 9 9
c ,�n c c 9 n| ,¿7 9 9 9| 9 % ,| 9 7 , , ,

Em ambososcasos,tem-sedþ�Pc ,$n � � dþ�Pc<� � dþ�Pc 9 n � , logo o númerodemudanc¸asdesinal

permanececonstante.

(iii) Resta-nosmostrarque d�� � � aumentadeumaunidadesempreque
�

”passa”por um zeroded � , ou seja,porum valorpróprio de
�

:

Sejaent̃ao c umzerode
d � ' Nestecaso,facilmenteseverificaque,navizinhançade c existem

apenasduaspossibilidadesparaaseqûenciadesinais,ilustradasnastabelasseguintes:c ,.n c c 9 n� ,$7 9 9 9� 9 % ,
c ,�n c c 9 n� ,¿7 , , ,� , % 9

Em ambososcasosdþ�Pc<� aumentadeumaunidade,o quecompletaademonstrac¸ão. x
Umaprocurasisteḿatica,usandoo Teorema4.2paradiversosvaloresde

�
, permite-nosloca-

lizar intervaloscontendocadaum dosvaloresprópriosde
�

. Comefeito,sedþ� C � � È 4 dþ�:L6� � È 9 7 �.� C á L6�v�
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ent̃aoexisteumeumsó valorprópriode
�

nointervalo � C �bL�j . Depoisdeencontradoumintervalo

contendoexactamenteum valor próprio de
�

, o métododa bissecc¸ão de intervalos, juntamen-

te com a propriedadeda seqûenciade Sturm,permite-nosobterumaestimativa paraessevalor

próprio. Maisprecisamente,se dþ� C � � È e dþ�:L6� � È 9 7
, sejat � 7� � C 9 L6� '

Ent̃ao, dþ�bt+� � È ou d��bt+� � È 9 7
. Se dþ�bt+� � È o valor próprio

� @ ÷ = pertenceaointevalo �:d��bLcj ~
casocontŕario,

� @ ÷ = pertenceaointerval � C �et�j . Esteprocessopodeserrepetidoparadeterminar

um intervalo deamplitudemuitopequenano qualseencontreo valorpróprio
� @ ÷ = de

�
, ou seja,

paraobterumaaproximac¸ãopara
� @ ÷ = .

Comaritméticaexacta,o métodoacimareferidopoderiaserusadoparadeterminarqualquer

valor próprio de
�

coma precis̃ao desejada.Na prática,tal comosabemos,oserrosdearredon-

damentolimitam a precis̃ao obtida. Contudo,podeprovar-sequeesteé um processoexcepcio-

nalmenteest́avel, mesmoquandoosvaloresprópriosde
�

sãobastantepróximosunsdosoutros;

veja,porexemplo,[Wil65, pp303-306].

Terminamosestasecç̃ao referindoquea determinac¸ão dosvectoresprópriosassociadosaos

valoresprópriosobtidospodeŕa serfeitausandoo métododapot̂enciainverso,descritonaSecç̃ao

3.4.A decomposic¸ão
M �

de
�Y,8�0/

seŕabastanteeficientesetirarmospartidodaformatridiagonal

dessamatriz.

4.3 MétodoQR Básico

A maioria dos algoritmosexistenteshoje em dia, para a resoluç̃ao de problemasde valores

própriosdeumamatriz
�

, passapeladeterminac¸ãodafactorizac¸ãodeSchurde
�

. A decomposic¸ão

deSchurde
�

, ���7e ª e N �
onde

e
éumamatrizunitáriae ª éumamatriztriangularsuperior, podeserobtidatransformando�

, atravésdeumaseqûenciadetransformac¸õesdesemelhanc¸aunitárias� , � e Nz � e z �
demodoque e Nz æ6æ6æ e ND e N =f gih je N �ke = e D æ6æ6æ e zf gih je �
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convergeparaumamatriztriangularinferior ª , quando
} �JF .

A obtenç̃ao destadecomposic¸ão é geralmentedividida em duasfases.Na primeirafase,no

casoda matriz
�

sernão hermitiana,um métododirecto é aplicadoparaproduzirumamatriz

Hessenberg l . Nasegundafaseéusadoummétodoiterativo paragerarumaseqûencia“infinita”

de matrizesHessenberg queconverge paraa forma triangular. (Relembreque todo o processo

paraobtenç̃ao dosvaloresprópriosde umamatriz tem queser iterativo). Esquematicamente,o

processopodeserdescritodoseguintemodo:�¡¡¡¡� x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

�6¢¢¢¢�
Fase1,�,�,0,�, �

�¡¡¡¡� x x x x x
x x x x x

x x x x
x x x

x x

�6¢¢¢¢�
Fase2,�,�,p,�, �

�¡¡¡¡� x x x x x
x x x x

x x x
x x

x

�6¢¢¢¢�
�r#�o� N l ª

Se
�

é umamatrizdeordem � , a reduç̃aode
�

à formaHessenberg daFase1 requer� �b� ³ �
flops. Em geral,o métodoiterativo da Fase2, converge (com a precis̃ao da máquina)em � �b�+�
iteraç̃oes.Comocadaiteraç̃aoenvolve � �b� D � flops,o esforço computacionaltotal seŕa de � �b� ³ �
flops. Estesvaloresexplicam a import̂anciada Fase1. Semestafasepreliminar, cadaiteraç̃ao

daFase2 envolveriaa matriz toda,requerendoassim� �b� ³ � flopso queconduziriaa um esforço

total de,pelomenos,� �b� ¶ � flops.

Seamatriz
�

for hermitiana,ent̃aoamatriz
e Nz æ6æ6æ e ND e N = �me = e8D æ6æ6æ e z tamb́eméhermitia-

na.No limite, amatrizqueseobt́emésimultaneamentetriangularehermitiana,ousejaédiagonal.

Nestecaso,naFase1 amatrizinterḿediaéagoraumamatrizhermitianacomaformaHessenberg,

isto é, é umamatriz tridiagonal. Tal comofoi referidoanteriormente,a matriz queseobt́em na

Fase2 é umamatriz triangularhermitiana,ou sejaé umamatriz diagonal. Esquematicamente,

temosagora:�¡¡¡¡� x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

�6¢¢¢¢�
Fase1,�,�,0,�, �

�¡¡¡¡� x x
x x x

x x x
x x x

x x

�6¢¢¢¢�
Fase2,�,�,p,�, �

�¡¡¡¡� x
x

x
x

x

�6¢¢¢¢�
���o� N ª £
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Nestasecç̃ao descrevemosum algoritmo,conhecidocomométodoQR e queconsistenuma

seqûenciade transformac¸õesdesemelhanc¸a aplicadasa umamatriz
� = � �

que,no limite, re-

duzemestamatriz à formatriangularsuperiorou diagonal.Na prática,podemosassumirque
� =

é já umamatriz tridiagonalou Hessenberg superior, formasàsquais,comojá vimos, é sempre

posśıvel reduzirumamatrizdadainicialmente.O algoritmoQR,desenvolvido em1961porFran-

cis [Fra62] epor [Kub61] independentemente,baseia-senousodetransformac¸õesdesemelhanc¸a

unitárias. Em muitos aspectos,esteé provavelmenteum dos processosmais eficientesparaa

resoluç̃aodo problemadadeterminac¸ãodosvaloresprópriosevectoresprópriosdeumamatriz.

Dadaumamatrizarbitŕaria
�R� 	�� , existesempreumamatrizunitária

e N tal quee N ��� ²�� (4.12)

com ² triangularsuperior. Tal matriz
e N podeserconstrúıdadeformaest́avel comoprodutode

matrizesde rotaç̃ao planaou de matrizeshermitianaselementares— reveja, a esteproṕosito, a

Secç̃ao2.2,ondeédiscutidaautilizaçãodematrizesdessetipo paraareduç̃aoà forma �IÈ % '6'6'v% � T
deum vector C � � C = C DØ'6'6' C �(� T . Isto significaquequalquermatrizadmiteumadecomposic¸ão

naforma �*�7e ²�� (4.13)

com
e

unitáriae ² triangularsuperior. Facilmenteseprova tamb́emque,se
�

é não-singulare² tiver elementosdiagonaispositivos, ent̃ao a decomposic¸ão (4.13) é única;veja,por exemplo,

[Wil65, pp241esegs]. Al émdisso,se
�

é real,
e

e ² sãotamb́emmatrizesreais.

O métodoQR é baseadona decomposic¸ão QR de umamatriz. Suponhamosque
� = � �

e

consideremosadecomposic¸ãode
� = naforma� = �7e =c² =��

onde
e = é umamatrizunitáriae ² = é umamatriztriangularsuperior. Seja� D � ² = e = �

i.e.,
��D

é obtidainvertendoaordemdasmatrizes
e = e ²»= . Ent̃ao,� D �7e ;>== e = ² = e =�7e N = � = e = �

ouseja,
�öD

é unitariamentesemelhantea
� = . Aplicandoestaestrat́egiaiterativamente,obtemoso

seguintealgoritmo,queconstituio chamadoMétodoQRbásico:

59



MétodoQR básico: � = � � �e @ ² @ �-� @� @ ÷ = � ² @ e @ A DE È �R7 � � � '6'6' �
ACBBBBDBBBBE (4.14)

onde
e @ ² @ é adecomposic¸ãoQR de

� @ , ouseja,
e @ é unitáriae ² @ é triangularsuperiorde

elementosdiagonaisreaispositivos.

Facilmenteseverificaqueo métodoQR é um métodoenvolvendosucessivastransformac¸ões

desemelhanc¸a. Maisprecisamente,tem-se

Lema 4.3 Seja
L¹� @{O a seqûenciadematrizesdefinidapor (4.14).Então:

(i)
� @ ÷ = � � e = '6'6'ne @ � N � = � e = '6'6'ne @ � '

(ii) Sendoo @ _Û�pe = '6'6'ne @ e q @ _Û� ² @ '6'6' ² = , tem-se� @ � o @ q @ '
Dem: Ao cuidadodosalunos. x
As condiç̃oesdeconvergênciadométodoQR sãoapresentadasno teoremaseguinte.

Teorema4.3 Seja
� = _Û�-�M� 	�� umamatrizqueverificaasseguintescondiç̃oes:

1. Osvalorespróprios
� G de

�
têmmódulosdistintos,\^� = \]¾�\^�pD<\]¾�'6'6' ¾�\^� � \Û'

2. A matriz ô _Û� � ;>= onde

�
é a matrizcujascolunassãoosvectoresprópriosde

�
admite

umadecomposic¸ão LU ô �NMsr � r
'
Então, as matrizes

� @ � e @ � � @ do método(4.14) têm as seguintespropriedadesde con-

vergência:
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Existemmatrizesdiagonais

£ @ �*¤ | C `�� ¤ ø @ ù= � ¤ ø @ ùD � '6'6' � ¤ ø @ ù� � cujoselementos
¤ ø @ ùG têmmódulo

1 e taisque Ð Ò W@�K É £ N@ ;>= e @ £ @ �-/ � (4.15)

e Ð Ò W@�K É £ N@ ;>= ² @ £ @ � ÐÓÒ W@�K É £ N@ ;>= � @ £ @ ;>= � �¡� � = . '6'6' .�pD '6'6' .
. . .

� �
�6¢� '

(4.16)

Emparticular, ÐÓÒ W@�K É C ø @ ùz½z ��� z � }��R7 � '6'6' �e� ' (4.17)

Dem.Veja,porexemplo,[Wil65, pp 517esegs]. x
O tipo deconvergênciaexpressopor(4.15)e(4.16)acimacostumareferir-seporconvergência

essencial, isto é, convergênciaa menosdo produtopor certoselementosdemódulo1. Assim,o

métodoQR, sob as condiç̃oesdo teoremaanterior, converge essencialmenteparauma matriz

triangularcomosvaloresprópriosde
�

dispostosporordemdecrescentedegrandezaaolongoda

diagonal.

Nota 4.1 A convergênciaparaa forma triangularé assegurada,mesmoque ô não admitauma

decomposic¸ãoLU. A existênciade
Mtr

e
� r

garanteapenasqueosvaloresprópriosde
�

apare-

cemaolongodadiagonalporordemdecrescentedegrandeza.

Nota 4.2 A convergênciade
� @ paraa formatriangularé linear, sendotantomaisrápidaquanto

menoresforemasraz̃oes
\^� G f �{z{\ �u| ¾Ù} � i.e., quantomaior for a separac¸ãodosvalorespróprios.

Mais concretamente,prova-seque, sendo
� @ � � C ø @ ùG z � setem

C ø @ ùG z � � �e� \ � G� z \ � @ �v��ÈÇ�JFo�)| ¾.}�~
(4.18)

Nota 4.3 Facilmentese prova que o métodoQR preserva a forma Hessenberg superior. Co-

mo o métodopreserva tamb́ema simetria,umavezqueenvolve transformnac¸õesdesemelhanc¸a

unitárias,segue-seque,se
�

é simétrica tridiagonal,o métodoQR preservaŕa essaforma. As-

sim,ecomo objectivo dereduziro númerodeoperac¸õespor iteraç̃ao,deveŕasemprereduzir-sea

matriz inicial à formaHessenberg superior, ou, casosejaposśıvel, à formatridiagonalsimétrica.

Tal estrat́egiareduz,tal comofoi referidoanteriormente,o númerodeoperac¸õespor iteraç̃aode� �b� ³ � para � �b� D � .
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4.4 MétodoQR comtranslação deorigem

A convergênciaparazerodoselementosabaixodadiagonalpodesermelhoradasignificativamen-

te comintroduç̃aono algoritmodetranslac¸õesdeorigem;revejaa Secç̃ao3.2. Suponhamosque

a matriz
� = e, consequentementetodasasmatrizes

� @ , têma formaHessenberg superiore con-

sideremosa aplicaç̃ao do métodoQR paraa matriz 
� = �Ï� = ,�d /
. Admitindo queos valores

própriosde
� = sãotaisque \^� = ,wd�\(¾�'6'6'0¾�\^� � ,wd�\ �

ent̃aoaconvergênciadoúnicoelementonão-nulo 
C ø @ ù�{� �<;>= naúltimalinhade 
� @ parazerocomportar-

se-́a como � � � ,wd� �{;>= ,wd � @ '
Se

d
é uma boa aproximac¸ão para

� � , por forma que
\^� � ,2d�\8á»á \^� �{;>= ,2d�\

, ent̃ao a

convergênciade 
C ø @ ù�<� �{;>= parazeroseŕa bastanterápida.

Assim,aconvergênciadométodopodeseracelerada,seincorporarmosnoalgoritmotranslac¸ões

deorigemadequadas,i.e. seo métodoQR básicofor substitúıdo pelasuaseguinteextens̃ao,co-

nhecidacomoMétodoQRcomtranslaç̃aodeorigem.

MétodoQR comtranslação de origem:� = � � �� @ ,wd @ /��pe @ ² @� @ ÷ = � ² @ e @ 9 d @ / A DE È �R7 � � � '6'6'+'
ACBBBBDBBBBE (4.19)

Note-seque � @ ÷ = �7e ;>=@ e @ ² @ e @ 9 d @ /�7e N@ � � @ ,wd @ / � e @ 9 d @ /�7e N@ � @ e @ ,wd @ / 9 d @ /�7e N@ � @ e @ �
ou seja,que

� @ ÷ = seobt́emaindade
� @ porumatransformac¸ãodesemelhanc¸aunitária.
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Surge agora a quest̃ao de saber como determinar as translac¸õesd @ HM� � . Comecemospor suporquea matriz
�

é tridiagonalsimétrica,peloqueosseusvalores

própriossão todosreais. Seos valoresprópriosde
�

têm módulosdistintos,ent̃ao é deesperar

que C ø @ ù�{� �<;>= e C ø @ ù�{� � tendamparazeroe
� � , respectivamente.É assimnaturaltomar

d @ � C ø @ ù�{� � desde

que C ø @ ù�<� �{;>= seja”pequeno”ou C ø @ ù�<� � mostresinaisdeconvergência,porexemplo,desdeque\×7 , C ø @ ;>= ù�{� �C ø @ ù�{� � \(ÆÙâ
á&7S'
Nota 4.4 Em[TB97], mostra-sequeestaescolhadatranslac¸ãodeorigemest́a implicitamentere-

lacionadacomo quocientedeRayleighcorrespondenteaovectorpróprioaproximadopelaúltima

colunade
e @ . Porestaraz̃ao,estatranslac¸ãoé conhecidacomotranslaç̃ao do quocientedeRay-

leigh.

O métodoQR comtranslac¸ãodeorigemdoquocientedeRayleightem,sobcertascondiç̃oes,

convergêncialocalmentecúbica;veja[Wil65, p.548].No entanto,aconvergêncianãoest́a garan-

tidaemtodasassituaç̃oes(vejaExerćıcio 10).

Outraescolhaposśıvel datranslac¸ãoé definidado seguintemodo.Seja � @ a submatriz
� � �

contidanocantoinferior direitode
� @ i.e.� @ _Û�vu C ø @ ù�<;>=e� �{;>= C ø @ ù�<;>=e� �C ø @ ù�<� �{;>= C ø @ ù�<� � w '

A translaç̃aodeWilkinsonédefinidacomosendoo valorprópriode � @ maispróximode C ø @ ù�{� � .
(Note-sequeestamatrizésimétrica,umavezque

� @ é tridiagonalsimétrica).No casodeosdois

valoresprópriosde � @ estarema igual dist̂anciade C ø @ ù�{� � , escolhe-seum deles(arbitrariamente)

paradefinira translac¸ão.

O métodoQR com translac¸ão de Wilkinson tem tamb́em, em geral, convergência cúbica.

Al ém disso,podeprovar-seque,no pior doscasos,essaconvergênciaé quadŕatica. Assimsen-

do, conclui-sequeo métodoQR com translac¸ão de Wilkinson converge sempre(em aritmética

exacta).

Se
�

é real, mastem valorespróprioscomplexos conjugados,i.e. se
� �<;>= � � � , ent̃ao é

evidenteque C ø @ ù�{� � , nãosendoumaaproximac¸ãopara
� � , nãoseŕaumaboaescolhapara

d @ . Neste

caso,determinam-seos valoresprópriosda submatriz� @ , definidaanteriormentee efectuam-se

duastranslac¸õesdeorigemcomessesvalorespróprios.
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Paramaispormenoressobreo modocomopodemserescolhidososvaloresde
d @ , por forma

a acelerara convergênciado métodoQR,veja,[Wil65, pp 507-509,513]. Podemosresumiraqui

asconclus̃oesdeWilkinson [Wil65] :

1. Se
�

é real e temvaloresprópriosreais, ent̃ao:

(a) Em cadapassoÈ toma-se
d @ _Û� C ø @ ù�<� � �

ou

(b) Determinam-seosvaloresprópriosdasubmatriz� @ e:l seelesforemreais,toma-separa
d @ o maispróximo de C ø @ ù�<� � .l seelesforemcomplexosconjugados, @ 8 | ; @ , digamos,toma-se

d @ �  @ .
2. Se

�
é complexa, determinam-seos valorespróprios de � @ e toma-separa

d @ o mais

próximo de C ø @ ù�{� � .
3. Se

�
é real, mascom posśıveis valores próprios complexos, determinam-seos valores

própriosde � @ e utilizam-seduastranslac¸õesdeorigemcomessesvalorespróprios(reais

ou complexosconjugados).

DEFLAÇ ÃO

Com translac¸õesde origem adequadas,ter-se-́a C ø @ ù�{; D � �{;>= C ø @ ù�{� �<;>= � %
rapidamentequandoÈm�GF . QuandoC ø @ ù�{� �{;>= for negligı́vel, dentrodaprecis̃aocomqueestamosa trabalhar, podemos

tomá-lo comozero,sendonessecaso C ø @ ù�{� � tomadocomoum valor próprio de
�

. Os restantes

valoresprópriosde
�

sãoent̃aoosvaloresprópriosdasubmatrizprincipalcontidanasprimeiras�b� ,)7 � linhase �b� ,)7 � colunas,peloquepoderemosagoraprosseguir comaaplicaç̃aodométodoM ² paraessamatriz de ordeminferior à inicial. Continuandodestaforma, podemosencontrar

os valorespróprios de
�

, um a um, trabalhandocom matrizesde ordemcadavez menor. SeC ø @ ù�<;>=e� �{; D for negligı́vel e C ø @ ù�{� �<;>= significativo, podemosdeterminaros dois valoresprópriosda

matriz � @ , condideŕa-loscomovaloresprópriosde
�

e fazerdeflaç̃ao omitindoasduasúltimas

linhasecolunasde
� @ .

CONCLUSÃO

O métodoQR com escolhaapropriadada translac¸ão de origemtem sido, desdeos anos60,

o métodostandard paracalcular todosos valorespróprios de uma matriz. Apresentamos,de
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seguida,umavers̃aodestealgoritmo,a qual temincorporadastrêsmodificaç̃oesquejá referimos

equetornamestealgoritmoverdadeiramenteeficiente,asaber:

1. Reduç̃aodamatrizinicial
�

à formaHessenberg ou tridiagional(Fase1).

2. Utilizaçãodetranslac¸õesdeorigemapropriadas.

3. Deflaç̃ao.

MétodoQR comtranslação de origem II

I.
e NB � B e B �-�

%
� B matrizHessenberg/tridiagonal�
unitariamentesemelhantea

�
;

II. Para È �R7 � � � æ6æ6æxBBBBy BBBBz Escolher
d @ � d @ translac¸ãoorigemapropriada;e @ ² @ �*� @ ;>= ,wd @ / �

factorizac¸ãoQR de
� @ ;>= ,wd @ /p~� @ � ² @ e @ 9 d @ / �

iteraç̃ao È do métodoQR
~xBBBBBBy BBBBBBz

Se
� @ � } � }�,¿7 � for “suficientemente”pequeno,fazer

� @ � } � }�,¿7 � �*%
paraobter� @ � � � = %% � D �

e aplicaro métodoQR a
� = e� D ' �

Deflaç̃ao.

4.5 MétodoQR duplo

Suponhamosque
� = é umamatriz real (não-siḿetrica) reduzidaà forma Hessenberg superiore

irredut́ıvel, i.e tal que os elementosda subdiagonalsão não-nulos. Consideremosdois passos

sucessivosdométodoQR comtranslac¸õesdeorigemcomplexasconjugadas.,i.e.e @ ² @ �-� @ ,wd @ /� @ ÷ = � ² @ e @ 9 d @ /7{ passoÈe @ ÷ = ² @ ÷ = �-� @ ÷ = , d @ /� @ ÷ D � ² @ ÷ = e @ ÷ = 9 d @ / { passo�IÈ 9 7 � '
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Note-seque � @ ÷ = �7e N@ e @ ²=| e @ 9 d @ /�7e N@ � � @ ,wd @ / � e @ 9 d @ /�7e @ � @ e @ '
De modoańalogo, � @ ÷ D �7e N@ ÷ = � @ ÷ = e @ ÷ = �
ou seja,temos � @ ÷ D �7e N � @ e � (4.20)

com eR_Û�7e @ e @ ÷ = ' (4.21)

Mas, e @ e @ ÷ = ² @ ÷ = ² @ � e @ � � @ ÷ = , d @ / �½² @� e @ � e N@ � @ e @ , d @ / �½² @� � � @ , d @ / � e @ ² @� � � @ , d @ / �i� � @ ,�d @ / �v� (4.22)

i.e. temos e ² � ��� (4.23)

onde e _Û� e @ e @ ÷ = � (4.24)² _Û� ² @ ÷ = ² @ � (4.25)� _Û� � � @ , d @ / �i� � @ ,wd È / �� � D@ , � d @ 9 d @ � � @ 9 d @ d @ / (4.26)

As quantidades° _Û�-d @ 9 d @ e a _Û�-d @ d @ sãoreaise, portanto,a matriz � em(4.26)é tamb́em

real.Al émdissoamatriztriangularsuperior² temelementosdiagonaispositivos,umavezqueo

mesmoseassumepara² @ e ² @ ÷ = . Assim,amatriz
e

nadecomposic¸ãoQRde � dadapor (4.23)

teŕa desertamb́em real (atendendoa quetodaa matriz realadmiteumadecomposic¸ãoQR com

Q eR reais,sendotal decomposic¸ãoúnicaseR tiver elementosdiagonaispositivos).Segue-sede

(4.20)que
� @ ÷ D é tamb́emumamatriz real. A ideiado chamadométodoQRduplo, introduzido

porFrancisem[Fra62], é calcular
� @ ÷ D directamentede

� @ , usandoapenasaritméticareal.Uma
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formadeobter
e

(eportanto,
� @ ÷ D ) directamenteseŕa efectuaradecomposic¸ãoQRdamatriz � ,

porexemplo,atravésdautilizaçãodematrizeshermitianaselementares:¦+�<; D ¦+�<;>= '6'6' ¦�=�¦ B � � ²��
onde ² é triangularsuperioreonde

¦ G �
�¡¡¡¡¡¡� / G

/ �<; G ,���� G � TG
�6¢¢¢¢¢¢�

éescolhidademodoareduzirà forma �IÈ %�'6'6'þ% � T acoluna �b| 9 7 � damatriz ¦ G ;>= '6'6' ¦ B ' Ter-se-́a

ent̃ao e�� ¦ B ¦u= '6'6' ¦+�<; DS' (4.27)

A desvantagemdesteprocessode determinac¸ão de
e

é queele envolve um númeromuito

elevadodeoperac¸ões,nomeadamentecomo cálculodamatriz � dadapor (4.26).Francis[Fra62]

descreveu um processomuito maiseficientedecalcular
� @ ÷ D , parao qualhá necessidadedese

calcularapenasa
7�}

colunade � . Tal processobaseia-seno seguinte

Teorema4.4 Sejaml"� � � e§� 	�� com
e

unitária e l Hessenberg superior irredut́ıvel e de

elementossubdiagonaispositivos.Se l �pe N �>e � (4.28)

ent̃ao l e
e

são determinadasunivocamentepela
7�}

colunade
e

.

Dem: Veja,porexemplo,[Wil65, pp351-353]. x
Nota 4.5 A exigência,no teoremaanterior, dequeoselementossubdiagonaisde l sejampositi-

vos,é necesśariaparaestabelecercompletamentea unicidadedadecomposic¸ão(4.28). De facto,

desdeque l sejairredut́ıvel, adecomposic¸ão l �pe N �>e édeterminadaessencialmentepelapri-

meiracolunade
e

, isto é, l e
e

sãodeterminadasamenosdoprodutoporelementosdemódulo

1. No quesesegue,aoaplicarmoso teorema,́eaestaunicidadeessencialquenosreferimos.

Consideremosent̃ao o seguinteprocessode determinac¸ão da matriz
� @ ÷ D dadapor (4.20),

directamente,usandoapenasaritméticareal,conhecidoporMétodoQRduplo.
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MétodoQR duplo:

1. Calcular L _Û�R7�}
colunadamatriz � �-� D@ , ° � @ 9 a /p'

2. Calcular ¦ B �*/»,¿7i� B � TB tal que¦ B L � È ¯ =.�IÈ ¾¿% � '
3. Calcular Ä � ¦ B � @ ¦ B '
4. Reduzir Ä à forma Hessenberg superior usandotransformac¸ões de semelhanc¸a

unitárias,porexemplo,pormeiodematrizeshermitianaselementares:
¦+�{; D�'6'6' 
¦�=µ��¦ B � @ ¦ B � 
¦�= '6'6' 
¦��{; D�� l '
5. Considerarl como

� @ ÷ D '
A demonstrac¸ãodequea matriz l obtidapeloprocessoacimadescritocoincide(essencial-

mente)comamatriz
� @ ÷ D é aseguinte:

Temos, e N �>e � � @ ÷ D
e 
e N � 
e � lq�
com e � ¦ B ¦ = '6'6' ¦ �{; D
e 
e � ¦ B 
¦�= '6'6' 
¦+�{; Dµ'
Mas,asmatrizesunitárias

e
e 
e têm asrespectivasprimeirascolunasiguais(iguaisà primeira

colunade ¦ B ) em virtudeda formaparticionadadasmatrizes¦ G e 
¦ G . Ent̃ao,de acordocomo

teorema,
� @ ÷ D � l .

4.6 Notase referênciasadicionaisl O métodode Jacobidatade 1846[Jac46], masfoi ”redescoberto”em 1949por Goldsti-

ne, Murray e von Neumann[GMvN59]. Em [GMvN59], é feita umaańalisede errosdo
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processo.

Um métododetipo Jacobiparamatrizesmaisgeraisfoi introduzidopor Eberlein[Ebe62].

Ruhe[Ruh68] provou quetaismétodospodemconvergir quadraticamente.Programaspara

estesmétodosforamdescritosem[Ebe68] paramatrizesreaise em[Ebe70] paramatrizes

complexas.l A determinac¸ão dosvaloresprópriosde umamatriz simétricatridiagonalpelo métododa

seqûenciadeSturmfoi descritaeanalisadaem[Giv54].l O problemadadeterminac¸ãodevectoresprópriosdematrizestridiagonaisquandosãoco-

nhecidasboasaproximac¸õesparaosvaloresprópriosfoi consideradoem[BS56], [For58],

[Wil58] e [RLHK51] .

4.7 Exerćıcios

1. Considereaseguintematrizsimétrica

� = � �� 76% � %� � ,��% ,�� 7 �� '
a) Determineamatrizderotaç̃aoplana² =e� D ��å{� tal queo elementonaposiç̃ao(1,2)de�öD
� ² =e� D ��å{� � =c² =e� D ��å{�kõ

é nulo.

b) Calcule
��D

.

(isto é, façaumaiteraç̃aodométododeJacobi).

2. Considereaseguintematrizsimétricae tridiagonal

ª � �¡¡� � ,87,»7 � ,87,87 � ,87,87 �
�6¢¢� '

a) Justifique,semrecorrer̀afunçãoeigdoMATLAB, queamatriz ª temvalorespróprios

reaisedistintos.

b) Indiqueum intervalo quecontenhatodososvalorespróprios
� G deT
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c) Consideremososv.p.’s
� G ordenadosporordemcrescente,

� = áE�0D áE�0³ áE��¶
. Useo

métododasseqûenciasde Sturm paraencontrarum intervalo quecontenha
�pD

, mas

nenhumdosoutrosvalorespróprios.

3. Considereamatriz

ª � �¡¡� ñ 77�ñ 77�ñ 77ïñ
�6¢¢� '

a) Quantosvaloresprópriosde ª sãonegativos?

b) Quantosvaloresprópriosde ª existemno intervalo [5,6]?

4. A inércia deumamatriz
�

deordem� é definidapeloternodeinteiros/ �u� � � � � ú � � �v��~�� � �v� ¼ � � �e�v�
onde

ú � � � , ~Ø� � � e
¼ � � � designamo númerode valorespróprios de

�
com partereal

positiva,negativa enula,respectivamente.

a) Mostreque,se �-� �¡¡� 7 ,»7 % %,87 7 ,»7 %% ,»7 7 ,87% % ,»7 7
�6¢¢� �

ent̃ao / �u� � � � � � � 7 � % � '
b) Sabendoqueumamatriz � deordem� é est́avel se/ �u���­� � � % �e��� % �v�

definaumamatriz � deordem4, tridiagonalirredut́ıvel, simétricaeest́avel.

5. Considereamatriz

��� �¡¡� 7�� % %� � � %% � � ñ% % ñ ñ
�6¢¢� '
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a) Determineo númerodevaloresprópriosde
�

, no intervalo h � � �]'
� j .
b) Determineum intervalo deamplitude

76% ;>= quecontenhao maiorvalor próprio de
�

.

6. Mostrequea reduç̃aopréviadeumamatrizsimétrica
�R� ¨ �-,{� à formatridiagonalrepre-

senta,emgeral,umareduç̃aode � �b� ¶ � para � �b� ³ � flops,naaplicaç̃aodo métodoQR para

obtenç̃aodosvaloresprópriosde
�

.

7. Seja
�

umamatrizreal,simétricae tridiagonaleconsiderea factorizac¸ãoQRdessamatriz,

i.e.
�-�7e ² .

a) Quaissão,emgeral,oselementosnãonulosdasmatrizes² e
e

?

b) Verifiquequea estruturatridiagonalde
�

é recuperada,quandoo produto ² e é for-

mado.

c) Concluaqueo métodoQR preserva aestruturatridiagonaldamatrizinicial.

8. Considereamatriz

ª = �
�¡¡� 76% , � % %, � ñ %('
� %% %('
� � %('Ó7% % %('
� 7

�6¢¢� '
a) Justifiquequeestamatrizé nãodeficiente.

b) Obtenhaadecomposic¸ão
e ² � ª = , onde

e
éumamatrizortogonale ² éumamatriz

triangularsuperior.

c) Calculeª D � ² e . As matrizesª = e ª D sãosemelhantes?Justifique.

d) Repitaoscálculosanteriorescomamatriz ª ,�/
. O queconclui?

9. Considereamatriz
���*n |��:L[� ñ � .

a) Determineumamatriztridiagonalª , unitariamentesemelhantea
�

.

b) Use o MétodoQR com translac¸ão de origem, juntamentecom deflaç̃ao paraobter

todososvaloresprópriosde
�

.

(Considerea½

� 

;>= �*%
, sempreque

\ aQ
�� 

;>= \]á�76% ; ¶
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10. Considereamatriz ��� � % 77ï% � '
a) Mostrequeo métodoQR básiconãoconverge,nestecaso.

b) Verifique que a escolhada translac¸ão do quocientede Rayleighnão tem qualquer

efeito,tamb́em.

c) UseométodoQRcomtranslac¸ãodeorigemdeWilkinsonparadeterminaraproximac¸ões

paraosvaloresprópriosde
�

.
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