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Aos meu alunos, de ontem, de hoje, de sempre...

Longo é o caminho ensinado pela teoria. Curto e eficaz, o do exemplo. Séneca.

Nao se aprende bem a nao ser pela propria experiéncia. Bacon.






Prefacio

Os Métodos Numéricos tém um papel estrutural, de carécter transversal na formagao em
cursos de Engenharia. Sao ainda muito utilizados em problemas nas areas de Economia,
Medicina, Fisica, Quimica, entre outras. Os Métodos Numéricos procuram desenvolver
processos de célculo (algoritmos), utilizando uma sequéncia finita de operagoes aritméti-
cas basicas, de forma a que certos problemas matematicos se tornem exequiveis. Estes
algoritmos envolvem, em geral, um grande ntimero de calculos aritméticos. Nao é pois
de estranhar que, nas tultimas décadas, com o rapido crescimento das potencialidades dos
computadores digitais, o papel dos Métodos Numeéricos na resolucao de problemas de en-

genharia tenha sofrido grande incremento.

As mais de duas décadas a leccionar a disciplina de Métodos Numéricos a cursos de
Engenharia, levou a constatacao da dificuldade dos alunos, em geral, na identificacao e
utiliza¢do/aplicagao dos varios topicos de Métodos Numéricos nas varias unidades curri-
culares dos respectivos cursos e ainda noutras situagoes. Este trabalho surge entao, da
solicitacao ao longo dos anos, pelos alunos, de um documento deste teor, com resolucao
simples e directa de exercicios de Métodos Numéricos aplicados & Engenharia e outras Ci-
éncias. E uma publicacdo de caracter pedagogico que compila uma coleccdo de exercicios
de Métodos Numéricos, simples, resolvidos e todos com aplicacao pratica. A ideia con-
siste na aplicacao de métodos numéricos em casos praticos simples, capacitando os alunos
para a sua utilizacao em situagoes futuras mais complexas. Pela clareza e simplicidade
na resolucao dos problemas, pode ser utilizado como complemento a um estudo tedrico,
permitindo uma melhoria no desempenho na unidade curricular de Métodos Numeéricos,

bem como uma ajuda noutras unidades curriculares e em problemas praticos em geral.
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Caracteristicas

Esté estruturada em oito capitulos e um formulério de apoio. Sao compilados 67 exerci-
cios sobre varias tematicas, em que todos eles incluem aplicagao pratica, apresentando um
nivel de complexidade compativel com a sua resolugao em contexto de sala de aula/exame
para um nivel de estudos de 1° ciclo. Em cada exercicio ¢ incluida uma figura para uma
melhor interaccao com o utilizador e para conferir uma menor austeridade ao documento. E
incluida uma resolucao manual de todos os exercicios, bem como uma resolucao utilizando
o software CONUM e/ou MATLAB. Para simplificagao da resolu¢ao dos problemas, e uma
vez que este documento tem um caricter nao-tedrico, foi incluido em anexo um formulario
de apoio para todo o contetido programatico abordado no mesmo. Sao incluidas chamadas
oportunas ao formulério ao longo da resolucao dos exercicios.

Das variadas tematicas existentes em Métodos Numéricos, foram seleccionadas as mais
relevantes para a aprendizagem dos alunos de Engenharia ao longo da unidade curricular

de Métodos Numéricos. Os oito temas abordados foram divididos em capitulos:

Capitulo 1 - Erro Numérico

- Formula fundamental do erro

Capitulo 2 - Solucao de uma equacao nao-linear

- Métodos iterativos de Newton e da Secante

Capitulo 3 - Sistemas de equagoes lineares

- Método directo da Eliminagao de Gauss com Pivotagem Parcial (EGPP)

- Método iterativo de Gauss-Seidel

Capitulo 4 - Sistemas de equagoes nao-lineares

- Método iterativo de Newton

Capitulo 5 - Interpolacao Numérica
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- Polinoémio interpolador de Newton (ou das diferencas divididas)

- Interpolagao segmentada - Splines ciibicas
e Capitulo 6 - Minimos quadrados
- Modelos lineares polinomiais e nao-polinomiais
e Capitulo 7 - Integragao numérica
- Férmulas simples e compostas de Simpson, Trapézio e trés oitavos
e Capitulo 8 - Diferenciacao Numérica
- Equagoes diferenciais ordinarias (com condigoes iniciais e de fronteira)

Torna-se completamente absurdo, num contexto de problemas de engenharia, dissociar
os Métodos Numeéricos do computador. Desta forma, paralelamente & resolucao manual
dos exercicios propostos, foi utilizado software numérico para devolver resultados compu-
tacionais dos problemas (CONUM e MATLAB).

CONUM (COmputagao NUMeérica) é uma aplicagdo escrita na linguagem C-++ para
ambiente Windows, desenvolvida pela Professora Edite M. G. P. Fernandes e por José
Filipe S. R. Soares com o apoio da Universidade do Minho, no ano lectivo 1993/1994. O
software é gratuito e esta disponivel para download em [1], bem como o livto COmputagao
NUMeérica |3], da mesma autora.

MATLAB [2] ¢ uma linguagem de alto-nivel e ambiente interactivo que permite realizar
tarefas computacionalmente intensivas mais rapidamente que as linguagens de programacao
tradicionais, como C, C++ ou Fortran.

A precisao numérica foi um dos parametros com muita influéncia neste projecto. Os
exercicios nao foram resolvidos manualmente sempre com a mesma precisao numérica - uns
com 6 casas decimais, outros com 4 ou 5.

A diferenca entre as casas decimais utilizadas na resolu¢ao manual e as do software
utilizado foi notéria na resolugao de alguns exercicios. Mesmo entre CONUM e MATLAB,

verificaram-se diferencas de precisao.
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Por 1ultimo, a problematica dos Métodos Numéricos utilizados em cada software teve
efeito nas resolugoes, ja que cada um pode utilizar diferentes variantes de um determinado

método, nao correspondendo por vezes aos utilizados nas resolug¢oes manuais.
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Capitulo 1

Erro numeérico

Neste capitulo pretende-se sensibilizar os alunos para os erros que surgem devido & repre-
sentacao dos nimeros no computador ou na calculadora e os erros resultantes das operagoes
numéricas efectuadas.

Os dados experimentais, obtidos a partir de aparelhos de medicao faliveis, vém afectados
de erro. Pretende-se averiguar de que forma é que esse erro vai afectar o resultado de
qualquer operagao efectuada com esses dados. A formula fundamental dos erros (A.1)
permite calcular limites superiores dos erros absolutos e relativos das operacoes aritméticas
que utilizam esses dados. Vao ser resolvidos exercicios simples, apenas manualmente,

utilizando a férmula fundamental dos erros.



CAPITULO 1. ERRO NUMERICO

1. Calcule um limite superior do erro absoluto e do erro relativo no calculo da expressao

f(z,y,2) = —x+y*+ sen(z), sabendo que sdo usados os
seguintes valores aproximados: = = 1.1 (d, = 0.05); y =

2.04 (6, = 0.005); z = 0.5rad. (0, = 0.05). Quantos
y

algarismos significativos tem o valor calculado de f?
Resolucao:

A maquina deve ser colocada em modo Radianos.

Valor calculado f = 3.5410255386; 6, = 0.05, 6, = 0.005, 6, = 0.05.

1.05 <z <1.15 (intervalo de incerteza para x)
I'=14¢ 2.035 <7y <2045 (intervalo de incerteza para y)

0.45 <z <0.55 (intervalo de incerteza para z)

Calculo dos majorantes:

Sf of of of

L =1, |-, =M, =1, = =2y, |-X|; =M, =4.09,
5m 3 |5m I 5y y |5y 1 )

%f — cos(z), |‘(55_f ;= M, = 0.90044712

Formula fundamental do erro (A.1):

§p < 1% (0.05) 4 4.09 x (0.005) + 0.90044712 x (0.05) = 0.115472355

)
Limites superiores dos erros absoluto/relativo: ¢y < 0.115472355, ﬁ < 0.032609.

Para identificao dos algarismos significativos deve encontrar-se o primeiro valor su-
perior a d; na forma 0.5x poténcias de base 10. Neste caso tem-se 0.115472355 <
0.5 x 10°. Entéo, colocando o valor de f e o majorante de d; em termos de 0.5x

poténcias de base 10, com o mesmo expoente vem,

3. | 5410255386 x10°
0.5 x109

Conclui-se que apenas existe 1 algarismo significativo (3) - os algarismos de f cuja

posicao esta a esquerda do algarismo 5 de dy.



2. Uma corrente eléctrica atravessa uma resisténcia R de 20€). A resisténcia fol medida

com um erro relativo que nao excede 0.01. A intensidade da corrente I é 3.00 +0.01

A.

Sabendo que a tensao da corrente é dada por

V = RI, determine um limite superior do
ﬁ A erro absoluto no calculo da tensao da corrente.
' - Quantos algarismos significativos garante para
o valor calculado da tensao?
Resolucao:

Funcao: V = RI

Formula fundamental do erro (A.1):

5V S MR(SR + M151

Calculo das derivadas parciais:
oV ov
9V _ Y _ R
OR ’ ol
R

R =209 7 < 0.01 & 0R < 0.2 (limite superior do erro relativo em R).
I =3.00£0.01 =67 <0.01 (limite superior do erro absoluto em I).
Intervalo de incerteza:

20— R< R<20+46R < 198 < R <20.2 (intervalo de incerteza para R)

3—0I<I<3+4+6l<299<]T<3.01 (intervalo de incerteza para I)
Calculo dos majorantes Mg, M no intervalo de incerteza:
oV ov
— | < Mg= Mr=301; | —| < M; = M; =20.2
Substituicao na férmula:
dV <20.2 x 0.01 +3.01 x 0.2 =0.804 x 10° < 0.5 x 10!
V =20x3=60=6.0x 10"

Conclui-se que apenas existe 1 algarismo significativo - o 6.



CAPITULO 1. ERRO NUMERICO

3. Pretende-se calcular a area de um terreno circular, de raio aproximadamente igual a

250m.

Usando 3.14 para valor aproximado de 7, quan-
tos algarismos significativos apresenta o valor

da area?

Area como funcio de 7 e r: f(m,7) = 7r?.

Derivadas parciais:

of of
-4 — =9
or or o
om < 0.005 or < 0.5
250 — 0.5 <7 <2504+ 0.5 < 249.5 <7 < 250.5 (intervalo de incerteza para r)

3.14 — 0.005 <7 < 3.14+40.005 < 3.135 <7 < 3.145 (intervalo de incerteza para )
Majorantes:
M, = 250.5% = 62750.25, M, = 2 x (3.145) x 250.5 = 1575.645.

Formula fundamental do erro (A.1):

5f < 6nM, + 6, M,

§f < 0.005 % 62750.25+0.5 x 1575.645 = 1101.57375 = 0.110157375 x 10* < 0.5 x 10*

O valor da area ¢ 196250 = 19.6250 x 10%.

19. | 6250 x10*
0.5 x10*

No valor da area (196250) apenas sdo algarismos significativos o 1 e 0 9 (estdo na

posicao a esquerda do 5 de dy).



Capitulo 2

Solucao de uma equacao nao linear

Neste capitulo vao resolver-se exercicios para obter as solugoes de equacgoes algébricas nao
lineares. O objectivo é determinar os valores de x € R que anulam a funcao f, i.e., resolver
a equacao

f(z)=0.

Encontrar o conjunto de solugoes da equagao anterior nao é tarefa facil e nao pode ser
obtido por métodos algébricos. A solucao deste tipo de problema é obtida gragas a mé-
todos numéricos iterativos. Vao ser utilizados os métodos de Newton (A.2) e da Secante
(A.3). Nos processos iterativos a solugao exacta s6 é encontrada apds um namero infinito
de iteragoes. O processo iterativo é interrompido através da satisfagao do critério de pa-
ragem (A.4), que deve ser sempre analisado no final de cada iteragao, calculando-se uma

aproximacao a solucao com a precisao pretendida.



CAPITULO 2. SOLUCAO DE UMA EQUACAO NAO LINEAR

1. A recolha de energia solar através da focagem de um campo plano de espelhos numa
central de recolha foi estudada por Vant-Hull (1976). A equagao para a concentragao

geométrica do factor C' é dada por:

_ m(h/cos(A))*F
0.571D2(1 + sen(A) — 0.5cos(A))

em que A é o angulo do campo, F' é a cobertura da fraccao do campo com espelhos,
D é o diametro do colector e h é o comprimento do colector. Considerando h = 300,
F =0.8¢e D = 14, calcule o angulo positivo A inferior a ;—5 para o qual a concentracao
do factor C' é 1200. Utilize o método iterativo mais adequado e considere no critério

de paragem £; = g5 = 107% ou no maximo 3 iteracoes.
Resolucao:
Mudancga de varidvel: A — xz e C' — f e colocagao da calculadora em modo radianos.

Uma vez que se trata de uma funcao complicada, optou-se pelo Método da Secante,

que nao utiliza derivadas. Sao necessarios dois pontos iniciais, r; = 0 e x9 = 215 =
0.125664, uma vez que é dito que o angulo A é positivo e inferior a %
Coloca-se a fungao na forma f(x) =0, i.e.:
300 20.8
fz) = m(300/cos(z)) — 1200 = 0.
0.5714%(1 4 sen(z) — 0.5cos(x))
Realiza-se a primeira iteragdo do método, através de (A.3), com k = 2:
(o — x1) f(22) (0.125664 — 0) x (—13.845171)
= Ty — = 0.125664 — = 0.119521
BTRT ) — () “13.845171 — 269.387755

Em seguida, utiliza-se (A.4) para verificar o critério de paragem. Para tal calcula-se a
segunda condi¢ao em primeiro lugar, uma vez que, se esta for falsa nao ha necessidade
de calcular a primeira condigao (estimativa do erro relativo < £1) e fica efectuado

um calculo necessario para a eventual iteracao seguinte.



|f(z3)] = | — 3.331278| < 0.001 (Falso!).

(w3 — 372)f(~’53)) )

até am-
flxs) = f(a2)
bas as condigoes do critério de paragem se verificarem simultaneamente, que acontece

A condigao é falsa, por isso o processo continua <x4 =13 —

no final da 3¢ iteragao.

Assim, x4 = 0.117575, f(x4) = 0.059767, x5 = 0.117609 e f(x5) = —0.000255. A

verificacao do critério de paragem sera:

w5 — x4]  [0.117609 — 0.117575]
EN |0.117609

= 0.000292 < 0.001 (Verdadeiro!)
|f(z5)] = 0.000255 < 0.001 (Verdadeiro!)

A solugao é encontrada ao fim de 3 iteragoes: A* ~ 0.117609 radianos.
CONUM:

SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Funcgéo
f(x1) = pi*pot((300/cos(x1)),2)*0.8/(0.5*pi*14*14*(1+sen(x1)-0.5%cos(x1)))-1200
Valores Iniciais
x1 = 0.000000
x2 = 0.125664
Tolerédncias do Critério de Paragem
el = 1.000000e-03
e2 = 1.000000e-03
Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 4
Iteragdo 1
xn = 0.119521
fxn = -3.331278

Iteragdo 3
xn = 0.117609
fxn = -0.000252
Nimero de Iteragdes Realizadas = 3
Solugéo
xn = 0.117609
fxn = -0.000252



CAPITULO 2. SOLUCAO DE UMA EQUACAO NAO LINEAR

2. Um certo equipamento de 20000 euros vai ser pago durante 6 anos. O pagamento
anual ¢ de 4000 euros. A relacao entre o custo do equipamento P, o pagamento

anual A, o nimero de anos n e a taxa de juro 7 é a seguinte:

i(1+ )"

i
T AP

Utilize o método iterativo mais adequado para determinar a taxa de juro utilizada nos
calculos. O valor da taxa de juro pertence ao intervalo [0.05,0.15]. Para a paragem

do processo iterativo use e; = 9 = 0.05 ou no maximo 3 iteragoes.
Resolucgao:
Mudanca de variavel: i - x e A — f.

Utiliza-se o Método da Secante, por simplificar os célculos (ndo utiliza derivadas) e

por isso usam-se dois valores iniciais, 1 = 0.05 e x5 = 0.15.
Coloca-se a fungao na forma f(x) =0, i.e.,

(1 +z)°

— 4000 =0

Realiza-se a primeira iteragao do método, utilizando (A.3), com k = 2:

(29 — 1) f(22)

T — (0.15 — 0.05) x 1284.738131
2 fla) — flan)

=0.15—
1284.738131 — (—59.650638)

= 0.054437

T3 =
Usa-se (A.4) para verificar o critério de paragem.
|f(23)| = | — 3.562855| < 0.05 (Falso!)

Nao se verificou a segunda condi¢ao do critério de paragem e por isso nao se calcula

3 . T3 — To . ~ . ~ . ,
a primeira (% < 51), pelo que as iteracoes continuarao a realizar-se até que
T3

ambas as condi¢oes sejam satisfeitas, que acontece no final da 3% iteragao.



Assim, obtiveram-se os valores de x4 = 0.054701, f(z4) = —0.210997, x5 = 0.054718
e f(xs) = 0.000042. A verificagao do critério de paragem é mostrada de seguida:

w5 — 24| [0.054718 — 0.054701 .
- — 0.000304 < 0.05 (Verdadeiro!
23| 10.054718] (Verdadeirol)

|f(x5)] = 0.000042 < 0.05 (Verdadeiro!)

A solugao o6ptima é encontrada ao fim de 3 iteragoes. O valor da taxa de juro
corresponde a 7* &~ 0.054718.
CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo N&o Linear - Método da Secante
Fungéo
f(x1) = 20000* (x1*pot(1+x1,6))/(pot(1+x1,6)-1)-4000
Valores Iniciais
x1 = 0.050000

x2 = 0.150000

Tolerancias do Critério de Paragem
el = 5.000000e-02
e2 = 5.000000e-02
Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 4
Iteragéo 1
xn = 0.054437
fxn = -3.562855
Iteragéo 2

0.054701

Xn

fxn = -0.210997

Iteracgédo 3

Xn 0.054718

0.000042

fxn
Nimero de Iteragdes Realizadas = 3
Solugéo

xn = 0.054718

fxn = 0.000042
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CAPITULO 2. SOLUCAO DE UMA EQUACAO NAO LINEAR

3. A figura representa um péndulo suspenso num tecto duma sala. O péndulo baloiga-se

de acordo com a seguinte expressao

d= 80+90005(%t), t>0

em que d (cm) representa a disténcia até a parede de referéncia e depende do niimero
de segundos t desde que o péndulo foi posto em movimento. Calcule o instante de
tempo ¢ para o qual o péndulo toca na parede da sala. Utilize o método de Newton,
use para aproximacao inicial ¢; = 4 e considere £, = &5 = 107 ou no méximo 4

iteracoes. Apresente uma estimativa do erro relativo.
Resolucao:
Mudanga de variavel: t — x e d — f e colocacao da calculadora em modo radianos.
Quando o péndulo toca na parede, d = 0. Coloca-se a fun¢ao na forma f(z) = 0,
1.€.,
T

f(z) =80+ 9OCOS(§$) =0

A derivada da fungao é f'(x) = —307TS€H(%I).

Realiza-se a primeira iteragao, aplicando a expressao (A.2), com k =1e 2y = 4:

vy g L) 35,0000

- — 3.5712
F'(x1) 81.6210

Verifica-se o critério de paragem, através de (A.4):
|f(x9)| = 5.6264 < 0.001 (Falso!).

Como a segunda condi¢ao nao é verificada, nao é necessario calcular a primeira

|$U2 - $1| . . - , .

|7| < g1 |, prosseguindo-se com as iteracoes, que so6 finalizam quando as duas
T

condigoes do critério de paragem forem verificadas em simultaneo.
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Tem-se assim x3 = 3.46652, x4 = 3.4545 e x5 = 3.4544. Verificagao do critério de

paragem:

N |3.4544]

= 0.000003 < 0.003 (Verdadeiro!)
| f(x5)| = 0.0000 < 0.003 (Verdadeiro!)

A solugao é encontrada ao fim de 4 iteragoes. O instante de tempo é t* ~ 3.4544

segundos.

Estimativa do erro relativo:

|5 — x| [3.4544 — 3.4545|

- — 0.000003
|5 13.4544]

MATLAB:

M-file:

function [F,d] = £2_3(x)

F = [80+90*cos (x*(pi/3))]1;

if nargout>1
d=-30*pi*sin(x*(pi/3));

end

Comandos:
>> x0=[4]
>> options=optimset(’Jacobian’,’on’, ’maxIter’,5,’TolX’,1.0e-3,’TolFun’,1.0e-3)

>> [xsol,fsol,exitflag,output]=fsolve(’f2_3’,x0,options)

Optimization terminated successfully:

Relative function value changing by less than OPTIONS.TolFun

xsol 3.4544

fsol 5.7489e-007
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4. O volume v de um liquido num tanque esférico de raio r esté relacionado com a

profundidade A do liquido da seguinte forma:

a) Calcule, utilizando um método que nao recorre ao calculo de derivadas, a pro-
fundidade A, num tanque de raio r = 1 para um volume de 0.5. Utilize para
aproximacao inicial o intervalo [0.25,0.5] e considere £, = g5 = 1072 ou no

maximo 3 iteragoes.

b) Repita os calculos, nas mesmas condigoes da alinea anterior, mas utilizando para
aproximagao inicial o intervalo [2.5,3]. Comente os resultados e analise a viabi-

lidade da solucao encontrada.

Resolucao:
Mudanga de variavel: h — x e v — f.

a) Utiliza-se o Método da Secante por este nao usar derivadas, sendo necessarios dois

pontos iniciais, z; = 0.25 ¢ x5 = 0.5. Pretende-se resolver f(x) = 0.5.

mr?(3 x 1 —x)

Coloca-se a expressao na forma f(z) =0, i.e., 3 — 0.5=0.
Aplica-se (A.3), com k = 2:
— 0.5 —0.25) x 0.1545
2y = vy — T2 T @) _ g5 ) — 0.4186
F(a2) — f(z1) 0.1545 — (—0.3200)

Emprega-se (A.4) para verificar o critério de paragem.

|f(x3)] = | — 0.0263| < 0.01 (Falso!)
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Nao se verifica a segunda condigao de (A.4) e, como tal, nao é necessério o célculo
da primeira. O processo iterativo continua até as duas condigoes serem verificadas

simultaneamente.
Obtém-se os valores de x3 = 0.418601, x4 = 0.430450 e x5 = 0.431128. Verifica-se o
critério de paragem:

w5 — 24| ]0.431128 — 0.430450]
lzs] |0.431128]

= 0.001573 < 0.01 (Verdadeiro!)
|f(x5)] = 0.000015 < 0.01 (Verdadeiro!)

A solugao 6ptima é atingida ao fim de 3 iteragoes, com h* ~ 0.431128.

CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Fungéo
f(x1) = (pi/3)*pot(x1,2)*(3-x1)-0.5
Valores Iniciais

x1 = 0.250000

x2 = 0.500000

Tolerancias do Critério de Paragem

el

1.000000e-02
e2 = 1.000000e-02
Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 4
Iteragédo 1

0.418601

Xn

fxn = -0.026320
Iteragéo 2

0.430450

Xn

-0.001425

fxn
Iteracgédo 3

xn = 0.431128

fxn = 0.000015

Nimero de Iteragdes Realizadas = 3



14 CAPITULO 2. SOLUCAO DE UMA EQUACAO NAO LINEAR

Solugéo
xn = 0.431128
fxn = 0.000015

b) Aplica-se o mesmo método da alinea anterior, variando apenas os pontos iniciais,
sendo z; = 2.5 ¢ 19 = 3. Obtém-se os valores de x3 = 2.923606 e =, = 2.944140. O
critério de paragem ¢ satisfeito no final de 2 iteragoes:

g — 3| |2.944140 — 2.923606)|

= — 0.006974 < 0.01 (Verdadeiro!
4] [2.944140) 974 < 0.01 (Verdadeiro!)

| f(z4)] = 0.007048 < 0.01 (Verdadeiro!)

A profundidade do reservatério é de h* ~ 2.944140. Este resultado, possivel ma-
tematicamente, nao faz sentido no contexto do problema, i.e., nao tem significado
fisico, uma vez que a profundidade do liquido é superior ao didmetro do reservatoério.

A solugao nao é viavel.
CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Funcéo
f(x1) = (pi/3)#*x1*x1*(3*%1-x1)-0.5
Valores Iniciais
x1 = 2.500000
x2 = 3.000000
Tolerdncias do Critério de Paragem
el = 1.000000e-02
e2 = 1.000000e-02
Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 3
Iteragdo 1
xn = 2.923606
fxn = 0.183798
Iteragdo 2
xn = 2.944140
fxn = 0.007048
Nimero de Iteragdes Realizadas = 2
Solugéo
xn = 2.944140
fxn = 0.007048
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5. A figura representa um vulcao em erupgao. A relac¢do entre a distancia y (milhas)

percorrida pela lava e o tempo ¢ (horas) é dada por:
y="7(2-0.9.

Existe uma aldeia no sopé da montanha a uma distancia de y = 10. O gabinete de
proteccao civil advertiu os moradores da aldeia de que a lava chegaria as suas casas
em menos de 6 horas. Calcule utilizando um método iterativo que recorre ao célculo
de derivadas o instante de tempo em que a lava do vulcao atinge a aldeia. Considere

€1 = €9 = 1073 ou no maximo 3 iteracoes. Utilize nos calculos 4 casas decimais.

Nota: (a*) = a”In(a)
Resolucgao:
Mudanga de variavel: t -z ey — f.

Utiliza-se o Método de Newton, porque recorre ao calculo de derivadas. A lava chega

a aldeia quando y = 10.

Coloca-se a expressao na forma f(x) =0, i.e., 7(2 — 0.9%) — 10 = 0.

A derivada da funcao ¢ f'(x) = —7 x 0.9 x In(0.9).

A primeira iteragao realiza-se aplicando (A.2) com k =1 e x; = 6 (a informacao de

que a lava chegaria em menos de 6h é 1til para a selec¢ao da estimativa inicial).

flz) . 0.2799

- —6— —— = 59278
() 0.3920

To =

Verifica-se o critério de paragem, com o auxilio da expressao (A.4).
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|f(2)] = 0.2515 < 0.001 (Falso!).

Uma vez que a segunda condigao nao é cumprida, nao se realiza a primeira, e
continua-se o método iterativo até ambas as condi¢oes serem verificadas em simulté-

neo.

Obtém-se os valores de x3 = 5.3114 e x4 = 5.3114. Verifica-se o critério de paragem:

|y —x3] 53114 — 5.3114]
EX 15.3114] B

0 < 0.001 (Verdadeiro!)

|f(z4)| = | — 1.4528 x 107°| < 0.01 (Verdadeiro!)

A solugao ¢é atingida ao fim de 3 iteragoes. O instante de tempo em que a lava do

vulcao atinge a aldeia ¢ t* ~ 5.3114 horas.

MATLAB:

M-file:

function [F,d] = £2_5(x)

F = [7%(2-0.97(x))-101;

if nargout>1
d=-7%0.9"(x)*10g(0.9);

end

Comandos:
>> x0=[6]
>> options=optimset(’Jacobian’,’on’, ’maxIter’,3,’TolX’,1.0e-3,’TolFun’,1.0e-3)

>> [xsol, fsol,exitflag,output]=fsolve(’f2_5’,x0,options)

Optimization terminated successfully:

Relative function value changing by less than OPTIONS.TolFun

xsol = 5.3114
fsol = -1.4528e-005
exitflag = 1

output = ... iterations: 3 ...
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6. Em engenharia ambiental, a seguinte equacao pode ser usada para calcular o nivel
de concentracao de oxigénio ¢ num rio, em fung¢ao da distancia x, medida a partir do

local de descarga de poluentes:

c(x) = 10 — 20(e 0% — 7 0757),

Calcule, usando um método que recorre ao calculo de derivadas, a distancia para a
qual o nivel de oxigénio desce para o valor 5. Utilize para aproximacao inicial o valor
21 = 1.0 e considere £; = g5 = 1072 ou no maximo 3 iteracoes. Utilize nos calculos

4 casas decimais.

Resolugao:

Mudanga de variavel: ¢ — f.

Pretende-se resolver f(z) = 5. Coloca-se a expressao na forma f(z) = 0, i.e.,
10 — 20(e7 92 — ¢70757) — 5 = (.

Utiliza-se o Método de Newton por este recorrer ao uso de derivadas, e aplica-se (A.2)
com k=1¢x; =1.0. A derivada & f'(z) = 4e7 02 — 1570752,

=1.0—- —222 = 0.4942
Fi(x) —3.8106

To = T1 —

Usa-se (A.4) para verificar o critério de paragem.
|f(x2)| = 0.6878 < 0.01 (Falso!)

Como a primeira condi¢ao do critério de paragem é falsa, nao se calcula a segunda, e o

processo iterativo continua até ambas as condi¢oes serem verdadeiras em simultaneo.
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Obtém-se os valores de x3 = 0.5964 e x4 = 0.6023. Verifica-se o critério de paragem:

|24 — 23] ]0.6023 — 0.5964]
A 0.6023|

= 0.009832 < 0.01 (Verdadeiro!)
| f(x4)| =10.0001] < 0.01 (Verdadeiro!)

A solugao é atingida ao fim de 3 iteragoes. A distancia para a qual o nivel de oxigénio
desce para o valor 5 é x* ~ 0.6023.

MATLAB: M-file:

function [F,d] = £2_6(x)

F = [10-20%(exp(-0.2%x)-exp(-0.75%x))-5];

if nargout>1
d=[4*exp(-0.2%x)-15%exp(-0.75%x)];

end

Opcoes:
>>x0=[1]

>> options=optimset (’Jacobian’,’on’, ’maxIter’,4,’TolX’,1.0e-2,’TolFun’,1.0e-2)

Comando:

>> [xsol, fsol,exitflag,output]=fsolve(’f2_6’,x0,options)

Optimization terminated successfully:

Relative function value changing by less than OPTIONS.TolFun

xsol = 0.6023
fsol = 1.1350e-004
exitflag = 1

output = ... iterations: 4 ...
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7. A velocidade v de um paraquedista é dada por

v:%a—e[cﬂ)

em que g = 980. Para um paraquedista com m = 75000¢gr., calcule o coeficiente ¢
(em gr./s), para o qual o paraquedista atinge a velocidade v = 3600cm /s ao fim de
t = 6s Considere o intervalo inicial [10000, 15000]gr./s. Faga apenas duas iteragoes

do método da secante. Apresente uma estimativa do erro relativo.

Resolucgao:
Mudanga de variavel: ¢ -z e v — f.

O problema é definido por f(x) = 3600. Coloca-se a expressao na forma f(z) = 0,

1.€.,
x X 6
_ 980 x 75000(1 B ei 75000

Xz

() ] ) — 3600 = 0

Utiliza-se (A.3), com k = 2 e usando como pontos iniciais z; = 10000 e x2 = 15000.

(22 — 21)f(22) _ 00 (15000 — 10000) x (~175.8516)

- — 13589.3132
2 f(z2) — f(21) —175.8516 — 447.4321

T3 —

De acordo com o enunciado, realiza-se a segunda iteracao (k = 3).

13589.3132 — 1 —15.0185
_ 13580313 (132893132 — 15000) x ( )

= 13457.5837.
Flas) — fla) —15.0185 — (—175.8516)
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A solugao obtida ao fim de 2 iteragoes do Método da Secante é ¢* ~ 13457.5837gr./s.

Estimativa do erro relativo:

v — | |wa — | _ |13457.5837 — 135893132 _
B 4] [13457.5837]

A estimativa do erro relativo é aproximadamente 0.0098 (0.98%).

CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Fungéo

f(x1) = (980%75000/x1)*(1-exp(-6*x1/75000))-3600
Valores Iniciais

x1

10000.000000

x2 15000.000000

Tolerancias do Critério de Paragem

el 1.000000e-08

e2 1.000000e-08

Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 2
Iteragédo 1
xn = 13589.313152
fxn = -15.018541
Iteragédo 2

13457.583681

Xn

fxn = 0.563691
Namero méximo de iteragdes atingido.

0 processo ainda n&o convergiu.
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8. A velocidade ascendente, v, de um foguetao pode ser calculada pela seguinte expres-
Sa0:

mo

v=u In( gt

mg —qt B
em que u ¢é a velocidade relativa a que o combustivel é expelido, m( é a massa inicial
do foguetao no instante t = 0, ¢ é a taxa de consumo de combustivel e g é a aceleragao
da gravidade. Considerando u = 2200 m/s, g = 9.8m/s* mo = 1.6 x 10° Kge q =
2680 K g/s, calcule o tempo para o qual o foguetao atinge a velocidade v = 1000 m/s,

sabendo que esse instante esta entre 20 s e 30 s.

Utilize o método que achar mais adequado, com ¢; = 1072 e g5 = 10~! ou no maximo

3 iteracoes.
Resolucgao:
Mudanga de variavel: t -z e v — f.

O exercicio é definido por f(x) = 1000. Coloca-se a expressao na forma f(x) = 0,

1
i.e., 2200In ( 60000 ) — 9.8z — 1000 = 0.

160000 — 2680z

Para evitar derivar, opta-se pelo Método da Secante. Aplica-se (A.3) com k = 2 e
x1 = 20 e x5 = 30 (A informagcdo de que esse instante esta entre 20 e 30 permite
estabelecer os valores iniciais).

=2~ =30 — — 25.522
BT ) — f(a) 241.9514 — (—298.4699) !

Para verificar o critério de paragem, usa-se (A.4).

|f(z5)| = | — 23.0573| < 0.1 (Falso!)
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Nao se verificando uma das condic¢oes, a outra nao é calculada, e o processo iterativo

continua até que as duas condic¢oes se verifiquem simultaneamente.
Obtém-se os valores de x3 = 25.5229, x, = 25.9124 e x5 = 25.9426. Verifica-se o
critério de paragem:

w5 — 24| ]25.9426 — 25.9124
lzs| 25.9426

= 0.0012 < 0.01 (Verdadeiro!)
|f(x5)] =0.0121| < 0.1 (Verdadeiro!)

A solugao é atingida ao fim de 3 iteragoes. O foguetao atinge a velocidade v =
1000m/s no instante t* ~ 25.9426s.

CONUM:

SECANT

Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante

Funcéo
f(x1) = 2200*%1n(1.6e+5/(1.6e+5-2680%*x1))-9.8%x1-1000

Valores Iniciais
x1 = 20.000000
x2 = 30.000000

Tolerancias do Critério de Paragem
el = 1.000000e-02
e2 = 1.000000e-01

Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 4

Iteragédo 1
xn = 25.522911
fxn = -23.057251

Nimero de Iteragdes Realizadas = 3
Solugéo

xn = 25.942612

fxn = 0.012113
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9. Considere a seguinte equagao:

- %[1—(1“)—”]

em que C' é o capital emprestado, M é a mensalidade, r é a taxa de juro por cada

periodo (expressa como uma frac¢do) e n ¢ o nimero de anos.

Uma pessoa pode pagar uma mensalidade de 1250 euros. Se pretender contrair um

empréstimo de 10000 euros a 10 anos, qual é a taxa que poderé suportar?

Use um método iterativo que nao recorre & derivada, fazendo duas iteracoes e apre-
sentando uma estimativa do erro relativo cometido. O valor da taxa deve estar entre

0.01 e 0.05.
Resolucgao:
Mudanga de variavel: r - x e C' — f.

A expressao no enunciado diz que 10000 = f(z). Coloca-se a expressdo na forma

12
f(z) =0, ie., %[1 — (14 2)~'°] — 10000 = 0.

Usa-se o0 Método da Secante por nao utilizar derivadas, aplicando (A.3) com k=2 e
x1 = 0.01 e 5 = 0.05 (estes valores foram retirados da informagcao de que o valor da

taxa deve estar entre 0.01 e 0.05):

(2 — m1) f (22) (0.05 — 0.01) x (—347.8313)

=T — =0.05 — = 0.0436.
BT ) — f(n) (—347.8313) — 1839.1307
De acordo com enunciado, realiza-se a segunda itera¢ao com k = 3, f(z3) = —40.6643:
(x3 — x2) f(x3) (0.0436 — 0.05) x (—40.6643)
= x5 — = 0.0436 — = 0.0428.
T T ) — F(x) (—40.6643) — (—347.8313)

Ao fim de duas iteragoes, o valor da taxa de juro é r* a~ 0.0428.
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Calcula-se uma estimativa do erro relativo, recorrendo a (A.4):

|24 — x| [0.0428 — 0.0436]

= 0.0187.
24| 10.0428]

CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Funcéo

f(x1) = (1250/x1)*(1-pot ((1+x1),-10))-10000
Valores Iniciais

x1 = 0.010000

x2 = 0.050000

Tolerancias do Critério de Paragem
el = 1.000000e-08
e2 = 1.000000e-08

Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 2

Iteragédo 1

xn = 0.043638
fxn = -42.535793

Iteragédo 2
xn = 0.042752
fxn = 1.150584

Namero méximo de iteragdes atingido.

0 processo ainda n&o convergiu.
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10. Pela aplicagao do Principio de Arquimedes para determinagao do calado de embarca-

¢oes, pretende determinar-se a profundidade h correspondente ao equilibrio tal que
VsVs = nVi(h)

com 7, = 918.35 kg/m? (densidade do solido), V, = 1700m? (volume do s6lido), v, =
1.025kg/m? (densidade do liquido) e Vj(h) volume do liquido deslocado, conforme a
figura.

Corpo
flutuante

Liquido

Utilize o método de Newton para calcular o valor de h, supondo V;(h) = h(h — 40).
Utilize para aproximacao inicial h() = 140 e & = e, = 107%, ou no maximo 3

iteracoes.
Resolucao:
Mudanca de variavel: h — xz e V; — f.

Na primeira expressao fazem-se as substitui¢oes das constantes e retira-se o valor de

f(z):
Ve 91835 x 1700

Ve =nWi(h) & Vi(h) = == 1.025

= 1523117.073

Reescreve-se a equagao na forma f(z) =0, i.e., z(z — 40)? — 1523117.073 = 0.
Como se trata do Método de Newton, calcula-se a derivada: f'(z) = 32?—160x+1600.

Aplica-se (A.2), com k =1 ¢ z; = 140:

f(xr) _ |, —123117.073

= — 143.2399.
F(x1) 38000

To = T1 —
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Para verificar o critério de paragem, usa-se (A.4):

| f(22)| = [3602.0998| < 0.0001 (Falso!)

Como a segunda condigao do critério de paragem nao é cumprida, nao se calcula a
primeira, e o processo iterativo continua. Ao fim de 3 iteragdes a aproximacao ainda
nao verifica o critério de paragem. No entanto, é atingido o ntimero maximo de
iteragoes estipulado e o processo iterativo péara, com x3 = 143.1504, f(x3) = 3.9016,

xy = 143.1503 e f(x4) = 3.2964e — 006. A profundidade é de h* ~ 143.1503.

MATLAB:

M-File:

function [F,d] = f2_10(x)

F=[x*(x-40)~2-1523117.073];

if nargout>1
d=[3*x~2-160*x+1600] ;

end

Opcoes:
>> x0=[140]

>> options=optimset(’Jacobian’,’on’, ’maxIter’,3,’TolX’,1.0e-4,’TolFun’,1.0e-4)

Comandos:
>> [xsol, fsol,exitflag,output]=fsolve(’f2_10’,x0,options)
Maximum number of iterations exceeded;

increase options.MaxIter

xsol = 143.1503
fsol = 0.5945
exitflag = O (indica que o processo iterativo ainda ndo convergiu)

output = ... iterations: 3 ...
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11. Uma das solucoes para os residuos de material nuclear é coloca-los em barris especiais
que serao mais tarde depositados no fundo do oceano. Se os recipientes permanecerem
intactos, a contaminagao do ambiente circundante ¢ minima. Resolvendo as equagoes
de movimento para os barris a medida que eles descem na agua, chega-se a seguinte

relagao entre a velocidade de impacto, v, e a profundidade da agua, D:

1

D= —
k2g

[W(W ~ B)In (1 + Wki’ B) - ka] ,

em que W é o peso dos barris, B é a sua flutuabilidade, g é a constante gravitacional
e k é o coeficiente de atrito. A flutuabilidade dos barris pode ser determinada através
do seu volume, sendo igual a 470. O coeficiente de atrito é determinado experimen-
talmente e é dado por k = 0.08. A constante gravitacional é g = 32 e o peso dos

barris W = 527.

a) Determine a velocidade de impacto v usando o método da secante, quando os
barris sao lancados numa zona cuja profundidade é D = —300. Utilize como
aproximacoes iniciais v; = 40 e vo = 45, e no critério de paragem €; = 0.05, €9 =

0.05 ou no maximo 2 iteragoes.

b) Através de experiéncias, mostrou-se que os barris se danificam se a velocidade
de impacto com o fundo do oceano for superior a 40. Na situacao da alinea

anterior, havera risco de contaminacao?

Resolucgao:

Mudanca de variavel: v — x e D — f.
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a) O exercicio é dado pela expressao —300 = f(z). Escreve-se a expressao na forma
f(z) =0, ie.,

1
0.082 x 32

0.08x

527(527 — 470)in 1+ —— 0
( )n<+527—470

) — 527 X 0.084 +300=0

Usando o Método da Secante, aplica-se (A.3), com k =2, z7 =40 e x5 = 45.

(23 — 1) f(x2) (45 — 40)19.2249

=T — =45 — — 46.6591.
e flza) — fx1) 19.2249 — 77.1619 )

Aplica-se (A.4) para verificagdo do critério de paragem.
|f(x3)| = | — 1.4162] < 0.05

Uma vez que a segunda condi¢ao nao é cumprida, nao se calcula a primeira, fazendo-
se nova iteragao. Obtém-se o valor de x4 = 46.545284. Verifica-se o critério de

paragem:

|24 — x3]  ]46.545284 — 46.659121
X |46.545284|

= 0.002446 < 0.05 (Verdadeiro!)
| f(x4)| =10.022420| < 0.05 (Verdadeiro!)

A solucao é atingida ao fim de 2 iteracoes. A velocidade de impacto é v* &~ 46.545284.

CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante

Fungéo

f(x1) = (1/(pot(0.08,2)*32))*(527*(527-470)*1n(1+((0.08*x1)/(527-470)))-527*0.08%*x1)+300

Valores Iniciais
x1 = 40.000000
x2 = 45.000000
Tolerancias do Critério de Paragem
el = 5.000000e-02
e2 = 5.000000e-02

Nimero Maximo de Iteragdes
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NMAX = 3
Iteragéo 1

xn = 46.659121

fxn = -1.416242
Iteragéo 2

46.545284

Xn

0.022420

fxn

Nimero de Iteragdes Realizadas = 2

Solugéo
xn = 46.545284
fxn = 0.022420

b) Nas condigbes da alinea anterior, ha risco de contaminagao porque a velocidade

de impacto é v &~ 46.545284, que é superior a 40, logo os barris sao danificados.
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12. A pressao méaxima, P, em Kg/mm? que um cabo metélico suporta ¢ dada por

P(d) = 25d* + In(d)

em que d ¢ o diametro em mm. Determine o valor do didametro necessario para
suportar uma pressao de 1.5 x 107 Kg/mm?2. Sabendo que esse didmetro pertence
ao intervalo [0.2, 0.3], use o método iterativo que nao recorre a informagao da derivada
para calcular uma aproximacao com erro relativo inferior a 1073, Use 6 casas decimais

nos calculos.

Resolucao:
Mudanca de variavel: d - x e P — f.

O problema ¢ formulado como:
1.5 x 107" = 2527 4 In(z).

Coloca-se a expressao na forma f(z) = 0, i.e., 252% + In(x) — 1.5 x 10~* = 0. Para
nao utilizar derivadas, recorre-se ao Método da Secante, aplicando (A.3), com k = 2,
1 = 0.2 e 25 = 0.3 (sabe-se que o diametro pertence ao intervalo [0.2,0.3]).

(w2 — 1) f(22) (0.3 — 0.2)1.045877
T ) — flm) 0T 1045877 — (—0.609588)

vy = — 0.236823

No enunciado, o critério de paragem apenas refere a analise do erro relativo:.

w — | = 0.266770| < 0.001 (Falso!)
T3
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O processo iterativo continua. Obtém-se os valores de x4, = 0.239064 e x5 = 0.239212.

Verifica-se o critério de paragem:

s — za]  ]0.239212 — 0.239064| ,
= — 0.000619 < 0.001 (Verdadeiro!
25| 10.239212] (Verdadeiro!)

| f(5)| = [0.000006|

A solugao ¢é atingida ao fim de 3 iteragdes. O didmetro necesséario é d* ~ 0.239212

mi.

CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Funcéo
f(x1) = 25%pot(x1,2)+1n(x1)-0.00015
Valores Iniciais
x1 = 0.200000
x2 = 0.300000
Tolerédncias do Critério de Paragem
el = 1.000000e-03
e2 = 1.000000e-03
Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 4
Iteragdo 1
xn = 0.236823
fxn = -0.038468
Iteragdo 2
xn = 0.239064
fxn = -0.002384
Iteragdo 3
xn = 0.239212
fxn = 0.000006
Nimero de Iteragdes Realizadas = 3
Solugéo
xn = 0.239212
fxn = 0.000006
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13. A funcao a(z) = 2.022° — 1.282% + 3.0623 — 2.922? — 5.66x + 6.08 ¢ utilizada num
estudo do comportamento mecanico dos materiais, representando a(x) o comprimento

da fissura e z(> 0) uma fracgao do ntimero de ciclos de propagagao.

elocidade de propagacao

N

S N (e

Eel 0.8 06 0.4 02 0 0.2 0.4 06 0.8 1

fraccao do numero de ciclos de propagacao

Pretende-se saber para que valores de = a velocidade de propagacao ¢ nula. Utilize
um método que nao recorre ao calculo de derivadas, usando como critério de paragem

g1 = €9 = 1072 ou no méximo trés iteracoes.
Resolucao:

Neste problema, a(z) representa o comprimento de uma fissura, mas pretende-se obter
o ponto para o qual a velocidade de propagagao da mesma ¢é nula, i.e., a’(x) = 0.
Para tal, é necessario encontrar o zero da derivada da funcao fornecida no enunciado,

que corresponde a:
d'(z) = 10.102* — 5.122° + 9.182% — 5.842 — 5.66.

Mudanca de variavel: a'(z) — f(z).
Coloca-se a fungao na forma f(z) = 0, i.e., 10.102* —5.1223+9.1822—5.84x—5.66 = 0.

Utiliza-se o Método da Secante, por nao ser necessério o calculo de derivadas, aplicando-
se (A.3), com k = 2. Para tal, sdo necessarios dois pontos iniciais, correspondentes
ao intervalo onde se espera que a solugao se encontre. Pela observagao da figura,

verifica-se que existem dois zeros para a velocidade, um em [—0.6, —0.4] e outro em
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[0.8,1]. Como um namero de ciclos negativo nao faria sentido, utiliza-se apenas o
zero do intervalo positivo, com x1 = 0.8 e x5 = 1.

(vg —xp) f(22) . (1 —-0.8)2.66

2~ = e = 566 = (—a.041zg) ~ 905022

T3 =
Usa-se (A.4) para verifica¢ao do critério de paragem.
|f(z3)| = | —0.445866| < 0.01 (Falso!)

O critério de paragem nao foi cumprido, e o método iterativo prossegue até que ambas
as condigoes se verifiquem em simultaneo. Obtém-se os valores de z, = 0.918657 e

x5 = 0.920524. Verifica-se o critério de paragem:

s — x4 ]0.920524 — 0.918657] .
- —< 0.01 (Verdadeiro!
s 10.920524] (Verdadeiro)

|f(x5)] = 0.001327| < 0.01 (Verdadeiro!)

A solugao ¢é obtida ao fim de 3 iteragbes. O ponto para o qual a velocidade de

propagacao da fissura é nula é z* =~ 0.920524.
CONUM:
SECANT
Solugdo de uma Equagdo Ndo Linear - Método da Secante
Funcgéo

f(x1) = 10.1*pot(x1,4)-5.12%pot(x1,3)+9.18%pot(x1,2)-5.84*x1-5.66
Valores Iniciais

x1 = 0.800000 x2 = 1.000000
Tolerédncias do Critério de Paragem

el = 1.000000e-02 e2 = 1.000000e-02
Nimero Maximo de Iteragdes

NMAX = 4
Iteragdo 1

xn = 0.905022

fxn = -0.445874

Nimero de IteragSes Realizadas = 3
Solugéo

xn = 0.920524

fxn = 0.001327






Capitulo 3

Sistemas de equacoes lineares

O objectivo deste capitulo é resolver exercicios que envolvem sistemas de n equagoes lineares

do tipo:
.
a11T1 + 1922 + ... FaT, = b1
a21T1 -+ 992 + ... +ag,T, = b2
[ OmT1 + Qs ... + apnt, = by,

Em termos matriciais fica Az = b com

ai a12 ... Qip I bl

a921 929 oo Qop i) b2
A= , T = eb=

Ap1 Ap2 ... Qpp T bn

em que A € R™*™ é a matriz dos coeficientes, x € R" é a solugao do sistema e b € R" é o
termo independente.

Os métodos para a sua resolugao costumam classificar-se em duas categorias: os méto-
dos directos e os métodos iterativos. Vao utilizar-se a Eliminacao de Gauss com Pivotagem
Parcial (EGPP) como método directo, e o método de Gauss-Seidel (A.5) como método ite-
rativo com (A.7) no critério de paragem. Para este ultimo, também se resolvem exercicios

analisando as respectivas condigoes suficientes de convergéncia.

35
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1. Num determinado circuito eléctrico, as correntes 21, i5 € i3 passam através das impe-

dancias 7, Z, e Z3 e sao dadas por:

T Y S e 0
Zity — i = €1 — €2
Loy — Zsiz = ey —e3

8821:10,22:8,23:3,61—62:65862—63:120Z

a) Calcule os valores das correntes iy, is € i3 por um método directo e estéavel.
b) Calcule o determinante da matriz.

c) Calcule a matriz inversa.

Resolucao:
a) Mudanga de variavel: i — x.

Substituindo as constantes, obtém-se:

r1T + x9 + w3 = 0
10z, — 8zo = 65
811 — 3x3 = 120
1 1 1 0
A= 10 =8 0 b= 65
§ 0 =3 120

Procede-se & troca de linhas (73) porque o elemento de maior médulo da primeira

coluna deve colocar-se na primeira linha, na primeira etapa.
11 1 | 0 10 -8 0 | 65

10 -8 0 | 65 |2 1 1 1 | 0
8 0 =3 | 120 8 0 —3 | 120
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12 etapa: Elemento pivot; (a11): 10 (elemento de maior modulo da primeira coluna)
Céalculo dos multiplicadores:

21 1 asy 8
=— =-——=-0.1; =— =——=-038
= pivoty 10 s pivot, 10

O multiplicador my; vai multiplicar a linha pivot (linha 1) e adicionar & linha 2. O

multiplicador mg; vai multiplicar a linha pivot (linha 1) e adicionar a linha 3.
Exemplo: —8 x (—0.1) +1=1.8

A matriz ampliada obtida no final da 1 etapa é:

10 -8 0 | 65
0 1.8 1 | —6.5
0 64 —3 | 68

2¢ etapa: Trocam-se novamente as linhas (2.3), de modo a que o elemento de maior

modulo da segunda coluna (da segunda linha para baixo) fique na posigao ass.

10 =8 0 | 65 10 =8 0 | 65
0 1.8 1 | —65 |25] 0 6.4 —3 | 68
0 64 —3 | 68 0 1.8 1 | —65

Elemento pivoty (ag): 6.4 (elemento de maior médulo da segunda coluna, a partir

da segunda linha). Calculo do multiplicador:

1.
ag 1.8 = —0.281250

pivot, 6.4

mgzg = —

O multiplicador mss vai multiplicar a linha pivot (linha 2) e adicionar a linha 3.

10 -8 0 | 65
0 64 -3 | 68
0 0 184375 | —25.625
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Assim, obteve-se o seguinte sistema, agora triangular, que se resolve por substitui¢ao

inversa, ou seja, do fim para o inicio. Por exemplo, x3 = 1281?5’;’ = —13.898305, a

seguir x9 = 4.110169 e por fim z; = 9.788136.

10z; — 8xo = 65
6.4xy — 33 = 68
1.84375x3 = —25.625

Logo, os valores das diferentes correntes correspondem a 7y = 9.788136, i = 4.110169
e i3 = —13.898305.

MATLAB: Comandos:
>> A=[111; 10 -8 0;8 0 -3]

A =
1 1 1
10 -8 0
8 0 -3

>> b=[0;65;120]

b =

0

65

120
>> A\b
ans =
9.7881
4.1102
-13.8983

b) Célculo do determinante da matriz:

det(A) = det(U) x (=1)" = [[,=;, ., (wi) x (=1)" (¢ &€ o ntimero de trocas de linhas).

A matriz U é a matriz triangular superior obtida no processo de eliminagao de Gauss:
10 -8 0

0 6.4 -3
0 0 1.84375



39

Assim, det(A) = uy; X ug X uzz X (—1)* =10 x 6.4 x 1.84375 x (—1)* = 118.

MATLAB: Comandos:

>> A=[111; 10 -8 0;8 0 -3]
>> det (A)

ans =

118

c¢) Calculo da matriz inversa

1 1 1 | 100
A)=|10 -8 0 | 010
8 0 -3 ] 001

Aplica-se EGPP ao conjunto, efectuando as mesmas operagoes necessarias para o cal-
culo da matriz triangular superior U (alinea a)) a partir da matriz (A|I). O resultado

¢é o seguinte.
10 -8 0 | 0 1 0

0 6.4 -3 | 0 —0.8 1
0 0 1.84375 | 1 0.125 —0.28125

L _ o .
Para calcular a primeira coluna de A~!, resolve-se o sistema que tem como termo

independente a 12 coluna da matriz da direita:

10 -8 0 |
0 64 -3 |
0 0 184375 | 1

0
0

De onde se obtém x1, x5 e x3 por substituicao inversa, ficando calculada a primeira
coluna de A~

1.84375x3 = 1 & x3 = 0.542373
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Do mesmo modo, obtém-se para a segunda coluna:

10 =8 0 | 1 x1 = 0.025424
0 64 -3 | —0.8 | © ¢ z2=—0.093220
0 0 1.84375 | 0.125 x3 = 0.067797

E para a terceira coluna,

10 -8 0 | 0 x1 = 0.067797
0 64 -3 | 1 <y x2 = 0.084746
0 0 1.84375 | —0.28125 rg = —0.152542

Reunindo as solucoes dos trés sistemas anteriores surge a matriz inversa, A=

0.203390  0.025424  0.067797
A7l = 0254237 —0.093220 0.084746
0.542373  0.067797 —0.152542

MATLAB: Comandos:

>> A=[111; 10 -8 0;8 0 -3]

>> inv(A)

ans =
0.2034 0.0254 0.0678
0.2542 -0.0932 0.0847
0.5424 0.0678 -0.1525
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2. Uma fabrica de tintas pretende utilizar as sobras de tinta de 4 tipos diferentes de
tonalidades de tinta verde para criar uma tonalidade de verde mais popular. Uma
unidade de medida (u.m.) da nova tinta serd composta por z; u.m. de tinta tipo 1,
Ty u.m. de tinta tipo 2, x3 u.m. de tinta tipo 3 e x4 u.m. de tinta tipo 4. Cada
u.m. de tinta nova é composta por 4 pigmentos que estao relacionados pelo seguinte

sistema de equacgoes lineares:

p
80.T1+ 301’3"‘ 10374 =40
80[L‘2+ 10[L‘3+ 10l‘4 = 27

16l‘1+ 20[L‘2+ 60[L‘3+ 72l‘4 =31

4l’1+ 81’4 =2

Os coeficientes da matriz representam a percentagem de pigmento em cada uma das
4 diferentes tonalidades de tinta verde, por exemplo, a tinta com a nova tonalidade
devera conter 31% de pigmento 3, sabendo que a tinta tipo 1 contem 16%, a tinta

tipo 2 20%, a tinta tipo 3 60% e a tinta tipo 4 contem 72% do mesmo pigmento.

a) Analisando apenas as condigoes suficientes de convergéncia, verifique se o método

de Gauss-Seidel converge, quando aplicado a este sistema.

b) Resolva o sistema de equagoes usando o método iterativo de Gauss-Seidel, utili-
zando para aproximacao inicial o ponto (0.5,0.2,0.2,0) e utilizando para cri-

tério de paragem € = 0.25 ou Nypee = 2.

Resolucao:

a)

80 0 30 10 40
0 &80 10 10 ; 27
16 20 60 72 31

4 0 0 8 2
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Analise das Condigoes Suficientes de Convergéncia:

i) A matriz A é estrita e diagonalmente dominante? Nao, porque |60] < |16] 4 |20| +

72| =

108. Nada se pode concluir quanto a convergéncia.

ii) A matriz A é simétrica e definida positiva?

80 0
0 &0
30 10
10 10

AT =

£ A

o O O =

.. A matriz A nao é simétrica, pelo que nao é necessario verificar se é definida positiva.

Nada se pode concluir.

iii) [|Casll1.00 < 17 (Calculo da matriz de iteracao Cgg (A.5))

80 0 0 0 0
0 8 0 0 0
= L =
0 0 60 O —16
0O 0 0 8 —4
80 0 0 0
0 8 0 0 1
D—-L= (D - L)i
16 20 60 0
4 0 0 8
Cas = (D — L)ilU =

Calculo da norma 1 da matriz Cgg:

|Cas|li = maw(Z lcinl, Z |Cial, .-
0.3750| + | —
maz(0; 0; 0.8292; 1.4375) = 1.4375.

0 00 0 0 =30 —-10
0 00 - 0 0 —10 —-10
—-20 0 O 00 0 =72
0 00 00 0 0
0.0125 0 0 0
0 0.0125 0 0
—0.0033 —0.0042 0.0167 0
—0.0063 0 0 0.1250
0 —0.3750 —0.1250
0 —0.1250 —0.1250
0 0.1417 —1.1250
0 0.1875  0.0625

o o o O

Z|cm|) =max(0+0+04+0;0+0+0+0;] —
0.1250] + 01417+ 0.1875: | — 0.1250| + | — 0.1250| +| — 1.1250] +0.0625) —
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[|Cas||1 < 1 é falso, nada se pode concluir quanto & convergéncia.
Calculo da norma oo de Cgg:

[|Caslloe = max(z le1], Z leal, - Z |cnjl) = max(0+0+4|—0.3750|+|—0.1250]; 0+
0+ | — 0.1250] ] — 012500+ 0 + 0.1417 1 | — 112500+ 0 + 0.1875 + 0.0625) —
maz(0.5;0.25; 1.2667; 0.25) = 1.2667

[|Caslle < 1 € falso, nada se pode concluir quanto a convergéncia.

[|Cas|li = 1.4375 e ||Casl||eo = 1.2667. Como nenhum destes valores é inferior a 1,

nada se pode concluir.

A anélise das condigoes suficientes de convergéncia nada permite concluir acerca da
convergéncia do Método de Gauss-Seidel.

MATLAB:

>> A=[80 0 30 10;0 80 10 10;16 20 60 72;4 0 0 8]
>> D=diag(diag(A))

D =
80 0 0 0
0 80 0 0
0 0 60 0
0 0 0 8
>> L=tril(-A,-1)
L =
0 0 0 0
0 0 0 0
-16 -20 0 0
-4 0 0 0
>> U=triu(-A,1)
U =
0 0 -30 -10
0 0 -10 -10
0 0 0 -72
0 0 0 0
>> D-L
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o O O O

>> inv(D-L)*U

ans =
0 0 -0.3750 -0.1250
0 0 -0.1250 -0.1250
0 0 0.1417  -1.1250
0 0 0.1875 0.0625

>> norm(inv(D-L)*U,1)
ans =

1.4375
>> norm(inv(D-L)*U, inf)
ans =

1.2667

b)

Equacio iterativa do Método de Gauss-Seidel (A.5): (D — L)a**! = Uz* + b

1% iteracio (k =1): (D — L)z® = Uz + b

80 0 0 O 0 0 =30 —-10 0.5 40
0 8 0 0 0 0 —10 —-10 0.2 27
16 20 60 O 00 0 =72 0.2 31
4 0 0 8 00 0 0 0 2

Nota: A matriz ja é triangular (inferior), logo a resolucao do sistema é por substitui¢ao
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directa.
0 0 0 34 0.425
0 8 0 O 25 0.3125
22 — o 22 =
16 20 60 0 31 0.2992
4 0 0 8 2 0.0375

2 ¢ obtido pela resolucdo do sistema por substituicdo directa. Por exemplo, a sua

primeira componente é x; = 30" 0.425.

Verifica¢do do critério de paragem (A.7):

0.425 0.5 ~0.075
e | 08125 | | 02| | 01125
0.2992 0.2 0.0992
0.0375 0 0.0375

|2@ —a®||  {/(-0.075)2 + 0.11252 + 0.09922 + 0.03752  0.1718

||z@)]| V0.4252 + 0.31252 + 0.29922 + 0.03752  0.6076
= 0.2828 < 0.25 (Falso!)

O critério de paragem nao ¢ verificado, pelo que se continua para a segunda iteracao.

2% iteragao (k = 2):

80 0 0 O 0 0 =30 —-10 0.425 40
0 8 0 0 0 0 —10 —10 0.3125 27
2@ = +
16 20 60 O 00 0 =72 0.2992 31
4 0 0 8 00 O 0 0.0375 2
80 0 0 O 30.649 0.3831
0 8 0 0 23.633 0.2954
16 20 60 O 28.3 0.2710
4 0 0 8 0.0584

2
Verificagao do critério de paragem (A.7):
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|2 — 2@ 0.0573
|z®)]|  0.5576

= 0.1027 < 0.25 Verdadeiro!

L, .

A estimativa do erro relativo é inferior a 0.25, e o processo iterativo termina. A
aproximagao a solucao encontrada é: zj ~ 0.3831, z5 ~ 0.2954, z; ~ 0.2710 e
x3 ~ 0.0584 u.m. de cada um dos tipos de tinta.

CONUM:
GAUSEI

Sistemas de Equagdes Lineares - Equagdes de Gauss-Seidel
Matriz A
80.000000 0.000000 30.000000 10.000000
0.000000 80.000000 10.000000 10.000000
16.000000 20.000000 60.000000 72.000000
4.000000 0.000000 0.000000 8.000000
Vector B
40.000000
27.000000
31.000000
2.000000
Vector Imnicial
0.500000
0.200000
0.200000
0.000000
Tolerancia do Critério de Paragem
e = 2.500000e-01
Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 3

Matriz de Iteracdo do Método Gauss-Seidel

0.000000 0.000000 -0.375000 -0.125000
0.000000 0.000000 -0.125000 -0.125000
0.000000 0.000000 0.141667 -1.125000
0.000000 0.000000 0.187500 0.062500

0 processo iterativo pode ndo convergir.

Iteragéo 1



x[1] = 0.425000
x[2] = 0.312500
x[3] = 0.299167
x[4] = 0.037500
Iteragéo 2
x[1] = 0.383125
x[2] = 0.295417
x[3] = 0.271028
x[4] = 0.058437

Nimero de Iteragdes Realizadas = 2
Solugdo do Sistema

0.383125

0.295417

0.271028

0.058437
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3. Um engenheiro de Produgao supervisiona a producao de quatro tipos de computa-

dores. Existem quatro espécies de recursos necessarios a producao: mao-de-obra,
metais, plasticos e componentes electronicos. As quantidades destes recursos, neces-

sarias para produzir cada computador sao:

Mao de obra Metais Plasticos Componentes

(h/comp.) (Kg/comp.) (Kg/comp.) (unid./comp.)

1 3 20 10 10
2 4 25 15 8
3 7 40 20 10
4 20 50 22 15

Considere um consumo diario de 504 h de mao-de-obra, 1970 K¢ de metais, 970 Kg

de plasticos e 601 componentes.

a) Use um método directo e estavel para calcular o nimero de computadores (ntimero
inteiro) de cada tipo produzidos por dia.

b) Use o método iterativo de Gauss-Seidel, tomando como aproximacao inicial (1) =

(9,10,12,10). Apresente apenas os calculos relativos as duas primeiras iteragoes,

indicando uma estimativa do erro relativo.

c) Comente os resultados obtidos, analisando as condi¢oes suficientes de convergén-
cia.

Resolucao:

a) Formulagao do sistema de equagoes lineares:

(

3r1 + 4xs + Txs + 20xy = 504
207 + 2bxy + 40x3 + H0xy = 1970
10y + 1529 + 2023 + 2224 = 970

\ 10y + 8xy + 10x3 + 1bzy = 601
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3 4 7 20 504
20 25 40 50 1970
10 15 20 22 970
10 8 10 15 601
Resolve-se o sistema linear por EGPP:
3 4 7 20 | 504 20 25 40 50 | 1970
20 25 40 50 | 1970 - 3 4 7 20 | 504
10 15 20 22 | 970 | 10 15 20 22 | 970
10 8 10 15 | 601 10 8 10 15 | 601
moy = —55 = —0.15, mg; = =22 = —05 e my = —35 = —0.5
20 25 40 50 | 1970 20 25 40 50 | 1970
0 025 1 12,5 | 2085 ] 0 -45 —-10 -10 | —384
0 25 0o -3 | -15 | 0 25 0 =3 | =15
0 —45 —-10 —10 | —384 0 025 1 125 | 2085

—4

20 25 40
0 —4.5 —10
0 0 -5.555556
0 0 0.444444

0.444444 __
Mg = —-SH () 030000

20 25 40

0 —45 —10

0 0  —5.555556
0 0 0

| 1970
~10 | —384
—8.555556 | —228.333333
11.9444444 | 187.166667
| 1970
~10 | —384
—8.555556 | —228.333333
11.260000 |  169.900000
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Resolve-se o sistema por substituicao inversa, obtendo-se 27 = 10, 23 = 12, x5 = 18

e z; = 15 computadores de cada tipo produzidos por dia.

b)
30 0 O 0 0 0 0 0 —4 -7 =20
0 25 0 O —-20 0 0 0 0 0 —-40 =50
0 0 20 O —-10 =15 0 O 0 O 0 =22
0 0 0 15 -10 -8 —-10 O 0 0 0 0
3 0 0 0 0.3333  0.0000  0.0000 —0.0000
20 25 0 O L —0.2667  0.0400 0 0.0000
D-L = (D—1)"' =
10 15 20 0 0.0333 —0.0300 0.0500 —0.0000
10 8 10 15 —0.1022 —0.0013 —0.0333 0.0667

—1.3333 —2.3333 —6.6667
1.0667  0.2667  3.3333
—0.1333 0.9667 —0.2667

0
1 0
0
0 04089 0.7689  2.8444

Equagao iterativa de Gauss-Seidel (A.5): (D — L)z**t = Uz* + b

1) _

1% iteragao(k = 1):

3 0 0 O 0 —4 -7 =20 9 504
20 25 0 O 0 0 —40 -50 10 1970
2? = +
10 15 20 O 0 0 0o =22 12 970
10 8 10 15 0 0 0 0 10 601
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Nota: A matriz ja é tringular (inferior), logo a resolugao é por substituigao directa.

3.0 0 0 180 60

20 25 0 0 990 ~8.4
2@ — o 2@ =

10 15 20 0 750 13.8

10 8 10 15 601 —4.653333

Confome o enunciado, procede-se ao célculo da 2% iteracao(k = 2):

30 0 0 0 —4 -7 =20 60 504
20 25 0 0 0 0 —40 -50 —8.4 1970
z® = +
10 15 20 0 00 0 -22 13.8 970
10 8 10 15 00 0 0 —4.653333 601
30 0 0 534.06666 178.02222
20 25 0 0 @) 1650.66665 @ —76.391111
T — {:}l‘ =
10 15 20 0 1072.373326 21.900889
10 8 10 15 601 —52.473481
Estimativa do erro relativo:
178.02222 60 118.02222
L& o ~76.39111 | 8.4 | 6799
21.900889 13.8 8.100889
—52.473481 —4.653333 —47.820148
2@ — 2@ /118.022222 4 (—67.99111) + 8.1008892 + (—47.820148)>  144.583631
||z®3)]] V/178.022222 4 (—76.39111)% 4 21.9008892 + (—52.473481)2  201.892614
0.716141

c) Analise das Condigbes Suficientes de Convergéncia:

i) A ¢é estrita e diagonalmente dominante?

13| > [4] 4+ |7] + |20| (Falso!)
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Nada se pode concluir quanto a convergéncia.

ii) A é simétrica e definida positiva?

3 20 10 10
. 4 25 15 8
AT = # A
740 20 10
20 50 22 15

.. A nao é simétrica.

Nada se pode concluir quanto a convergéncia.

iii) Analise de Cgg

Ces ja foi calculado na alinea a) (Cgs = (D — L)7U).
ICasllos <1V |[|Casll1 <17

[|Caslle = 10.333323 < 1 (Falso!)

[|Cas||i = 13.111096 < 1 (Falso!)

Nada se pode concluir quanto a convergéncia.

A anélise das condi¢oes suficientes de convergéncia nao é conclusiva relativamente &

convergéncia do Método de Gauss-Seidel para o sistema apresentado.
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4. Considere o seguinte sistema de equagoes para determinar as concentragoes ci, cp €
3 (g/m?) numa série de 3 reactores como fungao da quantidade de massa a entrada

de cada reactor (termo independente do sistema em g):

1701 —202 —303 = 500
—501 +21CQ —203 = 200
—501 —502 —|—2263 = 30

a) Analise as condigoes suficientes de convergéncia do método de Gauss-Seidel quando

aplicado ao sistema.

b) Aplique o método de Gauss-Seidel ao sistema, considerando como aproximagao

inicial o ponto (34,19, 13) e £; = 0.0025 ou no maximo 2 iteragoes.

Resolucao:

a) Analise das Condigoes Suficientes de Convergéncia:

17 =2 =3 500
A=1 -5 21 -2 b=1 200
-5 =5 22 30

i) A matriz A ¢é estrita e diagonalmente dominante?

Sim, porque a; > XJ_, . ilayl i =1,..,n, ouseja [17] > | = 2[ + | =3[, [21] >
| =5l +]—2[el22|>|=5]+]| -5
Como uma das condigoes suficientes de convergéncia ja é verificada, nao é necessario

verificar as outras, pelo que se conclui que o Método de Gauss-Seidel converge quando

aplicado a este sistema.

b) Equagao iterativa do Método de Gauss-Seidel: (D — L)z**t = Uzk + b
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17 0 0 000 0 2 3
D= 0 21 0 L=15 00 U=100 2
0 0 22 55 0 000

17 0 0

D—-L=1] -5 21 0

-5 =5 22

1% iteragao (k = 1):

17 0 0 02 3 34 500
521 0 [z2P=]|0 0 2 19 |+ | 200
5 —5 292 000 13 30
17 0 0 577 33.941176
5 21 0 [2P =] 226 | @@ = | 18843137
5 —5 22 30 13.360071

Verificagao do Critério de Paragem (A.7):
|2 —2W]]  0.397136
2@ 41.055557

O critério nao ¢ verificado e o processo iterativo prossegue.

= 0.009673 < 0.0025 (Falso!)

2% iteragao (k = 2):

17 0 0 02 3 33.941176 500
5921 0 [2®¥=]0 0 2 18.843137 | + | 200
5 —5 22 00 0 13.360071 30
17 0 0 577766487 33.986264
5 21 0 [2® =] 226720142 | ©2® =] 18.888165

-5 —5 22 30 13.380552
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Verificagao do Critério de Paragem:
|2 — 2@ 0.066932
J=®]] 41.120167

O critério de paragem é cumprido. A solucao é encontrada ao fim de 2 iteragoes e

= 0.001628 < 0.0025 (Verdadeiro!)

corresponde a ¢} & 33.986264, c; ~ 18.888165 e ¢ ~ 13.380552 g/m?.
CONUM:

GAUSEI

Sistemas de Equagdes Lineares - Equagdes de Gauss-Seidel

Matriz A
17.000000 -2.000000 -3.000000
-5.000000 21.000000 -2.000000
-5.000000 -5.000000 22.000000
Vector B Vector Imnicial
500.000000 34.000000
200.000000 19.000000
30.000000 13.000000
Toleradncia do Critério de Paragem Nimero Maximo de Iteragdes
e = 2.500000e-03 NMAX = 3

Matriz de Iteragdo do Método Gauss-Seidel

0.000000 0.117647 0.176471
0.000000 0.028011 0.137255
0.000000 0.033104 0.071301

Iteragédo 1
x[1] = 33.941176
x[2] = 18.843137
x[3] = 13.360071

Nimero de Iteragdes Realizadas = 2
Solugdo do Sistema

33.986264

18.888165

13.380552
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CAPITULO 3. SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

5. Considere a figura representando um sistema de 4 molas ligadas em série sujeito a

uma forga F' de 2000 Kg.

Numa situagao de equilibrio, as equacgoes forga-balanco deduzidas definem inter-

relagoes entre as molas:

Xz

X3

X

X

i

5

:

L

.

ko(ra — 1) = ki

ks(xs — x9) = ko(zo_11)

ky(xy —x3) = k3(x3_x9)
F = ky(xy_x3)

em que ky = 150, ko =50, k3 = 75 e ky = 225 sdo as constantes das molas (kg/s?).

Analise as trés condicoes suficientes de convergéncia do método de Gauss-Seidel e

conclua sobre a convergéncia do método na resolugao do sistema linear dado.

Nota: a matriz de iteracao Cgg €

Resolucao:

[ 0.000 0.250 0.000 0.000 |
0.000 0.100 0.600 0.000
0.000 0.025 0.150 0.750

I 0.000 0.025 0.150 0.750

Substituicao dos valores das constantes:

(

50(1’2 — 1’1)
75(ZL‘3 - IL‘Q)
225(l‘4 - l‘g) = 75([L‘3_l‘2)

2000

.

= 1502, —50x1 + 502y = 1502,

= 50(zo_x1) - —T75x9 + T5x3 = —50x; + 502,
—22bx3 4 22bxy = —Tdxy + THxs
= 225(zazs) | 2000 = 2255 + 2251,
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Colocar em segundo membro os termos sem incégnitas:

( (

—50z1 — 15021 + 5024 =0 —200z1 + 50z =0
50x17 — 50xy — 7Haxe + 753 =0 50z — 12529 4+ 7523 =10
T5x9 — Thrg — 22513 + 22614 =0 “ 75x9 — 30023 + 22524 =0
\ 225x3 — 22524 = 2000 \ 225x3 — 2252, = —2000
—200 50 0 0 0
Ao 50 =125 75 0 ) 0
0 75 =300 225 0
0 0 225 =225 —2000

Analise das condigoes suficientes de convergéncia:

i) A matriz A é estrita e diagonalmente dominante? Nao, porque | — 125| > |50| 4+

|75| < 125 > 125 (Falso!)
ii) A matriz A ¢ simétrica e definida positiva?

—200 50 0 0

T 50 =125 75 0
A" = =A
0 7 =300 225

0 0 225 =225

. A matriz A é simétrica. Verifica-se agora se a matriz A é definida positiva, calcu-

lando os determinantes de todas as suas submatrizes.

det(ayy) = det(—200) > 0 (Falso!)

Nada se pode concluir.

iii) Como é fornecida a matriz Cgg pode calcular-se imediatamente ||Cgsl|1 € ||Casl|oo
ICas]l00 < 17

[|Caslli = 1.5 e ||Casl|eo = 0.925

Como uma das normas é menor que 1, conclui-se que o Método de Gauss-Seidel

converge quando aplicado a este sistema.
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6. Uma equipa de trés paraquedistas ligados por uma corda de peso desprezavel ¢é lan-

cada em queda livre a uma velocidade v = 5 m/s conforme a figura.

Considere os seguintes dados:

Paraquedista Massa Coef. de resisténcia
(2) (mi) (Kg) (ci) (Kg/s)
1 70 10
2 60 14
3 40 17

O sistema linear resultante permite calcular
a tensao em cada secgao da corda (R e T)

¢ a aceleracao da equipa (a).

mig —cv =T = mya
meg —cov +1T —R = moa
msg —C3v +R = mgza

(considere g = 9.8 m/s?).

O que poderia dizer acerca da convergéncia do método
iterativo de Gauss-Seidel quando aplicado ao sistema?
Justifique.

Resolucao:

Mudanga de variavel: @ — z1, R — x5 e T'— x3 e substituicao das constantes:

70x9.8 —10x5H —x3 = 702
60 x 9.8 —14 x5 H4x3 —x9 = 6017
40 x 9.8 —17x5 41z = 4014



29

Isolando os termos sem incoégnitas no 2° membro:

702, +x3 = 636

60z, +xo —x3 = 518

4021 —x2 = 307
0 0 1 636
A=160 1 -1 b= 518
40 -1 0 307

Para determinar se o Método de Gauss-Seidel converge quando aplicado ao sistema,

analisam-se as Condig¢oes Suficientes de Convergéncia:
i) A matriz A ¢ estrita e diagonalmente dominante?
Nao, porque [1| < |60 + | — 1].

ii) A matriz A ¢ simétrica e definida positiva?

70 60 40
At=1 0 1 -1 |#A4
1 -1 0
Logo, a matriz nao é simétrica.
111) ||CGS||1,oo <17
CG’S = (D — L)flU
70 0 O 0 00 00 -1
D = 0 10 L=1| —-60 0 0 U=|00 1
0 00 —40 1 0 00 O
70 0 0

D—-L=|60 1 0
40 -1 0
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D — L nao tem inversa, o que é um dos pressupostos para a utilizacao do Método
de Gauss-Seidel. Desta forma, conclui-se que este método nao pode ser aplicado na
resolucao deste problema, na forma em que o sistema se encontra. No entanto, seria
possivel resolver o sistema através do método directo (EGPP).

MATLAB:
>> A=[70 0 1;60 1 -1;40 -1 0]
>> D=diag(diag(A))

D =
70 0 0
0 1 0
0 0 0

>> L=tril(-A,-1)

L =
0 0 0
-60 0 0
-40 1 0

>> U=triu(-A,1)

U =
0 0 -1
0 0 1
0 0 0
>> D-L
ans =
70 0 0
60 1 0
40 -1 0
>> inv(D-L)

Warning: Matrix is singular to working precision.
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7. Uma transportadora tem trés tipos de camioes, Camiao;, Camiao, e Camiaos, que

estao equipados para levar trés tipos diferentes de maquinas de acordo com a seguinte

tabela:

méaquina A maquina B maéaquina C

Camiao; 1 0 2
Camiaoy 1 1 1
Camiaos 1 2 1

Por exemplo, o Camiao; pode levar uma maquina A, nenhuma maquina B e duas
maquinas C'. Supondo que cada camiao vai com carga maxima, quantos camioes de
cada tipo devemos enviar para transportar exactamente 12 maquinas A, 10 méquinas

B e 16 méaquinas C?

a) Acha que consegue garantir a convergéncia do método iterativo de Gauss-Seidel

na resolucao deste problema? Justifique.

b) Resolva o problema por um método directo e estavel.

Resolucao:

a) Camiaoy — x, com k= 1,2, 3.

Ty + 19 + x3 = 12
$2+2[E3:10

21‘1 + To + €T3 = ]_6

1 11 12
A=101 2 b= 10
2 1 1 16

Para verificar a convergéncia do método, analisam-se as Condigoes Suficientes de

Convergéncia:
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i) A ¢ estrita e diagonalmente dominante?
11| > [1] + |1| (Falso!)
A nao é estrita e diagonalmente dominante. Nada se conclui quanto & convergéncia.

ii) A é simétrica e positiva?

10 2
AT=1111|#A4
121

.. a matriz A nao é simétrica, logo nada se conclui.
111) ||CGS||1,oo < 17

Cas = (D — L)_lU

100 0 0 0 0 -1 —1
D=|010 L=| 0 o0 o0 U=|0 0 -2
00 1 —2 -1 0 0 0 0
100 1 0 0 0 -1 —1
D-L=|lo0o10|DO-L)y"'= 0 1 0| DL-L)'U=[0 0 -2
2 1 1 -2 -1 1 0 2 4

[|Caslli =7 e ||Casl||o = 6, logo nada se pode concluir quanto a convergéncia.

Nenhuma das condigoes é satisfeita, pelo que nada se pode concluir sobre a conver-

géncia do Método de Gauss-Seidel quando aplicado a resolugao deste sistema.
b) Um método directo e estavel é a Eliminagao de Gauss com pivotagem parcial
111 ] 12 2 11| 16

01 2] 100127 10
211 | 16 111 ] 12
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ms; = —% =—-0.5
2 1 1 | 16
0 1 2 | 10
0 05 05 | 4
mzo = —% = —0.5
21 1 | 16
o1 2 | 10
00 —05 | —1
Resolvendo por substituicao inversa obtém-se z; = 4, x5 = 6 e 3 = 2. Devem

utilizar-se 4 camioes do tipo 1, 6 camioes do tipo 2 e 2 camioes do tipo 3 para
transportar a carga desejada.
MATLAB: Comandos:

>> A=[111;01 2;2 1 1]
>> b=[12;10;16]

>> A\Db

ans =
4
6
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8. Hoje é dia de S. Valentim. Dois rapazes pretendem comprar um ramo de flores, com
rosas e tulipas, para oferecer as respectivas namoradas. Considere x; o nimero de

rosas e x9 0 numero de tulipas de cada ramo.

O primeiro dos rapazes vai comprar o ramo a florista "Mil
Pétalas" que cobra por cada rosa 2 euros e por cada tulipa
2 euros, gastando 10 euros. O segundo decide comprar o
ramo na florista "Tudo em flor" mas esta ainda esta inde-

cisa relativamente ao prego a cobrar por cada rosa (consi-

dere esse prego igual a "k") cobrando-lhe 3 euros por cada

tulipa, ficando o ramo por 13 euros.

a) Coloque o problema na forma de um sistema de equagoes lineares, em fungao de

r1, To € k.

b) Calcule justificando, o valor de k, por forma a garantir a convergéncia do mé-
todo iterativo de Gauss-Seidel na resoluc¢ao do sistema (use apenas as condigoes

suficientes de convergéncia baseadas na matriz dos coeficientes, A).

Resolucao:

a)

b)

A= b=

Analisam-se as condigoes suficientes de convergéncia:

i) A matriz A ¢é estrita e diagonalmente dominante?

12| > |2| (Falso!)
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A matriz A nao é estrita e diagonalmente dominante. Nada se conclui quanto a
convergeéncia.
ii) A matriz A é simétrica e definida positiva?

A matriz é simétrica se k = 2. Para ser definida positiva, é preciso verificar se todas

as submatrizes de A tém determinante positivo:
det(ayy) = det(2) =2 >0

a a 2 2
det e = det =2>0

21 Q922 2 3

Conclui-se que a matriz é definida positiva. Este tltimo determinante deve ser cal-

culado através de: det(A) = det(U) x (—1)".

Para k = 2, fica assegurada a convergéncia do método, pois verifica-se uma das

condicoes suficientes de convergéncia.






Capitulo 4

Sistemas de equacoes nao lineares

Neste capitulo vao ser resolvidos problemas envolvendo sistemas de n equagoes nao lineares.
Seja F': Q) — R™, em que €2 é um dominio em R". O objectivo é determinar as solugoes

do sistema de equacoes

fl(.’lfl,...,l'n) =0
Flz)=0<

folzr,...;zn) =0

ou seja, o ponto z* = (x1,...,2,) que verifica simultaneamente todas as n equagoes.
Neste tipo de sistemas é muito dificil demonstrar a existéncia e unicidade de zeros de F'.
Apenas em casos muito simples admite uma solugao analitica pelo que, os métodos para
a sua resolugao sao iterativos devido ao caracter nao linear das suas equagoes. O método
numérico utilizado é o de Newton (A.8) que envolve o calculo da matriz do Jacobiano (A.9)

e utiliza (A.10) como critério de paragem.

67
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1. Num colector solar, um balanco de energia na placa absorvente e na placa de vidro
produz o seguinte sistema de equagoes nao lineares nas temperaturas absolutas da

placa absorvente (77) e da placa de vidro (73):

(T} + 0.06823Ty) — (T4 + 0.05848T%) = 0.01509
(T + 0.05848Ty) — (213 + 0.11696T3) = 0

Usando como aproximacao inicial a solucdo 7™ = (0.30, 0.30) faca uma iteracdo do

método iterativo de Newton. Indique uma estimativa do erro relativo da aproximacao.

Resolucao:
Mudanga de variavel: T — x.

O sistema ¢ ndo linear nas variaveis. Colocam-se as fungoes na forma f(z) = 0:

fi(z1,29) =0 (z} 4 0.06823x,) — (23 + 0.05848z5) — 0.01509 = 0
fo(z1,29) =0 (2} + 0.05848z,) — (224 + 0.1169625) = 0

Constroi-se em seguida a matriz do Jacobiano.

% % 423 4+ 0.06823 —4x3 — 0.05848

T o) —

o On 423 4 0.05848 —8z3 — 0.11696
1 T2

Utiliza-se (A.8) com k =1 e 2 = (0.30,0.30).

£1(0.30, 0.30) —0.012165
£(0.30,0.30) = —
12(0.30, 0.30) —0.025644
0.17623 —0.16648
J(0.30,0.30) =

0.16648 —0.33296
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Resolve-se o seguinte sistema linear por EGPP, cujas incégnitas sao Axl e Aws:

(1

0.17623 —0.16648 Axy —0.012165
=— &
0.16648 —0.33296 Axy —0.025644
1)
0.17623 —0.16648 | 0.012165 Axq —0.007065
& & =
0.16648 —0.33296 | 0.025644 Axsy —0.080551

A primeira iteracdo termina com o calculo de 2 = 2™ + Az,
@)
T 0.30 N —0.007065 0.292935
T 0.30 —0.080551 0.219449

Para calcular uma estimativa do erro relativo, aplica-se (A.10):

|AzM|] 0.080860

= = 0.220919
lz®]] ~ 0.366017

MATLAB: M-file:
function [F,d] = f4_1(x)

F(1) [(x(1)~4+0.06823%x(1))-(x(2)~4+0.05848+*x(2))-0.01509];

F(2) [(x(1)~4+0.05848%x(1))-(2%x(2)~4+0.11696*x(2))];

if nargout>1
d = [4%x(1)~3+0.06823 -4%x(2)~3-0.05848; 4*x(1)~3+0.05848 -8*x(2)~3-0.11696];

end

Comandos:

>> x=[0.30 0.30]

>> options=optimset (’Jacobian’,’on’, ’maxIter’,1)

>> [xsol, fsol,exitflag,output]=fsolve(’f4_1’,x,options)

Maximum number of iterations exceeded; increase options.MaxIter
xsol =0.2929 0.2194

fsol = -0.0029 -0.0058

exitflag = 0
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2. Num jogo numa méquina de casino, as quantias em posse de dois jogadores sao

designadas por z1 e x5, e a quantia com que o casino fica é x3. Num determinado

momento, essas quantias obedecem as equagoes f; = 0,7 = 1,2,3, em que as f; sao

dadas por:

fi(xy, o, 23) = 37% - 1’% —15
fa(x1, 20, 23) = é + a3 — a3

fa(x1, T2, x3) = 1 + T2 + x3 — 500

Determine a quantidade com que cada um dos elementos fica nessa jogada.

Considere a seguinte aproximagao inicial (20, 20,400) e apresente um resultado com

erro relativo inferior a 0.01 ou no méximo 2 iteragoes.
Resolucgao:

Colocam-se as expressoes na forma f(z) =0, i.e.,

filxy, me,23) = 0 2 — 22— 15 =0
fg(l‘l,ZL‘Q,ZL‘g) = 0 <= x_lf + 37% — I3 = 0
fs(z1,x0,23) = 0 T+ 29+ 23 —500 = 0

Constroi-se a matriz do Jacobiano,

ofp  0fi  of
o On om 2z, =2z 0
of, of on | —| _=2 _
5. O1. O 7 212 1
Ofs Ofs Ofs 1 1 1

81'1 8:132 8:)33
Utiliza-se (A.8) com k = 1 e ) = (20, 20, 400).

£1(20, 20, 400) ~15
£(20,20,400) = | £,(20,20,400) | = | 0.0025
£3(20, 20, 400) —60
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40 —40 0
J(20,20,400) = | —0.00025 40 —1
1 1 1
Resolve-se o sistema linear por EGPP:
40 —40 0 Axq Y —15
—0.00025 40 -1 Az =—1 0.0025 | <
1 1 1 Az —60
40 —40 0 | 15 Axy v 1.794594
< | —0.00025 40 -1 | —=0.0025 | < | Az, = 1.419594
1 1 1| 60 Axs 56.785812

A iteracdo termina com o céalculo de z? = (M) 4+ Az,

2)

T 20 1.794594 21.794594
T = 20 + 1.419594 = 21.419594
T3 400 56.785812 456.785812

Para estimar o erro relativo tem de se usar a primeira condigao de (A.10). Calcula-se
22 — 2],

21.794594 20 1.794594
|z —2W|| = 21419504 | -] 20 | =] 1.419594
456.785812 400 56.785812
2 —aWI 17945047 + 1419504  56.7858122 _ 56.831805 _ . .0
lz®] \/21.7945942 + 21.419594% + 456.785812%  457.806817

Comparando a estimativa do erro relativo com 0.01, verifica-se que esta é superior e

que a primeira condi¢ao do critério de paragem nao ¢ cumprida, pelo que se passa

para a segunda iteracao.
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Calcula-se o valor de f e do Jacobiano no ponto x(?):

43.589188 —42.839188 0

J(21.794594, 21.419594, 456.785812) = | —0.000193 42.839188 —1
1 1 1
1.205321

£(21.794594, 21.419594, 456.785812) = | 2.015301
0.000000

Constroéi-se o seguinte sistema linear, que é resolvido por EGPP:

2)

43.589188 —42.839188 0 Az 1.205321
—0.000193 42.839188 -1 Axy =—| 2.015301
1 1 1 Az 0.000000

Axq v —0.071235

Axy = | —0.044346

Axs 0.115580

A iteracao termina com o céalculo de z® = 2z + Az®).

®3)

T 21.794594 —0.071235 21.723359
T = 21.419594 + | —0.044346 | = 21.375248
T3 456.785812 0.115580 456.901392

Estimativa do erro relativo:

|Az®]]  /(—0.071235)2 + (—0.044346)2 1 (0.115580)>  0.142828

— = = 0.000312
2@ \/(21.723359)2 + (21.375248)2 + (456.901392)2  457.916682

O valor encontrado é inferior a 0.01, e o critério de paragem é cumprido. A solugao é
encontrada ao fim de 2 iteracoes. Os diferentes jogadores ganharam z7 ~ 21.723359,

Ty~ 21.375248 e a3 ~ 456.901392.
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CONUM:
NEWSIS
Sistemas de Equagdes N&o Lineares - Método de Newton
Vector Fungdes
pot(x1,2)-pot(x2,2)-15
1/ (pot(x1,2))+pot(x2,2)-x3
x1+x2+x3-500

Matriz do Jacobiano

2x%x1 -2%x2 0
-2/pot(x1,3) 2xx2 -1
1 1 1

Vector Imnicial
20.000000
20.000000
400.000000
Tolerancias do Critério de Paragem
el = 1.000000e-02
e2 =1.0

Nimero Maximo de Iteragles NMAX = 2

Iteragédo 1 Iteragdo 2
x[1] = 21.794594 x[1] = 21.723359
x[2] = 21.419594 x[2] = 21.375248
x[3] = 456.785812 x[3] = 456.901392
fx[1] = 1.205321 fx[1] = 0.003108
fx[2] = 2.015301 fx[2] = 0.001967
£x[3] = 0.000000 fx[3] = 0.000000

Nimero de Iteragdes Realizadas = 2
Solugdo do Sistema N&do Linear
21.723359
21.375248
456.901392
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3. A concentracao de um poluente num lago depende do tempo t, e é dada por

C(t) = 70e”" + 20¢+

Efectuaram-se algumas medidas que foram registadas na seguinte tabela:

t 1 2
C(t) | 27.5702 | 17.6567

,_rtﬁr =5

Utilize o método de Newton para determinar $ e w. Considere para aproximacao
inicial o ponto (3,w)® = (=1.9,-0.15), efectue duas iteracdes e apresente uma

estimativa do erro relativo.
Resolucao:
Mudanca de variavel: f — x1 e w — x9.

Para construir as duas expressoes que dao origem ao sistema, utiliza-se C'(t) em cada

um dos pontos, substituindo as respectivas constantes, obtendo-se:

C(1) = 27.5702
C(2) = 17.6567

70e™ + 20e*2 — 275702 = 0 fi(z1,22) =0
=
70e%*1 4 20e%*2 — 17.6567 = 0 fo(z1,29) =0
Counstroi-se a matriz do Jacobiano.
o g\ _ [ 70em 20e%
0 0 1 T2
ok 2 140e*™ 40e?
Utiliza-se (A.8) com k =1 e z) = (=1.9, —0.15).
—1.9,-0.15 0.113763
f(=1.9,-0.15) = A .
f2(—1.9,—-0.15) —1.274382
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10.469803 17.214160
3.131908  29.632729

J(—1.9,-0.15) =

Resolve-se o sistema linear por EGPP:

1

10.469803 17.214160 Axy 0.113763
=— &
3.131908  29.632729 Az —1.274382
1)
10.469803 17.214160 | —0.113763 Axq —0.098732
= = =
3.131908 29.632729 | 1.274382 Axy 0.053441
Finalmente, calcula-se z? = z(M) + Az,
2)
1 -1.9 N —0.098732 —1.998732
T —0.15 0.053441 —0.096559

Estimativa do erro relativo (através da primeira condigao de (A.10)):

[AzW]|  \/(—0.098732) + 0.0534412

= = 0.056104
|2 \/(—1.998732)2 + (—0.096559)2

Conforme o enunciado, efectua-se a segunda iteracao com ? = (—1.998732, —0.096559):

f1(—=1.998732, —0.096559) 0.074416
f(—=1.998732, —0.096559) = =

f2(—1.998732, —0.096559) 0.116342

9.485490 18.159127
2.570700 32.975388

J(—1.998732, —0.096559) =

Resolve-se o sistema linear por EGPP:

(2)
9.485490 18.159127 Axy 0.074416
= — &
2.570700 32.975388 Axsy 0.116342
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9.485490 18.159127 | —0.074416 Axy —0.001282
= & =
2.570700 32.975388 | —0.116342 Axy —0.003428

Finalmente, calcula-se z® = 3 + Az®.

3)
1 —1.998732 —0.001282 —2.000014

T —0.096559 —0.003428 —0.099987

Para a estimativa do erro relativo, usa-se a primeira condigao de (A.10):

|Az@]]  /(—0.001282)2 + (—0.003428)>
|z®[ /(=2.000014)% + (—0.099987)?

= 0.001828

Assim, obtém-se os valores de f* ~ —2.000014, w* ~ —0.099987.
CONUM:
NEWSIS
Sistemas de Equagdes N&o Lineares - Método de Newton
Vector Fungdes
70*exp (x1)+20*exp (x2)-27.5702
T70xexp (2%x1) +20*exp (2*%x2) -17.6567
Matriz do Jacobiano
TO*exp(x1) 20*exp (x2)
140x*exp (2*x1) 40*exp (2*x2)
Vector Imnicial
-1.900000
-0.150000
Tolerancias do Critério de Paragem
el = 0.000000e+00 e2 = 0.000000e+00

Nimero Maximo de Iteragdes

NMAX = 2

Iteragéo 1 Iteragdo 2
x[1] = -1.998732 x[1] = -2.000014
x[2] = -0.096559 x[2] = -0.099987
fx[1] = 0.074416 fx[1] = 0.000114
fx[2] = 0.116342 fx[2] = 0.000391
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4. Para combater um virus que infectou um grupo de individuos vai ser administrado
um composto quimico sintetizado com base em duas substancias elementares x; e
xo. Sabe-se que se forem administrados o miligramas de composto a cada individuo,
a concentracao (mg/litro) de cada uma das substancias elementares na circulacao

sanguinea ¢ dada implicitamente (para « € [0,5]) pelo sistema de equagoes:

1621 — cos(a(zg — 221)) =0
1625 + 0.75 sen(a(—zy — 3x1)) =0

Para o = 1, determine x; e x5 usando o método iterativo mais adequado. Use a
seguinte aproximacao inicial (1) = (0.1,0.01)T e termine o processo iterativo consi-

derando €5 = 0.05 (1 iteracao).
Resolucgao:
Colocagao da calculadora em modo Radianos.

Substituindo no sistema « por 1 fica:

fi(zy,29) =0 1621 — cos(xy — 2x1) =0
fo(x1,29) =0 16x5 + 0.75 sen(—zg — 3x1) = 0
Constroéi-se a matriz do Jacobiano:
g—ﬁ g—g _ 16 — 2sen(xy — 2x1) sen(xy — 211)
g—ﬁ g—:{z —2.25c08(—x9 — 3x1) 16 — 0.75cos(—xy — 3x1)

Utiliza-se (A.8), com k = 1 e (z1,22)" = (0.1,0.01).

f1(0.1,0.01) 0.617996
£(0.1,0.01) = —
f2(0.1,0.01) —0.068794
16.377718  —0.188859
J(0.1,0.01) =

—2.142751 15.285750
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Resolve-se o sistema linear por EGPP:

(1)

16.377718 —0.188859 Axq 0.617996
=— &
—2.142751 15.285750 Az —0.068794
(1
16.377718 —0.188859 | —0.617996 Axy —0.037743
& & =
—2.142751 15.285750 | 0.068794 Axy —0.000790

Calcula-se a nova aproximacao, z(® =z + AzM:

2
1 0.062257

T 0.009210

Segue-se a verifica¢ao do critério de paragem, através de (A.10).

F@®) £1(0.062257,0.009210) 0.002752
) = _
12(0.062257,0.009210) 0.001313

|| f(z®)]] = v/0.0027522 + 0.0013132 = 0.003049 < 0.05 (Verdadeiro!)

O critério de paragem, conforme enunciado do exercicio, envolve apenas a segunda
condi¢ao de (A.10). O processo iterativo termina e a concentragao das substancias

elementares ¢ z} ~ 0.062087 e x3 ~ 0.009099 (mg/litro).

CONUM:
NEWSIS
Sistemas de Equagdes N&o Lineares - Método de Newton

Vector Fungdes
16*x1-cos(x2-2%x1)
16*x2+0.75*sen (-x2-3*x1)

Matriz do Jacobiano
16-2*sen(x2-2*x1) sen (x2-2*x1)
-2.25%cos (-x2-3*x1) 16-0.75%cos (-x2-3*x1)



Vector Imnicial
0.100000
0.010000
Tolerancias do Critério de Paragem
el =1.0

e2 = 5.000000e-02

Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 2

Iteragéo 1

x[1] = 0.062257
x[2] = 0.009210
fx[1] = 0.002751
fx[2] = 0.001309
Iteragédo 2
x[1] = 0.062087
x[2] = 0.009099
fx[1] = 0.000000
fx[2] = 0.000000

Namero de Iteragdes Realizadas = 2

Solugdo do Sistema N&o Linear
0.062087
0.009099
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5. Duas estagoes eléctricas vao fornecer energia a uma certa regiao da forma mais eco-

némica possivel. O custo total de operacao das duas estagoes é dado por:

f(z1,29) = 0.14+0.012,29+0.15254+0.0 121 —0.25 (2, +25—100)

em que r; ¢ a energia fornecida pela primeira estagao e xo é a energia fornecida pela

segunda estagao.

Determine os valores de x; e x9 por forma a minimizar o custo total de operacao das
duas estagoes. Utilize como aproximacao inicial o ponto (2.0,0.5)7 e &y = g5 = 0.2

(uma iteracao).
Resolucao:

Neste exercicio, pretende-se encontrar o minimo do custo total de operacao, que é
obtido através dos zeros das primeiras derivadas da fungao f(z) em ordem a cada
uma das variaveis. Realizando as derivadas parciais em ordem a x; e x5, escreve-se

o sistema na forma f(z) =0, i.e.:

0 0 0.01z5 4 0.0423 — 0.25 = 0
= =
9L — falz1,25) =0 0.01z; +0.6023 —0.25 = 0

Constroi-se em seguida a matriz do Jacobiano do sistema anterior:

on  of 2
af: af: 2
ub g 0.01  1.8043

Utiliza-se (A.10) com k =1 e 2 = (2.0,0.5).

£(2.0,0.5) = f1(2.0,05) \ [ 0075
f2(2.0,0.5) —0.155
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0.48 0.01
J(2.0,0.5) =
0.01 0.45
Resolve-se o sistema linear por EGPP
1)
0.48 0.01 Axy 0.075
0.01 0.45 Az —0.155
ey)
Axy —0.163502
Axy 0.348078

A primeira iteracdo termina com o calculo do novo valor de z, 2 = z® + Az,

2)
1 2.0 N —0.163502 1.836498

T 0.5 0.348078 0.848078

Para verificar o critério de paragem, utiliza-se (A.10).

f1(1.836498,0.848078) = 0.006241
f2(1.836498,0.848078) = 0.134346

£a®) =

1 f(2®)]] = v/0.0062412 + 0.1343462 = 0.134491 < 0.2 (Verdadeiro!)

Verificando a outra condic¢ao:

|AzMI\/(~0.163502)% + 0.348078%  0.384566
||z®]] V/1.8364982 + 0.8430782 2.022860

= 0.190110 < 0.2 (Verdadeiro!)

O critério de paragem é verificado. O processo iterativo termina: xj ~ 1.836498 e
xy ~ 0.848078.

CONUM:

NEWSIS

Sistemas de EquagSes N&o Lineares - Método de Newton

Vector Fungdes
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0.01%x2+0.04*pot (x1,3)-0.25
0.01%x1+0.60%*pot (x2,3)-0.25
Matriz do Jacobiano
0.12*pot(x1,2) 0.01
0.01 1.80%*pot(x2,2)
Vector Imnicial
2.000000
0.500000
Tolerancias do Critério de Paragem

el = 2.000000e-01

e2 = 2.000000e-01

Nimero Maximo de Iteragdes
NMAX = 1

Iteragédo 1
x[1] = 1.836498
x[2] = 0.848078

fx[1] 0.006241

fx[2] 0.134346

Nimero de Iteragdes Realizadas = 1
Solugdo do Sistema N&o Linear
1.836498
0.848078
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6. Considere a seguinte figura de uma viga em balanco:

Um modelo de elementos finitos de uma viga em balanco sujeita a carga e momentos

¢é obtido pela optimizacao de
f(z,y) = 52® — 5wy + 2.5y> — v — 1.5y,

em que x e y sao o deslocamento e o momento da extremidade, respectivamente.
Calcule os valores de = e y que minimizam f(z,y), utilizando o método iterativo de
Newton. Para aproximagao inicial use (1,1) e £; = €5 = 107% ou no méximo duas

iteragoes. Comente os resultados.
Resolucgao:
Mudanga de variavel: z — x; e y — 5.

Neste exercicio, pretende-se encontrar o ponto que minimiza a fungao, que cor-
responde aos zeros das primeiras derivadas em ordem as varidveis. Para tal, as

fungoes igualadas a zero serao as derivadas parciais da fungao dada:

IL = fi(w1,22) = 0 L] omsn -1 =0
aa—mj;:ﬁ(xl@z) = 0 —5r; +529—15 = 0

Constroi-se em seguida o Jacobiano:

ofh  Ofi _
8@‘1 Bx; — 10 )
of2 Of

o, Ors =5 5

Utiliza-se (A.8) com k =1 e 2z = (1,1).
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10 =5
J(1,1) =
-5 5
Resolve-se o sistema linear por EGPP:
1)
10 =5 Axq 4
=— &
1)
10 =5 | —4 Axy —0.5
= = =
-5 5 | 15 Axs —0.2

A primeira iteracdo termina com o calculo do novo valor de z, z():

RETEURCRRORT B W (20 W A
1 —0.2 0.8

O sistema que se resolveu ¢é linear (reparar que a matriz do Jacobiano é constante) e

portanto a solucao exacta é obtida no final da primeira iteracao.
(2) 0 * *
f(z') = ex;=05,25=038

MATLAB: M-file:
function [F,d] = f4_6(x)
F(1)

[10%x (1) -5%x(2)-1];

F(2) [-56*x(1)+5*x(2)-1.5];

if nargout>1
d = [10 -5;-5 5];

end
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Comandos:

>> x=[1 1]

>> options=optimset(’Jacobian’,’on’,’TolX’, 1.0e-6,’TolFun’,1.0e-6, maxIter’,2)
>> [xsol, fsol,exitflag,output]=fsolve(’f4_6’,x,options)

Optimization terminated successfully:

First-order optimality less than OPTIONS.TolFun, and no negative/zero curvature detected

0.5000 0.8000

xsol

fsol 1.0e-014 * (-0.1776 -0.1776)

exitflag = 1






Capitulo 5

Interpolacao Numeérica

A interpolagao é utilizada principalmente em duas situagoes: quando a expressao de f(z)
nao ¢ conhecida (apenas se conhecem os valores numéricos de f(z) para um conjunto
discreto de pontos), ou quando se conhece a expressao da fungao f(x) mas ela é muito
complicada, pelo que é 1til aproxima-la por um modelo mateméatico mais simples do tipo
polinomial.

O problema geral da interpolagao polinomial consiste em, dados n + 1 pontos distin-
tos xg,1,...,T, e respectivos valores yo,y1,...,y, em que y; = f(z;), determinar um
polinémio p,(z) de grau n tal que p,(z;) =y;, i =0,...,n (polinémio colocativo).

Vao ser resolvidos exercicios aplicando interpolagao simples utilizando o polinémio in-
terpolador de Newton (A.12) também conhecido por diferengas divididas, estimando o
respectivo erro (A.13).

Quando se utilizam polinémios de grau muito elevado, estes assumem um compor-
tamento muito oscilatério, nao reflectindo o comportamento da funcao que pretendem
estimar. A ideia subjacente & interpolagao segmentada ou por splines (A.14, A.15) é a de
utilizar varios polinémios de grau baixo em diferentes intervalos de pontos. Sao resolvidos
exercicios utilizando splines ctbicas que, para além de possuirem derivadas continuas até
a segunda ordem, sao faceis de construir e apresentam um comportamento estavel. Os
exercicios contemplam a spline ctibica natural (A.16) e a spline ciibica completa (A.17). E

também estimado o erro de truncatura (A.19).

87
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1. A tabela seguinte apresenta a populagao dos Estados Unidos da América (em mi-

lhoes) de 1940 a 1980.

Ano 1940 1950 1960 1970 1980 ‘
Populacao | 132.165 | 151.326 | 179.323 | 203.302 226.542‘

a) Construa o polinomio interpolador de Newton de grau 4 para estimar a populagao

no ano 1965.

b) A populagao em 1930 foi 123.203 Qual a precisao do valor calculado na alinea a)?

Resolucao:
Mudanga de variavel: ano — x e populagao — f(z).
a) Se o polinémio é de grau 4 (n) sdo necessarios 5 (n + 1) pontos. Usa-se (A.12).

pa(x) = fo+ (x — x0)[z0, 1] + (¥ — 20) (T — 21)[W0, 71, TS| + (T — o) (7 — 71)(7 —
x9)[wo, 11, T2, 3] + (¥ — x0) (x — 1) (¥ — 22) (2 — 3) [0, T1, T2, T3, T4]

Diferencas divididas:

T fi ddl dd2 dd3 dd4
ro = 1940 | 132.165
1.916100
r1 = 1950 | 151.326 0.044180
2.799700 —0.002142
T2 = 1960 | 179.323 —0.020090 0.000067
2.397900 0.000547
r3 = 1970 | 203.302 —0.003695
2.324000
x4 = 1980 | 226.542

Assim,

pa(z) = 132,165+ (z — 1940)1.916100 + (2 — 1940) (2 — 1950)0.044180 + ( — 1940) (z —
1950)(z — 1960) x (—0.002142) -+ (= — 1940)(z — 1950)(z — 1960)(x — 1970)0.000067
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Para estimar a populagao no ano 1965, calcula-se py(1965) ~ f(1965):

p4(1965) = 132.165 + (1965 — 1940)1.916100 + (1965 — 1940)(1965 — 1950)0.044180 +
(1965 — 1940)(1965 — 1950)(1965 — 1960) x (—0.002142) + (1965 — 1940)(1965 —

1950)(1965 — 1960)(1965 — 1970)0.000067 = 191.987930

Em 1965, existiam aproximadamente 191.987930 milhoes de habitantes nos Estados

Unidos da América.

b)

Para calcular a precisao do valor calculado na alinea a), é necessario introduzir o

valor de x = 1930 na tabela das diferencas divididas. O local de colocagao do novo

ponto ¢ indiferente (a dds sera sempre a mesma). Assim:

x5 fi ddl dd2 dd3 dd4 dds

1940 | 132.165

1.9161
1950 | 151.326 0.04418

2.7997 —0.002142
1960 | 179.323 —0.02009 0.000067

2.3979 0.000547 0.000002
1970 | 203.302 —0.003695 0.000044

2.324 —0.000338

1980 | 226.542 0.006431

2.06678
1930 | 123.203

Para calcular o erro utiliza-se a expressao (A.13), ou seja:

|Ra ()] < (2 = o) (2 — 1) (2 — @2)(w — 23) (2 — 4)||dds]

O erro de truncatura para o valor da alinea a), x = 1965, é de:

|R,.(1965)| < |(1965—1940)(1965—1950)(1965—1960)(1965—1970)(1965—1980)||0.000002| =

0.28125
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CONUM:
DIFDIV

Interpolagdo Polinomial - Diferencas Divididas

Pontos Valores da Funcgéo
1940.000000 132.165000
1950.000000 151.326000
1960.000000 179.323000
1970.000000 203.302000
1980.000000 226.542000

Ponto Interpolador = 1965.000000
Grau do Polinémio = 4
Interpolagdo Directa

Tabela das Diferencas

Diferengas de Ordem 1 1.916100 2.799700 2.397900 2.324000
Diferengas de Ordem 2 0.044180 -0.020090 -0.003695
Diferengas de Ordem 3  -0.002142 0.000547

Diferengas de Ordem 4 0.000067

Aproximagdo ao Valor da Fungdo no Ponto Interpolador: 191.987930
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2. A tabela seguinte apresenta a velocidade de queda de um paraquedista em funcao do

tempo:

tempo (s) 1 3 5 7 20
vel (em/s) | 800 | 2310 | 3090 | 3940 | 8000

a) Estime o valor da velocidade no instante de tempo t = 10s, utilizando um poli-

némio interpolador de grau 3.

b) Calcule uma aproximacao do erro cometido na alinea anterior.

Resolucgao:
Mudanga de variavel: tempo — z e vel — f(x).

a) O polinémio interpolador de grau 3 necessita de 4 pontos e é dado por (A.12):

p3(x) = fo+ (x — xo)[wo, x1] + (x — x0)(x — 21)[w0, 1, 2] + (T — 20) (2 — 21) (2 —
Ty) [0, T1, T2, T3]

Como seleccionar os 4 pontos a utilizar na construc¢ao do polinémio? O ponto inter-
polador é x = 10 - sao necessarios os pontos imediatamente & esquerda e a direita,

i.e., v =7 e x = 20. Tendo ja escolhido 2 pontos, falta ainda escolher os outros 2.

Estes deverao estar o mais proximo possivel do valor a interpolar (z =3 e x = 5).

z; fi dd1 dd2 dd3
20 =3 | 2310

390
21 =5 | 3090 8.75

425 —0.956637
20 =7 | 3940 —7.512821

312.307692

z3 = 20 | 8000

Constroi-se o polinémio:
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ps(z) = 2310+ (z — 3)390+ (z — 3)(x — 5)8.75+ ( — 3)(x — 5)(x — 7) X (—0.956637) =
5245.803167

Para a velocidade no instante t = 10 segundos tem-se f(10) =~ p3(10) = 5245.803167.
b)

Para calcular o erro de truncatura, utiliza-se a expressao (A.13):

| Rs(2)] < [(2 = o) (2 — 1) (% — @) (x — 3)||dd]

Para calcular a diferenga dividida de ordem 4, é necessario incluir mais um ponto,

0 mais proximo possivel - usa-se o ponto que tinha sido deixado de parte na alinea

anterior.
x| fi ddl dd2 dd3 dd4
1 | 800
755
3 | 2310 —91.25
390 16.666667
5 | 3090 8.75 —0.927542
425 —0.956637
7 13940 —7.512821
312.307692
20 | 8000

Como tal, |R5(10)| < |(10 — 3)(10 — 5)(10 — 7)(10 — 20)|| — 0.927542| = 973.9191
CONUM:

DIFDIV

Interpolagdo Polinomial - Diferengas Divididas

Pontos Valores da Funcgéo
3.000000 2310.000000
5.000000 3090.000000

7.000000 3940.000000
20.000000 8000.000000

Ponto Interpolador = 10.000000
Grau do Polindémio = 3

Interpolagdo Directa



Tabela das Diferencas

Diferencgas de 1% Ordem 390.000000 425.000000
Diferengas de 21 Ordem 8.750000 -7.512821
Diferengas de 31 Ordem -0.956637

Aproximagdo ao Valor da Fungdo no Ponto Interpolador: 5245.803167

312.307692
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3. Considere a seguinte tabela da fun¢ao f(x) que descreve a quantidade de pessoas que

entram /saem num elevador em cada piso  numa subida entre o piso —2 e o piso 2:

-
f(a:)‘ a ‘ 2 ‘1‘0‘4

Determine o ntiimero de pessoas a que entram/saem no piso -2, de modo a que o

polinémio interpolador de f(z) nos pontos da tabela dada seja de grau 3. Justifique.

Resolucgao:

Para o polinémo interpolador de Newton ser de grau 3, as diferencas divididas de
ordem 3 devem ser iguais entre si e diferentes de zero. Calculando as diferencas

divididas:

x; | fi | ddl dd2 dd3
-2 a
2—a
19 -1-(2-a)
2
—1-(2-4a)
1 2
3
0|1 0
» 25
3
1 ]0 2.5
4
2 | 4

Para encontrar o valor de a, igualam-se as duas diferencas divididas de grau 3 (dd3),

ou seja:

—1—-(2-a)

- 92 2.5
3 3 ¢

Entram (saem) -2 pessoas no piso -2 (f(—2) = —2).
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4. Considere a seguinte tabela que representa a deflexao em ¢m duma prancha de saltos,

num salto de um atleta olimpico, em varios instantes de tempo de preparacao:

a) Calcule os valores de a e b de forma a que a deflexdo f(t) corresponda a um

polinémio de grau < 2.

b) Construa o polinémio.

Resolucao:

Mudanca de variavel: t — x.

a) Para o polinoémio ser de grau dois é necesséario que todas as diferengas divididas
de grau dois sejam iguais entre si e diferentes de zero. Calculam-se as diferencgas

divididas:

z | fi ddl dd2
0 a
1.75 —a
05 4 LT5-a
05| 1.75 1.505
-3
1.5 | —1.25 1
~15
2 | -2 1
1
41 o0 371
4
2
6 | b

As dd2 tém de ser todas iguais a 1, logo igualando as diferencas divididas desconhe-

cidas a 1, encontram-se os valores de a e b.
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5 1.75 —a
T T 05 1.75 —a 1.75 —a
=1 -3 (" HVY=15& —~ = 45& 175 —a=
15 (—5 ) 05 “
—9225 & a=4
b1 b
2 S -——1=4<b=10

4 2

b) Para construir o polinémio recorre-se a (A.12). Como a tabela representa uma
fungao f(x) que é um polinémio de grau igual ou inferior a dois, para a = 4 ¢ b = 10,
quaisquer 3 pontos podem ser usados para construir esse polinémio. Considere-se

9 = 0.5, 21 = 1.5 e 29 = 2. O polinémio é:

pa(z) = 1.75 + (¢ — 0.5)(=3) + (z — 0.5)(z — 1.5)(1)
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5. Um braco de um robd deve passar nos instantes tg, t1,to, t3,14 € t5 por posicoes pré-
definidas 0(ty), 0(t1), 0(t2), 0(t3),0(ts) e O(t5), onde 6(t) é o angulo (em radianos) que
o braco do robd faz com o plano XOY.

t; 1 2 3 4 5 6
0;=0(t;) |1 125 1.75 225 3 3.15

a) Com base nos dados da tabela, aproxime a trajectoria do robd por uma spline
cubica completa. Indique também uma aproximacao da posicao do robd no

instante ¢ = 1.5.
b) Calcule uma aproximagao a velocidade do rob6 no instante ¢ = 1.5.

c) Calcule um limite superior do erro de truncatura que se comete quando se usa a

derivada da spline calculada para aproximar a velocidade do robo.

Resolucao: Mudancga de variavel: t - x e 6 — f.

a) Nao se conhece a expressao analitica de f(z) e como a spline é completa vai ser
necessario estimar o valor das derivadas nos valores extremos. Assim, reservam-se
dois pontos A e B, que nao serdao nos da spline, para estimar essas derivadas. Os nos

da spline sdo: g =1, 21 =3, 20 =4eax3=6 (A=2e B=15).

f(A) = fo 125-1 fo— f(B) 315-3
! A = —=0.2 S = =0.1
fo A— oo 0B T, — B 65 01

Utilizando as expressoes (A.17), determinam-se as equagoes respeitantes aos nos de

fronteira, xy e x3, respectivamente.

6
[ ] 2(%1 — $0)M0 + ($1 — $0)M1 = €1 — To (fl — fo) — 6f/($0) = 2(3 — 1)M0 + (3 — 1)M1 =
6
ﬁ(l'% —1)—6x025< 4My+2M, =0.75
6
[ ] 2(1}3 — xg)Mg + (.1}3 — .IIQ)MQ = 6f/($3) — T3 — 23 (f3 — fg) ~ 2(6 - 4)M3 + (6 — 4)M2 =
6
6% 0.15 — == (3.15 — 2.25) & 4My + 2M> = 1.8

Para os nos interiores, x1 (i = 1) e x9 (i = 2), respectivamente, utiliza-se (A.15):
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5 (fompy)-—0

T2 — T xr1 — o

6
2(4 — DMy + (4 = 3)My = = (2.25 1.75) (1.75 = 1) < 2Mg + 6M; + 1My = 0.75

o (x1—x0)Mo+2(z2—x0)Mi+(x2—20) Mo =

(fi—fo) & (3—1)Mo+

~3o1
S ()0

€r3 — T2 T2 — T1

(2.25—1.75) < 1M; +6Ma+2Ms = —0.3

o (z2—m1)Mi+2(23—21) Mo+ (z3—21) M3 =

(fa—f1) & (4=3)M1+

6
2(6-3)Mz+(6-4)M; = = (3.15-2.25) — —

Juntando as 4 equacoes anteriores na ordem dos noés xg, x1, r2 e x3, obtém-se o

seguinte sistema linear nas incognitas My, My, My e Ms:

4200 | 075
2 6 1 0 | 075
0162 —03
0024/ —18

Resolve-se o sistema linear por EGPP:
My = 0.160938, M; = 0.053125, My = 0.109375 e M3 = —0.504688

O ponto interpolador = = 1.5 localiza-se no 1° segmento [1,3]. Utiliza-se (A.14) com

1= 1:
si(z) = 76(:[1]\4_0 o (r1 — )3+ G(le_l ) (x—20) + [m f_bxo - MO(w%_ xo)} (21 —
,T}) n [xl f_.l - B M1<1’16— l’O)](x B SL’())

1 ~ 0.160938 5 0.053125 3 1 0.160938(3 — 1)
53(x)—m(3—x) +m(x—1) [3_1— G }(3—1’)—0—

1.75  0.053125(3 — 1)
E—1— G J(z—1)

si(z) = 0.013412(3 — 2)3 + 0.004427 (2 — 1)3 + 0.446354(3 — z) + 0.857292(x — 1)

s3(1.5) = 1.143996 ~ f(1.5)

b) A aproximagdao & velocidade corresponde & derivada de si(z):
sV(x) = —0.040236(3 — )2 + 0.013281(z — 1)? — 0.446354 + 0.857202

s/ (1.5) = 0.323727Trad/s ~ Velocidade
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c) O erro da aproximacao a derivada é dado por uma expressao em (A.19):

1
|f(x)—sh(z)| < ﬂh3M4, em que M, é o majorante da 4* derivada, i.e., ¢ a diferenca
dividida de quarta ordem de maior médulo multiplicada por 4! (A.11) e h é a maxima

distancia entre 2 nés consecutivos da spline.

Para uma melhor estimagao do erro, incluem-se na tabela das diferencas divididas

todos os pontos conhecidos, indiferentemente de serem ou nao nés da spline:

Calculando as diferencas divididas:

x| fi | ddl | dd2 dd3 dd4

1 1
0.25

2 | 1.25 0.125
0.5 —0.041667

3 | 1L.75 0 0.020834
0.5 0.041667

4 1225 0.125 —0.045834
0.75 —0.141667

) 3 -0.3
0.15

6 |3.15

Erro:

1
(@) = sh(@)] < 57 % 2% x | —0.045834 x 41 = 0.366672
CONUM:

SPLINE

Interpolagdo Polinomial - Splines

Pontos Valores da Funcgéo
1.000000 1.000000
3.000000 1.750000
4.000000 2.250000
6.000000 3.150000

Ponto Interpolador = 1.500000
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Spline Completa

Pontos Auxiliares

xa = 2.000000
xb = 5.000000

fa
b

1.250000
3.000000

Polinémio do Segmento 1 da Spline

CAPITULO 5. INTERPOLACAO NUMERICA

0.013411%pot(3.000000 - x, 3) + 0.004427xpot(x - 1.000000, 3) +

0.446354+%(3.000000 - x) + 0.857292x(x - 1.000000)

Valor da Spline no Ponto Interpolador =

MATLAB:

>> x=[12 3 4 5 6]

>> y=[11.256 1.75 2.25 3 3.15]

>> sol=spline(x,y,1.5)
sol = 1.0652

>> res=spline(x,y)

>> res.coefs

ans =
-0.0761
-0.0761
0.1306
-0.1961
-0.1961

Expressao do polinémio no 1° segmento [1,2]: si(z)

0.3533
0.1250
-0.1033
0.2883
-0.3000

-0.0272
0.4511
0.4728
0.6578
0.6461

1)2 = 0.0272(z — 1) + 1.0000.

Expressao do polinémio no 2° segmento [2, 3]: s

2)% +0.4511(z — 2) + 1.2500.

1.0000
1.2500
1.7500
2.2500
3.0000

—0.0761(z — 1)> +0.3533(z —

—0.0761(z — 2)* +0.1250(z —
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6. A resisténcia de um certo fio de metal, f(z), varia com o didmetro desse fio, . Foram

medidas as resisténcias de 5 fios de diversos didmetros:

q x; 1.5120122]30] 3.8

g flx;) | 4.91]33]3.0]20]1.75

Use uma spline ctubica natural para estimar a resisténcia de um fio de diAmetro 1.75.

Resolucgao:

Existem 5 nos (zg = 1.5, 1 = 2.0, 29 = 2.2, 3 = 3.0 e x4 = 3.8) e por isso 4
segmentos. Inicia-se a resolucao pelo calculo das equagoes para os 3 noés interiores
(A.15):

. 6 6
i=1 (x1—x0) Mo+ 2(x2 —x0) My + (22 — 1) M = (fa—f1) — (fi— fo) & (20—
5626561 €r1 — Io
1.5) M 2(2.2 —1.5)M 22 —2.0)My = 0-33) — ——(3.3 — 4.
5)Mo + 2 5)Mi + ( )M = 55—5(3.0 = 33) - 5o———(33 ~ 49) &
0.5My + 1.4M; + 0.2M5 = 10.2
. 6 6
i=2 (v2 —x1) M1 +2(x3 —21) M2 + (23 — 22) M3 = (f3— fa) — (fo—f1) & (22—
:CBE:CQ Xro — I
2.0)M 2(3.0 — 2.0) M. 0—-22)M;5 = 20—-30) — ——(3.0 — 3.
0)Mi +2(3.0 = 20)My + (3.0 = 22)My = ———(2.0 = 3.0) — 55—>=-(3.0 - 33) &
0.2M, +2M, +0.8M; — 1.5
. 6 6
i =3 (w3 —x2)Mo+2(xy — x2) M3+ (4 — x3) My = (fa—f3) — (fs = f2) & (3.0 —
Ty — T3 T3 — T2
2.2) M. 2(3.8 — 2.2) M. K8 —=3.0)Ms = 1.75 —-2.0) — —— (2.0 — 3.
)My +2(3.8 = 22)Ms + (3.8 = B0)My = z=——=(1.75 = 2.0) = 25——=(2.0 — 3.0) &

0.8M5 + 3.2M35 4 0.8My = 5.625

O resultado é um sistema de trés equagoes e cinco incégnitas. No entanto, como se
trata de uma spline ctubica natural, a concavidade é nula nos nés de fronteira, i.e.,

My =0e M, =0, originando um sistema com trés equagoes e trés incognitas:

14 02 0 | 102
02 2 08 | 15
0 08 3.2 | 5625

Resolvendo o sistema linear por EGPP, obtém-se os valores de M; = 7.395665,M, =
—0.769657 e M3 = 1.950227.
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O ponto z = 1.75 pertence ao 1° segmento ([1.5, 2.0]), logo deve utilizar-se i = 1 na

expressao (A.14):

1rn My N3 My Y fo  Mo(z1 — 20) -
53(-1') a 6(1‘1 — IL'()) (171 l’) + 6(%1 — $0) (:E :CO) + Tr1 — o 6 (551 l’)‘f'
J1 M (x1 — )

Jr{xl_xo 5 ](zxo)

o 0 . T395665 . 49 0(20-15) -
) = a1 ?0 T T o 1m @ T T 20-1s 6 (20 —a) +
[ 3.3 B 7.395665(2.0 — 1.5)} (x— 1.5)

20—-1.5 6
Para x = 1.75:

1 _7.395665 - 3 4.9 - 3.3 - 7.395665(2.0 — 1.5) -
s}(1.75) = 500 —15) 1'5)(1.75 L5 |5 —1g | (201794 | 551 : (1.75

1.5) = 3.983424 ~ f(1.75)

Um fio de didmetro 1.75 tem uma resisténcia de aproximadamente 3.983424.

CONUM:
SPLINE

Interpolagdo Polinomial - Splines

Pontos Valores da Fungédo
1.500000 4.900000
2.000000 3.300000
2.200000 3.000000
3.000000 2.000000
3.800000 1.750000
4.000000 1.500000

Ponto Interpolador = 1.750000
Spline Natural
Polindémio do Segmento 1 da Spline
0.000000*pot (2.000000 - x, 3) + 2.486956*pot(x - 1.500000, 3) +
9.800000%*(2.000000 - x) + 5.978261*(x - 1.500000)
Valor da Spline no Ponto Interpolador = 3.983424



103

7. A funcao s3(t) representa uma spline cibica que descreve a quantidade de um nu-
triente na corrente sanguinea na 1¢ hora (0 < ¢t < 1) apo6s a administracdo dum

complexo vitaminico e entre a 2* e 5% horas (1 <t < 5):

sy(t) = at® + 2.9t + 1, 0<t<1
s3(t) = —0.025¢% + bt? + 2.525¢ + 1.125, 1<t <5h

Calcule os valores reais de a e b para os quais a spline é natural para aproximar uma

funcao nos pontos t = 0,1 e 5.
Resolucgao:
Mudanca de variavel: t — x.

Para a spline ser natural, os valores das segundas derivadas da func¢ao nos extremos
devem ser iguais a zero. Ao mesmo tempo, deve assegurar-se que os valores da fungao
em t = 1, Gnico ponto interior, devem ser idénticos, bem como os valores da primeira
e segunda derivadas (continuidade até a 2 ordem). Assim, determina-se a expressao

da primeira derivada:

s¥(z) = 3ax? + 2.9, 0<z<1

/ _
sy(v) =
s¥(z) = —0.0752% + 2bx +2.525, 1 <x<5H

e da segunda derivada:

si(z) = 6ax, 0<z<1

s¥'(x) = —0.15z+2b, 1 <x<5H

IN
IN

s5(x) =

Sabendo que a spline é natural, s3”(0) = 0 e s3"(5) = 0.

s¥(0) = 6a x 0 = 0 < 0a = 0, ou seja, o valor de a pode ser qualquer valor real.
s¥'(5) = —0.15 x 5+ 2b =0 < b= 0.375.

O valor de a pode ser qualquer valor real. No entanto, sabe-se que, pela continuidade

até a 2% ordem, si(1) = s3(1), s3'(1) = s3'(1) e s3”(1) = s3"(1). Assim, substituindo b
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pelo valor encontrado, b = 0.375, nas equagoes anteriores, tem-se: si(1) = s3(1) = 4,
s¥(1)=s3(1)=32esi(1)=5¥(1)=0.6
Substituindo na expressao de s2’(1):
6ar =06 6ax1=06<a=0.1

Assim, a = 0.1 e b=0.375
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8. A distancia requerida para parar um automobilista é funcao da velocidade a que ele

se desloca. Os seguintes dados experimentais foram recolhidos para quantificar essa

relagao:

vel (Km/h) | 15|20 | 25|30 | 40 | 50
distancia (m) | 16 | 20 | 34 | 40 | 60 | 90

Estime a distancia necesséaria para parar um carro que se desloca a uma velocidade

de 45 Km/h, utilizando uma spline cibica completa
Resolucgao:
Mudanca de variavel: vel — z e distancia — f(z).

Nao se conhece a expressdo analitica de f(z) e como a spline é completa vai ser
necessario estimar o valor das derivadas nos valores extremos. Assim, reservam-se
dois pontos A e B (sendo A (x = 20) o ponto mais proximo e superior a zg, e B
(x = 40) o ponto mais proximo e inferior a x3), que nao serao nés da spline, para
estimar essas derivadas. Os nos da spline sao: xg = 15, x1 = 25, x5 = 30 e x3 = 50.

Assim, tem-se:

J(A) ~ fo 2016 fo— J(B) _90-60 _

= =0.8 !~ = = 3.
A—zy  20—15 L TR T

fo=

Os pontos A e B sao excluidos dos nos da spline e utilizam-se apenas os valores:

vel (Km/h) | 15|25 |30 | 50
distancia (m) | 16 | 34 | 40 | 90

Determinam-se as equagoes respeitantes aos nos da fronteira (zy e x3, respectiva-

mente), utilizando a expressao (A.17).

6
1 — X9

) 2(%1 — IL'())M() + (IL‘l — $0)M1 =
6
25 —15

(f1 = fo) = 6f"(z0) & 2(25 — 15) My + (25 — 15) M, =

(34— 16) — 6 x 0.8 < 20M + 10M; = 6
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6

Tr3 — T2

o 2(1}3 — $2)M3 + ($3 — .IIQ)MQ = 6f/($3) — (fg — fg) & 2(50 — 30)M3 + (50 — 30)M2 =

6x3—

=555 (90 — 40) & 40M; + 200, = 3

Para os nos interiores, utiliza-se (A.15), com i = 1 e i = 2, respectivamente:

S (ffi)-

6
XTo — T Tl — To
(34— 16) & 10Mp + 30M, +5My =

° (.111—.1‘0)M0+2($2—$0)M1+(.1‘2—$1)M2 =
- 6
-~ 30-25

(fi—fo) & (25—15) Mo+

2(30 — 15) M, + (30 — 25) M
—3.6

40 —-34) —
(40— 34) 25—-15

0 (fs—f2)—

6
r3 — T2 X9 — I
(40—34) < 5M1+50M2+20M;3 = 7.8

[ ) ($27$1)M1+2(1'371'1)M2+($371'2)M3 =
B 6
~ 50-130

(fa—f1) & (30—25) M+

2(50—25) M+ (50—30) Ms

(90—40) —

30 —25

Deste modo, é possivel construir um sistema linear de 4 equacoes a 4 incognitas:

2010 0 0 | 6
10 30 5 0 | —3.6
0 5 50 20 | 7.8
0 0 20 40 | 3

Resolvendo o sistema linear por EGPP, obtém-se os valores My = 0.451538, M; =
—0.303077, My = 0.195385 e M35 = —0.022692.

O ponto xz = 45 para o qual se pretende calcular a fungao encontra-se situado no 3°

segmento [30,50]. Utilizando a expressao (A.14) com i = 3, tem-se:

o) = gy (0 = 0P + gt o - P | L BRI gy

+ [ngsm - M3(mz_ :CQ)] (x — 22)

S - 6(2.510923;5)) 50— ) + ;((;.82_22?5 @300+ [5015)30 - 0.19538565507 30)] 04
[509_030 B 70.02269(25(507 30)} (- 30

Para x = 45:

s3(45) = 76(2'510951323) (50 — 45)3 + 7;(%'8 2_222? (45 — 30)3 + [ - 04{) == 0'1953856(50 - 30)] (50 — 45) +

[ 90 —0.022692(50 — 30)

- 45 — 30) = 74.943510 ~ f(4
550 . }(5 30) = 74.943510 ~ f(45)
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CONUM:
SPLINE

Interpolagdo Polinomial - Splines

Pontos Valores da Funcgéo
15.000000 16.000000
25.000000 34.000000
30.000000 40.000000
50.000000 90.000000

Ponto Interpolador = 45.000000
Spline Completa
Pontos Auxiliares

20.000000 fa = 20.000000

Xa

xb

40.000000 fb

60.000000
Polindémio do Segmento 3 da Spline
0.001628*pot (50.000000 - x, 3) + -0.000189*pot(x - 30.000000, 3) +
1.348718%(50.000000 - x) + 4.575641*%(x - 30.000000)

Valor da Spline no Ponto Interpolador = 74.943510
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9. Considere a funcao definida por

que corresponde as coordenadas (z, f(x)) de pontos num ecra de computador para
processamento grafico. Sabendo que si’(—2) = 12 e s5”(2) = 20 estime o valor de

f(—1) através de uma spline cubica.

Resolucao:

O valor de si’(—2) e s%"(2) corresponde a My = 12 e M, = 20, respectivamente.
O facto de serem valores diferentes de zero implica que a spline é completa. Os nos

serdo o = —2, x1 =0, 19 = 1 e 3 = 2. S&o 2 os pontos interiores (A.15):

S (hop)-

6
P xl_xo(flffo)@*(o*

0—(=8)) & 2Mo +6M; +

1=1 (561 — SC())MO + 2(1‘2 — SC())Ml + (1‘2 — SCl)MQ =

6 6
(=2)Mo+2(1—(=2))M1+(1-0)M5 = TO(l —-0)— m(

1My = —18
. 6 6
i =2 (wg —x) My + 2(x3 — 21) M2 + (23 — x2) M3 = (fs = f2) — (fo—fi)e (1-
6 €3 —61132 T2 — 1

As duas equagoes resultantes, embora com 4 incognitas (Mo, My, My e Ms), po-
dem ser simplificadas, uma vez que os valores de M, e M3 sao dados no enunciado,

originando o sistema linear seguinte.

2Mo + 6M; + 1My = —18 2x1246M; + 1My = —18 6M; + 1My = —42
54 54
1My +4Ms + 1 M3 = 36 1My +4Ms + 1 x 20 = 36 1My +4Ms =16

Resolvendo o sistema linear por EGPP, obtém-se os valores M; = —8 e My = 6. O
ponto interpolador é z = —1, que se encontra no primeiro segmento [-2,0]. Utilizando

a expressao (A.14) com i = 1, obtém-se:
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1 Moy(x1 — x0)
sé(ac h 6(11]\/‘,;O Jco)(gg1 —a)’ 6(1'1]\{ zo)(x — @) + [zlfozo B o 6 : ] (21 — )+
f1 My (21 — x9)
+[:r1:r0_ 6 0}(1:—300)
-8 8 12(0—(~2)
o) = g2 e O o e 0
0 —80-(=2)],
0— (72) - 6 (‘T ( 2))
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10. A seguinte fung¢ao segmentada s3(z) no intervalo [0, 3], representa o lucro obtido na

venda de um produto sazonal. No 1° més de vendas o lucro é representado por si(z) e
nos 2° e 3° meses ¢é descrito por s3(x). Poderé a fungao segmentada s3(z) representar

uma spline ctibica? Justifique.

si(r)=32*—2*+2r—-2, 0<z<1

W W

(r) =223 + 22 — 3, 1<x<3

Resolucgao:

Para esta funcao cubica segmentada representar uma spline, deve ser continuamente

diferenciavel até a segunda ordem. Nos pontos interiores (x = 1) devera verificar-se:
sy(1) = s3(1), s5'(1) = s5'(1), s5"(1) = s3"(1).

A fungdo tem o mesmo valor para x = 1 nos dois segmentos: si(1) =1 e s3(1) = 1.

Analisando a primeira derivada:

s¥(z) =922 -2x+1, 0<z<1

s¥(z) = 62% + 2, 1<x<3

si(1) =8 e s3(1) = 8. A primeira derivada da fungao tem o mesmo valor nos dois
segmentos, para x = 1. Verificando a segunda derivada:
s(r) =187 -2, 0<x<1
s3(2) =
s¥'(x) = 12z, 1<z<3
si(1) =16 e s3”(1) = 12. A segunda derivada da fungao tem valores diferentes para
x = 1 em cada um dos segmentos. Este facto indica que a fungdo s3(x) ndo pode

representar uma spline.



Capitulo 6

Minimos Quadrados

Dada uma funcao definida num intervalo [a,b] € R por uma tabela mateméatica com m

pontos
ZT; Il‘l’z“xm
ol | fe ||
em que a < 1 < Ty < ... < &y, < b, ou por uma relagao funcional f(z), pretende-se

calcular um modelo linear nos parametros, M(z), que reflicta na generalidade, o compor-
tamento dos dados. Esse modelo é construido com o objectivo de minimizar S (A.44), o

somatorio do quadrado dos residuos:

m

S = [f(:) — M(z)).

i=1
O modelo M (x) pode ser um polinémio p,(z) de grau menor ou igual a n (A.38). Esse
polinémio vai ser construido através duma relagao de recorréncia (A.39), (A.40) e (A.41)
que gera polinémios ortogonais. O modelo pode também ser nao polinomial (A.42) obri-
gando a resolugao dum sistema de equagoes normais (A.43) para o célculo dos parametros.
O residuo mede a proximidade de f(z) em relacdo a M(x), ie, funciona como um
mecanismo de avaliacado do modelo M (z).
Vao ser calculados modelos lineares nos parametros, do tipo polinomial e nao polino-

mial.
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1. Na realizagao de uma experiéncia, determinaram-se os seguintes valores da capaci-

dade de calor C' a varias temperaturas 7', de um metal:

7 [ T+R+V
«
&
& 3l —
S 2% Atoms (T)

f T |-50 | =20 |10 70 100 | 120
2 C10.12510.128 | 0.134 | 0.144 | 0.150 | 0.155

7}
a

i 0y Temperature
Use a técnica dos minimos quadrados para calcular:

a) um modelo linear que estime C' como fun¢ao de 7T
b) um modelo quadrético que faga prever a relagao entre C' e 7.

c) qual dos modelos lhe parece mais adequado? Justifique.

Resolucgao:
Mudanca de variavel: T'— z e C — f(x).

a) O calculo de um modelo linear envolve a cria¢ao de um polindémio de primeiro grau,
com o auxilio da expressao p;(z) = coFPo(x) + c1Pi(x) (A.38). Primeiro calculam-se
os P’s usando a relagao de recorréncia (A.39), em que Py =0 e Py = 1. Utiliza-se

também (A.40) para encontrar os valores de B; e C; necessérios no célculo de P;.

A construgao de uma tabela com os somatoérios simplifica o exercicio.

x f(z) | R P P} P
-50 0.125 | 1 | -88.333333 | 7802.777719 | -11.041667
-20 0.128 | 1 | -58.333333 | 3402.777739 | -7.466667
10 0.134 | 1 | -21.333333 802.777759 -3.796667
70 0.144 | 1 31.666667 | 1002.777799 4.560000
100 0.150 | 1 61.666667 | 3802.777819 9.250000
120 0.155 | 1 81.666667 | 6669.444499 | 12.658333

7230 | 0.836 | 6 - 23483.333333 | 4.163334
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P2 230
= %xpg = = = 38.333333
0

By

Apos o calculo dos P's, é necessario calcular os ¢’s (A.41):

S fPy 0836
_ — —0.139333
“TYR 6
P 4.163334
e = 2/ = 0.000177

Y PP 23483.333333

O polinémio p;(z) tem entao a seguinte expressao:

pi(x) = coPy + 1 Py(z) = pi(z) = 0.139333 + 0.000177(x — 38.33333)

b) Para calcular um modelo quadratico recorre-se a um polinémio do tipo:
pa(z) = coPo(x) + c1 Pi(x) + caPy()

Como ja tinham sido calculados na alinea a) os termos ¢oFPy e ¢ P, apenas se tem

de calcular Py(z) (i =1 em (A.39)).

Py(z) = (x — By)Pi(z) — C1Py(x) = Py(x) = (x — By)(x — 38.333333) — C}

r | f(x) xP? P P3 [P

-50 | 0.125 | -390138.885944 | 3514.407438 | 12351059.640050 | 439.300930
-20 | 0.128 | -68055.554778 | -758.410182 575186.004209 -97.076503
10 | 0.134 8027.777589 | -3231.227802 | 10440833.108620 | -432.984525
70 | 0.144 | 70194.445922 | -2776.863042 | 7710968.354199 | -399.868278
100 | 0.150 | 380277.781889 | 150.319338 22595.903367 22.547901

120 | 0.155 | 800333.339867 | 3101.774258 | 9621003.547397 | 480.775010

>- - 800638.904544 - 40721646.557843 | 12.694534

Y aP?  800638.904544

B, = -
"7 P2 T 23483.333392

= 34.093921
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Ch

Y P2 23483.333392

CAPITULO 6. MINIMOS QUADRADOS

= 3913.888889

- $h -

6

Py(x) = (z — 34.093921)(z — 38.333333) — 3913.888889

_ 2 fP_

12.694534

Ca

Y P? 0 40721646.557843

= (0.000000

O modelo quadratico (polinémio de segundo grau) tem a seguinte expressao:

pa(z) = 0.139333 x 1+ 0.000177(x — 38.333333) + 0.000000 x [(z — 34.093921)(x —
38.333333) — 3913.888889] < po(z) = 0.139333 + 0.000177(z — 38.333333)

c) Neste caso, os modelos linear e quadratico sao idénticos, uma vez que o coeficiente

¢y € nulo e po(z) reduz-se ao polinémio p(z).

CONUM:
MQPOLI

Minimos Quadrados - Modelo Polinomial Linear

Pontos Valores da Funcgéo
-50.000000 0.125000
-20.000000 0.128000

10.000000 0.134000
70.000000 0.144000
100.000000 0.150000
120.000000 0.155000

Ponto Interpolador = 40.000000

Coeficientes B e C da Relagdo de Recorréncia

B[0] = 38.333333

Coeficientes do Polindmio

c[0] = 0.139333 c[1] = 0.000177

Soma dos Quadrados dos Residuos = 0.000005

Valor do Polindémio no Ponto Interpolador = 0.139629

MQPOLI

Minimos Quadrados - Modelo Polinomial Linear

Pontos Valores da Fungéo

-50.000000

0

.125000
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-20.000000 0.128000
10.000000 0.134000
70.000000 0.144000

100.000000 0.150000

120.000000 0.155000

Ponto Interpolador = 40.000000

Coeficientes B e C da Relagdo de Recorréncia

B[0] = 38.333333
B[1] = 34.093920
C[1] = 3913.888889

Coeficientes do Polindmio
c[0] = 0.139333 c[1] = 0.000177 c[2] = 0.000000
Soma dos Quadrados dos Residuos = 0.000001

Valor do Polinémio no Ponto Interpolador = 0.138412

MATLAB:
>> x=[-50 -20 10 70 100 120]

>> y=[0.125 0.128 0.134 0.144 0.150 0.155]
>> [P,s]=polyfit(x,y,1)

P = 0.000177 0.132537
s = R: [2x2 double]
df: 4

normr: 0.002285

p1(z) = 0.000177z + 0.132537. O somatoério do quadrado do erro é 0.002285% =
0.000005.

MATLAB:
>> [P,s]=polyfit(x,y,2)

P 0.000000 0.000155 0.131725

R: [3x3 double]

s
df: 3

normr: 0.001124

pa(x) = 0.00000022 + 0.0001552 + 0.131725. O somatério do quadrado do erro é
0.0011242% = 0.000001.
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2. O preco de um veiculo usado é fun¢ao de diversos factores, entre os quais figuram os

seguintes: o modelo do veiculo em causa, o preco do veiculo novo, a idade do veiculo
usado, o seu estado de conservagao e a relagdo procura/oferta no mercado de veiculos

em segunda mao.

Considerando apenas o caso de veiculos devidamente conservados e supondo que o
factor procura/oferta do mercado em segunda mao nao variou significativamente, o
preco de um veiculo usado de determinado modelo pode ser explicado através de uma

relacao do tipo
PVU

~ PVN

em que PVU é o preco do veiculo usado, PV N é o preco do veiculo novo e [ é a

SI)

idade do veiculo usado.

Na tabela seguinte apresentam-se valores de f e I para veiculos de um determinado

modelo, que se supoem obtidos nas condi¢oes acima mencionadas.

I (anos) 1 2 3 4 5 6
f() 0.843 | 0.753 | 0.580 | 0.520 | 0.452 | 0.414

Determine o modelo do tipo M (I; ¢y, c3) = ¢+ cee” % que melhor se ajusta a funcao
f(I) no sentido dos minimos quadrados. Nestes calculos utilize apenas a informagcao

relativa aos 3 pontos (da tabela) que correspondem a I =1, 3, 6.
Resolucgao:
Mudanga de variavel: I — z e f(I) — f(z).

Para encontrar o modelo pretendido que é do tipo nao polinomial, M (x) = ¢1¢1(z) +
cao(x), devem calcular-se ¢; e ¢o. O modelo tem a forma apresentada na expressao
(A.42), com ¢ = 1 e ¢o = e " Para determinar os coeficientes do modelo, &
necessaria a resolugao do sistema linear indicado em (A.43), cujos valores sao obtidos

através dos célculos apresentados na seguinte tabela:
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z | f(z) | & b2 7 o D102 fér fé2

1 0.843 | 1 | 0.904837 | 1 | 0.818731 | 0.904837 | 0.843 | 0.762778
3 0.580 | 1 | 0.740818 | 1 | 0.548812 | 0.740818 | 0.580 | 0.429675
6 0.414 | 1 | 0.548812 | 1 | 0.301194 | 0.548812 | 0.414 | 0.227208

> - - - - 3 | 1.668737 | 2.194467 | 1.837 | 1.419661

Constroéi-se o sistema linear em ¢ e ¢s:

3 2.1944467 c 1.837
2.1944467 1.668737 Co 1.419661

Resolvendo o sistema linear por EGPP obtém-se os valores dos parametros ¢; =

—0.262061 e co = 1.195362.

O modelo obtido ¢ M (z) = —0.262061 + 1.195362¢ %1
CONUM:
MQLINE
Minimos Quadrados - Modelo N3do Polinomial Linear
Vector de Fungdes

1

exp(-0.1%x1)

Pontos Valores da Funcgéo
1.000000 0.843000
3.000000 0.580000
6.000000 0.414000

Ponto Interpolador = 2.000000

Multiplicadores da Eliminagdo de Gauss

m[2,1] = -0.731489

Sistema possivel e determinado. Solugdo Gnica.
Parametros do Modelo

c[1] = -0.262065

c[2] = 1.195367
Soma dos Quadrados dos Residuos = 0.002842

Valor do Modelo no Ponto Interpolador = 0.716619
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3. O consumo de gas natural sofre uma redugao significativa durante os meses de Verao.

Na tabela seguinte estao registados alguns valores recolhidos ao longo do ano de 2006.

1(,,,_;_.;'-« més‘ 1 3 4 6 9 12
“ Consumo‘Q0.0 75 65 7.0 100 A

SO T

Uma companhia de gas sugeriu um modelo do tipo

1
M(x;cy,c0) = cra® + 02;

para estimar o consumo de gas em qualquer altura do ano. No sentido dos minimos

quadrados e considerando a amostra de 6 pontos,
(a) comece por apresentar o sistema de equagdes lineares que deve construir para
calcular os parametros c¢; e ¢y, em funcao de A;

(b) considerando A = 15.0 apresente o modelo sugerido.

Resolucgao:
Mudanga de variavel: més — = e consumo de gas — f(z).

a) O modelo nao polinomial disponibilizado é do tipo da equagao (A.42), com ¢; = x

1 .

e ¢o = —. Para obter os coeficientes do modelo sao necessarios calculos apresentados
x

na seguinte tabela.

z | f(z)| ¢ b2 ¢7 03 D102 fén fé2

1 20.0 1 1 1 1 1 20 20

3 7.5 9 0.333333 81 0.111111 3 67.5 2.5

4 6.5 16 0.250 256 0.0625 4 104 1.625

6 7.0 36 | 0.166667 | 1296 | 0.027778 6 252 1.166667

9 10.0 | 81 | 0.111111 | 6561 | 0.012346 9 810 1.111111

12 A 144 | 0.083333 | 20736 | 0.006944 12 144 A 0.083333A

> - - - 28931 | 1.220679 | 35 1253.54+144A | 26.402778-+0.083333A
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O sistema linear para a determinagao dos coeficientes é dado pela expressao (A.43):

28931 35 c1 1235.5 + 144A
35 1.220679 Co 26.402778 4- 0.083333A

b) Com A = 15, o sistema toma a forma:

28931 35 c1 3413.5
35 1.220679 Co 27.652778

A resolucao do sistema linear por EGPP da ¢; = 0.093837 e ¢, = 19.963061

19.963061
O modelo ¢ M(x) = 0.0938372% + ————
T
CONUM:
MQLINE

Minimos Quadrados - Modelo N3do Polinomial Linear

Vector de Fungdes

pot(x1,2)
1/x1
Pontos Valores da Funcgéo
1.000000 20.000000
3.000000 7.500000
4.000000 6.500000
6.000000 7.000000
9.000000 10.000000
12.000000 15.000000

Ponto Interpolador = 5.000000
Parametros do Modelo
c[1]
c[2] = 19.963061

0.093837

Soma dos Quadrados dos Residuos = 0.153952

Valor do Modelo no Ponto Interpolador = 6.338533
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4. A tabela seguinte contém os registos efectuados dos valores médios da radiacgao solar

numa regiao de Portugal para alguns meses do ano:

mes (IZ)

J(1)

F(2)

M(3) | A(4)

M(5)

J(6)

J(7)

0(10)

N(11)

D(12)

XY
S
EeS

188 -

160

120

Ajuste o modelo

M(z) = c1x + cosen(x)

aos valores da tabela, no sentido dos minimos quadrados, e use o modelo encontrado

para prever a radiagao média no més de Agosto.

Resolucao:

Mudanga de variavel: Radiagao — f(z).

Colocagao da calculadora em modo radianos.

Trata-se de um modelo linear ndo polinomial, com ¢ = = e ¢y = sen(x). Resolve-se
recorrendo a (A.42).

z | f(z) | & b2 ot b3 P12 Jo1 fo2
1 122 1 0.841471 1 0.708073 | 0.841471 122 | 102.659460
3 188 3 0.141120 9 0.019915 | 0.423360 564 26.530562
6 270 | 6 | -0.279415 | 36 | 0.078073 | -1.676493 | 1620 | -75.442185
10 | 160 | 10 | -0.544021 | 100 | 0.295959 | -5.440211 | 1600 | -87.043378
12 | 120 | 12 | -0.536573 | 144 | 0.287910 | -6.438875 | 1440 | -64.388750
> - - - 290 | 1.389931 | -12.290748 | 5346 | -97.684291
Sistema linear em ¢; e cs:
290 —12.290748 c1 5346
—12.290748 1.389931 Co —97.684291

O sistema linear ¢é resolvido por EGPP, obtendo os valores ¢; = 24.720339 e ¢, =

148.314761.

Assim, o modelo toma a forma de M (x) = 24.720339x + 148.314761sen(z)




A radiagao média no més de Agosto é dada pelo valor da fungao com x = 8:

M (8) = 24.720339 x 8 + 148.314761sen(8) = 344.499144

A radiagao média durante o més de Agosto é aproximadamente 344.499144.

CONUM:
MQLINE

Minimos Quadrados - Modelo Nio

Vector de Fungdes

x1
sen(x1)
Pontos
1.000000
3.000000
6.000000
10.000000
12.000000

Ponto Interpolador =
Parametros do Modelo
c[1]
c[2]

24.720341

148.314721

Valores

122.
188.
270.
160.
120.

8.000000

Polinomial Linear

da Funcgédo
000000
000000
000000
000000
000000

Soma dos Quadrados dos Residuos = 45461.075610

Valor do Modelo no Ponto Interpolador = 344.499120

121



122 CAPITULO 6. MINIMOS QUADRADOS

5. O custo de investimento (C') em construgao civil de um arejador num sistema de lamas
activadas numa Estacdo de Tratamento de Aguas Residuais depende do volume (v)

do tanque da seguinte forma:

C(v,c1, ) = c1v%

em que ¢, e cp sao parametros a estimar pela técnica dos minimos quadrados a partir

dos dados recolhidos de uma construtora.

v; em mil m3 04 06 1 1.3

C; em milhares de euros | 87 160 190 366

Estime os parametros ¢; e ¢o do modelo dado anteriormente, recorrendo a seguinte

transformacao que transforma o modelo dado num modelo polinomial de grau um:
In(C(v;er5¢2)) = In(ey) + e In(v)

620_14—62@

Comece por calcular os parametros ¢ e ¢ do modelo polinomial usando a técnica

dos minimos quadrados, com base nos valores da tabela:

7 =1In(y;) |-0.916 -0511 0  0.262
C;=In(C;) | 4466 5.075 5.247 5.903

e posteriormente apresente os valores solicitados.
Resolucao:

O modelo foi linearizado, sendo agora do tipo polinomial de grau 1 (A.38):

pi(z) = coPo(x) + a1 Pi(x)
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Para tal, é necessario utilizar a relagdo de recorréncia (A.39), em que P.; = 0 e
Py = 1. Utiliza-se ainda (A.40) para encontrar os valores de B; e C; necesséarios ao

calculo de P;. A construcao de uma tabela com os somatoérios simplifica a resolucgao.

z f(z) Py P} P
-0.916 4.466 | -0.62475 | 0.390313 | -2.790134
-0.511 5.075 | -0.21975 | 0.048290 | -1.115231

0 5.247 | 0.29125 | 0.084827 | 1.528189
0.262 5.903 | 0.55325 | 0.306086 | 3.265835

> -1.165 | 20.691 - 0.829516 | 0.888659

P2 —1.165
= ZZ”"”P; = —— = —0.29125
0

Py(z) = (x — By) = (z + 0.29125)

By

Para o célculo dos ¢; é necesséario (A.41):

S fPy 20.691
“TYR 4
P, 0.888659
c1 210 — 1.071298

TSP 0.829516

O polinémio p;(x) tem a seguinte expressao:
p1(x) =5.17275 + 1.071298(x + 0.29125) = 5.484766 + 1.071298x
Foram determinados os valores de ¢ e ¢:

¢] = 5.484766 ; co = 1.071298

Sabe-se ainda que:

o =In(c)) & ¢ = 240.992545

O modelo & M(z) = 240.992545¢! 071298






Capitulo 7
Integracao Numeérica

Neste capitulo vao resolver-se problemas envolvendo métodos que calculam aproximagcoes

numéricas a integrais:

b
I= / f(z)dz com a e b finitos.

Estes métodos s@o usados quando f(x) é impossivel ou dificil de integrar analiticamente, ou
ainda quando a funcao integranda é conhecida através de uma tabela de valores. Baseiam-
se na aproximagao da funcao f(z) por outra funcdo cujo integral é mais facil de calcular,
como por exemplo polinémios interpoladores de f(x).

Sao utilizadas as formulas simples e compostas do Trapézio (A.21) e (A.27), Simpson

(A.23) e (A.29), trés oitavos (A.25) e (A.31) e respectivos erros de truncatura.
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1. A resposta de um transdutor a uma onda de choque causada por uma explosao é

I(a)

dada pela fungao F(t) = 8¢ '——= para t > a, em que
T

eax

I(a) :/1 f(x,a)dx com f(x,a) = =

Calcule I(1) usando a formula composta do Trapézio com erro de truncatura inferior

a 0.05.
Resolucao:

Substituindo a por 1, vem:

2 x
(1) = /  da.
1 :E

O erro de truncatura da formula composta do Trapézio é dado por (A.28):

2

BT = | =" (b~ a) ") € [a. )]

el‘
Deriva-se a fungao inicial f(x) = — para obter a segunda derivada.
x

Flay= TN gy -

12

(22 =22+ 2) €®
3

E necessario encontrar o majorante desta funcdo no intervalo [1,2] e, visualizando
o grafico da fungao da maquina, observa-se que a fungao f”(x) toma o seu valor
maximo em z = 1, com o valor f”(1) = 2.718282. Assim:

h2
| — E(2 — 1) x 2.718282| < 0.05 < h < 0.469817.

b— 2—-1 1 1
h = ¢ _ = —, entao — < 0.469817 < n > 2.128490 logo n = 3.
n n n n
. b—a 2—-1 ~
Com 3 intervalos tem-se h = =3 = 0.333333. Por uma questao de
n
comodidade nos célculos, utiliza-se n =4 e h = % = 0.25.
x 1 1.25 1.5 1.75 2

f(x) | 2.718282 | 2.792274 | 2.987793 | 3.288344 | 3.694528
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Utiliza-se a formula composta do Trapézio (A.27), com h = 0.25.

0.25
[? fx)de ~ T(0.25) = (2718282 +2 X 2792274 + 2 X 2.987793 42 x 3.288344 +

3.694528] = 3.068704.
O valor do integral ¢ I(1) ~ 3.068704.
Extra exercicio:

Se fosse utilizada a formula composta de Simpson (A.29), com h = 0.25.

0.25
[? f(x)de =~ 5(0.25) = 5 [2.718282 44 X 2792274 + 2 X 2.987793 + 4 x 3.288344 +

3.694528] = 3.059239.

O valor do integral é I(1) ~ 3.059239 (este valor pode ser confirmado na resolu-
¢ao abaixo: o Software CONUM quando o n é par utiliza por defeito a férmula de
Simpson).
CONUM:

QUADRA

Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Funcgéo
1.000000 2.718282
1.250000 2.792274
1.500000 2.987793
1.750000 3.288344
2.000000 3.694528

Usou a Foérmula de Simpson (h = 0.250000)

Aproximagdo ao Integral = 3.059239
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2. Um carro de corrida demora 79 segundos a percorrer uma pista. A velocidade do

carro (em m/seg) é determinada através de um radar e é apresentada desde o inicio

da volta na seguinte tabela

Tempo 0 |05 1 1.5 48 | 485 |49 | 59

69

79

Velocidade | 62 | 74 | 73.5 | 60.5 | 49.5 | 42.5 | 39 | 44.5

a8

61.5

Qual o comprimento da pista?
Resolucgao:
Mudanca de variavel: t — x.

O comprimento ¢ da pista é dado pelo integral da velocidade v(t):

c= /0 i u(t)dt.

Os pontos sao agrupados de acordo com os diferentes espacamentos entre estes.

/079U(t)dt:/01.5U(t)dt—|—/1jv(t)dt+/4:9U(t)dt_|_/4979v(t>dt.

Cada um destes grupos ¢é associado a uma forma composta de integracao, de acordo

com o numero n de subintervalos.

e [0,1.5] - f01'5 v(t)dt (3 subintervalos, h = 0.5) - formula simples dos Trés Oitavos:

x 0.5

1.5 3
/ o(t)dt ~ 3/8(0.5) =
0
o [1.5,48] - 142 v(t)dt (1 subintervalo, h = 46.5) - formula simples do Trapézio:

48 46.5
v(t)dt =~ T(46.5) = T[60.5 +49.5] = 2557.5
1.5

o [48,49] - 4489 v(t)dt (2 subintervalos com h = 0.5) - formula simples de Simpson:

49
0.5
/ ot)dt ~ 5(0.5) = —~[49.5 + 4 x 425 + 39] = 43.083333
48

[62 4+ 3 x 744+ 3 x 73.5 4+ 60.5] = 105.9375




o [49,79] - 4799 v(t)dt (3 subintervalos com h = 10) - férmula simples dos Trés Oitavos:

A resultante destas aproximacoes é igual a:

Assim, o comprimento da pista é de aproximadamente 4236.520833 metros.

9

/79 o(t)dt ~ 3/8(0.5) + T(46.5) + S(0.5) + 3/8(10) =

= 105.9375 + 2557.5 + 43.083333 + 1530 = 4236.520833

/79v(t)dt ~ 3/8(10) =

3 x 10

[394 3 x 44.54+ 3 x 58 + 61.5] = 1530
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Nota: A formula do Trapézio pode ser usada para qualquer niimero de subintervalos.

Assim, quando o valor de h é superior a 1, a Formula do Trapézio pode fornecer

melhores resultados do que a de Simpson ou dos Trés Oitavos.

Deve no entanto

ser assumido que as derivadas de 2 e 4% ordem sao da mesma ordem de grandeza

(quando as respectivas expressoes analiticas sao desconhecidas).

CONUM:
QUADRA 1Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Usou
Usou
Usou

Usou

a

a

a

a

48.
48.
49.
59.
69.
79.
Foérmula dos 3 Oitavos
Férmula do Trapézio
Férmula de Simpson

Formula dos 3 Oitavos

Pontos

.000000
.500000
.000000
.500000

000000
500000
000000
000000
000000
000000

(h
(h
(h
(h

Valores da Funcgéo
62.
74.
73.
60.
49.
42.
39.
44 .
58.
61.

000000
000000
500000
500000
500000
500000
000000
500000
000000
500000

0.500000)

46.500000)

0.500000)

10.000000)

Aproximagdo ao Integral = 4236.520833
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3. A velocidade vertical (ms™!) de um foguetao ¢ dada por

10¢2, 0<t<10
v(t) = ¢ 1000 — 5t, 10 <t <20
45t +2(t — 20)%, 20 <t < 30

a) Calcule a distancia percorrida ao fim de 30s com base nos seguintes pontos:
0 5 10 12 14 16 18 20 225 25 275 30 .

b) Calcule uma estimativa do erro de truncatura cometido no célculo da distancia.

Comente o valor obtido.

Resolucgao:

a) O integral da velocidade devolve a distancia percorrida. Comega-se por calcular o
valor da velocidade para cada um dos pontos, tendo em atencao as diferentes fungoes

fornecidas:

Tempo 0] 5 10 12 14 | 16 | 18 | 20 | 225 | 25 | 275 | 30

Velocidade | 0 | 250 | 1000 | 940 | 930 | 920 | 910 | 900 | 1025 | 1175 | 1350 | 1550

Ficam imediatamente delineados trés grupos com espagamentos distintos entre pon-

tos.
e [0,10] - folo v(t)dt (2 subintervalos, h = 5) - formula simples de Simpson:
/ v(t)dt ~ S(5) = 5[0+ 4 x 250 + 1000] = 3333.333333
0
e [10,20] - 1200 v(t)dt (5 subintervalos, h = 2) - formula composta do Trapézio:

[1000 + 2 x 940 4+ 2 x 930 + 2 x 920 + 2 x 910 4 900] = 9300

N DO

/QOU(t)dt ~T(2)=

e [20,30] - 2300 v(t)dt (4 subintervalos com h = 2.5) - formula composta de Simpson:

30 2.5
/ v(t)dt ~ S(2.5) = ?[900 +4 %1025 42 x 1175 4 4 x 1350 + 1550] = 11916.66667
20
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O resultado do integral seré:

30 10 20 30
/ v(t)dt = / o(t)dt + / v(t)dt + / v(t)dt ~ 3333.333333 + 9300 + 11916.66667 = 24550
0 0 10 20

Portanto, a distancia percorrida ao fim de 30 segundos é de aproximadamente

24550m.

Nota: Na escolha das formulas de integragao, no intervalo [0,10] e [20,30] também
poderia ser usada a Formula do Trapézio. No entanto, como é conhecida a expressao
analitica da segunda e quarta derivadas de v(t), pode constatar-se que f* = 0, logo
o erro usando Simpson ¢é zero. A féormula de Simpson ¢é exacta para este exercicio.

CONUM:
QUADRA

Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Fungédo
0.000000 0.000000
5.000000 250.000000
10.000000 1000.000000
12.000000 940.000000
14.000000 930.000000
16.000000 920.000000
18.000000 910.000000
20.000000 900.000000
22.500000 1025.000000
25.000000 1175.000000
27.500000 1350.000000
30.000000 1550.000000
Usou a Formula de Simpson (h = 5.000000)
Usou a Formula do Trapézio (h = 2.000000)
Usou a Formula de Simpson (h = 2.500000)

Aproximagdo ao Integral = 24550.000000
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b) Resolugado Manual:

Para calcular uma estimativa do erro de truncatura efectuado no célculo, é necessario
calcular os erros de truncatura provenientes de cada uma das férmulas compostas de

integragao. Por isso:

letotal] = lecs(s)| + lecr@)| + lecs@s)
h4 () 54
= |- —(b— w =] ——(10—-0 0l=0
ecse] = | = 1550 = ) f )| = | = 15510 0) x 0|
h? 22
—= _ — " = ——2 —1 —=
ecre)| = | = 1500 — a)f" ()| = | = 5(20 = 10) x 0] = 0
B4 ‘ 2.54
=|——0b—a)f™n)|=]—-=-(30-20)x 0/ =0
ecse) = | = 155 (0 = V)] = | = T=5(30 = 20) x 0|

Ou seja, o erro de truncatura total é nulo, i.e., a estimativa do integral de 0 a 30 é

exacta.
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4. Suponha que na construgao de um templo egipcio com 150 m de altura foram ne-
cessarios muitos anos, durante os quais cada operario realizou 1.742 x 10° Kgm de
quantidade de trabalho. Sabe-se que a secgao transversal horizontal do edificio, &

altura z, ¢ um quadrado cuja area é dada por A(z) = 2(200 — z)2.

Através da formula que da a quantidade total de

trabalho realizado

b
T= ,0/ T A(z)dx

em que p = 2014 Kg/m? representa a densidade

da rocha, calcule:
a) T, usando separadamente duas formulas compostas de integra¢ao, com base em
5 pontos;
b) os erros de truncatura cometidos na alinea a) e comente os resultados;

¢) o namero de operarios utilizados na construgao do templo.

Resolucao:

a) A funcao a integrar é dada por: T' = 2014 f0150 rA(x) dx

~——
f(x)
b— 150 —
5 pontos, ou seja 4 intervalos — h = ¢ _ 504 y =37.5
n
x 0 37.5 75 112.5 150

A(z) | 90000 | 59414.0625 | 35156.25 17226.5625 | 5625
f(x) 0 2228027.344 | 2636718.75 | 1937988.281 | 843750

Utiliza-se a formula composta de Simpson (A.29), com h = 37.5.

375
I3 f(x)de ~ S(37.5) = ~5 (042228027 34442 X 2636718.75-+4x 1937988281 +

843750] = 284765625.
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O valor de T é =~ 2014 x 284765625 = 5.735 x 10,

Utiliza-se a formula composta do Trapézio (A.27), com h = 37.5.

37.5

f150 f(x)de =~ T(37.5) = 5

0
843750] = 270922851.6.

[042x2228027.344+2 % 2636718.75+2 x 1937988.281+

O valor de T é =~ 2014 x 270922851.6 = 5.456 x 10*!.
b) Calculo do erro de truncatura para as diferentes formulas de integragao:

Erro de truncatura de Simpson (A.30):

4

h .
sl < 10— a)f*() 1 € [a. ]

Erro de truncatura do Trapézio (A.28):

h2
[Brl < 550 = a)f"(n) € [a,]

Como se dispoe da funcao, deriva-se até a quarta ordem, para o calculo do erro.

Como a fun¢ao é um polinémio de grau 3, a quarta derivada é nula:

Fla) = J0(200 — 2 = () = 0.

Calculando os erros de truncatura:

|Es| =0

37.52
5 (150 — 0) x 1800 = 31640625

|Er| <

c) O numero de operarios utilizado na construcao é calculado através da Formula

Composta de Simpson, uma vez que esta apresenta um erro de truncatura nulo:

5.7351 x 10!
N1 d arios = ——— = 329229.6211
umero de operarios 1712 % 10° 329229.6
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5. O trabalho realizado por uma forga F'(z) cujo angulo entre a direcgao do movimento

e a forga é dado por 6(z), pode ser obtido pela seguinte formula:

g
F
Fcos @
\

d

W = /J»‘n F(z)cos(0(x))dx

em que gy € T, sao as posicoes inicial e final, respectivamente.

a) Calcule a melhor aproximagao ao trabalho realizado, W, ao puxar um bloco da
posigao 0 ft até a posicao 30 ft sabendo que a forca aplicada e o angulo usado

sao dados na tabela seguinte.

z || 0255 | 15 |20 | 25 | 30
F(z) | 0.0]7.0[9.0|14.0 | 10.5 | 12.0 | 5.0
O(z) [ 05]09|14] 09 | 1.3 |1.48]1.5

b) Calcule uma estimativa do erro de truncatura cometido no intervalo [5, 15] ft.

Resolucao:

a) Colocagao da calculadora em modo radianos.

Inicialmente, define-se o que se quer integrar. Na tabela seguinte, exibem-se os valores

da funcao para os diferentes valores da variavel independente.

T 0 2.5 5 15 20 25 30

F(z) 0.0 7.0 9.0 14.0 10.5 12.0 5.0

0(x) 0.5 0.9 1.4 0.9 1.3 1.48 1.5

F(z)cos(0(z)) || 0 | 4.351270 | 1.529704 | 8.702540 | 2.808738 | 1.088059 | 0.353686
Verificam-se trés grupos com espacamentos distintos.
30 5 15 30
/ F(z)cos(0(x))dx = / F(z)cos(0(x))dx + / F(x)cos(0(x))dx + / F(x) cos(0(x))dx

0 0 5 15
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A cada um deles ¢ associada uma férmula composta de integragao:
e [0,5] - f05 F(x)cos(0(x))dx (2 subintervalos, h = 2.5) - formula composta de Simpson:
° 2.5
/ F(a) cos(0(a))de ~ S(25) = =2[0 + 4 x 4.351270 + 1.529704] = 15.778087
0
e [5,15] - J»1200 F(z) cos(0(x))dx (1 subintervalo, h = 10) - formula composta do Trapézio:

15 10
/ F(x) cos(0(x))dw ~ T(10) = —-[1.529704 + 8.702540] = 51.16122
5

e [15,30] - 2300 F(z)cos(0(x))dx (3 subintervalos com h = 5) - férmula composta dos Trés

Oitavos:

30
35
/ F(x)cos(0(x))dr =~ 3/8(5) = %[8.702540+3x2.808738+3x1.088059+0.353686] = 38.899907
15

Assim, o resultado do integral seréa:

30
/ F(z) cos(0(x))da ~ 15.778987 + 51.16122 + 38.899907 = 105.840114
0

Por isso, o trabalho W tem o valor de aproximadamente 105.840114 N ft.

Nota: Em [0,5] e [15,30] a Formula do Trapézio poderia fornecer melhores resultados
uma vez que h > 1.

CONUM:
QUADRA Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Funcgéo

0.000000 0.000000

2.500000 4.351270

5.000000 1.529704

15.000000 8.702540
20.000000 2.808738
25.000000 1.088059
30.000000 0.353686

Usou a Formula de Simpson (h = 2.500000)

Usou a Formula do Trapézio (h = 10.000000)
Usou a Férmula dos 3 Oitavos (h = 5.000000)

Aproximagdo ao Integral = 105.840114
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b) Para calcular uma estimativa do erro de truncatura no intervalo [5,15|, recorre-se

a expressao do erro (A.28):

h2
cor = —15(b = a) (1)

No caso deste célculo, apenas existem dois pontos, e sao necessarios pelo menos trés
para estimar a segunda derivada através das diferencas divididas de 2% ordem. Assim
sendo, utiliza-se a ponto mais préximo do intervalo utilizado, que no caso corresponde

a x = 2.5. Calculam-se as diferencas divididas:

x | F(x)cos(0(x)) ddy dds
2.5 4.351270
—1.128626
) 1.529704 0.147673
0.717284

15 8.702540

Sabendo que [’ = ddy x 2!, o valor do erro sera:

102
eor < | = 75 (15— 5) x 0.147673 x 21| = 24.612167
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6. Um fluido atravessa a sec¢ao circular de um tubo com velocidade

onde r ¢ a distancia radial ao centro da seccao e rp = 4 cm ¢é o raio da seccgao.
Determine a quantidade de fluido por unidade de tempo que atravessa esta seccao,

dada por
To
Q= 27r/ ro(r)dr.
0
No calculo utilize 5 pontos igualmente espacgados no intervalo [0, 2] e 6 pontos igual-

mente espagados no restante intervalo. Use as férmulas numéricas de integracao mais

apropriadas para cada caso.
Resolucao:

E necessario definir os valores de r utilizados no calculo do integral, de acordo com
as indicacoes fornecidas. Verifica-se quais os valores pretendidos para integrar, e

calcula-se r v(r). Assim,

r 0 0.5 1 1.5 2 2.4 2.8 3.2 3.6

v(r) | 3| 2.943315 | 2.879207 | 2.805183 | 2.717171 | 2.631920 | 2.525947 | 2.383792 | 2.159057

ro(r) | 0| 1.471657 | 2.879207 | 4.207775 | 5.434342 | 6.316608 | 7.072653 | 7.628135 | 7.772605

Existem dois grupos de pontos com espacamentos distintos, aos quais sao associadas

diferentes formulas de integracao.

/0 () dr ~ /0 ro(r)dr + /2 ()

e [0,2] - f02 r(r)dr (4 subintervalos, h = 0.5) - féormula composta de Simpson:

2
0.5
/ rao(r)dr & S(0.5) = —[0+4x LAT1657+2x 2.879207+4x 4.207775+5.434342] = 5.651747
0
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2

e [2,4] - [, ro(r)dr (5 subintervalo, h = 0.4) - formula composta do Trapézio:

4
0.4
/ rao(r)dr ~ T(0.4) = == [5.434342+26.316608+2x 7.072653-+2x7.628135-+2x 7.772605+0] = 12.602869
2

Assim, o resultado do integral sera:

4
/ ro(r)dr = 5.651747 4+ 12.602869 = 18.254616
0

A quantidade de fluido por unidade de tempo é igual a:

4
Q= 27r/ ro(r)dr ~ 27 x 18.254616 = 114.697135
0

CONUM:
QUADRA

Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Fungédo
0.000000 0.000000
0.500000 1.471657
1.000000 2.879207
1.500000 4.207775
2.000000 5.434342
2.400000 6.316608
2.800000 7.072653
3.200000 7.628135
3.600000 7.772605
4.000000 0.000000

Usou a Férmula de Simpson (h = 0.500000)

Usou a Formula do Trapézio (h = 0.400000)

Aproximagdo ao Integral = 18.254616
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7. Considere a tabela de valores de uma fungao polinomial p(t) de grau menor ou igual

a trés que descreve a velocidade dum ciclista em cinco instantes de tempo:

AR
o) [1]e]3]o]o]

a) Utilize a regra de Simpson com h = 2, para obter uma aproximagao ao espago
percorrido, i.e., [ = f04p(t)dt.
b) Recorrendo a regra de Simpson composta, determine o valor exacto de c¢. Justi-

fique.

Resolucao:

a) A féormula composta de Simpson é dada pela expressao (A.29), e como h = 2,
obtém-se:

4
2
I= / p(t)dt = S(2) = 5[1 +4 x 3+ 0] = 8.666667
0
O espago percorrido é de aproximadamente 8.666667.

b) Como é dito que p(t) ¢ um polindémio de grau < 3, entdo a quarta derivada é nula,

i.e., o erro da férmula de Simpson em a) é zero. Entao:
4
/ p(t)dt = 8.666667
0
Aplicando a regra de Simpson (A.29) com h = 1 vem:
1
§[1+4>< c+2x3+4x0+0]=8.666667

¢ = 4.750000
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8. Seja t o intervalo de tempo, em minutos, que separa a chegada de duas mensagens
consecutivas a uma caixa de correio electronico. Esta variavel t é aleatoria e segue a

seguinte funcao densidade de probabilidade:

0, se t<0

et se t>0.

Calcule, numericamente, a probabilidade do intervalo de tempo entre duas mensagens
ser menor ou igual a 2 minutos, ou seja, calcule P(t < 2), utilizando a formula

composta de Simpson de forma a que o erro de truncatura seja inferior a 3 x 1074
Nota: P(t < 2) fo

Resolugao:

Para garantir que o erro de truncatura utilizando a férmula composta de Simpson é

inferior a 3 x 107*, deve utilizar-se a expressiao (A.30).

h* 4
- T - 1
13 (b a) ()|<3>< 0~

Calculando as derivadas de f:
fOy=et 5 ft)y=—e' 5 [')=e" 5 frt)=—e" 5 [Ot)=e"

O majorante de | f®| em [0, 2] verifica-se no limite inferior, e tende para e * = 1.
b—a

Sabendo que h = , em que n & o nimero de subintervalos a utilizar, tem-se:

| (b B a’)4
180n*

(2-0)*
180n*

(b—a)fi ()| < 3 x 1074

(2-0)x1]<3x107" = n>4.93

Como a férmula a usar é a de Simpson e necessita de um ntimero par de subintervalos,
o valor inteiro e par superior a 4.93 é 6. Assim, h = % ~ 0.333333. Pode entao

construir-se a seguinte tabela:
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t ‘0 0.333333 0.666667 1.000000 1.333333 1.666667 2.000000
f(t)‘O 0.7165631 0.513417 0.367879 0.263597 0.188876 0.135335

Assim, aplica-se a expressao (A.29) para aproximar o integral através da formula

composta de Simpson.

0.333333
fo 5(0.333333) = T[O +4 % 0.716531 + 2 x 0.513417 + 4 x

0.367879 + 2 x 0.263597 + 4 x 0.188876 + 0.135335] = 0.753612

Logo, P(t < 2) fo t)dt ~ 0.753612 A probabilidade do intervalo de tempo entre

duas mensagens ser igual ou inferior a 2 minutos ¢ de aproximadamente 75.3612%.
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9. A figura mostra uma pessoa que des-
liza, sem atrito, do alto de um escorrega

(ponto A), acoplando-se a um carrinho

que se encontra em repouso no ponto B.
A partir deste instante, a pessoa e o car-

rinho movem-se juntos na agua até parar.

a) Sabendo que a velocidade do conjunto pessoa-carrinho imediatamente apos o
acoplamento é 4 m/s e que a velocidade, v, em cada instante ¢ na dgua ¢ dada
pela tabela seguinte, calcule (usando todos os pontos de tabela) a distancia

percorrida na dgua pelo conjunto pessoa-carrinho até parar.

t‘0.0 03 06 08 1.0 12 18 24 3.0 36 4.2

v ‘ 4.0 39 37 35 33 29 25 20 125 0.75 0.0
b) Estime o erro de truncatura cometido no intervalo [1.2, 4.2].
c) Seleccione o maior niimero possivel de pontos da tabela por forma a obter um

conjunto de pontos igualmente espagados, e calcule a mesma distancia usando

um unica féormula composta de integragao no intervalo [0, 4.2].

Resolucao:

a) A distancia percorrida na agua ¢ dada pelo integral da velocidade. Os pontos sao
agrupados de acordo com os diferentes espacamentos entre estes. Verificam-se trés

grupos com espagamentos distintos:

/04'2v(t)dt/OO'Sv(ﬂdt+/022”(t>dt+/122v(t)dt

Cada grupo de pontos é associado a uma féormula de integracao, de acordo com o

nimero n de subintervalos.
e [0,0.6] - fOO'S v(t)dt (2 subintervalos, h = 0.3) - férmula composta de Simpson:

0.6 0.3.
/ v(t)dt ~ 5(0.3) = 7[4'0 +4x39+3.7 =233
0
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e [0.6,1.2] - 01.62 v(t)dt (3 subintervalos, h = 0.2) - formula composta dos Trés Oitavos:

1.2 3% 0.2
v(t)dt ~ 3/8(0.2) = < [3.74+3x 3.5+ 3 x3.3+2.9] =2.025
0.6

o [1.2,4.2] - 14"22 v(t)dt (5 subintervalos com h = 0.6) - formula composta do Trapézio:

4.2
0.6
/ o(t)dt = T(0.6) = —=[2.9+2 x 25 +2 % 20+ 2 x 1.25 + 2 x 0.75 4 0.0 = 4.7
1

.2

Assim, o resultado do integral seréa:

4.2
/ o(t)dt ~ 2.33 + 2.025 + 4.77 = 9.125
0

b) O erro cometido no intervalo [1.2, 4.2] corresponde ao erro da féormula composta do
Trapézio, descrito pela expressao (A.28). E necessaria a segunda derivada da funcdo,
e como nao se dispoe da sua expressao analitica, é necessario recorrer as diferencas
divididas para a sua estimacao.

Diferencas divididas:

xi | fi dd; dds
1.2 2.9
—0.666667
1.8 2.5 —0.138888
—0.833333
241 2.0 —0.347223
—1.25
3.0 1.25 0.347223
—0.833333
3.6 1 0.75 —0.347223
—1.25
4.2 0.0

Como f” = ddy x 2!, pode substituir-se na expressao do erro:
h? ” 0.6
ecr = | — E(b —a)f"(n)] < | — ?(4.2 —1.2) x |0.347223| x 2!| = 0.062500
c) Para calcular uma aproximagao ao integral com o maior niimero de pontos e uma

tnica formula de integragao, selecionaram-se pontos com um espagamento de h = 0.6,

conforme se evidencia na tabela seguinte.
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t‘0.0 06 12 18 24 3.0 36 4.2
v‘4.0 3.7 29 25 20 125 0.75 0.0

Seleccionaram-se 8 pontos, ou seja 7 subintervalos. Utiliza-se a formula de integragao

do Trapézio (A.27):
2 0.6
/ v(t)dt & T(0.6) = =7 [4.0-+2x3.742x 2.942x2.5+2x2.0+2x 1.25+2x0.75+0.0] = 9.06
0

O resultado do integral é de aproximadamente 9.06 m.

CONUM:
QUADRA

Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Funcgédo
0.000000 4.000000
0.600000 3.700000
1.200000 2.900000
1.800000 2.500000
2.400000 2.000000
3.000000 1.250000
3.600000 0.750000
4.200000 0.000000

Usou a Formula do Trapézio (h = 0.600000)

Aproximagdo ao Integral = 9.060000
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10. Uma corrida de dragsters tem duas fases distintas: na primeira fase, a mais curta, o

movimento do carro é perfeitamente nao deterministico, dependendo das derrapagens
e da forma como o condutor consegue dominar o carro. Na segunda fase, o carro tem

um movimento muito rapido, cuja aceleracao esté perfeitamente definida.

Considere-se a prova do condutor Don Nase de duragao 7.5 s. Na primeira fase os

valores da aceleragao em cada instante encontram-se na tabela:

t |0 05 1 15
alt;) |0 035 055 0.9

Na segunda fase da corrida a aceleracao é definida pela seguinte expressao:

a(t) = 0.5t — 0.15¢ para t € [1.5,7.5]

a) Estime a velocidade na primeira fase da corrida, utilizando a férmula de integragao

mais adequada.

b) Estime a velocidade na segunda fase da corrida, utilizando a formula composta

do Trapézio com erro de truncatura em valor absoluto inferior a 0.3.

c) Estime o erro de truncatura cometido na alinea a).

Resolucao:
Mudanga de variavel: t -z e a — f.

a) A velocidade v é calculada recorrendo ao integral da aceleracao. Dispoe-se de
4 pontos (3 subintervalos) com um espagamento constante de h = 0.5. Assim, é

possivel aproximar o integral através da formula dos Trés Oitavos (A.31):

3 x0.5

1.5
v(z) = / f(x)dz ~ 3/8(0.5) = X [0+ 3% 0.35+ 3 x 0.55 + 0.9] = 0.675
0

CONUM:
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QUADRA Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Funcgéo
0.000000 0.000000
0.500000 0.350000
1.000000 0.550000
1.500000 0.900000

Usou a Foérmula dos 3 Oitavos (h = 0.500000)

Aproximagdo ao Integral = 0.675000

b) O erro de truncatura da féormula composta do Trapézio é dado por (A.28), e deve

ser inferior a 0.3, logo:
h2
- <03

Deriva-se a expressao de f(x) para obter a segunda derivada da expressao.
f(x) =052 —-0.152 ; f'(x)=2-0.15 ; [f'(x)=1

A segunda derivada é constante e igual a 1, logo podem substituir-se os valores na

expressao do erro:

h2
575 =15) x 1| <03 & h < 0.7746

Como h = I’_T“, vem:
6
— < 0.7746 < n > 7.745933
n

BH—1.
Logon:8eh:¥:0.75.

r; |15 225 3 3.75 4.5 2.25 6 6.75 7.5
f(z;) 1 0.9 219375 4.05 6.46875 9.45 1299375 17.1 21.76875 27

0.75
Utilizando a férmula composta do Trapézio (A.27), obtém-se: v(z) ~ 7(0.9 +2x

2.19375+2x4.054+2%x6.46875+2x9.454+2%x12.99375+2 x 17.14+2x21.76875+27) =
65.98125

A velocidade do dragster é aproximadamente igual a 65.98125 m/s.

CONUM:
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QUADRA Integragdo - Foérmulas de Newton-Cotes

Pontos Valores da Funcgéo
1.500000 0.900000
2.250000 2.193750
3.000000 4.050000
3.750000 6.468750
4.500000 9.450000
5.250000 12.993750
6.000000 17.100000
6.750000 21.768750
7.500000 27.000000

Usou a Férmula de Simpson (h = 0.750000), Aproximagdo ao Integral = 65.700000

c) Na alinea a) foi utilizada a férmula composta dos Trés Oitavos (A.32).
ht ,
ETyys = | 5(b—a)f ()], 7€ [a. ]
Para a estimacdo de f0%) recorre-se ao calculo de diferencas divididas de quarta
ordem. Sao necessérios 5 pontos, e apenas se dispoe de 4, pelo que se utiliza o ponto

mais proximo do intervalo seleccionado.

t; a; ddy | dds dds ddy
0 0
0.7
0.5 0.35 -0.3
0.4 0.4
1 0.55 0.3 —0.045714
0.7 0.297143
1.5 0.9 0.82
1.725
2.25 | 2.19375

Sabendo que f() pode ser aproximado por dd, x 4!, obtém-se:
h* 0.5

qg X (b= @)Ma| = |- (1.5 — 0) x 0.045714 x 41| = 0.001286

O erro da formula composta dos Trés Oitavos da alinea a) é de aproximadamente

ET;55 <|

0.001286.



Capitulo 8

Diferenciacao Numérica

A dificuldade em encontrar a solucao analitica duma equacao diferencial num determinado
intervalo, é o motivo principal para a introdugao de métodos numéricos para aproximar essa
solugao. Estes métodos vao discretizar a equacao diferencial nesse intervalo. As equagoes
diferenciais envolvem a derivada das fungoes. Sao consideradas apenas equagoes diferenciais
ordinarias (EDO), ie, com apenas uma variavel independente. A ordem da maior derivada
existente na equagao diferencial define a sua ordem. Uma equacgao diferencial de ordem
n precisa de n condigoes auxiliares para que a sua solucao seja tnica. Estas condigoes
auxiliares podem envolver o conhecimento da varidvel dependente no inicio do intervalo,
tratando-se dum problema de condigoes iniciais. Quando as condi¢oes auxiliares dizem
respeito a pontos na fronteira do intervalo, o problema diz-se de condigoes de fronteira. A
sua distin¢ao é muito importante ja que os métodos para a sua resolucao sao completamente
distintos.

Vao resolver-se numericamente problemas com condicoes iniciais, utilizando o método
de Runge-Kutta de 2% ordem para uma equagao diferencial ordinéria (A.33) e para um
sistema de equagoes diferenciais ordinarias (A.33). Ainda nos problemas com condigoes
iniciais, incluem-se problemas com equagoes diferenciais de ordem superior (n > 1). Sao
também resolvidos problemas com condigoes de fronteira envolvendo diferencas finitas cen-

trais (A.35), ascendentes (A.36) e descendentes (A.37).

149
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1. A disciplina de Métodos Numéricos de um curso de Engenharia no ano lectivo 2002,/03

tem 92 alunos inscritos. Inicialmente, um grupo de 10 alunos resolveu langar o boato

de que o exame iria ser cancelado.

Em média cada estudante conversa com outros colegas a uma
taxa de 2 estudantes/hora, podendo estes ja saberem ou nao
da novidade. Se y representar o ntimero de estudantes que

sabem do boato no instante de tempo ¢ (horas) entdo a taxa
92 — y)
92 7

de recepgao do boato é dada por: d_:Z = 2y(

Utilizando o método mais adequado que estudou, calcule o niimero de estudantes que

ap6s 3 horas tomou conhecimento do boato (use h = 1).
Resolucgao:

Mudanca de variavel: t — x.

/) =200 (B2 e e s = 20 (P )

92 92

Trata-se de uma equagao diferencial de 1* ordem com condigoes iniciais (y(0) = 10).
Discretizando a variavel independente x, com h = 1, fica: g =0, 1 = 1, x5 = 2,
r3 = 3. Vai ser resolvida etapa-a-etapa, usando o Método de Runge-Kutta de 2¢

ordem (A.33).
1% etapa (i = 0):

1
Y1 :y0+§(p+Q)

92 - 10
p=nhf(xo,yo) =1 x[2x10x (

)] = 17.826087
q=hf(zi,y0+p) =1 x f(1,27.826087) = 38.819758

1
y1 =10+ 5(17.826087 + 38.819758) = 38.322923 ~ y(1)
2% etapa (i = 1):

1
y2:y1+§(p+q)

92 — 38.322923
p=hf(z1,p) =1 x [2 x 38.322023 x (——— ===

= 44.71875
o )] 718750
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q=hf(za,y1 +p) =1 x f(2,83.041673) = 16.172054

1
Yo = 38.322923 + 5(44.718750 +16.172054) = 68.768325 ~ y(2)
3% etapa (i = 2):
1
ys =y2+ 5(p+q)

2

92 — 68.768325
p=hf(2s,y2) =1 x [2 x 68.768325 x (————

92
q=hf(xs,y2+p) =1 x f(3,103.498833) = —25.872083

)] = 34.730508

y3 = 68.768325 + %(34.730508—+r0725.872083)):::73.197538¢z y(3)
Ou seja, y; = 38.322923 ~ y(1), y» = 68.768325 = y(2), ys = 73.197538 ~ y(3).

Ao fim de 3 horas, havia aproximadamente 73 alunos a terem conhecimento do boato.

CONUM:
EQUNIC
Equagdes Diferenciais Ordinarias - Métodos de Passo Unico
Ordem = 2
Funcéo
f(x1,x2) = 2*x2%x((92-x2)/92)
Espagamento entre Pontos = 1.000000
x0 = 0.000000 y0 = 10.000000
Limite Superior do Intervalo = 3.000000

Solugdo Numérica

yo = 10.000000 yl = 38.322923
y2 = 68.768325 y3 = 73.197537
MATLAB:
M-file:

function dy=£f7_1(x,y)
dy=2*y*(92-y) /92;

Comandos:
>> [t,y]l=ode45(’£7_1°,[0,1,2,3],[10])
t = y =

0 10.0000

1 43.6073
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2 79.9871
3 90.1673
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2. O progresso de uma epidemia de gripe numa populacao de N individuos é modelada

pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais:

dx
—t——ﬁﬂfy

y

o =Py —oy
YA

— =

aw Y

em que x ¢ o nimero de pessoas susceptiveis de apanhar a gripe, ¥y ¢ o nimero de
pessoas infectadas e z o niimero de pessoas imunes, incluindo todos os recuperados,
no tempo ¢t. Os parametros « e [ sdo as taxas de recuperagao e transmissao (por
dia), respectivamente. Assume-se que a populagao é fixa, logo novos nascimentos
sao balanceados pelas mortes. Considere o = 0.05, 5 = 0.0002, z(0) = 980, y(0) =
20, z(0) = 0.

a) Avalie a situagao da populagao passados 10 dias do comego da epidemia, usando
o método de Runge-Kutta de 2* ordem com h = 5.

b) Interprete os resultados obtidos no fim de cada uma das etapas.

Resolucao:
Mudanga de variavel: t - x, z — y1, y — y2 € 2 — ys.

a) Trata-se de um sistema de 3 equagoes diferenciais de 1* ordem com condigdes
iniciais. Discretizando a variavel independente x com h = 5 obtém-se: xy = 0,
ry = b5 e xy = 10. As condigdes iniciais sao as seguintes: y;o = y1(0) = 980,

Yo,0 = y2(0) =20 e y30 = y3(0) = 0.

yy = —0.0002y1y2 = fi(z,y1,92,¥3)
Yy = 0.0002y1y2 — 0.05y2 = fo(z,y1,¥2,¥3)
ys = 0.05y2 = fs(z,y1, 2, y3)
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Este sistema sera resolvido através do Método de Runge-Kutta de 2 ordem para

sistemas (A.33). Em cada etapa, primeiro calculam-se os p's e a seguir os ¢'s.
1% etapa (i = 0):

1 = hfi(20, 1.0, Y20, Y3.0) = 5£1(0,980,20,0) = 5 x (—0.0002 x 980 x 20) = —19.6

Do = hfa(0, Y1.0, 2.0, Ys.0) = 5f2(0,980,20,0) = 5 x (0.0002 x 980 x 20 — 0.05 x 20) = 14.6
p3 = hf3(20, 91,0, 92,0, ¥3,0) = 5£3(0,980,20,0) =5 x (0.05 x 20) =5

@ = hf1(x1,91,0 + P1,Y2,0 + D2, Y3,0 + p3) = 5f1(5,960.4,34.6,5) = —33.22984

g2 = hfa(x1,91,0 + D1, Y2,0 + D2, Y3,0 + p3) = 5f2(5,960.4,34.6,5) = 24.57984

g3 = hf3(x1, 91,0 + P1,Y2,0 + P2, Ys,0 + p3) = 5£3(5,960.4,34.6,5) = 8.65

1 1
yL1 = yro + 5(p1 1) = 980 + 5 (—19.6 + (~33.22984)) = 953.58508 ~ 1 (5)

2
1 1
1 1
Y31 =ys.0+ 5(Ps +a3) = 0+ 5(5+8.65) = 6.825 ~ y5(5)

2% etapa (i = 1):

p1 = hfi(z1, 911, Y21, ys.1) = 5.1(5,953.58508, 39.58992, 6.825) = —37.752357

P2 = hfola1, 911, Y21, Y1) = 5f2(5,953.58508, 39.58992, 6.825) = 27.854877

p3 = hfs(z1, Y11, Y21, y3.1) = 5 f3(5,953.58508, 39.58992, 6.825) = 9.89748

@1 = hf1(x2, Y11+ P1, Y21 + D2y Y31 +ps) = 51(10,915.832723, 67.444797, 16.72248) = —61.768152
G2 = hfo(T2, 11 + P1. Y21 + D2s Ysa + ps) = 5f2(10,915.832723, 67.444797, 16.72248) = 44.906953
g3 = hfs(T2, Y11 + P1, Y21 + P, yz1 + pa) = 53(10,915.832723, 67.444797,16.72248) = 16.861199

1 1
yr2 = y11+ 5(p1 + 1) = 953.58508 + (~37.752357 + (~61.768152)) = 903.824826 ~ 11 (10)

1 1
Yoz = Y21 + (P2 +q2) = 39.58002 + 3 (27854877 + 44.906953) = 75.970835 ~ y2(10)

Y32 = Y31 + %(P3 +q3) =6.825 + %(9.89748 +16.861199) = 20.204340 =~ y3(10)

CONUM:

SISDIF

Equagdes Diferenciais Ordindrias - Sistemas de Equagdes Diferenciais
Vector de Fungdes: -0.0002*x2%x3 ; 0.0002*x2%*x3-0.05*%x3 ; 0.05%x3
Valor Inicial: 0.000000
Vector Inicial dos y’s: 980.000000 ; 20.000000 ; 0.000000

Limite Superior do Intervalo: 10.000000
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Espagamento entre Pontos: 5.000000
Runge-Kutta

Solugdo Numérica

y1,0 = 980.000000 y2,0 = 20.000000 y3,0 = 0.000000
yi,1 = 953.585080 y2,1 = 39.589920 y3,1 = 6.825000
yl1,2 = 903.824825 y2,2 = 75.970835 y3,2 = 20.204340

b) Ao longo do tempo, o numero de pessoas susceptiveis de apanharem gripe (z -
representado por y;) diminui (980 — 953.58508 — 903.824826), enquanto o nimero
de infectados (y - representado por ys) aumenta (20 — 39.58992 — 75.970835).
Ao mesmo tempo, o numero de pessoas imunes (z - representado por y;) aumenta

(0 — 6.825 — 20.204340).

MATLAB:
M-file:

function dy=£f7_2(x,y)
dy=zeros(3,1);

dy (1)=-0.0002%y (1) *y(2) ;

dy (2)=0.0002xy (1) *y (2)-0.05%y (2) ;
dy (3)=0.05%y(2);

Comandos:

>> [t,y]l=o0ded45(’£7_2’,[0,5,10], [980,20,0])

t =
0
5
10
y =
980.0000  20.0000 0

951.6867 40.9841 7.3292
897.2762 80.6766  22.0472
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3. Uma rolha de cortica de comprimento L vai ser expulsa duma garrafa contendo um
liquido em fermentacao. As equacoes do movimento da rolha podem ser descritas

pelas seguintes equacoes diferenciais:

dv y
da .
T, qr
1 I e R E L
dt 0, x> L

em que

¢ a aceleragao da gravidade (9.81ms™?2)

s

q ¢ o coeficiente de atrito da rolha
x ¢ o deslocamento da rolha no gargalo da garrafa
t € o tempo
d & o comprimento do gargalo da garrafa
R ¢ arazao percentual de aumento da pressao
v ¢ a constante adiabatica para o gas na garrafa (1.4)
Considerando ¢ = 20, L = 3.75¢m, d = bem, R = 4, o sistema, apds a substitui¢ao

das constantes transforma-se em

dt
dv 206.01[(1 + 0.22)~1* +0.04t — 1 +0.253972], =« < 3.75
dt 0, x> 3.75

As condigoes auxiliares do problema sao x(0) = v(0) = 0. Enquanto que x < L
a rolha mantém-se na garrafa, sendo expelida quando x = L. Considere o passo
h = 0.75. Ser4d que ao fim de duas etapas a rolha ja saiu da garrafa? Qual a

velocidade atingida na segunda etapa?
Resolucao:

Mudancga de variavel: t — x, x — y; e v — ¥y
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Trata-se de um sistema de equacoes diferenciais de 1% ordem com condigoes iniciais
(y1.0 = y1(0) = 0, y20 = ¥2(0) = 0). Discretizando em x, com h = 0.75: zy = 0,

r1 = 0.75 e x9 = 1.5. Substituindo as constantes, vem:

v = f1(557y17y2) = Y2
206.01[(1 + O.2y1)_1'4 +0.04x — 1+ 0.253973/1], y1 < 3.75
07 U Z 3.75

yé = f2($>?/1792) -

O sistema resolve-se pelo Método de Runge-Kutta de 2 ordem para sistemas (A.34):
1% etapa (i = 0):

p1 = hfi(z0,91,0,92,0) = 0.75x 0 =10

p2 = hf2(x0,91,0,Y2,0) = 0.75x 0 =0

@ = hfi(z1,y1.0 +p1,Y2,0 +p2) = 0.75 x f1(0.75,0,0) = 0

@2 = hfa(@1, Y10 + D1, Y20 + p2) = 0.75 x f2(0.75,0,0) = 4.635225
Y1,1 = Y10+ l(m +q)=0+ %(O +0) =0=y;(0.75)

2

1 1
Y2.1 = Y2,0 + 5(])2 + QQ) =0+ 5(0 + 4.635225) =2.317613 ~ y2(075)

2% etapa (i = 1):

p1=hfi(z1,y1.1,y2.1) = 0.75 x f1(0.75,0,2.317613) = 1.738210

p2 = hfa(x1,y11,y2.1) = 0.75 x f2(0.75,0,2.317613) = 4.635225

@1 = hf1(z2, 511 + 1, Y21 + p2) = 0.75 x f1(1.5,1.738210, 6.952838) = 5.214629
G2 = hfa(T2, Y11 + D1, Y21 + p2) = 0.75 x fo(1.5,1.738210, 6.952838) = 24.723309

1 1
Y12 =11+ =(p1 +q1) = 0+ =(1.738210 + 5.214629) = 3.476420 ~ 1, (1.5)

2 2
1 1
Y22 = Y21+ 5 (p2 + @2) = 2317613+ - (4.635225 + 24.723300) = 16.99688 ~ y2(1.5)

A variavel y; representa o espago percorrido pela rolha. Como ao fim de 2 etapas

Y12 = 3.476420 ¢é inferior ao comprimento da rolha, esta ainda nao saiu da garrafa.
Y12 = x(1.5) = 3.476420 < 3.75 (posigao)

A sua velocidade é y9o = v(1.5) = 16.99688.
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MATLAB:

M-file:

function dy=£f7_3(x,y)

dy=zeros(2,1);

dy (1) =y(2);

if (y(1) < 3.75)
dy(2)=206.01*[(1+0.2%y (1))~ (-1.4)+0.04*x-1+0.25397*y (1)];
else

dy (2)=0;

end

Comandos:

>> [t,y]=ode45(’£7_37,[0,0.75,1.5],[0,0])

0 0
0.535161 2.168723
7.931169 16.439906



159

4. Se y(t) representar a altitude de uma granada, entdo esta pode ser descrita pela
seguinte equagao diferencial: y”(t) = —g+0.2y (g = 9.8m/s?) representa a aceleracao

da gravidade).

Sabendo que a granada é langada no instante ¢ = 0, a partir
do chao (y(0) = 0) e que, como a granada explode apos 5
segundos, esta devera estar a 40 m do chao. Serd que, com
uma velocidade inicial de 18 ms™! (y/(0) = 18 ms™!), a gra-
nada explode antes, depois ou na distancia prevista? Utilize

h =2.5.

Resolucgao:

Mudanca de variavel: ¢t — x

Trata-se de uma equacao diferencial de 2* ordem com condigoes iniciais. Vai surgir
um sistema de 2 equagoes diferenciais de 1* ordem com condigoes iniciais, surgindo
uma nova variavel dependente. Fazendo y = y; surge a nova variavel dependente
Y2 =

Y1 =2 =y = filz,v1,92)

yp =—98+02y1 =5 = fa(2,y1,92)

As condigoes iniciais para cada uma das variaveis dependentes sao: y; 9 = y(0) =0
e y20 = ¥2(0) = ¢'(0) = 18. O passo é de h = 2.5. Discretizando a variavel

independente z com h = 2.5: £ =0, x1 = 2.5 e x5 = 5.

O sistema vai ser resolvido pelo Método de Runge-Kutta de 2% ordem para sistemas
(A.34):

1% etapa (i = 0):

p1 = hfi(xo,y1,0,¥2,0) = 2.5f1(0,0,18) = 45

p2 = hfa(xo,y1,0,¥2,0) = 2.5f2(0,0,18) = —24.5

q1 = hf1 (1‘1, Y1,0 +P1,Y2,0 +p2) = 2.5f1(2.5, 45, —6.5) = —16.25

q2 = hfa(w1,y1,0 + p1,y2,0 + p2) = 2.5f2(2.5,45,-6.5) = —2
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1 1

Y1,1 = Y10 + 5(])1 + (J1) =0+ 5(45 + (—16.25)) =14.375 ~ y1(2.5)
1 1

Y2,1 = Y2,0 + 5(1’2 +g2) =18 + 5(*24-5 +(=2)) = 4.75 = y2(2.5)

2% etapa (i = 1):

p1=hfi(z1,y1.1,92.1) = 2.5f1(2.5,14.375,4.75) = 11.875

p2 = hfa(1,91,1,Y2,1) = 2.5f2(2.5,14.375,4.75) = —17.3125

q1 = hfi(z2,y1.1 + p1, Y21 + p2) = 2.5f1(5,26.25, —12.5625) = —31.40625
G2 = hfa(zo,y1.1 + p1,y2.1 + p2) = 2.5f2(5,26.25, —12.5625) = —11.375

1 1
2=y + 5P+ ) = 14375 + - (11.875 + (~31.40625)) = 4.609375 ~ 4 (5)

1

1
5 (P2 +42) = 4.75 + 5 ((—17.3125) + (~11.375)) = ~9.50375 ~ y2(5)

Y2,2 = Y2,1 T

Ao fim de 5 segundos, instante em que a granada explode, esta encontra-se aproxi-
madamente a 4.609375 metros do ponto de partida, explodindo abaixo da altitude
prevista (40 m).

CONUM:
SISDIF
Equagdes Diferenciais Ordindrias - Sistemas de Equagdes Diferenciais
Vector de Fungdes
x3
-9.8+0.2%x2
Valor Inicial
0.000000
Vector Inicial dos y’s
0.000000
18.000000
Limite Superior do Intervalo
5.000000
Espacamento entre Pontos
2.500000
Runge-Kutta

Solugdo Numérica
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y1,0 = 0.000000 y2,0 = 18.000000
yl,1 = 14.375000 y2,1 = 4.750000
yl1,2 = 4.609375 y2,2 = -9.593750

Nota: Os resultados do CONUM sao significativamente diferentes dos do MATLAB.
No entanto, se o valor de h for diminuido (por exemplo h = 0.25), os resultados dos

dois softwares aproximam-se.
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MATLAB:

M-file:

function dy=£f7_4(x,y)
dy=zeros(2,1);

dy (1) =y(2);
dy(2)=-9.8+0.2%y(1);

Comandos:

>> [t,y]l=o0ded45(’£7_4’,[0,2.5,5],[0,18])

t =
0
2.5000
5.0000
y =
0 18.0000

21.0276 0.5390
3.2924 -16.1752
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5. Um soldado para-quedista cai do aviao a uma altura de 600 metros. Apos b sequndos,

o para-quedas abre.

A altura de queda do soldado para-quedista
como fungao do tempo, y(t), ¢ dada por
y'=—qg+ %, y(0) = 600m e y'(0) = O0m/s
em que g = 9.81m/s? é a aceleragao da gravidade
e m = 80 kg é peso do soldado para-quedista.
A resisténcia do ar «(t) é proporcional ao quadrado
da velocidade, com diferentes constantes de
proporcionalidade antes e depois da abertura do
péara-quedas:

Ky () t<bs

at) =
Kyy'(t)?, t>5s

Considere K; = 1/150, Ky = 4/150.

A que altura o para-quedas abre? (considere um espacamento de 2.5 segundos).
Resolucgao:
Mudanca de variavel: t — x.

Trata-se de uma equacao diferencial de 2* ordem com condigoes iniciais, dando origem
a um sistema de 2 equacoes de 1* ordem com condicoes iniciais. Vai surgir uma nova

variavel independente y = ;.

As condi¢bes iniciais sdo: y10 = 11(0) = y(0) = 600 e y20 = y2(0) = y;(0) = 0.
Discretizando x, para h = 2.5, vem: zo = 0, 21 = 2.5 e 5 = 5 (quando o péara-
quedas abre). Substituindo as constantes, tem-se:

Quando = < 5, utiliza-se a expressao:

Y1 =12 = fi(z,y1,y2)

30 % 150 :f2($ay1,y2)
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Quando = > 5, usa-se:

Y1 =12 = fi(z,y1,92)
4y3

0x 150 f2(@, 91, 92)
O sistema de equacoes diferenciais vai ser resolvido usando o Método de Runge-Kutta

de 2% ordem para sistemas (A.34):
1% etapa (1 = 0):

p1 = hfi(wo,y1,0,¥2,0) = 2.5f1(0,600,0) =0

p2 = hfa(0,91.0,¥2.0) = 2.5f2(0,600,0) = —24.525

q1 = hfi(x1,y1,0 + 1, Y20 + p2) = 2.5f1(2.5,600, —24.525) = —61.3125
g2 = hfa(@1,y1,0 + P1,Y2,0 + P2) = 2.5f2(2.5,600, —24.525) = —24.399693
1
2

1 1
Y21 = y2o + 5(p2 +2) = 04 5(~24.525 + (~24.309693)) = ~24.462346 ~ (2.5)

1
Y1,1 = Y10 + (p1 + (J1) =600 + 5(0 + (—61.3125)) = 569.34375 ~ y1(2.5)

2% etapa (i = 1):
NOTA: No calculo dos ¢’s vai usar-se a expressao fy para r > 5

p1=hfi(z, 11, ys1) = 2.5£1(2.5,569.34375, —24.462346) = —61.155866

P2 = hfola1, Y11, Y2.1) = 2.5f2(2.5,569.34375, —24.462346) = —24.400332

¢ = hfy (T2, Y11 + p1sya1 + p2) = 2.5f1(5, 508.187884, —48.862678) = —122.156696

G2 = hfo(a,y11 + p1, Y21 + p2) = 2.52(5,508.187884, —48.862678) = —22.535366

Y12 =y11+ Lo + qu) = 560.34375 + %(—61.155866+ (—122.156696)) = 477.687469 ~ y1 (5)

2

1 1
Y22 = Y21 + (P2 +q2) = ~24.462347 + 7(~24.400332 + (~22.533366)) = —47.930195 ~ y(5)

Nota: na 2% etapa, nos célculos dos q’s utiliza-se a expressao para x > 5.

O para-quedas abre aos aproximadamente 477.687469 metros de altitude.

MATLAB: M-file:

function dy=£f7_5(x,y)
dy=zeros(2,1);



dy (1) =y(2);

if (x<5)

aux=1/150%y(2)~2;

else

aux=4/150%y(2)~2;

end

dy (2)=-9.81+aux/80;

Comandos:

>> [t,y]l=o0ded45(’£7_5’,[0,2.5,5],[600,0])

t

2.5000
5.0000

600.0000
569.3698
477.7904

0
-24.4833
-48.7108

165
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6. Suponha um forga f (f = 50) uniformemente distribuida ao longo do mastro de um

barco. O vento origina a flexao do mastro. Para caracterizar este fenémeno e usando

Deflected
position

"R
. H
[
—
—H
—H
T H
—H
| B

222

as leis da mecéanica, tem-se a equagao

Py f

22— L ([ — )2
2 ol

em que E ¢ o modulo de elasticidade (£ = 1.5 x 10®), L é a altura do mastro
d

(L =30) e I ¢ o momento de inércia (I = 0.06). Em z=0,y=0¢ d—y = 0. Calcule
z

numericamente a flexao no topo do mastro usando o método de Runge-Kutta de 2°

ordem. Considere h = 15.
Resolucgao:
Mudanga de variavel: z — x.

Trata-se de uma equagao diferencial de 2* ordem com condigoes iniciais. Vai surgir um
sistema de equagcoes diferenciais de 1* ordem com condi¢oes iniciais: y; 9 = y1(0) =0
e y20 = y2(0) = y1(0) = 0. Discretizando a variavel independente z com um passo

de h = 15 obtém-se: g =0, x1 = 15 e x5 = 30.

50
(30 — z)?

= f2($1y17y2)

Y1 = Y2 = fi(z,y1,92)
Yo

T 2% 1.5 x10° x 0.06

O sistema sera resolvido recorrendo ao Método de Runge-Kutta de 2 ordem para

sistemas (A.34):

1% etapa (i = 0):
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pP1 = hfl(:EOa Y1,0, yQ,O) = 15f1(0) 07 0) =0

p2 = hfa(wo,y1,0,y2,0) = 15f2(0,0,0) = 0.0375

q1 = hfl (1‘1, yLO +p1, y210 +p2) = 15f1(15, 0, 00375) = 05625

G2 = hfa2(x1,91.0 + P1, Y20 + p2) = 15f2(15,0,0.0375) = 0.009375
1 1

i1 =y0+ 51+ a) =0+ 5(0+0.5625) = 0.28125 ~ 41 (15)

2

1 1
Yo = Y20 + 5(p2 +2) = 0+ 5(0.0375 + 0.009375) = 0.023438 ~ y»(15)

2% etapa (i = 1):

p1=hfi(z1, 511, y21) = 15£1(15,0.28125,0.023438) = 0.35157

P2 = hfa(z1,y1.1,y21) = 15£2(15,0.28125,0.023438) = 0.009375

@1 = hfi(x2,y1.1 + p1, Y21 + p2) = 15£1(30,0.63282,0.032813) = 0.492195

q2 = hfg(wg, Y1,1 +P1,Y2,1 +p2) = 15f2(30, 0.63282, 0.032813) =0
1

1

2 =y1+ 501+ @) = 0.28125 + (035157 + 0.492195) = 0.703133 ~ 11 (30)
1 1

Y22 = Y21 + 5(p2 + @2) = 0.023438 + £(0.009375 + 0) = 0.028126 ~ >(30)

CONUM:

SISDIF

Equagdes Diferenciais Ordindrias - Sistemas de Equagdes Diferenciais
Vector de Fungdes: x3 ; (50/(2*1.5e+08%0.06))*pot(30-x1,2)

Valor Inicial: 0.000000

Vector Inicial dos y’s: 0.000000 ; 0.000000

Limite Superior do Intervalo: 30.000000

Espagamento entre Pontos: 15.000000

Runge-Kutta

Solugdo Numérica

y1,0 = 0.000000 y2,0 = 0.000000

yi,1 0.281250 y2,1 0.023438

y1,2 0.703125 y2,2 0.028125
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MATLAB:

M-file:

function dy=£f7_6(x,y)

dy=zeros(2,1);

dy (1) =y(2);

dy (2)=50/(2%1.5%10~8*0.06) *(30-x) ~2;

Comandos:

>> [t,y]l=o0ded45(’£7_6",[0,15,30],[0,0])

t =
0
15
30
y =

0 0
0.1992 0.0219
0.5625 0.0250
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7. O ultimo periélio (ponto mais proximo do Sol na érbita dum planeta) do cometa Hal-
ley aconteceu a 9 de Fevereiro de 1986. As componentes da sua posi¢ao e velocidade

nessa data (instante inicial) foram:

(z,y,z) = (0.325514, —0.459460, 0.166229)
(2,1, 2) = (—9.096111, —6.916686, —1.305721)

em que a posigao ¢ medida em unidades astronémicas (distancia média da terra ao

sol) e o tempo em anos. As equagoes do movimento sao:

T

2 (t) = ——-

/ \ r2
pelﬁéE0777 777777777777777 afélio 2

I\ | | //(t) — _M
:\ | ./\ y - 2
s | o 7‘2

! ‘ Tz

| g e Z(t) = ——
! } - _d—m;x 1 \ r

em que r = v/x? 4+ y? + 22, sendo as perturbagoes planetarias negligenciadas. For-
mule este problema sem o resolver, num sistema de equacoes diferenciais de pri-
meira ordem. Caracterize todas as equagoes do novo sistema, identificando todas as

variaveis envolvidas e as condigoes auxiliares.
Resolucao:

Mudanca de variavel: ¢ — x, © — yi, © — y1, ¥ — Y2, Yy = Y3, ¥ — Ya, 2 — Us,

2=y

Trata-se de um sistema de 3 equagoes diferenciais de 2* ordem com condicoes iniciais.
Vai dar origem a um sistema de 6 equagoes diferenciais de 1* ordem com condigoes

iniciais, surgindo 3 novas variaveis dependentes.
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YL =y2 = f1(®, Y1, Y2, Y3, Y1, Y5, Y6)
/ 7T2y1

Ya - 2 = fQ(zaylay27y3ay47y57y6)

Y3 =Ya = f3(%, Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6)
/ 7T2y3

Ya - 2 = f4(zaylay27y3ay47y57y6)

Ys = Yo = f5(2, Y1, Y2, Y3, Y1, Y5, Y6)
/ 7T2y5

Ys - r2 = fﬁ(zaylay27y3ay47y57y6)

com 1 = \/yf +y3 + y3

Com as seguintes condigoes iniciais: y;(0) = 0.325514, y3(0) = —0.459460, y5(0) =
0.166229, y2(0) = —9.096111, 4(0) = —6.916686, y5(0) = —1.305721.
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8. A equacao de Duffing, descreve a dindmica cadtica de um circuito com um inductor

d
nao linear. A representagao grafica das variaveis de estado (y e —y) ao longo do

dt

tempo (t), origina uma figura denominada mapa de Poincaré:

@y

772 +ky+y® = Bcost,

Estime os valores das variaveis de estado, para k = 0.1, B = 12 e 0 <t < 0.1.
d

Considere h = 0.05 e as condigoes y(0) =0 e d—i(()) = 4 usando o método de Runge-

Kutta de 2% ordem.

Resolucao:

Mudanca de variavel: t — x.

Trata-se de uma equacgao diferencial de ordem 2 com condigoes iniciais. Vai dar
origem a um sistema de 2 equacgoes diferenciais de 1* ordem com condigoes iniciais.
Discretizando x para h = 0.05 tem-se: 29 =0, z1 = 0.05 e 5 = 0.1 (0 <z <0.1).

Yi =192 = fi(z,y1,2)
yh =12cos(z) — 0.1y; — y3 = fa(x,91,92)

Usa-se o Método de Runge-Kutta de 2% ordem (A.34) com y;0 =0 € Y20 = 4.
1% etapa (1 = 0):

p1 = hfi(zo,91,0,y2,0) = 0.05f1(0,0,4) = 0.2

p2 = hfa(z0,91,0,y2,0) = 0.05f2(0,0,4) = 0.6

q1 = hfi(z1,91,0 + p1,y2,0 + p2) = 0.05f1(0.05,0.2,4.6) = 0.23

g2 = hfa2(x1,91,0 + p1, Y2.0 + p2) = 0.05£2(0.05,0.2,4.6) = 0.597850

Y11 =y10+ %(pl +q) =0+ %(0.2 +0.23) = 0.215 ~ 3, (0.05)
1
2
2% etapa (i = 1):

1
Y2.1 = Y2,0 + (pg + QQ) =4+ 5(06 + 0597850) = 4.598925 ~ y2(005)
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p1 = hfi(z1, 911, y2.1) = 0.051(0.05,0.215, 4.598925) = 0.229946
po = hfa(x1, 511, y2.1) = 0.05 f2(0.05,0.215, 4.598925) = 0.597678
@1 = hfi(z2, 511 + p1,ya1 + p2) = 0.05£1(0.1,0.444946, 5.196603) = 0.259830
G2 = hfo(z2, 911 + P1, Y2 + p2) = 0.05£5(0.1,0.444946, 5.196603) = 0.590373

1 1
yr2 = Y11+ 5(p1 1) = 0.215 + 5 (0.220046 + 0.259830) = 0.450888 ~ 11 0.1)

2
1 1
Y22 =121 + 5 (P2 + 02) = 4598925 + 2 (0.597678 + 0.590373) = 5.192951 ~ y(0.1)

Os valores das variaveis de estado nos diferentes instantes sao y;(0)

yl,O - 07

Y2(0) = Y20 = 4, ¥1(0.05) = y11 = 0.215, 12(0.05) = yo 1 = 4.598925, 11(0.1) = y10 =

0.459888 ¢ y2(0.1) & y25 = 5.192951.

CONUM:

SISDIF

Equagdes Diferenciais Ordindrias - Sistemas de Equagdes Diferenciais
Vector de Fungdes: x3 ; 12*cos(x1)-0.1*x2-pot(x2,3)
Valor Inicial: 0.000000
Vector Inicial dos y’s: 0.000000 ; 4.000000

Limite Superior do Intervalo: 0.100000 Espagamento entre Pontos: 0.050000

Runge-Kutta

Solugdo Numérica

y1,0 = 0.000000 y2,0 = 4.000000
yi,1 = 0.215000 y2,1 = 4.598925
yl1,2 = 0.459888 y2,2 = 5.192951
MATLAB:
M-file:

function dy=£f7_8(x,y)
dy=zeros(2,1);

dy (1) =y(2);

dy (2)=12%cos(x)-0.1*y(1)-y(1)"3;

Comandos:
>> [t,y]=o0ded45(’£7_8’,[0,0.05,0.1],[0,4])
t = y =

0 0 4.0000
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0.0500 0.2150 4.5991
0.1000 0.4598 5.1936
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9. O potencial electrostatico entre duas esferas de metal concéntricas de raios R; e Ry
(Ry < Ry) é representado por u. O potencial da esfera interior ¢ mantido constante
com V; volts e o potencial da esfera exterior é 0 volts. O potencial da regiao entre

as duas esferas é governado pela equagao de Laplace que, neste caso se reduz a

d*u 2du
TSl =0, para Ry <7 < Ry com u(Ry) = Vi e u(FRz) = 0.

Suponha que R; = 2in, Ry = 4in e V; = 110 volts. Calcule aproximacoes a u(2.5),
u(3.0) e u(3.5).

Resolucao:
Mudanga de variavel: r — z e u — y.

Isolando o diferencial de maior ordem:

Trata-se de uma equacao diferencial de 2% ordem com condigoes de fronteira, pois
as condicoes auxiliares dizem respeito aos valores de y na fronteira do intervalo.

Discretizando a variavel z (z € [2,4]) com h = 0.5:
Ty = 2, T = 25, To = 3, T3 = 35, Ty = 4.

Sabe-se que y(2) = 110 e y(4) = 0, que corresponde nesta discretizacdo a yy e
Y4, respectivamente. Existem 3 pontos interiores. Discretizando a equacgao, usando

diferencas finitas centrais, nos pontos interiores (A.35), obtém-se:

2 1

=1 . [ ] (51 )=

v h21 Y2 — 2y1 + yo| + 9 Y2 — Yo 0
——y2 — 2y1 + 110] + — —110)) =0
0.52 lv2 =21 | 2.5(2 X O.E)[y2 D

—8yy + 4.8ys = —352
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=2 s~ 20+ ]+ (o s — ) = 0
1= 72 Y3 Y2 T 7o 2 Ys — 1) =
s — 200 4+ 9]+ ([ — 1)) =0
0523 T SR IIT g e 05 W T T
3.333333y; — 8y2 + 4.666667y; = 0
1 2 1
=3 —[ys—2 Z(=[ya—12)) =0
? hi[y4 y34y2]+$%(2hiyf Y2))
—[0—2 = 0—12)) =0
0_52[ Y3 + y2] + 3.5(2 » 0_5[ y2])
3.428571ys — 8y = 0
O sistema linear em y;, yo € y3 é:
—8 4.8 0 | —352
3.333333 -8 4.666667 | 0
0 3.428571 -8 | 0

Resolvendo-se por EGPP, vem: y; = 66 ~ y(2.5), yo» = 36.666667 ~ y(3) e y3 =
15.714286 ~ y(3.5)

CONUM:
EQUFRO
Equagdes Diferenciais Ordinadrias - Problemas com CondigSes de Fronteira
Coeficientes da Equagdo C: 0 ; 2/x1 ; 1

Coeficiente do Termo Independente: termo(xl) = 0

Coeficientes das Condig¢des de Fronteira (limite inferior): 1 ; O
Coeficientes das Condigdes de Fronteira (limite superior): 1 ; O
Termos Independentes (inferior/superior): 110 ; O

Valor Inicial: 2.000000

Limite Superior do Intervalo: 4.000000

Espagamento entre Pontos: 0.500000

Solugdo Numérica

yO = 110.000000
y1 = 66.000000
y2 = 36.666667
y3 = 15.714286

y4 = 0.000000
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10. A equacao de Schrédinger da mecéanica quéantica pode ser escrita como:

d2
V) o), ) = 0
com as condigoes auxiliares dwc(i;l) =—0.5,9(2)=0ecze[-1,2].

Considerando n(z) = ng = 100 e 8, = 95, construa e resolva o sistema linear de
estimacao de ¥(—1), ¥ (0) e ¥(1).

Resolucao:

Mudanga de variavel: ¢ — y.

Substituindo as constantes obtém-se:

y"(x) + Sy(x) = 0
com as condigoes auxiliares y'(—1) = —0.5 e y(2) = 0.

Trata-se de uma equagao diferencial de segunda ordem com condigoes de fronteira
em [-1, 2|, pois as condigoes auxiliares referem-se aos pontos de fronteira -1 e 2. O
dominio sera discretizado com h = 1, obtendo-se xg = —1, x1 =0, 2o =1 e 23 = 2
(2 pontos interiores).

Comeca-se por substituir as derivadas da equagao diferencial pelas respectivas dife-
rengas finitas centrais. A equacao diferencial tem apenas uma segunda derivada, que
sera substituida por (A.35), ficando:

1
ﬁ[yi—l—l —2y; + yi—1] + 5y; =0

Substitui-se o i da equagao anterior pelo indice dos pontos interiores (i = 1,2):
i=1=yo+3y+y2=0

1=2=>p+3y2+ys =0
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Obtém-se um sistema linear com 2 equagoes mas 4 incognitas.

Das condigoes de fronteira sabe-se que y3 = 0 pois y(z3) = y(2) = 0 e discretizando a
equagao de fronteira inferior com as diferengas finitas descendentes (A.37) obtém-se
a equacao:

e

Colocando ordenadamente as 3 equacgoes em sistema, vem:

~1 10 | —05
1 31 1] 0
0 13 ] 0

cuja solugao, obtida por EGPP é:

yo = 0.363636 ~ y(—1), y, = —0.136364 ~ y(0), y» = 0.045455 ~ y(1)

Logo, ¥(—1) = 0.363636, 1(0) ~ —0.136364 e ¥ (1) ~ 0.045455.

CONUM:

EQUFRO

Equagdes Diferenciais Ordinarias - Problemas com Condigles de Fronteira
Coeficientes da Equagdo C: 5 ; 0 ; 1

Coeficiente do Termo Independente: termo(xl) = 0

Coeficientes das Condig¢des de Fronteira (limite inferior): O ; 1
Coeficientes das Condigdes de Fronteira (limite superior): 1 ; O
Termos Independentes (inferior/superior): -0.5 ; 0

Valor Inicial: -1.000000

Limite Superior do Intervalo: 2.000000

Espagamento entre Pontos: 1.000000

Solugdo Numérica

y0 = 0.363636
y1 = -0.136364
y2 = 0.045455

0.000000

y3
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11. A equacao que representa a perda de calor, T', por uma aleta é a seguinte:

a?T
ﬁ_aT - _aTambiente

dT'(L)
dx

A segunda condicao considera que a perda de calor na ponta da aleta é desprezavel,

=0.

com as seguintes condigoes: T = Tpurede ©

pois o seu comprimento L é maior que a sua espessura. Para a = 20m~2° C~!,
L = 0.3m, Tharede = 200° C € Thmpiente = 20° C, estime a temperatura em 4 pontos

igualmente distanciados da aleta.
Resolucgao:
Mudanga de variavel: T' — .

Substituindo as constantes obtém-se:

y" =20y = —400,  y(0) =200, ¥'(0.3)=0

Trata-se de uma equagao diferencial de segunda ordem com condigoes de fronteira
em [0, 0.3], pois as condigoes auxiliares referem-se aos pontos de fronteira 0 e 0.3.

O dominio vai ser discretizado com h = 0.1, ficando o = 0, z; = 0.1, 29 = 0.2 ¢

T3 = 0.3.

Comeca-se por substituir as derivadas da equagao diferencial pelas respectivas dife-
rengas finitas. Como a equagao diferencial apenas tem uma segunda derivada, esta

vai ser substituida por (A.35), ficando:

1
3 Yt = 245+ yim] — 20y; = —400

Substitui-se o i da equagao anterior pelo indice dos pontos interiores (i = 1,2):

i =1 — 100y, — 220y, + 100y = —400
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1 =2 — 100y; — 220y, + 100y3 = —400
(sistema linear com 2 equagdes mas 4 incognitas!)

Das condigoes de fronteira tem-se que yo = 200 que é substituido nas equagoes anteri-

ores. Discretizando a equagao fronteira superior com as diferencas finitas ascendentes
(A.36) obtém-se a equagao:

1

y'(0.3) =0 ~ ﬁ(@jg —y2) =0

Colocando ordenadamente todas as equagoes em sistema, vem:

—220 100 0 | —20400
100 —220 100 | —400
0 -10 10 | 0

cuja solucao, obtida por EGPP é:
y; = 151.707317 ~ y(0.1)
Yo = 129.756098 ~ y(0.2)
Y3 = 129.756098 =~ y(0.3)

CONUM:
EQUFRO

Equagdes Diferenciais Ordinarias - Problemas com CondigSes de Fronteira
Coeficientes da Equagédo C: -20 ; 0 ; 1

Coeficiente do Termo Independente: termo(xl) = -400

Coeficientes das Condig¢des de Fronteira (limite inferior): 1 ; O
Coeficientes das CondigSes de Fronteira (limite superior): O ; 1

Termos Independentes (inferior/superior): 200 ; O

Valor Inicial: 0.000000

Limite Superior do Intervalo: 0.300000

Espagamento entre Pontos: 0.100000

Solugdo Numérica

yO = 200.000000
y1 = 151.707317
y2 = 129.756098

129.756098

y3
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12. Em conforto térmico, é frequentemente analisada a perda de calor através de um

determinado corpo, que é dada pela variagao da temperatura 7" através da seguinte
expressao:
d*T

% — CLT = _aText

2

Num casaco de ski, de espessura 0.015 m e a = 0.13°C.m ™=, com temperatura interior

Ty = 28°C' e temperatura exterior T,,; = —5°C, calcule a temperatura no interior do

casaco em = = 0.005 e em x = 0.01.
Resolucao:
Mudanga de variavel: T — y.

Substituindo as constantes obtém-se:
y" —0.13y = 0.65

com as condi¢oes de fronteira y(0) = 28 e y(0.015) = —5. Trata-se de uma equa-
¢ao diferencial de segunda ordem com condigdes de fronteira em [0, 0.015], pois as
condicoes auxiliares referem-se aos pontos de fronteira 0 e 0.015. O dominio vai ser

discretizado com h = 0.005, ficando xq = 0, 1 = 0.005, 25 = 0.01 e x3 = 0.015.

Comeca-se por substituir as derivadas da equacao diferencial pelas respectivas dife-
rengas finitas. Como a equagao diferencial apenas tem uma segunda derivada, esta

vai ser substituida por (A.35), ficando:

1
ﬁ[yzﬁrl —2y; +y;—1] — 0.13y; = 0.65

Substitui-se o i da equagao anterior pelo indice dos pontos interiores (i = 1,2):

40000(ys — 2y1 + yo) — 0.13y; = 0.65 <> 40000y, — 80000.13y; + 40000y, = 0.65

40000(ys — 2y + y1) — 0.13y = 0.65 <> 40000y, — 80000.13y; + 40000y3 = 0.65

Obtendo-se um sistema linear com 2 equagoes mas 4 incognitas.
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Das condigoes de fronteira tem-se que yo = 28 e y3 = —5, que podem ser substi-
tuidos nas equagoes anteriores, no entanto neste exercicio optou-se por colocar estas

condi¢oes também no sistema.

Colocando todas as equagoes em sistema, vem:

1 0 0 0 | 28
40000 —80000.13 40000 0 | 065
0 40000  —80000.13 40000 | 0.65
0 0 0 1 | -5

cuja solucao, obtida por EGPP é:

;

Yo = 28 = y(0)

y1 = 16.999940 =~ y(0.005)
ys = 5.999952 ~ y(0.01)
ys = —5 = y(0.015)

\

Assim, T} ~ T(0.005) ~ 16.999940 ¢ Ty ~ T(0.015) ~ 5.999952 °C.

CONUM:
EQUFRO
Equagles Diferenciais Ordinarias - Problemas com Condigles de Fronteira
Coeficientes da Equagédo C
-0.13 ; 0 ; 1
Coeficiente do Termo Independente
termo(x1) = 0.65
Coeficientes das Condigdes de Fronteira (limite inferior)
1;0
Coeficientes das Condigdes de Fronteira (limite superior)
1;0
Termos Independentes (inferior/superior)
28 ; -5
Valor Imicial
0.000000

Limite Superior do Intervalo
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0.015000
Espacamento entre Pontos
0.005000

Matriz Tridiagonal do Sistema

1.000000 0.000000 0.000000 0.000000
40000.000000 -80000.130000 40000.000000 0.000000
0.000000 40000.000000 -80000.130000 40000.000000
0.000000 0.000000 -0.000000 1.000000

Termo Independente do Sistema
28.000000
0.650000
0.650000
-5.000000
Solugdo Numérica
y0 = 28.000000
yl = 16.999940
5.999952

y2
-5.000000

y3



Bibliografia

[1] CONUM, 2009. https://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/6017.

[2] MATLAB, 2009. http://www.mathworks.com/.

[3] E. Fernandes. COmputagio NUMérica. Universidade do Minho, 1996. https://
repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/5828.

183



184 BIBLIOGRAFIA



Apéndice A
Formulario

e Formula fundamental dos erros

0 < My by, + Myyoyy + .o + My, 0,

em que |g—i(§)| < M, com & € [x1 — 0y, 1 + gy | X o+ X [y — Oy T + O |-

e Solugao de uma equagao nao linear

a) Método de Newton

f(xy)

Pt = f' (o)

k=12, ...

b) Método da Secante

(zr — 1) f (1)

Tht1 = Tk — k=23, ...
s * flan) = f(@p-1)
c) Critério de Paragem
Tpp1 — T
M <a € |f(zr1)] < e
‘$k+1‘

e Meétodos iterativos para sistemas de equacoes lineares

185

(A.1)

(A.3)

(A.4)
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a) Método de Gauss-Seidel

(D —L)z*Y = Uz® b ou 2 = Caga™ + (D - L)"'b (A.5)

(A.6)
Ces = (D—L)"'U
b) Critério de Paragem
]
Eal D
e Sistemas de equagoes nao lineares
a) Método de Newton
gFHD = g0 LA (A.8)
J@M)a, = —f®)
b) Jacobiano
of1(x1,x2,..., Tp) of1(x1,x2,..., Tp)
o1 T OTn
J = (A.9)
Ofn(z1,22,. ., Tp) Ofn(z1,22,..., Ty
o1 e OTn
c) Critério de Paragem
1Az k)|
g <6 e el <e (A.10)
e Interpolacao
a) Tabela das diferencas divididas
[z, xj41] = M, j=0,...,n—1 (diferenga dividida de ordem 1) (dd1)

Lj— Tjp1
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[z, 2j41] — [T541, 7540

s ] = 1 =0,...,n—2 dd2
[xja Lj+1; ZL‘]—i—Q] T; — T4 ; J 07 y ( )
[JjOa x17 N 7xn717 xn] == [xO’ xl’ - 71‘77,—27 xn_l] _ [1‘1’ an M l‘n_l’ xn] (ddn)
To — Tp
(A.11)
(n)
[.[L'O,.I’l,...,l'n]:f '(5)
n!
b) Polinémio interpolador de Newton
po(7) = fot(x—20) [0, 1]+ (2—20) (2—21) [T0, T1, T2]++ - -+ (2—70) - - - (¥—Tp—1) [0, - - -, T
(A.12)
c) Erro de truncatura
Rn<x> = (SL’ - 'TO)(:U - xl) e (SL’ - xn) ddn+1 com g € ['T07 xn] (AlB)
e Interpolacao por splines
a) Segmento i da spline cabica
i M (1) 3 M (;) 5 fwic))  M(wiy)(zi — xi)
sy(x) = 60z — 372;1)(3:2 x)” + 600 — xiil)(x xi1)” + @ —201) 5 X
_ Mz (2 — i
x(z; — ) + (a:zf—(xa;)l) - (x,)(xé o 1)] (x—x; ) parai=1,...,n

(A.14

b) Expressao para os pontos interiores (noé i)

(zi — i) M (1) + 2(zip1 — 2i) M (i) + (21 — 2) M (20441) =
= L(f(%ﬂ) - f(fb’z)) - Ll

(Tit1 — ;)
c) Spline Natural
M(z) =0 M(z,)=0 (A.16)
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d) Spline Completa

2(zy — wo) M (20) + (11 — 20) M (1) = ﬁ(f@l) — f(x0)) = 6f (z0) (A.17)
2(wn = Tn1)M(20) + (20 — 1) M (20 1) = 6 (2,) — (:rnf(;n_n (f(@n) — f(2n-1))
(A.18)

e) Erro de truncatura spline cibica

D
|f(z) = s3(x)] < @h4M4 (A.19)
, , 1
f(z) —s3(x)] < ﬂh3M4 (A.20)
(iv) — PR
g§§i§u|f @ < My h= max (ziy— )
e Integracao Numérica
a) Formulas Simples
al) Trapézio
b b—a
[ 1w =~ L5010 + g0 (A21)
b—a) ,,
pro= - O ey )

a2) Simpson

L

[ @i ~ S oD sm)| a)
by

ET = |-
|~ 5880

FE©), € € [a,b] (A.24)

a3) Trés oitavos

b —a a a
[ e BT @)+ 313D L3R )] a2
o (b_ CL)B v
ET =|— Wf( '(©)], € € [a,0] (A.26)

b) Formulas Compostas
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Q

bl) Trapézio
b

/ f(z)dx g (fo+2fi+2fs+ ... +2fno+2fn1+ fn] (A27)

h2

ET = |- 5b=af 0l ne o (4.28)

b2) Simpson

/ab f(z)dz

ET = |~ —=(b—a)f™ M)l nelab (A.30)

Q

% fo+afi+2fs+ . +2fno+4fu1+ fu] (A29)

b3) Trés oitavos

2 Fa)de m 2 o4 3, + 3+ 2+ ot 2fucs+ 3o+ B + 1]
(A.31)
ht ‘
BT =| = 56— a)f® ()], n € [a, (A32)

e Diferenciagao Numérica

a) Método de Runge-Kutta de 2* ordem para uma eq. diferencial - y/'(x) = f(z,y)

1
Yir1 =Y 2(29 q) (A.33)

p="hf(xiy) q="hf(xi41,y +Dp)

b) Método de Runge-Kutta de 2* ordem para um sistema de n eq. diferenciais -

y1 = f1(®,y1, 92, Yn) yi(a) = a1
Y2 = f2(@,y1, 92, - Yn) y2(a) = c2
y;zfl = fnfl(z;ylny; s ;yn) y’ﬂfl(a) = Cn—1
y;z:fn(maylayQa"'ayN) yn(a):cn
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1 .
Y1i+v1 = Y14+ %(pl +aq), i=0,1..

Y2,iv1 = Yo T 5@2 +q), i=0,1..

1 )
Ynitl = Yni+ =(On +¢n), ©=0,1..

2
p1=nh fi(zi,v14, Y20, - - s Ynii) G =h fi(zig, v+ p1sYei + P2y Yni + D)
P2 =h fo(xi, Y14, Y2 - - s Ynii) @ =h fo(zig1, Y1+ p1,Yoi + P2y oy Yni + Do)
Pn = h fol i, Y1, Y2uis - - s Ynii) Gn =h fo(@Tis1, Y1i + D1, Y2i + D2, o3 Ynii + Pn)
(A.34)
c) Diferencgas Finitas
cl) Centrais
Y(@:) ~ o [y(ir) — y(wi1)]
2h
" 1
Y (z;) = e [y (@is1) = 2y(x;) + y(zim1)]
(A.35)
1
y" (z;) = BYE] [Y(@ive) — 2y(wip1) + 2y(zim1) — y(Ti2)]
X 1
Y (i) ~ s W (@ive) — 4y(@ip1) + 6y(z) — dy(2i1) + y(2i-2)]
c2) Ascendentes
, 1
) (:L‘z) ~ E [y(xz) y(xz—l)]
1
y'(z:) ~ 2 [y(z;) — 2y(wi—1) + y(wi2)] (A.36)
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c3) Descendentes

()~ 1 (i) — yla)]

() % 5 [y(is2) — 29n) + ()] (437

V") % 1 (i) = By(isa) + By(ain) - ()]

e Minimos Quadrados (amostra m)

a) Modelo polinomial - polinémios ortogonais

pn(T) = coPo(z) + 1 Pi(z) + ... + ¢, Po(2) (A.38)

> v Pily) Pi(a;) > Pi(w)) Pi(xy)
AZ:17BZ: ]m 5 CZO Cz: m]
> iy Pilzy) Pi(wy) " > i P () P ()
(A.40)
Coeficientes do modelo polinomial
B 27:1 JiPi(x;) .
CZ‘—W, ’l—O,...,TI, (A41)
b) Modelo nao polinomial linear

M(z;ci,c9,...,0) = 101(x) + caa(x) + . .. + cron(2) (A.42)
>ty $i(;) e D D) dn(y) a > iy i (z))
Doy Onlxy)da(zs) oo DT dh(w) Cn > ey fidn(z;)

(A.43)



192 APENDICE A. FORMULARIO

Residuo

(fi = M(x;))? (A.44)

M

<
I
—



