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Parte 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias






Capitulo 1

Introducao as equacoes diferenciais

1.1 Classificacao de equacgoes diferenciais

Definicao 1 Uma equacdo envolvendo derivadas de uma ou mais varidveis dependentes (as in-
cognitas) em ordem a uma ou mais varidveis independentes designa-se equagdo diferencial.

Exemplo 1 Sdo equagoes diferenciais

d?y dy\?
3
ZT;} + v% = cost (1.2)

Pu  Pu O

@+8—y2+ﬁ:0 (1.3)
0 0
a—z+a—1::u—l—v (1.4)

Definicao 2 Uma equacgao diferencial envolvendo derivadas de uma ou mais varidveis depen-
dentes em ordem a uma varidvel independente designa-se equagao diferencial ordindria

(EDO).
Exemplo 2 As equagdes (1.1) e (1.2) sao exemplos de equagoes diferenciais ordindrias.

Definigao 3 Uma equagdo diferencial envolvendo derivadas parciais de uma ou mais varidveis
dependentes em ordem a mais do que uma varidvel independente designa-se equacao diferencial
parcial (EDP).

Exemplo 3 As equagdes (1.3) e (1.4) sao exemplos de equagdes diferenciais parciais.

As equacées diferenciais, quer ordindrias quer parciais, sdo ainda classificadas de acordo com a
ordem da derivada de ordem mais elevada que nelas figura.
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4 1. Introducao as equagoes diferenciais

Definicao 4 A ordem da derivada de ordem mais elevada que figura numa equacdo diferencial
designa-se ordem da equacgao diferencial.

Exemplo 4 A equagdo (1.1) é uma equagao diferencial ordindria de sequnda ordem. A equagao
(1.2) é uma equagao diferencial ordindria de terceira ordem. As equagées (1.3) e (1.4) sao
equacoes diferenciais parciais de sequnda e primeira ordem, respectivamente.

Podemos ainda classificar as equagoes diferenciais ordindrias quanto & sua linearidade.

Definigao 5 Uma equacgao diferencial ordindria linear de ordem n, na varidvel dependente
y e na varidvel independente x, é uma equacdo que é, ou pode ser expressa, da sequinte forma

dn n—1 d
ao(x) T4 + ar(@) Tt + o+ o (0) 2 + an(2)y = bla), (1.5)

onde a fungao ag(x) nao é identicamente nula.

Exemplo 5 Constituem exemplos de equagoes diferencias ordindrias lineares

d*y | . dy
@ + 5@ +y =0,
d? d
d_acz +$e$d—i + 23y = cosz.

Note-se que: (1) tanto y como as suas derivadas sao sempre de primeiro grau; (2) nao surgem
produtos de y ou das suas deriwadas; (3) nao figuram fungoes transcendentes de y ou das suas
derivadas.

Definicao 6 Uma equacao diferencial ordindria nao linear é uma equacdo diferencial
ordindria que nao pode ser expressa na forma (1.5).

Exemplo 6 Sdio equagdes diferenciais ordindrias nao lineares, supondo y = y(z),

d*y | dy
E+%+y2:0, (1.6)
d? d
sy +y=0, (1.7)
Py (dy\®
—_— —_— p— . 1.
dm3+<dx> + 3y (1.8)
dy y
— =0 1.9
T +e , (1.9)

Na equacgdo (1.6) a ndo linearidade provém do termo y?; na equagio (1.7) é devida ao produto
ydy/dz; na equagio (1.8) é causada pelo termo (dy/dx)?; finalmente, na equagio (1.9) é devida
a fungao exponencial.



1.2 Solugoes de equacgoes diferenciais 5

Note-se que no caso das equacoes diferenciais de primeira ordem, estas podem ser escritas de
trés formas equivalentes: dy/dx = f(z,y), dz/dy = 1/f(z,y) e f(z,y)dx —dy = 0. Esta
caracteristica faz com que em muitos casos possamos escolher a varidvel independente que seja
mais vantajosa na optica da andlise e resolucdo da mesma. Em particular, pode acontecer que
determinada equacdo diferencial de primeira ordem ndo seja linear para determinada escolha
da varidvel independente, mas passe a ser linear se a rescrevermos considerando outra varidvel
independente. Por exemplo, a equagdo diferencial nao-linear (1.9) também se pode escrever como

dx

&y
dy ¢

)

onde supomos x = x(y). Esta equagdo diferencial ja é linear (na varidvel dependente x). Voltare-
mos a tratar esta questao posteriormente quando abordarmos este tipo de equagdo diferencial de
forma mais pormenorizada.

Exercicios

Exercicio 1 Classifique cada uma das equacoes diferenciais como ordindrias ou parciais; men-
cione a ordem de cada equacdo; averigie, no caso de se tratar de uma equacgdo diferencial or-
dindria, se esta é linear.

dy 2 2.4 d*y d*y _ 2
(a) Ty + zy® = x°e* + cos . (b) o T2 + 6y = z“sen .
_ 0%u 0%u du
(¢) Au= 922 + R 0. (d) T +u® =t
d*v dv\? dy
@ g (z) ro=seer U gy tysene =0
ds 2 2
(9) E%—tcoss:o. (h) x°dy +y°dz =0.

0*v 0*v 0*v
i) Viv=_—+ + o=
(0 S

Ox? 2 Ox20y? 0.

1.2 Solucoes de equacgoes diferenciais

Consideremos agora o conceito de solucao de uma equagao diferencial ordindria de
ordem n.

Definigao 7 Considere-se a equacido diferencial ordindria de ordem n

dy d™y

x7y7dx’ ’dxn

=0, (1.10)

onde F' é uma funcao real dos seus n + 2 argumentos. Dizemos que uma solucdo desta equagdo
diferencial é qualquer relagao (implicita ou explicita) entre as varidveis x ey, que nao contenha



6 1. Introducao as equagoes diferenciais

derivadas, que verifique a equagdo (1.10). Assim, por exemplo, a fun¢io y(x) = x é uma solugdo
da equagao diferencial

d

2y y=x+1

dx

Vejamos agora o que distingue as solugdes explicitas das solugdes implicitas.

1. Seja f(x) uma fun¢do real, definida para todo x pertencente a um intervalo real aberto I,
que tenha derivada de ordem n - e consequentemente também derivadas de ordem inferior a
n - para todo x € I. A funcgdo f designa-se uma solug¢@o explicita da equacao diferencial
(1.10) em I se satisfaz as condigoes:

(a) F [x,y,y’, . .,y(”)] estd definida para todo x € I;
(b) Flz, f(z), f'(z),..., f™(z)] =0 para todo x € I.

Ou seja, a substitui¢ao de f(x) e das suas derivadas em (1.10) reduz essa equac¢ao a uma
identidade em I.

2. Uma relagio g(z,y) = 0 diz-se uma solugdo implicita da equagao (1.10) se define pelo
menos uma funcgao real f(x) num intervalo aberto I tal que f(z) é uma solugio explicita
de (1.10) em I.

Podemos assim dizer que uma solugdo da equagdo diferencial (1.10) é uma relagao - explicita ou
implicita - entre x e y que satisfaz a referida equacdo.

Exemplo 7 A funcio f(x) = 2senx + 3cosz, x € R, é uma solu¢iao explicita da equagao
diferencial de sequnda ordem
d%y
— =0 1.11
2 Y (1.11)

para todo x € R.
Solugdo. Primeiro, note-se que f(x), f'(x) e f"(x) estao definidas para todo x € R. Depois,

f'(z) = 2cosx — 3sen,

f"(z) = —2senx— 3cosz,
pelo que substituindo y por f(z) e d*y/dx?® por f"(z) em (1.11) obtém-se a identidade
(—2senx — 3cosx) + (2senz + 3cosx) =0

que é vdlida para todo x real. Portanto, a fungdo f(z) é uma solugdo explicita da equagdo
diferencial (1.11) para todo x € R.

Exemplo 8 A fung¢do g(x) = 2212 ¢ uma solugio explicita da equacdo diferencial de primeira
ordem J
Y -1/2
@
apenas no intervalo I =10, +o0|.
Solugéo. Neste caso tem-se dg/dx = x~ /2 conforme pretendido. No entanto, Dy={x:2>0}
e Dy ={x:2 >0}, pelo que I = Dy N Dy =0, +00].

1



1.2 Solugoes de equacgoes diferenciais 7

Problema 1 A funcio h(z) = Inxz é uma solugao explicita da equacao diferencial de primeira
ordem dy/dx = x=1? Em que intervalo da recta real?

Problema 2 Determine em que intervalo da recta real é que a fungio 0(z) = x> +kiz+ks, onde
ki, ks € R, é uma solugio explicita da equagio diferencial de sequnda ordem x4y — 6y = 0.

Exemplo 9 A relacao xy = 1 é uma solucao implicita da equacdo diferencial de primeira ordem

@_1

= —— 1.12
dx 2 ( )

no intervalo I = R\{0}.
Solucao. De facto, xy = 1 define uma fungao real f(x) = 1/x para todo x € 1. Facilmente se
conclui que f(x) é uma solugao explicita da equagio diferencial (1.12) em I.

Exemplo 10 A relacio 2% + y?> — 25 = 0 é uma solucio implicita da equacdo diferencial de
primeira ordem

d
m—i—yd—i —0 (1.13)

no intervalo I definido por —5 < x < 5.

6+

Representacdo grifica da fungio 2% + 3% —25 =0

Solucdo. De facto, 2% + y? — 25 = 0 define duas funcoes reais
filz) =+V25—22 e falz) = —\/25 — 2
para todo x € I. Tanto fi(x) como fa(x) sdo solugdes explicitas da equagao diferencial (1.13)
em I. Vejamos que assim é para a fungao fi(x):
___*
V25 — a2

para todo x € 1. Substituindo fi(x) e fi(x) em (1.13) obtém-se a identidade

fAlz)=+V25 -2 = fi(z)=

T+ VB -2 x —2 _ —,

V25 — 22
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isto é, 0 = 0 conforme requerido. A demonstragao para fo(x) é similar.

Note-se que se o intervalo proposto contivesse pontos fora do intervalo |—5,5[ entao a relagdo
22 + 9% — 25 = 0 ndo seria uma solugio implicita da equagio diferencial dada nesse intervalo,
pois tanto fi(x) como fi(x) nao existem em |—oo, —5] U [5, +0o0].

Problema 3 A relagio y? — 2% = 0 é uma solucdo implicita da equacdo diferencial de primeira
ordem dy/dx = yx=1? Em que intervalo da recta real?

Exemplo 11 Considere-se agora a rela¢io x> + y*> + 25 = 0. Derivando implicitamente esta
relagcdo em ordem a x obtém-se
dy

2:L'—|—2y%—0 ou

dy _ =

de  y’

Substituindo a expressao de dy/dx na equagao (1.13) obtém-se

x+y<—§>_ s 0=0

Assim, podemos afirmar que a relagdo 2 +y*+25 = 0 verifica formalmente a equagio (1.13).
Poder-se-a deduzir que x* +y? + 25 = 0 é uma solucdo implicita da equacio dada? A resposta é
negativa. Na realidade, 22 + 1y 4+ 25 = 0 parece ser uma solucio implicita da equacdo diferencial
pois verifica-a formalmente, conforme vimos, mas é ainda necessario que defina pela menos uma
funcao real que seja solugao explicita da equagdo dada no intervalo I. Vejamos,

22+ 92 +25=0 = y=+v—25— 2.

Note-se desde ja que esta relagdo também verifica formalmente a equagdo (1.13). No entanto,
ela nao faz sentido para nenhum valor real de x, e em particular para nenhum x € I, pelo que
2?2 +y? + 25 = 0 ndo define nenhuma funcdao real nesse intervalo. Assim, x> +y?> +25 = 0
nao é uma solugdo implicita da equacao diferencial dada, embora a verifique formalmente. Em
todo caso, e conforme veremos mais adiante, pode ser til averiguar se determinada expressio
verifica formalmente uma dada equacao diferencial, pois caso tal nao suceda podemos concluir
imediatamente que a expressGo em causa nao é uma solucdo implicita da equagdo diferencial
dada. Ou seja, a verificacao formal pode ser vista como uma condi¢do necessdria mas nao

suficiente.

Problema 4 Averigie se a relacdo xy? +y = 1 verifica formalmente a equacdo diferencial

dx T

dy _ p

Considere-se agora a equagao diferencial de primeira ordem

dy _

2. 1.14
Iy = 28 (1.14)
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A funcdo fo(r) = 22 ¢ uma solucdo desta equacdo diferencial para todo z real. Sdo também

solugbes da equagao diferencial (1.14) as fungoes
Al)=2"+1, fole)=2>+2,  fa(z)=2"+3,  fa@) =2+ VT
De facto, para cada nimero real ¢, a funcao f. definida para todo x real por
felw) =2 +c (1.15)

é uma solugao da equacao diferencial (1.14). Ou seja, a expressao (1.15) define uma familia
(infinita) de funcbes, uma para cada constante real ¢, e toda a fun¢do desta familia é uma
solugao de (1.14). A constante ¢ designa-se constante arbitraria. A familia de solugoes assim
definida escreve-se

y=a+c (1.16)

4T

Representacao gréfica da familia de pardbolas y = 22 + ¢; cada pardbola é uma curva integral
da equagao diferencial dy/dx = 2x

Embora seja evidente que toda a fungao pertencente a familia de solugoes definida por (1.16) é
uma solucao de (1.14), ndo mostramos que a familia de solugoes (1.16) contém todas as solugoes
de (1.14).

Exemplo 12 Considere-se de novo a equagao diferencial de primeira ordem (1.14). Esta equag¢do
diferencial pode ser interpretada como definindo o declive, 2x, de uma curva no ponto de coor-
denadas (x,y) para todo = real. Vimos anteriormente que esta equagio diferencial admite uma
familia de solugoes da forma

y =2z +c, (1.17)

z

onde ¢ é a constante arbitraria da familia. A familia de fungées (1.17) corresponde geometri-
camente a uma familia de pardbolas, cada uma delas com declive dado pela equacao diferencial
(1.14). Estas pardbolas designam-se curvas integrais da equagio diferencial (1.14).

Problema 5 Indique curvas integrais da equagao diferencial dy/dx = cosx.
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Exercicios

xT

Exercicio 2 Mostre que a fungio f(x) =z +2e™* é uma solug¢do da equagao diferencial

d
Yoy =at1.
dx

Exercicio 3 Mostre que toda a fun¢ao f pertencente & familia de fungées fo(x) = 2 + 06_2"32,
onde ¢ é uma constante arbitrdria, é uma solucdo da equacao diferencial de primeira ordem

d
& + dxy = 8z.
dx

Exercicio 4 Mostre que toda a fungio g definida por g(x) = c1e*® + coe™2*, onde c1 e ca sdo

constantes arbitrdrias, é uma solu¢do da equacao diferencial de seqgunda ordem

Exercicio 5 Sabendo que para determinados valores da constante m € R a fungao f(x) = e™*

é uma solucao da equacao diferencial

By Py dy
89 38Y 4% 9y =
da3 3da:2 dx +12y =0,

determine todos os possiveis valores de m.

Exercicio 6 Mostre que x2 + 3xy? = 1 é uma solucdo implicita da equacdo diferencial

d
nyd—z+:c2+y2:o

no intervalo I =0, 1].

557

Representacdo grifica da relagio x® + 3xy? = 1
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Exercicio 7 Mostre que 5x2y? — 223y% = 1 é uma solucdo implicita da equagio diferencial

d
x—y +y= x3y3
dx

no intervalo I = ]0, g [

Representagdo grifica da relagdo 5x?y? — 223y? =1

Exercicio 8 Mostre que y = xInx verifica formalmente a equacgao diferencial

dy
T—= =1z + Y,
dx Ty
mas nao é uma solugao explicita desta equagao no intervalo I =]—1,1].

3757

25T

1257

-1.25 7

Representagao grifica da fun¢ao y = xInx (a cheio) e da respectiva derivada

Exercicio 9 Mostre que y> + x = 1, ndo é uma solucio implicita da equacdo diferencial
dy 1
Yaz = 2

no intervalo I =10,2[, apesar de a verificar formalmente.
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1.3 Problemas de valores iniciais, problemas de valores de fron-
teira e existéncia de solucoes

1.3.1 Problemas de valores iniciais e problemas de valores de fronteira

Considere-se o problema que consiste em determinar a solugao f da equagao diferencial

dy

— =z 1.18

Iy (1.18)
tal que em x = 1 a solugao f tem valor 4 (note-se que estamos a assumir que a solucdo existe e é
unica). Este problema, que corresponde a determinar a curva que tem declive  em cada ponto
e que passa pelo ponto (z,y) = (1,4), pode ser escrito na forma abreviada

Wy
dr (1.19)
y(1) =4.

Verifica-se facilmente que a equagao (1.18) admite uma familia de solugoes que é

1
Yy = 5562 +c, (1.20)
onde ¢ é uma constante arbitriria, pelo que apenas necessitamos de determinar o valor de ¢ por
forma a ter-se y =4 em x = 1. Substituindo z =1 e y =4 em (1.20) obtém-se

2+c c

Obtemos, portanto, a solucao (parabola)

1 5 7
y=57"+ 35
que verifica as duas condigdes expressas em (1.19).

Em aplicagoes envolvendo equacoes diferenciais de primeira ordem, ou de ordem mais elevada,
os problemas mais frequentes sao similares ao do exemplo precedente, jd que envolvem uma
equacao diferencial e uma ou mais condicoes suplementares. Se todas as condigoes suplementares
disserem respeito a um determinado valor da varidvel independente dizemos que estamos na
presenca de um problema de valores iniciais (PVI). Se as condigdes se referirem a dois
valores distintos da varidvel independente dizemos que se trata de um problema de valores
de fronteira (PVF).

Exemplo 13 Considere-se o problema que consiste em determinar a solugcdo de

d?y
P
y(0) =1, (1:21)

y'(0) = 2.
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Trata-se de um problema de valores iniciais que consiste em determinar a solugdo da equacao
diferencial d*y/dx* —y = 0 que assume o valor 1 em x = 0 e cuja primeira derivada tem valor 2
em x = 0. Conforme veremos, a solu¢ao mais geral da equagao diferencial é y(z) = c1e* +coe™7,
onde ¢y e cg sao constantes arbitrarias, pelo que y'(x) = c1e® —coe™®. Ora, impondo as condigdes
y(0) =1 e y/(0) = 2 resulta ¢y = 3/2 e cog = —1/2. Assim, a solugao deste problema de valores

iniciais é y (x) =3/2 e —1/2 e 7.

Exemplo 14 Considere-se o problema que consiste em determinar a solu¢do de

d%y

a2 tY=0

y(0) =1, (1.22)
y(3) =5

Trata-se, neste caso, de um problema de valores de fronteira. Conforme veremos, a solu¢ao mais
geral da equacao diferencial é y(x) = c1cosx + casenz, onde ¢y e ca sGo constantes arbitrarias,
pelo que y'(x) = —cysenx + cocosz. Assim, impondo as condigoes y(0) = 1 e y(n/2) = 5
resulta ¢ = 1 e co = 5. Desta forma, a solucdo deste problema de valores de fronteira é
y(z) =5senz + cosz.

5T

Representagao grifica da fungao f(x) = 5sinx + cosz, solugdo do problema de valores de
fronteira (1.22)

No entanto, o problema de valores de fronteira

d%y

@z V=0

4(0) =1, (1.23)
y(m) = 5.

nao tem solugdo pois as condigées y(0) =1 e y(m) =5 ndo sao compativeis com uma solu¢ao do
tipo y(x) = ¢ cosx + casenx (mostre que, de facto, assim é).

Este exemplo mostra que os problemas de valores de fronteira devem ser abordados com algum
cuidado.
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Problema 6 Determine uma solugdo do PVI

dy

-7 1

dx ’

y(0) =0.
Problema 7 Determine uma solucao do PVF

d%y

i

y(O) =1,

y(1) = 0.

Vejamos agora algumas consideracoes sobre o problema de valor inicial para uma equagao dife-
rencial de primeira ordem.

Definigcao 8 Considere-se a equacao diferencial de primeira ordem

dy
— = 1.24

) (1.24)
onde f é uma fungdo continua de x e y nalgum dominio' D do plano zy. Seja ainda (zo,yo)
um ponto do dominio D. O problema de valor inicial associado a (1.24) consiste em determinar
uma solu¢dao ¢ da equagao diferencial (1.24), definida nalgum intervalo real contendo xo, que
satisfaca a condicdo inicial

P(xo) = yo.

Este problema de valor inicial escreve-se habitualmente na forma

d
o= f(@y),

y(x0) = yo-

Para resolver este problema devemos determinar uma func¢ao ¢ que satisfaca ndo sé a equagao
diferencial (1.24), mas também a condi¢ao inicial: tal fun¢ao deve ter valor yy quando x toma o
valor xg. O método a usar para determinar ¢ depende do tipo de equacgao diferencial que intervém
no problema, ou seja, da forma de f(z,y).

Exemplo 15 Determinar a solucdo do problema de valor inicial

dy T
- _Z 1.25
dx y’ ( )

y(3) =4, (1.26)

'Um dominio é um conjunto aberto e conexo. Em termos simplistas, um dominio pode ser visto como o interior
de alguma curva fechada simples no plano.
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sabendo que a equacao diferencial envolvida admite uma familia de solugdes que pode ser escrita

na forma
4y =2 (1.27)

Solucao. A condi¢ao (1.26) significa que queremos determinar a solugao de (1.25) tal que y =4
em x = 3. Assim sendo, o par de valores (3,4) deve verificar a relagao (1.27). Substituindo
r=3ey=4 em (1.26), obtemos

9+ 16 = ¢? ou = 25.
Substituindo este valor de c? em (1.27), tem-se x? + y* = 25. Resolvendo em ordem a y, resulta
y = +£v/25 — 22.
Devemos escolher o sinal positivo para que y = 4 quando x = 3. Assim, a funcdo [ definida por
f(m):\/m, —5 <z <5,
¢ a solugdo do problema. Assim, a solu¢ao escreve-se y = V25 — 22.

1.3.2 Existéncia de solugoes

No Exemplo 15 foi possivel determinar a solucao do problema de valor inicial em causa. Mas
terao todos os problemas de valor inicial e problemas de valor de fronteira solugdo? Vimos jé
que a resposta é negativa, uma vez que referimos que o problema de valores de fronteira

d2y

-7 =0
y(0) =1,
y(m) =5,

nao tem solucao. Surge, portanto, a questao da existéncia de solugoes: dado um problema de
valor inicial ou um problema de valores de fronteira, ele tem solugao? Consideremos esta questao
relativamente ao problema de valor inicial genérico presente na defini¢gao 8. Neste caso podemos
dar uma resposta inequivoca. Todo problema de valor inicial que satisfaga a definigdo 8 tem pelo
menos uma solugao.

Coloca-se agora a questao da unicidade. Pode o referido problema ter mais do que uma
solucao? Considere-se o problema de valor inicial

dy _ 1/3
dx - y )
y(0) = 0.

E facil verificar que as funcées fi e fo definidas, respectivamente, por

fl(.%'):O, V$€R7
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0 se x <0,
fa(z) = {

(%ZL‘):S/Q se x>0,

sdo ambas solugoes do problema de valor inicial! De facto, este problema tem uma infinidade
de solugoes. A resposta relativa a unicidade é clara: o problema de valor inicial, conforme
atrds definido, nao tem necessariamente solucao iunica. Para garantir unicidade temos de impor
algumas condicoes adicionais. Estas condicoes sao dadas pelo seguinte teorema.

Teorema 8 (Teorema de Existéncia e Unicidade). Considere-se a equagao diferencial

L~ o), (1.28)

onde
1. A funcao f é continua num dominio D do plano xy;
2. A deriwada parcial Of /0y também é continua em D.

Seja (xg,y0) um ponto de D. Entao a equagao diferencial (1.28) admite uma e uma s6 solugdo
¢ num intervalo |x — xg| < h, para h suficientemente pequeno, que verifica a condi¢Go

¢(0) = yo-
Este teorema estabelece que em determinadas condicoes o problema de valor inicial

d
ﬁzﬂ%%

y(zo) = Yo,

tem uma solugdo tnica que é vélida num determinado intervalo em torno de zp (isto &, numa
vizinhanga de x( suficientemenete pequena). No entanto, o teorema nao indica qualquer método
para determinar a solucao do problema, apenas garante a existéncia de solucao unica.

Exemplo 16 Considere-se o problema de valor inicial

dy 2,2
— =2 + ,
dx Y
y(1) =3.
Apliquemos o Teorema 8. Comecemos por verificar as hipdteses. Neste caso
of(x,
fay=a? ey e @Yy,

dy

As duas fungoes f e Of /0y sao continuas em qualquer dominio D do plano xy. A condigdo
inicial y(1) = 3 implica que xg = 1 e yg = 3. Ora, o ponto (1,3) pertence a algum destes
dominios D. Portanto, verificam-se as hipdteses do teorema, pelo que a conclusdo é vdlida. Ou
seja, existe uma e uma sé solucio ¢ da equacio diferencial dy/dx = x* + y?, definida num
intervalo |z — 1| < h em torno de xy = 1, que satisfaz a condigao inicial, isto é, tal que ¢(1) = 3.
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Exemplo 17 Considere-se os problemas de valor inicial

dy y
JR - 1) =2
i y(1) =2,
o W_Y )=

de  Jz’

Que se pode dizer em relagao & unicidade de solugao destes PVIs?
Solug¢do. Neste caso
Y of (@,y) 1
f(xay)_ \/E € ay - .171/2'

Estas fungbes sao continuas excepto nos pontos com abcissa x nula (isto é, ao longo do eixo dos
yy). No problema 1, 29 = 1 e yp = 2. Ora, o quadrado de lado unitério centrado em (1, 2) nao
intersecta o eixo dos yy, e assim tanto f como Of/0Jy verificam as hipSteses neste quadrado.
O seu interior pode por isso ser considerado como o dominio D do Teorema 8 e (1,2) € D.
Portanto, o Teorema 8 permite concluir que o problema 1 tem uma e uma sé solucao definida
numa vizinhanca de xg = 1 suficientemente pequena,.

Vejamos o que se passa no problema 2. Neste caso zg = 0 e yg = 2. Neste ponto nem f nem
Jf /0y sao continuas. Por outras palavras, o ponto (0, 2) nao pertence a nenhum dominio D onde
as condigoes do teorema sejam verificadas. Consequentemente, o Teorema 8 nao permite concluir
que o problema 2 tem uma s6 solugao. Note-se que o teorema também nao permite concluir que
a solug@o nao é tinica. Em suma, o Teorema 8 nao permite obter nenhuma conclusao. Sabemos,
isso sim, que o problema 2 tem solugao pois estd de acordo com a defini¢ao apresentada na pégina
14.

Problema 9 Awverigie se o PVI

4y _1
dr gy’
y(0) =3,

tem soluc¢do unica.

Exercicios

Exercicio 10 Mostre que a fungio f(x) = 4€>® + 2e73% é uma solugdo do problema de valores
1niclais

y(0) =6, ¢'(0)=2.

Averigiie se h(z) = 22 + 4¢3 também é uma solucdo deste problema.
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Exercicio 11 Sabendo que toda a solugcio da equ¢ao diferencial de sequnda ordem

d?y dy

12y =0
dz? dx 4
pode ser escrita na forma f(x) = c1e*® +coe™3*

escolhendo adequadamente o valor das constantes
c1 e ca, determine a solugdo dos sequintes problemas de valores iniciais:

YY_ W9
(a) dz?2 dz 4

Y g9
(b) dz?  dx y="5
y(0) =5, ¥'(0) =6.

Exercicio 12 Sabendo que toda a solu¢do da equacao diferencial

d?y dy

2

CF 9% yoy=0
$dm2 xdm+y

pode ser escrita na formay = c1x+cox?, escolhendo ci e co adequadamente, determine a solugdo
do problema de valores de fronteira

d? d
xQd—I'Z — Qxd—i + 2y =0,

y(2) =0, y(3)=4
Exercicio 13 Sabendo que toda a solugcio da equacio diferencial

d? d
2Py dy

dx? wdaz =0

pode ser escrita na forma y = c1 + cax?, mostre que o problema de valores de fronteira
dy  dy
2
29 _ 22—
Tt T s ’
y1) =1, y(-1)

nao tem solucao nica.

Exercicio 14 Sabendo que toda a solucdo da equacao diferencial

d2y
i) -0
dxz? Yy

pode ser escrita na forma y = c1 cosx + ¢ senx, mostre que o problema de valores iniciais
d?y
a2 Tv=0

y(0) =1, y(3)=5.
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tem solugao f (x) = bsenx + cosz, mas que o problema de valores de fronteira

d%y
-7 =0

y(0) =1, y(r) =5
nao tem solugao.

Exercicio 15 Aplique o Teorema 8 para mostrar que cada um dos sequintes problemas de valor
inicial tem uma e uma sé solugao definida num intervalo suficientemente pequeno, |xr — 1| < h,
em torno de xg = 1:

W_ 2 dy _
(a) de L 5RY (b) de -2
y(1) = —2. y(1) = 0.

Exercicio 16 Considere o problema de valor inicial

L= Pla)y? + Qaly,
y(2) =5,

onde P(z) e Q(x) sdo polindmios de terceiro grau em x. Este problema tem solugdo tinica num
intervalo |z — 2| < h, em torno de xo =27 Justifique.

1.4 Solucoes dos exercicios do Capitulo 1

2. (a) EDO, 1* ordem, nao linear; (b) EDO, 4% ordem, linear; (c) EDP, 2% ordem,;
(d) EDO, 1% ordem, nao linear; (e) EDO, 2% ordem, nao linear;
(f) EDO, 1° ordem, linear; (g) EDO, 1% ordem, nao linear;
(h) EDO, 1% ordem, nao linear; (i) EDP, 4% ordem.
5. m1 = -2, me =2, mg=3.
10. Nao verifica, pois h/(0) = —8 # 2.
11. (a) y = 3e* + 2737 (b) y = —2.0e73%.
12. y = —%x + %xQ.
13. Asolugéoéyzl—i-c(IQ—l).

16. Sim. O Teorema de Existéncia e Unicidade ¢ aplicavel. f(z,y) = P(z)y? + Q(x)y &
continua em D = R2 0 mesmo sucedendo com 9f /0y = 2P(z)y + Q(x). Finalmente, o
ponto (zo,yo) = (2,5) pertence ao dominio D.






Capitulo 2

Resolucao analitica de equacoes
diferenciais de primeira ordem

2.1 Equacoes diferenciais exactas

As equagdes diferenciais de primeira ordem que estudaremos podem ser representadas quer na
forma (dita “normal”)

dy

- = 2.1

- = f(@y), (2.1)
quer como

M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.2)

Exemplo 18 A equacdo diferencial

dy _ 24y

dr 22 — 2y

estd na forma (2.1). Podemos também representd-la na forma (2.2), ou seja,
(.’L‘2 + yz) dzr + (2y2 — :E2) dy = 0.

De igual modo, a equacdo diferencial
(cosz +y) dr+ (x+2y) dy =0

pode ser escrita na forma

dy  cosz+y

der = +2y
Note-se que na forma (2.1) é claro que x é a varidvel independente e y a varidvel dependente, isto
é, a fungdo y(x) é a incdgnita do problema. O mesmo nao se passa quando a equagao diferencial
¢ expressa na forma (2.2). Em todo caso, assumiremos que se nada for dito em contrdrio x é a
varidvel independente e y a varidvel dependente.

21
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Problema 10 Escreva a equacgdo diferencial

@_w

de x—vy
na forma: i) dz/dy = g(z,y); ii) M(x,y)dz + N(z,y)dy = 0.
Problema 11 FEscreva a equagao diferencial
xdr+ydy =0
na forma: i) dy/dx = f(x,y); i) dz/dy = h(x,y).

Introduzimos agora o conceito de diferencial total de uma funcdo de R? em R, o qual serd essencial
na definicao de equacao diferencial exacta.

Definicao 9 Seja F' uma funcao de duas varidveis reais que possui derivadas parciais continuas
num dominio D de R?. O diferencial total dF da funcdo F ¢é definido pela relacdo

_ O0F(z,y) OF (z,y)
dF (z,y) = e dx + oy

dy (2.3)

para todo (z,y) € D C R2.

Exemplo 19 Seja F(z,y) a fungdo de duas varidveis definida por
F(z,y) =y, V(z,y) € R
Entao,
aF($7 y) 2 aF(iL’, y)

_— = 7:2
ax y7 ay xy)

tendo-se para o diferencial total de F, por aplicagdo de (2.3),
dF (z,y) = y* dx + 2zy dy
para todo (x,y) € R2.

Exemplo 20 Seja G(z,y) a fungao de duas varidveis definida por
G(z,y) = zy? + 223y, Y(z,y) € R

Entao,
9G(y) o, oo Gly)

oz oy
tendo-se para o diferencial total de G, por aplicagdo de (2.3),

= 20y + 227,

dG(z,y) = (y* + 62%y) dz + (2zy + 22°) dy

para todo (z,y) € R2.
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Problema 12 Determine o diferencial total da fun¢do H(x,y) = cosxy.
Definicao 10 A expressao
M(z,y)dx + N(x,y)dy (2.4)

designa-se um diferencial exacto num dominio D se existe uma funcio F' de duas varidveis
tal que a expressio (2.4) é igual ao diferencial total de F para todo (z,y) € D C R2. Ou seja,
atendendo as defini¢oes precedentes, concluimos que a expressao (2.4) é um diferencial exacto
em D se existir uma funcao F' tal que

S M) e P NGy

para todo (x,y) € D C R%. De notar que nestas condigdes,
dF(z,y) = M(x,y)dx + N(z,y) dy
para todo (x,y) € D.
Estamos agora em condigoes de definir o conceito de equagao diferencial exacta.

Definigao 11 Se M(z,y)dx + N(x,y)dy é um diferencial exzacto em D C R?, entdo a equagdo
diferencial
M (z,y) dx + N(z,y)dy =0 (2.5)

designa-se uma equagao diferencial exacta. Note-se, desde jd, que messas condi¢des existe
uma fungao F(x,y) tal que

M(z,y)dx + N(z,y)dy=0 < dF(z,y)=0.

Este resultado serd, conforme veremos em seguida, o ponto de partida para a determinagao de
solugdes deste tipo de equacdes diferenciais.

Exemplo 21 A equagao diferencial
v dx + 2zydy =0 (2.6)

¢é uma equacdo diferencial exacta em R2, dado que y?dx + 2xydy é um diferencial exacto em R?.
Solugdo. De facto, é o diferencial total da func¢io F(z,y) = xy® (cf. Exemplo 19). No entanto,
é conveniente notar que a equagdo diferencial que se obtém dividindo (2.6) pory, isto é,

ydr + 2z dy = 0,

nao é exacta. Tal quer dizer que ndo existe nenhuma fungao F(x,vy), definida nalgum dominio
de R?, tal que dF (z,y) = ydx + 2z dy. Para mostrar que assim é, comecemos por supor que tal
fungdo existe. Nessas condicoes ter-se-ia

OF (z,y) OF (z,y)

e -~ 7 =9
Ox v oy “
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pelo que
OF (x,
F(z,y) =zy + ¢(y) % = 2z,
Y
ou seja,
Ay dy

Ora, ¢ ndo pode depender de x, pelo que d¢/dy também ndo pode depender de x, contradizendo
o resultado obtido: d¢/dx = x. Chegamos assim a um absurdo que resultou do facto de termos
suposto que existe F(x,y) tal que dF(z,y) = ydx + 2xdy. Conclui-se portanto, por redu¢do
ao absurdo, que tal fungdo nao existe e que consequentemente a equagdo diferencial dada ndo é
exacta.

Averiguar se uma expressao do tipo M(z,y)dx + N(z,y)dy é um diferencial exacto é um
processo algo moroso dado que obriga a indagar se existe F'(z,y) tal que dF (x,y) = M (z,y) dz+
N(z,y)dy. Seria desejivel dispor de um critério, envolvendo unicamente as fungées M (zx,y) e
N(z,y), que permitisse averiguar de forma directa se uma equagao diferencial de primeira ordem
é (ou nao) exacta. Tal critério é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 13 Considere-se a equagao diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0, (2.7)

onde M(x,y) e N(z,y) tém primeiras derivadas parciais continuas em todos os pontos (z,y) de
um dominio rectangular D C R2. Nestas condigoes,

1. Se a equagao diferencial (2.7) é exacta em D, entdo

OM(z,y)  ON(z,y)
oy  Oxr

Y(z,y) € D (2.8)

2. Reciprocamente, se

OM(z,y)  ON(z,y)

entao a equagao diferencial (2.7) é exacta em D. Em resumo,

OM(z,y)  ON(z,y)
oy  Ox

M(z,y)dx+ N(xz,y)dy =0 é exacta em D & V(z,y) € D.

Demonstragao Ponto 1. Se a equagao diferencial (2.8) é exacta em D, entdao M(x,y)dx +
N(z,y)dy é um diferencial exacto em D. Existe por isso uma funcao F'(x,y) tal que

OF (z,y)
ox

— M(zy) e %ﬁ;y) — N(z.y)
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para todo (x,y) € D. Entao,

PF(x,y) _OM(z,y) = 0°F(z,y) _ ON(z,y)
oyox oy oxdy Oz

para todo (z,y) € D. Atendendo ao facto das primeiras derivadas parciais de Me N serem
continuas, podemos aplicar o Teorema de Schwarz,
O?F(x,y) _ 0°F(z,y)

Oyor  OxOy

Y(z,y) € D,

resultando oM ) ON( )
z,Y) T,y

conforme pretendido.
Ponto 2. Neste caso consideramos como hipétese
OM(xz,y) _ ON(z,y)

y oz

para todo (x,y) € D, e pretendemos mostrar que M(z,y)dx + N(x,y)dy = 0 é exacta em D.
Isto quer dizer que temos de provar que existe uma funcao F' tal que

0F(m,y) 8F($7y)

Oz
para todo (z,y) € D. Atendendo a que F' deve verificar as duas condigoes precedentes, podemos
escolher qualquer uma delas e obter uma expressao para F' primitivando adequadamente. Por
exemplo,

Tt =My s Flaw) = [ M) os+ o)

onde ¢(y) é uma funcao arbitraria que s6 depende de y. Para obter F'(x,y) resta-nos determinar
®(y) substituindo a expressao de F'(x,y) na outra condi¢ao, ou seja,

Lol New =+ 2] [ Meos+o6)] - M)
isto &,
0 do(y) dé(y) _ 9
a—y/xM(ac,y)ﬁl‘er—y—N(x,y) & d—y—N(%?/)ay/xM(fFay)agﬂ-

Uma vez que ¢ sé depende de y, o mesmo deve acontecer com a sua derivada, pelo que se deverd
ter

a% {N(x, y) — agy/mM(x,y) ax] —0

para todo (x,y) € D. De facto, a equagao precedente é equivalente a

ON(z,y) 0 [0 B
oz ox [8y /:CM(x,y) 83:] =0
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_ ON(z,y) OM(z,y)
ox oz oy z=0 = oz oy

para todo (z,y) € D. Uma vez que (2.8) é vilida por hipétese, a equagdo precedente converte-se
numa identidade. Podemos por isso escrever

o) = [ [N~ [ Fr oe] oy

=0

ON (z,y) 0 /8M(w,y) P

resultando

Fz,y) = /M(w,y)8m+¢(y)

= /Q:M(a:,y)ax—i-/y[N(x,y)—/x%;v’wax} 0y.

(Sugestao: realizar a mesma demonstra¢do comegando por primitivar a expressao

Os passos subsequentes s@o semelhantes aos acima expostos). [ |

O teorema precedente dd-nos um critério para decidir se determinada equagao diferencial do
tipo (2.7) é ou nao exacta. De facto, se a condigao (2.8) for verificada entéo a equagéo diferencial
(2.7) é exacta, caso contrario ela nao é exacta. Por outras palavras, o teorema diz-nos que uma
condigao necessdria e suficiente para que a equagao diferencial (2.7) seja exacta em D é que a
condicao (2.8) seja vélida para todo (x,y) € D.

A demonstragao da segunda parte do teorema sugere qual o procedimento para obter F'(x,y)
a partir de M (z,y) e N(z,y). O procedimento é relativamente simples e directo conforme ilustra
o seguinte exemplo.

Exemplo 22 Considere-se novamente a equagio diferencial (2.6)
y? dx + 2zy dy = 0.

Vimos anteriormente que era exvacta por y*dx + 2xydy ser o diferencial evacta da fungdo
F(z,y) = zy®. Em todo o caso, uma vez que em geral a funcio F(x,y) ndo é conhecida a
priori, apliquemos o critério estabelecido anteriormente para averiguar se uma equacao diferen-

cial da forma M(x,y)dx + N(z,y)dy =0 é exacta. Tem-se,

OM (x,y)
M =y? —— =2
(z,y) =y = 2y Y,
ON(z,y)
N =2 — = 2.
(z,y) = 2zy = 5 y
Portanto, o critério (2.8) verifica-se
OM (z,y) ON(z,y)

oy == oz
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para todo (x,y) € R2. Podemos agora determinar uma funcio F(z,y) tal que
dF(z,y) = y* dx + 22y dy,

a qual obedece a

OF (z,vy)
v M = ¢?
O (@,y) = v*,
F
%’Z’w = N(z,y) = 2zy.
Tem-se OF(z,7)
z, Y
=V = Py =y
Substituindo este resultado na sequnda equagdo, obtém-se
8F(:I:a y) 0 2
9 y 99 [’z + d(y)] = 2zy,
ou seja,
d d
oy + W _op o W) _
dy dy

pelo que ¢(y) = c1, onde ¢ é uma constante arbitrdria. Tem-se entao
F(z,y) = 2y* + c1.

Sugestao: obter o mesmo resultado comecando por primitivar a equac¢ao

oF
Ay
Problema 14 Considere a equagdo diferencial
zdr+ydy = 0.

Averigie se a equacao diferencial é eracta. Em caso afirmativo, determine F(z,y) tal que
dF (z,y) = xdz + y dy.

Exemplo 23 A aplicagao do critério (2.8) permite agora mostra de forma simples que a equa¢ao
diferencial
ydr +2zxdy =0

nao é exacta.
Solugao. Tem-se M (x,y) =y e N(x,y) = 2z, pelo que

M

oMay Ny _,
oy ox

ou seja, a condi¢io (2.8) nao é verificada. Conforme referimos anteriormente, ndao eriste
nenhuma func¢ao F(z,y) tal que

dF(z,y) = ydz + 2z dy.
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Problema 15 Averigie se a equacdo diferencial
ydr —xdy =0
¢é exacta.

Dado que jé temos uma forma de testar se determinada equacao diferencial é ou nao exacta,
0 passo seguinte consiste em conseguir determinar solucoes de equacOes diferenciais exactas.
Conforme vimos, se a equagao diferencial M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 é exacta num dominio
rectangular D C R?, entdo existe uma funcio F(z,y) tal que

—aFg;’ o (z,y) e —8Fg;’ vy (z,y)

para todo (x,y) € D. Assim, a equagao diferencial M (z,y) dx + N(z,y) dy = 0 pode ser escrita

na forma

OF(z.y) .. OF(.y) dy = 0

Oz oy

ou seja, atendendo a definigao de diferencial total de uma fungao (2.3),
dF (z,y) = 0.

Podemos entao concluir que a relacao F'(x,y) = ¢ é uma solu¢ao da equagao diferencial qualquer
que seja o valor da constante (arbitrdria) c. Dizemos que

F(z,y)=c
define uma familia de solugoes da equagao diferencial exacta dada.
Exemplo 24 Determinar uma familia de solucdes da equacdo diferencial exacta
y? dx + 2zy dy = 0.
Solugao. Vimos anteriormente que se tem
v dx 4+ 2zy dy = 0 & d(zy®) =0,
pelo que F(z,y) = zy*. Assim, a relagdo
xy“ =c,
onde ¢ é uma constante arbitrdria, define uma familia de solucdes da equacgio diferencial dada.

Nota: vimos com mais generalidade que neste caso F(x,y) = xy*+ c1, onde c1 é uma constante
arbitraria. Assim, a familia de solucoes seria dada por

2
TyY” + c1 = c2,
onde ca é uma constante arbitrdria, pelo que teriamos
Ty  =c

onde ¢ = co — ¢1 é uma constante arbitraria, obtendo—se desta forma o resultado anterior.
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Exemplo 25 Determinar uma familia de solucédes da equacgdo diferencial
(3:1:2 + 43:3/) dr + (222 + 2y) dy = 0.

Solugao. Primeiro temos de averiguar se se trata de uma equagao diferencial eracta. Sendo a
equagao dada do tipo M(x,y)dx + N(z,y)dy =0, tem-se

M (z,y) = 32” + 4xy e  N(z,y)=2z>4+2y.

O critério (2.8) verifica-se pois

OM(z,y) 0 ., o ON(z,y) 0 5 o
9y ay(m+my) x e o agg(m%—y) x
Portanto, a equagio diferencial é exacta em R?. Determinamos agora F(z,y) tal que
F
or
F
: ((9:; 9 N(z,y) = 22% + 2y.
Obtém-se
OF
# =22 +2 =  F(z,y)= / (22% + 2y) Oy = 22%y + v* + (),
Y

pelo que p(z) deve obedecer a

0
57 22y + Y+ e(@)] = 327 + day,
resultando J

4y + % = 322 = o(z) = 2%+ ¢1,

onde ¢1 € uma constante arbitrdria. Temos entdo
F(z,y) = 20y + 4 + p(x) = 2%y + y° + 2° + c1.
Portanto, uma familia de solugdes da equagdo diferencial dada é F(x,y) = ca, isto é,
22yt it ad b= & 2Pyttt =c,

onde ¢ = cg — 1 € uma constante arbitrdria.
Verifiquemos que o resultado obtido estd correcto, mostrando que a relacio 2x%y+1y>+ 2> = ¢
verifica formalmente a equagdo diferencial dada. De facto, tem-se

d(22%y +y? +2°) = d(c) & % (22%y + 4 + 2°) dx + gy (22%y +y* +2°) dy =0
& (3:[)2 + 4xy) dx + (2IL'2 + 2y) dy =0,

que mais nao é do que a equacgao diferencial proposta, o que mostra o resultado pretendido.
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Problema 16 Determine uma familia de solucdes da equacdo diferencial
xdx +ydy=20
e mostre que a familia de solugdes obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

Exemplo 26 Determinar uma solucao do problema de valor inicial

dy 2z cosy + 3x?y
dr o3 —a2seny—y’ (2.9)
y(0) = 3/4.

Solugao. Comecamos por verificar se a equacao diferencial é exacta. Mostra-se facilmente que a
equacado dada pode ser escrita na forma

(2z cosy + 32?y) dx + (2 — 2%seny — y) dy = 0.

Tem-se
M (z,y) = 2z cosy + 3%y e N(z,y) =2’ —a2"seny —y,
resultando M ON
OM(z,y) = —2zseny + 32 e oN(z,y) = 32% — 2z seny,
Ay ox

pelo que o critério (2.8) wverifica-se e a equagdo diferencial é exacta para todo (z,y) € R2.
Determinamos agora F(z,y) tal que

oF
OF(x,y) = M (z,y) = 2z cosy + 322y,
or
oF
éx,y) = N(z,y) = 2® —a?seny — y,
Yy

sabendo de antemao que uma familia de solugdes da equagao diferencial dada é F(z,y) = c.
Tem-se

OF
% = 2z cosy + 3x%y, F(z,y) = 2% cosy + 2%y +(y),
x
< OF (x,y)
OF I Y) _ 3 2 _
((;;,y) =23 — 22seny — v, oy =z Tiseny — vy,
ou, equivalentemente,
F(z,y) = 2% cosy + 23y + y(y), F(z,y) = 2% cosy + 23y + y(y),
o =
8_y [mQ cosy + 23y + ’Y(y)] =23 — 2?seny — v, —dzl;y) = —y,
pelo que

1
W) =5 +a = Flay) =ateosy+aly - 5yt e
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Uma familia de solugoes da equagao diferencial dada é entdo

1 1
xQCosy+x3y—§y2+01:CQ = xQCosy+x3y—§y2:c,
onde co e ¢ sdo constantes arbitrarias. Da infinidade de curvas integrais definidas por esta ltima

relagdo queremos reter apenas a que passa pelo ponto (0,3/4), ou seja, que verifica a condi¢do
y(0) = 3/4. Assim,

xzcosy+x3y—%y2:c, 5 3 1, 9
= c= |z cosy+xy— =y = —55
y(0) = 3/4 2 =0, y=3/4 32
obtendo-se a solucdo
2% cosy + 2ty — 1y2 = —g
2 32

A Figura 2.1 ilustra a solu¢do obtida.

Figura 2.1: Representagao gréfica da solugdo do problema de valores iniciais (2.9)

De nowvo, é conveniente averiguar se a expressao obtida verifica formalmente a equagao diferencial
dada, bem como a condi¢ao suplementar. Tem-se

1 9
2 3, 1.2\ _ Y
d(ac cosy + z°y 2y> d( 32>,
1

0 1 0
— (2%cosy + a3y — =y? ) do + — (2% cosy + 2%y — =y ) dy =0
ox oy

vindo

2 2
ou, derivando,

(Q:r cosy + 3x2y) dx + (—mQ seny + x° — y) dy =0,

que mais nao é do que a equacdo diferencial proposta na sua forma normal. Resta verificar se o
ponto (x =0, y = 3/4) pertence & curva

2 3, 2.2 __ <2
recosy +x°y 2y 39"
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E facil mostrar que substituindo x =0 e y = 3/4 na equagao precedente resulta uma identidade,
conforme requerido.

Exercicios

Exercicio 17 Averigie quais das sequintes equacdes diferenciais sao exactas e determine, para
as que o forem, uma familia de solucdes. Mostre ainda que a solu¢ao obtida verifica formalmente
a equacao diferencial dada.

(a) B3z +2y) dx+ (22 +y)dy = 0.
(b) 2xy +1) dx + (2% + 4y) dy = 0.
(

(c) (0% +1)cosrdr+20senrdd = 0.

(d) <23t_1> ds + <8;82> dt = 0.

Exercicio 18 Determine a solucao dos sequintes problemas de valor inicial. Mostre que a
solugdo obtida verifica formalmente o problema de valor inicial dado.

(a) (2zy —3) dz + (2® + 4y)dy =0, y(1) =2.
(b) (ye* +2e* +y?) du + (e” +2zy)dy =0, y(0) = 6.

Exercicio 19 Para cada uma das equacgoes diferenciais sequintes determine o valor da constante
A por forma a serem exactas e determine uma familia de solugdes das equagées diferenciais
resultantes. Mostre que a solucdo obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

(a) (2 + 3zy) do + (Az? + 4y) dy = 0.
Ay gy 1 1

Exercicio 20 Para cada uma das equagoes diferenciais sequintes determine a funcio mais geral
f(x,y) por forma a que sejam equagdes diferenciais exactas.

(a) (z* 4 zy?) dz + f(z,y)dy = 0.

(b) f(z,y)dx + (Zyem + y263m) dy = 0.

2.2 Equacgoes diferenciais exactas e factores integrantes
Conforme vimos anteriormente, a equagao diferencial

ydr +2xdy =0 (2.10)
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nao é exacta. No entanto, se multiplicarmos ambos os membros desta equacao por ¥y, a equacao

diferencial resultante
yidr +2zydy =0

é exacta, conforme também jd vimos. Dizemos entdo que y é um factor integrante da equacao

diferencial (2.10).

Problema 17 Baseando-se no exemplo acima, indiqgue um factor integrante para a equacdo

diferencial
y® dx + 2% dy = 0.

Em geral, tem-se a seguinte definicao.

Definicao 12 Se a equacao diferencial
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

nao é exacta num dominio D, mas a equacao diferencial

w(z, y)M(z,y) dz + p(z,y)N(z,y) dy =0

(2.11)

é exacta em D, entao u(x,y) designa-se um factor integrante da equacdo diferencial (2.11).

Exemplo 27 Considere-se a equacgao diferencial
(3y + 4zy?) dx + (2z + 32y) dy = 0.
A equagao diferencial é do tipo M(x,y)dx + N(z,y)dy =0 com
M(z,y) = 3y + 4zy? e N(z,y) = 2z + 3z%y,

pelo que
OM (z,y)

Oy

ON
=3+ 8zy e MzQ—i—&cy.
Ox

Isto quer dizer que
OM(z,y) _ ON(z,y)

oy oz

(2.12)

somente ao longo da curva 2zy + 1 = 0, pelo que a equagao diferencial (2.12) nao é exacta em
nenhum dominio rectangular de R?. No entanto, considerando o factor integrante u(z,y) = 2%y,

a correspondente equacao diferencial é agora

2y (3y + 4dzy?) dx + 2%y (22 + 32%y) dy = 0,
ou seja,

(32%y® + 42°y?) dz + (22%y + 32"y?) dy = 0,
a qual é exacta em qualquer dominio rectangular de R? dado que

9 2.2 3,3 2 3,2 9
8—y(3xy —|—4a:y):6xy+12xy =9

(22%y + 32%y?)

para todo (z,y) € R%. Portanto, u(x,y) = x%y é um factor integrante da equagdo diferencial

(2.12).
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A multiplicacao de uma equacao diferencial ndo exacta por um factor integrante “transforma-
a” numa equagao diferencial exacta. No entanto, a multiplicagao da equacao original pelo factor
integrante gera uma nova equagao diferencial, pelo que esta operagao pode conduzir a:

(1) perda de (uma ou mais) solugoes da equagao original, ou seja, hé solugoes da equagao
original que nao se obtém como resultado da resolucao da nova equacao diferencial;

(2) ganho de fungoes que sendo solugao da nova equagao diferencial, nao sao solugao da equagao
diferencial original;

(3) tanto (1) como (2).

Por isso, quando usarmos um factor integrante temos de investigar se existe ganho/perda de
solucoes. Veremos mais adiante como lidar, na prética, com este problema.

Coloca-se agora a questao: como se determina um factor integrante? De momento nao
responderemos a esta pergunta e passaremos a abordar as equacoOes diferenciais de varidveis
separaveis e as equagoes diferenciais lineares (de primeira ordem). Conforme veremos, as equagoes
diferenciais de varidveis separaveis admitem factores integrantes de obtengao imediata, enquanto
que as equagoes diferenciais lineares tém factores integrantes de determinado tipo. O mnosso
objectivo foi, aqui, o de introduzir o conceito de factor integrante associado & resolugao de
equacoes diferenciais exactas.

Exercicios
Exercicio 21 Considere a equagao diferencial
(y2 + Qxy) dx — 2% dy = 0.
(a) Mostre que a equagao diferencial dada nao é exacta

(b) Multiplique ambos os membros da equagao diferencial dada por y", n € Z, e determine o
valor de n por forma a que a nova equacao diferencial seja exacta

(¢) Determine uma familia de solugdes da equacao diferencial (exacta) que obteve na alinea
(b) e mostre que esta familia de solugéoes verifica formalmente a equagio diferencial néao
exacta

(d) Mostre que y(xz) = 0 é uma solugcdo da equagio diferencial ndo exacta, mas nao é uma
solugdo da equagao diferencial obtida em (b)

(e) Tendo em conta os resultados obtidos nas alineas (c) e (d), indique a familia de solugdes
mais geral para a equacdo diferencial proposta.

Exercicio 22 Considere a equagdo diferencial

cosfdp —senf tgpdd =0, ¢ e]0,m/2[.
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(a) Mostre que a equagao diferencial dada nao é exacta, mas que admite cos ¢ como um factor
integrante

(b) Determine uma familia de solugdes da equagao diferencial (exacta) que se obtém multipli-
cando ambos os membros da equagdo diferencial dada por cos e e mostre que esta familia
de solugoes verifica formalmente a equacao diferencial proposta.

2.3 Equacoes diferenciais de variaveis separaveis
Definicao 13 Uma equacgao diferencial da forma

fi(x)g2(y) dz + f2(x)g1(y) dy =0 (2.13)

designa-se uma equagao diferencial de varidveis separdveis.
Exemplo 28 A equacdo diferencial
(z —4)y* do — 23 (y2 —3)dy=0
é uma equagao diferencial de varidveis separdveis pois é do tipo (2.13), com
file) =z =4, g@y) =y', fole)=-2* aly =y"-3
Problema 18 Averigie se a equacao diferencial

Y z+1
d
+y2+1

dy =
:1:24-13: y=0

é uma equacdo diferencial de varidveis separdveis.

Em geral, a equagao diferencial de varidveis separdveis (2.13) nao é exacta, mas possui um factor
integrante ébvio, a saber

wz,y) = —————, g2(y) # 0.

OV e 2

De facto, multiplicando ambos os membros de (2.13) por u(z,y) obtém-se a equagao diferencial
N@) gy a9 g (2.14)

fa(x) 92(y)

Esta equacao diferencial é exacta pois

o B == 5 L)

Ox
para todo (z,y) € R%. A equacio diferencial (2.13) pode portanto ser resolvida usando o factor
integrante acima e o procedimento descrito nas secgoes precedentes. No entanto, hd uma outra
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forma de determinar uma solucdo que é, em geral, bastante mais simples e directa. De facto,
tomando

_ filz) o _9(y)
a equagao (2.14) toma a forma
M (z)dz+ N(y)dy = 0. (2.15)

Dado que M ¢é apenas funcdo de x e N é uma funcdo que s6 depende de y, resulta que uma
familia de solugbes de (2.15) ¢ dada por

/ M(z)dz + / N(y)dy = ¢, (2.16)

onde ¢ é uma constante arbitréria. Sendo que a resolu¢ao da equacao diferencial (2.13) se limita a
realizar as primitivagoes presentes em (2.16), conclui-se que as equagoes diferenciais de varidveis
separdveis sao, a partida, simples de resolver. (Sugestdo: obter a familia de solugdes (2.16)
partindo do facto da equagao diferencial (2.15) ser exacta.)

Problema 19 Indique uma soluc¢do da equagao diferencial
xdxr —ydy = 0.

Note-se que uma vez que a equagao diferencial exacta (2.15) é geralmente obtida a partir da
equagao diferencial nao exacta (2.13) usando o factor integrante 1/ fa(z)g2(y), pode dai resultar
perda ou ganho de solugoes. Por outro lado, ao usar este factor integrante estamos a supor que
f2(x) e g2(y) nao se anulam. Admitindo que x é a varidvel independente, resta saber o que se
passa quando g2(y) se anula. Para esse efeito escrevemos a equagao diferencial (2.13) na forma

Po@)n) L+ @) =0

Vemos de imediato que se yo ¢ um ndmero real qualquer tal que g2(yo) = 0, isto é, yp € uma
raiz da equacdo go(y) = 0, entdo y(x) = yo é uma solucao (constante) da equacao diferencial
original (2.13) - porqué? Esta solucdo pode eventualmente ser perdida devido & introdugao do
factor integrante. Assim sendo, temos de determinar as solugoes y = yo da equagao g2(y) =0 e
averiguar se algumas destas solucoes sao solugao da equagao diferencial original. Vejamos como
proceder através dos exemplos seguintes.

Exemplo 29 Resolver a equagao diferencial
(x —4)y* do — 23 (y2 —3) dy =0. (2.17)

Solucao. Conforme ja vimos (cf. Exemplo 28), trata-se de uma equagao diferencial de varidveis
separdveis, pelo que usando o factor integrante

1
W, y) = S
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e assumindo que y(x)* # 0 e 23 # 0 - supomos que = é a varidvel independente - obtemos a
equacao diferencial exacta

—4 2_3 1 4 1 3
$w3 dw—yy4 dy=20 & (———)dw—(?—ﬁ>d(y:0,

a qual pode ser “integrada”, obtendo-se

1 4 1 3
)t [ (-2 ) ay=
/(xz xs) x /(gﬂ y4) y=6

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Assim
1 2 1

1
42— 2.18
x+x2+y " c ( )

deverd ser uma familia de solugdes da equagdo diferencial proposta. De facto, derivando implici-
tamente ambos os membros da solu¢io encontrada (2.18) em ordem a x, obtém-se

12 1 1 1 4 1 3\dy
+ 5+ -+ ) ==

LT . - _ = —
x x2 oy 3 2 3 Y dz

1 4 1 3
— -2\ 1+ 2 @y =0
(w2 w?’) H( y2+y4> y=o

ou seja, multiplicando por x3 # 0 e y* # 0,

0

y4

que é equivalente a ter-se

(z —4)ytde — 23 (y2 — 3) dy =0,

que mais ndo é do que a equagao diferencial proposta (2.17).

Coloca-se agora outra questao: ao multiplicar a equacao original pelo factor integrante assum-
imos que y(x)* # 0. Temos agora de considerar as raizes da equagdo y* = 0, isto é, yo(x) = 0.
Verifica-se facilmente que esta solug¢io nao faz parte da familia de solugdes (2.18), pois nao existe
nenhum valor da constante ¢ que conduza a y(x) = 0 para todo x. No entanto, escrevendo a
equagao diferencial (2.17) como

dy _ (z—4)y*
dr  z3(y% —3)
conclui-se imediatamente que y(x) =0 é uma solu¢ao dessa equagio jd que
dy (z — 4)y*
y(z) =0 = — =0 e —— =0.
(z) dx z3(y? = 3)|,—0

Trata-se por isso de uma solugao perdida no processo que envolveu o uso de um factor integrante.
Uma familia de solu¢ao da equagio diferencial (2.17) é portanto

1 2 1 1
—+-——=c e y=0.
x 22y oy
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Exemplo 30 Resolver a equagdo diferencial
ydzr + 2z dy = 0.

Solucao. Trata-se de uma equacdo de varidveis separdveis, pelo que usando o factor integrante
1
M('xa y) = %7
e assumindo que y(x) # 0 obtemos a equagao diferencial exacta

1 2
—dx+ —dy =0,
z Y

1 2
[aet [Za= [0 e mlsls2mpi=c

onde ¢ é uma constante arbitrdria. Exponenciando, tem-se

resultando

y? = ki,

|z
onde k1 = € é uma (nova) constante arbitrdria positiva. E possitvel escrever a igualdade prece-
dente na forma
zy? = ko,

onde ko é uma constante arbitraria nao nula (porqué?). Note-se que esta familia de solugdes foi
obtida supondo que y(x) # 0.
Serd que a relagao y(x) = 0 também é uma solugao da equagdo diferencial proposta? E facil
de verificar que sim: messe caso y = 0 = dy = 0, pelo que a equacdo ydx + 2xdy = 0 se
transforma na identidade 0 = 0. Ora, a solug¢do y(x) = 0 nao se encontra incluida na familia de
solugdes anteriormente obtida, xy? = ks, jd que desta expressio resulta y(x) = 0 para todo  real
apenas quando ky = 0 (recorde-se que ka # 0 por hipdtese). Devemos entao escrever a familia
de solucgoes:

zy? =k, ko #0 e y=0,

ou, de forma mais sucinta,

onde k é uma constante real arbitraria.
.

3757

257

0 1.25 2.5 3.75 5

Representacdo grifica da familia de curvas vy? = k. Nos restantes quadrantes a representacdo
é simétrica
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Problema 20 Determinar uma familia de solucdes da equacio diferencial
ydxr +dy = 0.

Exemplo 31 Resolver o problema de valor inicial

{ a:senydx+(x2+1)cosydy:0, (2.19)
1
y(l) =mx/2.
Solugao. Multiplicando a equacgao diferencial dada pelo factor integrante
1
M Y) = G Tyseny
obtém-se, admitindo que seny # 0,
x cos Yy

——d. dy = 0.

(x2+1) T seny Y
Portanto,

x cos Yy
—d dy =
/(xQ—i-l) x—i_/seny y=

onde cg € uma constante arbitrdria. Primitivando, tem-se

11n (x2 +1) +Infseny| = co

2
ou, tomando c¢; = €% > 0,

iln(22+1) +Inseny| =Inc & In (z? + 1) + 2In|seny| = 2Inc;
& In (z2 4 1) + In (sen y)? =Inc
& In |:(232 +1) (sen y)z} =Inc.

Recorrendo & exponenciagdo, obtemos a sequinte familia de solugoes

(:1:2 +1) sen’y=c, c¢>0. (2.20)

cujo grifico é apresentado na Figura (2.2).
Uma vez que consideramos que seny # 0, temos agora de averiguar se as solugoes de seny = 0
também sao solugao da equagdo diferencial (2.19). Tem-se

seny(x) =0 = y(x) =nm, neZ.
Se escrevermos a equagdo (2.19) na forma

dy T seny
der 24 1cosy’




40 2. Resolugao analitica de equagoes diferenciais de primeira ordem

concluimos que a solugdo constante y(xr) = nw da equagio seny(x) = 0 é também solugio da
equacao diferencial (2.19). Resta saber se esta solugdo ja se encontra incluida na familia de
solugoes (2.20). Verifica-se facilmente que a resposta é negativa, ou seja, nao hd nenhum valor
da constante ¢ > 0 para o qual a familia (2.20) se resuma ao conjunto de fungoes y(x) = nw -
ver também Figura 2.2. Tertamos entdo a familia de solugoes

(x2+1)sen2y:c, c>0 e y=mnm, neEo.
E posstvel condensar este resultado escrevendo-o na forma
(1'2+1) sen’y=c¢, ¢>0.

Para resolver o problema de valor inicial temos de determinar o valor da constante ¢ > 0 por
forma a ter-se y(1) = /2. Tem-se,

{ (2?2 + 1) sen’y =c, ¢>0,
y(1) =m/2,
A solucdo do problema proposto é assim

(ac2 + 1) seny = 2.
\ M
0 s s

Figura 2.2: Representagao grafica da familia de solugoes (2.20) em [0, 10] x [0, 10]. Nos restantes
quadrantes a representagao ¢ simétrica devido a forma de (2.20)

w

Considere-se de novo a forma geral das equagoes diferenciais de varidveis separaveis,

fi(@)g2(y) dz + fo(x)g1(y) dy = 0.

Outra forma equivalente de representacao é

dy _ fil@)ge(y) _ fil@) g2(y)

dx f2(2)g1(y) fa(z) 91(y)’
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ou seja,
dy
—= = . 2.21
0y = (@)g() (2.21)
Exemplo 32 Considere-se a equagdo diferencial

d
—y::cy, x>0, y>0.
dx

A equagao diferencial é do tipo (2.21), sendo por isso uma equagdo diferencial de varidveis
separdveis. Tem-se

d d
—y:wy & Y rde
dx Y
2
& lny:x——i-lnc
& y—cexz/z,

onde ¢ > 0.

Consideramos agora equagoes diferenciais do tipo

dy

— = h(ax + by + ¢),

dx
onde b # 0. Em geral estas equagoes diferenciais ndo sdo de varidveis separdveis, mas podem
ser convertidas numa equacao diferencial de varidveis separdveis recorrendo a uma mudanca de
varidvel apropriada. O seguinte teorema traduz este resultado.

Teorema 21 Seja

dy

— =h(ax+by+c 2.22
X — h(az + by + ) (222)
uma equacdo diferencial de primeira ordem, onde a, b # 0 e ¢ sdo constantes. Entio a mudanga
de varidvel w = ax + by + ¢ converte a equacdo diferencial precendente numa equacdo diferencial

de varidveis separdveis em w e x.

Demonstragao A mudanca de varidvel proposta conduz a

w=ax+by+c = d—w:a—l—b@.
dx dx
Substituindo a expressao de dy/dx dada por (2.22) obtém-se
2—1;] = a + bh(w),

resultando na equacédo diferencial de varidveis separaveis

. dw-de=
a + bh(w) w—de=0,

conforme requerido. [ |
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Exemplo 33 Considere-se a equacdo diferencial

d
Y 6+ 3y + 5.
dx

A mudanca de varidvel adequada é

w = 6z + 3y + 5,

vindo p p
w Y
g+ 3=2
dx + d
A equagao diferencial dada escreve-se agora
dw
— =6+3
I + 3w,
resultando,
1
—— dw = 3dzx = In|24+w| =3z +Inc
24w
& w+ 2 = ce?”,

onde ¢ > 0. Atendendo a que w = 6x + 3y + 5, vem

6z +3y+7—ce> =0.
Exemplo 34 Determinar uma familia de solucdes da equagdo diferencial

dy 1
dr — z+y’

x>0, y>0.

Solugao. Neste caso a mudanca de varidvel adequada é

z=r+Y,
resultando p p
z Y
— =1+
dx + dx
Tem-se agora a equagao diferencial
d 1
L & © dr=da
dz z 142
1
& 1-— dz = dx,
142
cuja solugdo é
z—In|l+z|=z+c & z+y—In|l+z+yl=z+Ing
4

y—In|l+z+yl=1Inc,
=N e =c1(1+x+y)
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onde c1 > 0, ou alternativamente,
l+z+y)e?=c
com ¢ = cl_l > 0.
Problema 22 Determine uma familia de solucdes da equagio diferencial

dy
@—x—i-y.

Exercicios

Exercicio 23 Determine uma familia de solugdes de cada uma das sequintes equagoes diferen-
ciais. Mostre que a solugdo obtida verifica formalmente a equacdo diferencial dada.

(a) dxydx + (2 +1) dy = 0.

ds 2r (s2 4+ 1

®) a:‘%~

(c) tg@dr +2rdf =0.

(d) (x+4) (y*+1) de+y (2* + 3z +2) dy =0.
dy

(e) %—cos(aﬁ—y).

Exercicio 24 Determine a solugcao dos sequintes problemas de wvalor inicial. Mostre que a
solugdo obtida verifica formalmente o problema de valor inicial dado.

(a) (y+2)de+y(x+4)dy=0, y(-3)=-L
(b) 8sen?ydx +sec?zdy =0, y(r/4)=m/4

(c) % =uzz, 2(0)=0.

Exercicio 25 Determine uma familia de solucdes das sequintes equagdes diferenciais realizando
uma mudang¢a de varidvel adequada.

@ — o(z+y)
(a) 7. = ¢ .

dy
b) -2 =2 — 2.
()dx T —2y

() W= @ty
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2.4 Equacoes diferenciais homogéneas de primeira ordem

Consideramos agora uma classe de equacgoes diferenciais que podem ser reduzidas a equagoes
diferenciais de varidveis separdveis através de uma mudanga de varidvel adequada.

Definicao 14 A equacio diferencial de primeira ordem
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

diz-se uma equagdo diferencial homogénea (de primeira ordem) se quando escrita na forma

dy
% - f(x,y),

existe uma fungao g(t) tal que f(x,y) pode ser expressa como
f(z,y) = g(y/).

Assim,
dy
—= = . 2.23
W _ gty (223)
Exemplo 35 A equac¢do diferencial
(2% — 3y?) dx + 2xy dy =0
é uma equacao diferencial homogénea de primeira ordem. De facto, podemos escrevé-la na forma

dy_3y2—a:2_3y lz 3y 1
de ~ 2xy 2z 2y 2z vy/z’
pelo que fazendo t = y/x tem-se

dy 3 1
= =9(), com g(t)=gt—<.

Problema 23 Averigie se a equagao diferencial
rdr —2ydy =0
é homogénea
Exemplo 36 A equacdo diferencial
Y+ \/Lﬁy2 dr—xzdy=20

é uma equagdo diferencial homogénea de primeira ordem.
Solugao. Tem-se,

@_y_’_ /l‘2+y2_

dx T

SHES

vVai+y? oy y\?
+ Y= T J 14 (2.
= " +( =

A expressao final depende do sinal de x, mas é sempre da forma

dy _

. =g(t), com g(t)=t+V1+1¢2,

ondet =y/x.
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Problema 24 Averigie se as equacdes diferenciais
y?dx — 23 dy = 0,
(y2 + 332) dx — (y2 — x2) dy =0,

sao homogéneas.

Vejamos agora outra forma de averiguar se estamos na presenga de uma equagao diferencial
homogénea de primeira ordem. Para esse efeito necessitamos de introduzir o conceito de fungao
homogénea.

Definicao 15 Uma fungao F(z,y) diz-se uma fung¢do homogénea de grau n se
F(tx,ty) =t"F(z,y), Vt
Exemplo 37 A funcio F(x,y) = 2% + 3> é uma funcido homogénea de grau 2 pois
F(tz,ty) = (tx)? + (ty)? = 22?2 + 2y% = 2 (2 + y?) = *F(2,y), VtcR.
Problema 25 Averigie se as equacdes diferenciais

y?dx — 23 dy = 0,
(y2 —1—332) dx — (y2 — 3:2) dy =0,

sao homogéneas usando a no¢do de fungdo homogénea.
Podemos agora enunciar o resultado pretendido.
Teorema 26 Considere-se a equacao diferencial
M (z,y)dx + N(x,y)dy = 0.
Se M(z,y) e N(z,y) sao fungdes homogéneas do mesmo grau entio a equagio diferencial é
homogénea de primeira ordem.
Demonstragao Admitindo que M(z,y) e N(z,y) sao fungdes homogéneas de grau n, tem-se
M(z,y) = M (x,xg) =a"M (172)
x x
N(z,y) = N (w,xg) =a2"N (l,g),
x x
pelo que a equagao diferencial dada pode-se escrever na forma

2" [M (1%) dz + N (1%) dy} —0,
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ou seja,

dy m(1?)

G
‘x
Ora, o segundo membro da equacgao diferencial depende apenas de y/x, pelo que resulta
dy y
1 =@y =g (x)
conforme requerido [cf. (2.23)]. Note-se que nestas condigoes f(z,y) ¢ uma fungdo homogénea
de grau 0. [ |

Exemplo 38 A equacgao diferencial
(:rz — 3y2) dr + 2zxydy =0

¢ uma equagao diferencial homogénea de primeira ordem uma vez que M(x,y) = (ar:2 — 3y2) e
N(z,y) = 2xy sao fung¢des homogéneas de grau 2. De notar que a equagao diferencial pode ainda
ser escrita na forma

dy
dr f(%y),
e 32— 3(y/e)—1

que é uma fungdo homogénea de grau 0

Exemplo 39 A equacao diferencial
<y+ Va2 +y2) der—xdy =0

¢é uma equagao diferencial homogénea de primeira ordem uma vez que M(z,y) =y + /22 + y?
e N(z,y) = —x sao fungoes homogéneas de grau 1:

M(tz,ty) = ty+ (t:c)2+(ty)2:t<y+\/x2+y2), Vi >0
= tM(z,y), Yt>0

N(tx,ty) = —tx =t N(z,y), VteR.
A equacgao diferencial dada podia ter sido escrita como

dy
_— = h
Ir (z,y),

onde
y+tverty?
h(z,y) = — = + 1+ (y/x)?,

que é uma fungdo homogénea de grau 0
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Resta saber qual a forma de obter a solugao de equagoes diferenciais homogéneas de primeira
ordem. A resolugédo deste tipo de equagoes realiza-se recorrendo a seguinte propriedade: toda a
equagao diferencial homogénea de primeira ordem pode ser transformada numa equacao diferen-
cial de varidveis separdveis mediante uma mudanca de varidvel adequada.

Teorema 27 Se M(z,y)dx + N(z,y)dy =0 é uma equagao diferencial homogénea de primeira
ordem, entdo a mudanga de varidvel y(z) = v(x)x transforma a equacao diferencial dada numa
equacdo diferencial de varidveis separdveis nas varidveis v e x.

Apresentaremos a demonstracao deste resultado por descrever, com generalidade, o procedimento
a adoptar na resolucao deste tipo de equacoes diferenciais.

Demonstracao Se M (z,y) de+ N (z,y) dy = 0 é uma equagao diferencial homogénea de primeira
ordem, entdo a mudanga de varidvel y(x) = v(z) z conduz a

M(z,vx)dx + N(x,vz)d (vzr) = 0.

Como as fungoes M (z,y) e N(z,y) sdo, por hipétese, fungoes homogéneas do mesmo grau - n -
tem-se

M(z,vz)dx + N(z,vz)d(vr) =0 & 2™ [M(1,v)dx + N(1,v)d(vz)] =0
& M(1,v)dz+ N(1,v)d(vz) =0
& M(1,v)dx+ N(1,v) (vdz +xdv) =0
& [M(1,v) +vN(1,v)] dz+xN(1,v)dv = 0.

A dltima equacao é do tipo (2.13), tratando-se por isso de uma equagao diferencial de varidveis
separdveis Usando o factor integrante

(@,0) = 1
&)= x [M(1,v) +vN(1,v)]

podemos escrever
N(1,v)

[M(1,v) +vN(1,v)]

1
—dr + dv =0,
x

obtendo-se a familia de solucoes

1 N(1,v) B
/EdQH/ [M(L,v) + oN(L,v)] dv=c,

onde ¢ é uma constante arbitraria. Atendendo a que v = y/x resulta a seguinte famila de solugoes
da equacao diferencial dada

In|z| +g(v) =c & In|z| + g(y/z) = ¢,

onde
N(1,v)

9(v) = / [M(L,v) + oN(L,0)]

dv
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¢é determinada a partir das funcées M e N dadas.

Alternativamente, podemos partir da hipétese (equivalente) de que a equagao diferencial
em causa se pode escrever na forma

dy

% = f($7y)7

onde
f(@,y) = g(y/=),

ou seja, f(z,y) é uma fungdo homogénea de grau 0. Assim, substituindo y(z) = zv(x) na
equacao diferencial, resulta

d dv
—(zv) =g & v+ax— =gv
= (20) = g(0) ol = g(0)
dv —
o dv _g(v) —v
dx x
que é uma equagao de varidveis separdveis (porqué?), tal como pretendido. [

Exemplo 40 Resolver a equacao diferencial
(x2 — 3y2) dr +2xydy =0, x>0. (2.24)

Solucao. Conforme vimos no Exemplo 38 trata-se de uma equagdo diferencial homogénea de
primeira ordem, pelo que usamos a mudanga de varidvel y(z) = v(x) z, resultando

(2?2 — 3v%2?) dz + 22%0 (vdz + xdv) =0 = (1- 31}2) dx +2v (vdr + x dv) = 0.
Agrupando os termos em dx e dv, obtém-se
(1—31}2—1—21)2) dz + 2vxdv =0 & (1—112) dz + 2vx dv = 0.

Trata-se agora de uma equacao diferencial de varidveis separdveis, pelo que usando o factor
ntegrante
(2,0) = 7=
T,V) = ———5—
/’I/ Y (1 _ ’U2) x?

obtém-se

1
Ed$+2 dv=0, 1—wv(z)*#0,

1 -2
ou seja
In|z| —1In |1 —v2‘ =cy=Inecy,

onde ¢y e ¢; > 0 sao constantes arbitrarias. Fxponenciando ambos os membros da equagdo

anterior resulta

2| =c |1 —1)2‘
ou

clz| = ‘1—1}2‘,
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onde ¢ = 01_1 > 0 é uma constante arbitraria. Atendendo a que y = vx e x > 0, tem-se a familia
de solugoes
ca® = ‘1‘2—1/2‘, c>0 (2.25)

Falta agora averiguar se devido & aplicacao do factor integrante

1
(@, v) = m7

ou seja, por se ter suposto que
1—v(z)2#0 & v(z)#=+1 & y#tx

houve perda de solugées. E facilmente verificdvel que as fungées y(z) = = e y(x) = —x sdo
solugoes da equacao diferencial (2.24), pelo que resta saber se estio contidas na familia de
solugoes (2.25). Da andlise da familia de solugdes (2.25) conclui-se que esta ndo contém as
solugoes y(x) = x e y(x) = —x (porqué?). Em todo caso, podemos inclui-las nessa familia de
solugdes se permitirmos que ¢ > 0 na expressio (2.25), dado que para ¢ = 0 resulta y(x) = +x.
Em resumo, a familia de solugdes da equacao diferencial proposta é

cxd = !xQ—y2|, c>0.
Nota: alternativamente, podiamos ter escrito a equacdo diferencial dada como

dy_3y2—:c2
dr 2wy x> 0Ay(z) #0,

ou seja,
dy _1-3(y/z)?
de — 2(y/x)

Realizando a mudanga de varidvel y = vz, e supondo agora que v(x) # 0, teriamos

x>0Ay(x)#0.

d( ) 302 —1 N n dv 3?2 -—1
— (vx) = v+ r— =
dx 2v dx 2v
1 v
—dx =2 d
& . T 21 v
1 v
& —dx + 2 dv =0,
T 1 -2

impondo-se que v (x) # £ 1. O resto da resolugao é igual ao ja realizado no inicio deste exemplo,
a excepgao da condigao v(z) # 0. No entanto, esta condi¢ao nada traz de novo pois a fun¢do
y(x) = 0 nao é solu¢ao da equagio diferencial proposta (porqué?).

Problema 28 Resolva a sequinte equagao diferencial realizando uma mudanca de varidvel ade-
quada.
ydr +xdy=0, x>0.
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Exemplo 41 Resolver o problema de valor inicial

(y—i-\/xz—i-y?) dr —xzdy=0, x>0,
y(1) =0.

z

Solugao. Vimos no Ezemplo 39 que a equagdo diferencial acima é uma equagdo diferencial
homogénea de primeira ordem, pelo que fazemos a mudanga de varidvel y = vx. Resulta assim,

(vx+\/x2+(m:)2> dr —zd(vz) =0 & (v—i— 1—1—1}2> dr — d (vx) =0,

15to é
(U—i— 1+02) dr —vdr —xdx =0 & V1+v2dr — xdx = 0.
Obtemos, conforme esperado, uma equacao diferencial de varidveis separdveis. Usando o factor

mtegrante
1

r,V) = —F/—,
p(z,v) Vi

tem-se (note-se que 1+ v% # 0 é uma condigao universal)

1 1
—dr = ———=dx = Inx—l—lnc:ln‘v—i— 1+v2], ¢>0.
x V14 0? =

Atendendo a que x > 0 e exponenciando tem-se
cx=v+ 1402

Dado que v = y/z, resulta a familia de solugdes

cx? = y+ Va2 +y2,

nao sendo necessdrio verificar se houve solugoes da equagao diferencial proposta que se perderam
por aplicagio do factor integrante (porqué?). A condigao inicial y =0 quando x =1 conduz a

[Cx2]m:1 = [y"' V x? +y2] = c=1,

=1, y=0

pelo que se tem para a solucdo do problema de valor inicial proposto

PF=y+Ve 2 e y=

S -1).
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-2.57

Representacdo grifica da famdlia de curvas cx® =y + /22 + y2.

Exercicios

Exercicio 26 Determine uma familia de solugdes de cada uma das equagoes diferenciais sequintes.
Mostre que a solucdo obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

(a) (x+y)de —2xdy=0, z<O0.

v3

dv
(v) du  w? —ud’

(c) <x3+y2\/1:2+y2> dr — xy/22 +1y2dy =0, x>0.

Exercicio 27 Determine a solucdo dos sequintes problemas de wvalor inicial. Mostre que a
solugdo obtida verifica formalmente o problema de valor inicial dado.

(a) (2 +3y?) do —2zydy =0, y(2) =6.
(b) 2z —b5y) dv+ (4dx —y) dy =0, y(0) =4.

Exercicio 28 Determine uma familia de solugoes das equagédes diferenciais sequintes usando

dois métodos distintos. Mostre que a solugdo obtida verifica formalmente a equacao diferencial
dada.

dy x4+ 2y
(G/) - = o
de y—2x

(b) (2?4 2y?) dz + (4oy — y*) dy = 0.
Exercicio 29 Awverigie em que condi¢des é que a equacao diferencial
(Az? + Bzy + Cy?) dz + (Da® + Exy + Fy?) dy =0

(a) é uma equagao diferencial homogénea de primeira ordem
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(b) é uma equagao diferencial exacta,
onde A, B, C, D, E e F sao constantes nao nulas.
Exercicio 30 Suponha que a equagdo diferencial M(x,y)dx + N(z,y)dy = 0 é uma equagao
diferencial homogénea de primeira ordem. Mostre que a transformac¢do x = rcosf, y = rsenf
reduz esta equacdo diferencial a uma equacdo diferencial de varidveis separdveis nas varidveis r
ed.

2.5 Equacgoes diferenciais lineares

Definicao 16 Uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem, na varidvel dependente y
e na varidvel independente x, que esteja ou possa ser escrita na forma

Y 4 Py = Q) (226)
designa-se uma equagao diferencial linear (de primeira ordem,).

Exemplo 42 A equac¢do diferencial

d
xﬁ—l—(l—l—x}y:x?’

é uma equagdo diferencial ordindria de primeira ordem linear jd que pode ser escrita como

d 1
—y+<—+1>y:x2.
dx T

E, portanto, da forma (2.26), com

Pl) = G 4 1) L Ox) =2

Problema 29 Awverigie se as equacgoes diferenciais sao lineares

Escrevemos agora a equagao (2.26) na forma
[P(x)y — Q(x)] de + dy = 0. (2.27)
Esta equacao diferencial é da forma

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
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M(z,y) = [P(z)y - Q(z)],  N(z,y)=1
Dado que
' M) ey ONGa)
oy ’ oy ’

concluimos que a equacao diferencial (2.27) nao é exacta, a menos que P(z) = 0, caso em que
terfamos uma equagao diferencial de varidveis separdveis. No entanto, a equagao diferencial (2.27)
possui um factor integrante que s6 depende da varidvel independente z, u(x), que passamos a
determinar.

Comecemos por multiplicar ambos os membros da equagao diferencial (2.27) por u(x). Resulta,

p(z) [P(z)y — Q(z)] dz + p(z) dy = 0.

Por definigao, p(z) é um factor integrante da equagao diferencial precedente se e s6 se esta for
exacta, isto é, se e s6 se

S H@PEY — Q@) = onts) & )P = B

ou seja, sempre que

du(z) = P@)dz <  Inju(@) = / P(x) dx.
Se assumirmos que
p(z) = ed P@de, (2.28)

Portanto, a equagao diferencial (2.27) possui um factor integrante da forma (2.28). Multiplicando
a equagao (2.26) por pu(x) dado por (2.28) tem-se

efP(x)dxj_i + efP(:c) dxp(x)y _ 6fP(x)dq;Q(x)

ou
& [Py < o [P@ ) (2.29)

ja que

d dy d

@ [esP@ny| = JP@ Y | @ [ [P@)da

ol o =« gk |

2 de WY 2)de 4
_ o JP@ad %_i_efP( )d — [[ P(z)dz] y

_ efP(:v) dm@ + efP(x) d:rp(x) y.
dz
Primitivando ambos os membros de (2.29) obtém-se

efP(x)dzy:/6fP(x)de(x)dx+C’

onde ¢ é uma constante arbitraria. Temos entao o seguinte teorema.
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Teorema 30 A equacao diferencial linear

dy

Pl P(x)y = Q(x)

tem um factor integrante, u(x), da forma
,u(x) _ efP(a:)d;c'

Uma familia de solugdes desta equagao diferencial é

el
y=—| [ nwew dw+c} .
p(z) [
Nota: ¢é possivel mostrar que esta familia de solugdes inclui todas as solugdes da equacao dife-

rencial (2.26).

Tal como em ocasioes anteriores, o procedimento geral pode sugerir complexidade no método
de resolucao, mas este é relativamente simples conforme se mostra nos exemplos seguintes.

Exemplo 43 Determinar uma familia de solucdes da equacdo diferencial linear de primeira
ordem p .

Yy <2+—>y:e2m.

dx x

Solugao. Tem-se

pelo que o factor integrante a usar é

1
p(z) = exp/ (2 + ;) dz = exp (22 + In |z]) = €** |z,

cuja forma final depende do sinal de x. Dado tratar-se de um factor integrante podemos usar

pwlz) = ze™,
resultando,
xezmj—i + e <2 + i) Yy==xa & % (xe2””y) =z
= ety = %2 +c,

onde ¢ é uma constante arbitraria. Tem-se entdo a familia de solugdes

1
y= <§a: + g) e
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/=
[/A

Representacio grifica da famdlia de curvas (%x + %)6_23:

=

o

0

Problema 31 Determinar uma familia de solu¢des da equacdo diferencial linear de primeira
ordem

dy
—— —y = 1.
e y=x+

Exemplo 44 Determinar a solucao do problema de valor inicial

2(m2+1)%+8xy:2m

y(2) = 1.
Solugao. A equagdo diferencial dada pode ser escrita na forma

aly+ 4dx oz
de T 2+17 T 221

Trata-se de uma equacdo diferencial linear com

4z T

O factor integrante a usar é

4x

2
2+1dw-exp[2ln(m +1)] = (2> +1)".

wu(x) = exp/P(ac) dx = exp/
Tem-se assim,
(x2+1)2@+4m($2+1)y:x(m2+1) & i{(%‘2+1)2y]:$($2—|—1)
dx d ’
pelo que primitivando resulta

(22 +1)°y = +c, (2.30)
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onde ¢ é uma constante arbitraria. Esta familia de solugoes é representada na Figura (2.3). Para
que se verifique a condi¢do inicial y(2) = 1, tem-se

|:(:U2 + 1)2?4 = Vl -

=|—+—= +c = c=19.
=2, y=1

4 2 :|x—2, y=1

Desta forma, a solu¢do do problema de valor inicial proposto é
4 2

2t 2
4

(x2—l—1)2y: 7—{—19

ou

5E4 .’I,'2 2 —2
y—(z—l-?—l—lQ)(l‘ —|—1) .

25T

20

/

o

0.5 1

n

Figura 2.3: Representagao gréfica da familia de solugdes (2.30). Nos restantes quadrantes a
representagao é simétrica devido a forma das solucoes

Exemplo 45 Pretende-se determinar uma familia de solugoes da equagao diferencial
y? dx 4 (3zy — 1) dy = 0.

Solucao. Tem-se
dy Yy
dr 1—3zy
pelo que a equagao diferencial dada néao é linear em y(x). No entanto, se considerarmos que x é
a varidvel dependente e y a varidvel independente, podemos escrever
de  1-3zy 1 3

dy y? vy

15to €,
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que é uma equagao linear (em x) - ver (2.26). Podemos por isso determinar um factor integrante
para esta equagdo, a saber,

) = s ([ 2y =exp (1) = "

Assim, u(y) = + v, dependendo do sinal de y. Adoptando

w(y) = y°,
resulta p p

34T 3020 — o= &3 —
v =y gy V') =y

y?
= y3:c:—+c

2

= L,
€T = - 9
2y o3

onde ¢ é uma constante arbitrdria.

1
Representacdo grifica da familia de curvas y3z = §y2 +c

Exemplo 46 Resolver o problema de valor inicial

d
o —yr=g(@), y(0)=0,
onde
0 se 0<x<1,
g(z) =
r se x> 1.

Solugao. Neste caso temos de considerar duas equacoes diferenciais lineares:

— —yx=0, 0<z<1,
dx
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d
ﬂ—ygw:x, x>1,

dx

sujeitas as condigoes

y1(1) =2, lim yi(z) = 111% ya(x) = y1(1).

z—1—
A solugdo do problema de valor inicial proposto serd entdo
yi(x) se 0<x<1,
y(z) =
y2(x) se x>1.
Comecemos pela equacao diferencial

W e—0, 0<w<l,
dx

que é equivalente a
1 1
—dy; =—dzr, 0<z<1.
n T

Trata-se de uma equacdo de varidveis separdveis cuja familia de solugoes é
Y1 = C1T.
Uma vez que se deverd ter yi(1) = 2, resulta ¢; = 2, ou seja
y1 =2z, 0<zx<1.

Passemos agora a equagao diferencial

—_— — =z, > 1.
Iy =T T

O factor integrante associado é

w(x) = exp/—x dz = e /2,

tendo-se
d
e~ e/2 (% — y2x> = :cefx2/2, x> 1,
x
di <ei$2/2 y2) = xe*x2/2,
i
Yo = Co /2 1,

Resta determinar o valor de c3. Dado que

lim y1(z) =y1(1) =2,

r—1—
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entao 1mpomos

IIE{L y(2) =2,
resultando
lim ¢ /2 1= 2,
z—1t
ou seja

co = 3e71/2,
Tem-se, portanto,
Yo = 3e(@®=1)/2 _ 1, z>1.
Assim sendo, a solucdo do problema de valor inicial proposto é
2x se 0<x <1,
ule) = { 3@ D2 _1 s x> 1,

cujo grifico é

Exercicios

Exercicio 31 Determine uma familia de solugdes de cada uma das equagoes diferenciais sequintes.
Mostre que a solugao obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

dy | .Y . o
(a) dx+3x_6x'

dy
(b) $4d— + 223y = 1.
x

dr =z 1

() Zre~m

dr
(d) 0 + tg 6 = cos 0.
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Exercicio 32 Determine a solucdo dos sequintes problemas de wvalor inicial. Mostre que a
solugdo obtida verifica formalmente o problema de valor inicial dado.

d
(a) d—z+3x2y:x2, y(0) = 2.

rz se 0<z<1,

1 se x>1.

(b) %+y=f(:c), y(0) =0, com f(x) :{

Nota: a solugao deverd obedecer a condi¢ao lim,_,;- y(x) = lim,_1+ y(z) = y(1).

2.6 Equacoes diferenciais de Bernoulli

Consideramos agora um caso especial em que a equagao diferencial pode ser reduzida a uma
equacao diferencial linear de primeira ordem usando uma mudanca de varidvel adequada.

Definicao 17 Uma equagao diferencial da forma

Wy Py = Q" (2.31)

onde n € Q, designa-se uma equacao diferencial de Bernoulli.

Observe-se que paran = 0 oun = 1 a equacao de Bernoulli (2.31) reduz-se a uma equagao linear.
No caso em que n £ 0 e n # 1 tem-se o seguinte resultado.

Teorema 32 Suponhamos que n # 0 e n # 1. Entdo a mudancga de varidvel definida por
v=y
transforma a equagio de Bernoulli (2.31) numa equagao diferencial linear na varidvel v.

Demonstragao Comecemos por multiplicar ambos os membros da equagao diferencial (2.31)
por ¥y~ ™. Tem-se,

Ly Py = Q). (2.32)
Note-se que o segundo membro da equacao diferencial assim obtida é da forma (2.26). Fazendo
v =yl "
fem-se dv dy Lady dv 1

— =(1- = = — .
dzx ( )y dzx < y dr dxl—n

Substituindo o resultado agora obtido na equagéao diferencial (2.32) vem

Z—Z 1 i ot P(z)v = Q(x) & % + (1 —n) P(z)v = (1 —n) Q(x),
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obtendo-se, portanto, a equacao diferencial linear em v

dv

% + Pl(:[;)v = Q1($)7
onde
Pi(z) = (1 —n) P(z), Qi(z) =(1—-n)Q(x),
o que mostra o resultado pretendido. [ |

Exemplo 47 Determinar uma familia de solugoes da equagao diferencial

dy 3
A 2.33
L Ty=y (2.33)

Solugao. Trata-se de uma equagao diferencial de Bernoulli com n = 3. Multiplicando esta
equagdo por y~3, tem-se

y*j—i +y ==,
pelo que tomando p p
-2 v _ -3aYy
V=Y = % =-2 d—,
resulta
1dv dv
_§@+v:w & %—21):—21‘

Esta equacgao diferencial linear admite o factor integrante

pu(x) = exp/—? dr = e %",
Tem-se, por aplicagdo do factor integrante,

dv
el 972y = e & — (e‘zxv) = —2ze %",

dx dx

Primitivando por partes resulta

1 1
e By =2 <x+§>+c & v::c+§+ce2x,
onde ¢ é wma constante arbitraria. Atendendo o mudanca de varidvel v =y~ 2, tem-se a familia

de solucgoes
1

1 2x
— = = . 2.34
7 x+ 5 + ce (2.34)
Podemos mostrar que esta familia de solugoes verifica formalmente a equagao diferencial (2.33).
Para esse efeito derivamos implicitamente ambos os membros da equagao (2.34) em ordem a x,

vindo

_ 2x
—;% = 1+2C€ .



62 2. Resolugao analitica de equagoes diferenciais de primeira ordem

Eliminando a constante arbitraria ¢ usando a equagao (2.34) vem

2 dy 1 1 2 dy 2
——=—=142(=—-—x—= ——— == —2z.
7 dx + (y T ) = Bdr x

Multiplicando ambos os membros da equagdo diferencial precedente por —y®/2 obtém-se

d d
D=yta e Lry=ap
dx dx
conforme requerido.
Problema 33 Converter a equagdo diferencial
d
& +xy = y2x
dx

numa equagdo diferencial linear realizando uma mudanca de varidvel adequada.

Exemplo 48 Determinar a solucao do problema de valor inicial

onde

r—1 se 1<xz<2,
1 se x> 2.

Solugao. Neste caso temos de considerar dois problemas,

2 = (=Dt NDN=1, 1<x<2
7 3V (z—-1)y% y1)=1, T
‘ dy 1
Y 4
Sy = 2
dr 3x 25

sujeitos a condicao
lim y(z) = lim y(z).

T—2~ r—2T

Para a equagao diferencial de Bernoulli

dy 1 4
— ——y=(x—1
7r Y= @Dy
tem-se, divindo por y* # 0,
dy 1
—4 -3
A —r—1
dr 3z "
Realizando a mudanca de varidvel z = y~3 resulta
d d
Z:y_3 _Z__3 _4_y7
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pelo que a equacao diferencial passa a escrever-se

1dz I 1 - dz+1 _ 3p43
3dx 3xz—x dr "o ot

Trata-se de uma equagdo diferencial linear, sendo o factor integrante a usar

'u<$) _ eflnxda: = .
Tem-se assim,
@z | 327 43 & d( )= 32243
r— + 2= -3z x — (z2) = =3z x
dx dx ’
ou seja
3,3 o 2, 3 -1
Tz = —2X +§$ +c & Z=—x —I—Em—l—clzc .
Retomando a varidvel dependente y, vem
3_ 2,3 -1
Yy " =—x°+ 2SU+61£C .

A constante ¢y ¢é tal que y(1) = 1, resultando

pelo que a solucdo do problema

dy 1
oy Y= @Dy, (1) =1, T
é 3 1
y =+ lz+ -2l 1<z<2 (2.35)

2 2
Note-se que y(x) = 0 é solugio da equagao diferencial, mas nao é a solug¢io do problema proposto
pois nao verifica a condigao y(1) = 1.

Consideremos agora a equagdo diferencial de Bernoulli

dy 1 4
SO - 2.
dx 3my v, T=

O procedimento que conduz & sua resolucdo é em tudo idéntico ao anteriormente exposto, obtendo-
se

3
y 3 = —5% +er T >2 (2.36)
Reata determinar o valor da constante co por forma a ter-se

lim y(z) = lim y(x).

T—2~ r—2+
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Recorrendo & solugdo (2.35) tem-se
3 1 3
lim y(x) =y(2) = [—a:Q +-x+ —xl] =—-.
T—2~ =2 4
Por outro lado, da solugdo (2.36) resulta
r—2t r—2t 2

3 1
lim y(z) = lim (—51' + 621'_1> =3+ zco.

Assim, co € tal que

3 1
1= -3+ 502,
resultando
C f— 2
2= 5

Portanto, a solugcao do problema de valor inictal proposto é
-3 2, 3 L
Yy o =—x +§m+§x se 1<x<2,

se x> 2.

Exercicios

Exercicio 33 Determine uma familia de solucoes das equacdes diferenciais sequintes.

que a solugdo obtida verifica formalmente a equagao diferencial dada.

dy 'y 3P
(a) dr «x

d
(b) xd—z +y =254

dr t+1 t+1
(C)gJF

o U iz

(d) dy+ (4y — 8y3) zdx = 0.

Mostre

Exercicio 34 Determine a solucdo dos sequintes problemas de wvalor inicial. Mostre que a

solugdo obtida verifica formalmente o problema de valor inicial dado.

dy vy x
LT 1) =2.
(0 Fr =2 )

(1) Dy = @), Y1) =4
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2.7 Aplicagao a determinacao de trajectérias ortogonais

Definicao 18 Seja
F(z,y,c) =0 (2.37)

uma familia de curvas definida no plano xy. Uma curva que intersecte a familia de curvas (2.37)
sequndo dngulos rectos designa-se uma trajectoria ortogonal da familia de curvas dada.

Exemplo 49 Considere-se a familia de circunferéncias
z? +y? = (2.38)
com centro na origem e raio ¢ > 0. Cada uma das rectas que passa pela origem
y = kx, (2.39)

onde k é uma constante arbitriria, é uma trajectoria ortogonal da familia de circunferéncias
(2.38). Reciprocamente, cada uma das circunferéncia da familia (2.38) é uma trajectoria ortog-
onal da familia de rectas (2.39).

O préximo passo consiste em determinar as trajectdrias ortogonais correspondentes a uma
familia de curvas genérica dada F(z,y,c) = 0. O procedimento baseia-se no facto de que se
duas familias de curvas, 7y; e vy, se intersectam ortogonalmente no plano xy, entao os respectivos
declives nos pontos de interseccao devem verificar a igualdade

-1
o <@ )
Y1 dx Y2

Assim, comegamos por obter uma equacao diferencial de primeira ordem que expresse o declive
em cada um dos pontos da familia (2.37) fazendo:

y
dx

(1) derivagao implicita ou explicita da relagao (2.37) em ordem a x

(2) (eventual) eliminacdo da constante arbitraria ¢ usando a relacdo (2.37) e a equacao dife-
rencial que se obteve em (1)

Assumiremos que a equagao diferencial resultante, que representa a familia de curvas (2.37),
pode ser expressa na forma
dy

dx :f(xay)7

71

onde f(z,y) é uma fungao dada. Portanto, uma curva C' da familia de curvas 7y; que passa pelo

ponto de coordenadas (x,y) tem nesse ponto declive dy/dx = f(z,y). Assim sendo, o declive de
cada uma das curvas de 7, deverd obedecer a

d day| \ d ay| \

o -(2)" - H-(E)

X Y1 x Y2 x Y2 x 1
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pelo que
dy| 1

dr|, — flzy)

Esta equagao diferencial de primeira ordem define a familia de curvas 5. Uma familia de curvas

(2.40)

G(z,y,c) =0

que seja solugdo da equagao diferencial (2.40) representa a familia de trajectérias ortogonais da
familia dada (2.37), excepto possivelmente para algumas trajectérias ortogonais que sdo rectas
verticais.

Resumo do procedimento

(1) A partir da equagao
F(z,y,¢) =0,

que define a familia de curvas dada, determinamos a correspondente equacao diferencial de
primeira ordem

dy
% —f(x,y)

(2) A equacao diferencial correspondente as trajectérias ortogonais é

gy 1

de — f(z,y)

(2.41)

(3) Determinamos a familia de solugoes
G(z,y,c) =0

associada a equacao diferencial (2.41), obtendo assim a desejada familia de trajectérias
ortogonais (exceptuando, possivelmente, certas trajectérias que sdo rectas verticais, as
quais tém que ser determinadas separadamente)

Exemplo 50 Determinar as trajectdrias ortogonais o familia de curvas
a9 =2 (2.42)

onde ¢ é uma constante arbitraria.
Solugéo. Derivando ambos os membros da equagdo precedente em ordem a x, tem-se

dy =z

dy
2 2y—= =10 =
T ydaz dx Y

A equacao diferencial correspondente & familia de trajectorias ortogonais é entao - ver equacao

(2.41),
dy ([ =\ _y
=) =%
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Determinamos agora uma familia de solucdes desta equacdo diferencial,

d d d
9W_¥ = w_u = Inlyl=Injz|+Inlk| = y=kz,
de = y@#0 Yy T

z

onde k1 é uma constante arbitraria nao nula. Temos ainda que considerar a solu¢do y(x) = 0
(porqué?), pelo que a familia de solugdes é dada por

y = kz,

onde k é uma constante arbitriria. Obtivemos assim uma familia de trajectdrias ortogonais &
famdlia de circunferéncias (2.42). Resta averiguar se hd rectas verticais que sejam ortogonais &
familia de circunferéncias dada. Para este efeito, note-se que na familia de circunferéncias todos
0s pontos da forma (0,y) tém declive nulo ja que nessas condigdes

d x

)

dx Y
Portanto, a recta x = 0 também faz parte do conjunto de trajectorias ortogonais. Note-se que a
familia de trajectorias ortogonais determinada anteriormente, y = kx, nao inclui esta recta. Em
resumo, a solug¢io do problema proposto é (ver Figura 2.4)

y = kx € x=0.

Figura 2.4: Representacao gréfica da familia de circunferéncias x2 +y? = c? e respectivas trajec-

torias ortogonais em [0, 4] x [0,4]. Nos restantes quadrantes a representagao é simétrica

Exemplo 51 Determinar as trajectérias ortogonais & familia de pardbolas
y=clz—1)% (2.43)

onde ¢ é uma constante arbitrdria.
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Solugao. Comegamos por obter a equacdo diferencial de primeira ordem que nos dd o declive em
cada ponto da familia de pardbolas. Derivando ambos os membros da equacdo dada em ordem a
x obtemos

Z—ich(:c—l).

Note-se desde ja que todos os pontos da forma (1,y) tém derivada nula, pelo que a recta x =1
é ortogonal & familia de curvas dada. Eliminando ¢ usando a equagdo (2.43) resulta

WY _5 Y
dx x—1’
pelo que o declive em cada ponto das trajectérias ortogonais é

@_ z—1

de 2y

Resta determinar uma familia de solucdes desta equacdo diferencial, ou seja,
wdy+(z—1)de=0 & 22+ (@z-1)>%=#k,
onde k é uma constante arbitrdria. Resultam assim as trajectdrias ortogonais
2% 4 (z —1)% = k? e xz=1

que se apresentam na Figura (2.5).

Figura 2.5: Representacio grafica da familia de pardbolas y = c¢(x —1)? e respectivas trajectérias
ortogonais em [—1, 3] x [-2, 2]

Exercicios
Exercicio 35 Determine as trajectérias ortogonais a cada uma das sequintes familias de curvas.

(a) y = ca’.
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(b) cx® +y? =1.
(c) y=e.

(d) y=x—1+ce™™.

2.8 Exercicios de revisao do Capitulo 2

Exercicio 36 Determine uma familia de solugoes das sequintes equacoes diferenciais usando
dois métodos de resolucao distintos.

(a) 62%ydx — (3 +1)dy = 0.

(b) e**y?dx + (e2**y — 2y)dy = 0.
dy _y

(c) p el + 1.

Exercicio 37 Determine uma familia de solugdes de cada uma das equagoes diferenciais sequintes.

dy 2x—Ty

(¢) dr 3y — 8z’

d
(b) (z+ 1)d_3:; +azy=e".

dy
(c) 332% + zy = 2y’

(@ &

d_y = (y+x)?, sugestio: fazer w(w) = [y(x)+x]? e resolver a equagdo diferencial resultante
T
em

ordem a w(x).

d
(e) d_y = 4y — 16x + 4, sugestao: fazer w(x) = 4y(xz) — 16z +4 e resolver a equagdo diferencial
x

resultante em ordem a w(x).
Exercicio 38 Determine a solugcao dos sequintes problemas de valor inicial.
(a) (z? +9y?) dz —2zydy =0, y(1)=2.
(b) (e2*y? — 2x)dx + e*ydy =0, y(0)=2.

(c) 4xy%=y2+1, y(2) = 1.
(d)%vLy:f(x), y(0) =0, com f(x):{

dy y
(e) :1:2% —Ty =, y(1) =1.
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Exercicio 39 Determine o valor de k por forma a que as pardbolas y = ci12> + k sejam as
trajectorias ortogonais da familia de elipses x> + 2y? — y = co.

Exercicio 40 A equacao diferencial

;l—i — A(@)y? + B(z)y + C(2) (2.44)

designa-se uma equagdo diferencial de Riccati.

(¢)

(b)

(c)

Mostre que se A(x) =0 a equagao diferencial (2.44) é linear, enquanto que para C(xz) =0
é uma equacdo diferencial de Bernoulli

Mostre que se f(x) é uma solugao (conhecida) da equagao diferencial (2.44), entdo a trans-
formacgao

1
y=rf+-
v
converte a equagdo diferencial (2.44) numa equagao diferencial linear em v

Usando o resultado obtido na alinea (b) determine uma familia de solugées da equagdo
diferencial
dy

@:$y2+(1—2x2)y+x3—x+1,

sabendo que f(x) =z é uma solugdo desta equagao diferencial.

Exercicio 41 Considere um objecto pontual P que se desloca ao longo do eixo OX. Seja x a
abcissa de P em cada instante de tempo t.

(¢)

(b)

Suponha que a velocidade de P em cada instante, dx/dt, se relaciona com a sua abcissa

através da lei
dr .
dt
e que a posicao de P no instante inicial, t =0, é (0) = 5. Qual serd a abcissa de P para
t=5¢

Suponha agora que a lei que relaciona a velocidade, a abcissa e o tempo é

Wt

=,

dt
e que x(0) = 1. Determine x(t) usando dois métodos distintos: i) recorrendo a um factor
integrante adequado; ii) realizando a mudanga de varidvel w = x+1t e resolvendo a equagdo
diferencial resultante em w(t).

Exercicio 42 Um objecto pontual M de massa unitiria, m = 1, desloca-se ao longo do eiro
OX com velocidade v(t) em cada instante de tempo t. O ponto M estd sujeito a uma forga de
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atrito Fy, = —2v e a uma forca F, = t, de tal forma que a sua velocidade em cada instante t é
dada pela sequnda lei de Newton

dv
ma = Fa + Fe
= —2v+t,
ou seja, atendendo a que m =1,
W oyt
— = —2v+t.
dt

(a) Determine a velocidade de M em cada instante de tempo sabendo que v(0) = 0.

(b) Supondo que mo instante inicial, t = 0, M se encontra na origem das abcissas, determine
a sua posi¢ao em cada instante de tempo, x(t), sabendo que

dx
=0

==
(c) Determine v(t) no caso de F, = —v?, F, =1 e v(0) = 2.

Exercicio 43 Um objecto pontual QQ de massa m desloca-se com movimento rectilineo sobre o
eizo OX, estando sujeito a uma forca —kx que o atrai para o ponto O, onde k > 0 é uma
constante de proporcionalidade e x a abcissa correspondente a posicdao de (. Nestas condigcoes a

lei que rege 0o movimento de () é
dv

v = —aw,
onde a = k/m. Sabendo que a velocidade inicial de Q@ é v(0) = vy > 0 e a sua posi¢do inicial
x(0) = xg, mostre que:

(a) v* = v} + a(ad — 2?).

(b) x = % sen(y/at) + xg cos(y/at).

Sugestao: atenda aos sequintes resultados,

v =dz/dt,

-1 X
= sen Z,

sen(f + ¢) = sen 0 cos ¢ + sen ¢ cos 6.

/ dx

Exercicio 44 Um circuito eléctrico é composto por uma fonte electromotriz que em cada instante
t fornece uma tensdo E, um elemento com resisténcia R e outro elemento com indutincia L
ligados em série. Nestas condi¢oes a intensidade de corrente em cada instante i obedece a

di

L—+Ri=F.
dt+ )

Determine i quando:
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(a) E =200, R =100, L = 100, i(0) = 0.
(b) E =200cost, R =100, L = 100, i(0) = 0.

Exercicio 45 Para uma dada populacdo, seja x o nimero de individuos que dela fazem parte
no instante t. Suponhamos que a lei que rege a evolu¢do temporal de x é

dx

=k

at ~ "
onde k é uma constante positiva. Neste contexto, considere uma popula¢do sobre a qual se sabe
que o numero de indiwiduos no ano 2000 era de 10000, sendo de 5000 no ano 1900.

(a) Com base nestes dados determine qual deverd ser o nimero de membros da popula¢ao no
ano 2100.

(b) Supondo agora que para outra populagio a lei a considerar é

d
Y 10722 — 107822, & < 10.
dt

Sabendo que no ano 2000 a populacao tinhal00000 membros, determine:

(i) o nimero de membros no ano 2100.

(i) o numero de membros quando t — +oo.

Exercicio 46 A lei de arrefecimento de Newton postula que a velocidade de arrefecimento de
um corpo € proporcional, em cada instante, & diferenca entre a temperatura do corpo T e a
temperatura do meio circundante T, ou seja,

ar
o —k(T —Tp,),

onde k é uma constante positiva e T, > T,,. Considerando que a temperatura de determinado
corpo é de 30°C no instante t = 0, passando a ser de 17.5°C parat =1 hora e de 11.25°C para
t = 2 horas, determine:

(a) atemperatura do meio circundante (suposta constante durante o processo de arrefecimento).
(b) a temperatura do objecto para t = 3 horas.

(¢) a temperatura do objecto quando t — +00.

2.9 Solucoes dos exercicios do Capitulo 2
17. (a) y? 4322 +4zy =¢; (b) 2’y+z+2y° =¢ (c) (*+1)senr=¢; (d) (s—s?) /t=c

18. (a) 2%y — 32+ 242 =T; (b) e (y+2) +y’x =38.
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19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.
31.
32.
33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.
40.
41.

42.

(a) A=3/2,22%+ 922y + 12y =¢; (b) A=-2,y/a* —y/z=c.

() fl@,y) =2y +(y);  (b) flz,y) =1e” + 3’ + ¢(x).

Mb)yn=-2; (c)z+2?/y=c (d)aox+z*/y=cey=0.

(b) cosf senp = c.

(a) y (2% + 1) (b) tglr+tgls=c (c)rsen?d =c;

(d) (z+1)° (x—|—2) P+ =cc>0; (e)z—tg(l(z+y) =

(a) (z+4) (y+2)%e’ =e 1 (b) 2sen2z 44z —cotgy =7+ 1; (c) z(z) = 0.

(a) —In(c—e®); (b) gz +eX D — L (c) tg(z —c) —a.

(a) y =aIn(—z) +cz; (b) (v/u)> —Inv®*=cev(u)=0; (c)nz®—(1 +y2/m2)3/2 =c.
(a) 22+ 9% =523 =0; (b) y=2V1—-3x—2x+2.

(a) 22 +4ay —y? =c¢; (b) 22+ 62> —° =c.

(a) Sempre; (b) Seesése B=2De E=2C.

(@) y=a+cx™3 M)y=cx?—23 (c)x=1+cet (d)r=In(cosh)+send+c.
(a)y=++3"; b)y=z—1+eparal0<az<ley=1+e*(l—e)paraz > 1.
() y=z(@+c) s (b)y?=2+cd ()In(2?-2)t+t=c (d)y*=2+ce ™"
(a) y* =22 + 15272, (b) y = 4273

(@) 3y +22=k*e 2=0; )22+’ —Iny’=kex=0; (c) (Iny?—1)y?+ 222 = k;
(d) 2y +In(y —z —1)2 =

(a) y = c(a® + 223 +1); (b)y:c(ezx—Q)l/z; (c)y=zlnx+ cz.
(a) By+22)=cly—z),c>0; b)y=(cx+c—1)e ™ (c)y2=1+cz?ey=0;
() y=tg(z—c)—a; (c) y=da+etle).

;(b) eyt =227 =45 (c) y = (V2z/2 - 1)V

(dy=1-e" Sex§262y:w—1—(2—62)67$sex>2; (e) el=2?/y? — 42

(a) y = (ac2 + 33@)1/2
k=1/4.

(b) dv/dx + [2A(z) f(x) + B(z)]v=—A(z); (c)y=z+(1—z+ ce_w)_l.
(a) z=5¢el, x(5) =5e% (b) x =2l —t—1.

(@ v=3t—1+1e? (b)a=32—3t+3—1e2 ()v=0C3e¥+1)/(3e* —1).
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44. (a)i=2(1—e7t); (b)i=(cost+sent—e t)/2.

45. (a) z = 9.54 x 10732¢/10020000; (b) x = (1076 + 4370e~/109) =1 (i) 232010, (ii) 10°.

46. T = 25e¢~'"2 1 5; (a) 5°C; (b) 8.125°C; (c) 5°C.



Capitulo 3

Resolucao analitica de equacoes
diferenciais lineares de ordem n

3.1 Introducao as equacoes diferenciais lineares de ordem n

Definicao 19 Uma equacgao diferencial ordindria linear de ordem m na varidvel dependente y e
na varidvel independente © é uma equacao diferencial que se encontra, ou pode ser expressa, na

forma
dny nfly dy
ao(:r)% + al(ac)W 4+ an_l(w)% + an(x)y = F(x), (3.1)
onde ag(x) nao é identicamente nula. Supomos que as fungées reais ag, ai, ..., an € F sdo

fungées reais continuas no intervalo real I = [a,b] e que ag(x) # 0 para todo = € I. O termo do
lado direito (sequndo membro) da equagdo diferencial precedente, F(x), designa-se termo nao-
homogéneo da equacao diferencial. Se a funcao F for identicamente nula, a equacdo diferencial
diz-se uma equacdo diferencial linear homogénea.

Para n = 2 a equagao diferencial (3.1) reduz-se a

d?y dy
ao(fﬂ)w + al(if)% + az(x)y = F(x),

sendo a correspondente equacao diferencial de segunda ordem homogénea (ou incompleta)

d*y dy
ag(:r)w + al(:ﬁ)% + as(x)y = 0.
De novo, supomos que ag, a1, az e F' sao fungdes reais continuas em I = [a,b] e que ap(x) # 0
para todo x € I.

Exemplo 52 A equacdo diferencial

d? d
xd—xz —|—cosa:d—i + 3y =¢"

é uma equagao diferencial ordindria linear de sequnda ordem.

75
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3.2 Propriedades das equagoes diferenciais lineares homogéneas

Consideramos agora alguns resultados relativos & equagao diferencial linear homogénea

dny dnfly dy
ao(x)% + al(x)m +-F an_l(x)% + ap(x)y =0. (3.2)
Teorema 34 Sejam f1, fa, ..., fm, m solugées da equagao diferencial (3.2). Entdo

afi+cfot+ - +emfm,

onde c1, Ca, ..., Cm, SG0 constantes arbitrarias, é ainda uma solugio da equagao diferencial (3.2).

Demonstracao Tem-se, por hipdtese,

dar a1 d
wo@) T+ a0 D @) =0
d” a1 d
ao(x)w{f + a1 (z) dx”—ff +ee 4 an_l(m)£ +anp(x)fa=0
dr - dnfl - dm
o) T2 an) T 10D+ ) =0,

pelo que, atendendo a linearidade da equacao diferencial dada, resulta

d"c d e dc
aoo) i + ar(@) T et s (@) + an(e)erfy =0
d"c d e dc
a0@) 202+ 1) T et a1 (0) 22+ an(a)eata = O
d"cm fm d"em fm dem fm
ao(x) da;”f + al(m)T_lf +- -+ an_1(z) dmf + ap(x)em fm = 0.

Adicionando cada um dos membros das m equagOes diferenciais precedentes e agrupando as
vérias derivadas, tem-se

m n—1

T (ctfitcafo+ -+ cmfm) +a1(x)s—— (c1fr +cafo+ -+ cmfm) + -+

ao(x) dxn—1

S anfl(w)% (crfi teafo+ - +emfm) +an(z) (c1fi +cafe+ -+ cmfm) =0,

ficando assim demonstrado o resultado pretendido. [ |
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Definicao 20 Se fi, fa, ..., fm, sGo m fungoes dadas e c1, ca, ..., Cm, G40 M constantes, entdo
a expressao

afitcfo+--+cemfm

designa-se uma combinacao linear das funcgoes f1, fo, ..., fm.
Podemos reformular o teorema precedente usando esta definigao.

Teorema 35 Qualquer combinagao linear de solugoes da equagao diferencial linear homogénea
(8.2) é ainda uma solugdo dessa equagao diferencial.

Exemplo 53 Pode-se verificar facilmente que as fungdes senx e cosx sao solugoes da equagoes

diferencial

&y

dx?
O teorema precedente garante que a combinag¢do linear

+y=0.

C1SenT + c2 CosT

é também uma solucdo da equacdo diferencial dada quaisquer que sejam as constantes ¢ e cs.
Por exemplo,

Tsenx — 3cosx
é uma solucdo da equacdo diferencial dada.

757

| |
t {
/ 25 5

157

Representagao grifica da fungdo 7senx — 3cosx

Exemplo 54 Sabendo que e*, e™® e €2* sdo solugdes da equacio diferencial

conclui-se que
c1€” + coe™ + c3e*®

¢ uma solucao da equacao diferencial dada quaisquer que sejam as constantes ci, co e c3. Assim,
3e” — 4e™ % 4 10e**

é uma solugdo da equacdo diferencial dada.
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Passamos agora a lidar com o que designaremos por solugao geral da equagao diferencial (3.2).
Para esse efeito comegaremos por introduzir (ou recordar) os conceitos de dependéncia linear e
independéncia linear de fungoes.

Definicao 21 As n funcgédes fi, fo, ..., fn, dizem-se funcoées linearmente dependentes no
intervalo I = [a,b] se existem constantes ci, ca, ..., ¢y, ndo todas nulas, tais que

c1f1 (.CL’) +caf2 (x) +tenfn (:17) =0
para todo x € I.

Exemplo 55 As fungoes x e 2x sdo linearmente dependentes no intervalo [0,1] jd que existem
constantes ¢y e ca, ndo todas nulas, tais que

c(z)+ec(2x)=0 & (c1+2c0)z=0
para todo x € [0,1]. Considere-se, por exemplo, c; =2 e cog = —1.

Exemplo 56 As fungdessenz, 3senx e —senx sdo linearmente dependentes no intervalo [—1, 2]
pois existem constantes c1, ¢ e c3, nao todas nulas, tais que

c1 (senz) + ca (3senx) + ¢z (—senz) =0 & (c14+3c2 —c3)senz =0
para todo x € [—1,2]. Tome-se, por exemplo, c; =1, ca =1 e cg = 4.

Definicao 22 As n funcgoes f1, fa, ..., fn, dizem-se funcoes linearmente independentes
no intervalo I = [a,b] se nao sao linearmente dependentes nesse intervalo. Ou seja, as fungoes
fi, fo, ..., fn, s@o linearmente independentes em I se a relagdo

cafi(x)+ecafa(x)+ -+ cnfn(z) =0, Ve el

implica que
cr=cg=--=¢cp=0.

Por outras palavras, a unica combinagdo linear das funcoes fi, fo, ..., fn, que é identicamente
nula em I é a combinacao trivial

0 f1(2) +0x fo(x)+ -+ 0% fo(z) =0.

2 sdo linearmente independentes no intervalo [0,1] pois

Exemplo 57 As fungées x e x
x4 cpx? =0, Vo € [0, 1]

verifica-se somente quando ¢; = ca = 0 (porqué?).

O préximo teorema diz respeito & existéncia de conjuntos de solugoes linearmente indepen-
dentes de uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n, bem como & relevancia de tais
conjuntos na construcao de solugoes deste tipo de equacoes diferenciais.
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Teorema 36 A equagdo diferencial linear homogénea de ordemn (3.2) possui sempre n solugoes
linearmente independentes. Mais ainda, se f1, fa, ..., fn, SGo n solucdes linearmente indepen-
dentes da equagao diferencial (3.2), entdo toda a solug¢do da equagao diferencial (3.2) pode ser
expressa como uma combinacao linear

c1fi (z) + cafa (o) + -+ + cnfn (2)

destas n fungoes linearmente independentes, escolhendo adequadamente as constantes c1, ca, ...,
Cn.

Este teorema diz-nos que dada uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n, existe
um conjunto de n solugoes linearmente independentes. Uma vez assegurada a existéncia desse
conjunto, o teorema estabelece que qualquer solu¢ao da equagao diferencial (3.2) pode ser escrita
como uma combinacao linear das n solugoes linearmente independentes escolhendo adequada-
mente as constantes que intervém na combinacao linear.

Exemplo 58 Vimos anteriormente que as fungdes cosx e senx sao solucdes da equagdo dife-
rencial linear homogénea

d?y

da?
em R. Pode-se mostrar que estas duas solugdes sao linearmente independentes (ver Exemplo
61). Suponhamos agora que f é uma solugdo qualquer desta equagao diferencial. O Teorema 36
garante que f pode ser expressa como uma determinada combinacdo linear ¢1 cosx + co senx das
fungdes cosx e senx escolhendo adequadamente as constantes ¢ e co. Ou seja, existem duas

constantes c1 e ca tais que

+y=0

f(z) =cpcosxz + casen, Vx € R.
Por exemplo, f(x) = sen(z+7/6) é uma solu¢io da equagao diferencial dada conforme se
verifica facilmente. Como
T v
sen (z+7/6) = senxcos 5 + sen g cosa

\/gse +1cos
= —senx+ — T
2 2 ’

vemos que a solugao f(x) =sen (z + 7/6) pode ser expressa como uma combinagao linear

V3

TSGHSL‘-{- §cosx

das duas solugdes linearmente independentes cosx e senx. Considerou-se, portanto, ¢; = \/3/2
ecy=1/2.

Seja agora f1, fa, ..., fn, um conjunto de n solugdes linearmente independentes da equagao
diferencial (3.2). Entao o Teorema 35 garante que a combinagao linear

cfi (@) +cafa (@) + -+ enfn (@), (3.3)
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onde c1, ¢, ..., ¢y, SA0 constantes arbitrarias, é também uma solucao da equacgao diferencial
(3.2). Por outro lado, pelo Teorema 36 sabemos que se f é uma solu¢do da equagao diferencial
(3.2), entao f pode ser expressa como uma combinagao linear (3.3) das n solugoes linearmente
independentes f1, fa2, ..., fn, escolhendo adequadamente as constantes ¢, ¢s, ..., ¢,. Portanto,
a combinagao linear (3.3) das n solugoes linearmente independentes f1, fa, ..., fn, na qual ¢, ca,
..., Cn, S80 constantes arbitrarias, deve incluir todas as solugoes da equagao diferencial (3.2). Por
esta razao, referimos-nos a um conjunto de n solugbes da equagao diferencial homogénea (3.2)
como “um conjunto fundamental de solugoes” dessa equagao diferencial e designamos uma com-
binagao linear “geral” de n solugoes linearmente independentes por “solugao geral” da equacao
diferencial (3.2).

Definigao 23 Se f1, fo, ..., fn, sGo n solugdes linearmente independentes da equagdo diferencial
linear homogénea de ordem n

dn n—1 d
ao(x)d—xf{ + al(m)# Fot an,l(x)d—i + an(z)y =0 (3.4)
em I = [a,b], entdo o conjunto fi, fa, ..., fn, designa-se um conjunto fundamental de

solugoes desta equacao diferencial. Por outro lado, a funcao f definida por

f@)=cafi(@)+efo(z)+--+efu(e), el

onde c1, Co, ..., Cp, SG0 constantes arbitrdrias, designa-se solugao geral da equagao diferen-
ctal (3.4) em I.

Exemplo 59 Sabendo que as fungdes cosx e senzx sio duas solugoes linearmente independentes
da equagao diferencial de sequnda ordem

d%y

da?
para todo x real, entdo cosx e senx constituem um conjunto fundamental de solugdes desta
equagdo diferencial, sendo a sua solu¢do geral dada por

+y=0

€1 COST + cosenw,
onde c1 e ca sao constantes arbitrdrias. Escrevemos entdo

Y = €1 COST + Cosenx.

xT

Exemplo 60 Pode-se mostrar que as solucdes €%, e™* e €** da equacdo diferencial

Py Py dy
dax3 dz? dx

sdo linearmente independentes para todo  real (ver Exemplo 62). Entdo e*, e e e®* constituem

um conjunto fundamental de solugdes desta equacdo diferencial, sendo a sua solucao geral dada
por
y = c16° + coe™ " + c3€*%,

onde c1, co € c3 sao constantes arbitrdrias.
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O préximo teorema fornece-nos um critério simples para determinar se n solugdes de uma
equacao diferencial linear homogénea de ordem n sdo ou nao linearmente independentes. Antes,
porém, introduzimos um novo conceito.

Definigao 24 Sejam fi, fo, ..., fn, n fungdes reais, cada uwma possuindo derivadas até & ordem
n—1em I =]a,b]. O determinante

i for S
A fo o fa
W(flaf27"'afn) =
fl(n—l) 2(n—l) o fén—l)

designa-se o Wronskiano destas n funcgoes. Note-se que W (f1, fa,..., fn) € tal como f1, fa,
oy fn, uma funcdo real definida em I.
Teorema 37 As n solugées fr1, fo, ..., fn, de uma equacdo diferencial linear homogénea de
ordem n sao linearmente independentes em I = [a,b] se e s6 se o Wronskiano de f1, fa, ..., fn,

¢ diferente de zero para algum valor de © em I.

No contexto das equagoes diferenciais lineares homogéneas de ordem n tem-se o seguinte resul-
tado.

Teorema 38 O Wronskiano de n solugcdes de uma equacgio diferencial linear homogénea de
ordem n ou é identicamente nulo em I ou nunca se anula nesse intervalo.

Portanto, se conhecermos n solugoes de uma equacao diferencial linear homogénea de ordem n,
podemos usar o teorema precedente para determinar se sao ou nao linearmente independentes.
Se forem linearmente independentes, formam um conjunto fundamental de solucoes da equacao
diferencial em causa, escrevendo-se a respectiva solugao geral como uma combinagao linear destas
n fungoes com coeficientes arbitrarios.

Exemplo 61 Podemos aplicar o Teorema 38 para mostrar que as solucdes cosx e senz da
equacao diferencial
d?y

dz?

sao linearmente independentes. De facto,

+y=0

COST sen T

W (cosz,senz) = =1+#0

—senx CcosxT

para todo x real. Portanto, cosx e senx sdo solucdes linearmente independentes da equacgao
diferencial dada.
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Exemplo 62 As solucées €, e e e** da equacdo diferencial

By Py dy
CY Y Y 5
dx3 dz? dx +2y =0

sao linearmente independentes em qualquer intervalo real pois

e e~ 6230
_ T —x 2x

W (e" e ™) =| € —e" 2e7 | = 62 £
er et 4e?

para todo x Teal.

Exemplo 63 As solucdes x e 2x da equacao diferencial

d2y
a2 0

sao linearmente dependentes em qualquer intervalo real pois

r 2z

W (x,2x) = 1 9 =0

para todo x real.

A reducao da ordem

Teorema 39 Seja f(x) uma solugdo nao-trivial da equagao diferencial linear homogénea de

ordem n )
d"” ar—
ao(a) 2 + ar(2) T

d
- +o o ano1(2) 5 + an(@)y =0, (3.5)

dx
Entao a transformagao y = f(z)v reduz a equagao diferencial (3.5) a uma equagao diferencial
linear homogénea de ordem n — 1 na varidvel w = dv/dx.

Demonstracao Este teorema serd particularmente ttil na obtencao de solugoes de equacoes
diferenciais lineares homogéneas de ordem 2. Vejamos o que acontece nessa situacao. Considere-
se, para o efeito, a equagao diferencial (3.5) no caso e que n = 2, ou seja,
@Y+ @) + ax(a)y = 0 3.9)
ag(x)=—= + a1(x)== + az(x)y = 0. :
S W) 2(T)Y

Seja a transformacao

y = f(@)v, (3.7)
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onde f(x) é uma solugdo conhecida da equacao diferencial (3.6). Derivando a equagao precedente,

resulta
W w12, 39
Y ja )ﬁ+ Ywdv , &), (3.9)

da? dx? de dx dx?
Substituindo (3.7), (3.8) e (3.9) em (3.6) obtém-se

%v x v 2 ¢ (0 .
ao()f (= )Z ——+|2a0(z )% +a1(x)f(m)] %+{ao(m)ddi(2 ) +a1(m)%

+ az(z) f(x)|v=0.

Como f é uma solugao da equacao diferencial (3.6), o coeficiente que multiplica v na equagao
diferencial agora obtida é nulo, resultando

QU T v
2o+ o0 L2 + o) 2 -0

ao(x) f(z)

Realizando a mudanga de varidgvel w = dv/dz, vem

dw df ()

w0 + [0 L+ a@ @] v =0

que é uma equacao diferencial linear homogénea de primeira ordem na varidvel dependente w.
Portanto, supondo que f(x) # 0 e ap(z) # 0, tem-se

dw_ [d@ 1 a@]
wo [ dx f(m)+a0($)] dz,

resultando por primitivacao e subsequente exponenciagao

WZC“pP/figm]m;F

Tomando ¢ = 1 e tendo em conta que w = dv/dz, obtém-se

exp |- [ 4
“/il{[ﬁggm ]d%

resultando, atendendo a que y = v f(x),

o [ i

X.

Esta ltima solugao, que designamos por g(x), é também uma solugao da equagao diferencial
(3.6). Além disso, f(z) e g(x) s@o linearmente independentes j& que

f(x)v = [f(@)]*V = exp [_/M dx] £ 0.

wis 9):' Fz) ¢ ’:‘ fi(@) fx) + f(@) ao(x)
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Portanto, f e g formam um conjunto fundamental de solugoes da equacao diferencial (3.6), pelo
que a combinagao linear

c1f +cag

é a solucao geral da equagao diferencial (3.6). ]

Exemplo 64 Sabendo que y = x é uma solucdo da equacdo diferencial

2 d
EY 9% oy =,

2
(a: + 1) dx? dx

determinar uma solucao linearmente independente usando a propriedade da reducao de ordem.
Solugdo. Fazendo a mudanga de varidvel y = vz, tem-se

=z = @—v+x@ = @—56@4—2@
y= de dz dz? T dax? dz’

pelo que substituindo estas expressoes na equacio diferencial dada, resulta

d2’U dv dv
2 — | + =

ou seja

d*v dv
2 i =
x (a: + 1) 5 +2 0. (3.10)

Fazendo a mudanca de varidvel w = dv/dx obtém-se

dv v dw

L S e R

vindo para a equagao diferencial (3.10)
dw
2
1 20 =0
T (:U + ) dr + 2w ,

que, conforme esperado, é uma equacgdo diferencial de primeira ordem. Tem-se,

d—w——#d:c & dw _ —z—i- 2 dz
w oz (x?+1) w  \ oz a2+1 ’

resultando por primitivacao e posterior erponenciacao

2+1
ln|w|:—21n|$|+ln(z2—|—1)+ln|c| = w=c= :c<1+—>,

onde ¢ é uma constante arbitraria nao nula (porqué?). Tomando ¢ = 1 e atendendo a que

w = dv/dz vem
do _ 1—1—i & v—x—l—f—k
dr z? B z
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onde k é uma constante arbitraria. Tomando k = 0 resulta
Y =vxr = z? — 1,

isto ¢, o) — Fe o) — s (x _ é) —a2 1,

2

O Teorema 39 garante que esta é a solugdo linearmente independente que procurdvamos. As
funcoes x e x> — 1 constituem wm conjunto fundamental de solugées da equagio diferencial dada
pelo que a sua solugao geral é

y=cz+cg(a®—1).
Exercicios

Exercicio 47 Mostre que se fi(x) e fa(x) sdo duas solugoes da equagao diferencial

d*y dy
ao(r)—% + a1(x)—=— + az2(x)y = 0,
o(@) 5 +ar(w) o +az(2)y
entio c1 f1(z) + cafa(x) também é uma solugdo desta equagao diferencial, onde cre ca sGo cons-
tantes arbitrdrias.

Exercicio 48 Considere a equagdo diferencial

(a) Mostre que e* e xe® sao solugoes linearmente independentes desta equagao diferencial para
todo x real.

(b) Escreva a solugao geral da equagao diferencial dada.
(¢) Determine a solug¢do que satisfaz a condigao y(0) =1, 3/ (0) = 4.

Exercicio 49 Considere a equagao diferencial

Py dy
2 _
J:dxz—dex—l—Qy—O, x € [1,2]

2

(a) Mostre que x e x* sao solugoes linearmente independentes desta equagao diferencial para

todo x € [1,2].
(b) Escreva a solugao geral da equagao diferencial dada.

Exercicio 50 Considere a equac¢do diferencial

d?y  _dy
SV 5% 4 4y =o.
dx? 5daj+y 0
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(a) Mostre que as funcgdes e, e e 2e* — 3e** sdo solucdes desta equacio diferencial em R.

4z

(b) Mostre que as solugdes e* e €** sao linearmente independentes para todo x real.

(c) Mostre que as solugdes e e 2e* — 3e** também sio linearmente independentes para todo
real.

(d) Escreva a solugao geral da equagio diferencial dada.
Exercicio 51 Sabendo que f(x) = x é uma solugdo da equagdo diferencial

Py dy

2

— —4r—+4y =0

Ta?r T Ty

em [1,2] determine uma solucao linearmente independente, g(x), usando a propriedade da re-
dugao de ordem e escreva a solugdo geral da equagdo diferencial dada.

Exercicio 52 Sabendo que w(x) = €?** é uma solug¢io da equacdo diferencial
d*y dy
2 1 —4 1 dy =
(m+)dm2 (sc+)dx+y 0,

em [0,1] determine uma solugdo linearmente independente, q(x), usando a redugao de ordem e
escreva a solugdo geral da equagdo diferencial dada.

3.3 Propriedades das equacoes diferenciais lineares nao-homogé-
neas

Consideramos agora alguns resultados relativos a equagao diferencial ndo-homogénea (ou com-
pleta)

ag (x)@ + a1 (x)

dnfl d
4 Y b tana(@)Z +an(2)y = F(z). (3.11)

dxn—1 dx

O principal teorema de base relativo a esta equagao é o seguinte.

Teorema 40 Seja v uma solugdo qualquer da equagdo diferencial linear nao-homogénea de or-
demmn (8.11). Seja u uma solu¢ao qualquer da equacao diferencial homogénea associada. Nestas
condig¢oes u + v é uma solugao da equagao diferencial nao-homogénea (3.11).

Demonstragao A demonstracao deste teorema recorre ao facto da equagao diferencial ser linear.
Efectivamente, tem-se por hipétese,

d™ d" 1ty dv
ao(m)dI—n + al(x)m +o an_l(az)—x + an(x)v = F(2)

d™u d" 1ty du
ao(w)% + al(ac)m +- an_l(x)—x + ap(x)u = 0.
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Adicionando as duas equacoes precedentes membro a membro, obtém-se

dr dnt d
ao(@) T 0@ S @Y @) () = Fla),
mostrando-se assim que u + v é também uma solucao de (3.11). |

Exemplo 65 Sabendo que f(x) = x é uma solugdo da equagao diferencial nao-homogénea

e que g(x) =senx é uma solugdo da equacao diferencial homogénea

d7y
a4 =0

conclui-se que h(x) = x + senx é também uma solugdo da equagdao diferencial nao-homogénea
dada.

Apliquemos agora o Teorema 40 ao caso em que v é uma solugao dada y, da equacao diferencial
nao-homogénea (3.11) nao envolvendo qualquer constante arbitréria, e que u é a solucao geral

Yye=c1fi+cafo+-+cufn
da equacao diferencial homogénea associada. Entao

Ye + Yp

¢ uma solugao da equagao diferencial ndo-homogénea (3.11) envolvendo n constantes arbitrarias.
Temos o seguinte resultado.

Teorema 41 Seja y, uma solucio dada da equagao diferencial linear nao-homogénea de ordem
n (8.11) nao envolvendo qualquer constante arbitraria. Seja

yczclf1+02f2+"'+cnfn

a solugao geral da equacio diferencial homogénea (ou incompleta) associada. FEntdo toda a
solugdo da equagao diferencial (3.11) pode ser expressa na forma

cafiteafot-+cenfatyp

escolhendo adequadamente as constantes c1, ca, ..., Cp.

Tem-se a seguinte definicao.
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Definigao 25 Considere-se a equacao diferencial linear nao-homogénea de ordem n

dny nfly dy
— oot Qpe —= n =F 12
ap(x) Jan —i—al(w)dxn_l +--4a 1(:1c)dx + an(x)y () (3.12)
e a equacdo diferencial homogénea associada
n dn—l d
ao(x)d—x'g + al(m)Wn—% + -+ an_l(x)d_i + ap(z)y = 0. (3.13)

Tem-se o sequinte:

1. A solugao geral da equacao diferencial (3.13) designa-se fung¢do complementar da equagio
diferencial (3.12), denotando-se por y.;

2. Qualquer solugao particular da equagao diferencial (3.12) que nao envolva constantes arbi-
trarias designa-se um integral particular ou solugdo particular da equacdo diferencial

(3.12), yp;

3. A solugdo y. + yp da equagdo diferencial (3.12), onde y. é a fungdo complementar e y, é
um integral particular da equagao diferencial (3.12), designa-se solug@o geral da equagio
diferencial (3.12).

Exemplo 66 Considere-se a equacdo diferencial

d%y
@—Fy:l‘.

A funcao complementar associada é a solugcao geral da equacgdo diferencial homogénea associada
d?y

a2 =0

pelo que (ver Exemplo 53)
Yo = C1 COST + Ca8€en .

Por outro lado, um integral particular da equagao diferencial nao-homogénea é (ver Exemplo 65)
Yp = T,
pelo que a solucao geral da equagio diferencial ndo-homogénea pode ser escrita na forma
Y=Y+ Yp =C1COST + Ca8encT + x.

Seguidamente abordaremos alguns métodos para obtencao destas duas componentes da solu-
cao geral. Para esse efeito comecemos por notar que se o membro nao-homogéneo da equacao
diferencial (3.12) for expresso como uma combinagao linear de duas ou mais fungoes, entao
podemos usar o seguinte resultado para obter uma solucao particular daquela equacao.
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Teorema 42 (Principio da sobreposi¢ao) Sejam fi, fo, ..., fm, integrais particulares das
equagoes diferenciais

dny dnfly dy

w0(@) Y ()T a1 (@)D 4 an(a)y = Fi(), (3.14)
dny nfly dy

ao(:z:)dx—n + al(m)m +- 4 an,l(x)% + an(z)y = Fa(x), (3.15)
dny n—ly dy

ao(x)% + al(x)m +- 4 an_l(:ﬂ)% + an(x)y = Fn(z), (3.16)

respectivamente. Entao
kifi+kafo+ -+ knfm

é um integral particular da equagdo diferencial

dn—ly dy
T+t an1(®) = +an(w)y = k1 Fy (o) + ko By () + -+ b Fy (),

Y
ap () + a1 (z) e Ty

onde ki, ko, ..., ky,, sao constantes. A demonstracdo deste teorema é imediata devido & lineari-
dade das equagoes diferenciais envolvidas.

Exemplo 67 Suponhamos que queremos determinar um integral particular da equagdo diferen-
cial

d?y
dz?

Podemos considerar duas equacgées diferenciais, a saber,

+y=3x+5tgz.

d2y+ =z e d2y+ =tgx
que tém integrais particulares x e — (cosx) In [sec x + tg x|, respectivamente. Portanto, aplicando
o principio da sobreposicao podemos concluir que um integral particular da equacdo diferen-
cial dada é

yp =3z — 5 (cosz)In|secz + tg x|.

A vantagem estd portanto em poder decompor o problema inicial em problemas mais simples,
tantos quanto o nimero de parcelas existentes no termo nao-homogéneo da equacao diferencial
para a qual se pretende determinar um integral particular.

Exercicios

Exercicio 53 Considere a equagio diferencial linear nio-homogénea

d23/ dy 2
8V 3% 4oy =442
dx? 3d3:+ y *
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2x

(a) Mostre que e® e e** sao solugdes linearmente independentes da equagao diferencial ho-

mogénea associada.
(b) Qual a fungao complementar da equagio diferencial dada?
(c) Mostre que 2x% + 6x + 7 é um integral particular da equacdo diferencial dada.

(d) Qual a solugao geral da equagao diferencial dada?

Exercicio 54 Sabendo que um integral particular da equagdo diferencial

Py _dy
el St -1
dx? dx + 6y

éy=1/6; que um integral particular da equagao diferencial

Py L dy
e

éy=u1x/6+45/36; e que um integral particular da equacao diferencial

Py _dy
—2 52 4+ 6y =¢"
dx? dx thy=e

¢y =e€"/2, determine um integral particular da equagdao diferencial

d?y _dy
I 5% L 6y = —6+ 120 — 3%,
P d:v+ Yy + 122 €

3.4 A equacgao linear homogénea com coeficientes constantes

Consideramos aqui a equacao diferencial linear homogénea com coeficientes constantes

dny n—ly dy
ap——= +a 4+ +ap_1—+ay=0, 3.17
0 Jn 11 n—17. nY ( )
onde ag, a1, ..., Gy, sa0o constantes reais. Mostraremos que a solucao geral desta equacao

diferencial pode ser obtida de forma explicita.
Devido a forma da equacao diferencial (3.17), é de esperar que qualquer fungao f(x) que seja
uma solugao dessa equacao deve ter a seguinte propriedade:

dk
@) = @) (318)

Ou seja, as derivadas de f devem ser multiplos da prépria funcdo. A questao estd em saber se
existe alguma funcdo com tal propriedade. A resposta é afirmativa pois a funcao

flz) =™,
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onde m é uma constante complexa, verifica a propriedade (3.18) uma vez que

k k
@) = o [e7] = mbe™ = m¥ () = exf (@),

com ¢;, = mF. Assim sendo, procuramos solugdes da equacao diferencial (3.17) da forma
y=e

para um dado valor de m.
Assim, supondo que y = e™* é uma solugao da equacao diferencial (3.18) para um determi-
nado valor de m, tem-se

y=e"" ;l—z:memx = %:mzemx = - j%:m”emx.
Substituindo estes resultados na equagao diferencial (3.17), obtém-se
apm™e™ + aym"e™® 4. 4 a,_1me™ 4 a,e™ =0
ou, dado que €™ # 0 para todo z real,
aom™ +aym™ t + -4+ a,_1m +a, = 0. (3.19)

Esta equacao polinomial denomina-se equagao caracteristica da equagao diferencial (3.17).

Se y = €™* & uma solugao da equacao diferencial (3.17), entao a constante complexa m deve
satisfazer a equagao caracteristica (3.19). Portanto, para determinar solugoes da equacao dife-
rencial (3.17) escrevemos a equagao caracteristica associada (3.19) e determinamos as n solugoes
desta equacao polinomial. Teremos vérias situacoes consoante a natureza das raizes da equacao
caracteristica: rafzes reais distintas, rafzes reais repetidas, raizes complexas conjugadas distintas
e raizes complexas conjugadas repetidas. Vejamos o que acontece para cada um destes casos.

Raizes reais distintas
Suponhamos que as raizes da equacao (3.19) sdo n nimeros reais distintos,
mi, Mo, ... , Mpy.

Entao,

e em2r ehn?

sao n solugoes distintas da equagao diferencial (3.17). Mais ainda, usando o Wronskiano pode-se
mostrar que estas solugoes sao linearmente independentes. Assim, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 43 Considere-se a equacao diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes
constantes (3.17). Se a equagdo caracteristica associada (3.19) tiver n raizes reais distintas,
mi, ma, ..., My, entdo a solugdo geral da equagdo diferencial (3.17) é

yzclem1x+026mgm+_"+cnemnx’

onde c1,co,...,Cn, SGO constantes arbitrdrias.
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Exemplo 68 Considere-se o problema de valores iniciais

Py L dy

29 32 9y —
dx? 3d:1c +2y=0,
y(0) = -1, ¥/(0) = 0.

A equacao caracteristica correspondente & equacgao diferencial é
m? —3m+2=0 & (m—1)(m—2) =0,

sendo as suas raizes mqy = 1 e mg = 2. Tratando-se de duas raizes reais distintas, concluimos que
e” e €%* sio duas solucdes linearmente independentes da equacdio diferencial de sequnda ordem
dada, pelo que constituem um conjunto fundamental de solugdes dessa equagao diferencial. Assim,
a sua solucao geral é

y=cre’ + coe®®.

Calculando o valor de ¢y e ¢y por forma a ter-se y'(0) =0, y(0) = —1, obtém-se

y = e*® — 27,

Representagao grifica da fungdo €2 — 2¢%

Exemplo 69 Resolver o problema de valores iniciais

By Py dy
SV _4SY Y ey =0
dx3 dx? + dx + 0y ’

y(0) =14, /(0) =12, y"(0) = 36.
Solugdo. A equacgdo caracteristica correspondente & equacao diferencial é

m? —4m? +m +6 = 0.
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Sabendo que m1 = —1 é uma raiz desta equacao, podemos aplicar a “regra de Rufini” para
)
determinar as restantes raizes. Obtém-se a factorizagdo

m? —4m? +m+6= (m+1)(m? —5m+6) = (m+ 1)(m — 2)(m — 3).
As raizes obtidas sao nimeros reais distintos,
myp = —1, mo = 2, mg = 3,
pelo que a solugao geral da equacao diferencial dada é
y = cre % 4 cpe®® + c3€®”.
Calculando o valor de ¢1, ca, e c3 por forma a ter-se y(0) = 14, y'(0) = 12, y"(0) = 36, obtém-se

y = be % +10e* — 37,

150 T

100 T

~_

t t 0 t {
2.5 -1.25 0 1.25 2.5

-50T

Representacdo grifica da fungdo 5e™* + 10e%* — 3%

Raizes reais repetidas

Exemplo 70 Considere-se a equagdo diferencial

Py dy
— —6—+9y =0.
dz? dz o
A equacdo caracteristica associada,
m? —6m+9=0,

tem duas raizes reais, mas que ndo sio distintas, my = 3 e mg = 3. Correspondendo & raiz
my = 3 teriamos a solugdo €3, o mesmo acontecendo para a raiz my. Desta forma, as raizes
da equagdo caracteristica nao conduzem a um conjunto fundamental de solugoes para a equagdo
diferencial dada.
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Sabemos, portanto, que €3* é uma solu¢io da equagdo diferencial proposta, faltando agora

determinar outra solucdo que seja linearmente independente. Podemos determinar essa solug¢do
usando a propriedade (método) da reducao de ordem. Ou seja, a sequnda solug¢do deve ser da
forma

y =¥ u(x),
com v(x) ndo constante. Assim, fazemos
dy dv d?y d?v dv
3x 3z 3z 3z 3x 3x
= = —==3 — = —=9 —— T 6e™ —.
y=e"v Ir evv+te e 72 e v+te dw2+ e I

Substituindo estes resultados na equacdo diferencial dada, vem

d?v dv dv
3x _ pe3T 3z,
e (911 + pre) +6 _dx) Ge (31} + _d:c> 4+ 9e’* v =0,

ou, equivalentemente,

30 4V _
dxz?
Fazendo
dv N dw  d%v
w = — — T —
dx dr  dz?’
obtém-se
dw _ = w=c
dr -
Tomando c1 = 1, resulta
| e Wy
w = _— =
dx ’
pelo que
V=T + C.

Escolhendo ca = 0 tem-se v(z) = x, obtendo-se a solugdo

y = u(x) =z

3x 3z

Dispomos assim de duas fungoes, e°* e xe>®, que constituem um conjunto fundamental de
solugoes da equagao diferencial dada. Portanto, a respectiva solugdo geral é

3z 3z

y = 1% + cpred® = (c1 + cox) e”.

Tendo este exemplo como guia, voltemos & equagao diferencial de ordem n (3.17). Se a equagao
caracteristica associada (3.19) tem uma raiz real m de multiplicidade dois, entdo é de esperar
que ™ e ze™* gejam as duas solugoes linearmente independentes correspondentes.

Suponhamos agora que a equagdo caracteristica associada (3.19) tem uma raiz real m de
multiplicidade dois e n — 2 raizes reais distintas

myi, M2, ..., Mp-2.
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Nestas condigoes, as n solugdes linearmente independentes da equagao diferencial (3.17) sao

e xe™t, ™M M M2t

pelo que a solugao geral é
y= (Cl + 021') emr + c3em1x + 4 Cnem"—”E,

De forma andloga, se a equacao caracteristica (3.19) tiver 3 raizes reais repetidas, m, pode-
se mostrar por sucessivas aplicacoes da propriedade da reducao de ordem que as 3 solucoes
linearmente independentes que lhes correspondem sao

em:c’ xemx7 372 6mx,

sendo a solugao geral da equacao diferencial dada por

mx

Yy = (cl + cox + 03x2) e
Tem-se entao o seguinte resultado geral.

Teorema 44 Considere-se a equacao diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes
constantes (3.17). Se a equagao caracteristica associada (3.19) tiver uma raiz real m de multi-
plicidade k, entao a parte da solugdo geral da equagao diferencial (3.17) correspondente a esta
raiz é

(cl + e+ -+ ckxkfl) e

onde cy,ca,...,CL, SG0 constantes arbitrarias. Se, além disso, as restantes raizes da equac¢do
diferencial (3.17) sao nimeros reais distintos my41,...,My,, entdo a solugdo geral de (3.17)
escreve-se

Yy = (cl +cor 4+ ezt + -+ ck:ck_1> €M + 1M 4 cpe™m,

Exemplo 71 Considere-se o problema de valores de fronteira

d?y | dy
322 162 £ 3y =0
dx? + dx Y ’
5 55 4
y(0) = vt y(3) = 7€

A equacao caracteristica associada & equagdo diferencial,
3m? +6m+3=0,

tem raizes —1 e —1, pelo que a solugdo geral da equacdo diferencial é

x

y=(c1+cor)e ™.
Atendendo as condicoes impostas, resulta

y=>5(x—1/4)e"".
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257

Representagao grifica da fungdo 5(x —1/4)e™"

Exemplo 72 Determinar a solu¢do geral da equagdo diferencial

By Py dy
8Y 429 3% gy =0
dx3 dx? de +18y =0

A sua equacgdo caracteristica,
m3—4m2—3m+1820,

tem raizes 3, 3 e —2, pelo que a solu¢ao geral da equagdo diferencial é

y = (c1 + cox) €% + 37,

Exemplo 73 Determinar a solucdo geral da equagdo diferencial

4 3 2
a7y Ay edy 4 dy

=0.
dat da3 dx? dx y

Solucdo. A sua equacdo caracteristica,
m* — 5m? 4+ 6m? + 4m — 8 = 0,

tem raizes 2, 2, 2 e —1, pelo que a solugdo geral da equacao diferencial é

Y= (01 + cox + 03562) 2T 4 cpe””.

Raizes complexas conjugadas distintas

Suponhamos agora que a equagao caracteristica (3.19) tem a raiz a + bi, onde a e b sdo niumeros
reais, e que esta nao se repete. Entao, uma vez que os coeficientes da equacao caracteristica sao
ndmeros reais, a—bi também ¢é uma raiz da equagao caracteristica que nao se repete (porqué?). A
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parte da solugao geral da equagcao diferencial (3.17) que corresponde a estas duas raizes complexas

conjugadas é
kle(a+bi)a; + k2e(a—bi)az

ou, equivalentemente,
4 (k,leib:c + kge—ibx) ’

onde k1e ko sao constantes complexas. Neste caso, as constantes k; e k3 nao podem ser arbitrarias,
pois a expressao precedente deve ter parte imagindria nula (porqué?). Assim, temos de averiguar
qual a parte real e a qual parte imagindria daquela expressao. Para esse efeito comecemos por
notar que

¢ = cos O + isenb,

pelo que,
e’ (kleibx + kze_ibx) = €% [k (cosbx + isenbx) + kg (cosbx — isen bx)]
= e [(ky + ka) cosbzx +i(ky — ko) senbz] .

Impondo que
Im(k1+k2):O = Imk; = —Imky

Re(k‘l—k‘g)zo <~ Rek‘lzRekg

obtém-se a expressao
e (¢1 cosbx + cgsenbr) ,

onde ¢; = k1 + k2 e ca =i (k1 — k2) s@o duas constantes arbitrérias reais. Portanto, a parte da
solugao geral correspondente as raizes complexas conjugadas (ndo repetidas) a + bi e a — bi é

e (¢1 cosbx + cosenbx) .

Teorema 45 Considere-se a equagio diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes
constantes (3.17). Se a equagao caracteristica associada (3.19) tem raizes complexas conjugadas
nao repetidas a + bt e a — bi, onde a e b sao nimeros reais, entio a parte correspondente na
solucao geral da equagdo diferencial (3.17) é

e (¢1 cosbx + cosenbx) .

Exemplo 74 Determinar a solu¢do do problema de valores iniciais
d%y
dz?

y(0) =1, ¢(0) = 1.

Solugao. A equagdo caracteristica associada & equagao diferencial é

+y=0,

m?+1=0,
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cujas raizes sio 0 + i. Assim, a respectiva solu¢ao geral é
y = e’ (c1cosx + capsenx) = c1 cosx + ¢ sen .
E facil mostrar que a solugcao do problema de valor inicial proposto é

Yy =cosT —2senx

©
I
+

/

t +
0 5 10 15

2T

Representagao grifica da fung¢do cosx — 2sen x

Note-se que a expressao cosx — 2senx pode ser representada na forma Acos(x + ¢). De facto,
tem-se
Acos(z + ¢) = Acosz cosp — Asenxsen p,

pelo que bastard escolher A e ¢ tal que
Acosp =1, —Asenp = -2,
vindo VB
A=+5, @=cos! ?5 ~ 1.107.

Assim sendo, outra forma (aprozimada) de representar a solugao do problema de valores iniciais
seria

y = /5 cos(z + 1.107).
Exemplo 75 Determinar a solugao do problema de valores iniciais

d>y 1ldy 37
—J L2 2=
dz2 T 3ar 367"

13
y(0) =1, y'(0) = -7
Solugao. A equagdo caracteristica associada & equagao diferencial é
1 37
m? 4+ -m+ — =0,

3 36
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cujas raizes sao —1/6 + i. Assim, a respectiva solugdo geral é
_ /6
y=e (cicosz + cosenz),
pelo que condicdes impostas conduzem & solucdo

y=e /5 (cosz — 2senx)

EANNPENG

27

Representagdo grifica da fung¢do cosx — 2senx

Exemplo 76 Determinar a solucdo geral da equacgio diferencial

P’y dy
SV 6% o5y =o.
dx? dx +25y=0

Solugao. A equagdo caracteristica associada é
m? — 6m + 25 = 0,

cujas raizes sGo 3 + 4i. A respectiva solugdo geral é

y=e? (c1 cosdx + cosendx) .

Raizes complexas conjugadas repetidas

Teorema 46 Considere-se a equagdo diferencial linear homogénea de ordem n com coeficientes
constantes (3.17). Se a equagao caracteristica associada (3.19) tem raizes complexas conjugadas

a+ bi e a— bi de multiplicidade k, entdo a parte correspondente na solucao geral da equacdo
diferencial (3.17) é

e [(cl +eor sz 4.+ cka:kA) cos bxr + (ck+1 + Cprox + ck+3:1;2 4.4+ CQkazk*l) sen bx} )
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Exemplo 77 Determinar a solucdo geral da equacgdo diferencial
dty Py Py dy
— —4—=+14—= —20—= + 25y = 0.
dz? dz3 * dz? dz Ty
Solugdo. A equagao caracteristica associada é
m* — 4m? + 14m? — 20m + 25 = 0,

cujas raizes sao 1+ 2i de multiplicidade 2. A respectiva solucdo geral é

y = e” [(c1 + caz) cos 2x + (c3 + cax) sen 2x] .

Exercicios

Exercicio 55 Determine a solu¢do geral das sequintes equacgdes diferenciais. Mostre que a
solugdo obtida verifica formalmente a equacao diferencial dada.

d2y dy d2y
(a) dx? 5d33 0y = 0. (£) dx? 9 =0.
d?y dy d3y d?y dy

d3y d%y dy d*y d3y d%y dy

d%y dy L dy
(e) @ + &y + L. 0
dz?  dr 47 7

Exercicio 56 Determine a solu¢do dos sequintes problemas de valores iniciais. Mostre que a
solugdo obtida verifica formalmente o problema de valores iniciais dado.

PPy dy ,
(0) 73— —12y=0, y(0)=3, ¥(0)=5

Py dy )
(b)) o5 +6--+5y=0, y(0)=3, y(0)=-2

d3y d*y dy , "

——3 =55 +9= —6y= = = =1.
(¢) 75 = b5 +9-"—6y=0, (0)=0, y(0)=0, y'(0)

Exercicio 57 As raizes da equagdo caracteristica correspondente a determinada equagdo dife-
rencial linear homogénea de ordem 8 sao:

3,3,3,-1,24+3i,2— 30,2+ 3,2 — 3i

Escreva a respectiva solugao geral.
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Exercicio 58 Sabendo que a funcdo e® cos2x é uma solucdo da equacgio diferencial

dly By Ay dy
Y 328 29 138 L 30y =0
g T3ty H 13 430y =0,

determine a respectiva solucao geral.

3.5 O método dos coeficientes indeterminados

Consideremos novamente a equagao diferencial linear nao-homogénea de ordem n com coeficientes
constantes
dn m—1

Yy Yy dy
Cl[)dx—n+G1W+"'+an_1%+any:}?($). (320)

Recorde-se que a solugao geral desta equacao diferencial se escreve na forma

Ye + Yp-

O método dos coeficientes indeterminados tem como finalidade a determinagdo de um
integral particular y, da equacdo diferencial (3.20). Do ponto de vista matematico, a classe
de fungoes F' a qual podemos aplicar o método dos coeficientes indeterminados é algo limitada,
conforme veremos de seguida. No entanto, esta classe contém fungoes que surgem frequentemente
nos segundos membros das equacétes diferencias lineares nao-homogéneas associadas a problemas
de indole muito variada. Portanto, do ponto de vista prético, a classe de fungoes em causa nao
é tao restritiva quanto possa parecer & primeira vista. Acresce-se que o método dos coeficientes
indeterminados tem a vantagem de, no caso de poder ser aplicado, ser muito simples.

Definigao 26 Diz-se que uma fun¢do f é uma funcao de coeficientes indeterminados
(fung¢ao CI) se obedece a uma das sequintes condigoes:

ou ainda se a funcao f for um produto finito de duas ou mais funcdes destes quatro tipos.

Exemplo 78 As sequintes funcgées sao exemplos de fungoes CI do tipo (i) — (iv).

3, e sen(2r), cos(3z —1).

Exemplo 79 As sequintes funcées sao exemplos de produtos finitos de duas ou mais fungées dos
tipos basicos (i) — (iv).

372 rsen(2z), e%cos(3z—1), e Tsen(x)cos(x)z?.
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Exemplo 80 As seguintes fungées nao sao fungoes CI (porqué?).
z+1, € +=xz, secx, tgzr, Inz.

O método dos coeficientes indeterminados pode ser aplicado apenas quando a fungao F' presente
no segundo membro da equagao diferencial com coeficientes constantes (3.20) é uma combinagao
linear finita de fungoes CI.

Definigao 27 Seja f uma fungio CI. O conjunto de fungdes que consiste na propria funcao f
e em todas as fungoes CI linearmente independentes das quais as sucessivas derivadas de f sdo
maltiplos constantes ou combinagoes lineares designa-se conjunto CI da funcao f.

Exemplo 81 Seja f(x) = 23. Trata-se de uma fungdao CI, tendo-se,
f'(z) = 322, 1" (z) = 6z, " (z) =6, F®(z) =0 para k > 3.

Assim, as funcoes CI linearmente independentes das quais as sucessivas derivadas da funcdo f
sao multiplos constantes ou combinacdes lineares sao

pelo que o conjunto CI da funcio f(x) = x3 é

Sy = {:c3, z?, 1}.

Exemplo 82 Considere-se a fun¢io CI g(x) = cos2x. Tem-se,
g (z) = —2sen 2z, g"(z) = —4cos 2z, g" (z) = 8sen 2z, .

pelo que o conjunto CI associado & fungao g(x) é

S¢ ={cos2x, sen2zx}.
Exemplo 83 A funcio h(zx) = 2% cosz é um produto de duas fungées CI: x% e cosx. Portanto,
h(z) é também uma fung¢ao CI, tendo-se

2

W (x) =2xcosx —x*senx

h"(x) = 2cosx — 4xsenx — a2 cos x

h"(x) = —6senx — 6z cos + z%senx

pliv) —

Ainda que prossigamos a derivacio, obteremos sempre combinacdes lineares das funcgoes senz,

cosx, rsenz, rcost, x2senx e x2cosw, pelo que o conjunto CI associado a h(x) é

Sy = {senw, COS &, T SeN T, T COS T, T2 Sen T, > cos:r} .
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Este conjunto CI pode ser determinado, de forma mais simples, recorrendo aos conjuntos CI

associados as funcgoes x2 e cosx. De facto,

fla)y=a* = S;={a% 1}

g(x) =cosz = Sg = {cosz,senz},

sendo o conjunto CI associado & fungdo 2

e Sy, isto é

cosx dado pelo produto cartesiano dos conjuntos Sy

Sp = S¢x S, = {xz, x, 1}><{cosx, senz} = {sensc, COST, TSENT, TCOSET, T2Senw, 1’20081‘}.

Este procedimento é generalizdvel ao produto finito de fungoes CI, podendo ser muito mais simples
do que o método directo.

Exemplo 84 Seja f(z) = z%e® cosx. Tem-se,

f(@) = fi(z) f2(z) f3(2),
onde
fl(x) 23325 fQ(x) :em’ f3(‘r) = COST
sao fungoes CI, correspondendo-lhes os sequintes conjuntos CI,
Sp = {wQ,w,l}, Sg, ={e"}, Sy ={cosz, senz}.
FEntao,
Sf = Sf1 X sz X st,
resultando,

Sy = {xQe‘” cosx, r’e®senz, xe®cosx, xe¥senx, e¥cosx, €° sena:} i

Vejamos agora em que consiste o método dos coeficientes indeterminados, que nos permitird
determinar solugoes particulares da equagao diferencial linear nao-homogénea com coeficientes
constantes

d"y "y dy
agﬁ+Q1W+---+an_1%+any:F(x), (321)

onde F'(x) ¢ uma combinagcao linear finita
F(z) = Ajui(z) + Agug(x) + - - - + Apum ()

de fungoes CI, uq, ug, ..., Umn, onde as constantes A1, As, ..., A, sdo conhecidas.

i a i previ i Xem-
Assumindo que a funcdo complementar y. foi previamente determinada recorrendo, por exem
plo, & equagao caracteristica associada a correspondente equagao diferencial homogénea, fazemos:
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1. Para cada uma das m fungoes CI
UL, Uy« « oy Uy,
determinamos o conjunto CI correspondente, obtendo assim os m conjuntos
S1,52, ..., Sm,
que lhes estao associados.

2. Suponhamos que um destes conjuntos CI, por exemplo S;, ¢ um subconjunto de outro
conjunto CI, Si, ou seja S; C Si. Nesse caso, omitimos o conjunto S; de qualquer consid-
eracao futura, preservando somente o conjunto Si. Este tipo de andlise aplica-se a todos
os conjuntos CI obtidos no passo 1.

3. Consideramos agora cada um dos conjuntos CI restantes (depois do passo 2). Suponhamos
que um destes conjuntos CI, por exemplo S;, inclui um ou mais elementos que sdao solugao
da equagao diferencial homogénea associada. Nesse caso, multiplicamos cada um dos ele-
mentos de Sy pela menor poténcia inteira de x, de forma a que o conjunto resultante nao
contenha nenhum elemento que seja solucao da equagao diferencial homogénea associada.
Como resultado deste processo o conjunto S; é substituido pelo conjunto CI “revisto” Sj.
Novamente, este tipo de andlise aplica-se a todos os conjuntos CI obtidos apés o passo 2.

4. Em geral, teremos neste momento

(i) Alguns dos conjuntos CI originais, os quais ndo foram nem omitidos no passo 2, nem
“revistos” no passo 3

(ii) Alguns conjuntos CI “revistos” no passo 3

Formamos entao uma combinacao linear dos elementos dos varios conjuntos com coeficientes
desconhecidos (mas constantes) — os coeficientes indeterminados.

5. Determinamos o valor de cada um dos coeficientes indeterminados substituindo a com-
binagao linear obtida no passo precedente na equagao diferencial nao-homogénea (3.21),
obrigando a que se verifique uma identidade. Obtém-se desta forma uma solugao particu-
lar da equacao diferencial nao-homogénea (3.21).

Exemplo 85 Resolver o problema de valores iniciais

d? d
d_xg _Qd_z — 3y = 2e* — 10senx

y(0) =0, y'(0) = 0.
Solugao. A equagao diferencial homogénea associada é

d?y  dy
a2 g =0
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sendo a equacdo caracteristica correspondente m? — 2m — 3 = 0, cujas raizes sio 3 e —1.
Assim, as funcdes €3* e e formam um conjunto fundamental de solugdes da equacio dife-
rencial precedente, pelo que a funcao complementar é

3 —
Yo = c1° + coe” Y,

onde c1 e ¢y sao constantes arbitrarias. Sendo f(x) = 2e* — 10senxz uma combinagao linear
finita de (duas) fungées CI, tem-se

f(x) = 2f1(x) = 10fo(x),

onde
filz)=¢€",  fo(z) =senz
sao fungoes CI. Assim,
Sy ={e"}, St, = {senw,cosx}.
E obvio que Sy, ¢ Sy, e Sy, € Sy,. Por outro lado, nenhum dos elementos destes conjuntos sio
solugdo da equagao diferencial homogénea associada (porqué?), pelo que os passos 2 e 3 descritos

anteriormente ndo se aplicam. Desta maneira, uma solucdo particular da equagdo diferencial
dada é da forma

yp = Ae” + Bsenx + C cos z,
onde A, B e C sao coeficientes a determinar, vindo
2

d d
ﬂ:Aem—l—Bcosx—Csen:c, ﬂ:AeI—Bsena:—Ccosx.
dx dz?

Atendendo a que deverd ter-se

Py dyp

702 T 3yp = 2¢” — 10sen x,

a substituicao das expressoes encontradas para yp, y;) e y;’ na equacdo diferencial precedente
conduz a

—4Ae” + (2C —4B)senz + (—4C — 2B) cosx = 2¢* — 10senz,

ou seja,
(—4A—-2)e* + (2C — 4B+ 10)senx + (—4C — 2B) cosx = 0,

que deverd verificar-se para todo x real. Assim, sendo as funcgdes €*, cosx e senx linearmente
independentes em R, a combinacdo linear precedente sé é nula para todo x real se

—4A-2=0, A=-1/2,
2C — 4B +10 =0, & B=2,
—4C — 2B =0, C=-1.
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Portanto, a aplicagdo do método dos coeficientes indeterminados permite obter a sequinte solucao
particular para a equagdo diferencial dada,

1
Yp = —5633 +2senx — cosz.

Assim, a sua solucdo geral é

T

1
Y=Yc+Yp= 163 + cpe™ " — 56:5 4+ 2senx — cosz.

O cdlculo das constantes ¢ e cy é feito impondo as condi¢oes y(0) =0 e y'(0) = 0, resultando

3 1
Y= 56_‘” — 56”3 + 2senx — cos .

0257

-0.5 0 0.5 1 1.5 2
I | |

-025T

-0.75T

-1.25™

Representacgdo grifica da funcdo %e_” — %e” + 2senx — cosx

Exemplo 86 Determinar uma familia de solucdes da equagio diferencial

dy dPy 2
— +— =3z +4senx — 2cos .
dz*  dz?
Solugdo. A equagao diferencial homogénea associada é
dy  d%y

ot Tz =

cuja equagdo caracteristica, m* +m? = 0, tem raizes 0, 0, i e —i. A fungdo complementar é,
portanto,
Ye = C1 + C2T + C3S€N X + C4 COST.

Por outro lado, o termo nao-homogéneo da equacao diferencial dada,

32% + 4senx — 2cosz,
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é uma combinagao linear das fungées CI
f(z) = 2?2, g(x) =senz, h(z) = cosx.
Os respectivos conjuntos CI sao
Sy = {mQ,m, 1} , Sy = {senz,cosx}, Sy = {senx,cosz}.

Dado que Sy e Sy sdao idénticos, retemos apenas os conjuntos Sy e Sy. Relativamente a Sy,
note-se que este conjunto contém dois elementos, 1 e x, que sao solucao da equacio diferencial
homogénea associada (porqué?). Entdo, multiplicamos todos os elementos de Sy (e apenas de
S¢!) por a2, resultando

Sy = {:174,3:3,3:2}.

No que respeita ao conjunto Sy, os seus dois elementos sao solugcdo da equagdo diferencial ho-
mogénea associada (porqué), pelo que multiplicamos todos os elementos deste conjunto por x,
obtendo-se

S, ={zsenw,xcosx}.

A solucdo particular é da forma
Yp = Az* 4+ Ba® + Ca? + Dz senz + Ex cos,
pelo que
Yp = 4Ax3 + 3Bx? + 20z + Dsenz + Drcosx + Ecosx — Exsenx
y;,’ = 12422 + 6Bz + 2C + 2D cosx — Dz senx — Excosz — 2F sen x
yg’ = 24Ax +6B — Dxcosx —3Dsenxz + Exsenx — 3E cosx
y](,w) =24A + Dxsenxz — 4D cosx + Excosx + 4F senx.
Dado que y, deve verificar

dly, = d
djf + —dj; =322+ 4senx — 2cosx

para todo x real, tem-se
(124 — 3)2® + 6Bz + (24A +20) 2° + (2D — 2)cosz + (2E —4)senz =0,  Vz € R.

2

Dado que as fungdes x°, x, 1, cosx e senx sdo linearmente independentes em R, resulta

(124 -3 =0, ((A=1/4,
6B =0, B =0,
24A 4 2C =0, & C = -3,
2D —2 =0, D=1,

| 2E—4=0, E =2,

\
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pelo que um integral particular da equacdo diferencial dada é

1
Yp = Zx‘l — 322 + zsenx + 2z cos ,

sendo a sua solugcao geral,
L 4 2
Y=1Yc+Yp=c1+c2r+c3senz + cqgcosT + Zaz —3z° + xsenx + 2z cos x.

Neste 1ltimo exemplo foi necessario aplicar os passos 2 e 3 descritos anteriormente. Que conse-
quéncias teria a nao aplicagdo de cada um desses passos? Impedird a nao aplicacdo de qualquer
um deles a determinagao de uma solucao particular? Para responder a estas questoes sugere-se

considerar a equacao diferencial
Py | dy
I 459
dx? + dx e

e tentar determinar a sua solucao geral usando o métodos dos coeficientes indeterminados:
(i) sem aplicar o passo 2; (ii) sem aplicar o passo 3.
Exercicios

Exercicio 59 Relativamente as equagdes diferenciais sequintes indique se podem ser resolvidas
usando o método dos coeficientes indeterminados. Justifique.

d2y de

(a) wzélwz. (d) @+y:1+3coshx.
dy d3y
Y 4y =cosz. SV opy= .
(b) yda: + 1y =coszx (e) 723 xy p—
dy d2y
(¢) o, Ty = cosz. (f) @—Fﬂ:&

Exercicio 60 Determine a solugdo geral das sequintes equagoes diferenciais.

d%y dy d*y dy

(a) dx? 3dar: T2y * (d) dx? + dx + 10y = dwe
Py dy o 3 Py Py dy 2

(b) W_Q%_gy:% — 2le 37, (e) $+w—%—y:sen2x+2x + 1.
e d d?

(¢) d—;é+2£+5y:6$en2m+7cos2m. (f) d—;é+4y=12$2—1633(1082$~

Nota: no caso das equagoes diferenciais com seqgundos membros que sdo combinagoes lineares
de duas fungoes CI, kifi + kofa, determinar também a respectiva solugdo geral recorrendo &
resolucao de duas equacdes diferenciais com sequndos membros fi e fs.

Exercicio 61 Determine a solugdo dos sequintes problemas de valores iniciais.
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d2
(a) 5 +4y=8sen2z, y(0) =6, y(0)=8.

d2y 2 x /
(b) o~y =120%e7, y(0)=1, ¢'(0)=0.

PPy dy ,
(€ g2 -7, =% ¥2)=0 y@2)=2

3.6 O método de variacao das constantes

Embora o método dos coeficientes indeterminados seja relativamente simples de aplicar, a verdade
é que o seu ambito de aplicacao é algo limitado. De facto, conforme vimos, a classe de funcoes
que podem surgir no segundo membro da equacao diferencial a resolver é restrito e, por outro
lado, a equacao diferencial deve ter obrigatoriamente coeficientes constantes. Assim, o método
dos coeficientes indeterminados nao poderia ser aplicado para determinar uma solucao particular
da equacao diferencial

LR
—_ — x
de y g )
pois tgx nao é uma fungao CI, nem da equagao diferencial
d3
—= +xy =cosx

j& que nao tem coeficientes constantes. Desejarfamos portanto ter um método para determinar
uma solucao particular que possa ser aplicado em todos os casos, inclusivamente quando os
coeficientes ndo sdo constantes, sempre que seja conhecida a fungio complementar. E neste
contexto que surge o método de variagao das constantes — também designado método de
variacao dos pardmetros. Consideraremos este método para determinar uma solugao particular
de equagoes diferenciais lineares nao-homogéneas de ordem n.
Comecemos por considerar a situagao em que a equagao diferencial é de segunda ordem
(n = 2). Tem-se ,
ag(m)% + al(x)% + az(z)y = F(z). (3.22)

Suponhamos que f e g sao duas solugoes linearmente independentes da equacao diferencial ho-

mogénea associada

d? d
ag(:r)d—xg + a1 (x)d_:yc + az(z)y = 0. (3.23)

A fungao complementar correspondente seria

Ye = c1f(x) + cag(),

onde c; e ¢y sdo constantes arbitrarias.
O procedimento no método de variagao das constantes consiste em propor que uma solugao
particular da equagao diferencial linear ndo-homogénea (3.22) é da forma

Yp = v1(x) f(x) + va(z)g(x),



110 3. Resolugao analitica de equagoes es diferenciais lineares de ordem n

onde v1 e vy s&o0 fungdes a determinar. Note-se desde jd a semelhanca entre as expressoes de y.
e Yp, como se as constantes arbitrdrias c; e cp passassem agora a “variar”, transformando-se nas
fungoes vy e vg, respectivamente. A designacdo do método deriva desta semelhanga. Seja entao

yp = v1(x) f(z) + v2(2) g().
Temos duas incégnitas, v1 e ve, mas apenas uma condigao,

d2yp

d
— S 4 gy (x)y, = Fla), (3.24)

+ a1 (l’) e

ap ()

pelo que teremos de impor uma condic¢ao adicional. Tal serd feito por forma a simplificar ao
méximo os calculos a efectuar. Assim,

Yp = v1(2) f(2) +v5(2) g(z) +v1(2) f'(2) + v2(2) ¢ (@)
Estabelecemos a condicao arbitrdria impondo que
vi(z) f(@) +va(x) g(x) =0 (3.25)
para todo x no intervalo de interesse. Desta forma, a expressao para yj’o simplifica-se, vindo
yp = v1(z) f'(2) + v2(z) ¢' (),

pelo que

yp = v1(2) f'(z) + vh(@) ¢'(2) + vi() f7(2) + va(2) 9" (2).
Note-se que devido & condigao imposta, a expressao de yl’,' nao contém segundas derivadas das
fungdes v1 e va. Substituindo as expressoes para yy, ¥, € y, na equacio diferencial (3.24) resulta

U1 [ao(fﬂ)f” +ay(x)f' + ag(x)f] + V2 [ao(x)g" + a1(z)g’ + CLQ(CL')Q] + ao(x) [Uif/ + Uégl] = F(z).

Atendendo ao facto de f e g serem solugoes da equacao diferencial (3.23), a equagao diferencial
(3.24) escreve-se agora

ap(z) [vi(2) f'(x) +vy(2) g'(2)] = F(a).
Em resumo, as funcoes vy e vy deverao obedecer a
{ vi(2) f(@) + v3(z) g(2) =0,
vi(2) f'(2) +v3(z) ' (z) = F(z)/ao(z).

Note-se que a condigao imposta (3.25) nao sé simplificou os cdlculos, como permitiu que o sistema
de equagdes precedente apenas inclua as incégnitas vi(x) e vh(z). O sistema de equagdes (3.26)
pode-se escrever na forma matricial

f(z)  g(z) (Ui(gj))_( 0 )
@) ¢ | \ @ ) \ F@)/ax) )’

(3.26)
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cujo determinante associado,

f'(z) g'(x)

mais nao é do que o Wronskiano das fung¢ées f e g. Uma vez que estas fungoes sao, por hipétese,
linearmente independentes, resulta que o determinante nunca se anula. Desta forma, o sistema
de equagoes (3.26) tem solucao tnica, a saber ("regra de Cramer")

0 g@w
o (@) = LE@)/a0() J@|_ Pyl
! f(z) g(x) ao(z)W [f (), 9(z)]
fl(z) ¢'(x)
f(=) 0
@) = L@ F@/a@ |_  F@)fk)
2 f@) g() ao(2)W [f (), g(z)]

Obtemos assim v1 e vy definidos por
_ [ F(t)g(t)
we) =~ [ aw i am

o FW)
QM@‘+/<mmvmmmmﬁ'

A solugao particular da equagao diferencial (3.22) obtida por aplicacao do método de variagao
das constantes é assim

yp(z) = vi(2) f(2) + v2(2) g(),

onde v1(x) e va(x) sao dadas pelas expressdes precedentes.

Exemplo 87 Consideremos a equacao diferencial

@—i- =tgx

Conforme jd tivemos oportunidade de ver, a fung¢do complementar associada é

Ye = C1COST + CcaSen x,

pelo que queremos determinar um integral particular da equacgdo diferencial dada que seja da
forma
yp = v1(z) cos x + va(x) sen .
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Tem-se
Yy, = vy (z) cosz + vy(x) senz — vi(z) sen  + va(z) cos .

Impondo a condi¢io (arbitraria)
v} (x) cosx + vh(x)senx = 0
para todo x real, vem
Yy, = —vi(z)senz +vo(x)cosz =y, = —vi(z)cosz — va(x)senx — vi(x) senz + vh(z) cos z.

Dado que y, deve verificar
d2yp

a2 +yp = tgx,

resulta
—v1(x) cosz — va(x) senx — v} (z) senz + vy(x) cosz + vi(z) cos T + vo(z) senx = tgx,
15to €,
—v}(z)senx + vh(r) cosx = tgx.

Portanto, o sistema de equacdes a resolver é

/

v} (z) cosx + vh(z) senz = 0,
—vi(x)senz + vh(z) cosz = tgx,

vindo

0 senz

‘ CcOsS & 0 '

tgx cosx —senxr tgw
vi(z) = & = —tgxsenw, vh(z)= 8 ':sengz:7

COS T sen T COST sen

—Senxr Ccosx —Ssenxr Ccosx

ou, equivalentemente,

(r) = senx.

vj(z) = cosz — secx,
v

Assim,
{ vi(xz) =senx — In [secz + tg x|,

va(x) = —cos x,

pelo que a solucao particular é
yp = (senz — In|secz + tgx|) cosz —senx cosx = — In [sec z + tg x| cos x.
A solugao geral da equacdo diferencial dada é

Yy=1yc+yp,=circosx+ cpsenz — In|secz + tgz|cosx.
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Exemplo 88 Determinar uma familia de solucédes da equacdo diferencial

dgy dy 2
(2% +1) 25 =20 + 2y =6 (2” +1)".

Solugdo. A equacdo diferencial homogénea correspondente,

d?y dy
i) = 2= 2=
(m+)dm2 T 2 0,

tem, conforme vimos no Exemplo 64, a sequinte solu¢do geral
Yo =17 + ¢z (z* — 1).

Assim sendo, tem-se
Yp = V1T + V2 (xz —1),

pelo que

y;) = vjx + v} (x2 — 1) + v + 2209,

Impondo a condicao
viw + vh (az2 - 1) =0

para todo x real, resulta
Y, = v1 + 2207 = Yy, = V| + 2xvy + 20,
Substituindo as expressoes obtidas para yy, yz') e yg na equacao diferencial
2 i / _ 2 2
(2® +1) yp — 22y, + 2y, = 6 (° +1)7,
vem
(x2 + 1) (v] + 220y 4 2v2) — 22 (v1 + 2302) + 2013 + 202 (x2 -1)=6 (ac2 + 1)2 ,
ou seja,
(z® +1) 0] + 2z (2® + 1) v} :6(a:2+1)2.

Consequentemente, o sistema de equagoes a resolver é

zv] + (22 — 1) vh =0,

V) 4 2avh =6 (2 + 1),

obtendo-se
0 z?2—1 x 0
6(z2+1) 2 1 6(z*+1)
/ o N 2 / _ _
,Ul(x)_ r x2—1 —6(1—1} )7 ’1)2(1})— r 22_1 = b,
1 2x 1 2x
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pelo que
{ v1 = 6 — 223,

vy = 322
Desta forma, tem-se
Yp = V1T + V2 (x2 - 1) = 622 — 22% 4 322 (3:2 — 1) =322 + 24,
sendo a solugdo geral da equacao diferencial proposta dada por
Y=ye+yp=c1z+co (2® — 1) +32% + 2.

Exercicio 62 resolver o problema de valor inicial

d3y dy dy e’
kR e A

3 11
1 — __ /1 _ /11 _
y(1) REAY 16 v =——e

tem solugao geral
Ye = (01 + cox + 033:2) er.

A aplicagdo do método de variagdo das constantes sugere
Yp = (u1 + ugx + usxg) e’,

resultando
Y = yp + (u) +uhz + uba?) €” + (uz + 2zuz) €”.

Impondo
u) 4 uhx + uhz? =0

para todo x > 0, obtém-se
Yp = Yp + (u2 + 2zu3) e =y, =y, + (u2 + 2zu3) €® + (uh + 2zu3z) €” + 2uze”
= Yy = Yp +[(2u + dzuz + 2u3) + (ug + 2zu3)] €”

Necessitamos de impor uma sequnda condi¢ao, a saber,

uy + 2zuy =0
para todo x > 0, vindo

Yp = Yp + Qug +4zuz +2uz)e” =y =y, + [2(uh + 2zu3z) + 2uz + 6uz + 2up + drug) e”
=y, =y + (2u3 + 6uz + 3uz + 6ru3z) €”
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Substituindo as expressoes obtidas para yp, y,, Y, €y, na equagdo diferencial

el‘
yg’,”—3y§§+3y,’)—yp = T x>0
resulta

T

[(2ug + 6ug + 3ug + 6mU3) — 3 (2ug + 4zus + 2us) + 3 (ug + 2xu3)] et = %7

ou, equivalentemente,

!/
2“3 — 5,
pelo que temos o sequinte sistema de equacgoes
T
/
uf + uhr + uhz? =0, =5
/ A
Uy + 2zuz = 0, N uh = —1,
1
2“% = u/ — i
3 9
€T 2z
vindo
22
Uy = —
4
Uy = —I
1
uz = 3 Inx,
ou seja,

3 1 9 o
Yp = —Z+§lnx xe”,

tendo-se a solugao geral

3 1
Y= (01 + cox + C3SL‘2) e’ + <_Z + 3 lnx) z2e”,

ou seja,

1
y = (01 + ez + 03932) e’ + §£C2€x Inx

Impondo as condicdes iniciais impostas obtém-se

3 1 9 4
y-(—z—i—ilnx)me.
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2007
150T
1007

507

-507T

3 1
Representagao grdfica da funcao (_Z + 5 In z)z%e”

Exercicios

Exercicio 63 Determine a solucdo geral das sequintes equacdes diferenciais.

d*y d?y dy 1
(a) 72 Ty = cotg. (d) @—1—3@—#%— 1o

d*y 5 d*y dy .
(b) @ﬁLy:tg x. (e) ph %—l—y:éle Inz, >0
(c) @+6@—|—9 —67333 (f) @—@——i—ln -1 >0
© da2 de YT T de3  dx a2 Tt

Exercicio 64 Determine a solucdo geral da equacdo diferencial

d? d
xQd—;é—:c(m—i-Z)ﬁ—i-(x—i-?)y:x‘g, x>0

sabendo que xe® é uma solucdo da equacao diferencial homogénea associada.

Exercicio 65 Determine a solugdo geral da equagio diferencial

sen’ :c@ - 2senxcosx@ + (14 cos’z)y =2sen’z, =z €]0,7/2]
dx? dx ’ ’

sabendo que senx e xsenx sao solugdes da equacao diferencial homogénea associada.

3.7 A equacao de Cauchy-Euler

Vimos anteriormente como obter a solugao geral de equagoes diferenciais lineares homogéneas de
ordem n com coeficientes constantes. Nesses casos é relativamente facil determinar um conjunto
fundamental de solucoes e, consequentemente, a respectiva fungao complementar. No entanto, no
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caso (geral) em que os coeficientes nao sao constantes a situagao é bem diferente, sé se podendo
obter a funcao complementar em casos muito especiais. Um desses casos designa-se equagao de
Cauchy-Euler, sendo esta da forma

n m—1
y 14"y dy
agr" —= + a1x et ap1x—= 4 apy = F(x), 3.27
0T + a1 | + n—1T T+ anY (z) (3.27)
onde ag, ai, ..., a, sdo constantes reais. Note-se que 0s termos que surgem no primeiro membro
da equagao precedente sao da forma
ok dry

dxk”
A resolugao deste tipo de equacédo diferencial basea-se no seguinte resultado.
Teorema 47 A transformacio x = €' reduz a equagdo diferencial de Cauchy-Euler (3.27) a uma

equacao diferencial linear de ordem n com coeficientes constantes .

Demonstragao Consideremos o caso correspondente a uma equagao diferencial de segunda
ordem (a demonstragao no caso geral é similar). Tem-se

d? d
aode—xg + awcd—gyc + azy = F(z). (3.28)
Da mudanca de varidvel
z(t)=¢e', x>0,
resulta
z(t) = ¢ & t(z) =Inz,

pelo que, atendendo a dependéncia y = y(t(z)), decorre desta transformagao
dy dydt dyl
der dtdr dtz’

isto &,
dy _dy
i a—— 2
Tz " dt (3.29)
Vejamos agora como se transforma a segunda derivada. Tem-se
Py d f[dy) _d [dy}
dz?2  dx \dx | dx |\ dtx

SRS RN
de |dt | x  dtdr \z

_ Ld(w)k_ L
xdt \dt ) dev 22 dt
1d?y1  1dy

rdt? x 2 dt

_ 1y dy
o2\ a2 dt )’



118 3. Resolugao analitica de equagoes es diferenciais lineares de ordem n

pelo que
dy _dy dy
2
cvy_29 % 3.30
T TR @ (3.30)
Substituindo as expressoes (3.29) e (3.30) na equagao diferencial (3.28), obtém-se a equagao
diferencial
d2

d
Y4 (a1 — ap) 2L + agy = F(eh),

dt? dt

>y dy dy
— — = F &
ao (dt? dt) +a1dt + agy = F(e) ao

que é do tipo
d%y dy
a0

com by = ag, by = a1 —ag, bs = az, G(t) = F(e!). Fica assim demonstrado o resultado pretendido.
Observe-se que na demonstracao supods-se que z > 0. No caso de ser x < 0, a mudanca de
varidvel a realizar é = —e!, mantendo-se o restante procedimento inalterado. [ |

bo—= + by = G(t),

Exemplo 89 Determinar a solugcao geral da equacgdo diferencial

d? dy
xzdzy 2d——|—2y—x x> 0.

t

Solugao. Seja x =e*. Tem-se, t =1Inx e

L _dy Py Py dy

Yar T ar T da? a2 at
resultando a equagdo diferencial

>y dy dy d%y dy 3
— 2 27 12 & SV _ 3% gy =
"t Cdt az Va7
Obteve-se portanto uma equacgdo diferencial linear com coeficientes constantes que pode ser re-
solvida usando o método dos coeficientes indeterminados. Comecemos entdo por considerar a
equacao diferencial
d?y dy
— —3—+2y=0.
dt? dt +

A equacgdo caracteristica associada é
2 _
m°—3m+2=0,

cujas raizes sao mi1 =1 e mg = 2, pelo que

Ye = clet + 0262t.

Usando o método dos coeficientes indeterminados, pretendemos determinar uma solu¢do parti-

cular de d2 p
Y

——3— 2y =

@ Syt
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a qual deverd ser da forma y, = Ae3' (porqué?). Assim,
Yp = Ae? = y}', = 3A4¢e3 = y;,’ = 9A4¢e*,

pelo que
Yp — 3y + 2yp = 3t = 24e3 = &3,

resultando A =1/2. Obtém-se assim

L 3
=—e
yp 2 9
sendo a solugdo geral da equacao diferencial proposta
t ot , 1 3
Y=Y+ Yp=cre +cze +§€ )

ou, atendendo & transformacdot =Inzx,

1
y = c1x + cox? + 5903.

Exemplo 90 Determinar a solu¢do geral da equacgao diferencial

d? d
2229 4%y 2y =4In(—z), z<0.

da? dx
Solugao. Fazendo x = —¢' tem-se t = In(—z), vindo
W _dy pdy Py dy
de — dt’ de? — dt?  dt’

A equacgao diferencial dada passa a escrever-se

d? d d
Py _dy dy

dt2  dt dt

2y . d
vy=4t o Y3y

9y = At.
az o T

Obteve-se portanto uma equacgdo diferencial linear com coeficientes constantes que pode ser re-
solvida usando o método dos coeficientes indeterminados. Comecemos entdo por considerar a
equacao diferencial

d*y | dy

W+3a+2y:0.

A equacao caracteristica associada é
2 —
m°+3m+2=0,
cujas raizes sao my = —1 e mg = —2, pelo que

Ye = cle_t + 026_2t.
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Usando o método dos coeficientes indeterminados, pretendemos determinar uma solu¢do parti-
cular de )
a7y | ,dy
— +3— + 2y = 4t,
az T

que deverd ser da forma y, = At + B (porqué?). Assim,

yp:At+B = y;:A = yg:()’

pelo que
Yy + 3y, + 2y, = 4t = 3A+2(At+ B) = 4t,

resultando

3A+2B =0, B = -3,

=

2A =4, A=2.

Obtém-se assim
Yp = 2t — 3,

sendo a solugdo geral da equacdo diferencial proposta
Y="Yc+yYp= cre t + coem 2 42t — 3,
ou, atendendo a transformagao t = In (—x),
y = c1z + cox? + 2In (—z) — 3.

Exemplo 91 Determinar a solucdo geral da equagdo diferencial

(33—3)2%4—(3:—3)% :m, v >4,
Solugao. Fazendo z = x — 3 vem
2
22%+z% :ﬁ, z>1.

Considerando agora a transformacdio z = €t, resulta

Ay _dy o L&y Ly dy

dz dt’ dz2  dt?  dt
A equacao diferencial dada passa a escrever-se,
d%y @ @ 1 d%y 1

a2 dt | dt  t < a2t

Assim
Ye = €1 + Cat.
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Para determinar uma solucdo particular da equagao diferencial temos de usar o método de va-
ria¢io das constantes (porqué?). Tem-se

Yp = u1 + ugt = Yy = uy + upt + ua.
Considerando a condicdo arbitrdria
ul +ust =0 Vt >0,

resulta y, = ug, vindo

yp = U
Assim )
d°y, 1 ;1
— == = uy = -,
a2t 2T
pelo que temos o sistema de equagoes
u) +ubt =0, up = —t,
-~
uh =171 us = Int,
resultando
yp = —t +tint.

Tem-se para a solucdo geral da equagdo diferencial proposta,
Y=Y+ Yp =201 +02t+tlnt7
ou, atendendo a que t =Inz e z =x — 3,

y=c1+cln(z—3)+1In(z—3)In[ln(z - 3)].

Exercicios

Exercicio 66 Determine a solucio geral das sequintes equagoes diferenciais.

d*y dy d*y dy
2 _ 2 _
(CL) xw—Sx%—i—&y—O (C) Q?w—4$%+6y—4$—6
2 d a2 d
(b) de—;;qud—iJrgy:o, x> 0. (d) x2d_xg +4xd—i+2y:4lnm, z > 0.

Exercicio 67 Determine a solug¢ao dos sequintes problemas de valores iniciais.

d? d
(a) xQd_;;Jer%—ﬁy:le?, y(1) =1, (1) =6
b 2LV g 0, y(1)=0, y(1)=1
6) 2*75-6y=lnz, >0, y1)=0, y(1)=1

Exercicio 68 Determine a solugdo geral da equacao diferencial

d? d
(m+1)2d—gg—(a:+1)d—i—3y:x2—1, r < —1.
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3.8 Exercicios de revisao do Capitulo 3

Exercicio 69 Determine a solucdo geral das sequintes equagoes diferenciais.

By &
(a) T5+25=2ate, (d) Z5+y=2cosa+1.

) 2 — 2= 4y =4 +4e ", -3 —2-—5 4+ —= =1+ 6xe”.
O) Gaz g YT e ©) T3 P Ty T
© Do g gerin () W gy
© @B A e T az at T '

d? dy e’ d?y
(a) d_.%z_2%+y:; (C) w—i—y:cotgm‘.
d?y dy e’ d?y 9
(b) @_2%+2y2005$. (d) @—i-y:Gcos L.

Exercicio 71 Determine a solucdo geral da equacdo diferencial

dzy dy 2t
1= = =(t—1
(t=1)g —t +y = (=1,

sabendo que t e et sao duas solugdes da equagdo diferencial homogénea associada.

Exercicio 72 Determine a solugdo geral da equagio diferencial

Exercicio 73 Determine a solugdo geral da equagio diferencial

2
xQ%—xj—i—i—y:le, x>0,

sabendo que xInx é uma solugdo da equacao diferencial homogénea associada.
Exercicio 74 Determine a solugdo geral das sequintes equagoes diferenciais

d? d
(a) t2ﬁf + td_j: + 4z = 0.

d*y dy
(b) (x—l)zw—(w—l)%—i—y:ﬁ, x < 1.
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2
(c) mQ%—l—Qx%—i—y:xlnaz, x> 0.
?y | ,dy

Exercicio 75 Considere-se uma mola que estd fixra num dos seus extremos. Um objecto pontual
P, de massa m, estd preso na outra extremidade da mola. Suponhamos que o afastamento de P
relativamente & posicao de equilibrio O obdece a seguinte lei (movimento livre e nao amortecido)

A2z

mﬁ—i-kx:o,

onde k > 0 é a constante de elasticidade da mola, ou

d2z

d—t2+)\2$=0,

onde \? = k/m. Sabendo que P parte com wvelocidade x'(0) = vy, do ponto de abcissa xo,
determine:

(a) x(t).
(b) o wvalor minimo e mdzximo da abcissa de P.

(c) o periodo do movimento de P.

Exercicio 76 Considere-se uma mola que estd fixra num dos seus extremos. Um objecto pontual
Q, de massa m, estd preso na outra extremidade da mola. Suponhamos que o afastamento de Q)
relativamente a posi¢ao de equilibrio O obdece & sequinte lei (movimento livre e amortecido)

d*z dx
m@ + CLE + kx = 0,

onde k > 0 é a constante de elasticidade da mola e a > 0, ou

A2z dx
— 4+ 20— + N =
pTD + o + Xz =0,

onde N2 = k/m e a/m = 2b. Sabendo que Q parte com velocidade ' (0) = vg, do ponto de abcissa
xo, determine x(t) quando:

(a) b< X (a<2VEkm).
() b=X (a=2VEkm).
(¢c) b>X (a>2VEkm).



124 3. Resolugao analitica de equagoes es diferenciais lineares de ordem n

Exercicio 77 Considere-se uma mola que estd fiza num dos seus extremos. Um objecto pontual
M, de massa m, estd preso na outra extremidade da mola. Suponhamos que o afastamento de M
relativamente & posicao de equilibrio O obdece & seguinte lei (movimento for¢ado correspondente
a ac¢ao de uma forga externa F coswt)

d’x dx

m@ +a$ + kx = F coswt,

onde k > 0 é a constante de elasticidade da mola e a > 0, ou

onde \2 = k/m, a/m = 2b e E = F/m. Sabendo que M parte com velocidade z'(0) = vg, do
ponto de abcissa xo, determine z(t) quando A\ =w e b < \.

Exercicio 78 Considere-se um circuito eléctrico constituido por uma forca electromotriz que
produz uma queda de tensao E, uma resisténcia R, uma bobine com indutdncia L e um conden-
sador com capacitincia C, ligados em série. Nestas condi¢des a carga instantdnea no condensador
q € tal que

d?q dg 1
L—+4+R—+—=q=F
az e telTh
sendo a intensidade de corrente i em cada instante dada por
. dq
1= —.
dt

Considere um circuito do tipo descrito (RLC) em que E = 100cos 60t (Volts), R = 4 (Ohms),
L =0.1 (Henries) e C =1/40 (Farads).

(a) Determine a carga do condensador em cada instante sabendo que mo instante inicial a
intensidade de corrente e a carga do condensador eram ambas nulas.

(b) Determine a intensidade de corrente.

3.9 Solugoes dos exercicios do Capitulo 3
48. (b) y = c1€* + coxe®™; (c) y = e® + 3e*x.
49. (b) y = c1x + oz
50. (d) y = c1e® + coe*®.
51. g(z) = 2, y = c12 + cont.
52. q(z) =x+ 1,y =c1e®*® +co (x +1).

53. (b) ye = c16® + c2e®;  (d) Yy = ye + Yp = c1€% + 2€?® + 22% + 63 + 7.
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

63.

64.

65.

Yp = 2/3+ 2z — 3e”/2.

x x

(a) y = c1€%* 4 cpe3®: (b) y = 1637 + cpe™ ", (c)y= 1™ 4 2637 + cze ",

d) y = (c1 + caz) €*; () y = (c1 + o) e /%, (f) y = ¢1 cos 3z + cg sen 3

23:.

g)y= (01 + cox + 03:1:2) e (h) y = 1% + 237 + cze T senx + cpe ¥ cos x;

(
(
(i) y = iz + c2x® + c30? + ey + cs.
(a) y=2e* + 737 (b) y= (13e™* — e~ ) /4;
(

c)y — \/3e3/2 ( sen \/% + cos @x) )

y = e3%(c1 + cox + c37?) + cae™® + e2*[(c5 + cox) cos 3 + (c7 + cgw) sen 3z].
Y = c1e 2% + coe 3 + e (cgsen 2z + ¢4 cos 2).

(a) Sim, pois a equagao diferencial é linear, com coeficientes constantes, e o segundo membro
é um nuiltiplo da funciao CI z2; (b) Nio, pois a equacao diferencial ndo é linear; (c) Nao,
pois a equacao diferencial apesar de ser linear nao ¢ de coeficientes constantes; (d) Sim,
pois a equacao diferencial é linear, com coeficientes constantes, e o segundo membro é uma
combinagao linear das funcoes CI 1, e” e e™®; (e) Nao, pois a equagao diferencial nao é de
coeficientes constantes e o segundo membro ndo é uma combinacao linear finita de funcoes
CI; (f) Sim, pois a equagao diferencial é linear, com coeficientes constantes, podendo-se
reescrever por forma a que o segundo membro seja um muiltiplo da funcio CI z7.

a)y
)y
d) y
y
y
6

c1e” + cae® + T+ 62 +22%  (b) y = c1e™ + 6™ — (¥ +6e77) /2;

“P(cy sen 2z + ¢o cos 2x) + 2 sen 2x — cos 21;

(/2 +1/10) e72* + =% (c1 sen 3z + cg cos 37);

e c1e” + e (co + c3x) — 9 + 4o — 222 —|—250052:1: 2556112:10

)
)

(
(
(
(
(f
(a)
(
(
(
(
(

1 €os 2x + cosen 2z — x cos 2z — 222 sen?a:—§ + 322,

cos 2z + Hsen 2z — 2z cos2x;  (b) y = (223 — 32 + 3z — 1) ¥ + 2¢7%;
c) 5e* 2 —22/2 —x — 1.

<
\ |

a) c1senz + cp cosx + sen z In |cosec x — cotg x|;
b)

C

3 (e1 4 cer) ez (Inz — 1); (d)y = cre " +ege 2+ (e + e 2%) In(e” + 1);

Y=

Yy =crsenx + cycosx — 2 + senz In(sec x + tg z);

Y

y=e"(c1 +cox) +2%e® (2Inx —3); (f) ¢1 +coe® +cze™ +xlna.

)
e)

y=ciz(e* —1) +coz (e* +1) — 22

y = (c1 + cax) senx + z? sen z.
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66.

67.

68.
69.

70.

71.
72.
73.

74.

75.

76.

e
78.

3. Resolugao analitica de equagoes es diferenciais lineares de ordem n
(a) y=c1z + c2x3; (b) y =cicos (3Inx) +casen (3Inx); (c) y = c12? + cox® + 22 — 1;
(d)y =ciz ! +cor 2 +2Inz — 3.
(a)y=22"+2*(2lnz —1); (b)y= (82> 9272 —6Ilnz+1)/36.
y=c(z+1) 1 +e@+1)>—223+22) (x+1)"1 /6.

)
a)y=rc1 +cor +cze 2 — 322 + 223+ e (b) y = (c1 + cox) €¥ + 222 + 77
(

(

(c)y=c1+casenx +cgcosz+e* —2e?+x; (d)y=cicosz+casenx + xsenz + 1;
(e) y = c1 + c2€® + c3we® +x — 3x2e” + 13e*;  (f) y = cre™ + cpedt — dtet + 5e L.

(a) y = (c1 + o) e* + z (Inx) e”

(b) y =€” (c1cosz + casenx) + ex(cosxln |cos x| + x sen x);

(¢)y =crcosz+casenz+(senz)ln |cosecx — cotgz|; (d) y = c¢1cost+casent—cos2t+3.

y = c1t + coel —tel +t2et /2.
Y = clx_3 + 02x3.

y=cir+cxrlnr+ 52 1n? .

(a) y =cicos(2Int) + casen (2Int);
b)y=c(l-—z)+cl-—z)n(l-z)+(1—-z)+1-(1-2)ln®>(1-2z);
() y=1z(1—Inz)+27%(c; cos(v3 (Inx) /2) + cosen(v3 (Inz) /2));

(d) y=—(c1+coz—523) (2 + 1t

1/2
(a) x = v_)? sen X\t + xgcos \t; (b) £ ((vo/)\)2 + x%) / ;o (c) 2w/

(a) z = et (ﬂ%bxl sen at + xg cos at), a= VA =02 (b)z=e"xo+ (vo+ bxo)t];
(¢) & = a(romg — vo) € + a (vg — r1w0) €72, 11 = —b 4+ Vb2 — A2, 19 = —b — /b2 — N2,
a=(rg—mr)"L.

r=e bt (9 Yo + bz — %E) sen 0t + xg cos@t) + % senwt, 0 = Vw? — b2,

(a) ¢ = (3 —5t)e 20" — L cos 60t + 55 sen 60¢;

(b) i = (=9 + 100t)e=2%% + 9 cos 60t + 12 sen 60L.



Capitulo 4

A Transformada de Laplace

4.1 Definicao, existéncia e propriedades

Definicao 28 Seja f uma funcao real de varidvel real t, definida parat > 0. Seja s uma varidvel
real e F' uma funcdo definida por

F(s) = /OOO e SUf(t)dt (4.1)

para todos os valores de s para os quais este integral existe. A fungio F definida por (4.1) designa-
se transformada de Laplace da funcdo f. Usaremos a sequinte notagio para a transformada

de Laplace da fungdo f,
F(s)=L{f(t)}.

Para garantir que o integral (4.1) existe para uma certa gama de valores de s temos de impor
restricoes adequadas a fungdo f. Voltaremos a este ponto apds determinar a transformada de
Laplace de algumas fungoes simples.

Exemplo 92 Considere-se a fun¢do

Entao, aplicando a defini¢ao (4.1), resulta

o0 _st1 R
F(s) = L{f(1)} = /0 etdt — tim | etdt — lim [_6 } 1

R—oo Jg R—o00

para todo s > 0. Assim,
1
L{1} ==, s>0.
s

Exemplo 93 Considere-se a fungdo
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Entao, aplicando a defini¢ao (4.1), resulta

oo R R
1 1
_ _ —st . —st . —st _
F(s)—ﬁ{f(t)}—/o e tdt—Rh_Igo ; e tdt_zglln;o[_ﬁe (3t+1)]0—8—2
para todo s > 0. Portanto,
1

Exemplo 94 Considere-se a fun¢ao
ft)y=e", acR, t>0.

Entao,

R
oo R e—(s—a)t 1
F(s)=L{f(t)} :/ e Ste dt = lim e~ =9t gt = lim =
0

R—oo J R—o0

para todo s > a. Portanto,
1

)
s—a

E{eat} =

Exemplo 95 Considere-se a funcdo

f(t) =cosbt, beR, t>0.

Entao,
9] R
F(s)=L{f(t)} :/ e *tcosbtdt = lim et cos bt dt
0 R—oo Jg
Integrando por partes, obtém-se
e st R s
L{cosbt} = nggo [m (—scosbt + bsen bt)] ) =2 r
para todo s > 0. Portanto,
S
E{COSbt}:m, s> 0.
Exemplo 96 Considere-se a funcao
f(t) =senbt, beR, t>0.
Entao,
00 R
F(s)=L{f(t)} = / e S'senbtdt = I%im e~ sen bt dt
0 — Jo
Integrando por partes, obtém-se
e st R b
;C {sen bt} = RIE)I;O [—m (S sen bt + bCOS bt):| . = m
para todo s > 0. Portanto,
b
L{senbt} = s> 0.

52+ b2’
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Em cada um dos casos anteriores vimos que o intergral (4.1) existe apenas para certos valores de
s. Abordaremos agora uma classe de fungoes para as quais o integral (4.1) existe sempre. Antes,
porém, temos de considerar algumas propriedades de funcgées.

Definicao 29 Uma fungio f(t) diz-se uma fungdo seccionalmente continua no intervalo
limitado a < t < b se este intervalo poder ser dividido num nidmero finito de subintervalos tais
que:

(a) f € continua no interior de cada subintervalo;

(b) f(t) tende para um limite finito quando t se aprozima de qualquer um dos extremos de cada
subintervalo a partir do seu interior.

Exemplo 97 Considere-se a funcao
-1, 0<t<?2
f(t) =

1, t>2.

A fungido [ é seccionalmente continua no intervalo finito 0 <t < b, qualquer que seja o nimero
real positivo b. Em t = 2 tem-se

f27)=1lmft)=-1 e f(2%) = lim f(¢) = +1.

t—2~ t—2+

Definigao 30 Uma func¢ao f diz-se uma fungao de ordem exponencial se existe uma cons-
tante positiva o e constantes tg e M, tais que

e <M

para todo t > tg para o qual f esteja definida. Dizemos portanto que f é de ordem exponencial

e se existe uma constante positiva o tal que o produto

e | f(t)]
é limitado para valores de t suficientemente elevados. Tem-se
U f) <M & [f()] < Me™!

para todo t > tg para o qual [ esteja definida.

z

Note-se que se f é uma fung¢do de ordem exponencial e, entdo também é de ordem expo-
nencial €’ para todo B > «a.

Exemplo 98 Toda a funcdo limitada é de ordem exponencial e com o = 0. Assim, cosbt e
sen bt sao funcgoes de ordem exponencial pois

lcosbt| <1< Me™ e lsenbt| <1< Me™

para M >1 e a =0, para todo t.
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Exemplo 99 Toda a funcdao f do tipo e cosbt é de ordem exponencial com o = a pois
‘eat cos bt‘ < e < Me
para M > 1 e o = a, para todo t. O mesmo se aplica a fung¢des do tipo e sen bt.

Exemplo 100 Considere-se a fungao f(t) =1t", onde n € N. Dado que

lim e~ %" = 0,
t—00

para o > 0, entao deverd existir M > 0 e ty > 0 tais que
e |t = e M < M
para t > tg. Portanto, f(t) = t" é de ordem exponencial para o > 0.
Exemplo 101 A funcao f(t) = et néo é uma funcgio de ordem exponencial jé que
—at 2

e e

nao é limitada quando t — oo, independentemente do valor de c.

Podemos agora apresentar um teorema que nos dé condigoes sobre f que sao suficientes para que
o integral (4.1) exista.

Teorema 48 Seja f uma funcgdo real com as sequintes propriedades:

(a) f é seccionalmente continua para todos os intervalos limitados fechados 0 < t < b, onde
b>0;

(b) f é de ordem exponencial, isto é, existem constantes o, M > 0 e tg > 0, tais que

e f)] <M

para todo t > to.

Nestas condi¢oes a transformada de Laplace

LU0} = /0 T ety

existe para s > «. A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em S.L. Ross p.

416.

Vejamos agora algumas propriedades bésicas da transformada de Laplace que decorrem da res-
pectiva definicao (4.1).
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Teorema 49 (Propriedade da linearidade) Sejam f e g fun¢des cuja transformada de Laplace
existe para s > a. Sejam ainda A e B constantes. Entao,

L{Af+ Bg} =AL{f}+ BL{g9}, s>a.

Demonstracao Tem-se

[ee)

£{Af+Bg}:/Oooe_$t(Af+Bg) dt:A/O e_Stfdt+B/Oooe_Stgdt:A[,{f}—i-BE{g},

conforme requerido. m

Exemplo 102 Determinar L {cos2 at} usando o teorema precedente e o facto de se ter

cos at — 1+cos2at'
2
Tem-se
1 + cos2at 1 1 1/1 s 252 + 4a?
L Zatl =L ————" L =—L{1 L 2at} = = [ — =
{cosat} { 2 } 2 { }+2 {cos 2at} 2 <s 52—|—4a2> (s2 4+ 4a?) s

para todo s > 0, uma vez que as fungdes 1 e cos2at sdo fungoes de ordem exponencial com o = 0.

Teorema 50 Seja f uma fungdo real continua para t > 0 e de ordem exponencial e**. Seja f'
uma funcdo seccionalmente continua em todo o intervalo fechado 0 <t <b. Entao,

L{FO} =L@} - 1), s>a

Demonstracao Tem-se

0 R
c{f} :/0 e St dt = Rh_r}réo e St f! dt.

0

Integrando por partes resulta

R
L{f(t)} = RliinOO [e_Stf]é%+}%iinm/se_Stfdt = —f(0)+sL{f(t)}.
0

Ora, L{f(t)} existe por hipdtese para s > a, pelo que

L{f®)} =sL{f®)} - f(0), s>a,
conforme requerido. m

Exemplo 103 Considere-se a funcio f(t) = cos? at. Esta fun¢do satisfaz as hipdteses do Teo-
rema 50. Dado que
f'(t) = —2asenat cos at e f(0)=1,



132 4. A transformada de Laplace

vem
L{f'(t)} = L{—2asenatcosat} = sL {0052 at} — 1.

Conforme vimos no exemplo precedente

252 4 4a?
2 _
E{cos at} = m, s> 0,
pelo que
252 + 4a?
L{—2asenatcosat} = (sj—l—%ag)s -

O resultado do Teorema 50 pode ser generalizado da seguinte forma.

Teorema 51 Seja f uma fungao real tendo derivadas até a ordem n — 1 continuas para t > 0.

Suponhamos que f, f', ..., f@ Y, sio todas de ordem exponencial e*. Suponhamos ainda

que ) é seccionalmente continua para todo o intervalo fechado limitado 0 < t < b. Entdo
L {f(”) (t)} ewiste para s > o e

c{rW} = "L{O} = 5 H0) = S2F0) — o = sf072(0) - £V (0),

Exemplo 104 Aplicamos este teorema no caso n = 2 para determinar L {senbt} sem recorrer
& definicdo de transformada de Laplace. Tem-se,

f(t) =senbt

satisfaz as condi¢oes do Teorema 51 com o = 0. Por outro lado, para n = 2 obtemos,

L{f" ()} = L{F[)} — s£(0) — f(0).

Assim,
L {(senbt)"} = s*L {senbt} — ssen0 — beos0 = s>L {sen bt} — b.
Desta forma, dado que (senbt)” = —b%sen bt, resulta
b
—b2L {senbt} = s2L {senbt} — b & L {senbt} = 2 0

Teorema 52 (Propriedade da translagdo) Suponhamos que f é tal que L{f(t)} existe para
s> a. Entao,

L{e"f(t)} =F(s—a), s>a+a,
onde F'(s) = L{f(t)}.
Demonstragcao Seja .
Fis) = £{f0} = [~ etra

entao

F(s—a)= /OOO e~ fdt = /oo et [e”f] dt = L{e"f(t)}.

0
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Por outro lado, se f é de ordem exponencial e®t, entdo existem constantes to e M, tais que
et f) <M = eIt i < M
para todo t > tg, pelo que e f(t) é de ordem exponencial elata)t g
Exemplo 105 Determinar L {teat}. Tem-se,
L{te"} = F(s —a),

onde g
F(s)=L{t} = 2
Dado que t é de ordem exponencial com o = 0, vem
1
[,{teat}: 5, S>a
(s —a)

Exemplo 106 Determinar L {e‘“t coS bt}. Tem-se
L{e"cosbt} = F(s — a),

onde s
F(S) = E{COSbt} = m
Dado que cosbt é de ordem exponencial com a =0, vem
S
L{ecosht) = ——5—— s>a.
{ J (s —a)® + b2

Teorema 53 Suponhamos que a funcgdo f admite transformada de Laplace para s > «. FEntdo,

LU ()} = (1" [F(s),

onde -
F(s) = / e St f dt.
0
Demonstracao Derivando

F(s):/(]ooe_Stfdt

sucessivamente relativamente a s, obtém-se

i) _ d /Ooe_Stfdt :(—1)1/we_5ttfdt = (C)L ()

ds _d_S 0 0

o) 4 [<—1)1 / Tty dt} = (-1)? / g = (120 {2 (0}

0 0

PFE) gy / Temtnfdt = (—1)"L (" f(1)}
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donde se conclui que
n nd"F(s)
Lo} = (-,

conforme requerido. m

Exemplo 107 Determinar L {t2 cos bt}. Usando o resultado que se acaba de demonstrar, obtém-
se

d*F(s)

2 2

L {t cos bt} R

onde <
F(S) = E{COSbt} = m,

vindo

d? S s? — 3b?
2
L {t Cos bt} 75 <S2 n b2> 8(82 n 62)3

Vejamos mais algumas propriedades da transformada de Laplace.

Teorema 54 Suponhamos que a fun¢io f admite transformada de Laplace F(s) para s > «a,

a € RY. Entao,
t
F
E{/ f(u)du}zg, s>a, acRT.
0

Demonstracdao A definicao de transformada de Laplace permite escrever

ﬁ{{f@ﬁm}:[jw<lvhnmoeS%ﬁz#ﬁgOa(gf@M%>e“ﬁ.

Por outro lado, designando por g uma primitiva de f, tem-se

/Oa </0tf(u) du) =St dt — /0“ (g(t) — g(0)) et dt = /Oag(t) =t dt — g(0) /Oa et dt,

pelo que aplicando integracao por partes, resulta

’ t fu)du ) e stdt = 1 ’ f(t) e stdt — 1 [g(t) e_St]g + @ [e_St]g
0 \Jo

— / f _Stdt () e sa m_{_@(e—sa_l)

- /O F(t) et dt + _ (9(0) — g(a)).

Tomando o limite quando a — +00 e uma vez que s > a > 0, obtém-se finalmente

3 ¢ ! —st Z lim et et _ E
lim </0 f(u) du) e 'dt==- 1 / f(@) dt = f(t) dt = -

a——+00 0 S a—-+00 0

c{Kﬂmm}zgﬁ,

ou

tal como requerido. m
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Exemplo 108 Sendo que
t
sent :/ cosu du
0

s
s2 41’

L{cosu} = 5> 0,

resulta da aplicacdo do teorema precedente

t
£{sent}:£{/ cosudu}:1 > ! 5> 0.
0

s2+1 241

Definicao 31 Para cada nimero real a > 0, a funcdo salto unitdrio' u, define-se para todo

t >0 como
0, t<a
t — ) )
Ua(t) { 1, t>a.
Refira-se que outras notagoes possiveis para esta fun¢io: sao u(t —a) e H(t — a).Por exemplo,
para a =1, tem-se
0, t<1
= —1) = ) )
w(t) =ult - 1) { 1, t>1,

correspondendo-lhe o sequinte grifico:

05T

0 ‘l ‘2
Representagao grifica da fungao uy(t)

Tem-se para a transformada de Laplace da fungdo ug(t),

0 oo R e~ st R e—as
LA{ug(t)} :/ e Sty (t) dt :/ e *tdt = lim e *tdt = lim [— } = ,
0 a

R—oo J, R—o0 S a

para todo s > 0. Entao,
efas

LAug(t)} = P s>0

!'Também designada por "fungao escaldo unitdrio" ou "funcio de Heaviside"
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Exemplo 109 Determinar a transformada de Laplace da func¢do

0, 0<t<?2,
ft)=1¢ 3, 2<t<5,
0, t>5.
Tem-se
0, 0<t<2 0, 0<t<5b
t) = — = 3ua(t) — 3us(t).
1) {3, 2<t<5 {3, t>5 ua(t) = Bus(t)
Portanto,

» | W

(6—25 _ 6_58) )

LAF@)} = L{3ua(t) = 3us(t)} = 3 [LA{ua(t)} — L{us(t)}] =

Consideremos agora a fungao definida por

ou seja,

Por exemplo, para

tem-se
0, 0<t<3,

e =07 >3

9() = us(t)(t — 3) = ug(t)e— V" — {

correspondendo-lhe o seguinte grafico:

Representacao gréfica das fungdes e~ (=D (a cheio) e ug(t)e™ (=4’

Tem-se, portanto, uma translagao da funcao f(t).
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Teorema 55 Seja f uma fun¢do que admite transformada de Laplace F(s) para s > «. Seja

ainda
0, O0<t<a

flt—a), t>a.

ua(t)f(t —a) = {

FEntao

LAua(t)f(t —a)} =e L{f(t)} = e *F(s)
para s > .
Demonstracao Tem-se,

L {ua(t)f(t —a)} = /0 T emtug (0 f(t — a)dt — / T et (= a) dt.

a

Fazendo u =t — a vem,

LAug(t)f(t—a)} = / e () du. = e“s/ e " f(u) du.
0 0
O integral é finito para s > «, pelo que nessas condigoes,
LAua(t)f(t —a)} = e L{f(t)} = e *F(s).
|

Exemplo 110 Determinar a transformada de Laplace da fungao

0 = 0, 0<t<5
T=Y 123, t>5.

Dado que a descontinuidade ocorre em t = 5, tem-se

g(t):f(t—5)u5(t):(t_3){ 0 ?><;<5,

onde
fit—=5)=(t—-3).

Resta determinar f(t). Para tal considere-se

u=t—>5 = t=u+5 = flu)=u+5-3=u+2.

Assim,
L{g(t)} = L{us(t) f(t —5)} = e > F(s),
flu) =u+2 = F(s):;—Z—I—%, 5> 0,
pelo que

L{g(t)} =e (% - 2) . 5>0.
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Exemplo 111 Determinar a transformada de Laplace da func¢do

0, 0<t<m/2
) = { cos(t—7/2), t> /2

Dado que a descontinuidade ocorre em t = /2, tem-se

0, 0<t<m/2,

h(t) = g po(t) f(t — 7/2) ZCOS(t_”/Q){ 1, t>n/2

onde
f(t—m/2) =cos(t —m/2),

pelo que se conclui de imediato que

f(u) = cosu.

Assim,
L{RO)} = L{uqp(D)f(t —7/2)} = e /2 F(s),
com <
f(u) = cosu = F(S):.52+1’ s> 0,
pelo que
_ —7s/2 s
L{h(t)} =e EREE s> 0.

Teorema 56 Suponhamos que f é uma func¢ao periddica, com periodo p, que admite transfor-
mada de Laplace. Entdo,
fp —st

L0} =2

Demonstragao Tem-se, por definicao de tmnsformada de Laplace,

0o 2 k
L‘{f(t)}z/o e—stf(t)dt:/Ope—stf(t)dH/pe-stf(t)dt+---+/kp+pe—stf(t)dt+---,
p

P

ou
(k+1)p
L{f(t)} = lim Z/ t) dt.

Considerando a mudanc¢a de varidvel u =t — kp, resulta

Lyt }_nhmZ/ ~s(w+kD) £y 4 kp) du.

Atendendo a periodicidade da fungdo f tem-se f(u+ kp) = f(u), pelo que

£{0) = lim % et | [Ty aul.
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Ora,

- 1
lim E e ks — _—
n—o0 1 —eps
k=0

donde
 Jyet ) dt

1—eps

L{f(®)}

conforme requerido. m

Exemplo 112 Determinar a transformada de Laplace da fungao

f(t) = e ft+4)=f(t) parat > 0.

1, 0<t<?2
-1, 2<t<H4

Sendo f uma funcao periddica, de periodo p =4 e de ordem exponencial com o =0, vem

_ f()4 e SUf(t)dt 02 e stdt — f24 etdt  11—e %

1—e % 1—e 4 T osl4e 2 5> 0.

LLf@)}

Exercicios

Exercicio 79 Use a defini¢cdo para determinar a transformada de Laplace das sequintes fungoes.
Indique, em cada caso, o dominio da transformada de Laplace, recorrendo para o efeito a defini¢ao
de fungao de ordem exponencial.

t, 1<t<?2,
1, t>2.

Exercicio 80 Determine L {sen2 \/§t} usando a propriedade da linearidade e o facto de

1 — cos 20
—

sen? 6 =

Exercicio 81 Determine L {cos2 3t sen 3t} em func¢do de L {0083 3t}, atendendo ao facto de se

ter (cos3 3t), = —9cos? 3t sen3t e recorrendo ao resultado do Teorema 50.
Exercicio 82 Determine L {t*} sabendo que L {t*} =2/s>.
Exercicio 83 Determine L {e‘3tt2} usando a propriedade da translacao.

Exercicio 84 Determine L {t3 sen 5t} usando o resultado do Teorema 53.
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Exercicio 85 Determine a transformada de Laplace das sequintes funcaes.

0, 0<t<6, 2t, 0<t<H5,
(a) f(2) {5, t> 6. @) @) {10, t>5.

0, 0st<s, 0 0<t<?2
b H={ 2, 5<t<T, t) = ’ - ’
®) g < © o) { Ly

0 t>T.

0, 0<t<4, 0, 0<t<m,
(<) (t) {Bt, t>4. (7) olt) {cost, t>m.

4.2 A transformada inversa de Laplace

Até agora consideramos o seguinte problema: dada uma fungdo f(¢), definida para ¢t > 0,
pretende-se determinar a sua transformada de Laplace £{f(¢)} - ou F(s). Considere-se agora o
problema inverso, isto é, dada uma fungao F(s), determinar uma funcao f(t) cuja transformada
de Laplace seja F(s). Usaremos a notacao £~ {F(s)} para representar tal funcao f, ou seja,

ft) = L7H{F(s)},

pelo que

LA{f(t)} = F(s).
Nestas condicoes, f(t) designa-se a transformada inversa de Laplace da funcao F(s). A este
respeito colocam-se trés questoes:

1. Dada uma fungao F'(s), existe sempre a sua transformada inversa?
2. Supondo que F'(s) admite transformada inversa, ela é inica?

3. Como se determina a transformada inversa?

A questao 1 ndo tem uma resposta taxativa, isto é, hd funces que tém transformada inversa
de Laplace, enquanto que outras nao sao a transformada de Laplace de nenhuma funcao. Re-
lativamente & questdo 2, se assumirmos que a transformada inversa de Laplace existe, em que
medida é que podemos afirmar que a sua transformada inversa é dnica? Para as aplicagoes que
nos interessam a resposta ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 57 Sejam f(t) e g(t) duas fungdes continuas para t > 0 que tém a mesma transfor-
mada de Laplace F(s). Entao f(t) = g(t) para todo t > 0.
Ou seja, se sabemos que uma dada funcao f(t) tem transformada inversa continua, entdo f(t)

¢ a unica fungdo continua que é a transformada inversa de Laplace de F(s), isto é, ndo eziste
mais nenhuma fungao continua cuja transformada de Laplace seja F(s).
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Exemplo 113 Conforme vimos, L{1} = 1/s. Portanto, uma transformada inversa de Laplace
da fungao 1/s é a fungao continua f definida para todot > 0 por f(t) = 1. Ha outras fungdes cuja
transformada de Laplace é 1/s, mas estas sio for¢osamente descontinuas. Assim, considerando
apenas funcgoes continuas definidas para t > 0, tem-se

L£71H{1/s} =1.

Consideremos agora a questao 3. Supondo que existe uma e uma sé funcao continua f que é a
transformada inversa de F', como é que a determinamos? N&o consideraremos aqui a determi-
nacao directa da transformada inversa de Laplace, a qual teria de ser abordada no a&mbito da
Anilise Complexa. Faremos antes uso de tabelas de transformadas de Laplace, as quais existem
em abundéincia em numerosas publicacoes. Consulte-se, a titulo de exemplo, a tabela publicada
em S.L. Ross (p. 434), ou ainda “Férmulas e Tabelas de Matemadtica Aplicada, L. Abellanas,
M.R. Spiegel, ed. McGraw-Hill, 1990 (p. 264)”. As referidas tabelas sdo semelhantes a Tabela
4.1.

Embora as fungoes cuja transformada inversa de Laplace queremos determinar nao sejam em
geral iguais as que figuram na Tabela 4.1, é possivel expressar tais fungoes como combinagoes
lineares daquelas que se encontram tabeladas. Usando algumas das propriedades da transformada
inversa de Laplace, que decorrem das propriedades da transforrmada de Laplace, conseguimos
efectuar o respectivo cdlculo. Assim, por exemplo, da propriedade da linearidade da transformada
de Laplace,

L{AS(t) + Bfa(t)} = AL{/1(t)} + BL{f2(1)},

resulta
L{Af1(t) + Bfa(t)} = AFi(s) + BFa(s),

onde Fi(s) = L{fi(t)} e Fa(s) = L{f2(t)}. Aplicando a transformada inversa de Laplace aos
dois membros da equagao precedente vem

Afi(t) + Bfa(t) = L7 {AF(s) + BFy(s)}

LTYAF(s) + BFy(s)} = ALY {Fi(s)} + BL7 {Fy(s)},

pois L7 {F(5)} = fi(t) e L7 {F2(s)} = fa(t). A equacio precedente mostra que a transformada
inversa de Laplace também goza da propriedade da linearidade.
Vejamos agora alguns exemplos de determinacao da transformada inversa de Laplace.

Exemplo 114 Determinar a transformada inversa de Laplace da func¢ao

1

F =
(5) 52 4+ 6s+ 13

usando a Tabela 4.1.Uma vez que queremos determinar

_ 1
10=" orgrrs)
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J(t) = L7 {F(s)}

F(s) = L{f(1)}

10.

11.

12.

13.

14.

at

sen bt

cos bt

senh bt

cosh bt

t" (n=1,2,...)

the® (n=1,2,...)

tsen bt

t cos bt

e sen bt

e cos bt

uqa(t)

ua(t)f(t —a)

®» |~

sS—a

52 4 b2

52 4 b2
b
2 _ 12
s

s2 — ph2

n!
sn+1

n!

e F(s)

Tabela 4.1: Transformadas de Laplace
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1
Y S —
{as?—H)s—i—c}7

1
Fls) = ———
(5) as? +bs+c’

mas nao é assim. No entanto, encontra-se tabelado

gostariamos de ver tabelado

ou seja,

isto é

Assim, tendo em conta que

1 1
s2+6s+13  (s+3)2 422

1 2
2(s+3)%+22

resulta
1 1 2 1
L\ _Zp ——— = e 3 gen 2t.
s?2+6s+ 13 2 (54 3)% +22 2

Exemplo 115 Determinar
1
-1 -
£ {s<82+ 1>}'

1 A Bs+C

s(s?2+4+1) ;+82+1’
obtém-se A=1, B=—1eC =0, pelo que

1 1 S 1 s
1 _ -1} — -1)-1_ p-1 =1— .
£ {s(s2+1)} £ {s s2+1} £ {s} £ {s2+1} cost

Exemplo 116 Determinar
5 6733 6773
£ {— —3— -2 } :

Recorrendo & factorizagdo

Tem-se

Ora,
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enquanto que

uma vez que

Dado que
L7 e F(s)} = uq(t) ft — a), onde f(t) =L {F(s)},

—T7s
ﬁ_l {652 } = U7(t)f(t — 7) = { %(t _ 7), ?;;,< 7

tem-se ainda

onde .
ro=ct{g} -
pelo que
=T =t=1
e
—Ts
-1)¢ _ )0, 0<t<T,
£ {32}_Ww@ U_{t—1t>7
Assim

- 5 6—35 6—78
L l{g_g - ) =3 }:5—3u3(t)—2(t—7)’U,7(t).

Considerando os vdrios ramos que intervém nesta expressao podemos escrever

_ _ 5 0<t<3
5 3s Ts ) )
Ll{——3e —262}:: 5-3, 3<t<T,

5 5 5 5-3-20t—-T7), t>T,

ou seja
ey e 5, 0<t<3,
54{§—3e —262}= 2, 3<t<T,
5 5 5 16 —2t, t>T.

4.2.1 A convolugao

Outro procedimento importante relacionado com o uso de tabelas é aquele que decorre do
Teorema da Convolugao. No entanto, antes de enunciar o teorema, definimos o conceito
de convolucao de duas funcgées.

Definigao 32 Sejam f e g duas fungoes que sao seccionalmente continuas para todo o intervalo
fechado limitado 0 <t <b. A funcao h(t) = f(t) x g(t) definida por

Mﬂzf@ﬂg@=i£fﬁMU—ﬂdT (4.2)

designa-se convolugao das funcgoes f e g.
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Note-se que o resultado da convolucao de duas fungoes é ainda uma funcao. Por outro lado, se
no integral presente em (4.2) realizarmos a mudanga de varidvel

u=t—T = T=t—u = dr = —du,

resulta

0 t t
F(t) = g(t) = - / £t — u)g (u) du= /0 £t — w)g (u) du= /0 g (u) f(t — ) du = g(t) = /(1)

concluindo-se portanto que a convolugao é uma operagao comutativa.
O principal resultado que estabelece a ligacao entre a convolugao de fungoes e a transformada
(inversa) de Laplace é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 58 (Teorema da Convolucao) Sejam f e g duas fungoes que sao seccionalmente con-
tinuas para todo o intervalo fechado limitado 0 <t < b e ambas de ordem exponencial e*t. Nestas
condigoes a transformada de Laplace

LA{f(t)*g(t)}
existe para s > a. Por outro lado,
LAf(t)=gt)} =L{f)} L{g(t)}.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em S.L. Ross (p. 438).

Usando a notacao,
F(s)=L{f®)}, G(s)=L{g®)},
o Teorema da Convolugao toma a forma

LAS@)*g(t)} = F(s) G(s),

permitindo escrever
L7HF(s)G(s)} = f(1) % g(D).

Tem-se assim uma forma alternativa de determinar a transformada inversa de Laplace de um
produto de duas fungoes a partir das respectivas transformadas inversas de Laplace.

Exemplo 117 Vimos no Exemplo 115 que

1
-1y - \_q_
L {5(82 n 1)} cost,

tendo para o efeito recorrido & factorizacdo da funcdo racional em causa. Pretende-se agora

determinar
1
L —
{ s (s +1) }
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usando o Teorema da Convolugdo. Tem-se
1 11
s(s2+1) ss2+1’

pelo que escolhendo

tem-se

t
L1 {ﬁ} = 1*sent:/0 sen (t —7) dr = [COS(t—T)]g =1—cost.

Atendendo & comutatividade da convolucao podiamos ter escrito

1 t
—1 t
———— =sentx1= entdr = |— T =1- t.
L { (82 1>} sen /0 sen [ COS( )]0 CcOoSs

Exercicios

Exercicio 86 Determine a transformada inversa de Laplace das sequintes funcades.

6 355 + 56
(a) m (9) m
O g 1) g
(©) 32354' (i) %638.
@ S G 35
(f) % (m) %.

Exercicio 87 Determine a transformada inversa de Laplace das sequintes funcées usando o
Teorema da Convolucao.

(a) ; (C) L
s2+5s5+6 25 (s2+9)°
10 9

b)) ———-——.
(b) 52 —6s — 16
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4.3 Aplicagoes da transformada de Laplace

4.3.1 Solucao de problemas de valores iniciais envolvendo equacgoes diferen-
ciais lineares com coeficientes constantes

Veremos agora como é que a transformada de Laplace pode ser usada para determinar a solugao
de problemas de valores iniciais envolvendo equacoes diferenciais lineares de ordem n com coefi-
cientes constantes, ou seja,

dy 4y dy _
a0, +a; Jpn1 +--Fan—1 7 + any = b(t),
com condicoes
y(0) =co, ¥ (0)=cy,..., y(”_l)(O) =cp_1.

Tomando a transformada de Laplace da equacao diferencial em causa obtém-se,

d™y d”_ly dy _
aog{w}+alc{W}+...+an_1c{d_t T anl {y} = £ {b(®)} -

Aplicando o resultado enunciado no Teorema 51,
{0} = "L} = 5" 0) = 2 (0) = o = sF7D(0) - F0),

e usando a notacao

Y(s)=L{y(®)},  Bls)=L{b®)},

resulta

(a0s" + a18" ! 4+ +an_1s + an) Y(s) — A(s) = B(s),
onde A(s) é um polinémio de grau n — 1 na varidvel s envolvendo as constantes ag, ..., a,—1
e as condigoes iniciais cg, ..., c,_1. Assim,

B(s) — A(s)

Y(S): n n—1 ’
aps™ + a1s + +ap_1s+an

pelo que a solugao do problema de valores iniciais é

v =y (o) = £ Bl — AL b

aps” + a1V + -+ ap_1s+ay
Exemplo 118 Determinar a solugcio do problema de valor inicial

dy
=7 9y = 5t
dt y € )

y(0) =3,

usando a transformada de Laplace. Tem-se

dy dy
g—Qy:e‘r’t = E{——2y}:£{e5t}.
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Atendendo a que

c{% - 2y} - ﬁ{%} 2L {y} = s¥(5) — y(0) — 2 (s) = (5 — 2)Y(s) — 3,

onde Y (s) = L{y(t)}, e

1
L 561
{e} s—5’
resulta I 443
— S
—-2)Y(s)—3= Y(s) = .
(S ) (S) 8—5 <:> (S) (5_5)(5_2)
Ora, escrevendo,
A B
Yis) =
() s—2+s—5’
obtém-se A =8/3 e B=1/3, pelo que
8 1 11
Yis) = 2 z
) =552 T35—%

vindo . . . .

-1 -1 -1

— Y -2 _ 2
R O R L P I Rt TR i €

ou seja,

8 1
y(t) — ge2t + §€5t.

Note-se que y(0) =8/3+ 1/3 = 3, conforme requerido.

Exemplo 119 Determinar a solu¢ao do problema de valores iniciais

d*y dy

a2 e WY
y(0) =3,

y'(0) =6,

usando a transformada de Laplace. Tem-se

d%y dy d?y dy

Atendendo a que

L {%} = 5%Y (s) — sy(0) —y/(0) = s*Y(s) —35 — 6

c {%} — sV (s) — y(0) = sY(s) — 3,
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resulta
3s
2 Cae_ @) oy _ -
(s°Y(s) —3s —6) —2(sY(s) —3) —8Y(s) =0 & Y (s) o y—-t
Ora, escrevendo
A B
Yis) =
() s—4 + s+2’
obtém-se A =2 e B =1, pelo que
2 1
Yi(s) =
() s—4 s+2
vindo . .
=LY =207 1
R O S R Yo e e
ou seja,

y(t) = 2 4 72,

Note-se que y(0) =2+ 1 =3, enquanto que y'(0) =8 — 2 =6, conforme requerido.

Exemplo 120 Determinar a solu¢ao do problema de valores iniciais

d2y dy 57 0 <t< T,
— +2— = h(t h(t) =
dt2+ dt+5y ()7 () {O, tZ?T,
(4.3)
y(0)=0
y'(0) =0,

usando a transformada de Laplace. Tem-se

ﬁ{@ L —|—5y} = L{h(t)}.

dt? dt

Ora,

Py L dy 2 :

L y75) + 2% +5yp = [s°Y(s) —sy(0) —¢/(0)] +2[sY(s) —y(0)] +5Y (s)
= (s*+25+5)Y(s)

‘ 0o ™ —stqT _

c{h(t)}z/ eSth(t)dt:5/ eStdt =5 [6 ] _slze ™

0 0 —SJo §
Assim, a equagdo para Y (s) é
1—e77 ) He™ ™8

24 2545)Y(s) =5 ——— Y(s) = _ _
(57425 +5) Y(5) s < () s(s2+2s+5) s(s2+2s+5)
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Portanto,

y(t) =5L"" {m} —5L7 {s(sQi—;sm}

Tem-se por isso de determinar

£t {F(s)} e £t {F(s)e*”} ,

onde )
Fls) = s(s242s+5)
Dado que
1 11 s+2
s(s2+2s+5) _S<§_s2+2s+5)’
vem

LV F(s)) = 27 {é} - %c—l {%}

s+ 2 s+ 2 s+ 1 1

= = + ,
s2+2s+5  (s+1)2422  (s+1)2+22  (s+1)°+22

ot =

Tendo em conta que

entao,

542 s+1 1 2 et
r1 {—} =t {—} + L1 {—} = e 'cos 2t + — sen 2t.
s2+2s+5 (s +1)% +22 2 (s+1)% + 22 2

Resumindo,

. 1 et 1 1 ~ 1
L {F(s)}:g—? cos2t+§sen2t =z 1—e c082t+§sen2t :

E agora facil determinar

L1 {F(s)e ™} = ux(t) f(t — ),

onde X '
ft)y=L7"{F(s)} = 5 [1 —e! (cos 2t + 5 sen 275)] )

Tem-se

1 —(t—m) 1

ft—m) = ¥ l—e cosQ(t—w)+§sen2(t—7r)
= 1 1—e & (cos2t + 1 sen 2t

5 2 ’

resultando

L7THF(s)e ™} = ux(t) [1 — e (=) <cos 2t + %Sen ztﬂ .

o] =
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Atendendo a que

y(t) =5L7H{F(s)} =5 L7 {F(s)e ™},

tem-se
~ L ~(t-m) !
yit)=|1—e cos2t+§sen2t —ug(t) [1—e cosZt+§sen2t ,

1sto €,
1
1—et <cos2t+§sen2t>, 0<t<m,

y(t) = )
e t(e™—1) <COS 2t + 5 sen 2t) , t>m.

Facilmente se conclui que y(0) = 0. Por outro lado,

d 1 )
/ = — — —t — e — =t 5 e
y'(0) = o { [1 e <cos 2t + 5 sen Zt)] }t:o { [26 sin 24 }t:o 0,

conforme requerido. Note-se que a solucao deste problema de valores iniciais é continua emt =
jé que
s

lim y(t) = y(m) =1—-e",

t—m—

apesar do seqgundo membro da equacao diferencial ser descontinuo.

1.257T

: : —
0 25 \/ 75

Grifico da solu¢ao do problema de valores iniciais (4.3)

Vejamos agora qual seria a solucdo do problema de valores iniciais se resolvessemos a equacdo
diferencial ramo a ramo e impondo

lim y() =y(r) e lim y/(t) = y'(x).

t—m— t—m—
Comecemos por considerar a equacao diferencial

d?y dy
SJ 9% 5y =5  0<t<m.
5 2+ 5y <t<m
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Da aplicacao do método dos coeficientes indeterminados resulta

t

y_ () =1+ cre "sen2t + coe ' cos 2t.

As constantes c1 e ¢y determinam-se impondo y(0) =0 e y'(0) = 0, vindo
1
y_(t)=1-— §e_t sen 2t — e~' cos 2t, 0<t<m.

Considermos agora o equacdo diferencial

N
2— +5y=0 t> .
az T Y=Y =7
A sua solugao geral é
Yy (t) = cre tsen 2t + coe ! cos 2t, t> .

O walor das constantes c1 e ca nao pode ser determinado usando as condi¢des iniciais uma vez
que esta solugdo nao é vilida para t = 0, mas apenas para t > w. As constantes sdo tais que

limy () =ye(m) e limy (¢) =y, (n).

t—m— t—m—
Ora,
L —t
y_(t) = 1—56 sen 2t — e~ " cos 2t, 0<t<m,
yr (t) = cre tsen2t 4 coe ! cos 2t, t>m,
pelo que
tlim y—(t) = yy(m) = 1—e " =coe™ ™,
—T—
resultando
cp=e" — 1.
Tem-se ainda
5
yo(t) = Ee_t sen 2¢ 0<t<m,
Y () = (—2c2—c1)e 'sin2t + (2c1 — c2) e cos 2t, t>m,

pelo que
s

lim y' (¢t) =0 e Y () = (2c1 —c2) e ™.

t—m—
Combinando a condicao
lim ¢ (t) = /. (7),

t—m—

com o facto de se ter co = €™ — 1, resulta

{ (2c1 —c2) e =0, a=5("—1),

cg=e€e" —1,
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Assim, a solucdo do problema de valores iniciais proposto usando o método dos coeficientes

indeterminados é

1

y_(t) = 1-— 564 sen 2t — e~ ! cos 2t, 0<t<m,

1
y+ (1) = 3 (e" —1)e fsen2t + (€™ — 1) e ' cos 2t,

ou seja
1
1—et <cos2t+§sen2t>, 0<t<m,
y(t) =

1
et {(e’r - 1) <cos 2t + 5 sen 2t)] , t>m,

t=>m,

que mais nao é do que a solugdo determinada anteriormente usando a transformada de Laplace.

y(t) =

1
et ((e”— 1) <cos2t+§sin2t>> if t>m

1
1—et (cos2t+§sin2t> if 0<t<m

Nos exemplos precedentes as condigoes foram colocadas para t = 0. No entanto, tal ndo tem

porque ser necessariamente assim conforme ilustra o seguinte exemplo.

Exemplo 121 Determinar a solu¢ao do problema de valores iniciais

d2y

hadiC4 —
y(m) =0,
y'(m) =1,

usando a transformada de Laplace. Realizando a mudanca de varidvel

rT=t—m
o problema proposto escreve-se
Ty oy —ar
— =z+
dIQ y )
y(0) =0,
y'(0)=1.

Aplicando a transformada de Laplace, vem

E{@+y}:£{x+w} = Y (s) —sy(0) —¢'(0) + Y (s) =

dz?
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pelo que
1 T 14+ 7s 1 TS T 1
2
(S-i-) (S) 82+S+ (5) (32+1)82+82—|—1 82+1+8+82
resultando
y(x) = —mcosx +m+x
ou, atendendo a que T =1t —m,
y(t) = —meos(t—m)+t
= mcost+t.

A transformada de Laplace também pode ser usada para resolver problemas de valores iniciais
envolvendo equagoes integro-diferenciais, conforme se exemplifica de sequida.

Exemplo 122 Consideremos o problema de valor inicial

2t [wa=%
a ", T
u(0) = 0.

Aplicando a transformada de Laplace obtém-se
du t t2
du t 2
z{a}+c{ﬁ1m@ _ 5{5},

scmqum+£{ﬁﬂm% - %.

A propriedade enunciada no Teorema 54 conduz a

E{Kuﬁ}z%ﬁ@%

sﬁ(u)—u(O)—i—éE(u):—

53’

pelo que,

ou seja, definindo U(s) = L (u) e atendendo a que u (0) = 0:
1 1

111
2484 20 22417

u(t)zﬁ_l(l ! >:t—sent.

Assim,
U(s)

pelo que

2 8241
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4.3.2 Solugao de problemas de valores iniciais envolvendo sistemas de equagoes
diferenciais lineares com coeficientes constantes

Aplicaremos a transformada de Laplace para determinar a solucdo de sistemas de equacoOes
diferenciais de primeira ordem do tipo

dx dy

alE + aga + asz + agy = B4 (t)
dx dy

bla + b2$ + b3z + byy = Bo (1),

onde ay, ag, as, a4, b1, ba, b3 e by sdo constantes e 5; e B, sdao fungoes conhecidas, satisfazendo
as condicoes iniciais

z(0) = ¢, y(0) = ca.
O método é andlogo ao usado para determinar a solucao de equagdes diferenciais lineares com
coeficientes constantes, sendo facilmente aplicdvel a equagoes diferenciais de ordem mais elevada
e com mais fungdes incégnita. Vejamos alguns exemplos que ilustram o método.

Exemplo 123 Determinar a solugdo do sistema de equacoes diferenciais

dm_

o 6x + 3y = 8et,
d
d—gz —y — 2z = 4et,
satisfazendo
z(0)=-1, y(0)=0
Tem-se

dx B '
E{E—Gx—l—?)y}—ﬁ{&a},

dy

£{E—y—2x}:£{4et},

resultando da aplicagcao da propriedade da linearidade

c{‘;—f} 6L {x) 4+ 3L {y) = £ {8¢'},

£ {fl—?} — L{y}—2L{a} = £{4e'}.
Usando a notag¢io X (s) = L{x(t)} e Y(s) = L{y(t)}, vem
[sX(s) — z(0)] — 6X(s) + 3Y(s) = SL

[sY(s) =y(0)] = Y(s) = 2X(s) =

s—1’
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ou seja,
(s —6) X(s) +3Y(s) = _Z%?’
2X(s) + (5~ 1) V(s) = - : .

Resta resolver o sistema precedente em ordem a X (s) e Y(s). Tem-se entdo,

s—9

256
s—1’ -

(2 =T +12) Y(s) = =,

50 COX(s) 4 (5 — 1) V() = —

2(s—6)X(s) +6Y(s) =2

—2(s—6)X(s)+(s—1)(s—6)Y(s) =4

s—1’ s—1’
resultando
2(s—3) 2
(s=3)(s—4)Y(s) = , Y(s) = ,
_ -1 —4
1 ’ 21 < (51 )(52)
X(s)==(s—=1)Y(s) — = —
(5) = 5 (s = DY (s) - —, (5)=— - —,
15to €,
2 1 2 1
Y)=—377%35 71
1 2
X(s) = — .
(S) s—4 s-—1

Dado que x(t) = L7H{X (s)} e y(t) = L71{Y(s)}, obtém-se

2 2
y(t) = —get + ge‘“,

z(t) = et — 2¢t.

Note-se que se tem y(0) =0 e x(0) = —1, tal como requerido.

Exemplo 124 Determinar a solu¢ao do problema de valores iniciais

dxr dy

2 9y — = —2¢t
dt+dt Yy— e'sent,
dy

a—l-m:et(Zcost—i-l),

z(0)=1, y(0)=1.

Exemplo 125 Aplicando a transformada de Laplace tem-se
d d
C{—x + & 2y—3:} = E{—Qetsent},

dy
E{E —i—x} =L{e' (2cost + 1)},
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vindo
—2
sX(s)—1+sY(s)—1—2Y()—X(s)—(8_1)2+1,
s—1 1
sY(s)—1+X(s):2(s_1)2+1 T
ou ) 5
(8—1)X(8)+(8—2)Y(8)=(8_1)2le :
s—1 1
KX(s)—i—sY(s):2(8_1)24_1 S_l—i-l,
resultando 5
(s = 1)X(s) + (s =2)Y(s) = PR
s—1 1
Y(S):(s—1)2+1+(571)2+1'

Concluimos que
y(t) = e'(cost +sent).

Para determinar x(t) podemos resolver o sistema de equagoes precedente em ordem a X (s) e
determinar a respectiva transformada inversa de Laplace,

1
X(S):s—l = z(t) = e,
ou, alternativamente, usar a equacgdao diferencial
d d
d—gz—l—:z::et(Zcost—kl) & x:et(Qcost—i—l)—d—‘z

e a expressao jd obtida para y(t), vindo

d
z(t) =€ (2cost +1) — - [et(cost + Sent)} —

Desta forma, a solu¢cdo do problema de valores iniciais proposto é

{ y(t) = e'(cost +sent),
z(t) = €.

Exercicios

Exercicio 88 Use a transformada de Laplace para determinar a solu¢do dos sequintes problemas
de valores iniciais.

(a) o Y= 2e3t, y(0) = 2.

d
(b) d—'z—i—y:sent, y(0) = —1.
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Py _dy ,
(€) —z =5, +6y=0, y(0)=1 y(0)=2
d>y  _dy 2, 0<t<4,
d) — —3—+2y=~h(t 0)=20 "0) =0, h(t)=
() dt2 dt+ Yy ()a y() ’ y() ) () {07 t24
Py | dy
—2 4+ 2 — 4t 1)=1 (1) = 0.
(€) —z+—r=dte, y)=1 y(1)=0

Exercicio 89 Use a transformada de Laplace para determinar a solugdo dos sequintes problemas
de valores iniciais.

dx ' dx dy
__ — 2 4=Z _ — t
dt+y 6e®, dt+ at Y+ = 9e’,
@ { dy  _ 0 {9 A oo gt
dt+x 0, dt+dt+ Y+ 2x = 3e’,
z(0) =2, y(0)=0. z(0) =1, y(0)=0.
2 do dy e,
—5 —2y=—cost—2t, TR T
d2y @ At
(c) W—i—:r—Sy:cost—St, (d) dt+23/—467
d dz
z(0) =1, 2/(0)=0, a9y 2z _
) e dt
y(0)=0, ¥'(0)=1 2(0)=0, y0)=1, =z(0)=0.

4.4 Exercicios de revisao do Capitulo 4

Exercicio 90 Determine a transformada inversa de Laplace das seguintes funcdes através de
dois métodos distintos.

2
(s2+1)%
2s
(s2+1)%
() H(s) = ————0.
(s2+1)(s—2)

Exercicio 91 Use a transformada de Laplace para determinar a solugdo dos sequintes problemas
de valores iniciais.
d’y | dy

(a) —5+20 +y=te™ y(0)=1, ¢(0)=0.
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d2y / t, 0<t<m,
b)) =2 +y=g(t), y0)=2, y(0)=3, g(t)=

0, -1<x<1,

d
(c) d—Zer:h(fB), y(-1)=0, h(z)=4 1, 1<z<2,
0 z>2.
(
2 @—i-z—i-a::QcoshH—l,
Y4z dt
2~ T dz dx
— + — —y = —2senht,
@ q 9 _5 (e) { dt ' dt
7 @_d_x:et
y(0) =6, y'(0)=6, =z(0)=0. dt  dt
z(0)=1, y(0)=1, =z(0)=1.

Exercicio 92 Considere-se um circuito eléctrico constituido por wma forca electromotriz que
produz uma queda de tensdo E, uma resisténcia R, uma bobine com indutdncia L e um conden-
sador com capacitincia C, ligados em série. Nestas condicdes a carga instantdnea no condensador
q € tal que

d?q dg 1
L— — 4+ —=q=F 4.4
az " Rdt ik ’ (44)
sendo a intensidade de corrente i em cada instante dada por
d
i= (4.5)

Cdt’

Nestas condigoes (4.5) permite escrever

q(t) =q(0) + /Ot idu. (4.6)

Combinado (4.4) - (4.6) resulta

L@+R#£-(®+/ﬁd _E (47)
o i+5 g OZU—. )

Considere um circuito do tipo descrito (RLC) em que E = 100cos 60t (Volts), R = 4 (Ohms),
L =0.1 (Henries) e C =1/40 (Farads).

(a) Determine a intensidade de corrente em cada instante recorrendo & equagdo (4.7), sabendo
que no instante inicial a intensidade de corrente e a carga do condensador eram ambas
nulas.

(b) Use a equagao (4.6) para determinar a carga do condensador em cada instante.

Sugestao: Compare os resultados agora obtidos com os do Exercicio 78.
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4. A transformada de Laplace

Solucgoes dos exercicios do Capitulo 4

) 2573, 5>0; (b) (s2—1)"", s>1; (c)4s ! =25 Le s 5> 0;
d) (e~ 3 —28) (2571 +572), 5> 0.

[s (s2+8)] "

(1 —sL{cos*3t}) /9.

L{3} = L{t x*} = L{tf(t)} =65 s>0.

2(s4+3)7%, s> 3.

—4

1205 (s* — 25) (s 4+25) ", s > 0.

(a) 5e5/s, s >0; (b)2(e™® —e ™) /s,5>0; (c)3e ™ (s7244s71), 5> 0;

(d) 2572 (1—€e5%),5>0; (e) (s+ 1) te 26t s> 1, (f) —e 755/ (s*+1),s>0.
(a) 2sen3t; (b) 5t3¢?; (c) 3cosh2t; (d) (5 —10t)e™%; (e) v2sen /2t — cos /2t + 1;
(f) Tcos3t +4sen3t; (g) 18e* +17e75%; (h) — (5cos 3t + 2sen 3t) u. (1);

(i) e 2*0ug(t)(6cos3 (t —3) +5sen3 (t —3)); () 3(t — 4) ua(t) +3 (7 —t) uz(t);

(1) (1 +ur(t))sen2t; (m) cos2t — 1+ (1 —cos (2t —4)) ua(t).

(a) e — 73 (b) e —e2; (c) sen?(3t/2); (d) 3t —1+ e 3.

(a)y=e3+ef; (b)y=—cost+sent; (c)y=-e*;

(d) y =1+ e¥ —2et —uy(t)(1 — 26"+ e278); (e) y =€ (2t —3) + 1+ €271

(a) x = —2et +4e y = 2e! —2e%; (b) z =€ —3te!, y =3te!; (c) x = cost, y =t;
d)r=4e'(t—1)+6—-2e, y=2e"(1—t)—e !, 2=2e' (1 -t)—1—eL.

( y

(a) f(t) =sent —tcost; (b) g(t) =tsent; (c) h(t)=e? —cost—2sent.
(a)y=(t+2)e 2 +et(2t—1); (b)y=2cost+2sent+t— (t—m+sent)u,(t);

(c) y =ui(x) (1 — el_x) — ug(x) (1 - e‘x+2);

(d) z = 3e** +/3e % sen v/3x — 3¢ cos V3x; y = 3e2 +/3e " sen(v/3x) 4+ 3¢ cos(v/3z);
e)r=1—e'+cost—sent,y=¢c' —e '+ cost—sent, z=e '+ 2sent.

(e)

(a) i = (=9 + 100t)e 2% + 9 cos 60t + 12 sen 60t;

(b) ¢ = (3 — 5t)e 20" — 1 cos 60t + = sen 60¢.
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Capitulo 5

Introducao as equacoes diferenciais
parciais

5.1 Problemas com condicoes de fronteira: valores préprios e
funcoes proéprias

Nas aplicagoes que iremos estudar neste capitulo seremos confrontados com o seguinte problema:
para que valores do parametro A podemos determinar solugoes ndo-triviais y(x) que satisfagam
d2y ’ ’

@—l—)\y:O, ay(0)+by'(0) =0, cy(l)+dy'(l) =0, (5.1)
onde a, b, ¢ e d sdo constantes dadas. A equacao (5.1) designa-se um problema de valores
de fronteira (PVF), dado que s@o impostas condi¢oes envolvendo a solugao y(z) e a respectiva
derivada y/(z) em dois pontos distintos, z =0 e x = (cf. Secgao 1.3).

A intuigao diz-nos que este problema de valores de fronteira tem solugao nao-trivial y(x) ape-
nas para alguns valores de A. Vejamos, a este propdsito, um exemplo simples, mas extremamente
importante conforme veremos adiante.

Exemplo 126 Para que valores de A é que o problema de valores de fronteira
d%y
— +Ay=0,  y(0)=0, y(l) =0, (5.2)
dx
tem solu¢do nao-trivial?
Solugao. Consideremos as varias possibilidades:
(i) A= 0: Conforme jd vimos, toda a solu¢ao y(x) da equagao diferencial y”’ =0 é da forma

y(l‘) =z +cg,

escolhendo adequadamente o valor das constantes c¢; e ca. A condigao y(0) = 0 implica que
co = 0, enquanto que a condi¢ao y(l) = 0 conduz a ¢ = 0. Portanto, y(x) = 0 é a unica
solug¢do do PVF (5.2) quando A = 0.

163
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(i) X < 0: Neste caso, toda a solugdo y(z) da equagao diferencial y" + Ay =0 é da forma

VESY: —V/=Xz

y(x) =cre +ce

escolhendo adequadamente o valor das constantes c1 e ca. Assim sendo, as condicdes de
fronteira y(0) = y(I) = 0, implicam que

c1+co =0, c1 VA co e VA =, (5.3)

Portanto, co = —cq, e por isso a solugcao é do tipo

y(x)=c (e\/__’\x - e_‘/__)‘x) = ¢senh v — Az,

para algum valor de ¢, onde

V=2 —vV/—Xx
senh v -z = © 26

O sistema de equagoes (5.3) tem solugao nao nula ci, ca se e s6 se

1 1 Y -
det<€\/_)\l e\/—)\l>:e \/_)\l_e\/_)\lzo

Tal implica que eV M = eV~ ou seja, e2V~M = 1. No entanto, esta condi¢do é impos-
stvel dado que e* > 1 se z > 0. Assim sendo, tem-se ¢c1 = co = ¢ = 0, pelo que o PVF
(5.2) nao tem solugao nao-trivial quando \ < 0.

(iii) X > 0: Neste caso, toda a solug¢ao y(z) da equagao diferencial y" + Ay =0 é da forma
y(z) = ¢1 cosVAz + ¢ sen VA,

escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢ e ca. A condig¢ao y(0) = 0 implica
que ¢ = 0 e a condigao y(I) = 0 implica que ca sen VAL = 0. Esta condi¢io é verificada,
para todo o valor de ¢z, se VA = nw, ou seja, A\ = n’n? /1? para algum inteiro positivo n.
Assim, o PVF (5.2) tem solugdes nao-triviais

nwx

y(x)=c sen ——,

para A\ =n?m?/12, n=1,2,....

Nota. O resultado obtido para o caso A < 0 pode ser simplificado se escrevermos que toda a
solugao y(z) é da forma
y(x) = ¢1 cosh vV —Ax + casenh v —Az,
onde /I /S
—Az —v/ =Xz
coshvV -z = ¢ +26 .

Assim, a condigao y(0) = 0 implica que ¢; = 0, enquanto que a condigao y(I) = 0 conduz a
casenh/—Al = 0. Mas senh z > 0 se z > 0, pelo que ¢ =0 e y(z) = 0.

O Exemplo 126 ¢ indicativo relativamente ao que se passa no PVF geral (5.1). De facto, tem-se
0 seguinte teorema.
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Teorema 59 O PVF (5.1) tem solugdes nao-triviais y(x) apenas para um conjunto numerdvel
de valores A1, Xo,..., onde A1 < X2 < ..., e A\, tende para infinito quando n tende para infinito.
Estes valores especiais de A designam-se valores proprios do PVF (5.1), e as solugoes nao-
triviais y(x) sao designadas fungées proprias de (5.1).

Usando as designacoes agora introduzidas, os valores préprios do PVF (5.2) sao 72/12, 47%/I2,
972/12,. .., e as funcdes préprias de (5.2) sdo todos os muiltiplos constantes de sen 7wz /1, sen 27w/,

A razdo pela qual se utilizam neste contexto as designagoes “valores préprios” e “funcées
préprias” pode ser explicada de forma simples. Seja V' o conjunto de todas as fungoes y(z) que
sao de classe C2 e que satisfazem ay(0) + by/(0) = 0, cy(l) + dy'(l) = 0. Assim sendo, V é um
espago vectorial de dimensao infinita. Considere-se agora o operador (linear) £ definido por

2
£5)() = Y (2.

As solugdes y(x) de (5.1) sao aquelas fungdes y que pertencem a V' e para as quais
Ly = \y.

Ou seja, as solugoes y(z) de (5.1) s@o precisamente as fungdes de V' que sao transformadas por
L em A vezes elas préprias. No caso do exemplo precedente tem-se

yn(x) = ¢ sen _mlm:,
pelo que
d*yn () d? nwx n2n? nrr  nr?
T = e () =T esen T = T wle)

Portanto, para o operador diferencial —d?/dz?, o valor préprio \, = n?n2/I? est4 associado a
fungao prépria y, = csennmz/l. De notar ainda que A, tende para infinito quando n tende para
infinito.

Em geral, as fungdes proprias sao consideradas a menos de um factor multiplicativo uma vez
que se f(x) é uma func¢do prépria de determinado operador linear, entdo cf(x) também é uma
funcdo proépria desse mesmo operador. Assim, é habitual associar apenas uma funcao prépria a
cada valor préprio. Desta forma, no exemplo precedente, ao valor préprio n?mw?/I1? corresponde
a fungao prépria sennmx/l.

Exemplo 127 Determinar os valores préprios e as fungoes prdprias do PVFE

d2
d—jé +Ay=0, y(0)+y(0)=0,  y1)=0. (5.4)

Solucao. Novamente, consideramos trés situagoes.
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(i)

(i)

(iii)

5. Introducao as equagoes diferenciais parciais

A =0: Toda a solugio y(z) de y’ =0 é da forma
y(x) = c1x + ¢,

escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢1 e cy. As condigoes y(0) +y'(0) =0 e
y(1) = 0 implicam ambas que coa = —c1. Portanto,

ylo) = c(z = 1), c#0,

é uma solugdo nao-trivial de (5.4) quando A = 0. Ou seja, y(x) = (x — 1) é uma fungao
propria de (5.4) com valor préprio zero.

A < 0: Neste caso, toda a solugao y(x) de y" + Ay =0 é da forma (ver Exemplo 126)
y(z) = ¢1 cosh vV —Az + co senh v — Az,

escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢ e ca. As condigoes y(0) +4'(0) =0 e
y(1) = 0 implicam

c1+covV—-A=0, c1coshv—\+ casenhv—\ = 0. (5.5)

(Recorde-se que (coshu) = u'senhu e (senhu) = u' coshu). Assim, a solugio é do tipo
y(x)=c <—\/ —Acosh vV—Az + senh v/ —)\:13) ,

para algum valor de c. O sistema de equagoes (5.5) tem solu¢ao nao-trivial c1, co se e sé
se

1 V=X
det ( coshv/=X senh /=X ) =senh vV—\ — V=X cosh vV—\ = 0,

ou seja,

senh v—\ = vV—Acosh v—A\.

Mas esta equagdo ndao tem solugdo para A < 0. De facto, o problema consiste em determinar
z >0 tal que
z cosh z — senh z = 0. (5.6)

Ora, definindo f(z) = zcosh z — senh z, tem-se
f(0)=0, f'(z) = zsenh z,

pelo que f'(z) > 0 para todo z > 0. Assim, f(z) > 0 para todo z > 0, pelo que a equagdo
(5.6) nao tem solugdo para z > 0 conforme requerido.

A > 0: Neste caso, toda a solug¢io y(x) da equagao diferencial y" + Ay =0 é da forma
y(z) = ¢1 cos VAz + ¢ sen VA,

escolhendo adequadamente o valor das constantes ¢; e cy. As condigées de fronteira impli-
cam que

c1 +02\/X:0, c1c0s VA4 casen VA = 0. (5.7)
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Neste caso a solucao é da forma
y(r) =c (—\/X cos VAz + sen \/X:r) :

para algum valor de c. O sistema de equagoes (5.7) tem solugao nao-trivial c1, ca se e s6
se

1 VA
det(coS 5\ sen\/X>_S€n\/X_\/XCOS\/X_O’

ou seja,

tg\/x =V (5.8)

Para determinar quais os valores de \ que satisfazem a equagio (5.8), fazemos 6 = Ve
tracamos o grifico das fungoes n =0 e n =1tg0d no plano 6 x n:

N

A coordenada 6 de cada ponto de interseccao destas curvas é entdo uma raiz da equagdo
0 = tgh. E facil de ver que estas curvas intersectam-se apenas uma vez no intervalo
m/2 < 0 < 3mw/2, e que tal ocorre num ponto 61 > w. De igual modo, estas curvas
intersectam-se apenas uma vez no intervalo 3w/2 < 6 < 5m/2, num ponto 02 > 2w. Em
geral, as curvas n =0 e n = tgl intersectam-se apenas uma vez no intervalo

2n —1 2n+1
T<0< 5 T

e que tal ocorre num ponto 0, > nw.

Finalmente, as curvas n =0 e n = tg0 nao se intersectam no intervalo 0 < 6 < 7/2. De
facto, considerando h(0) =tgf — 0, tem-se

h(0) =0, R'(6) = tg?,

pelo que W (0) > 0 para todo 0 < 0 < 7/2. Assim, h() > 0 para todo 0 < 6 < 7/2, pelo
que a equagao tgh — 0 = 0 nao tem raizes no intervalo 0 < 6 < /2.
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Portanto, os valores proprios de (5.4) sio A\ = 602, Ay = 03, ..., e as respectivas fungoes
proprias sao

—v/ A1 cos \/)\_190 + sen \/)\_11‘, —\/)\_2 cos \/)\_gx + sen \/)\_g:r,

Nao podemos determinar o valor exacto de \,, mas sabemos que
n?m? < A < (2n 4 1)27% /4.
Além disso, é ébvio que

lim A\, = +o0.
n—oo

Exercicios

Exercicio 93 Determine os valores proprios e as fungoes proprias dos sequintes problemas de
valores de fronteira.

2
(a) % +Xy=0,  y(0)=0, y'(1) =0.

2
) SY =0 YO =0 =0

2
(© SStaw=0 O =0, ) —ym=0

d?y

@) Th+w=0, 4O~y ©)=0,  ym)-y/(x)=0.

Exercicio 94 Para que valores de A é que o problema de valores de fronteira

de
—Ztw=0 y(0)=y(m), y'(0) =3/ (2m),

tem solucao nao-trivial?

5.2 Classificacao de equacoes diferenciais parciais de segunda
ordem

Até agora estudamos apenas equagoes diferenciais envolvendo uma varidvel independente, desig-
nadas equagoes diferenciais ordindrias (EDOs). No entanto, hd muitos problemas do ambito da
fisica/matematica aplicada que se traduzem em equagoes diferenciais parciais (EDPs), uma vez
que envolvem mais do que uma varidvel independente. Por exemplo, a equacao diferencial

d3u B Ou  Ou

dx3 ot O
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¢ uma equacao diferencial parcial para a funcdo u(z,t). De igual modo, as equacoes diferenciais

ou Ov ou v

dx 0y’ Oy  Oa

constituem um sistema de EDPs para as fungoes u(z,y) e v(x,y). Tal como nas equagoes di-
ferenciais ordindrias, a ordem da equacao diferencial é dada pela ordem da derivada de ordem
mais elevada que nela figura. Assim, a EDP

Pu(n)
02 \at) —“

Classicamente, existem trés equagoes diferenciais parciais de segunda ordem que surgem em
muitas aplicacoes e que tém especial importancia na teoria das EDPs:

¢é de ordem 2.

Pu  O%u B

By 4 (9_3/2 =0, (equagao de Laplace),

Pu  ,0%u

52 = ¢ 5 (equacao de onda),
Tz
0 0?
8_1; = a23—g’ (equagao de calor).
Tz
Podemos ainda considerar
Pu  0%u

53 + % = g(z,y), (equagao de Poisson).

Para simplificar a notacdo usaremos frequentemente a notacio: u, = Ou/0x, Uz, = 0%u/0x?,
etc. Com base nesta notagao os exemplos acima podem escrever-se, respectivamente, como

_ _ 2 _ 2 .
Ugg + Uyy = 0, Utt = C Ugg, Ut = O Uz, Uzg + Uyy = g

Outra nocao importante no que respeita as equacoes diferenciais parciais é o da linearidade. Tal
pode ser facilmente descrito no contexto de um operador diferencial £ aplicado a uma funcao wu.
Sao exemplos de operadores diferenciais:

ou ou 0%

Lu = 7 Cu:5u—cosya—y, Eu:uaxay.

Definicao 33 Um operador L diz-se linear se
L(u+v) = Lu+ Lo, L(cu) = cLu,

quaisquer que sejam as funcgoes u e v, e qualquer que seja a constante c.
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Exemplo 128 Os operadores definidos por
Lu = 2u — Ju/0x, Lu = 2ux — e0u/0x, Lu = 0*u/dx* — du /O,
sao lineares, mas os operadores
Lu = 0u/dy + 1, Lu = u* — Ou/Or, Lu = (Ou/0x)? + (0u/dy)?,
nao sao lineares (porqué?).
Definigao 34 Uma EDP diz-se linear se pode ser escrita na forma
Lu =g,

onde L é um operador diferencial linear e g uma fungio dada. Caso se tenha g = 0, entdo a
EDP diz-se homogénea.

Exemplo 129 A equacdo de Laplace, a equacao de onda e a equacdo de calor sao exemplos de
EDPs lineares homogéneas. A equacao de Poisson é uma EDP linear ndo-homogénea.

A EDP linear de segunda ordem mais geral em duas varidveis escreve-se

a(517> y)u:c:c + b(w, y)umy + C(% y)uyy + d($> y)u:c + e(x, y)uy + f(% y)u = g(.’E, y)a

onde a, b, ¢, d, e, f e g sdo funcoes dadas.

Exemplo 130 As EDPs sequintes sao lineares.

Uz + €™ Ugy + TUYy = T,
Uyy + COST Uy = YZ,

Ugy + Uy + U = COSY.

E impossivel formular um teorema geral sobre a existéncia de solucéo que se aplique a todas as
equacoes diferenciais parciais lineares, mesmo que nos restrijamos ao caso das EDPs de segunda
ordem. Em vez disso, é mais natural especificar a solucao através de um conjunto de condictes
de fronteira ou condigbes iniciais de acordo com a equagao diferencial em causa. Por exemplo,
conforme veremos, a solucdo da equacio de calor u; — oy, = 0 na regido 0 < x <1, 0 < t < oo,
pode ser especificada de forma tinica em termos das condigoes iniciais para t = 0 e das condigoes
de fronteira em z = 0 e x = [. Por outro lado, a solucio da equacdo de onda uy — c*uy, = 0 na
regiao 0 < x < I, 0 < t < 00, pode ser especificada de forma tinica em termos das condicoes de
fronteira em z = 0 e x = [ e de duas condigbes iniciais as quais a soluc¢ao deve obedecer: u(z,0) e
ug(x,0). Por forma a ainda assim poder abordar esta questdo com alguma generalidade, pode-se
classificar as equagoes diferenciais lineares de segunda ordem da seguinte maneira.
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Definicao 35 Para a EDP linear de sequnda ordem,
a(, Y)uze + (2, Y)uzy + (2, y)uyy + d(@,y)ua + e(z, y)uy + f(2,y)u = g(z,y),
tem-se a sequinte classificacdo:
se 4ac — b*> > 0, a EDP diz-se eliptica,
se dac — b?> =0, a EDP diz-se parabdlica,
se 4ac — b* < 0, a EDP dizse hiperbdlica.

Exemplo 131 A equacdo de Laplace e a equacao de Poisson sao ambas EDPs elipticas, enquanto
que a equacdo de onda é hiperbdlica. A equagdo de calor é parabdlica.

Existem teoremas gerais para cada uma destas classes de EDPs cujo enunciado e demonstracao
podem ser encontrados em livros avancados sobre EDPs. Aqui apenas nos preocuparemos em
indicar qual o tipo de condigoes de fronteira que é natural associar a cada um destes trés tipos
de equacoes.

Se uma EDP ¢ eliptica, podemos resolver um problema de Dirichlet, a saber, queremos
determinar a solugao de Lu = g numa regiao D satisfazendo a condigao de fronteira u = ¢(z,y)
na fronteira de D. Por exemplo, o problema fisico que consiste em determinar a deflexao u(z,y)
de uma membrana devido ao seu peso quando a sua fronteira D se encontra fixa conduz ao PVF
eliptico

Uzz + Uyy = f(2, ), para todo (x,y) pertencente ao interior de D,

u(z,y) =0, para todo (z,y) pertencente a D,

onde f(x,y) é uma funcao dada que reflete as propriedades fisicas da membrana.

Se a equagao é parabdlica ou hiperbdlica, é natural resolver um problema de Cauchy, no
qual se especifica a solugao e a sua derivada temporal para ¢ = 0 ao longo de uma linha, bem
como as condigoes de fronteira que sejam relevantes. Conforme veremos, a equacao da corda
vibrante é um exemplo deste tipo de problema. Nesse caso, o afastamento de cada ponto da
corda relativamente ao eixo OX, u(z,t), obedece a

Ut — gy = 0, t>0 0<ax<l,
u(z,0) = f(z), 0<zx<l,
ut(l‘,O) :g({E), 0<z <l

u(0,t) =0, w(l,t)=0, t>0.

As condigoes iniciais f, g representam a posicao e a velocidade inicial de cada ponto da corda
vibrante. As condigbes de fronteira em z = 0 e x = [ significam que os extremos da corda se
encontram fixos qualquer que seja o instante de tempo considerado.

Exercicios

Exercicio 95 FEscrever a forma mais geral de uma EDP de primeira ordem linear em trés va-
ridveis. Quantas funcgées sio mecessarias para especificar esta EDP?
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Exercicio 96 Considere o operador L dado por Lu(z,y) = a(x, y) Uz + 0(T, Y)Uzy + (2, Y)Uyy.
Mostre que L é um operador diferencial linear.

Exercicio 97 Suponha que L1 e Lo sio operadores diferenciais lineares. Mostre que o operador
L1+ Lo também é um operador diferencial linear.

Exercicio 98 Classifique cada uma das sequintes EDPs de sequnda ordem como eliptica, para-
bolica ou hiperbdlica.
(@)  Ugp + Bugy + uyy + 2uy —uy = 0. (0) Uy + Bugy + 8uyy + 2uy —uy = 0.

(€) Ugz — gy + Uyy + 2up —uy =0.  (d)  Ugy + Uy, = 0.

5.3 O principio da sobreposicao e o principio da subtraccao

No estudo das equagoes diferenciais ordindrias é muitas vezes possivel escrever a solugao geral de
forma explicita, em termos de constantes arbitrdrias e de um conjunto de solucoes particulares.
Tal nao é possivel no caso das equacoes diferenciais parciais. Para ver que assim é consideremos o
exemplo da EDP de segunda ordem u,, = 0 para a funcdo incégnita u(x,y). Integrando uma vez
resulta uz(z,y) = ¢(y), enquanto que uma segunda integracao conduz a u(z,y) = zd(y) + ¥ (y),
onde ¢(y) e ¥(y) sdo fungoes arbitrarias. E evidente que existe um nimero infinito de escolhas
possiveis tanto para ¢(y) como para ¥ (y), pelo que a solugdo nao pode ser especificada recorrendo
a um ntumero finito de constantes arbitrdarias. Ou seja, o espago das solugbes tem dimensao
infinita.

Por forma a poder trabalhar de forma eficiente com EDPs lineares é necessario desenvolver
regras para combinar solugoes conhecidas. O principio que passamos a enunciar é a base de
muitos resultados que encontraremos mais adiante.

Proposigao 60 (Principio da sobreposi¢ao para equagoes homogéneas) Se ui, ug, ..., Uy SG0
solugoes da mesma EDP linear homogénea Lu = 0 num dominio de R™, entdo ciuy + cous
+ ... 4 cnum, onde c1, ca, ..., ¢y SGo constantes arbitrdrias, é ainda uma solucdo da EDP.

Demonstracao A demonstragdo baseia-se na propriedade da linearidade. De facto, tem-se por
hipdtese Lu; =0, i=1,...,m. Portanto,

L(crur + coug + . .. + cm) = c1Lluy + coLlug + . .. + ¢ Luy, = 0.
| ]

Exemplo 132 E facil verificar que qualquer que seja a constante k, a funcdo u(z,y) = €** cos ky
¢ solucao da equacao de Laplace Uzy + uyy = 0. Entao, o principio da sobreposi¢ao permite
concluir que a funcdo u(z,y) = e~ cosy + 2e =3 cos 3y — be ™™ cos my também é uma solucio da
equacgao de Laplace.

O principio da sobreposigao nao se aplica a EDPs ndo-homogéneas. Por exemplo, se u1 e ug
sao solucoes da equagao de Poisson gz, +uy, = 1, entao u; +wug € solucao de uma EDP diferente,
a saber, u;,; + uy, = 2. No entanto, tem-se o seguinte principio geral que permite relacionar
EDPs nao-homogéneas e homogéneas.
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Proposigao 61 (Principio da subtracgao para equagoes ndo-homogéneas) Se uy e ug sao solugoes
da mesma EDP linear nao-homogénea Lu = g num dominio de R™, entdo a fun¢do uy — ug é
uma solucdo da equagdo homogénea associada Lu = 0.

Demonstracao Tem-se por hipdtese Lu1 = g e Lus = g. Entdo
L(ug —uz) = Lug — Lug =g —g=0.
[

Exemplo 133 Se u; e ug sdo solugoes da equagdo de Poisson Uz, + Uy, = 1, entdo uy — ug €
uma solugao da equacao de Laplace gy + uyy = 0.

O principio da subtracgao permite-nos determinar a solugao geral de uma EDP nao-homogénea
Lu = g desde que conhegamos uma solugao particular da equagao e a solugao geral da equacao
homogénea associada Lu = 0. O resultado pode ser expresso da seguinte forma.

Coroldrio 1 A solugdo geral da equagao diferencial parcial linear Lu = g pode ser escrita na
forma
u=uv+U,

onde U é uma solugdo particular da equacao Lu = g ev é a solugdo geral da equag¢do homogénea
associada Lu = 0.

Exemplo 134 Determinar a solugao geral u(z,y) da equagao diferencial uz, = 2.
Solugdo. Tem-se que U(x,y) = 2% é uma solu¢do da equagio dada. Por outro lado, a solugdo
geral da equagdo homogénea associada Uz, =0 é v(z,y) = zg(y) + h(y). Assim sendo, a solugao

geral da equagdo nao-homogénea é u(x,y) = xg(y) + h(y) + 22,

Exercicios

Exercicio 99 Mostre que a funcio u(x,y) = e** cosky é uma solucio da equacdo de Laplace

Uz + Uyy = 0 qualquer que seja o valor da constante k.

—k2t
ekme k=t

Exercicio 100 Mostre que a fung¢ao u(x,t) = é uma solugcao da equacdo de calor

Uze + up = 0 qualquer que seja o valor da constante k.

5.4 Exercicios de revisao do Capitulo 5

Exercicio 101 Determine os valores prdprios e as fungoes proprias dos sequintes problemas de
valores de fronteira.

d?y ) )
(a)WJr)\y:O, y'(0) =0, y'(l) = 0.

2
1) SY =0, w0 -y =0, y1)=0
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Exercicio 102 Para que valores de A é que o PVF

d%y _

22 (=0, y(0)=0,  y(1)=0,
tem solucao nao-trivial?

Exercicio 103 Considere o problema de valores de fronteira

2
CEAN =0, w0)=0,  y1)=0

(a) Mostre que se \ for um valor préprio do problema homogéneo, entao o problema proposto:
i) pode nao ter solugao; ii) a solugdo (quando existe) nao é unica.

(b) Mostre que este problema tem uma sé solucao y(t) se A nao é um valor préprio do problema
homogéneo. (Sugestao: use o sequinte resultado: a = b ¢é equivalente a (~ b= ~

a).)
Exercicio 104 Classifique as sequintes EDPs lineares de sequnda ordem.
(a) ugy + 2™ Ugy + ey Uyy = 0.
(b) €Y Uy +e* uyy = 0.
(¢) gy +2coszuy, =0, z€]0,n.

Exercicio 105 Mostre que a fungao u(x,y) = eFre=kY ¢ wma solugio da equagio de onda
Ugz — Uyy = 0 qualquer que seja o valor da constante k.

Exercicio 106 Mostre que a funcio u(z,y) = (k/2)x? + (1 — k)y?/2 é uma solu¢io da equacio
de Poisson gz, + uyy = 1 qualquer que seja o valor da constante k.

5.5 Solugoes dos exercicios do Capitulo 5
93. (a) A\, = (2n + 1)272/(41%), y(z) = sen(2n + )7z /(20);
(b) A =0, y(z) = 1; A\, = —n?72/I?, y(z) = cosnmz/l;
(c) y(x) = senh /=X, onde tgh /= Ao = /= X0, V=X & 0.996 18; y(x) = sen v/ A\, ,
onde tgvAnm = VA e 2n —1)2/4 < X\, < 0% (d) XA = —1, y(z) = €% Ay = n?,

y(z) = ncosnz + sennz.
94. A =0, y(z) = 1; A\, = n?, y(x) = ccosnx + sen nz.
95. a(x,y, 2)us + b(z,y, 2)uy + c(z,y, 2)u, +d(x,y, 2)u = f(x,y, 2); sdo necessarias 5 fungoes.

98. (a) hiperbdlica; (b) eliptica; (c) parabdlica; (d) eliptica se z > 0, hiperbdlica se x < 0.
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101. (a) A= 0, y(x) = 1; A\, = n?72 /1%, y(x) = cosnwx/l;
(b) y(z) = sen v/ Apx + cos vV Anx, onde tg VA, = = Ay e (2n — 1)272/4 <\, < 272

102. )\, = n?72, y(x) = e sennra.

104. (a) parabdlica; (b) eliptica; (c) eliptica se x € |0,7/2[, hiperbdlica se x € |r/2, 7].






Capitulo 6

Separacao de variaveis, séries de
Fourier e aplicacoes

6.1 A equacao de calor; separacao de varidveis

Considere-se o problema de valores de fronteira

U = Uy, t>0 0<ax<l, (6.1)
u(z,0) = f(x), 0<z<l,
u(0,t) = u(l,t) =0 t>0.

O objectivo ¢ determinar a solugao u(zx,t) de (6.1). Para isso ¢ 1til relembrar como se resolve o
problema de valores iniciais
d*y dy

gz PP +a@y =0, y(0)=w,  Y(0) =y (6.2)

Primeiro, e tendo em conta que se trata de uma equagao diferencial linear homogénea, determi-
namos duas solugoes da equacao diferencial que sejam linearmente independentes y;(t) e ya(t),
por forma a obter a solugao geral y(t) = c1y1(t) + cay2(t). Depois determinamos o valor das
constantes ¢; e ¢y por forma a obter a solu¢ao de (6.2). Sucede que, conforme ja referimos an-
teriormente, qualquer combinacado linear ciui(x,t) + ... + cpmum(z,t) de solugdes uq(z,t), ...,
Um(x,t) de
ur = gy, (6.3)
t

é ainda uma solucao de (6.3) j4 que esta EDP é linear. Além disso, se uj(z,t), ..., upn(z,t)
verificam as condigoes de fronteira u(0,t) = u(l,t) = 0, entdo a combinagao linear ciu; + ...+
CcmUm também verifica essas condigoes de fronteira. Este facto sugere a seguinte forma de abordar
a resolucao do PVF (6.1):

(i) Determinar tantas solugoes ui(x,t), us(z,t), ... quantas seja possivel do PVF

U = P Uyy, t>0, 0<ax<l, (6.4)
u(0,t) = u(l,t) =0. t>0.

177
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(ii) Determinar a solucao u(z,t) de (6.1) considerando uma combinagao linear apropriada das
fungdes upm, (z,t), m=1, 2, ....

Vejamos entao como podemos proceder em cada um destes dois itens.

(i) Como nao sabemos, de momento, como resolver equagoes diferenciais parciais, temos de
reduzir a resolugdo do problema (6.4) a resolugao de uma ou mais equagoes diferenciais
ordindrias. Tal pode ser conseguido impondo u(z,t) = X (z)T'(t) (dai a designagao de
separacao de varidveis). Assim, tem-se

u=XT e Ugy = X" T.

Vemos que u(z,t) = X (x)T(t) é solugio da equagio us = oy, se

XT =a?X"T,
ou seja,
X/I T/
X "o (6:5)

Note-se que o primeiro membro de (6.5) s6 depende de z, enquanto que o segundo membro
s6 depende de t. Tal implica que

X/I !

para algum valor da constante A. Além disso as condigoes de fronteira

0 = u(0,£) = X(0) T(¢)

0= u(l,t) = X() T(@),
para todo ¢t > 0, implicam que X(0) = 0 e X(I) = 0 (caso contrério T'(t) = 0, o que
implicaria u(z,t) = 0). Portanto, u(x,t) = X (x)T'(t) é solucao de (6.4) se

X"4+AX =0, X(0)=0, X(1)=0 (6.7)

T' 4+ X\a?T = 0. (6.8)

Até aqui, a constante A é arbitraria. No entanto, sabemos do Exemplo 126 da Secgao 5.1
que o PVF (6.7) tem solucdo nio trivial X (z) apenas quando A = )\, = n?72/12, n =1, 2,
..., € que neste caso

X(z) = Xy (z) = sen #

Por outro lado, a equagao (6.8) conduz a

T(t) = e ™,
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isto &, oo s
T(t) = Tp(t) = et/ 1,

(De facto, tanto X (z) como T'(t) deveriam aparecer multiplicados por constantes arbi-
trdrias, mas omitem-se essas constante uma vez que posteriormente consideraremos com-
binagoes lineares das fungdes X, (x)7,(t).) Portanto,

nmx e—a2n27r2t /12

l

un(x,t) = sen
¢ uma solucao nao trivial de (6.4) qualquer que seja o nimero inteiro positivo n.

(ii) Suponhamos que a funcao f(z) presente em (6.1) é uma combinacao linear finita das fungoes
sennmx/l, isto é,

Z Cp sen @. (6.9)

Entao,
N

u(w,t) = Z Cp sen # et/ P (6.10)
n=1
é a solugao procurada do PVF (6.1) uma vez que é uma combinacao linear de solugoes de
(6.4) que verifica a condigao inicial

chsenw = f(z), O0<z<l. (6.11)

Infelizmente, a maior parte das fungoes f(z) ndo pode ser expressa como uma combinacao
linear finita das funges sennwz/l, n = 1, 2, ..., no intervalo 0 < z < [. Tal leva-nos a
colocar a seguinte questao.

Pode uma funcao arbitraria f(x) ser escrita como uma combinagao linear infinita das funcoes

sennmz/l,n=1,2, ..., nointervalo 0 < x < [? Por outras palavras, dada uma funcao arbitréria
f, é possivel determinar constantes ¢y, co, ..., tais que
T 21
f(ac)—clsenT—i-czsen——i— chsen O<a<lI?

A resposta é afirmativa, conforme veremos na Sec¢ao 6.2.

Exemplo 135 No instante t = 0 a temperatura u(x,0) de uma barra de cobre fina (o = 1.14)
de comprimento unitdrio é dada por

u(z,0) = 2sen 37z + 5sen 8nx, 0<z<1.

Os extremos da barra estdo mergulhados em gelo, pelo que a sua temperatura é mantida a 0°C.
Determinar a temperatura u(z,t) na barra para qualquer instante de tempo t > 0.
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Solucdo. A temperatura u(z,t) deve verificar o sequinte PVF

up = 1.14 ugy, t>0 0<x<l,
u(z,0) = 2sen 3wz + Hsen 8rz, 0<z<l,
u(0,t) = u(1,t) =0. t>0.

Atendendo o forma de u(x,0) e a (6.10) - (6.11) resulta

N
_ 2,2
u(z,t) = E cnsennmy e AT
n=1
onde as constantes c1, ca, ... sdo tais que
N
g cpsennmr = 2sen 3wx + 5sen 8.
n=1

Portanto, as constante sdo todas nulas excepto
3 = 27 g = 55

resultando
—9(1.14) 7%t —64 (1.14) 72t

u(z,t) = 2sen3nze + 5sen8nze

s
25
025 \/0‘ \/075 1 0 025
25
5

V\/VU |

Gréfico de u(x;0) Grifico de u(x;0.001) Grifico de u(x;0.002)

Grifico de u(x;0.0035) Grifico de u(x;0.005) Grifica de u(x;0.015)
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Exemplo 136 Determinar a solugio do PVF usando o método de separacdo de varidveis.

Ut = Upz + U, t>0, 0<ax<10,
u(z,0) = 3sen 2wz — 7sen drz, 0 <z <10,
u(0,t) = u(10,t) = 0. t>0.

Solucao. Admitindo que a solug¢do u(x,t) se pode escrever na forma
u(z,t) = X (2) T(0),

resulta para up = Ugy + u:

TI X//
Assim, deverd ter-se
X// TI
— +1=1-A —=1-2A
X + ’ T

para algum valor da constante \. Portanto, as fungées X () e T'(t) devem obedecer a

X"+ 2AX =0, T +(A=1)T =0,
tendo-se ainda as condicoes de fronteira

0=u(0,t) = X(0)T'(¢), 0 =u(10,t) = X(10) T'(¢),
1sto €
Ora, o PVF
X"+ 2X =0, X(0) =0, X(10) =0,

sé tem solug¢do nao trivial se

A=\, = n?7%/100, n=1,2,...,

e neste caso
nmwe

X(z) = Xp(z) =sen ETR

Por outro lado, a equag¢io T+ (A — 1)T =0 conduz a
T(t) = To(t) = 10,

ou
T (t) = e(lfn27r2/100)t.

Assim,

N
nwT
Up(,t) = Z Cn Sen 0 e(1—n?7?/100)t
n=1
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é solucao do problema

Ut = Ugy + U, t>0, 0<a<10,
u(0,t) = u(10,t) = 0. t>0.
para todo o valor inteiro positivo de n. Ora, uma vez que se impoe que

u(z,0) = 3sen27x — Tsendnz, 0 <z < 10,

deverd ter-se

N
nwT
g Cp, S€n To = 3sen2mx — 7sendnx,
n=1

pelo que as constantes sao todas nulas excepto

cp0 =3, cg0=—T.

2

A solugao do PVF proposto é entao

(1—4m2)t (171671-2)1‘/.

u(z,t) = 3sen2nze — Tsendrnzxe

Exercicios

Exercicio 107 Determine a solugcio do sequinte problema de valores de fronteira.

up = 1.71 ugy, t>0 0<a<2,
u(z,0) = senmx/2 + 3senbrx/2, 0<z<2,
u(0,t) = u(2,t) = 0. t>0.

Exercicio 108 Use o método de separacdo de varidveis para determinar a solugdo dos sequintes
problemas de valores de fronteira.

(a) ur = uy, u(t,0)=e 3+ 2.
(b) ur =uy —u, u(t,0)=e> + 2" — 143
Exercicio 109 A equacao de calor no espaco bidimensional é dada por
U = a2(um + Uyy). (6.12)

(a) Supondo que u(z,y,t) = X(x)Y (y)T'(t), determine as equagdes diferenciais ordindrias que
devem ser satisfeitas por X, Y eT.

(b) Determine solugées u(x

,y,t) da equagdo (6.12) que satisfacam as condigdes de fronteira
u(0,y,t) =0, u(a,y,t) =0, u

Y,
0, u(z,0,t) =0, u(z,b,t) = 0.
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6.2 Séries de Fourier: definicao e principais propriedades

Definicao

Muitos problemas de valores de fronteira cldssicos admitem solugoes separadas envolvendo funcoes
trigonométricas. E neste contexto que surge a teoria das séries de Fourier.

Em 1807 Fourier postulou que qualquer fungao f(x) pode ser desenvolvida numa série infinita
de senos e co-senos. Mais concretamente, seja f(z) uma fungao definida no intervalo —I < z <[
e definam-se os nimeros

1 l
—7/ f(x)cos?dw, n=0,1,2, ... (6.13)
-1
¢ l
1
:7/ f(m)sen@dw, n=1,2, ... (6.14)
—1
Entao, a série infinita,
%—l—alcos ;i —l—blsenT—i— :a—;—i—; [ancos—+b sen—mlm (6.15)

converge para f(x). O facto é que apenas recentemente foi possivel estabelecer condigbes ex-
tremamente precisas para que a série (6.15) convirja. Este resultado constitui, na realidade,
um dos teoremas matemadticos mais importantes do século XX. O teorema que se enuncia de
seguida, embora nao seja o mais geral possivel, abarca as situagoes mais relevantes que surgem
em aplicacoes.

Definicao 36 A série infinita (6.15), com coeficientes a,, e b, dados por (6.13) e (6.14), res-
pectivamente, designa-se série de Fourier de f no intervalo —l < x <.

Tem-se o seguinte resultado relativo & convergéncia da série de Fourier (6.15).

Teorema 62 (Teorema da Convergéncia). Sejam f e f' fungdes seccionalmente continuas no
intervalo —l < x < l. Entao a série de Fourier de f (6.15) converge para f(x) se esta fun¢do
for continua em z, e para [f(xT) + f(x7)]/2' se f for descontinua em x. Em x = %l a série
de Fourier (6.15) converge para [f(1) + f(=1)]/2, onde f(£l) é o limite de f(z) quando = tende
para *1.

Nota. A quantidade [f(z") + f(27)]/2 mais nao é do que a média aritmética dos limites de f a
esquerda e a direita no ponto z. Se definirmos f(x) como sendo a média aritmética dos limites
de f & esquerda e & direita para qualquer ponto de descontinuidade z, entdo a série de Fourier
(6.15) converge para f(z) em todos os pontos x do intervalo —I < = < .

Por comodidade definimos

nm

In( :%—l-i[ancos + by, senTgc],

n=1

a soma parcial de ordem N da série trigonomeétrica (6.15).

'Tem-se as seguintes definicdes: f(z7) = lim,_,,— f() e f(=T) = lim,_,,+ f(2).
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Exemplo 137 Seja f a funcdo que é 0 para —1 < x < 0 e 1 para 0 < z < 1. Determinar a
série de Fourier de f no intervalo —1 < x < 1.
Solugao. Neste caso, | = 1. Portanto, de (6.13) e (6.14) resulta,

aO:/_llf(:c)dx:/Old:c:I,

1 1
an:/ f(z) Cosmr:cda::/ cosnmzdr = 0, n>1,
-1 0

1 1 1 1— (=1
an/ f(z) senmr:vdx:/ sennrrdr = —(1 — cosnm) = ————, n =1
-1 0

nm nm

Note-se que b, = 0 se n for par e b, = 2/nw se n for impar. Portanto, a série de Fourier de f
no intervalo —1 < x <1 é

1 2sennwmx 2send3nmx 2sendnx
+ + +
2 T 3 5

Pelo Teorema 62, esta série converge para 0 se —1 <x <0 eparal sed <z <1l. Emzxz = —1,
0 e +1 a série converge para 1/2, tal como previsto pelo Teorema 62.

De seguida apresentam-se alguns grificos que ilustram a forma como a série de Fourier tende
para a funcao f o medida que o nimero de termos da série aumenta.

075 075 075

0s 0s 0s

fhos ofs 02
0 0 0

o 05 0 05 i o 05 o 05 1 o N5 0 05 !

Grifico de f1(x) Grifico de fo(x) Grifico de f3(x)

075 075 075

0 il A A

Grifico de f4(x) Grifico de f5(x) Gréfico de fao(x)
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Exemplo 138 Seja f(x) a fung¢io que é 1 no intervalo —2 < x < 0 ex em 0 < = < 2.
Determinar a série de Fourier de f no intervalo —2 < x < 2.
Solugao. Nesta caso, | = 2. Portanto, de (6.13) e (6.14) resulta,

0 1 2
/ f(z —/ d:c+—/xda::2,
2 Jo

1 [ 1 [?
an:§ _2f(:z:) cos%dng/ﬂcosn—gxdx—i— 2/0 mcos?da:
2
:( E (cosmn —1), n>1,
nm
e
1 /2 1 /0 1 (2
—5/2f($) sen?dmz§/2senn—gxdm+§/o xsen%dm
1
= —— (cosmn , n>1.
( +1) >1
nmw
Note-se que a, =0 sen for par e a, = —4/n*7? se n for timpar. Por outro lado, b, = 0 se n for
impar, e b, = —2/n7 se n for par. Portanto, a série de Fourier de f no intervalo —2 < x <2 é
() =1 4 mx 1 4 3rx 1 9
s(x)=1— —cos— — —senmxr — —5 COS —— — — SeN 27x — . ..
2 2 o 972 2 27 ’
1sto €,

4 Kcos(2n+ 1)mx/2 1 o= sennmx
—1- = _ N =2
s(@) 2 ; (2n +1)2 0 z n

i < 4 cos(2n — 1)z /2 N lsennm:)

— (2n —1)2 T n

Pelo Teorema 62, esta série converge para 1 se —2 < x < 0, para © se 0 < x < 2, para 1/2 se
x =0, epara 3/2 se x = £2.

Apresentam-se de sequida alguns graficos que ilustram a forma como a série de Fourier tende
para o funcdo f & medida que o nimero de termos da série aumenta.

Gréfico de f1(x) Gréfico de fa(x) Grifico de f3(x)
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Grifico de f4(x) Grifico de f5(x) Grifico de fao(x)

Os coeficientes de Fourier definidos por (6.13) e (6.14) podem ser obtidos de forma simples
conforme mostra o seguinte resultado.

Teorema 63 Se uma fungio seccionalmente continua f(x) poder ser expressa como uma série
de senos e co-senos no intervalo —l < x < I, entdo esta série tem de ser necessariamente a série

de Fourier de f(x) (6.15).

Demonstragao Suponhamos que f(x) é uma fungdo seccionalmente continua e que

ke

z (6.16)

co > kmx
f(z) = 5] + }; [ck cos —— + dj sen

para algumas constantes ¢y, e di. Supde-se que a equagdo (6.16) é aplicdvel a todos os pontos do
intervalo —l < x < I, com excep¢do de um niumero finito de pontos. Integrando ambos os lados
de (6.16) entre —l el obtém-se

/ ' (o) d = ol
-

! !
/ cos]{:;r—xdm:/ sen@dmzo, k=1, 2
—l —1

(Nota: Pode-se mostrar que a série (6.16) pode ser integrada termo a termo). De forma andloga,
multiplicando ambos os membros de (6.16) por cosnmx/l e integrando entre —I e | conduz a

uma vez que

l
lcn:/ f(x) cosgdw,
—

enquanto que multiplicando ambos os membros de (6.16) por sennmx/l e integrando entre —I e
I conduz a

!
ldn:/ f(zx) sen#dw.
—
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Isto deve-se ao facto de se terem os sequintes resultados (ver Exercicio 112)

l
kmx nrr [0, k#n,

/_ZCOST cosTd:E—{ | k=n (6.17)
l

/sen@ cos@d:c—o (6.18)
1

Dp R oz [0, k#mn, (6.19)
_lsen s mdr=q7 L .

que traduzem relacoes de ortogonalidade.
Portanto, os coeficientes ¢, e d,, devem ser iguais aos coeficientes de Fourier a, e b,. Assim,
uma fun¢ao f pode ser desenvolvida em série de Fourier de forma tnica no intervalo — < x <.

|
Exemplo 139 Determinar a série de Fourier da funcdo cos®x no intervalo —m < x < .
Solucdo. Conforme acabamos de ver, a fun¢io cos®x tem wma e wma s6 série de Fourier

o0
a
Eo—l—Z[anCOS—-f-b sen—] =

n=1

(0.]
30 + Zl ap cos nx + by, sen ni]
n=

no intervalo —m < x < 7. Mas, uma vez que,

1 1
cos?x = = + — cos 2z,

2 2

2 514 1
62+2c052x.

entao a série de Fourier de cos®x no intervalo —m <z < 7

As fungdes cosnmx/l e sennmx/l, n = 1, 2, ..., sdo periddicas com periodo 2, pelo que se
repetem a cada intervalo de amplitude 2(:

cos (n—lﬂ(m + 2l)) = CoS (? + 2n7r) = cos n_7lm7
nm nmx nwT
sen <T(1: + 21)) = sen (T + 2n7r> = sen ——.

Desta forma, a série de Fourier (6.15) converge, para todo o x, para uma fungao periédica F(x).
Esta fungao é designada extensao periédica de f(x), sendo definida pelas equagoes

Fz)=3[f() = f(=D], ==+,

Exemplo 140 A extensao periddica da fungio f(x) = x e da fungdo g(x) = |z|, se estas es-
tiverem definidas no intervalo —1 < x < 1, tém a sequinte representagdo grifica
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0
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
0
. = 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 H

Extensao periédica da funcao x Extensao periédica da fungao

z|

Funcgoes pares e fungoes impares

Existem casos particulares em que a série de Fourier de uma funcao f se resume a uma série
envolvendo apenas senos ou co-senos. Esta situacao ocorre quando f é uma fungao par ou uma
funcao fmpar.

Definicao 37 Uma funcio f diz-se uma fun¢do par se f(—x) = f(z).

Exemplo 141 A fun¢do f(z) = 2? é uma funcdo par pois

Exemplo 142 A fung¢do g(x) = cosnmx/l é uma fungao par ja que
g(—x) = cos(—nnzx/l) = cos(nmzx/l) = g(x).
Defini¢ao 38 Uma fun¢io f diz-se uma fung¢do impar se f(—z) = —f(x).
Exemplo 143 A funcio f(z) = z3 é uma fun¢do impar pois
f(=z) = (-a)’ = =2’ = — f(x).
Exemplo 144 A func¢do g(x) = sennnz/l é uma fung¢ao impar uma vez que
g(—x) =sen(—nnz/l) = —sen(nnz/l) = —g(x).
Mostra-se facilmente que as fungdes pares e impares tém as seguintes propriedades elementares.

1. O produto de duas fungoes pares é uma funcdo par.
2. O produto de duas func¢oes fmpares é uma funcao par.
3. O produto de uma fungao par por uma funcao fmpar é uma fungao fmpar.

4. Se f é uma fungao impar no intervalo [, (], entao

/ ll @) dz =0,
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5. Se f é uma fungdo par no intervalo [—[, ], entao

/llf(aj)dx:2/olf(x)dm

Relativamente as fungoes pares e impares tem-se o seguinte lema.
Lema 1 Tem-se:

(a) A série de Fourier de uma fun¢do par é uma série de co-senos, ou seja, nao contém qualquer
termo do tipo sennmz/l.

(b) A série de Fourier de uma fungdo impar é uma série de senos, isto é, nao contém qualquer
termo do tipo cosnmx/l.

Demonstragao (a) Se f ¢é par, entio f(x) sennmx/l é impar. Logo, pela Propriedade 4, os
coeficientes

1 l
—7/ f(a:)sen@daz, n=1,2, ...,
1

da série de Fourier de f sao todos nulos.

(b) Se f é impar, entio f(x) cosnmx/l é impar. Consequentemente, pela Propriedade 4, os
coeficientes

/ f(z cos—d:v n=20, 1,

da série de Fourier de f sao todos nulos. [

6.2.1 Séries de Fourier de co-senos e séries de Fourier de senos

Estamos agora em condicoes de demonstrar o seguinte teorema que constitui uma extensao
do Teorema 62. Este teorema possibilitard a resolucao do problema de valores de fronteira
envolvendo a equagao de calor ji abordado na Secgao 6.1, bem como a resolugao de outros PVF's
relevantes em vérios dominos.

Teorema 64 Sejam [ e [’ fungées seccionalmente continuas no intervalo 0 < x < I. Entao,
neste intervalo, a funcdo f pode ser desenvolvida numa série sé de co-senos

nwx
+ E an, COS —,

ou numa série sé de senos
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No primeiro caso os coeficientes a,, sdo dados por
2 [ nmwT
=7 f(z) cos —— dz, n=0,1,2, ..., (6.20)
0
enquanto que no sequndo caso os coeficientes b, sdo dados por

/f en@dm n=1, 2, .... (6.21)

Demonstragao Comecemos por considerar a fun¢ao

. f(:E)? 0<z <,
Fl) { f(=x), —l<z<0.

Apresenta-se de sequida a representacao grdfica de F(x), sendo facil de ver que esta fung¢ao é
par. (Por esta razao F é designada a extensao par de f em —l <z <1.)

Sx)

Portanto, pelo Lema 1 a série de Fourier de F' no intervalo —l < x <1 contém apenas co-senos:

) 1 l
x) = % + Zan cos #, ap = = /l F(z)cos @ dzx. (6.22)
n=1 -

Tem-se ainda que a fun¢do F(x)cosnrx/l é par. Assim, pela Propriedade 5, tem-se

Ay —

%/ZF(x)coswdx— /f cos—da:
0
)=1f

Finalmente, uma vez que F(x) = f(x) para 0 < z <, entao de (6.22) resulta

o0
ag nwx
=5 —|—nglancosT, 0<a <l
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De notar ainda que a série (6.22) converge para f(x) em x = 0. Fica assim demonstrado o
resultado relativo a possibilidade de escrever f(x) como uma série de co-senos.

Para demonstrar que a func¢ao f(x) também pode ser desenvolvida numa série de senos,
consideremos a fun¢ao

f(zx), 0<z<l,
G(z)=< —f(—x), -l <z <0,
0, z = 0.

Apresenta-se de seguida a representacao grifica de F(x), sendo facil de ver que esta func¢ao é
impar. (Por esta razio G é designada a extensao impar de f em —l <z < 1.)

Jx)

Portanto, pelo Lema 1 a série de Fourier de G no intervalo —I < xz <l contém apenas senos:
nwT 1 /! nwT
Z by, sen —— by = 7 G(x) sen 5 dx. (6.23)
—1

Tem-se ainda que a fung¢io G(x)sennmz/l é par. Portanto, pela Propriedade 5, tem-se

!

/G(x)sen@dw— /f sen@dx
0

)=f

() para 0 < x <1, entdo de (6.23) resulta

by =

~ N

Finalmente, uma vez que G(x) =

o0

f(z) :ansen@, 0<z<l.

De notar ainda que a série (6.23) se anula em x = 0. Fica assim demonstrado o resultado
relativo & possibilidade de escrever f(x) como uma série de senos. [ ]

Exemplo 145 Desenvolver a fungdo f(x) =1 numa série de senos no intervalo 0 < z < 7.
Solugao. Pelo Teorema 64 tem-se

(o ¢]
= E by, sen nx
n=1
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onde
0, semn é par,

2 (7 2
bn:—/ sennxdx:—(l—coswn):{ 4 o
7 Jo nmw —.  sen édmpar.

Assim,

3 5

Apresentam-se de sequida alguns grdficos que ilustram a forma como a série de Fourier tende
para o funcao 1 no intervalo 0 < x < 7 & medida que o nimero de termos da série aumenta.

4 sen3x  senbdx
1=—(senx + + +...], O<zx<m.
T

125

1
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Grifico de fi1(x) Grifico de fa(x) Grifico de f3(x)

AN /) A ANNP ol

' ' v V
Grifico de fy(x) Grifico de f5(x) Grifico de fao(x)

Exemplo 146 Desenvolver a fungao f(x) = e numa série de co-senos no intervalo 0 < x < 1.
Solugao. Pelo Teorema 64 tem-se

o
a
flz) = ?0 +Zancosn7m

n=1
onde .
a0:2/ e’dr=2(e—1)
0
€ 1
2 -1
anp = 2/ e’ cosnmzr dr = %
0 men® +1
Portanto,
-1
_6_1+226;(;snz7r cosnmz, 0<ax<l.
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Convergéncia da série de Fourier

Discutiremos aqui a validade da equagao

o0
nmwT
5™ (i cos ™22 0,50 770,
+ (a cos —|— sen ]

%o
2 n=1
onde (ay, by,) s@o os coeficientes de Fourier da funcao f(z) no intervalo — < z < [. Por simpli-
cidade de escrita consideraremos [ = 7, sem perda de generalidade, uma vez que os resultados
obtidos podem ser aplicados ao intervalo — < x < [ realizando a mudanca de varidvel 2’ = x7/I.
Primeiro é conveniente estabelecer a nocao de funcao seccionalmente suave. Tal é necessério
pois nem todas as séries de Fourier convergem, mesmo quando impomos que as func¢oes a desen-
volver sao continuas. De facto, existem func¢oes em [—m, 7] cuja série de Fourier diverge numa
infinidade de pontos! Por isso devemos centrar a nossa atencao sobre outra classe de funcoes, as
fungoes seccionalmente suaves.

Definicao 39 Uma fun¢io f(x), a < x < b, diz-se seccionalmente continua se exriste um
nimero finito de pontos a =g < 21 < ... < xp < Tpy1 = b tais que:

(i) f € continua em x # x;, i=1,...,p
(ii) f(z) = lin%f(xi +¢) existe (é finito), 1=0,...,p
E—>
(iii) f(x;) = lin%f(wi —¢€) existe(é finito), i=1,...,p+ 1.
E—>

Definicao 40 Uma fungao f(z), a < x < b, diz-se seccionalmente suave se [ e todas as suas
derivadas sao seccionalmente continuas.

Supomos que a subdivisao g < 1 < ... < xp41 se aplica tanto a f como a todas as
derivadas. Nestas condigoes, a derivada de uma funcao seccionalmente suave é ainda uma funcao
seccionalmente suave. Se f(z), a < x < b, é seccionalmente suave, entdo f’(x) existe excepto em
T =21, ,Tpe

Exemplo 147 Seja

flx)=|z|, —-m<z<m.
Neste caso consideramos xg = —m, x1 =0, o = w. A fungdo f é continua em todo o intervalo.
Tem-se ainda que f ¢é seccionalmente continua, com f'(07) = —1 e f/(07) = 1. Todas as

derivadas de ordem superior sio nulas, pelo que f(x), —m < x < m, é seccionalmente suave.

Exemplo 148 Seja
2

f(x):{ , x4, —m<x<O0,

z¢+1, O0<z<m.

Vemos que f é continua excepto em x = 0 jd que f(07) = 0 e f(0T) = 1. As derivadas de

ordem mais elevada sao seccionalmente continuas em (—m, ), pelo que f(x), —m < x < m, é
seccionalmente suave.
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Exemplo 149 Seja

f(ﬂf):m, —_m << xr<T.

2 ~ 2

Neste caso f(z), —m < x < m, é continua, mas ndo é seccionalmente continua uma vez que
f(m7) e f(x) nado sdo finitos. Assim, f(x), —m < z < T, ndo é seccionalmente suave

Da definicao de fungao seccionalmente suave decorre naturalmente que se f é uma fungao
seccionalemente suave no intervalo —I < x < [, entdao f e f’ sdo seccionalmente continuas nesse
intervalo. Assim sendo, a série de Fourier de uma funcao seccionalmente suave f converge para
a fungao f nos termos do Teorema da Convergéncia.

Convergéncia uniforme e fenémeno de Gibbs

Vimos que a série de Fourier de uma fungao seccionalmente suave converge para a funcao excepto
nos pontos de descontinuidade de f, onde converge para a média dos limites da funcao a esquerda
e & direita. Uma vez que estamos interessados em aproximar fungoes por somas parciais das suas
séries de Fourier, tem interesse analisar como é que a série de Fourier converge préximo de
pontos de descontinuidade. Para esse efeito observe-se os grificos apresentados nos Exemplos
137, 138 e 145. Vemos que nos trés casos a série de Fourier ultrapassa f(z) na vizinhanga dos
pontos de descontinuidade de f, independentemente do niimero de termos da série de Fourier que
consideramos na aproximacao. Este comportamento é designado fenémeno de Gibbs. Este
fenémeno pode ser descrito dizendo que as somas parciais nao convergem uniformemente para
f(z) (ie., a curva nao estd arbitrariamente proxima do gréfico de f para valores suficientemente
elevados de n). E possivel mostrar que no caso geral se tem o seguinte resultado.

Proposicao 65 Seja f uma fungdo seccionalmente suave em (—m, ) e g um ponto de descon-
tinuidade de f. Entdo, devido ao fendmeno de Gibbs, a série de Fourier de f ultrapassa a fungdo
na vizinhanca de To de uma quantidade que é aproximadamente

0.09 | f(zg) — f(zq)] (6.24)
para valores elevados de n.

Exemplo 150 Vimos no Exemplo 137 que a série de Fourier da func¢ao

=0 —1<z<0,
IT=V11, o<z<l,

era tal que

sen(2k — 1)mx
9n 22 2k —Dr

Recorrendo a mudanca de varidvel ¥’ = wx concluimos que a série de Fourier da fungdo

0, —7m<x<0,
f(x)_{l, 0<x<m,
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é tal que

sen(2k — 1)x
Il _+22 (2k — 1)

Ora, fn(x) atinge o valor mdximo para os pontos x tais que f)(x) = 0, ou seja, aqueles que
obedecem a

n

2608(2/{3 — 1)z =0.

k=1

Mostra-se que as raizes desta equag¢ao sao

T 2w 3w

r=4+—,+—, +—

2n’  2n

que sdo, para cada n, pontos igualmente espagados no intervalo [—m,7t]. Assim, o mdzimo que
se encontra mais préximo do ponto xo = 0, do lado positivo do eiro dos x, ocorre em x = w/2n,

tendo-se
. T 1 ) sen(2k —1)5-
Jim g (57) = 3 +2m 3=y s
Portanto,
. i T

lim [fn (-) —f (—)] ~ 1.0895 — 1 = 0.0895

n—00 2n 2n
e

|£(0F) = f07)[=[1-0] =1,

0 que estd de acordo com a estimativa (6.24).

Em muitos problemas é importante evitar o fenémeno de Gibbs, ou seja, devemos garantir
que a fungao f(z) é bem aproximada pela soma parcial f,(x) em todos os pontos do intervalo
—l <z <[. Recordemos que uma sucessao de fungoes f,,(z), a < z < b, tende uniformemente
para a funcao limite f(x), a <z <b, se

\falz) = f(2)] <ep, a<z<b, n=12...,

onde

lim &, = 0.
n—oo

Ora, tal é violado pelo fenémeno de Gibbs, j4 que no exemplo precedente vimos que

n £ (55) =/ (55) | = 1.0895.

lim
— 2n

Dois critérios para convergéncia uniforme

Abordaremos agora dois critérios para a existéncia de convergéncia uniforme. O primeiro pode
ser testado na série, enquanto que o segundo pode ser testado na funcao.
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Proposicao 66 (Primeiro critério para a convergéncia uniforme). Seja f(z), =l < x < I, uma
fungao seccionalmente suave. Suponhamos que os coeficientes de Fourier {a,} e {by} verificam

0
> (an] +[ba]) <
n=1

entdo a série de Fourier converge uniformemente.
Exemplo 151 A série Y 2 (cosnz)/n? é uma série de Fourier uniformente convergente.
Proposigao 67 (Segundo critério para a convergéncia uniforme). Seja f(z), =l < =z < I,
uma fungao seccionalmente suave. Suponhamos ainda que f é continua em —l < x < | e que
F(=IT) = f(I7), entdo a respectiva série de Fourier converge uniformemente.
Exemplo 152 A funcao f(z) = |x| tem uma série de Fourier que converge uniformemente.

Se nos concentrarmos na classe das fungoes seccionalmente suaves, entao estes critérios sao

necessarios e suficientes: se a série de Fourier de uma fungao seccionalmente suave converge
uniformemente, entao f é continua, f(—I7) = f(I7), e >0 (|an| + |bn]) < .

Diferenciagao de séries de Fourier
Vejamos agora um critério geral para a diferenciagao de séries de Fourier.

Proposigao 68 Seja f(z), =l < x < I, uma fungdo continua e seccionalmente suave tal que

f(=IT) = f(I7). Entdo

[f'(z") + i? (b cos%x an sen#).

n=1

N —

Exemplo 153 Suponhamos que queremos calcular a série de Fourier de f(x) = 22, —m < z < T,

sabendo que a série de Fourier da func¢ao g(x) =2z, -1 <zx <, é

2;{;—42 n+1S€l’17’LfL’

Ora, a série de Fourier da fun¢do par x2 é da forma ag/2 + o2 apcosnx, com {a,} a deter-
minar. A proposicdo precedente permite escrever

[e%s)
— E nansSennT.
n=1

Assim, conluimos que
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Para determinar ag recorremos & definicao

1 [7 2
CL():—/ ZL‘2d.’L':§7T2.

T J-m

Portanto, temos a sequinte série de Fourier,

L, & (L)
$2:§7T2+4nz_:1 3 Cosna, —r < x <.

Integracao de séries de Fourier

Vejamos agora um critério geral que estabelece em que condigoes a integracdo de uma série de
Fourier pode ser feita termo a termo.

Proposicao 69 Seja f(z), —m < x < w, uma fung¢do seccionalmente suave com série de Fourier

oo
% + Y (a,cosnx + b,sennx).
n=1
Se —m <z < x <, entdo
v a > [a
/ flu)du = = (x — o) + —(sennx — sennwg) + — (cos nrg — cos nx)
) 2 ne1 n n

Exemplo 154 De novo, suponhamos que queremos calcular a série de Fourier de f(x) = x2,

—m < x <, sabendo que a série de Fourier da fun¢do g(z) =2z, —m <z <, €

[ee)

sen nx
2z =4) (—1)"—r.
n
n=1
Usando xg = —m a proposi¢cao precendente permite escrever

—T —T

T o (_1)n+1 T
/ 2udu:42—/ sen nu du,
n=1 n

ou seja,

(D"
w2 =72 +4 Z (cosnz — cosn)

n

2% =72 —42i —|—4i (_1) CcosS Nx
n? — n2 '
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Mas

=1
IS

n=1

1 Z(
2 2 —
= — 4

T 371' + 2

Reencontramos assim o resultado obtido no exemplo precedente.

resultando

cosnx.

O Teorema de Parseval e o erro quadratico médio

Apés a abordagem das propriedades de convergéncia das séries de Fourier, dedicamos agora a
atencao ao Teorema de Parseval dada a sua relevancia em problemas envolvendo séries de
Fourier.

Teorema 70 (Teorema de Parseval). Seja f(x), —1 < x < I, uma fun¢do seccionalmente suave
com série de Fourier

24 Z <an cos 2 4 by, sen @) (6.25)

Entao l
1 2 _ (0)? 1 > 2 2
21 /l Jla)de = ( 2 ) *3 HZI (an +b5) - (6.26)

O lado esquerdo da igualdade representa média do quadrado da fungao f(x), =l <z <. O lado
direito envolve a soma dos quadrados dos coeficientes de Fourier.

Demonstragao Aqui admitiremos que a fungao f(x) é continua e seccionalmente suave, tendo-
se ainda f(—1T) = f(I7). Neste caso multiplicamos a série de Fourier (6.25), que é uniforme-
mente convergente, por f(x) tendo-se

(z) = % flx)+ Z (an f(zx) COS# + by, f(x) Sen¥> .

n=1

Esta série ainda é uniformemente convergente, pelo que a podemos integrar termo a termo para
=l <x <1, vindo

/_llf2(zc)d = / fz d1:+/ Z an f cosT+b n f(x )Sen#) dz,

_ao [ 3 l nme () son
— 2/1 f(m)dm—l—;(an /lf(x)cos ;i dw—l—bn/lf(x)se 7 dm).

Atendendo o definicao dos coeficientes ay, e by, [cf. (6.13) e (6.14)] resulta

l CL2 >
/l F(z)de = 701 +l; (a2 +b2)
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Dividindo por 21 obtém-se a Iqgualdade de Parseval

/ f*(z) @> %i (a2 +02).

A primeira aplicagdo do Teorema de Parseval envolve o conceito de erro quadratico médio.

Definigao 41 Seja f(z), —l < z < I, uma fun¢ao seccionalmente suave e fn(x) a soma parcial

da respectiva série de Fourier. Definimos o erro quadrdtico médio o2 como

2 1 :

=g | @~ )P de

ag

Esta quantidade mede quanto é que, em média, f,(x) difere de f(x). A série de Fourier de

£(z) = fule) ¢ .
Z (ak cos @ + by sen kﬁ%) ,

k=n+1
pelo que o Teorema de Parseval permite escrever

o0

l
5 [ [f@ = hula ;Z (a2 + 1)

n—+

e consequentemente
o0

1
2 2 12
k=n+1
Exemplo 155 Seja f(z) = |z|, —7 < & < w. Determinar o erro quadrdtico médio e indicar

uma estimativa assimptotica quando n — oo.
Solugao. Tem-se

1 ™
bm:—/ |z| senmzx dz = 0, m=1, 2,
T

—T

dado f(x) ser uma fun¢do par. Por outro lado,

1 (7 2 [T
am:—/ |m\cosmxdx:—/ x cosmz dx
T Jo

™ —T

2 _
= [cosma + ma sen ma]’ 7

T2 0
2
= —— (cosmm —1).
™
Assim,
4
agm =0, agm—1 = —

m(2m —1)2’
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pelo que
1 oo
U%nfl J%n_ Z CL%

k=2n+1

1 <, R 4 2

=3 > =5 > |y

m=n+1 m=n+1

2 (2m —1)4

m=n+1

Apesar de nado ser possivel efectuar o cilculo da soma desta série, podemos fazer uma estimativa
assimptdtica. Para esse efeito, comparamos a soma da série com o integral

ﬁ/w#dx_i#
72 ), Qr—-1)%" 3r2(2n—1)3

Podemos agora usar o sequinte resultado: se p(x) é uma fungao positiva e decrescente, entdo

m=n-+1

conforme se ilustra na figura sequinte.

o(x)

non+l e n+d

(A drea sombreada representa a soma da série, enquanto que a drea sob a curva corresponde ao

integral.)
Portanto,
o
% 2. (2m1—1)4 = %(2;1)3’
m=n+1
pelo que

032, =0(n"3), n— oo
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Exemplo 156 Seja f(z) =z, —7 < x < 7. Determinar o erro quadrdtico médio e indicar uma
estimativa assimptdtica quando n — oo.
Solugao. Tem-se

1 s
Ay = — xcosmx dx = 0,
™ —T

dado f(x) ser uma fun¢do impar. Por outro lado,

s
bm:—/ rsenmax dr = 0, m=1, 2

™ -7

1 [7 2 [T
bm:—/ xsenmxdmz—/ T sen mx dx
0

T ) _x T
2 =T
= — [senmz — mx cosmz], _; = —— cosmm
™m m
2
= = (=1t
2

Tem-se entao,
1 1 4 2
2 Z 2 Z E :
In = 2 b = 2 k2 k2
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Para obter uma estimativa assimptdtica desta soma, fazemos a comparag¢do com o integral

pelo que

Exercicios

Exercicio 110 Determine a série de Fourier de cada uma das sequintes func¢des mo intervalo
especificado.

@ f0={ 7 GIIIY k<1 ) = i<

1, -2<z<0, 0. —l<z<0
(¢ flx)=¢0, 0<z<l, |z| < 2. (d) f(z)= . ’
et, 0<x<l,

1, 1<z<?2,

|z| <.

© f@={ w0 LY ki<t () f@=sdn el <n

2

Exercicio 111 Determine a série de Fourier da fun¢ao x* no intervalo |x| < .
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Exercicio 112 Obtenha as equagées (6.17) - (6.19). Sugestao: use as igualdades trigonométri-
cas

sen Acos B = %[sen(A + B) +sen(A — B)],
1

senAsen B = §[cos(A — B) — cos(A+ B)],

cosAcosB = %[COS(A—FB) + cos(A — B)].

Exercicio 113 Determine a série de Fourier, envolvendo apenas co-senos, de cada uma das
sequintes funcgoes no intervalo especificado.

z, 0<xz<a, R
(a) f(x){% o<z <2, 0<z<2a. (b) flx)=e* 0<z<l.

B x, 0<x<l/2,
(¢) f(x)_{l—x, 12< 2 <1, 0<z <l

Exercicio 114 Determine a série de Fourier, envolvendo apenas senos, de cada uma das sequintes
funcées no intervalo especificado.

0, 0<z<1, _
(a) f(ac)—{l, | <z<2 0<z<2. (b) f(z)=2senzcosz, 0<z<m.

Exercicio 115 (a) Desenvolver a funcao f(x) = senx numa série de Fourier de co-senos no
intervalo 0 < x < .

(b) Desenvolver a fungao f(x) = cosx numa série de Fourier de senos no intervalo 0 < x < .

(c) Pode-se desenvolver a funcao f(z) = senx numa série de Fourier de co-senos no intervalo
- < x < mw? Justifique.

Exercicio 116 Seja f(z) = > o7, e~ (M*7/1) gen (%) a série de Fourier de uma funcdo sec-
cionalmente suave. Mostre que

> NmT _(m2x nmwT
f,(IL') :ZTG ( ? /12) COST,

n=1

2
(nTW> e~ (/%) gop T

NE

f'(z) =

I
—

n

Exercicio 117 Considere a série de Fourier da funcao f(x) = x no intervalo —1 < x < I:

)
r=—
T

(=)™ pra
sen :
n l

NE

n=1

2

Integrando esta série, determine a série de Fourier da funcdo ° no intervalo —l < x <.



6.3 Aplicacao a equacgao de calor, equacao de onda e equacao de Laplace 203

Exercicio 118 Seja f(z) = z, —m < © < w. Determine o mdximo da soma parcial fn(x) e
verifique a presenca do fendmeno de Gibbs. Pista: atenda aos sequintes grdficos:

Grifico de f5(x) Grifico de fio(x) Gréfico de fao(x)

Exercicio 119 Determinar o erro quadrdtico médio das séries de Fourier das sequintes funcoes.
-1, —7m<z<0,
(a) f(x)= 0, r=0, —m<z<m. (b) f(z)=22 —-rw<z<T
1, O<x <.

(¢) f(x)=senllz —w<z<m.
Exercicio 120 Escrever o Teorema de Parseval para a série de Fourier do Exercicio 119 (a).
Exercicio 121 FEscrever o Teorema de Parseval para a série de Fourier do Exercicio 119 (b).
Exercicio 122 Mostre que no Ezercicio 119 (a) se tem 02 = O(n™'), n — oc.

Exercicio 123 Mostre que no Ezercicio 119 (b) se tem o2 = O(n™3), n — oo.

6.3 Aplicacao a equacao de calor, equacao de onda e equacgao de
Laplace

Equacao de calor

Voltamos agora ao problema de valores de fronteira

U = P Ugy, t>0, 0<z<l, (6.27)
u(z,0) = f(z), 0<z<l,
uw(0,t) =u(l,t) =0. ¢t>0.

Vimos na Secgao 6.1 que a funcao

oo

nmtr _ 2,22 2

u(z,t) = E CnSen—— € ainimtt /1
n=1
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¢ uma solucao do problema de valores de fronteira

ut:a2um, t>0 0<ax<l,
uw(0,t) = u(l,t) =0. t>0,

quaisquer que sejam as constantes cj, ¢, .... Tal conduziu-nos a questionar se é possivel deter-
minar constantes cj, ¢, ... por forma a ter-se

chsenw =f(z), O0<z<l

Ora, tal como vimos na Seccao 6.2, a resposta é afirmativa. De facto, escolhendo

l
:2/ f(sc)senwdx,
1/ 1

nwT
E Cp Sen —

converge para f(x) se f for continua no ponto z. Portanto,

2 ! nwx NTT (22524 /2
x,t) = 7 g [/0 f(z) sen —— daj} sen ——e (6.28)

entao a série de Fourier

¢ a solugao pretendida de (6.27).

Nota. Na realidade, a solugao (6.28) ndo pode ser vista como a solugdo de (6.27) até que
justifiquemos de forma rigorosa todo o processo limite envolvido. Em particular, temos que
verificar que a fungao definida u(x,t) por (6.28) tem derivadas parciais em ordem a x e a t, e que
u(x,t) verifica a equacao de calor u; = a®uy,. (Nao é necessariamente verdade que uma soma
infinita de solugoes de uma equacgao diferencial linear ainda seja uma solugao. De facto, uma
soma infinita de solugdes de uma dada equagao diferencial pode nem sequer ser diferencidvel.)
No entanto, no caso de (6.28) ¢ possivel mostrar (ver Exercicio 125) que u(z,t) tem derivadas
parciais em ordem a z e a t de qualquer ordem, e que u(x,t) satisfaz o PVF (6.27).

Exemplo 157 Uma barra de aluminio (o* = 0.86 cm?/s) com 10 cm de comprimento é aquecida
até ter uma temperatura uniforme de 100 °C'. No instante inicial, t = 0, os extremos da barra
sao mergulhados num banho de gelo a 0 °C, sendo mantidos a essa temperatura. Supondo que
nao existe qualquer troca de calor através das paredes laterais da barra, determinar a distribuicao
de temperatura da barra em qualquer instante de tempo t > 0.
Solugdo. Seja u(x,t) a temperatura da barra no ponto x no instante t. Esta func¢do satisfaz o
sequinte PVF

ur = 0.86 Uy, t>0, 0<z<10, (6.29)

u(z,0) = 100, 0 <z <10,
u(0,t) = u(10,t) = 0. t>0.
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A solugao de (6.29) é

o0
nmtxr _ 2,2
u(x,t) — § :cnsen l e 0.86 n=m t/lOO,
n=1

205

onde "
1 nmwr 200
n == 100sen —— dz = —(1 — cosnm).
5 0 10 nm
Uma vez que ¢, é nulo quando n é par e ¢, = 400/nw quando n é tmpar, tem-se
oo
u(z,t) = 400 Z sen[(2n — 1)mz/10] o086 (2n—1)*2t / 100
’ T 2n — 1 ’
n=1
cuja representacdo grifica é
1007 1007
1007V v
75 75
50 50 50
5 257 5
00 25 5 75 10 ! 0 5 5 15 10 ! 0 25 5 75
u(z,0) u(z, 2) u(z, 10)
7! 757 7
0 507 50
25 25 257
o 0 0
0 25 5 75 10 0 25 5 15 10 0 25 5 75
u(z, 20) u(z, 30) u(zx, 50)

2

Exemplo 158 Considere-se uma barra de metal fina de comprimento | e difusividade térmica
a”, cujas faces e extremos estao isolados por forma a nao existir passagem de calor através deles.

Seja f(x) a distribui¢do inicial da temperatura ao longo da barra. Determinar a distribuicdo de

temperatura para qualquer instante posterior t.

Solucdo. Seja u(zx,t) a temperatura da barra no ponto x no instante t. Esta funcgdo satisfaz o

sequinte PVF
U = & Ugy, t>0 0<a<l,
u(z,0) = f(x), 0<a <,
uz(0,t) = ug(l,t) = 0. t > 0.

(6.30)
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A solugao de (6.30) é obtida em dois passos. Primeiro, determinamos uma familia de solugoes
un(x,t) = Xp(2)To(t) para o PVF

ur = ugy, uz(0,t) = ug(l,t) = 0. (6.31)

Depois, determinamos constantes cg, c1, o, ... tais que
o0
u(z,t) = E Cn Un(x,t)
n=0

satisfaca a condigao inicial u(zx,0) = f(z).
Passo 1: Seja u(z,t) = X (x)T'(t). Entao

uw=XT, Upe = X' T,

pelo que u(x,t) é uma solugcdo de uy = o Uy, se

XT =a?X"T,
ou seja
X/I TI
X Q2T

Tal como vimos na Seccdo 6.1, a equacao precedente implica que
X"+ AX =0, T + \a*T =0,
para algum valor da constante X. Além disso, as condi¢des de fronteira
0 =u,(0,t) = X' (0)T'(t) e 0=u.(l,t) = X'"()T(¢)

implicam que X'(0) = X'(l) = 0. Portanto, u(z,t) = X (x)T'(t) é uma solugio de (6.31) se

X"+2X =0, X'(0)=0, X' (I)=0 (6.32)
e
T + Xa*T = 0. (6.33)
De momento a constante \ é arbitrdaria. No entanto, o PVF (6.32) tem solugdo nao-trivial X (x)
somente se (ver Exercicio 93, Secgio 5.1) A =n?r2/I2, n=10,1,2,..., e nesse caso

nmwx

Assim,
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é uma solugao de (6.31) para todo n nao-negativo.
Passo 2: Note-se que a combinacdo linear

nmx a?n2m2 2
:_"‘E cncos—e nintt /1

é uma solugao (formal) de (6.31) qualquer que seja a escolha feita para as constantes cg, c1, ca,
. O seu valor inicial é

Assim sendo, para satisfazer a condi¢do inicial u(z,0) = f(z) devemos escolher as constantes
o, €1, C2, ... por forma a ter-se

o0
=C—20+z:16ncos$, O<z<l.

Por outras palavras, devemos desenvolver f como uma série de Fourier em co-senos no intervalo
0 <z <. Ora, esta é a situagcao a que se refere o Teorema 64, pelo que

l
2/ fx) cos 2L .
U Jo l
A solugao de (6.30) é entdo

1! 2 [
:T/Of(@dx—i_fg{/o f(x)cos#dx] cos?e’o‘%%%/l?

Nota. Da expressao precedente resulta que a temperatura atinge uma situagao de equilibrio esta-

thmumt /f

a qual corresponde ao “valor médio” da distribuicao inicial de temperatura na barra.

ciondrio com temperatura

Equacao de onda

Consideramos agora o problema de valores de fronteira

U = gy, t>0 0<z<l, (6.34)
u(z,0) = f(x), 0<a<l,

u(z,0) = g(z), 0<z<l,

u(0,t) = u(l,t) = t >0,

que caracteriza a propagacao de ondas em virios meios, bem como a vibracao eldstica de uma
corda mecénica. Este problema também pode ser resolvido usando o método de separagao de
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varidveis. Neste caso, determinaremos (a) solucoes u,(z,t) = X, (x)T,(t) do problema de valores
de fronteira
U = gy, t>0 0<z<l, (6.35)

w(0,t) = u(l,t) =0. t>0,

e (b) a solugao de (6.34) escolhendo uma combinagao linear aproproada das fungoes wuy,(z,t).
(a) Seja u(z,t) = X(x)T'(t). Calculando
Uty = XT”, Ugy = X” T,

vemos que u(x,t) = X (z)T(t) é uma solucio da equacgio de onda uy = c*u,, sempre que
XT"=cX"T, ou seja,
T/l X/I
T X
Uma vez que o primeiro membro de (6.36) s6é depende de ¢, enquando que o segundo
membro sé depende de x, tem-se

(6.36)

T// X//
I W
AT X

para algum valor da constante A. Por sua vez, as condigoes de fronteira
0=wu(0,t) = X(0)T'(¢) e 0=u(l,t)=X()T(t)
implicam que X (0) = X (I) = 0. Assim, u(z,t) ¢ uma solucao de (6.35) se

X"4+AX =0, X(0)=0, X(I)=0 (6.37)

T" + AT = 0. (6.38)

Para ja a constante A é arbitrdria. No entanto, o PVF (6.37) tem solucao nao-trivial X (z)
somente se A\ = \, = n?72/[?>, n=1,2,..., e nesse caso

X(z) = X,(z) =sen ?

Por outro lado, a equagao (6.38) implica que

t t
T(t) = T,(t) = a, cos # + by, sen m;c

Portanto,
nmct

nmw nmct
Up(x,t) = sen —— |ay, cos - + b, sen

l

¢ uma solugdo nao-trivial de (6.35) para todo o inteiro positivo n, e para cada par de
constantes a,, by,.
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(b) A combinagao linear

(e.0)
t t
t) = Z sen # [an cos m;c + b, sen m;c ]

verifica formalmente o problema de valores de fronteira (6.35) e as condigdes iniciais

(0.0
nmx nme nwx
g an sen ——, u(x,0) = E by, sen i

Portanto, para satisfazer as condigoes iniciais u(z,0) = f(x) e u(z,0) = g(x), devemos
escolher as constantes a,, e b, de tal forma que

o0
nmx nme nwTx
E an sen—, g(z) = — b, sen —

n=1
no intervalo 0 < x < [. Ou seja, temos de desenvolver as fungoes f(x) e g(z) em séries de
Fourier de senos no intervalo 0 < x < [. Ora, esta a situacao a que se refere o Teorema 64,
pelo que
2 [ nwT 2 ! nwx
= 7/ f(z)sen - dx, b, =— | g(x) sen - dx.
0

nwc Jo

Por simplicidade, consideraremos apenas o caso em que g(x) = 0, ou seja, inicialmente
a corda tem velocidade nula. Nesse caso, o deslocamento da corda u(z,t) em qualquer
instante de tempo ¢t > 0 é dado por

t 2 [
Zan sen— cos m;c , an = 7/ f(z) senn—;m dx. (6.39)
0

Justificagdo da solugdo. Nao é possivel mostrar de forma directa, tal como fizemos no caso da
equacao de calor, que a fungao u(z,t) definida por (6.39) é uma solugao da equagao de onda. De
facto, nao é possivel mostrar directamente que a série infinita (6.39) tem derivadas parciais em
ordem a t e a x. Por exemplo, calculando u; de modo formal obtém-se

oo
nmwec nmwT nmct
Uy = — E ] ap, sen ;i sen ]

n=1

e devido a presenca do factor n esta série pode nao convergir. Existe, no entanto, uma forma
alternativa de provar a validade da solugao (6.39). Tal permitird, simultaneamente, compreender
melhor a estrutura de u(x,t). Comecemos por notar que

nme nmct 1

nm nmw
sen ——cos —— = o [senT (x —ct) +senT (m+ct)] .

Assim, podemos escrever (6.39) como

2
I

u(z,t) Z an {sen nT (x — ct) + sen nT (x + ct)] an = /Ol f(z)sen n_7lrx dz. (6.40)
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Seja agora F(x) a extensdo peridédica par de f(x) no intervalo —I < x < [, isto &,

F(w):{ _f(f_(g: _Oliiilo ¢ Flz+2) = F().

Pode-se mostrar que a série de Fourier de F' é

l
ch senw, cn:%/ f(z) sen#dw
0

pelo que

oo
F(z — ct) chsen—x—ct) e F(x—i—ct):chsen?(x%—ct)

n=1

Assim sendo, podemos escrever u(x,t) [cf. (6.40)] na forma

[F(x —ct) + F(x +ct)], (6.41)

N[ =

u(z,t) =

bastando agora mostrar que u(x,t) verifica a equacado de onda se f(x) tiver duas derivadas
continuas. De facto, se f(x) tiver duas derivadas continuas, entdo F'(z) também tem, pelo que

wlot) = 3 | i =)+ e+t
_L9,_ t) dr +2( + ct) ar
2 at x ¢ dU u=z—ct ot e du u=xz+ct
¢ dF _ dF(u)
2 u=x+-ct du u=x—ct 7
_c[0 (dF(u) 9 (dF(u)
ug(z,t) = 9 {81& ( du u:$+ct> ot ( du |y ot
e (ERw| | PR
- 2 du2 u=x+ct du2 u=x—ct ,
1[0 0
'U/x(x7t) - § [%F({E - Ct) 893 (.’E + Ct):|
e + Ly &
2|0z v du u=z—ct Ox e du u=x+ct
1 (dF(u) _ dF(u)
o 2 du u=z+tct du u=x—ct 7
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)ea (%)
u=zx+ct ot du u=r—ct

d2F (u) ) |

du?
Substituindo estes resultados em 1y = c*uy, resulta uma identidade. conforme requerido

te(®:) = 5157\
1 d?F(u)
92 du?

1 { ) (dF(u)

u=x+ct

A equacgao (6.41) tem a seguinte interpretagdo. Se tragarmos o grafico da fungao y = F(x — ct)
para um valor fixo ¢, vemos que ¢é igual ao gréfico de y = F(x), excepto o facto de estar transladado
para a direita de uma distancia ct, conforme se mostra na Figura seguinte.

5T 5T

IS
IS

0 , , 0
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Gréfico de y = F(x) Gréfico de y = F(z — 1)

Portanto, f(z — ct) ¢ uma onda que viaja com velocidade ¢ na direc¢ao positiva do eixo dos zx.
De forma andgloga, F'(z+ct) é uma onda que se desloca com velocidade ¢ na direc¢ao negativa do
eixo dos xzx. O numero c representa a velocidade com que a perturbacgao se propaga ao longo da
corda vibrante. Se a perturbagao se dd num ponto zg, entao serd sentida num ponto x apds um
tempo t = (x — xg)/c. Portanto, a equagao de onda caracteriza a propagagao de ondas nummeio
em que as perturbagoes (ou sinais) se deslocam com velocidade finita.

Exemplo 159 Determinar a solugio do problema de valores de fronteira

Ut = Py, t>0,0<z<2m,
u(z,0) =cosz — 1, 0 <z < 2m,
ug(x,0) =0, 0 <z <2m,

u(0,t) = u(2m,t) = 0. t>0.

Solugao. Nesta caso u(x,t) é dado por

> nT nct 1 [% nT
t) = sen — cos — = — cosx — 1)sen — dzx.
u(z,t) T;an - 5 an 7T/0 (cosz — 1) sen 5z

Portanto,

1 [ ne 1 [ nx
ap = — cosxsen — dr — — sen — dx.
T 0 2 T 0 2
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Ora,
2m nT 1 /2" ne nx
cosxrsen — dr = — {sen (——i—x)—i—sen (——x)] dx
0 2 2 Jo 2 2
1 [ 2 -2
= 5/0 [sen (%) T + sen (nT> x] dx
2
= ﬁ 1 (1 — cosnm)
€ 2
v
2
/ sen — dy = = (1 —cosnm),
0 2 mn
pelo que

n2—4 n

1
<2n4——>(1—cosn7r).
n? — n

{ L (1—cosmr)—l(1—cosm)]

Ao [

Assim, a, =0 sen é par e

4 2n+1 1
a2n+1 = — 3 — , n=0,1,2,....
T (2n+1) —4 2n+1

Tem-se, finalmente,

ct

u(x, Z agp+1sen(2n + 1)5 cos(2n +1)—= 5

n=0

2n+1 1 T ct
:—§ - 2 +1)Z cos(2n + 1)<,
<2n+1 — 2n+1)sen(n+ )2cos(n+ )2

Equacao de Laplace

Consideramos agora a equagao de Laplace
Ugz + Uyy = 0. (6.42)

Existem dois tipos de problemas de valores de fronteira relacionados com a equagao (6.42): o
problema de Dirichlet e o problema de Neumann. No problema de Dirichlet queremos determinar
uma funcado u(zx, y) que satisfaca a equagao de Laplace num dominio D e que assuma determinados
valores na fronteira de D. No problema de Neumann, queremos determinar uma fungao u(x,y)
que satisfaca a equacao de Laplace num dominio D, devendo as respectivas derivadas na direcgao
normal a D assumir determinados valores. Caso o dominio seja um rectangulo, qualquer um dos
problemas pode ser resolvido usando o método de separacao de varidveis.
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Exemplo 160 Determinar uma fungao u(x,y) que satisfaca a equagao de Laplace no rectangulo
0<z<a, 0<y<b e que verifique as sequintes condigoes de fronteira

u(z,0) =0, u(z,b) =0,
w(0,y) =0, wula,y) = f(y)-

Solugao. FEste problema de Dirichlet é resolvido em dois passos. Primeiro determinamos fungées
up(z,t) = X (2)Yn(y) que satisfagam o problema de valores de fronteira

Upy + Uyy =0, u(z,0) =0, u(z,b)=0, u(0,y)=0. (6.43)

Depois determinamos o valor das constantes ¢, de tal forma que a combinacao linear
(o ¢]
u(z,t) = Z Cn Uun(x,t)
n=1

satisfaca a condigao de fronteira u(a,y) = f(y).
Passo 1: Seja u(z,y) = X(x)Y (y). Resulta entio uge = X"Y e uyy = XY, pelo que u(z,y) =
X(z)Y (y) € solugao da equagdao de Laplace se X"Y +Y"X =0, ou seja,

Y// X//
Y= x
Como o primeiro membro s depende de y, enquanto que o sequndo membro sé depende de x,
entao deverd ter-se
Y// X//
—_— = —— = —)\
Y X

para algum valor da constante X. Temos ainda as condicéoes de fronteira
u(z,0) = X(2)Y(0) =0, 0<z<a,
u(z,b) = X(2)Y(b) =0, 0<z<a,
u(0,y) = X(0)Y(y) =0, 0<y<b,
que inplicam
Y(0)=0, Y(b)=0, X(0)=0.
Portanto, u(xz,y) = X(x)Y (y) é uma solugao de (6.43) se
Y'+AY =0, Y(0)=0, Y(b) =0, (6.44)

X"+AX =0 X(0)=0. (6.45)
Para ja a constante A é arbitrdria. No entanto, o PVF (6.44) tem solug¢ao nao-trivial Y (y)
apenas se A = \, = n’7?/b?, tendo-se
nmy

Y (y) = Ya(y) = sen 5 (6.46)

Por sua vez, a equacdo X" — (n?m?/b*)X = 0 implica que
nmwx

X(x) = Xp(x) = ¢1 cosh n%ba: + c2 senh 5

(6.45)
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Exercicios

Exercicio 124 Os extremos x = 0 e x = 10 de uma barra de aluminio (o = 0.86) sdo mantidos
a 10 °C, enquanto que a sua superficie se encontra isolada. Determinar uma expressao para a
distribuicao de temperatura na barra ao longo do tempo u(z,t) caso se tenha inicialmente:

(@) wu(z,0)=70, 0<uz<10. () wu(z,0)=70cosz, 0<z<]10.

(¢) u(z,0)= {

10z, 0<ax<h,
10 (10 — x), 5 <z <10.

0, 0<x <3,
65, 3 <z <10.

(d)  u(z,0) = {

Exercicio 125 Verifique que a fun¢io u(x,t) definida por (6.28) satisfaz a equagao de calor.
Sugestao: Use o critério da razao (ou Critério D’Alembert) para mostar que a série infinita (6.28
converge, podendo assim ser diferenciada termo a termo relativamente at e a x.

Exercicio 126 Determine a solucao do problema de valor de fronteira

utt:c2ummv t>0, 0<z<3, x, O<z <1,
ut(z,0) =0, 0<z<3, u(z,0) = 1, 1l<z<2,
u(0,t) = u(3,t) = 0. t > 0. 33—z 2<z<3.

Exercicio 127 Uma corda com 10 ¢m de comprimento encontra-se fixa nos extremos, sendo
levantada no ponto médio até uma altura de 1 cm e largada depois. Descreva o movimento da
corda considerando ¢* = 1.

Exercicio 128 A equacao de onda em duas dimensoes é uy = 02(um+uyy). Determine solucdes
desta equacgao usando o método de separagao de varidveis.

6.4 Exercicios de revisao do Capitulo 6

Exercicio 129 Determine a solugcio do sequinte problema de valores de fronteira.

ur = 1.14 ugy, t>0 0<x<2,
u(z,0) = senmx/2 — 3sen 27z, 0<z<2,
u(0,t) = u(2,t) = 0. t>0.

Exercicio 130 Use o método de separacido de varidveis para determinar a solucdo dos sequintes
problemas de valores de fronteira.
(CL) Ut = Uy, U(O, y) =V e (b) ut = Uy + U, U(O, y) =2¢7Y — e

Exercicio 131 Awverigiie se o método de separagdo de varidveis pode ser usado para substituir
cada uma das EDPs sequintes por pares de EDOs. Em caso afirmativo, determine essas equagoes.
(CL) tug + ug, = 0. (b) tuzy + zuy = 0.

(€)  Uge + (x —Yy)uyy = 0. (d)  Ugg + 2ug +up = 0.
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Exercicio 132 Determine a série de Fourier de cada uma das sequintes funcéoes mo intervalo
especificado.

@ f0={5 TEiZy W<z 0 f@-{ 5 II%h w<
@ f@={5 ISy k<2 @ s@={7 0w
© f@)=c sl <L () fa)=sen?s, faf <

Exercicio 133 Determine a série de Fourier, envolvendo apenas co-senos, de cada uma das
sequintes fungoes no intervalo especificado.

0, 0<z <1,
(a) ﬂ@{1,1<x<z

, 0<z<?2 f(x) =cos’z, 0<x<m.

(b)

Exercicio 134 Determine a série de Fourier, envolvendo apenas senos, de cada uma das sequintes
fungdes no intervalo especificado.

0<z<a,

x, -
(a) f(x)—{% 0<z<2, 0<z<2a (b)) flx)=e" O<z<l
- z, 0<x<l/2,
(c) f(x)_{l—x, 2<z <1, 0<z <l

Exercicio 135 Os extremos e as faces de uma barra de cobre (o = 1.14) de comprimento 2
estdo isolados relativamente ao exterior por forma a ndo passar calor através deles. Determinar
uma expressao para a distribui¢io de temperatura na barra ao longo do tempo u(z,t) caso se
tenha inicialmente:

(@) wu(z,0) =65cos’7mx, 0<x<2. (b) wu(z,0)=T70senz, 0<zx<2.
60x, 0<x<l, 0, 0<z<l,

@ u@0)=9 . ; (@ ulw,0)= .
60(2—z), 1<z<2. 75, 1<z<2

Exercicio 136 Determine a solu¢ao do problema de valor de fronteira

Ust = gz,

u(z,0) =0

u(z,0) =1,

u(0,t) = u(1,t) = 0.

t>0, 0<a <],
O<ax<l,
O<ax<l,
t>0.

6.5 Solucoes dos exercicios do Capitulo 6

107. u(x,t) = sen(rz/2) e 2717 t/4 4 3sen(5rx/2) el ~LTH257L/4,

108. (a) u(t,y) = e2(t+y) 4 o=3(t+y).

(b) u(t,y) = e 4 4 2e~T-6y _ 14¢13t+14y
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109.

110.

111.

113.

114.

115.

117. z

118.

119.
120.

121.

124.

126.

6. Separacao de varidveis, séries de Fourier e aplica¢oes

a) X" —pX =0,Y" — (u+A)Y =0, T' = \a®T = 0;

(

(b) u(z,y,t) = sen(nmz/a) sen(nmy/b) e n**(b*—a?)t/a®h?

(a) f(:L’) — %(senlwa: + sengﬂra: + sen557rac 4. .); (b) ( ) — %(senmc o sen227ra: 4 sengﬂra: + . ');
(c) f(z) =135 — 1 Zn_l n[SeHTCOS B2 4 (1 — cos &F ) sen 23]

(d) f(z) = S o %);LQI[Z cos ¥ — nmsen M]3

(e) f(x) = eT +23 2, EZQZFIT)QTQZCOS LR (f) f(z) = 3senz — +sen3z.

fle) =T +432, ST

(a) f(z) =322 +32, dafcosnm/2-1) o oIz (b) fz) =<+ 3000 21 —cosn1/0) o8 pra;

n2m2 1+n272

(c) f(z) =4+ &>, L[2cosnm/2— 1 — (—1)"] cos 272,
(a) f(z) =252 L(cosnm/2 — (—1)")sen 23%; (b) f(z) = sen2z.
(a) senx:%+%[%+%+...],0<x<l;

(b) cosz = 4 [—225311%”‘ + dsgnde 4 } ,0<z <1

(c) Nao. Argumento 1: A série de Fourier de f(z) = senz no intervalo -7 < z < 7 é
Unica, sendo f(x) = senz. Argumento 2 : A série de Fourier de uma fung¢ao fmpar (como
senx) é uma série que envolve apenas senos.

4l2 1nt! nrx 12 412 (—pntt nmx
an nQ [1—cos l] ———an 3 cos “TE.

O méximo é atingido na vizinhanga de z = +7 (pontos de descontinuidade da extensao

periédica de f(z)), mais concretamente em z = + (2=1) 7, tendo-se limy, o0 fr (=L

3.703 e limy, oo fn(”—_lﬁ) — f(=L71) = 0.56 ~ 0.09 | f(77) — f(x1)].

n n

) =

1)kF—1
(a) o nzﬂzk © o EE <b> 2 =850 14 (c) o2 =0 paran > 10.
2 _ _ 1
m/0=1+%+L+.. . =1+%+&+....

_ 280 oo sen(2n+1)wx/10 o—0.86(2n+1 2,24 100
(a) u(z,t) = 223 0 0 g7 ¢ (2n+1)*n%t /

_ oo 2n(1—(=1)"cos 10) nrx —086n27r2t 100
(b) w(z,t) =300 =2 100 Sen "fo- /

_ o) dsennmw/2 1" —0.86 2¢ /100,
() ulw,t) = 1005552, [22525/2 — L] on 25z ¢ 0800w /100,

(d) u(z,t) =183, Li—_lm&l sen BIZ ¢ 086777t /100,

sen 2nm/3 nwzx nmct
u(z,t) = an — 7 sen “3* cos "5,
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127.

128.

129.
130.
131.
132.
133.
134.
135.
136.

u(z,t) = % P

sennm /2 e
n2

nmt

sen 10 COS 0 -

U(-'E7 Y, t) = X(x)Y(y)T(t), X(,f[}) = a1 COS Ux + bl sen jux;
Y (y) = ag cos /A® — 2y + by sen y/A\* — pi2y;

77

77

(a) 77;  (b) ?7;
(a) 77, (b) 77
a) 7?7, (b) 7?7

a) 7?7 (b) 7?7

a) 77 (b) 77
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