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Resumo

O problema de programac¢do de maquinas paralelas ndo-idénticas com tempos de
preparagdo dependentes da sequéncia ¢ uma generalizacdo do problema de programacao
de maquinas paralelas que envolve a determinagdo da melhor afectacdo e
sequenciamento de n trabalhos a m maquinas, com tempos de preparagdo dependentes

da sequéncia de trabalhos processados, de forma a minimizar uma fung¢ao de custo.

Neste trabalho, apresentamos um novo algoritmo de optimizacdo para a solugdo de
problemas de maquinas paralelas nao-idénticas com tempos de preparagao dependentes
da sequéncia e datas de disponibilidade para as maquinas e para os trabalhos, de forma a
minimizar a soma ponderada dos desvios positivos (atrasos) as datas de entrega dos

trabalhos.

E apresentada uma primeira formulagdo matematica em que a funcdo de custo ¢ nio-
linear. Pela aplicacdo do método de decomposicdo de Dantzig-Wolfe obtemos uma
formulacdo de programagdo inteira equivalente em que cada variavel de decisdo
(coluna) representa uma sequéncia de afectagdo numa maquina. A relaxagdo linear desta
formulacdo ¢ resolvida pelo método de geragdo de colunas, onde as colunas sdo geradas
em m subproblemas, em que cada um deles representa um problema de programacao de
maquina Unica. Colunas validas sdo adicionadas a solug@o inicial admissivel pela
resolucdo de um problema de caminho mais curto com datas de disponibilidade das
maquinas e dos trabalhos, usando programacao dindmica. Sdo estudados varios modelos
de programacao dindmica e é proposto um método para melhorar a eficiéncia do modelo

adoptado.
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A solucdo da relaxagdo linear obtida fornece geralmente um bom limite inferior, que ¢
usado num algoritmo de partigdo e avaliagdo para resolver a formulagdo de
programacdo inteira. E desenvolvida uma regra especifica de partigio que reduz
significativamente o numero de nodos explorados na arvore de pesquisa. E ainda

desenvolvida uma heuristica para determinar uma solu¢éo inicial para o problema.

Sdo apresentados métodos de aceleracdo e estabilizagdo do algoritmo de geragdo de

S < | rimal boxstep”.
colunas e € proposto um novo método que designamos por [ boxstep”

Por ultimo, sdo apresentados resultados de testes computacionais para uma gama
alargada de problemas com diferentes caracteristicas e diferentes niveis de
congestionamento do sistema, que mostram que esta aproximacdo é capaz de resolver

problemas de dimenséo significativa em tempo computacional considerado razoavel.



Summary

We consider a class of scheduling problems of unrelated parallel machines with
sequence-dependent setup times which involves finding the best assignment and
sequencing of n jobs to m machines, with sequence-dependent setup times, to minimize

a cost function.

In this work, we develop a new optimization algorithm for the solution of the unrelated
parallel machines with sequence-dependent setup times and release dates for the
machines and the jobs scheduling problem, to minimize the weighted tardiness of the

jobs.

First we give a mathematical formulation for the problem where the cost function is
non-linear. By applying the Dantzig-Wolfe decomposition to this formulation we obtain
an equivalent integer programming formulation where each decision variable (column)
represents a single machine schedule. The linear programming relaxation of the integer
programming formulation is solved by column generation, where columns are generated
on m subproblems which are single-machine scheduling problems. Feasible columns are
added as needed by solving a shortest path problem with release dates for the jobs and
machines, using dynamic programming. Several dynamic programming models are

studied and a method to increase the efficiency of the model chosen is proposed.

The linear programming solution obtained generally provides a strong lower bound that
is used in a branch-and-bound algorithm to solve the integer formulation. A specific

branching rule that reduces significantly the number of nodes explored is presented.

Column generation stabilization and accelerating methods are presented and a new

method designated by “primal boxstep” is proposed.
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A heuristic was developed to find an initial solution for the problem.

The computational results show that the approach is capable of solving problems of
large size to optimality within reasonable computational time for a wide variety of

problems with different characteristics and levels of congestion of the system.
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Capitulo 1

Introducao

Os problemas de programacgdo, designados na literatura anglo-saxénica como
“scheduling problems”, tém sido objecto de intensa investigagdo ao longo das ultimas
décadas dando corpo a uma literatura muito vasta. Com cerca de uma centena de
capitulos dedicados a areas especificas e contribui¢des de cerca de uma centena de
autores, o manual “Handbook of Scheduling: Algorithms, Models, and Performance
Analysis” de Joseph Leung (2004), constitui uma referéncia nesta area. A revista
“Journal of Scheduling” dedicada exclusivamente a esta area ¢ langada em 1998 ou os
recursos na internet, dos quais destacamos uma biblioteca de recursos sobre
programacdo, http://benli.bcc.bilkent.edu.tr/~lors/ (Library of Online Resources on

Scheduling), sdo outros exemplos da importancia desta area cientifica.

Os problemas de programagdo desempenham na actualidade um papel crucial tanto na
indistria como nos servigos. A comprova-lo estdo os livros recentes publicados sobre
este tema: “Scheduling: Theory, Algorithms, and Systems” de Pinedo (2001) e
“Operations Scheduling with Applications in Manufacturing and Services” de Pinedo ¢

Chao (1999).

O problema basico de programacgéo ¢ o da afectacdo de recursos limitados a actividades
ao longo do tempo. Trata-se de um processo de decis@o que visa a optimizagdo de um
ou varios objectivos. Os recursos ¢ as actividades podem tomar variadas formas. Os
recursos podem ser maquinas num centro de trabalho, tripulagdes de avides,

processadores de computadores (cpu), camides de distribuicdo, etc. As actividades


http://benli.bcc.bilkent.edu.tr/~lors/
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podem assumir a forma de operagdes num processo produtivo, aterragens e descolagens
de avides num aeroporto, encomendas a distribuir pelos clientes, operacdes a executar

no computador, etc.

Os objectivos podem também assumir varias formas sendo mais comuns os baseados
nos tempos de conclusdo e nas datas de entrega das actividades. No actual ambiente de
elevada competicdo, a utilizagdo eficiente dos recursos disponiveis ou o cumprimento
das datas de entrega acordadas com os clientes tornaram-se factores fundamentais para

a sobrevivéncia das empresas.

Os problemas de programacdo sdo normalmente dificeis tanto do ponto de vista técnico
como do ponto de vista da implementacdo das solugdes. As dificuldades técnicas estdo
normalmente relacionadas com a sua natureza combinatoria enquanto que as
dificuldades de implementagdo estdo relacionadas com a modelacdo de problemas reais

e a aquisicdo de dados (Pinedo, 2001).

As muitas situagdes reais onde a programacdo desempenha um papel crucial e a sua

grande complexidade (ver http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/

class/ para a classificagdo de complexidade de problemas) inspiraram investigadores de
diferentes areas, tais como, Gestdo Industrial, Ciéncias de Computagdo, Investigagdo
Operacional, Matematica e Gestdo, a estudar intensivamente este tema construindo uma
forte base de conhecimento que a transformou numa area tedrica com resultados muito

interessantes.

Neste trabalho é apresentado um método de resolugdo para uma classe de problemas de
programacgdo de grande complexidade (NP-dificeis) com relevancia tedrica e pratica
(ver Secgdo 1.1 para um exemplo real): a programacdo de maquinas paralelas néo-
idénticas (unrelated parallel machines scheduling). Esta classe de problemas de
programacdo trata o caso mais geral de uma familia mais vasta de problemas de
programacdo de maquinas paralelas (parallel machines scheduling) que inclui as
maquinas paralelas idénticas (identical parallel machines) e as maquinas paralelas

uniformes (uniform parallel machines).


http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/ class/
http://www.mathematik.uni-osnabrueck.de/research/OR/ class/

Capitulo 1 - Introducéao

A programacdo de maquinas paralelas pode ser considerada com um processo em duas
fases. Em primeiro lugar, determinar em que maquina é que cada um dos trabalhos vai
ser processado e, em segundo lugar, determinar a sequéncia de processamento dos

trabalhos afectados a cada uma das maquinas.

A programagdo matematica é considerada como uma forma natural de formular este tipo
de problemas (para uma revisdo de formula¢des de programacdo matematica para

problemas de programagdo de maquinas ver Blazewicz, Dror e Weglarz, 1991).

O desenvolvimento de técnicas numéricas e algoritmicas sofisticadas, muitas vezes
explorando a estrutura particular do problema em estudo, em conjunto com o enorme
progresso tecnoldgico dos computadores, tém permitido importantes avangos na
abordagem de problemas combinatérios de grande dimensdo e considerados dificeis,

através de métodos de solugdo exacta.

A utilizacdo de procedimentos baseados na combinagdo de geragdo diferida de colunas
com o método de particdo e avaliacdo para a solucdo destes modelos constitui uma
abordagem muito promissora. Embora os métodos enunciados sejam ja conhecidos ha
mais de trés décadas, o desenvolvimento de procedimentos baseados na sua combinagdo
¢ bastante recente. Na literatura anglo-saxonica, esta técnica de solug@o tem sido
designada por branch-and-price. No nosso trabalho, utilizamos este método de solugdo
exacta para a resolugdo de problemas de programagdo de maquinas paralelas ndo-

idénticas.

1.1. Motivacoes

A motivagdo para a realizagdo deste trabalho surge na sequéncia de um contacto
estabelecido com uma empresa téxtil multinacional implantada no norte de Portugal.
Através deste contacto foi-nos dado a conhecer um problema de programagao da
producdo relacionado com a seccdo de Tinturaria (este problema ¢ comum a outras

empresas téxteis que possuem seccdes de Tinturaria).
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Se bem que tenha existido um grande interesse inicial por parte da empresa acima
referida, o mesmo néo foi confirmado posteriormente a ponto de permitir uma parceria
no desenvolvimento de um projecto com interesse relevante comum aos mundos
académico e empresarial. Contudo, ficaram a forte convic¢do de se tratar de um
problema real importante (para esta industria e muitas outras) e a esperanga de um dia
poder complementar o trabalho académico entretanto desenvolvido com uma

implementagdo em ambiente real.

Entendendo que muita da informagdo, de caracter geral, entretanto recolhida na empresa
poderia ajudar a uma melhor compreensdo do problema em questdo, resolvemos
apresenta-la aqui. E neste sentido que devem ser entendidos os paragrafos seguintes

desta subseccdo.

Esta empresa possui uma estrutura vertical que vai desde a Tricotagem até a Confecgédo
e opera num ambiente Make-to-Order. Os seus clientes sdo sobretudo clientes
internacionais muito exigentes, principalmente ao nivel da qualidade e do cumprimento
dos prazos de entrega. Enfrentam forte concorréncia na Europa, por parte sobretudo de

empresas italianas e turcas.

Processam entre 200 a 250 encomendas por semana a que corresponde cerca de 10
toneladas de fio processado por dia. Tipicamente, recebem um pedido de fabrico de uma
amostra ao qual se segue uma grande encomenda. O prazo de entrega tipico ¢ de 4 a 6
semanas ¢ existem penalizagdes por entregas em atraso mas as entregas antes da data

acordada ndo representam qualquer problema para os seus clientes.

As encomendas sdo recebidas pelos Servigos Comerciais que as enviam para o
Planeamento Central que efectua uma programacdo para tras (backward scheduling)
para determinar as datas limite de langamento das encomendas, como ordens de fabrico,
no sistema de produgdo e as datas da sua conclusdo nas varias areas de producdo por
onde estas tém de passar. As ordens de fabrico s@o langadas no sistema de producdo o
mais cedo possivel tentando assim garantir o cumprimento das datas de entrega

acordadas.
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A decisdo relativa ao momento exacto em que cada operagdo, constante do roteiro de
producdo de cada encomenda, é levada a cabo, é tomada localmente e¢ ¢é da

responsabilidade de cada encarregado fabril da respectiva area de producéo.

As matérias-primas sdo aprovisionadas de acordo com as necessidades especificas de
cada encomenda. Existem, contudo, algumas matérias-primas que sdo comuns a maioria
das encomendas (tal como o fio) e que sdo aprovisionadas para stock permitindo, assim,

reduzir os prazos de entrega.

A area de Tinturaria tem como area de produgdo vizinha a montante a Tecelagem e
como areas de produgdo vizinhas a jusante, a area de Embalamento, para as encomendas
de tecido em rolo, ¢ a area de Corte de Tecido para as restantes encomendas. E
constituida por maquinas de tingimento, com o nome técnico de "Jets", com
capacidades e velocidades de processamento diferentes e todas elas controladas por

computador.

Estas maquinas representam um grande investimento (superior a 500 mil euros por
maquina) e t€m custos, relativos a consumos de energia eléctrica, produtos quimicos,
agua e tempo do operador ¢ da maquina, ¢ tempos de mudanga de cor, dependentes da
sequéncia de cores a processar, elevados, constituindo o gargalo produtivo (bottleneck)

tipico.

Encontrar o melhor programa de produgdo que tenha em consideracdo as caracteristicas

especificas desta area critica, ¢ o problema que os responsaveis do Planeamento e da

Producdo enfrentam regularmente.

A ideia defendida pelos responsaveis da empresa, em termos genéricos, ¢ a de que,
partindo das datas limite de conclusdo das ordens de fabrico, determinadas pelo
backward scheduling, para a area de Tinturaria e as datas mais cedo a que a area
imediatamente precedente (area de Tecelagem) pode terminar o processamento das
ordens de fabrico em-curso, determinadas por um planeamento para a frente (forward
scheduling), fosse possivel determinar o programa de producdo que melhor utilizagdo

fizesse dos recursos instalados na area de Tinturaria minimizando a soma dos atrasos
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ponderados pela prioridade atribuida a cada encomenda, que ¢ uma fung¢do do cliente e
das caracteristicas particulares da encomenda. O programa de producdo optimizado para
a area de Tinturaria definiria novas datas limite de conclusdo das ordens de fabrico para

a area imediatamente precedente (area de Tecelagem).

De referir que esta aproximacdo sugerida pelos responsaveis da empresa se encontra
referenciada na literatura como “critical resource schedule” ou “bottleneck schedule”.
O principio que lhe esta subjacente é o de que o uso eficiente de um recurso critico
tornara o sistema globalmente mais eficiente. No bottleneck schedule, o recurso critico
¢ programado em primeiro lugar para depois os outros recursos serem programados em

fungédo do programa determinado para o primeiro.

Os modelos apresentados neste trabalho (Capitulo 5) fazem uma abstracgdo deste
problema real, tentando capturar, entre o grande numero de factores presentes num
problema de programagdo da produgdo, ndo mais do que a complexidade fundamental

para a resolugdo de um problema de programacdo de maquinas paralelas.

1.2. Contribuicbes da Tese

Salientam-se as seguintes contribui¢des deste trabalho:

- A apresentacdo de um algoritmo de resolugdo exacta do problema de
programacdo de n trabalhos, com datas de disponibilidade e datas de entrega, em
m maquinas paralelas ndo-idénticas, com datas de disponibilidade e tempos de
preparacdo dependentes da sequéncia de trabalhos a processar. Este problema ¢é
um caso geral dos problemas de programagdo de maquinas paralelas e o
algoritmo desenvolvido pode ser aplicado a outros casos particulares com

medidas de desempenho regulares;

- A apresenta¢do de um modelo de programac¢@o matematica e a sua decomposicao
pelo método de Dantzig-Wolfe que conduz a uma reformulagdo do problema que

¢ resolvida utilizando o método de particdo e geragdo de colunas;
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O desenvolvimento de um método (custos reduzidos decrescentes) para melhorar
a eficiéncia do algoritmo de programacdo dinamica proposto para a resolugdo

dos subproblemas;

O desenvolvimento de uma regra especifica de particio que diminui

significativamente o numeros de nodos explorados na arvore de pesquisa;

- O desenvolvimento de uma heuristica para a obtencdo de solugdes para o

problema, nomeadamente uma solugdo inicial;

O desenvolvimento de uma estratégia de aceleracdo dos processos de geragao de
colunas, que designamos por primal boxstep, baseada numa restrigdo temporaria
do espago de solugdes primal, o que favorece uma mais rapida convergéncia do
algoritmo para uma regido proxima da solucdo optima, e se traduz numa redugao

muito significativa do tempo de resolugdo computacional;

- A apresentacdo de um estudo computacional com a resolu¢do de instancias com

caracteristicas muito diversificadas;

- A verificagdo de que ¢é possivel, usando o modelo que resulta da decomposi¢do
de Dantzig-Wolfe e estratégias de aceleracdo, resolver instdncias de dimensdo

significativa em tempo computacional razoavel.

1.3. Estrutura da Tese

No Capitulo 2 ¢ feita a apresentagdo formal dos problemas de programag¢ao de maquinas
paralelas. Depois de uma breve introducdo aos modelos maquinas paralelas, ¢
apresentada uma definigdo para os problemas de programa¢do de maquinas paralelas.

Por ultimo, ¢ apresentada uma notagdo para a sua classificagdo.

No Capitulo 3 ¢é introduzido o método de particdo e geragdo de colunas para um
problema genérico de programacgao inteira. Este método pode ser encarado como uma
combinacdo (ndo trivial) dos métodos de geracdo de colunas e de particdo e avaliagdao o

que justifica a sua analise neste Capitulo.
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No Capitulo 4 apresentamos uma revisdo da literatura sobre maquinas paralelas focada
principalmente nos métodos de solucdo exacta, em geral, e no método de partigdo e
geracdo de colunas, em particular. Antes de abordar os métodos de solucdo exacta,

fazemos uma muito breve abordagem aos métodos heuristicos.

No Capitulo 5 comegamos por apresentar a definigio formal do problema de
programacdo. Segue-se a apresentagdo da formulagdo matematica para o problema de
programac¢do de maquinas paralelas ndo-idénticas em estudo. Depois de apresentada
uma formulacdo compacta de programagao inteira, & descrita a aplicagdo do método de
decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe ao problema em estudo. Segue-se a descri¢do de trés
modelos de programagdo dindmica para a resolu¢do do subproblema que representam
um percurso evolutivo na seleccdo do modelo mais eficiente para o problema em
estudo. E ainda apresentado um método para melhorar a eficiéncia do algoritmo de
programacdo dinamica proposto. Finalmente, é apresentado o algoritmo de particdo e
avaliacdo, onde se referem as estratégias de pesquisa mais frequentes e a estratégia

escolhida, e ¢ provada a sua convergéncia.

No Capitulo 6 s3o apresentadas estratégias para a estabilizacdo e aceleragdo do
algoritmo de geragdo de colunas e a aplicagdo ao problema em estudo daquelas que nos
pareceram mais adequadas. Por ultimo, propomos um método de aceleragdo do
algoritmo de geracdo de colunas baseado na restricdo do espaco primal (primal

boxstep).

No Capitulo 7 refere-se a implementagao efectuada e apresentam-se e discutem-se duas
formas de obter o primeiro problema primal restrito valido, necessario para a
inicializagdo do método de geragao de colunas. Para a obtengdo de uma solucdo inicial,
¢ descrita uma heuristica que foi desenvolvida tendo em conta a especificidade do nosso
problema. Apresentam-se ainda os resultados dos testes computacionais efectuados em
instdncias com diferentes caracteristicas e uma analise de sensibilidade do método a
variacdo dos parametros do problema. Finalmente, sdo apresentadas extensdes do

modelo desenvolvido a outras fung¢des de custo.
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No Capitulo 8 sdo apresentadas as principais conclusdes extraidas deste trabalho e

apontadas algumas direc¢des para trabalho futuro.



Capitulo 2

Problemas de Programacao de
Maquinas Paralelas

Neste Capitulo é feita a apresentagdo formal dos problemas deterministicos de
programacdo de maquinas paralelas segundo uma versdo adaptada de Blazewicz,
Lenstra ¢ Kan (1983) e Pinedo (1995). Depois de uma breve introdu¢do aos modelos
maquinas paralelas (Secg¢dao 2.1), ¢ apresentada uma defini¢do para este tipo de
problemas (Sec¢ao 2.2). Por ultimo, ¢ apresentada uma notacdo para a sua classificacdo

(Secgao 2.3).

2.1. Introducao

O estudo dos problemas de maquinas paralelas constitui um tema importante tanto do
ponto de vista tedrico como do ponto de vista pratico. Do ponto de vista pratico, €
importante porque a ocorréncia de recursos em paralelo é frequente no mundo real. Do
ponto de vista tedrico, trata-se de uma generalizacdo da maquina Unica e um caso
particular de um sistema de produgdo flexivel. Também, as técnicas aplicadas aos
problemas de maquinas paralelas sdo frequentemente usadas em procedimentos de

decomposigdo para sistemas multi-estratégia.

Nao ¢ dificil apresentar exemplos praticos de programacdo de maquinas paralelas. Na
area das ciéncias de computagdo, temos o exemplo dos processadores em paralelo. Nos

sistemas de produgao tipo Flow Shop, existe muitas vezes mais do que uma maquina do

10
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mesmo tipo para evitar que todo o sistema pare quando uma unica maquina avaria. Mais
ainda, a existéncia de mais do que uma maquina do mesmo tipo reduz a possibilidade de
ocorréncia de situagdes de gargalo produtivo (bottleneck). Nos sistemas de producdo
tipo Job Shop, a adicdo de um numero apropriado de maquinas pode aumentar a sua
flexibilidade que, por sua vez, pode reduzir o tempo de fluxo dos trabalhos (Murty,

1995).

A programagdo de maquinas paralelas pode ser vista como um processo em dois passos.
Em primeiro lugar, determina-se a afectacdo das maquinas aos trabalhos; em segundo

lugar, determina-se a sequéncia de processamento dos trabalhos.

Uma simplificagdo do problema das maquinas paralelas ¢ considerar as maquinas como
um sistema agregado. Neste caso, os resultados da teoria de programagdo da maquina
unica podem ser aplicados aos sistemas de maquinas paralelas. A limitagdo desta
aproximacdo ¢ que o modelo, focado somente no desempenho global do sistema, perde
informacdo sobre o desempenho individual de cada maquina. Apesar desta
simplificacdo, a programag¢ao de um unico sistema agregado nao ¢, de forma alguma,

um problema de facil resolucéo.

Matematicamente, um problema de maquinas paralelas envolve um nivel de
complexidade semelhante a0 da maquina tnica ao qual é adicionado mais um nivel de
complexidade resultante da afectagdo das maquinas aos trabalhos. Assim, a
complexidade geral dos problemas de maquinas paralelas ¢ inflacionada, muitas vezes

exponencialmente, quando o numero de maquinas ou trabalhos ou ambos aumentam.

Para uma revisdo de literatura sobre maquinas paralelas ver Cheng e Sin (1990) e

Hoogeveen, Lenstra e van de Velde (1997).

2.2. Definicoes

No texto, iremos usar o termo tarefa para designar uma operagdo elementar a ser
realizada numa maquina ¢ o termo trabalho (job) como um subconjunto de tarefas. Para

0 caso particular da programacgdo de maquinas paralelas, os termos tarefa ou trabalho
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serdo usados indiferentemente ja que é assumido que cada trabalho realiza uma unica
operagdo elementar numa maquina. Também os termos medida de desempenho, critério

de optimalidade ou fungdo objectivo, serdo usados indiferentemente ao longo do texto.

Os problemas de programagdo de maquinas paralelas sdo caracterizados pelas seguintes

entidades:
- Conjunto das n tarefas, 7={T,,1>,...,T},....T,};
- Conjunto das m maquinas, M={M|,M,,....My,....M,,};

- Conjunto dos s recursos adicionais (operadores, ferramentas, etc.), R={R,,

Ry R}

Um problema de programagdo de maquinas paralelas normalmente significa afectar
maquinas de M a tarefas de 7, de forma a concluir o seu processamento respeitando as
condigdes impostas. O nimero de tarefas é representado por » € o numero de maquinas
¢ representado por m. Normalmente, os indices 7 e j referem-se as tarefas e o indice &

refere-se a maquina.
Existem duas condi¢des gerais na teoria classica da programacao:
- Cada tarefa deve ser processada em uma maquina de cada vez, no maximo;
- Cada maquina é capaz de processar uma tarefa de cada vez, no maximo.
Existem algumas novas aplicagdes em que a primeira restri¢do ¢ relaxada.

A especificacdo de um problema de programacdo de maquinas paralelas requer a
descricdo das caracteristicas das maquinas, das caracteristicas das tarefas e do critério

de optimalidade. As maquinas podem ser dos seguintes tipos:
- Paralelas: executam o mesmo tipo de fungoes;

- Dedicadas: especializadas na execugdo de certas tarefas.
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Dentro das maquinas paralelas, dependendo da sua velocidade de processamento das

tarefas, podemos distinguir trés tipos de maquinas diferentes:
- Idénticas (identical): iguais velocidades de processamento das tarefas;

- Uniformes (uniform): diferentes velocidades de processamento das tarefas mas a

velocidade de cada maquina é constante ndo dependendo da tarefa a processar;

- Ndo-idénticas (unrelated): velocidade de processamento dependente da tarefa

particular a ser executada.
De uma forma geral, uma maquina k € M ¢ caracterizada pela seguinte informacgao:

- Vector do estado inicial das maquinas L=[/},[,,...,l,], onde /; representa a tarefa

em processamento na maquina k antes de esta ficar disponivel;

- Vector das datas de disponibilidade A=[a;,a,,...,a,,] onde a; é o instante de

tempo em que a maquina k fica disponivel para poder ser utilizada.
De uma forma geral, uma tarefa j € T ¢ caracterizada pela seguinte informagao:

- Vector de tempos de processamento P;/=[p;;,p;s,....pjm], para j=1, 2, ...,n, onde pj
¢ o tempo necessario para a maquina k processar a tarefa j. No caso de maquinas
idénticas, teremos p;=p; k=1, 2,...,m. Se as maquinas forem uniformes entdo
teremos p;=p;/by, onde p; € o tempo de processamento standard (normalmente
medido na maquina mais lenta) e b; é o factor de velocidade de processamento

da maquina £;

- Vector das datas de disponibilidade (release dates) R=[r;,r»,...,r,], onde r; é o

instante de tempo em que a tarefa j fica disponivel para ser processada;

- Vector das datas de entrega (due dates) D=[d, d>,...,d,], onde d; é o limite de
tempo até ao qual a tarefa j deve ficar concluida. Normalmente sdo definidas

func¢des de penalidade para a violagdo das datas de entrega;
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- Vector das datas limite de entrega (deadline), D= [cz,cz,...,g,,] que define o limite

de tempo até ao qual a tarefa j tem que ser impreterivelmente concluida;

- Vector dos pesos/prioridades W=[w;w,,...,w,], onde w; representa o peso
associado a tarefa j; podem expressar custos de processamento, custos de
imobiliza¢do, penalidades associadas a avangos ou atrasos, ou a urgéncia relativa

da tarefa j;

- Vector de tempos de preparagdo (setup) da maquina dependentes da sequéncia de
tarefas a processar S;=[s;;,S,...,S,], para j=1,2,...n, onde s; é o tempo de
preparagdo da maquina se o processamento da tarefa j for realizado
imediatamente apds o processamento da tarefa i. No caso dos tempos de
preparagao da maquina entre as tarefas i e j serem dependentes da maquina, ¢é
incluido o indice k referente 4 maquina e s;; € o tempo de preparagdo da
maquina k se o processamento da tarefa j for realizado imediatamente apos o

processamento da tarefa i; s,, representa o tempo de preparacdo da mdaquina k

quando a primeira tarefa a ser processada ¢ a tarefa j. Se os tempos de
preparacao das maquinas sdo independentes da sequéncia de tarefas a processar

podem simplesmente ser adicionados aos tempos de processamento;
- Necessidades de recursos (se necessarios).

Assumimos que todos estes pardmetros tomam valores inteiros. Na pratica, esta
assun¢do nao se torna muito restritiva ja que ela afecta sobretudo os parametros
definidos pela variavel tempo e, para esta variavel, o factor escala permite uma grande
flexibilidade. Assumimos também que os recursos sdo afectados as tarefas quando o
processamento destas se inicia ou se reinicia, e que sdo libertados quando o

processamento das tarefas esta concluido ou ¢ interrompido.

Uma programagao diz-se interrompida (preemptive) se o processamento de cada tarefa
pode ser interrompido em qualquer momento e reiniciado mais tarde, sem custo
adicional, possivelmente noutra maquina. Se o processamento das tarefas ndo pode ser

interrompido, a programagao diz-se ndo-interrompida (nonpreemptive).
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Podem ser definidas restri¢des de precedéncia entre as tarefas do conjunto 7. T;<T;

significa que o processamento da tarefa i deve ser concluido antes de se dar inicio ao
processamento da tarefa j. As tarefas do conjunto 7 dizem-se dependentes se a ordem de
execucdo de pelo menos duas das suas tarefas tem uma restricdo de precedéncia. Caso

contrario, as tarefas dizem-se independentes.

A tarefa j diz-se disponivel no instante de tempo ¢ se r; < ¢ e todas as tarefas suas

predecessoras ja estiverem concluidas.

Vamos agora apresentar algumas defini¢des relativamente a programagao e critérios de

optimalidade.

Um programa ¢ uma afectacdo de maquinas do conjunto M (e possivelmente recursos
do conjunto R) a tarefas do conjunto 7 num tempo tal que as seguintes condi¢des sejam

satisfeitas:

Em qualquer momento cada maquina esta a processar uma tarefa, no maximo, e

cada tarefa estd, no maximo, a ser processada por uma maquina’,

- A tarefa j é processada no intervalo de tempo [7;, ),

- Todas as tarefas estdo concluidas,

- Se as tarefas i e j estdo relacionadas em N;<N;, o processamento da tarefa j ndo
pode comecar antes da tarefa 7 estar concluida,

- No caso de programacdo ndo-interrompida nenhuma tarefa ¢ interrompida (o
programa diz-se ndo-interrompido), caso contrario o nimero de interrupgdes de

cada tarefa ¢ finito e a programagao diz-se interrompida,

- As restrigdes associadas aos recursos, se existentes, sao satisfeitas.

l .y . o~
Como ja mencionamos, esta restri¢do pode ser relaxada
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Para representar programas vamos usar diagramas de Gantt. Os seguintes pardmetros

podem ser calculados para cada tarefa j=1,2,...,n, processada num dado programa:

Tempo de conclusdo (completion time) - Cj;

Tempo de fluxo (flowtime) F; = C;-r;, como a soma dos tempos de espera e

processamento;

Desvio a data de entrega (lateness) - L;=C;-d;;

Avanco (earliness) - E~=max{d;-C;, 0};
- Atraso (tardiness) - T=max{C;-d;, 0};
- Tarefa com atraso (tardy job) - Ui=1 se C;>d; ; caso contrario, Ui=0 ;

Para avaliar programas podemos usar varias medidas de desempenho (critérios de

optimalidade ou fun¢des objectivo) de entre as quais destacamos:

Baseadas no tempo de conclusido

- Makespan (dura¢do maxima), Cnax=max{C;};

- Soma dos tempos de conclusdo (total completion time), C=Z’;:1Cj, ou soma

ponderada dos tempos de conclusdo (total weighted completion time),

n
Cv= ijl WjC/' 5

Baseadas no tempo de fluxo

- Tempo de fluxo total (total flowtime), F =3 F;, ou soma ponderada dos

tempos de fluxo (total weighted flowtime), F =3 w;F;;

Baseadas na data de entrega

- Desvio maximo a data de entrega (maximum lateness), Ly—=max{L;};
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- Soma dos atrasos (total tardiness), T:Z;Tf , ou soma ponderada dos atrasos

(total weighted tardiness), Tv=3 wT;;

- Numero total de tarefas com atraso (number of tardy jobs), U=3 U,, ou

numero total ponderado de tarefas com atraso (weighted number of tardy jobs),

n .
Uw= Zj:l WjUj 5

- Soma dos avangos e atrasos (total earliness-tardiness penalty), ijl (Ej +Tj), ou

soma ponderada dos avangos e atrasos (weighted total earliness-tardiness

penalty) Z';:] (quj +v,-Tj), em que podem também ser atribuidos pesos diferentes

aos avangos e atrasos, u; € v;, respectivamente.

Podemos ainda ter valores médios para as medidas de desempenho do tipo aditivo (por

exemplo, tempo de fluxo médio, F = 1/n3] | F;, oumédia ponderada do tempo de fluxo,
Fu= Zj_:l w,F; /Z;’.:1 w; ).

E importante referir alguns aspectos relacionados com o significado pratico e utilizacio

das medidas de desempenho atras referidas.

Makespan: a sua minimizacdo conduz, normalmente, a niveis elevados de utilizagdo das
maquinas porque uma vez que todas as tarefas estejam processadas as maquinas ficam
disponiveis para outras tarefas. Para situagdes de uma Unica maquina, este objectivo so
tem interesse quando existem tempos de preparagdo das maquinas dependentes da
sequéncia. De outra forma, o makespan é igual a soma dos tempos de processamento e,
portanto, independente da sequéncia. Quando tratamos de maquinas em paralelo, este
objectivo tem um interesse significativo. Na pratica, o problema de balanceamento das
cargas nas maquinas em paralelo ocorre frequentemente e a minimizagao do makespan

assegura bons resultados.

Medidas de desempenho relacionadas com os tempos de conclusdo: a sua minimizagao

resulta num menor tempo médio de permanéncia no sistema de produgdo o que resulta
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num menor tempo médio de resposta aos pedidos dos clientes e menor custo médio de
stocks em-curso de fabrico. Note-se ainda que as medidas de desempenho relacionadas
com o tempo de fluxo fazem sentido quando as datas de disponibilidade r; das tarefas

ndo sdo iguais.

Medidas de desempenho relacionadas com as datas de entrega: estas medidas de
desempenho sdo de grande importancia especialmente em ambientes make-to-order ¢
normalmente tém um impacto directo na fidelizacdo dos clientes e podem constituir
uma vantagem competitiva. A sua minimizac¢do resulta num melhor servigo prestado ao
cliente. De referir que as medidas de desempenho relacionadas com os atrasos sdo
adequadas quando o processamento das tarefas antes da data de entrega ndo traz
qualquer penalidade; existem s6 penalidades associadas as entregas tardias. Na pratica,
as medidas de desempenho relacionadas com o ntimero de tarefas em atraso sdo muitas
vezes usadas para medir a percentagem de encomendas concluidas a tempo (on-time
delivery). Quando existe a possibilidade de as encomendas sofrerem atrasos
inaceitaveis, sdo usadas medidas de desempenho que tém em conta o valor dos atrasos
(Lmax ou T). Para ambientes do tipo JIT (Just-in-time) as medidas de desempenho

devem ter em conta os avangos e os atrasos (£ e 7).

2.3. Classificacao

A grande variedade de problemas de programacdo da producdo, originou a necessidade
de introduzir uma notagdo sistemadtica para a sua classificacdo, de forma a facilitar a sua
apresentagdo e discussdo. Iremos descrever e seguir a notacdo proposta por Graham,
Lawler, Lenstra ¢ Rinnooy Kan (1979) e Blazewicz, Lenstra e Kan (1983), limitando a

nossa descrigdo ao ambito das maquinas paralelas.
A notacdo € composta por trés campos o]y, com os seguintes significados:
- a=a,0, descreve o tipo de maquina e o seu numero;

= o,=1: uma Unica maquina,
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= o,=P: maquinas idénticas,
=  o,;=Q: maquinas uniformes;
* o;=R: maquinas ndo-idénticas;

=  o,= numero de maquinas do problema (quando n3o mencionado

significa que o numero de maquinas ¢ variavel).

- B descreve as caracteristicas das tarefas e recursos adicionais. E neste campo que
sdo indicadas caracteristicas como a existéncia de datas de disponibilidade,

deadlines, e tempos de preparagdo das maquinas.
- v denota a medida de desempenho.

Um programa cujo valor de uma determinada variavel de medida de desempenho y esta
no seu minimo serd chamado de 6ptimo, e o correspondente valor de y sera designado
por v'. Podemos agora definir um problema de programagdo IT como um conjunto de
pardmetros descritos nesta seccdo e um critério de optimalidade, sem lhes associar
valores numéricos. Uma instdncia I do problema I1 é obtida pela especificagdo dos

valores particulares para todos os pardmetros do problema.

Um algoritmo de programac¢do ¢ um algoritmo que constréi um programa para um dado

problema IT.



Capitulo 3

Método de Particdo e Geracao de
Colunas

Neste capitulo, fazemos uma introducdo ao método de particdo e geragdo de colunas que

tem por objectivo servir de suporte a sua utilizagdo que ¢ feita nos Capitulos seguintes.

3.1. Introducao

Se bem que ja estejam decorridas mais de quatro décadas sobre a publicagdo do
principio da decomposicdo de Dantzig-Wolfe (1960) foi nas duas ultimas décadas que
este método revelou todo o seu potencial na resoluc¢do de problemas de grande
dimensdo. Se bem que os conceitos basicos se tenham mantido inalterados, a sua
associacdo ao método de particdo e avaliagdo, chamada de método de particdo e geracdo
de colunas (branch and price), e o desenvolvimento notavel da tecnologia
computacional, tornaram possivel a solucdo exacta de problemas de programacgao inteira

de grande dimensao.

O método de particdo e geragdo de colunas tem vindo a ser aplicado com sucesso na
resolucdo de diversos tipos de problemas dificeis tais como, programagao de rotas
(vehicle routing) - Desrochers, Desrosiers ¢ Solomon (1992), graph colouring -
Mehrotra e Trick (1996), afectacdo (generalized assignment) - Savelsbergh (1997),
corte (cutting stock) - Vance (1998), empacotamento (bin-packing) - Valério de
Carvalho (1999), e lot sizing - Kang, Malik e Thomas (1999). Para uma revisdo da

20
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literatura na utilizacdo de geracdo de colunas na resolucdo de problemas de

programacdo inteira, ver Barnhart, Johnson, Nemhauser, Savelsbergh ¢ Vance (1998).

Os principios basicos da decomposi¢cdo de Dantzig-Wolfe (1960) podem ser descritos da
seguinte forma. Os problemas de programacdo linear podem apresentar ndo s6 um
elevado nimero de variaveis como também um eclevado nimero de restrigdes. Uma
forma de ultrapassar esta dificuldade é transformando o problema numa formulagdo
equivalente de programacgdo linear com menos restrigdes mas com mais variaveis. Sdo
depois usados procedimentos de geragdo de colunas para resolver o problema

equivalente.

A adopcdo de formulagdes com um elevado niimero de variaveis para a obtengdo de

solucdes para problemas de programacao inteira justifica-se por varias razdes:

(i) A formulagdo original pode apresentar uma relaxagdo linear fraca.
Frequentemente a relaxagdo linear pode ser refor¢ada por uma reformulagao
que envolve um elevado niimero de variaveis. E esta a principal razio para a
aplicagdo do método em problemas de corte e empacotamento (Valério de
Carvalho, 1999) e no problema de afectagdo generalizado (Savelsbergh, 1997).
Note-se que, muitas vezes, a motivacdo para a aplicacdo da decomposi¢do nao
¢ acelerar a resolucdo da relaxagdo linear, ja que, a relaxag@o linear do
problema reformulado pode ser mais dificil que a relaxagdo linear do problema

original, mas sim a obteng¢ao de limites (inferiores/superiores) mais apertados.

(i) A formulacdo original pode apresentar simetria que provoca a falta de
efectividade das parti¢des efectuadas. Isto significa que quando uma solugdo
fraccionaria ¢ excluida num qualquer nodo da arvore de pesquisa, aparece
novamente num outro nodo da arvore de pesquisa com diferentes valores das

variaveis, tornando praticamente inutil a parti¢do efectuada.

(iii)) A decomposicdo do problema num problema principal e subproblemas pode
ter uma interpretacdo natural no contexto do problema em estudo permitindo a

incorporacdo de novas e importantes restri¢gdes no subproblema.
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(iv)  Nao ser possivel obter uma formulagdo com um nimero reduzido de variaveis.

A programagdo de maquinas constitui um bom exemplo de duas formulagdes diferentes
para o mesmo problema. As primeiras formulacdes para este problema adoptaram
variaveis de decisdo que representavam o instante de tempo em que o trabalho j era
iniciado na maquina k. Uma formulagdo alternativa passa por considerar variaveis de
decisdo associadas a sequéncias de afectagdo admissiveis dos trabalhos as maquinas

para depois as combinar de forma a obter um programa admissivel.

A primeira destas formulagdes apresenta desvios significativos entre os valores da
fungdo objectivo da relaxacdo linear do problema de programagdo inteira e da solugdo
optima inteira. A segunda formulagdo requer a geragdo das sequéncias de afectacdo
admissiveis como input do problema sendo que o seu numero pode ser muito grande.
Contudo, apesar de o problema poder apresentar uma maior dimensdo, conduz
tipicamente a desvios menores entre os valores da fungdo objectivo para a relaxagdo

linear do problema de programacgao inteira e o valor da solu¢do 6ptima inteira.

Diz-se que uma formulagdo é mais forte (ou de melhor qualidade) quando este desvio ¢
menor. E sabido (Nemhauser ¢ Wolsey, 1988) que a qualidade das formulagdes ¢ um
factor crucial no processo de resolugdo de problemas de programacgao inteira através do
método de parti¢do e avaliacdo. Assim, a adopcdo de formulagdes mais fortes permite a

abordagem de problemas de maior dimensao.

Para o problema em estudo, para além desta razdo existe uma segunda razdo para a
reformulagdo; o facto da expressdo de calculo do custo ser ndo linear e a utilizagdo de

métodos convencionais de linearizagdo conduzir normalmente a formulagdes fracas.

3.2. Decomposicao de Dantzig-Wolfe

Muitos dos problemas de programacdo inteira (e as respectivas relaxagdes lineares)
encontrados em muitas das suas aplicagdes praticas exibem estruturas em que as
matrizes dos coeficientes tecnologicos sdo tipicamente dispersas (sparse), com um

numero de elementos ndo nulos de uma ordem de grandeza de 1%, ou menos, devido ao
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facto de muitas das actividades associadas as variaveis de decisdo apenas participarem
directamente num pequeno nimero de restricdes. Também ¢ muitas vezes possivel
identificar uma segmentacdo hierarquica, geografica ou légica na estrutura do problema
em que os eclementos ndo nulos se encontram agrupados formando subsistemas
independentes de varidveis, possivelmente ligados por um conjunto distinto de
restrigdes e/ou variaveis. Este tipo de estrutura designa-se habitualmente por estrutura

angular em blocos.

A ideia geral do método de decomposicdo de Dantzig-Wolfe é a de tratar a estrutura de
ligagdo a um nivel superior, de coordenagdo, e o(s) subsistema(s) independente(s) a um

nivel inferior explorando a sua estrutura.

Consideremos o seguinte problema geral com dois conjuntos de restricdes e restrigdes

de integralidade:

min  ¢(x)

suj.a Ax<b
ceP (3.1
X inteiro.

A fungdo c(x) ndo necessita de ser linear. O numero de variaveis e o numero de
restricdes deste modelo podem ser limitados por uma fungdo polinomial do nimero de
tarefas e maquinas do problema. Por essa razdo, esta formulacdo ¢ conhecida na

literatura por formulagdo compacta (compact formulation).

No método da decomposi¢do de Dantzig-Wolfe, as restrigdes do problema original sdo
divididas em dois conjuntos: o primeiro conjunto engloba as restrigdes gerais Ax<b,
enquanto o segundo, x € P, contém um conjunto de restrigdes que normalmente tém
uma estrutura especial. O primeiro conjunto de restri¢des define o problema principal
que ¢ habitualmente designado na literatura anglo-saxénica por master problem. O

segundo conjunto define um ou varios subproblemas.

Seja X o conjunto de pontos inteiros pertencentes a P. De acordo com o Teorema de

Minkowski e Weyl (ver Nemhauser ¢ Wolsey, 1988), a envolvente convexa de X,
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designada por conv(X), ¢ um poliedro que pode ser definido por um conjunto finito de
pontos extremos e um conjunto finito de raios extremos. Vamos considerar que o
poliedro X tem [/ pontos extremos, que serdo designados por Xi,X>,...,X;, € K raios
extremos, que serdo designados por Ry,R»,...,Rr. Qualquer ponto x do conjunto X pode
ser expresso como uma combinagdo convexa dos pontos extremos de X mais uma

combinag¢do ndo-negativa dos raios extremos de X:

X ={xerZ{’ Y AKX+ RO A =1, 2 0, g1, > o,wc} (3.2)
k=1

i=1 i=1

No que se segue, vamos considerar que o conjunto X é um conjunto fechado e, como tal,
qualquer ponto x do conjunto X pode ser expresso como uma combinac¢do convexa dos

pontos extremos de X,

¥ =Y AX,Y A =1,4 20,V (3.3)
i=1

i=1

Se substituirmos x pela expressdo (3.3) no modelo (3.1), obtemos a seguinte formulagdo

equivalente do problema:

min i C(X,‘ )j,,
i=1
I

suj.a > (AX;)h <b

i=1
i}q‘ :1
i=1

420
x=ii,-X,-

i=1

(3.4)

x inteiro.

As variaveis de decisdo do problema reformulado sdo as variaveis 4;. Tipicamente, esta
formulacdo tem um maior nimero de variaveis e um menor nimero de restricdes que o

modelo original. Por este motivo, ¢ habitualmente designada por formulagdo extensiva
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(extensive formulation). O termo cX; representa os coeficientes da funcdo objectivo e as

colunas AX; sdo os coeficientes tecnologicos das restrigoes.

~ 1 r . o~ .
A equagdo ) A =1 ¢ referida como sendo a restri¢do de convexidade referente aos

pontos extremos de conv(X).

Este problema é o problema principal, que ¢ equivalente a formulacdo original.
Qualquer solugdo valida em termos das varidveis do problema principal pode ser

traduzida numa solugao valida para o problema original.

De uma forma geral, requerendo a integralidade das variaveis de decisdo A; ndo conduz
a um problema de programagdo inteira equivalente ao problema original. Como as
variaveis originais x tém de ser inteiras, sdo usadas como fonte de informagdo para

guiar decisdes de particdo que conduzem a solucdo dptima inteira do problema original.

Quando relaxamos a restricdo de integralidade para x, a formulacdo (3.4) torna-se

r r ’ r s~ . ~ 1
separdvel em x e A e ¢ possivel também relaxar a sua restrigdo de ligagdo x=)  4X,,

obtendo um problema de programacao linear nas variaveis de decisdo A;. Este problema
de programacgdo linear € resolvido por um procedimento de geragcdo de colunas que ¢

descrito na proxima Secgao.

3.3. Geracao de Colunas

O numero de pontos extremos de um poliedro ¢ exponencialmente grande, sendo
impraticavel fazer a sua enumeragdo completa. Contudo, existem muitos pontos
extremos que correspondem a varidveis que ndo sdo atractivas para o problema principal
e, como tal, ndo precisam de ser nele incluidos para determinar a solugdo oOptima.
Dizemos que os pontos extremos ndo sdo enumerados explicitamente, mas

implicitamente.

A relaxacdo linear do problema principal vai ser resolvida através de um procedimento

de enumeragdo implicita, o algoritmo de geragdo de colunas: comegamos com apenas
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um subconjunto restrito das variaveis de decisdo (colunas), formando o problema primal
restrito (Restricted Master Problem), sendo que as restantes sdo tratadas de uma forma

implicita.

O problema primal restrito (PPR) “coordena” a geracdo de solu¢des em cada um dos
subproblemas. Estes dois problemas s3o resolvidos alternadamente, trocando
informacdo entre eles, até se atingir uma solugdo que corresponde a solugdo do

problema original.

Em cada iteragdo, a avaliacdo dos pontos extremos ¢ feita com base na informagao dual
da solucdo optima do problema primal restrito. Sejam 7, 7,...,7,, € L as variaveis duais
associadas as primeiras m restrigdes e a restricdo de convexidade, respectivamente. A

solucdo dual optima ¢ dada pelo vector cBB'1=(7r1,7r2,...,7rm,U).

Cada variavel de decis@o do problema reformulado corresponde a um ponto extremo do
conjunto X e pode ser caracterizado por uma coluna 4=(4X;) de coeficientes
tecnologicos, e pelo coeficiente de custo ¢;=(cX;). O seu custo reduzido é dado pela

expressao,

csB Arc=mA A1 vee=a(AX) ¥ v-(cX)=(7A-c) X+ v
O valor minimo do custo reduzido pode ser determinado resolvendo o seguinte
subproblema:

min (7z4-c)X+v
suj.a: X; € X

Se este valor for negativo, a coluna correspondente ao ponto extremo Optimo é uma
coluna atractiva para o problema primal restrito.

A este processo chamamos processo de geracdo de colunas. A articulagdo do problema

primal restrito e do(s) subproblemac(s) é feita do modo descrito na Figura 3.1.
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O problema primal restrito, que € resolvido através do método simplex, fornece ao(s)
subproblema(s) a solugdo dual optima do problema que é necessaria para a avaliagdo
das colunas. Por sua vez, o(s) subproblema(s) propde ao problema primal restrito
colunas com custo reduzido negativo que designaremos por colunas atractivas. Caso o
optimo do(s) subproblema(s) ndo produza uma coluna atractiva, entdo nenhuma outra

solugdo ¢ atractiva, pelo que a solugdo corrente do problema primal restrito é 6ptima.

Problema
Primal restrito -PPR
(Programacao Linear- Simplex)

alores das Colunay ¢
Variaveis Custo
Duais Reduzido
Negativo,

Subproblemac(s)

Figura 3.1 — Algoritmo de geragao de colunas

A solugdo 6ptima do problema primal restrito é também a solucdo 6ptima da relaxagao
linear do problema principal. Se a solugdo ¢ inteira a solugdo ¢ 6ptima para o problema
original. Caso contrario, a solugcdo Optima inteira para o problema original ¢
determinada associando ao algoritmo de geragdo de colunas o método de parti¢do e

avaliacdo que ¢ descrito na Sec¢do seguinte.

3.4. Método de Particao e Avaliacao

Para problemas de programacao inteira, como € o caso do problema em estudo, ndo sdo
conhecidas condi¢des gerais de optimalidade como existem para a programagao linear

(Murty, 1995). Uma das formas de obter solugdes Optimas inteiras envolve a
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enumeragdo do conjunto de solugdes possiveis. Um dos métodos mais usados para
efectuar essa enumeracdo ¢ o método de partigdo e avaliagdo (branch and bound). Neste
processo, muitas solugdes sdo enumeradas implicitamente, por ser possivel reconhecer
que elas ndo podem ser solugdes optimas, pelo que este método é também designado por

método de enumeragdo implicita.

O método de partigdo e avaliacdo € um processo de enumeragdo usado para determinar a
solugdo optima de problemas de programacdo inteira. O processo envolve a solugdo de
um problema que constitui uma relaxacdo do problema original e é baseado nas

operagOes de parti¢do (branch) e de avaliagdo (bound).

A parti¢do consiste na criacdo de subproblemas, feita através da imposigao de restrigdes
adicionais. Trivialmente, as restricdes sdo do tipo x; SLx,-Je X; Zl_x,«—‘. Cada
subproblema da, por sua vez, origem a outros subproblemas, sendo criada uma arvore
de pesquisa neste processo de enumeragao, cujos nodos correspondem aos subproblemas
criados. Para um dado nodo da arvore de pesquisa, a regra de particdo deve eliminar a
solugdo fraccionaria do respectivo subproblema, e garantir que nenhuma das solugdes
validas do problema original é perdida. O incumbente corresponde ao valor da melhor
solucdo inteira encontrada até a iteracdo actual do processo de particdo e avaliagdo.
Cada nodo da arvore de pesquisa corresponde a um espaco de solugdes validas, definido
pelas restri¢des lineares do problema e pelas restri¢des de particdo que foram impostas
nos ramos da arvore de pesquisa que definem o caminho que vai desde a raiz até esse

nodo.

A operacdo de avaliacdo destina-se a analisar o interesse em prosseguir a exploragdo de
uma dada sub-arvore. As seguintes situagdes permitem abandonar a pesquisa de uma

sub-arvore:
1. o problema com a restricdo adicional que foi imposta no nodo ¢ impossivel;

2. o valor da solugdo obtida para o nodo garante que ndo ¢ possivel obter solugdes

validas de melhor qualidade que a do incumbente;

3. asolucdo obtida no nodo ¢ inteira e € pior que o incumbente.
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Se alguma destas situacdes se verificar o nodo é abandonado porque a exploragdo dos
seus descendentes nunca fornecera uma solugdo melhor que o incumbente. Caso
contrario, o processo de particdo continua e sdo criados novos nodos na arvore de

pesquisa.

A seleccdo do proximo nodo a avaliar é feita usando regras que determinam o modo
como os nodos da arvore de pesquisa sdo percorridos. Destacamos as seguintes regras

de pesquisa:

- Pesquisa em profundidade (depth first search) é um método em que sio
explorados em primeiro lugar os nodos com uma maior profundidade em relagdo
a raiz da arvore de pesquisa. Depois de cada partigdo é explorado o nodo

descendente mais a esquerda.

- Pesquisa em largura (breadth first search) ¢ um método em que sdo explorados
em primeiro lugar todos os nodos de um mesmo nivel de profundidade antes de

passar aos nodos do nivel seguinte, comegando pelo nodo mais a esquerda.

- Pesquisa do melhor (best first) € um método em que sdao explorados em primeiro
lugar os nodos com o valor de solu¢do mais préoximo do valor da solu¢do na raiz

da arvore de pesquisa.

Estas regras simples podem ainda ser combinadas e dar lugar a regras de pesquisa
compostas. Um exemplo de regra de pesquisa composta ¢ a regra depth first search mais
best first que funciona da seguinte forma: se o nodo em avaliacdo ndo é abandonado ¢
usada a regra depth first search para seleccionar o proximo nodo da arvore de pesquisa

a ser avaliado; caso contrario, ¢ usada a regra de best first.

3.5. Método de Particdo e Geracido de Colunas

Em modelos que resultam de uma decomposi¢do de Dantzig-Wolfe que sdo resolvidos

por geracdo de colunas, uma das formas de obter uma solucdo inteira consiste em
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associar o método de partigdo e avaliagdo ao método de geragdo de colunas. O método

resultante desta associagdo é designado por método de particdo e geragdo de colunas.

O processo inicia-se com a resolucdo da relaxacdo linear do problema principal. Quando
os subproblemas ndo geram mais colunas com custo reduzido negativo, o algoritmo
Simplex fornece a solucdo Optima da relaxagdo linear do problema principal. Se a
solugdo ¢ inteira a solucdo ¢é Optima para o problema original. Caso contrario,
necessitamos de explorar uma arvore de pesquisa, ¢ podem ser geradas colunas
adicionais em cada parti¢do. O nodo raiz correspondera ao problema de programagio
linear original (relaxagdo das condi¢des de integralidade). Os seus descendentes

corresponderdo ao mesmo problema adicionado de restrigdes de particdo.

O fluxograma do método de partigdao e geracdo de colunas ¢ apresentado na Figura 3.2

PPR
+

Restricoes de Particao

stricoe
ptima artica
actual

Algoritmo de
Particao e Avaliacio

stricoe|
rtica

Subproblema(s)
_l’_

Restricoes de Particiao

Figura 3.2 — Algoritmo de parti¢do e geragdo de colunas

O problema primal restrito fornece a solugdo Optima actual ao algoritmo de particdo e

avaliagdo que vai verificar se foi encontrada a solucdo oOptima inteira do problema
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principal. Neste caso, o processo termina; caso contrario, vao ser geradas novas
restricdes de particdo que vao ser adicionadas ao problema primal restrito e ao(s)
subproblema(s). O novo problema primal restrito é reoptimizado e fornece a solugdo
dual 6ptima ao(s) subproblema(s) que, por sua vez, propdem ao problema primal restrito
colunas atractivas. Caso o oOptimo do(s) subproblema(s) ndo produza uma coluna
atractiva, entdo nenhuma outra solugdo ¢ atractiva, pelo que a solugdo corrente do

problema primal restrito ¢ 6ptima e o processo € reiniciado.

Numa primeira abordagem, podera parecer que a combinagdo dos métodos de geracdo
de colunas e de particdo e avaliagdo ndo envolve mais do que a jun¢do dos dois
métodos: em cada nodo da arvore de pesquisa do método de particdo e avaliacdo,
resolve-se o problema de programacao linear até a optimalidade, utilizando o método de
geracdo de colunas (se ndo fosse permitida a geragdo de colunas nos nodos da arvore,
poder-se-ia concluir erradamente que nao existia uma solugdo inteira para o problema

ou obter uma solu¢ao nao 6ptima).

No entanto, o problema a resolver em cada nodo da &rvore inclui restri¢gdes de partigao
que ndo estavam presentes na relaxacdo linear do problema original. Estas restrigoes
podem alterar ou destruir a estrutura do subproblema, tornando impraticavel a avaliagdo
da atractividade das varidveis que ndo fazem parte do problema primal restrito a

resolver em cada nodo de pesquisa.

Assim, o desafio que se coloca ao aplicar o método de parti¢do e geragdo de colunas a
um dado problema ¢ o de definir regras de particdo compativeis com o subproblema.
Soumis (1997) apresenta uma revisdo bibliografica anotada sobre métodos de

decomposigdo e geragdo de colunas.



Capitulo 4
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Neste capitulo, apresentamos uma revisdo da literatura sobre maquinas paralelas focada
principalmente nos métodos de solugdo exacta, em geral, ¢ no método de particdo e
geracdo de colunas, em particular. Também se abordam problemas de maquina Unica
porque eles ocorrem nos subproblemas que resultam da decomposi¢do de Dantzig-
Wolfe. Antes de abordar os métodos de solugdo exacta, fazemos uma muito breve

abordagem aos métodos heuristicos.

4.1. Introducao

O problema de programag¢do de maquinas paralelas tem merecido uma atengdo
consideravel por parte da comunidade cientifica (para uma revisdo dos problemas de
programacdo de maquinas paralelas ver Cheng e Sin, 1990, ¢ Hoogeven, Lenstra ¢ van
de Velde 1997). O interesse por este tipo de problemas provém do facto de eles serem
frequentes em ambientes industriais e de possuirem uma grande complexidade (NP-
dificeis). Por este motivo, foram muitas vezes propostos métodos heuristicos para a sua
resolucdo, geralmente baseados em regras de decisdo. Foram também desenvolvidos
alguns procedimentos de solug¢do exacta, seguindo métodos de enumeragdao, mas que se
mostraram incapazes de resolver problemas de dimensdo real. Mais recentemente, a
utilizacdo de métodos de enumeragdo implicita, em particular o método de parti¢do e
geracdo de colunas, permitiu o desenvolvimento de algoritmos de solugdo exacta para

problemas de grande dimensao.

32
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4.2. Métodos Heuristicos

Os métodos heuristicos mais usados para a resolucdo de problemas de programagao de
maquinas paralelas sdo as regras de decisdo, os métodos de pesquisa local e as técnicas
de enumeracdo parcial. Segue-se uma abordagem muito genérica a este tipo de métodos.
Uma abordagem mais completa pode ser encontrada em Morton e Pentico (1993),

Pinedo e Chao (1999), Pinedo (2001) e Leung (2004).

4.2.1. Métodos Heuristicos baseados em Regras de
Decisao

Os métodos heuristicos baseados em regras de decisdo constroem programas de uma
forma sequencial seleccionando a proxima tarefa usando regras de decisdo relacionadas
com as maquinas ou com as tarefas. Por exemplo, podemos considerar os tempos de
processamento das tarefas (SPT — Shortest Processing Time, etc.), a disponibilidade das

maquinas (LFM- Least Flexible Machine, etc.), etc.

Baker e Merten (1973) propdem e comparam regras de decisdo para o problema de
programacdo de maquinas paralelas. Panwalker e Iskander (1977) citam 113 regras de
selecg¢do de uma actividade que foram propostas ou que sdo aplicadas na induastria. Uma

actualizacdo pode ser encontrada em Panwalker (1990).

Pinedo (1995) generalizou uma condigdo de dominancia estabelecida por Emmons
(1969), para o problema 1||Y.7;, ao problema 1| Y w,T; : se existirem dois trabalhos i e
Jj com d=d;, p<p; e w>w;, entdo existe uma sequéncia 6ptima em que o trabalho i

aparece antes do trabalho j.

As regras de decis@o mais complexas sdo geralmente construidas a partir de regras
simples. Uma descri¢do detalhada de regras de decisdo compostas pode ser encontrada

em Bhaskaran e Pinedo (1992). Alguns exemplos sdo apresentados de seguida.

Lee, Bhaskaran, e Pinedo (1997) propdem uma heuristica baseada numa composi¢ao de

varias regras de decisdo para o problema 1|s; |> w,T; - a heuristica ATCS (4dpparent
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Tardiness Cost with Setups). Esta heuristica combina as regras WSPT (Weighted
Shortest Processing Time first) que processa os trabalhos em ordem nfo crescente dos
racios w;/p;, MS (Minimum Slack first) que processa os trabalhos em ordem ndo
decrescente da folga entre a data de entrega e data actual, e SST (Shortest Setup Time

first) que processa os trabalhos em ordem ndo decrescente dos tempos de preparacio.

A heuristica funciona do seguinte modo. E programado um trabalho de cada vez;
sempre que a maquina fica disponivel, ¢ calculado um indice para os trabalhos ainda
ndo programados e ¢ seleccionado o trabalho com o maior valor do indice. O indice
referente ao processamento do trabalho j logo apds a conclusdo do processamento do

trabalho i no instante de tempo ¢ € calculado através da seguinte expressao:

I; (t,i):ﬁeXp(_ max(d; — p, _t’o)jexp(— s j

Dj kip s

em que p e s sdo as médias dos tempos de processamento e¢ de preparagdo,

respectivamente, dos trabalhos que ainda ndo foram programados, k; um parametro de
escala relativo as datas de entrega e k, um pardmetro de escala relativo aos tempos de

preparacao.

A escolha destes pardmetros visa uma adaptacdo da heuristica a diferentes condigdes,

em fungdo de trés factores:

(i) O factor de aperto das datas de entrega 7=1-d /Crax, onde d representa a

média das datas de entrega. Valores de 7 proximos de 1 indicam que as datas
de entrega sdo apertadas e valores proximos de 0 indicam que as datas de

entrega sdo largas.

(ii) O factor de intervalo das datas de entrega R =(dmax —dmin)/ énax. Um valor

elevado de R indica um intervalo largo de datas de entrega enquanto um valor

baixo indica um intervalo apertado de datas de entrega.

(iii) O factor de severidade dos tempos de preparagdo n=5/p.
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O valor do makespan ¢é dependente do programa ja que os tempos de preparagdo

dependem da sequéncia de processamento dos trabalhos. Uma forma simples de o

estimar ¢ a seguinte: Cou =D p; +75 .

Para obter bons resultados, os valores de k; e k, devem ser adequados a instdncia
particular do problema. Isto pode ser feito através de uma analise estatistica preliminar
aos dados da instincia. Contudo, um estudo experimental desta regra, embora

inconclusivo, sugeriu as seguintes regras para a seleccdo dos parametros k; e k;:

- k1:4.5+R, R<0.5¢ k1:6-2R, R>0.5

-k =7/(2\n)

Esta regra pode também ser aplicada ao problema de maquinas paralelas P|s; | > w,T; .

Neste caso, os pardmetros k; € k, sdo também dependentes do nimero de maquinas m.

Em certos casos, é possivel determinar um limite superior para o erro maximo do
algoritmo heuristico. Graham, Lawler, Lenstra e Rinnooy Kan (1979) apresentam estes

limites para varios tipos de problemas e diferentes heuristicas.

4.2.2. Métodos Heuristicos baseados em Pesquisa
Local

Os métodos heuristicos baseados em pesquisa local verificam se € possivel melhorar um
programa ja existente pesquisando na vizinhanca da solucdo actual. Wilkerson e Irwin

(1971) utilizaram este método para resolver o problema 1||Y w;C;. Ho e Chang (1991)

estenderam este trabalho ao problema de maquinas paralelas idénticas. Van de Velde
(1991) desenvolveu uma heuristica dual para o problema de programa¢do de maquinas
paralelas em que a vizinhanga é explorada segundo as direc¢des de pesquisa obtidas

através dos multiplicadores de Lagrange.

Os métodos de Tabu-Search e Simulated Annealing efectuam igualmente uma pesquisa

na vizinhanca da solucdo, mas permitem a possibilidade de movimentos para solugdes
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vizinhas piores do que a actual. A diferenca fundamental entre estes dois métodos tem a
ver com o mecanismo usado para aprovar os movimentos candidatos. No Tabu-Search
este mecanismo ¢ baseado num processo de natureza deterministica enquanto que no

Simulated Annealing é baseado num processo de natureza probabilistica (Pinedo, 1995).

Franca, Gendreau, Laporte ¢ Muller (1996) usaram o Tabu-Search para a resolugdo do
problema de minimizacdo do makespan em maquinas paralelas com tempos de
preparacdo dependentes da sequéncia. Potts e Van Wassenhove (1991) e Tan,
Narasinham, Rubin e Ragatz (2000), comparam o Simulated Annealing com outras

heuristicas para a resolugdo de problemas 1] > w7 .

Tan e Narasinham (1997), propuseram o Simulated Annealing para a resolugdo do
problema de minimizagdo dos atrasos em uma maquina com tempos de preparagdo
dependentes da sequéncia. Koulamas, Antony e Jaen (1994) ¢ Barnes (1993) apresentam
revisdes da utilizacdo dos métodos Simulated Annealing e Tabu-Search,

respectivamente, no dominio da programagao.

Os Algoritmos Genéticos constituem uma classe de técnicas de pesquisa local mais
gerais ¢ mais abstractas do que os métodos de Tabu-Search e Simulated Annealing
(Pinedo, 1995). Nos Algoritmos Genéticos, as sequéncias de afectagdo ou programas

sdo vistos como individuos que sdo membros de uma populagao.

O procedimento funciona de uma forma iterativa e em cada iteracdo ¢ criada uma nova
geracgdo de individuos que contém individuos sobreviventes da anterior geracdo e novos
individuos (novas solugdes) obtidos a partir da anterior geracdo. Normalmente, o
numero de individuos da populacdo mantém-se constante. Em cada geracdo, ha um
processo de reprodugdo em que as caracteristicas dos melhores individuos (melhores
solugdes) sdo usadas para gerar novos elementos da populagdo que substituem os piores
individuos (piores solugdes), que sdo eliminados. Este processo de determinagdo da

composi¢do da proxima geracdo pode ser complexo.

Rubin e Ragatz (1995) aplicaram esta técnica a um conjunto de problemas de

programagdo de maquina-unica num ambiente de tempos de preparagdo dependentes da
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sequéncia. Cheng e Gen (1997) e Franca, Mendes ¢ Moscato (1999) usaram uma classe
de algoritmos genéticos hibridos (Memetic Algorithms) para resolverem problemas de
programacdo de maquinas paralelas. Mendes, Muller, Franga e Moscato (1999)
comparam a técnica de Tabu-Search com os Memetic Algorithms na resolucdo do
problema de minimizacdo do makespan em maquinas paralelas idénticas com tempos de

preparacdo dependentes da sequéncia.

4.2.3. Métodos Heuristicos baseados em Enumeracao
Parcial

Os métodos heuristicos de enumeragdo parcial sdo geralmente baseados no método de
particdo e avaliagdo mas onde nem todos os nodos de um determinado nivel da arvore
de pesquisa sdo avaliados. S6 os nodos mais promissores sdao seleccionados para
parti¢do. Os restantes sdo eliminados de uma forma definitiva. A avaliacdo e selecgdo
dos nodos mais promissores, em cada nivel da arvore de pesquisa, ¢ feita através de um
procedimento heuristico. Muitos dos métodos de enumeragdo propostos para a solugdo
exacta de problemas podem ser utilizados para gerar solugdes heuristicas quando sdo
terminados prematuramente. A qualidade da solugdo obtida depende do numero de

possibilidades exploradas e das direcgdes de pesquisa escolhidas.

Morton ¢ Ramnath (1992) descrevem um procedimento de enumeragdo parcial, que
explora apenas certas porgdes da arvore de pesquisa com base numa fungéo de avaliagdo
aproximada dos subproblemas de um mesmo nivel (Guided Search), para a resolugdo

aproximada de problemas de minimizagdo dos atrasos em maquina Unica.

4.3. Métodos Exactos

Nesta Sec¢do comegamos por fazer uma breve abordagem a dois métodos gerais de
solugdo exacta, a programacdo dindmica ¢ o método de partigdo e avaliagdo (para uma

abordagem mais completa ver Cheng e Sin, 1990 e Hoogeven, Lenstra ¢ van de Velde,
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1997), para depois abordar de uma forma mais completa o método de parti¢do e geracdo

de colunas.

A programacdo dinamica e o método de particdo e avaliacdo sdo muitas vezes usados
para determinar solugdes exactas para problemas de pequena e média dimensdo para

medir a qualidade de varios tipos de heuristicas.

4.3.1. Programacgao Dinamica

Na programacdo dindmica, sdo construidos sequencialmente programas utilizando
principios de optimalidade. Os programas parciais sdo comparados e as regras de
dominancia permitem eliminar aqueles que ndo conduzem a solugdo Optima. Foram
desenvolvidas algumas aplicagdes para problemas de programa¢do de uma maquina e
propostas generalizacdes para o problema de maquinas paralelas. Contudo, estas ultimas

sao de dificil aplicag@o dado o elevado nimero de estados que sdo gerados.

Rothkopf (1966) apresentou equacdes de recorréncia para problemas de maquinas
idénticas e tarefas independentes. Lawler e Moore (1969) consideram varios critérios de
optimalidade para o problema de maquina Unica e discutem as generalizagdes para o

caso das maquinas paralelas. Os algoritmos pseudo-polinomiais desenvolvidos podem

. = . o
ser resolvidos em tempo O(n(Z';:lpjy ), tornando-se impraticaveis quando m ou

Z'/’,:lp‘,- crescem. Sahni (1976) propde um algoritmo para o problema de m maquinas

paralelas idénticas e o objectivo C,,. Leung (1982) considera o problema de
minimizagdo do makespan para m maquinas paralelas idénticas e tarefas com tempos de
processamento restritos a k valores e apresenta um algoritmo de complexidade

O(logpmalogmn®*1).

4.3.2. Método de Particdo e Avaliacao

Para além das técnicas de programagdo dindmica, existem na literatura técnicas de

calculo de limites inferiores que podem ser usadas em algoritmos de particdo e
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avaliagdo. O método de partigdo e avaliagdo consiste na divisdo do espaco de solugdes
em subespacos mais pequenos. Sdo calculados limites (superiores ou inferiores) para o

valor da solugdo optima que permitem eliminar partes da arvore de pesquisa.

Os procedimentos propostos na literatura diferem sobretudo ao nivel das estratégias de
particdo e pesquisa e no calculo dos limites. Eastman, Even e Isaacs (1964), propuseram
um limite inferior para o valor 6ptimo que serviu de base aos algoritmos de particdo e
avaliagdo de Elmaghraby e Park (1974), Barnes ¢ Brennan (1977 ) e Sarin, Ahn ¢
Bishop (1988). Em particular, o algoritmo de Barnes e Brennan (1977) para o problema

P> w,T; mostrou-se capaz de resolver problemas até 20 trabalhos ¢ 4 maquinas.

Mais recentemente, Webster (1992, 1993, 1995) propds limites inferiores para o valor
optimo baseado na ideia de considerar um trabalho como uma colec¢@o de subtrabalhos
ligados por uma restrigdo de grupo. Contudo, ndo sdo conhecidos algoritmos de parti¢do

e avaliagdo baseados nestes limites inferiores.

Ragatz (1993) aplicou este método ao problema de minimizacdo dos atrasos numa
maquina Gnica com tempos de preparagdo dependentes da sequéncia, conseguindo obter

solucdes Optimas apenas para pequenas instancias.

Belouadah e Potts (1995) formularam este problema como um problema de
programacdo inteira e desenvolveram um algoritmo de particdo e avaliagdo, baseado
num esquema de relaxagdo Lagrangiana para calcular limites inferiores, que se mostrou
capaz de resolver problemas de dimensdo até 20 trabalhos e 5 maquinas ou 30 trabalhos

e 4 maquinas.

4.3.3. Método de Particido e Geracao de Colunas

Nas Subsecg¢des seguintes fazemos uma revisdo da literatura mais recente da aplicagdo
deste método a problemas de programacdo de maquinas paralelas, tentando fazer o seu
enquadramento numa estrutura cronoldgica de desenvolvimento de algoritmos de
solugdo exacta. Como, na literatura, este problema tem sido estudado considerando

diferentes tipos de maquinas, diferentes parametros para as tarefas a processar e
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diferentes critérios de optimalidade, apresentamos esta revisdo de literatura organizada
por classes de problemas comegando por aquele que é o mais comum: o problema de
programacdo de maquinas paralelas idénticas com o objectivo de minimizar a soma

ponderada dos tempos de conclusdo, P| > w,C; .

4.3.3.1. Problema P| > w,C,

Smith (1956) mostrou que o problema 1| > . w;C; pode ser resolvido em tempo de

ordem O(n logn). Este algoritmo ¢ baseado na observacdo de que um programa optimo

possui as duas seguintes propriedades:
- Os trabalhos sao processados continuamente a partir de =0.
- Os trabalhos estdo sequenciados em ordem ndo crescente dos racios w;/p;.

Como para o caso de multiplas maquinas em paralelo as maquinas sdo independentes
entre si, a partir do momento em que o conjunto de trabalhos ¢ subdividido pelas varias
maquinas sabemos que existe um programa Optimo em que cada maquina processa 0s
trabalhos por ordem ndo crescente dos racios w;/p; e de uma forma continua (sem
tempos espera). Isto implica que a dificuldade associada a resolucdo deste problema tem

a ver com a determina¢do de uma subdivisdo optima dos trabalhos pelas maquinas.

Van den Akker, Hoogeveen e¢ van de Velde (1999) e Chen e Powell (1999a),
propuseram procedimentos de particdo e avaliacdo onde o limite inferior € obtido
através da resolucdo da relaxacdo linear de uma formulacdo de programacdo inteira
através de um algoritmo de geracdo de colunas. Os resultados computacionais
mostraram que os limites inferiores obtidos na resolugdo da relaxagdo linear do
problema s3o de grande qualidade, apresentando muitas vezes solugdes Optimas inteiras.
Quando a solugdo obtida na relaxacdo linear ndo ¢ inteira, sdo impostas restri¢des de
particdo sobre as colunas geradas que podem ser facilmente incorporadas no algoritmo
do subproblema. Os procedimentos propostos sdo idénticos divergindo apenas nas

estratégias de particao.
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A estratégia de particdo proposta por Van den Akker, Hoogeveen e van de Velde (1999)
¢ baseada na particdo do intervalo de tempo de processamento dos trabalhos. Para cada

trabalho ¢ definida uma janela de processamento baseada no seguinte teorema:

Teorema 4.1 (Elmaghraby e Park, 1974) Existe um programa Ooptimo quando se

verificam as seguintes propriedades:

- Os trabalhos sdo processados continuamente a partir de t=0 e nenhuma

maquina estd desocupada antes de todos os trabalhos estarem disponiveis.

- O ultimo trabalho a ser processado, em qualquer uma das maquinas, é

concluido entre o tempo Hmm=Z'j’,21p,-/m—(m—1)pmax/m e o tempo

Huywe =2 2y m+(m=1) P I m onde po =max oy {p, }-

- Em cada maquina, os trabalhos estdo sequenciados em ordem ndo crescente dos

rdcios w;/p;.

- Se w;>w; e p;<p;, onde pelo menos uma das desigualdades é estrita, entdo existe
um programa optimo em que o processamento do trabalho i nunca é iniciado

depois do inicio do processamento do trabalho j.

Em cada nodo da arvore de pesquisa, sdo identificados os trabalhos com valor

fraccionario e, caso existam, sdo criados dois nodos descendentes para o trabalho
fraccionario de menor indice: o primeiro impde que C; <C™ e o segundo impondo que
C;>C™ +1. A primeira condi¢io define uma nova data limite de processamento para o

trabalho j; a segunda condigdo define uma nova data de disponibilidade para o trabalho

J, que € superior a actual.

Esta estratégia de parti¢do ndo s6 reduz a janela temporal de execugdo do trabalho j,
como, com base na propriedade (iv), pode reduzir as janelas temporais de outros
trabalhos. O mais interessante nesta estratégia de particdo ¢ que as condigdes impostas

sdao facilmente incorporadas no algoritmo do subproblema, que pode ser resolvido em

tempo O(an.:l p_,-), ndo existindo a necessidade de modificar as equagdes de recorréncia.
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Contudo, pode acontecer que as janelas temporais de processamento dos trabalhos
correspondentes a um dado nodo da arvore de pesquisa conduzam a uma solugdo
impossivel. Como o problema de decidir se existe ou ndo um programa que obedeca as
condi¢des impostas ¢ NP-completo, apenas é verificada a condigdo necessaria para a
existéncia de uma solugdo admissivel. As datas limite de processamento dos trabalhos
sdo substituidas por datas de entrega e é calculado um limite inferior para o problema de

optimizacdo P|r;|Lux usando o procedimento proposto por van de Velde, Hoogeveen,

Hurkens e Lenstra (1997) que corre em tempo O(n”). Existe um programa que obedece
as condi¢des impostas quando o limite inferior calculado ¢ positivo; caso contrario, o

nodo ¢ abandonado.

Também pode acontecer que o actual conjunto de colunas do problema primal restrito
ndo constitua uma solu¢do admissivel apds a introdugdo das novas restrigdes de
parti¢do. Este problema ¢ resolvido removendo as colunas correspondentes a sequéncias
de afectagcdo nao admissiveis e que ndo facam parte da actual solugdo e aumentando o
custo das colunas correspondentes a sequéncias de afectagdo ndo admissiveis que facam
parte da actual solu¢do para um valor muito elevado, permitindo que exista uma solucdo

admissivel mas com um custo muito elevado.

A estratégia de particdo proposta por Chen e Powell (1999a) ¢ baseada na sequéncia de
processamento dos trabalhos incluidos em cada sequéncia de afectagdo. Assim, dada a
solucdo optima da relaxacdo linear do problema de programagdo inteira, podemos
calcular para cada par de trabalhos (i,j), em que o trabalho i ¢ imediatamente precedente

do trabalho j, o valor total das varidveis de decisdo x; (colunas) em que o par de

trabalhos (7,j) esta presente, s € S;;, y; = Z.;es,- X; .

Caso existam pares de trabalhos (i,j) com valor y; fraccionario, é seleccionada para
parti¢cdo a varidvel y; com valor fraccionario mais proximo de 0,5 e sdo criados dois
nodos na arvore de pesquisa: um impondo que o valor y; € igual a zero e outro impondo
que o valor y; ¢ igual a um. Em ambos os nodos, sdo removidas do problema primal
restrito as colunas que ndo satisfazem as condigdes impostas pelas restrigdes de

particdo.
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Note-se que, na pratica, quando impomos que y;=1, estamos a impor uma rela¢do de
precedéncia entre os trabalhos i e j, e quando impomos que y;=0 estamos a eliminar do
espago de solugcdes admissiveis as sequéncias de afectagdo que incluem o par de
trabalhos (i,j), em que o trabalho i ¢ imediatamente precedente do trabalho ;.
Consequentemente, o subproblema necessita de ser ajustado para fazer reflectir estas

novas condi¢des o que faz aumentar o seu tempo de execugdo de um factor O(n).

Se bem que ndo existam estudos comparativos dos tempos computacionais dos dois
algoritmos atrds apresentados, podemos referir alguns aspectos gerais relativamente a
sua comparagdo. O algoritmo proposto por Van den Akker, Hoogeveen e van de Velde
(1999) apresenta a vantagem de o seu tempo de execu¢do ndo ser influenciado pela
estratégia de parti¢do enquanto que o algoritmo proposto por Chen e Powell (1999a) ¢
mais simples de implementar ja que, em cada nodo da arvore de pesquisa, ¢ possivel
encontrar um conjunto de colunas que constitua uma solucdo Optima. Finalmente,
ambos os algoritmos se mostraram capazes de resolver problemas com »=100 e m=10

em tempo computacional considerado razoavel.

Nas subsecg¢des seguintes vamos apresentar outros problemas, indicando apenas as

diferengas mais significativas relativamente ao que foi descrito nesta subseccao.

4.3.3.2. Problema P||YwU,

Para o problema P| > wU;, existe um programa Optimo quando cada maquina

processa, em primeiro lugar, os trabalhos com atraso nulo em ordem decrescente das
datas de entrega e, em segundo lugar, os trabalhos com atraso em qualquer ordem
(Lawler e Moore, 1969 e Potts e Van Wassenhove, 1992). Os trabalhos com atraso sdo
processados na parte irrelevante do programa, sendo indiferente quando e onde (em que
maquina) sdo processados. Isto significa que o subproblema se reduz a geracdo de
sequéncias de afectacdo com atraso nulo em que os trabalhos estdo sequenciados por
ordem crescente das datas de entrega. Para uma revisdo mais detalhada ver Chen e

Powell (1999a).
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4.3.3.3. Extensao a Maquinas Nao-ldénticas

Quando as maquinas sdo nao-idénticas, os tempos de processamento dependem da
maquina onde o trabalho & processado. Isto implica que a aplicagdo das regras de
prioridade pode apresentar resultados diferentes para cada uma das maquinas e,
consequentemente, necessitamos de tratar cada maquina separadamente, usando o

algoritmo do subproblema m vezes (uma vez para cada maquina).

Van den Akker, Hoogeveen e van de Velde (1999) e Chen e Powell (1999a) estudaram a

extensdo dos algoritmos de resolucdo do subproblema (apresentados na Subsecg¢do
4.3.3.1) aos problemas R||ijCj e R||ijUj. Se bem que esses algoritmos
possam continuar a ser usados, apresentando agora complexidades de ordem
O(Z::lnzzzl p_,.k) e 0(221:1”22j:1 p‘/.k), respectivamente, a estratégia de particdo proposta

por Van den Akker, Hoogeveen e van de Velde (1999) deixa de ser valida.

4.3.3.4. Problemas P| Y (u,E, +v,T,)

Estes problemas sdo motivados pela filosofia JIT (just-in-time) onde € desejavel que os
trabalhos sejam concluidos o mais préximo possivel das suas datas de entrega. Se um
trabalho ¢ concluido antes da sua data de entrega (com avango) necessita de ser
armazenado incorrendo num custo de stock. Consequentemente, para além dos atrasos
necessitamos de considerar também os avancos na medida de desempenho. Podem

também ser atribuidos pesos diferentes aos avangos e atrasos, u; € v;, respectivamente.

Existem dois tipos de problemas estudados na literatura: a data de entrega é um ponto
no tempo e a data de entrega é um intervalo de tempo. No primeiro modelo, s6 nio
existe penalidade quando o trabalho ¢ concluido exactamente na data de entrega. O
segundo modelo existe penalidade quando o trabalho é concluido fora do intervalo de

tempo associado a data de entrega.

Este segundo modelo, para além de ser mais realista, inclui o primeiro modelo como

caso particular quando o intervalo de tempo da data de entrega € um ponto. Uma data de
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entrega comum a todos os trabalhos ¢ considerada larga e ndo restritiva quando

d>3% p;. Da mesma forma, quando d <3, p, a data de entrega comum a todos os

trabalhos é considerada estreita e restritiva.

Chen e Powell (1999b) usaram o método de particdo e geragdo de colunas para resolver
o problema de programacgdo de n trabalhos, com uma data de entrega comum larga e ndo
restritiva d, em m maquinas paralelas idénticas de forma a minimizar a soma ponderada
dos avangos ¢ atrasos. Como a data de entrega ¢ comum, os trabalhos sdo penalizados

quando nio sdo concluidos exactamente nesta data.

O problema foi inicialmente formulado como um problema de programagdo inteira e
depois reformulado, usando a decomposi¢cdo de Dantzig-Wolfe, como um problema de
particdo de conjuntos com restrigdes adicionais. A relaxagdo linear do problema de
programacao inteira é resolvida pelo algoritmo de geracdo de colunas onde as colunas
representam sequéncias de afectagdo parciais e sdo geradas resolvendo dois

subproblemas de programag¢ao de maquina Unica.

Estes dois subproblemas reflectem a circunstancia de que uma sequéncia de afectacdo
apresenta uma primeira parte em que os trabalhos sdo processados com avanco e uma
segunda parte em que os trabalhos s@o processados com atraso. Como a data de entrega
¢ larga, existe sempre um trabalho que ¢ concluido exactamente na data de entrega d.
Existe uma solucdo dOptima em que os trabalhos da primeira parte da sequéncia de
afectagdo (com avango) sdo processados em ordem ndo decrescente do racio u;/p;, sendo
que o ultimo trabalho é concluido na data d, e os trabalhos da segunda parte da

sequéncia de afectacdo (com atraso) sdo processados em ordem ndo crescente do racio

vi/p;, sendo que o primeiro trabalho inicia o seu processamento na data d.

Os dois subproblemas sdo resolvidos de forma independente até que ndo seja possivel
gerar sequéncias de afectacdo de custo reduzido negativo para ambos. A solugdo optima
inteira ¢ obtida através do algoritmo de particio e avaliagdo. Os resultados

computacionais mostram que o algoritmo ¢ capaz de resolver problemas com um

maximo de n=60 em tempo computacional considerado razoavel.
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Chen e Lee (2002) generalizaram o problema de data de entrega comum ao problema de
janela de entrega comum. Neste caso, os trabalhos sdo penalizados apenas quando so
concluidos fora da janela de entrega [d;,d>]. Em contraste com o problema anterior, ndo
¢ assumido que o limite inferior, d;, ¢ largo. Consequentemente, ndo existe garantia de
que um trabalho vai concluir o seu processamento na data d; ou d,. As sequéncias de

afectagdo apresentam trés partes:

- Uma sequéncia de afectacdo parcial early em que os trabalhos sdo processados
com avango em ordem ndo decrescente do ricio u;/p;, sendo que o Ultimo

trabalho é concluido antes ou na data d;;

- Uma sequéncia de afectagdo parcial tardy em que os trabalhos sdo processados
com atraso em ordem ndo crescente do racio v;/p;, sendo que o primeiro trabalho

inicia o seu processamento na data d, ou depois;
- Uma sequéncia de afectacdo parcial intermédia.
A primeira e a segunda partes podem ser conjuntos vazios.

O problema ¢ formulado como um modelo de particdo de conjuntos com restrigoes
adicionais em que se procura encontrar ndo mais do que m sequéncias de afectacdo
parciais de cada um dos tipos descritos (early, intermédia e tardy) que possam ser
concatenadas para formar um programa admissivel, isto ¢, para cada sequéncia de
afectacdo parcial early que termina em ¢, existe uma sequéncia de afectacdo parcial
intermédia que se inicia em ¢, e termina em ¢, e, da mesma forma, para cada sequéncia
de afectacdo parcial intermédia que termina em ¢, existe uma sequéncia de afectagao

tardy que se inicia em ¢,.

Em cada iteragdo do algoritmo de geragdo de colunas sdo resolvidos trés subproblemas
que determinam as sequéncias de afectagdo parciais early, tardy e intermédia, de menor
custo reduzido. De entre elas, a sequéncia de afectagdo parcial de menor custo reduzido
¢ inserida no problema primal restrito. A solugdo 6ptima é encontrada quando nenhum
dos subproblemas consegue encontrar sequéncias de afectagdo parciais de custo

reduzido negativo.



Capitulo 4 - Revisao da Literatura

47

A estratégia de particdo ¢ semelhante a usada por Chen e Powell (1999a) e descrita na
Subseccdo 4.3.3.1. Os resultados computacionais mostram que o algoritmo
desenvolvido ¢ capaz de resolver problemas com n=40 e qualquer niimero de maquinas

em tempo computacional considerado razoavel.

4.3.3.5. Problemas de Programagao com Tempos de
Preparacao

Chen e Powell (2003) estudaram uma extensdo do problema P> w;C; envolvendo

tempos de preparagdo. Os trabalhos sdo divididos em vdarias familias tal que o
processamento consecutivo de trabalhos de uma mesma familia ndo requer qualquer
tempo de preparacdo. Por outro lado, o processamento consecutivo de trabalhos de
diferentes familias requer um tempo de preparacdo. Este problema ¢ conhecido por

problema de programacdo de multiplas familias (MJF — Multiple Job Family).

Foram estudadas duas variantes deste problema: tempos de preparacdo dependentes da

sequéncia de trabalhos a processar, P|s.|> w,C;, e tempos de preparagdo
independentes da sequéncia de trabalhos a processar, P|s,|> w,C;. Para o primeiro

caso, ¢ assumido que os tempos de preparacdo sdo definidos de forma a satisfazer o
principio das desigualdades triangulares, isto €, s;+s,,>s,, para todos os i,j,v. Vamos
apenas descrever o caso mais geral de tempos de preparagdo dependentes da sequéncia

de trabalhos a processar.

O problema foi formulado como um modelo de parti¢do de conjuntos com restri¢cdes
adicionais e depois resolvido por um algoritmo de parti¢do a avaliacdo. Em cada nodo
da arvore de pesquisa do algoritmo de particdo a avaliacdo, € resolvida a relaxagdo
linear da formulag@o de particdo de conjuntos através de um procedimento de geragdo
de colunas. As colunas sdo geradas num subproblema que resolve um problema de
programacdo de maquina uUnica através de um algoritmo de programagao dinamica. Este
algoritmo é baseado na observacdo de que um programa Optimo possui as seguintes

propriedades:
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- (Monma e Potts, 1989) Os trabalhos dentro de cada familia e em cada maquina

sdo processados numa ordem ndo crescente dos racios w;/p;.

- (Chen e Powell, 2003) Para m=1, C; >s,, +Zi€K’ pi Vj € N, 1<u<bh, em que b

representa o nimero de familias, 5o, 0 tempo de preparagdo do primeiro trabalho
da familia u a ser processado na mdaquina e K; representa o subconjunto de
trabalhos da mesma familia, N,, que precedem o trabalho i (dentro de cada

familia, os trabalhos estdo ordenados numa ordem ndo crescente dos racios

wilp))-

- (Chen e Powell, 2003) C<min(e,f), VjeN, 1<u<b, onde
a; =[(S+P)/m+(m-Vq.+p)/m|, B=S+P-3_  (q+p). P=Y _.p,

b /.
S=3 Mmg., g.=max oq< S, € n, representa o numero de trabalhos da

familia u.

Apesar de estas propriedades permitirem reduzir o espaco de solugdes do subproblema,

o Ginico algoritmo conhecido capaz de resolver o problema P|s., | w;C; é o algoritmo

de programagédo dindmica proposto por Ghosh (1994), de complexidade O(bzn”), e este

mostra-se incapaz de resolver problemas para além da muito pequena dimensdo. Por
este motivo, foi adoptada uma formulagdo alternativa de complexidade pseudo-
polinomial, inicialmente proposta por Desrochers, Desrosiers € Solomon (1992), em que
¢ permitida a seleccdo de colunas correspondentes a sequéncias de afectagdo ndo
admissiveis em que o mesmo trabalho é processado mais do que uma vez. Estas

sequéncias de afectacdo sao chamadas de ciclicas.

A integralidade das variaveis de decisdo garante que as solugdes inteiras do problema
ndo incluem sequéncias de afectacdo ciclicas. A estratégia de particio é semelhante a
usada por Chen e Powell (1999a) e descrita na Subseccdo 4.3.3.1. Os resultados
computacionais mostram que o algoritmo ¢é capaz de resolver problemas até 40

trabalhos para qualquer numero de familias e duas ou mais maquinas.
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4.3.3.6. Problemas de Programacé&o de Trabalhos e
Actividades de Manutencgao

Em muitas situacdes, as maquinas sdo alvo de actividades de manutengao periodica para
prevenir a ocorréncia de avarias. Durante o periodo de manutengao, a maquina ndo esta
disponivel para o processamento de trabalhos. A programagdo de actividades de
manutengdo pode ser determinada antes da programacdo dos trabalhos ou

conjuntamente com a programagao dos trabalhos.

No primeiro caso, os periodos de manutencdo sdo pré-determinados e fixos e as
maquinas ficam indisponiveis para o processamento de trabalhos durante os respectivos
periodos de manutencdo. Este problema ¢ normalmente referido na literatura como
programacdo com restri¢oes de disponibilidade das maquinas (scheduling with machine
availability constraints). O segundo caso, trata a programagdo conjunta de actividades
de manuteng¢do e processamento de trabalhos de forma a optimizar uma dada medida de

desempenho.

Lee e Chen (2000) estudaram uma outra extensdo do problema P| Y w;C; envolvendo

actividades de manutencdo preventiva. Cada maquina ¢ sujeita a uma actividade de
manutenc¢do de duragdo ¢ no periodo de tempo [0,7], em que 7 ¢ um limite superior para
a conclusdao das actividades de manutencdo, tal que 7>t; os trabalhos podem ser
concluidos apdés 7. Foram estudadas duas variantes deste problema dependendo da

capacidade de manutengao que pode ser de uma maquina ou infinita.

Se a capacidade de manuten¢do ¢ infinita, qualquer nimero de maquinas pode ser
mantido em simultdneo e, como tal, as sequéncias de afectagdo das maquinas sdo
independentes relativamente as actividades de manuten¢do. A notacdo para este

problema ¢ P|ind|) w,C; . O problema ¢ formulado como um modelo de parti¢do de

conjuntos em que as varidaveis de decisdo representam sequéncias de afectacdo parciais
de um subconjunto de trabalhos de 7 e uma actividade de manutengdo numa maquina.
Pretende-se encontrar exactamente m sequéncias de afectagdo parciais que processam
uma unica vez cada trabalho. As m sequéncias de afectacdo parciais garantem que cada

maquina ¢ sujeita a uma actividade de manutengao.
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Se a capacidade de manutencdo ¢ de uma maquina, ndo pode haver sobreposi¢do de
actividades de manutengdo entre diferentes maquinas, isto é, as sequéncias de afectacdo
das maquinas sao dependentes relativamente as actividades de manutencdo. A notacdo

para este segundo problema ¢ P|dep|> w,C; e, neste caso, ¢ assumido que T>m¢ para

que possam existir sequéncias de afectagdo admissiveis.

A formulagdo adoptada ¢ semelhante a do primeiro problema exceptuando que, agora,
existe uma disting@o entre as maquinas ja que estas sdo mutuamente dependentes no que
diz respeito as actividades de manutengio. E ainda introduzida uma restri¢io adicional
que, baseando-se na assun¢do de que as maquinas sdo mantidas pela ordem do seu
indice, impde que a diferenga entre os tempos de conclus@o das actividades de
manutengdo em duas maquinas consecutivas tem de ser superior ou igual a sua duracdo

t.

A formulacdo do subproblema, que resolve um problema de programacao de trabalhos e
uma actividade de manutencdo em uma maquina, ¢ idéntica a que foi descrita na
Subsecc¢do anterior permitindo a inclusdo do mesmo trabalho mais do que uma vez na
mesma sequéncia de afectac@o. Os trabalhos sdo ordenados por ordem nao crescente do
racio w;/p; e a actividade de manutengdo ¢ considerada como sendo o trabalho n+1.
Depois sdo criados mais n trabalhos, nt2,...,2n+1, tal que o trabalho n+j+1 ¢é igual ao
trabalho j; o primeiro conjunto de trabalhos s6 pode ser processado antes da actividade

de manutengdo e o segundo conjunto de trabalhos s6 pode ser processado depois da

actividade de manutencio.

Nesta nova formulagdo, o subproblema resolve o problema de encontrar, para uma
maquina, um subconjunto ordenado do primeiro conjunto de trabalhos e um subconjunto
ordenado do segundo conjunto de trabalhos, de menor custo reduzido, tal que, a
actividade de manutengdo ¢ concluida ndo mais tarde do que T e s@o verificadas as

seguintes condi¢des de optimalidade:

- (Lee e Chen, 2000) Num programa optimo, as sequéncias de afectacdo sfo
constituidas por dois subconjuntos de trabalhos separados por uma actividade de

manutengdo ¢ em cada um dos subconjuntos, os trabalhos estdo ordenados por
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ordem ndo crescente do rdcio wy/p; e ndo existem tempos de espera das
maquinas e as actividades de manutencdo iniciam em =0 ou no tempo de

conclusdo de um qualquer trabalho.

- (Lee e Chen, 2000) Para o problema P|ind |> w,C; , existe um programa 6ptimo

tal que ndo existem tempos de espera das maquinas e as actividades de

manuteng¢ao iniciam em =0 ou no tempo de conclusdao de um qualquer trabalho.

- (Lee e Chen, 2000) Para o problema P|ind | > w;C; , existe um programa 6ptimo
tal que, em cada maquina, o ultimo trabalho a ser processado antes da actividade
de manutengdo é concluido nunca depois de R, = [P-l— (m—1)t— pmax]/m + Dmax» € O
ultimo trabalho a ser processado depois da actividade de manutengéo ¢ concluido

nunca depois de R, =[P—puu|/m+t+pa, tal que, P=zjng‘,- e

P =MaX,ey {p; .

- (Lee e Chen, 2000) Para o problema P|dep|)Y w;C;, existe um programa

optimo tal que, em cada maquina, o ultimo trabalho a ser processado antes da
actividade de manutenc¢ao é concluido nunca depois de

R, =[P+(m—-1t+(m-2)p,, |/m+p,,. € o ultimo trabalho a ser processado

depois da actividade de manutencdo ¢é concluido nunca depois de

Ry =[P+ (m—=1) P |/ M+ + Proas .

A estratégia de particdo ¢ semelhante a usada por Chen e Powell (1999a) e descrita na

Subsecgdo 4.3.3.1. Contudo, para o problema P|dep|> w;C;, ao ser aplicada a parti¢do

no sucessor imediato, pode acontecer que ndo seja possivel encontrar uma solucdo
optima inteira, apesar dos autores referirem que esta situacdo nunca aconteceu nos

testes computacionais realizados.

Recorde-se que, como podem existir tempos de espera da maquina por uma actividade
de manutengdo, os mesmos trabalhos podem estar presentes em duas colunas diferentes,

mas em que as actividades de manutengdo tém diferentes tempos de conclusdo. Neste
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caso, a partigdo ¢ efectuada sobre os tempos de conclusdo dos trabalhos. Os resultados
computacionais mostram que o algoritmo é capaz de resolver problemas até 40

trabalhos e duas ou mais maquinas.



Capitulo 5

Formulacao do Problema

Neste Capitulo ¢ apresentada a defini¢do formal do problema de programa¢do maquinas
paralelas ndo-idénticas em estudo, proposta uma formulagdo para a sua representagdo
matematica, e proposto um algoritmo de particdo e geracdo de colunas para a sua

resolucdo exacta.

5.1. Introducéao

Depois da definicdo formal do problema de programagdo maquinas paralelas nao-
idénticas em estudo na Seccdo 5.2, ¢ apresentada uma formulagdo compacta de
programacao inteira na Secg¢do 5.3, e € descrita a aplicagdo do método de decomposigdo
de Dantzig-Wolfe ao problema em estudo na Sec¢do 5.4. Na Seccdo 5.5 sdo descritos
trés modelos de programagdo dindmica para a resolucdo do subproblema, é proposto um
método para aumentar a eficiéncia do modelo escolhido e é apresentado um algoritmo
para a sua implementagdo. Por ultimo, € apresentado na Seccdo 5.6 o algoritmo de

particdo e avaliacg@o.

5.2. Definicao do Problema

Neste trabalho, consideramos uma classe de problemas de programa¢do de maquinas

paralelas em que pretendemos afectar e sequenciar um conjunto de n trabalhos

53
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independentes, N={1,2,...,n}, em m maquinas ndo-idénticas, M={1,2,...,m}, com o

objectivo de minimizar a soma ponderada dos atrasos (fotal weighted tardiness).

Cada maquina k € M tem uma data de disponibilidade @, (a maquina ndo esta disponivel
antes desta data) e uma configuracdo inicial /, que representa o ultimo trabalho

processado antes da maquina ficar disponivel.

Cada trabalho j € N deve ser processado por exactamente uma das maquinas e¢ tem m
tempos de processamento pj (k € M), uma prioridade w;, uma data de disponibilidade 7;,
e uma data de entrega d;. O processamento dos trabalhos nas maquinas implica um
tempo de preparagdo dependente da sequéncia de trabalhos a processar s;;, sempre que
i#/, sendo que o tempo de preparagdo inicial ¢ dado por s,; se o trabalho j for o
primeiro a ser processado na maquina k. Se um trabalho for concluido apds a sua data

de entrega d; incorre numa penalidade w; por cada unidade de tempo de atraso.

Uma maquina (disponivel) pode aguardar pela disponibilidade de um trabalho,
permanecendo inactiva (idle) durante o periodo de espera. No entanto, a preparacdo da

maquina pode ser levada a cabo durante o periodo de espera.

Assume-se que todos os pardmetros sdo deterministicos e tomam valores inteiros ndo
negativos. Também, como € normalmente assumido na literatura (Potts and Kovalyov,
2000), os tempos de preparagdo sdo definidos de forma a satisfazer o principio das
desigualdades triangulares, ist ¢, s;+s;>s;,, para todos os i,j,v € N, com a excepg¢do dos

tempos de preparagdo iniciais dados por s, .
A notagdo matemadtica para este problema ¢ a seguinte:
R|a,rj,s:2w;T; (5.1)

Este problema ¢é fortemente NP-dificil porque é uma generalizacio do problema
P||Zw;T; que ¢ conhecido como sendo fortemente NP-dificil, mesmo quando m=1
(Lenstra, Kan e Brucker, 1977). E também um caso geral dos problemas de

programacdo de maquinas paralelas ja que engloba os casos em que ndo existem datas
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de disponibilidade para as maquinas (a;=0, Vk € M), datas de disponibilidade para os
trabalhos (r,=0, Vj € N), tempos de prepara¢do dependentes da sequéncia (s;=0, Vi, €
N), ou em que as maquinas sdo iguais (py=p;, Vj € N, Vk € M) ou uniformes (p;z=p;/bs,
Vj € N, Vk € M e onde p; ¢ o tempo de processamento standard e b; € o factor de
velocidade de processamento da maquina k). Engloba também o caso particular da
programacdo de multiplas familias (MJF) em que o processamento consecutivo de

trabalhos de diferentes familias requer um tempo de preparagio.

Uma sequéncia de afecta¢do (machine schedule) é a afectagdo e o sequenciamento de
um subconjunto de trabalhos de N a uma maquina de M. Uma sequéncia de afecta¢do
admissivel (feasible machine schedule) ¢ uma sequéncia de afectagdo em que os
trabalhos sdo processados uma Unica vez e que satisfaz as restricdoes de disponibilidade

da maquina e dos trabalhos.

Pretendemos encontrar o conjunto (<m) de sequéncias de afectacdo admissiveis que

processam todos os trabalhos j € N e minimizam a soma ponderada dos atrasos.

Exemplo 5.1 — Preparacio das maquinas e afectacio de trabalhos
No diagrama de Gantt apresentado na Figura 5.1 podemos ver um exemplo ilustrativo
de uma possivel sequéncia de afectacdo de trés trabalhos a duas maquinas. A maquina 1

vai processar os trabalhos 2 e 3 e a maquina 2 vai processar o trabalho 1.

A maquina 1 fica disponivel na data a, e apresenta uma configuracao inicial /; o que vai

originar um tempo de preparacdo para processar o primeiro trabalho, j=2, igual a s,,.

Entretanto, quando termina esta preparag¢do inicial, o trabalho 2 ja estd disponivel

(m<aj;ts,,) e fica a aguardar pela disponibilidade da maquina. Segue-se o seu

processamento durante o periodo de tempo p,;, para estar concluido no instante de
tempo =C,. Segue-se o tempo de preparagdo da maquina 1 para processar a trabalho 3
depois de ter processado o trabalho 2, s,;3. Como o trabalho 3 s6 vai ficar disponivel no

instante de tempo r;>(C,tsy;3), a maquina 1 vai ter de esperar pelo trabalho 2
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permanecendo inactiva durante um periodo de tempo r;-(C,*s,3). Finalmente, ¢

processado o trabalho 3, que fica concluido no instante de tempo =Cj.

a I (&) r3 Cs
Magquina 1 Si2 Pn 523 P31
G,
Magquina 2 S1,1 P12
a,=r :O
Legenda: I:I - tempo de preparacio I:I - tempo de processamento
- tempo de inactividade

Figura 5.1 — Preparacdo das maquinas e afectacdo de trabalhos

A maquina 2 fica disponivel na data a;=0 e apresenta uma configuragao inicial /, o que
vai originar um tempo de preparagdo para processar o primeiro trabalho, j=1, igual a
5,,. Como o trabalho 1 fica disponivel na data r<a,+s,,, tem que esperar pela
conclusdo da preparagdo da maquina seguindo-se o seu processamento durante o

periodo de tempo p;,, para estar concluido no instante de tempo =C;.[]

Do conhecimento que temos da literatura sobre a aplicagdo de métodos de solucdo
exacta a problemas de programacdo de maquinas paralelas, trata-se do problema mais
geral (e mais proximo daqueles que podemos encontrar em ambientes industriais) pois
considera datas de disponibilidade para as maquinas e para os trabalhos, datas de
entrega para os trabalhos e tempos de preparacdo das maquinas dependentes da

sequéncia de trabalhos a processar, € a sua solucdo exacta nunca foi tentada antes.

5.3. Formulacao de Programacao Inteira

Vamos definir as seguintes variaveis binarias (0,1) parai,j € Ne k € M.
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- x}=1 se o trabalho j € processado imediatamente apds o trabalho i na maquina k;

x£=0 no caso contrario.

- xt.=1 se o trabalho j é o primeiro a ser processado na maquina k; x*.=0 no caso
0 B 0

contrario.

— k
'xj,n+1

=1 se o trabalho j é o ultimo a ser processado na maquina k; x*,,,=0 no caso

Jj.n+l

contrario.

A formulagao de programagao inteira (PI-I) para o problema em estudo € a seguinte:

PI-I:
min Y max(C, —d,;,0)w, (5.2)

JjeN
Sujeitoa :

>xi=1VjeN (5.3)

keM  ieNO{0}i)
>xo; <L,VkeM (5.4)
JjeN

xj= Y x;,VjeN,VkeM (5-5)

ENOO iz ieNU{nizj

xt e {0}, Vie NU{0},Vie NU{n+1},Vke M
sendo o tempo de conclusdo

D Z[max(C, +5,.7,)+ pulxf Ve N (.7)

keM  ieNU{0Y|i%j

(5.6)

COl’IlCO =aq; € So_/' ZSM,Vlk el

A fungdo objectivo (5.2) minimiza a soma ponderada dos atrasos. O conjunto de
restricoes (5.3) garante que cada trabalho € processado exactamente uma Unica vez € o
conjunto de restrigdes (5.4) garante que cada maquina ¢é utilizada uma vez, no maximo.
As restrigdes (5.5) s@o restrigdes de conservacdo do fluxo que garantem um
sequenciamento correcto dos trabalhos que conduza a sequéncias de afectagdo
admissiveis. As restrigdes (5.6) impdem a integralidade binaria das variaveis de

decis@o, e a equacdo (5.7) define o tempo de conclusdo dos trabalhos.
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Este é um problema de programacdo inteira de grande dimensdo cuja resolugdo é dificil
ja que envolve uma expressao nao linear (5.7). Por este motivo se recorre a métodos de
decomposi¢do, ¢ a resolu¢do de um problema reformulado. Assim, esta formulacdo

também ¢é conhecida na literatura por formulagéo original.

Podemos também observar que este problema de programagdo matematica é composto
por subsistemas semelhantes, representados pelas m maquinas, onde as matrizes dos
coeficientes tecnoldgicos apresentam uma estrutura angular em blocos, isto €, um ou
mais blocos independentes ligados por equagdes de ligagdo, onde se podem identificar
submatrizes de grande dimensdo constituidas somente por zeros. Isto acontece porque
muitas das actividades associadas as varidveis de decisdo apenas participam

directamente num pequeno nimero de restrigdes.

Exemplo 5.2 — Estrutura angular em blocos

A tabela da Figura 5.2 representa a matriz de coeficientes tecnoldgicos que resulta da
aplicacdo do modelo PI-I a um problema com dois trabalhos e duas maquinas onde ¢
claramente visivel uma estrutura angular em blocos (definidos pelas maquinas) e onde
também se pode verificar a existéncia de submatrizes de grande dimensao constituidas

somente por zeros.

X | Xh | X | Xh | Xen | X | XG0 | X[ X% | XD [ X | X
T; 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 =1
T 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 =1
M, 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 <1
M, 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 <1
TiM, 1 1 0 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 =0
oMy | O -1 1 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 =0
TiM, | O 0 0 0 0 0 1 1 0 -1 -1 0 =0
oM, | O 0 0 0 0 0 0 -1 1 1 0 -1 =0

Figura 5.2 — Estrutura angular em blocos
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Por exemplo, a coluna referente a varidvel de decisdo x},, que representa o

processamento do trabalho 1 logo ap6s o processamento do trabalho 2 na maquina 1,
apenas apresenta coeficientes nao nulos nas linhas que representam o trabalho 1 (77) e a
maquina 1 (M,), respectivamente, ¢ como o fluxo sai da tarefa 2 para a tarefa 1, tem o
coeficiente -1 na linha que representa a tarefa 1 e a maquina 1 (71M,), e o coeficiente 1

na linha que representa a tarefa 2 e a maquina 1 (7,M,), respectivamente.’]

Podemos explorar esta estrutura especial e aplicar o método de decomposi¢ao de
Dantzig-Wolfe, decompondo o problema PI-1 em m subproblemas, com espagos de
solugdes definidos pelas restricoes (5.5) e (5.6) e a funcdo de custo (5.7), e num
problema principal (PP) que consiste na fun¢do objectivo (5.2) e nas restrigcdes (5.3) e

(5.4).
5.4. Decomposicao de Dantzig-Wolfe

5.4.1. Representacdo em Rede

Seja G=(N,4) uma rede onde 4 representa o conjunto de arcos e N representa o conjunto
de nodos. O conjunto de nodos contém n+2 nodos, N={0,1,...,n,nt1}. O nodo “0”
representa o nodo fonte (source node) e o nodo n+1 representa o nodo terminal (sink
node). No problema em estudo, estes nodos representam o inicio ¢ o fim de uma

sequéncia de afectagdo, respectivamente. Os restantes nodos representam os trabalhos.

O conjunto de arcos 4 consiste nos arcos (i,/), para todos i#j, i € NU{0},j € NU{n+tl}.
Um caminho p na rede G pode ser definido como uma sequéncia de nodos (jo,/1-..., ju>
ju+1), tal que cada um dos arcos (j,,jx+1) pertence a A, para 0<h<H e H<n. Todos os
caminhos se iniciam no nodo j;=0 e terminam no nodo j;+=n+1. A cada arco (i,j) € 4
estdo associados um custo c¢; e uma duracdo f; (que ¢ fungdo do tempo de
processamento pj, do tempo de preparacdo s; e da data de disponibilidade do trabalho

r;). Por definicdo, o custo e a duragdo associados aos arcos terminais (i,n+1) sdo nulos.
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Pode-se facilmente verificar que um caminho aciclico (simples) na rede G corresponde
a uma sequéncia de afectagdo admissivel para uma dada maquina &, sendo que as

variaveis x; representam o valor do fluxo nos arcos (i,/). Podemos entdo definir uma

sequéncia de afectagdo aciclica ou admissivel, como o caminho que se inicia no nodo 0,
processa uma Unica vez um subconjunto de trabalhos de N, e termina no nodo n+l,

satisfazendo todas as restri¢des definidas.

Uma sequéncia de afectagdo que contenha ciclos, isto €, que repita o processamento de
pelo menos um dos trabalhos, designa-se por sequéncia de afectag¢do ciclica ou ndo-
admissivel. Seja também p, a sequéncia de afecta¢do nula (caminho nulo), um caminho

que se inicia no nodo 0 e termina no nodo n+1, ndo processando qualquer trabalho de N.

Seja também P o conjunto de sequéncias de afectacdo (aciclicas ou ciclicas) p para a

maquina k.

Exemplo 5.3 — Representaciao do problema em rede

Na Figura 5.3, estd representada a rede G de qualquer maquina k € M, para um

problema com dois trabalhos.

As sequéncias de afectacdo iniciam-se no nodo “0” e terminam no nodo n+l,
equivalendo a caminhos na rede G. O espago de solugdes deste problema, P*, contém 5

sequéncias de afectacdo e esta representado na Figura 5.3.

O caminho (0,1,2,n+1) que se inicia no nodo 0, processa uma Unica vez os trabalhos 1 ¢
2 e termina no nodo n+1, € um exemplo de uma sequéncia de afectagdo aciclica ou
admissivel. Aos arcos (0,1) e (1,2) estdo associados 0s custos ¢y € ¢, € as duragdes 7, €

t1, respectivamente. O custo e a durag@o associados ao arco terminal (2,n7+1) sdo nulos.

A sequéncia de afecta¢do nula (caminho nulo) € representada pelo caminho (0,n+1) que

se inicia no nodo 0 termina no nodo n+1, ndo processando qualquer trabalho de N.



Capitulo 5 - Formulagao do Problema

61

Espaco de solucdes:
0, nt1),(0,1, nt1), (0,2, ntl),
©,1,2,n+1),(0,2,1, ntl)

Figura 5.3 — Representag@o em rede

Estdo ainda representadas na Figura 5.3, as varidveis de valor do fluxo nos arcos xj.
Para a sequéncia de afectagdo (0,2,1,n+1), as variaveis xf,, x5 e x{,, tomam o valor I e

as restantes, x,,, X, x5, € x{,.,, tomam o valor zero.[]

5.4.2. Reformulacdo do Problema

Seja X* o conjunto de valores de fluxo nos arcos, x;‘., para a maquina k. Sabemos, da

teoria das redes, que um caminho numa rede corresponde a um ponto extremo, x%-(x}, ),
do poliedro definido pela envolvente convexa do conjunto de pontos X* - conv(X").

Consequentemente, podemos exprimir qualquer fluxo nos arcos, x;,

como uma

combinacdo convexa de fluxos nos caminhos:

xXp= > xp vV, j)e A, VkeM (5.8)
pePk
k __

p;kyp =1,VkeM (5.9)

yﬁZO,VpePk,VkeM (5.10)
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a expressao (5.9) ¢é referida como sendo a restricdo de convexidade.

Note-se que, se a maquina k ndo for utilizada, a variavel y%, que corresponde ao

caminho nulo p,, toma o valor 1, representando o ponto extremo do espago de solugdes
da maquina £ relativo a origem das coordenadas, o que assegura a validade de (5.9). No
nosso caso, vamos deixar a sequéncia de afectagdo nula fora da formulacdo ja que o seu

custo ¢ nulo, passando a escrever a restricdo de convexidade como uma desigualdade

().

Exemplo 5.4 — Solucdes PI-I e caminhos na rede

A rede seguinte representa um problema de programagdo de dois trabalhos (7=2) numa

qualquer maquina k&, onde o caminho nulo (0,n+1) ndo estéd representado.

Figura 5.4 — Rede do exemplo

Este problema tem quatro sequéncias de afectacdo correspondentes aos caminhos
(0,1,3), (0,2,3), (0,1,2,3), (0,2,1,3), representadas no espaco de solugdes conv(X") pelos

respectivos pontos extremos x{, x5 x¥ e xk.

Ao aplicarmos a formulacdo PI-I a este mesmo exemplo, obtemos o seguinte conjunto

de solugdes admissiveis,

Eo—1 vk — o Fo—1 vk — Fo—
(xm =Lxg =0,x5 =0,xf5 =L x5, =0,x5; _0)7
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ko Eo—1 vk — ko K o— o
(x(fl =0,x5 =Lxf, =0,xf =0,x5 =0,x3;, = 1)a
k—1 vk — K —1 vk — K o— ko
(xm =Lxg =0,x5 =Lxf; =0,x5 =0,x};, = 1):
ko ko1 vk — K —1 vk —1 vk —
(x(n =0,x5, =Lxf, =0,x5 =Lx§ =1Lx}; = O)-

E facil de verificar que a cada uma das solugdes admissiveis do problema PI-I

corresponde um caminho p na rede, representado pelos pontos extremos x% .[]

Substituindo agora as expressdes (5.8) a (5.10) na formulagao PI-I, obtemos a seguinte

formulacdo extensa (PI-II),

PI-1I:

min Y max(C, —d,,0)w;,, (5.11)
JjeN

sujeitoa :

Syt =1eN (5.12)

keM  peP* ieNU{0 l|iz

S Yy <L VkeM (5.13)

pePt jeN )

Dy, <1L,VkeM (5.14)

peP*

sendo

C,=2 2 Z[max(C,.+S,-j,rj)+pjk]x,-'j‘pyf,,VjeN (5.15)
keM  pePt ieNU{0}i=/

comC,=aqa,e s, =s,,VIel

xp= Y xbyiV(ij)e A Vke M (5.16)
peP*

xb e {0}, Vie NU{0,Vie Nu{n+1},Vke M (5.17)

Nesta formulagdo (PI-1I), as restricoes de conservacdo do fluxo (5.5) estdo

implicitamente consideradas nas sequéncias de afectagdo representadas pelos pontos
extremos xk = (X,f,,). A equacdo (5.16) preserva a ligacdo entre as variaveis de decisdo o

que nos vai permitir ter sempre rastreabilidade ao problema original. Como as variaveis

xf s6 podem tomar valores bindrios, entdo, todos os pontos inteiros do conjunto

fechado X* sdo também pontos extremos do poliedro convexo definido por conv(X")
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porque os valores das variaveis xj sdo obtidos através de uma combinagdo convexa

trivial de apenas um ponto extremo do espago de solugdes definido por conv(X), e,

consequentemente, os valores que as varidveis y4 tomam também sdo binarios,

tomando o valor 1 se a sequéncia de afectagdo p é usada e 0 no caso contrario. O

inverso também se verifica, isto €, x} € 0.1} = ke {0.1}.

Verifica-se facilmente que a expressao ZieNu{O}‘#j xf, representa o namero de vezes que a

sequéncia de afectagio p € P* processa o trabalho j € N e que a expressio (5.13) pode
ser simplificada ja que a utilizagdo da maquina € representada pela varidvel y4 que

toma o valor 1 se a sequéncia de afectagdo p da maquina k ¢ usada e 0 no caso contrario.

Se Cf for o tempo de conclusdo do trabalho j, na sequéncia de afectagdo (joj1,..., jus
Ju+1), na maquina k, o tempo de conclusdo do proximo trabalho na sequéncia, C* , pode

ser obtido pela seguinte expressao:

k — k
C]'/m - max(rfhu’cfh +th~jh+l )+pj/,+],k (518)
com Cj=a,¢eC; =Ci ,VkeM]I<h<H

O custo de um arco (jujn+1) € fungdo do tempo de conclusdo do trabalho j,.; na
sequéncia de afectagdo. Entdo, podemos definir o custo de um arco (j,,j;+1) da sequéncia
de afectacdo p na maquina k, como o custo de completar o trabalho j,.+; imediatamente

ap0s ter completado o processamento do trabalho j, (no tempo C¥ ),

Clra =W, [max (max (’” 3002 G S )+ P, ’0)] (5.19)

O custo de uma sequéncia de afectagdo p, ct, € igual a soma dos custos dos arcos

pertencentes a p, e pode ser obtido pela seguinte expressao:

H

¢k =22, (5.20)

h=0
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Desta forma, podemos escrever uma formulacdo equivalente (ISP) que ¢ conhecida por

problema principal (PP) da decomposi¢do de Dantzig-Wolfe,

ISP:
min ckyk,
"; ";* o (5.21)
sujeitoa:
2 R =bVieN (5.22)
keM  pePk
S yi<LVkeM (5.23)
pePk
ke{0,1},Vpe Pc,VkeM (524
onde
al, = > xi,VjeN,VpePVkeM (5.25)
! ieNO{0 iz j
xj =2 xf,yh,V(ij) € A, VkeM (5.26)
pePk

O primeiro conjunto de restrigdes (5.22) garante que cada trabalho € processado uma
unica vez; o segundo conjunto de restrigdes (5.23) garante que cada maquina € utilizada

no maximo uma vez. A variavel af, representa o niimero de vezes que o trabalho j ¢

incluido na sequéncia de afectagdio p € P*. A equagdo (5.26) é mantida nesta formulagdo
para explicitar a necessidade de preservar a ligagdo as variaveis de decisdo do problema

original.
Note-se que a funcdo objectivo é agora linear e que quando relaxamos a restrigdo de
integralidade de y% (5.24) também podemos relaxar a restri¢do de ligagdo (5.26) entre

k
y;;ex,.j.

Nesta formulagdo, baseada no modelo de particdo de conjuntos (ISP-modelo de particdo
de conjuntos com restricdes adicionais), pretendemos, a partir do conjunto N dos
trabalhos, encontrar S<m subconjuntos de N, P, (representados pelas sequéncias de

afectagio p e P¥), disjuntos que minimizem uma funcdo de custo, tal que USSZIPS =N e

com a restricao adicional de pertencerem todos a maquinas diferentes. Os subconjuntos
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de trabalhos e o seu custo sdo gerados nos m subproblemas que resolvem problemas de

programacdo de uma maquina.

As principais razdes para esta reformulacdo sdo de facto duas; a primeira razdo ¢ o facto
da expressdo de calculo do custo (5.7) ser ndo linear; a segunda razdo tem a ver com o
facto de que a relaxagdo linear do PP ser mais forte do que a relaxacdo linear da
formulagdo original (PI-I) j4 que as solugdes fraccionarias de PI-I que ndo sdo
combinagdes convexas dos pontos extremos do espago de solugdes do PP sdo ndo

admissiveis para PP.

Relativamente a PI-I, esta formulagdo apresenta um maior numero de varidveis de
decis@o e um menor numero de restrigdes. Se bem que este problema de programagio
inteira binaria possa ser resolvido através da sua relaxagdo linear, o numero de variaveis
de decisdo y%, correspondentes a sequéncias de afectagdo, cresce exponencialmente
com o numero de trabalhos ¢ o niumero de maquinas, tornando a resolucdo deste

problema de forma directa (por procedimentos de enumeragdo completa) s6 possivel

para problemas de pequena dimensao.

Exemplo 5.5 — Formulacdao completa baseada no modelo de particao de conjuntos
Para um (muito) pequeno problema com duas maquinas (M1 e M2) e dois trabalhos (71
e T2) ¢ apresentada na tabela seguinte o conjunto de colunas referente a uma

enumeragdo completa.

Ty |1 1 1 1 1 1 =1
T, 1 1 1 1 1 1 =1
My |1 1 1 1 <=1
M, 1 1 1 1 <=1

e ||l ek et |3 ||k

Figura 5.5 — Formulacdo completa
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O espaco de solugdes para cada uma das maquinas tem quatro sequéncias de afectagdo

correspondentes aos caminhos (0,1,3), (0,2,3), (0,1,2,3), (0,2,1,3).

Exemplificando o preenchimento da tabela, temos que a sequéncia de afectagdo 4 na

maquina 1, representada pela variavel de decisdo y}, corresponde ao caminho (0,2,1,3)

que processa os trabalhos 72 e 7'l na maquina M1 e tem um custo c}.

Relativamente ao Exemplo 5.2, onde esta representada uma formulagdo PI-I para este
mesmo problema, verifica-se que esta formulagdo apresenta um menor numero de

restrigdes

Nota: também se verifica que, para este exemplo, esta formulacdo apresenta um menor
numero de variaveis de decis@o mas isso s6 acontece porque se trata de um problema de

muito pequena dimensao.[]

Alternativamente a enumeragdo completa, a relaxacdo linear deste problema vai ser
resolvida através de um procedimento de enumeracao implicita, o algoritmo de geracdo
de colunas. Comegamos com apenas um subconjunto restrito das variaveis de decisdo
(colunas), formando o problema primal restrito, sendo que as restantes sdo tratadas de
uma forma implicita. O problema primal restrito “coordena” a geragdo de sequéncias de
afectagdo p em cada um dos m subproblemas, que resolvem um problema de

determinacdo do caminho mais curto numa rede G com custos modificados.

5.4.3. Transferéncia de Informacao Dual para os
Subproblemas

Da teoria da programacdo linear, sabemos que a solugdo de um problema de
minimizagdo € dptima se o custo reduzido de cada uma das varidveis € ndo negativo. O
algoritmo simplex fornece o conjunto de valores das varidveis duais 7; e vy, para todos
osj € Ne k € M, associados com o primeiro ¢ segundo conjunto de restrigdes do
problema de programagdo linear, respectivamente, necessarios para a resolucdo dos

subproblemas.
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O custo reduzido do arco (j.js+1) de uma sequéncia de afectagio p, na maquina k, ¢}

JnsJna 2
pode ser obtido pela seguinte expressao:
=k _ pk _ )
c;m el c;/h,f/m 7Z-/h+l (5 27)
e o custo reduzido de uma sequéncia de afectagdo p, EI’; , &,
k _ —
ck ==y + hZc (5.28)

Na proxima seccdo apresentamos a formulacdo dos subproblemas.

5.5. Formulacao dos Subproblemas

Os subproblemas devem ser capazes de representar todas as sequéncias de afectacdo
para cada uma das maquinas e de as avaliar da forma mais eficiente possivel. Nesta
sec¢do, vamos apresentar trés modelos de programacdo dindmica para determinar a

solucdo 6ptima dos subproblemas.

O primeiro modelo (Modelo 1) determina todas as sequéncias de afectagdo admissiveis
mas nao sdo conhecidos algoritmos eficientes para a sua resolugdo. O segundo modelo
(Modelo 2), tem um espago de solugdes que contém, para além das sequéncias de
afectacdo admissiveis, sequéncias de afectagdo ndo-admissiveis, mas apresenta uma
complexidade pseudo-polinomial para o caso mais dificil (worst case). O terceiro
modelo (Modelo 3), é uma versdo do Modelo 2 ao qual foi adicionado um esquema de
eliminagdo dos ciclos de ordem 2. Finalmente, propomos um método que tira partido da
estrutura especial do subproblema para aumentar muito significativamente a eficiéncia

do Modelo 3.
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5.5.1. Modelo 1

Seja Ff(S,t), o minimo custo reduzido da sequéncia de afectagdo que vai do nodo

maquina “0” até ao nodo do trabalho j processando uma tinica vez todos os trabalhos do
conjunto S, tendo completado o processamento do trabalho j no instante de tempo ¢, na

maquina k. F}(S,t) pode ser calculado através das seguintes equagdes de recorréncia:

Fok({}aak) =—U;
FH(S,0) = (rn)il}‘{Ek(S—{j}at')+af |[£'<t=s;—Pu}s
i,j)e

£ = min {max(t'+s; + p.r; + py) [1'€ {FH(S = {3101}

(i,))ed

para todosos j,S,k talque je N,.Sc N,keM

Um caso especial deste problema é o problema de programagdo de uma tnica maquina
1||2w;T; que, como ja foi referido, ¢ considerado um problema fortemente NP-dificil e

ndo sdo conhecidos algoritmos pseudo-polinomiais para a sua resolugdo.

5.5.2. Modelo 2

Christofides, Mingozzi ¢ Toth (1981) propuseram uma relaxacdo do espago de estados
para problemas de programacdo dinamica de forma a obter limites inferiores da fungéo
objectivo, faceis de calcular. Podemos aplicar esta técnica definindo um mapeamento do
espaco de estados original (S,#) em um novo espaco de estados (j,¢) e definindo novas
transi¢des. Cada estado (S,7) é mapeado no estado (j,f), ¢ G*(j,f) é o minimo custo
reduzido da sequéncia de afectagdo que vai desde o nodo “0” até ao nodo j, tendo
completado o processamento do trabalho j no instante de tempo ¢, na maquina k. Seja
também 7% um limite superior para a duragdo total de uma sequéncia de afectacdo na

maquina k.

As novas equagdes de recorréncia sdo:
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G*(0,a;) =—uv,;
G*(j,b) =(rn)ig {G (i, t)+c) |I'<St—py —s;},
i,j)e

para todos os j,k,t talque je NkeMe (rj+pj.k)£t£T"

Pelo facto de a grandeza fisica que identifica um estado estar associada ao tempo ja
decorrido e ndo conter nenhuma informacdo sobre os estados ja visitados, pode
acontecer que uma solugdo processe o mesmo trabalho mais do que uma vez, ou seja, a

solugdo pode ser uma sequéncia de afectacdo ciclica.

Tratando-se de uma relaxagdo do modelo original, este segundo modelo tem um espago
de solugdes mais largo do que o Modelo 1 ja que permite a existéncia de ciclos.
Aplicado a uma instancia de trés trabalhos (e m maquinas), tem como espaco de
solucdes as sequéncias de afectagdo aciclicas, mais as seguintes sequéncias de afectagao

ciclicas: (0,1,2,1,4), (0,1,3,1,4), (0,2,1,2,4), (0,2,3,2,4), (0,3,1,3,4) € (0,3,2,3.,4).

Com uma implementagdo computacional apropriada, a complexidade deste algoritmo ¢é,
no pior dos casos, O(n’T) porque a rede tem (n+1)7+1 estados e o tempo de computagdo

para cada um deles ¢ 2n (n acgdes por estado com n somas € n comparagoes).

Este novo problema ¢ um caso particular do problema saco-mochila, e ¢ também NP-
dificil. Contudo, existem algoritmos pseudo-polinomiais para o resolver, baseados em

programacdo dinamica.

As colunas adicionadas ao PPR serdo seleccionadas de sequéncias de afectagdo aciclicas
ou ciclicas. Contudo, a integralidade binaria das variaveis de decisdo y% e o primeiro

conjunto de restricdes do PP garantem que as solugdes inteiras ndo contém sequéncias

de afectacgdo aciclicas.

Note-se que Desrochers, Desrosiers ¢ Solomon (1992) e van den Akker, Hurkens e
Savelsbergh (2000) usaram uma aproximagdo semelhante na formulagdo dos seus

problemas.
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Na proxima seccdo iremos descrever uma versdo deste modelo que elimina os ciclos de

ordem 2.

5.5.3. Modelo 3

Um niimero muito significativo de sequéncias de afectacdo ciclicas inclui partes do tipo
(ij,i). Estes ciclos sdo conhecidos como ciclos de ordem 2 (2-cycles). Para o problema
TSP (Travelling Salesman Problem), Houck, Picard, Queyranne ¢ Vemuganti (1980)
mostraram que para um problema com n nodos, o racio do nimero de caminhos
admissiveis com ciclos de ordem 2 relativamente ao nimero de caminhos admissiveis
sem ciclos de ordem 2 é de (1+1/(n-3))"". Este racio é indicativo da redu¢do do numero
de caminhos admissiveis que ¢ possivel eliminar do espago de solugdes quando os

ciclos de ordem 2 sdo eliminados.

A versdo do modelo de eliminagdo dos ciclos de ordem 2 que vamos descrever ¢
baseada no procedimento proposto por Houck, Picard, Queyranne ¢ Vemuganti (1980).
O procedimento de eliminagdo dos ciclos de ordem 2, basicamente, regista, para cada
estado (j,f), duas sequéncias de afectacdo: H*(j,7), a sequéncia de afectagdo com o
minimo custo reduzido (best), que completa o trabalho j no instante de tempo ¢
imediatamente apos ter completado o trabalho i no instante de tempo ¢’ ¢ H;(j,t), a
sequéncia de afectagdo com o minimo custo reduzido (next best), que completa o
trabalho j no instante de tempo ¢ imediatamente apos ter completado o trabalho v no
instante de tempo ¢”, tal que v#i. Da mesma forma, as variaveis g(j,t) e g,(Jj,?)

registam o numero de trabalhos processados nas sequéncias de afectacdo

correspondentes aos estados H*(j,t) e H} (j,t), respectivamente.

Se definirmos 4(j,t) como sendo o trabalho precedente associado ao estado (j,f), as

novas equagdes de recorréncia sao:
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Hk(Oﬁa/c):_U/c;

H'(j,0) =(rr1)ir}4{[Hk(i,t')+af | J#h(i,0'),0'St=py =5,
i,j)e

[sz(l9t’)+5; |.] :h(izt')9tvgt_p/k _Sij]}

(i.))e

H{()= min {[H* () + €] | ] # hGa0),0 # h(j.0),

t'St_pjk _Sij ]a[HZk(lst')—i_Eyk ‘.} * h(i’t’)ai = h(j’t),t'St_pjk _sij]}a

para todos os j,k,t talque je N,keM e (rj+pjk)StSTk

Este modelo de programag¢do dindmica tem um espago de solugdes maior do que o do
Modelo 1 mas mais pequeno do que o Modelo 2 j4 que elimina as sequéncias de

afectagdo com ciclos de ordem 2. A Figura 5.6 ¢ a Figura 5.7 pretendem ilustrar esta

situacdo.

A

Sequéncias de Afectagio
Ciclicas

Sequéncias de
Afectacdo Aciclicas

B

Sequéncias de
C Afectacdo Ciclicas
Ordem 2

Figura 5.6 — Espago de solugdes do Modelo 2 - (AUB)

A

Sequéncias de

Sequéncias de Afectacio
Afectagido Aciclicas

Ciclicas
D Ordem >2

Figura 5.7 — Espaco de solugdes do Modelo 3 - AuD (D=B\C)
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Aplicado a mesma instancia de trés trabalhos (¢ m maquinas), podemos verificar que
levaria a eliminacdo de todas as sequéncias de afectacdo aciclicas ja que todas elas
apresentam ciclos de ordem 2 - (0,1,2,1,4), (0,1,3,1,4), (0,2,1,2,4), (0,2,3,2,4),
(0,3,1,3,4) ¢ (0,3,2,3,4).

E também um caso particular do problema saco-mochila, logo NP-dificil, mas, a
semelhanca do Modelo 2, existem algoritmos pseudo-polinomiais para o resolver,

baseados em programacéo dindmica.

5.5.4. Sequéncias de Afectacdo de Custo Reduzido
Decrescente

Nesta seccdo, vamos apresentar um método que, tirando partido da estrutura especial
dos subproblemas, consegue reduzir o espaco de estados do Modelo 3, melhorando de

uma forma significativa a eficiéncia do algoritmo de programag¢ao dindmica.

Como ja foi referido, o espago de solugdes do Modelo 3 inclui sequéncias de afectacdo
aciclicas e ciclicas, sendo que as sequéncias de afectagdo ciclicas possuem ciclos de

ordens superiores a 2.

No processo de geragdo de colunas, dizemos que uma sequéncia de afectacdo, aciclica
ou ciclica, ¢ atractiva quando o seu custo reduzido ¢ negativo e, como tal, pode ser
adicionada ao PPR como uma nova coluna. Para cada maquina, pretendemos encontrar a
sequéncia de afectagao de custo reduzido mais negativo. Ou seja, vamos enumerar todas
as solugdes do espaco de solugdes do modelo 3 com o objectivo de identificar a

sequéncia de afectagdo de menor custo reduzido.

Contudo, uma solugdo inteira para a formulagdo PP somente incluird sequéncias de
afectacdo aciclicas porque qualquer sequéncia de afectacdo que inclua mais do que uma
vez o mesmo trabalho, ao tomar um valor igual a 1, viola a restricdo relativa ao
processamento desse trabalho. No entanto, as sequéncias de afectagdo ciclicas sdo
admissiveis para a relaxacdo linear, porque as variaveis de decis@o podem tomar valores

fraccionarios.
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Dai que, se em qualquer momento do processo de geragdo de colunas soubéssemos da
ndo existéncia de mais sequéncias de afectagdo aciclicas com custos reduzidos
negativos, poderiamos terminar o processo ja que a solugdo actual da relaxagdo linear
do PPR seria a melhor solugdo para a relaxagdo linear do PP. A questdo ¢ que, usando o
Modelo 3, ndo sabemos da ndo existéncia de mais sequéncias de afectagdo aciclicas com
custos reduzidos negativos, e, como tal, s6 podemos parar o processo de geragdo de
colunas quando n3o conseguirmos gerar mais sequéncias de afectacdo, aciclicas ou

ciclicas, com custos reduzidos negativos.

No estudo que a seguir desenvolvemos, iremos identificar propriedades dos
subproblemas que nos permitem ndo sé saber se ndo existem mais sequéncias de
afectacdo aciclicas com custos reduzidos negativos como também reduzir

significativamente o espaco de estados do Modelo 3.

Definicao 5.1
Uma sequéncia de afectagdo é chamada de sequéncia de afecta¢do de custo reduzido

ck

decrescente (CRD) se os custos reduzidos dos seus arcos (jnjn+1), Cj, j,. » para todos

os h tal que 1<h<H e H>2, e também para quando 0<h<H e H=1, sdo negativos. Caso

contrario, é chamada de sequéncia de afectagdo de custo reduzido ndo-decrescente.

Proposi¢ao 5.1
Para funcgoes objectivo regulares e tarefas independentes, as sequéncias de afecta¢do
aciclicas de custo reduzido mais negativo sdo sequéncias de afecta¢do de custo

reduzido decrescente.

Prova. O custo reduzido de uma sequéncia de afectacdo, C}

%, ¢ uma funcdo do custo

reduzido dos seus arcos (juju:1), Cj . . que, para fungdes objectivo regulares, sdo

também fungdo dos tempos de conclusdo C%,C%,,...,Ct . Como os tempos de preparagdo
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das maquinas e os tempos de processamento sdo maiores do que zero, temos que

Ch <Ct

Jna

e, de uma forma geral, Cf <C%, <..<C*% .

A prova do resultado considera dois casos:

Caso 1. 1<h<H e H>2 - Consideremos uma sequéncia de afectagdo aciclica de custo
reduzido ndo-decrescente p, que inclui um Gnico arco (j,.j;+1), para todos os 4 tal que

1<h<H e H>2, com um custo reduzido ndo negativo, ¢ . >0. Como as tarefas sdo

JhoJn
independentes (ndo existem relacdes de precedéncia entre elas), se o Gnico arco de custo
reduzido ndo negativo (j,.ji+1) €, consequentemente, (ji+;,/i+2), forem removidos da
sequéncia de afectacdo p e o arco (j,.ji+) for adicionado, obteremos uma sequéncia de
afectagdo aciclica p’, em que, como os tempos de preparagdo das maquinas satisfazem o
principio das desigualdades triangulares, s;+s;,>s;, para todos os 7,j,v € N, temos que

Cck <Ck

Js2 Jne2 2"

,CF <C% (note-se que a igualdade € possivel pela existéncia de datas de

disponibilidade para as tarefas) e, consequentemente, ¢t , <ct . Mais ainda, como

> ne2 JnetsJne2

os custos dos arcos sao por definicdo ndo negativos, temos que ¢ <cf  +cf

Jhsh+2 Jhsih+l Jh+15jh+2

O custo reduzido da sequéncia de afectagdo p’, pode ser obtido pela seguinte expressao:
“k Sk k _ N _ |k _
va - cl’ + (C Jhih+2 7[.//1+: ) (C JhJh+l 7z-fh+1 ) (C Jh+1Jhe2 ﬂ-jhfz )

Simplificando e rearranjando os termos temos,

Sk Tk 4 ok _( k k ) .
va - Cp +Cm»rh-z C//:»fh-l +c!h\h1h\2 + ﬂ-./hfl :
Como c¢*f <cf  +cf logo cf<ckt+x;, . Dado que o custo reduzido do arco
JhsJh+2 Jhsih+1 Jh+157h+2 h+l
.o r ~ . k _ k
(rjn+s1) € ndo negativo, (cﬂm T, )ZO, e ¢t 20, temos que 7, 20 e,
consequentemente, ci <ck .
Temos também que o custo reduzido do arco (j,j,+2) € negativo, (c" T )< 0,¢
Jh+1-Jh+2 St

sendo ¢ <t ,temos que ¢* -7z, <cf -7z, <0 ,ou seja, o custo

Jhoih+2 Th+1dh+2 Jhih+2 Jh+2 Jh+1:ih+2 Jh+
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reduzido do arco (j,+1,/5+2) € negativo, o que faz com que todos os arcos da sequéncia de
afectagdo p’ tenham custos reduzidos negativos ¢ que esta seja uma sequéncia de
afectagdo de custo reduzido decrescente, o que prova que, para fungdes objectivo
regulares e tarefas independentes, é sempre possivel obter, a partir de uma sequéncia de
afectacdo aciclica de custo reduzido ndo-decrescente, uma sequéncia de afectacdo
aciclica de custo reduzido decrescente cujo custo reduzido ¢ menor ou igual ao da

sequéncia de afectagdo original.

Note-se que quando o primeiro trabalho a processar for igual a configuracdo inicial da
maquina, j1=I;, o tempo de preparacdo da maquina é nulo, s;;;=0, possibilitando que
S0/ ts;y<soy. Nestes casos, o arco (jo,/i1), da sequéncia de afectagcdo aciclica de custo
reduzido mais negativo, pode ter um custo reduzido ndo negativo. Esta ¢ a razdo que
leva a que o arco (jo,j1) ndo esteja considerado na Definigdo 5.1 para sequéncias de
afectacdo em que H>2, isto é, quando a sequéncia de afectagdo inclui pelos menos dois

trabalhos.

Caso 2. 0<h<H e H=1 — Este caso considera as sequéncias de afectacdo que incluem um
unico trabalho e, como tal, sdo aciclicas. Estas sequéncias de afectacdo sdo constituidas

por apenas dois arcos, (jo,j1) € (fija+1) €, sendo por defini¢do cf, =0, ¢ facil de

verificar que qualquer sequéncia de afectagdo em que o custo reduzido do arco fonte

(fo/1) tenha um valor negativo, ¢} , <0, tem um custo reduzido, ¢}, de menor valor do

que no caso contrario.[

Exemplo 5.6 — Sequéncia de afectacdo de custo reduzido decrescente

Na Figura 5.8 esta representada uma sequéncia de afectacdo aciclica, (0,1,2,3,n+1), para

uma instancia com trés trabalhos.
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Figura 5.8 — Sequéncia de afectagao de custo reduzido decrescente

E facil de verificar que ao removermos da sequéncia de afectacdo o arco de custo
reduzido ndo negativo (1,2), obtemos uma nova sequéncia de afectacdo também aciclica
(0,1,3,n+1). Como os tempos de preparagdo satisfazem o principio das desigualdades
triangulares temos que tf <t +t5 o que implica que c¢f <cj . Entdo, a nova sequéncia
de afectacdo ¢ de custo reduzido decrescente e tem um custo reduzido menor ou igual

ao custo reduzido da sequéncia de afectagdo original.[]

De referir que a condicdo das tarefas serem independentes deixa de ser satisfeita
aquando da introducdo das restricdes de particdo e, como tal, este resultado ndo ¢
directamente aplicavel na fase de parti¢do e geragdo de colunas. Esta questdo sera mais
desenvolvida na Subseccdo 5.6.1 onde iremos descrever as alteragdes necessarias a este

modelo.

Proposicio 5.2
Para fung¢des objectivo regulares e tarefas independentes, se ndo existirem sequéncias

de afectagdo de custo reduzido decrescente, com E/; <0, entdo ndo existem sequéncias

de afectagado aciclicas com custo reduzido negativo.

Prova. E facil de verificar, a partir da Proposi¢do 5.1, que se as sequéncias de afectagio
aciclicas de custo reduzido mais negativo sdo sempre sequéncias de afectag¢do de custo
reduzido decrescente, entdo se ndo existirem sequéncias de afecta¢do de custo reduzido
decrescente, também nao existem sequéncias de afectagdo aciclicas de custo reduzido

negativo.[]
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Estas sdo propriedades muito interessantes dos subproblemas que nos permitem que,
durante a resolugdo da relaxagdo linear do PP, em qualquer estado rotulado (i,z") de uma
sequéncia de afectacdo parcial em geracdo no subproblema, s6 necessitemos de
considerar os estados subsequentes (j,f) com custo reduzido negativo, para obter
sequéncias de afecta¢cdo de custo reduzido decrescente, reduzindo os espacos de
solucdes dos subproblemas. Isto equivale a remover das redes de programagao dinamica
todos os arcos com custos reduzidos ndo negativos, com a excepgdo ja referida para os

arcos fonte (0, j) em que os tempos de preparacdo das maquinas sejam nulos.

O novo modelo de programacao dindmica € o seguinte:

Hk(Oaak):_Uk;
H*(j,t)=min {[H*(i,t")+¢; |¢; <0 ors; =0, j#h(i,t"),{'<t—p, —s;],
(i,j)ed

[HEG,)+) |2 <0 ors, =0, j=h(i,t),0<t—p, —s,1}

Hf((],t): min {[Hk(l,t')_i_c_‘zjk |Eljk <0 OrSij =0>j¢h(i’t')aiih(j’t)st'ét_pjk _Sij]’

(i,j)ed

[Hy(i,t")+¢c; ¢ <0 ors; =0,/ #h(i,t"),i=h(j,0),t'<t—p,; —s;1},

para todos os j,k,t tal que jeN,keM e r,+p, <t<T*"

Os resultados computacionais preliminares mostram que este método reduz os tempos

computacionais do Modelo 3 num factor superior a 7,0.

5.5.5. Um Algoritmo de Programacéao Dinamica para a
Resolucido dos Subproblemas

Para a implementag¢do do novo modelo de programacdo dinamica (descrito na subseccdo
anterior), vamos adoptar o método reaching para tirar vantagem do facto das solucdes
em que o trabalho j é concluido no tempo ¢’ dominam as solugdes em que o trabalho j é

concluido num tempo £>¢’.
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Definamos S como o conjunto que regista os estados (j,#) rotulados mas ainda ndo
resolvidos. Sejam também Bj, e B2, estruturas que registam a informagdo acerca das
sequéncias de afectacdo best e next best, respectivamente, que vao desde o nodo “0” ao
nodo j, tendo concluido o trabalho j no instante de tempo ¢, € que nos permite

reconstruir para tras (backward) as respectivas sequéncias de afectagdo.

Dado que as sequéncias de afectacdo podem conter ciclos, torna-se necessario definir
um limite superior para a duracdo das sequéncias de afectagdo, T*. Para o nosso
problema, 7% depende de vérios factores: da maquina, dos tempos de preparagio, das
datas de disponibilidade das méquinas e das datas de disponibilidade dos trabalhos. Isto
torna o seu calculo numa tarefa que ndo ¢ simples quando pretendemos obter um limite
superior de qualidade (apertado). Por este motivo, vamos usar um limite superior 6bvio
que ¢ n, o numero total de trabalhos a processar. A varidvel g(j,¢f) regista o nimero de
trabalhos processados na sequéncia de afectagdo que vai desde o nodo “0” até ao nodo J,

tendo completado o processamento do trabalho j no instante de tempo ¢.

O algoritmo de programac¢do dinadmica € o seguinte:
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Inicializagdo
H*(0,a,) =, g(0,a,)=0,5 = {(0,a,)},c"" =+, j* =0, =0,T" =a,;
H*(j,t)=+0, H;(j,t)=+o,B, =Null,B2, =Null, paratodoo je Ne t<T*
While S = { }
Select estado (i, t') €S commenort'e g(i,t')<n
s=5- (6.0
Forj=1,...,n
If (i,j)ed
t= max(r_/.,tUrsij )+ Py ¢;=max(t—d; 0w, —x,;
ife>T"
H*(j,t)=+0, H}(j,t)=+o,B, =Null,B2, = Null;
T =t
If j=B, —>i (if 2-cycle)
¢, =H;(i,1'")+¢;,q=g,(i,1");
cycle2 = true;
else
¢, =H"(i,1")+¢;,q =g(i,1");
cycle2 = false;
If (¢; <0 or s;,=0)andg<n
If ¢, <H"(j,t) (actualiza"best")
If j# B, —i (actualiza " next - best")
Hy(j.0)=H"(j.0), &:(j-1) = g(J.1);
B2, —>i=B,—>i,B2, >t=B,—>t,
B2, —cycle2 = B, — cycle2;
If H*(j,t)=+o0 then (novo estado)
S=8+{(j,t);; (adiciona aos estados rotulados)
H'(j,0)=¢,,g(j,0)=q+1;
B, —>i=i,B, >t=t,B, > cycle2 =cycle2,
If H*(j,t)< H* then (regista estado de minimo custo reduzido)
¢, =H'(j.0),j" =j.t" =t;
Else If ¢, < H(j,t)and j # B, — i (regista "next - best")
Hy(j,0)=¢,,8,(j,0) =q+1;
B2, —i=i,B2, >t=t,B2, = cycle2 =cycle2;
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5.6. O Algoritmo de Particao e Avaliacao

Nesta sec¢do, propomos um algoritmo de particdo e avaliagdo para determinar a solugao

optima inteira do nosso problema.

A solugdo optima da relaxagdo linear do PP ¢ obtida quando os subproblemas néo sdo
capazes de gerar mais colunas (sequéncias de afectacdo) com custo reduzido negativo.

Se os valores das variaveis de decisdo y% sdo todos inteiros, entdo a solu¢do Optima da

relaxacdo linear do PP ¢ também a solugdo 6ptima do problema original (PI-I). Caso

contrario, alguns dos valores das varidveis de decisdo y% sdo fraccionarios, sendo

necessario explorar uma arvore de pesquisa para encontrar a solucdo 6ptima inteira.

O desenho do esquema de parti¢do ¢ avaliagdo é de grande importancia num processo de
geragdo de colunas porque a partigdo ¢ feita a partir das colunas com solucdes
fraccionarias, e estas decisdes t€ém que ser compativeis com a estrutura do subproblema

para a geracdo de novas colunas.

Em cada nodo da arvore de pesquisa resolvemos uma relaxagdo linear do PPR, com
restricdes adicionais impostas aos m subproblemas, usando o algoritmo de geragdo de

colunas.

5.6.1. Estratégia de Particao

A estratégia apresentada faz particdo sobre os arcos e ndo sobre as variaveis de decisdo
do PP. A estratégia tradicional de efectuar particdo sobre as variaveis de decisdo do PP

torna-se impraticavel para os ramos em que as variaveis de decis@o tomam o valor zero.

Note-se que ¢ perfeitamente possivel fixar o valor de uma variavel de decisdo y%t com

valor fracciondrio no valor inteiro de 1, ja& que esta informagdo ¢ facilmente transferida
para o subproblema fixando o valor do fluxo em cada arco da sequéncia de afectagdo no
valor 1, isto é, removendo da rede todos os outros arcos incidentes nos nodos visitados

pela respectiva sequéncia de afectacao.
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Contudo, ¢ impraticavel fixar directamente o valor da variavel y% no valor 0 porque

seria necessario explorar muitas das combinac¢des dos valores de fluxo (0,1) para os
arcos de uma sequéncia de afectagdo. Por este motivo, iremos efectuar partigdo sobre as

variaveis de decisdo x§ do problema original (PI-I).

A estratégia de particdo adoptada ¢ baseada na representagdo em rede do problema. A
raiz da arvore de pesquisa corresponde a rede G e os nodos descendentes sdo versdes da
rede G modificadas pela imposi¢do de restrigdes sobre caminhos admissiveis. Cada
iteracdo do processo de particdo cria dois novos nodos na arvore de pesquisa que serdo

resolvidos através do algoritmo de geragdo de colunas.

Se o valor da solucdo 6ptima do nodo avaliado ¢ maior ou igual ao valor do incumbente
o nodo ¢ abandonado porque a exploragao dos seus descendentes nunca fornecera uma
solucdo melhor que o incumbente. Caso contrario, o processo de parti¢do continua e sdo

criados dois novos nodos na arvore de pesquisa.

O fluxo total no arco (i) das sequéncias de afectagdo da maquina k, p € P, Xy, €
expresso em fun¢do das variaveis de decisdo y%, pela seguinte expressdo:
xp= Y xbyi Vi, j)edkeM (5.29)

peP*
E facil de verificar que:

- Se os valores das variaveis basicas ndo-nulas forem inteiros, entdo os valores de

fluxo nos arcos, x;, das respectivas sequéncias de afectagdo, também sdo

inteiros;

- Se existirem arcos com valores de fluxo fraccionarios, entdo também existem

variaveis basicas com valores fraccionarios;

- Se todas as variaveis basicas apresentarem valores bindrios (0,1), entdo os

valores de utilizacdo das maquinas também sdo binarios.
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O seguinte resultado, derivado para os problemas de maquinas paralelas (idénticas,

uniformes ou ndo-idénticas) com fungdes de custo aditivas ) w,C, e > w,U,, também

se aplica ao problema em estudo.

Proposicao 5.3 (Chen, Z.-L., and W. Powell, 1999%)
Se todos os valores de fluxo nos arcos, x}, sdo bindrios, entdo os valores das variaveis

basicas também sdo binarios.

Este resultado deve-se ao facto das colunas geradas pelo algoritmo de geragdo de
colunas serem sempre diferentes o que implica que, no caso de existirem colunas de
valor fraccionario, pelo menos uma delas possui um arco que ndo esta presente nas

restantes colunas fraccionarias, sendo que o fluxo neste arco serd também fraccionario.

Resulta do atras exposto que, uma solug@o 6ptima em que todos os valores de fluxo nos

arcos sdo binarios ¢ também uma solugdo dptima para o problema original (PI-I).

5.6.2. Regra de Seleccido do Nodo

No algoritmo de particdo e avaliagdo é, normalmente, necessario tomar dois tipos de
decisdes. Uma ¢ chamada de seleccdo do nodo a explorar que define a forma de
percorrer a arvore de pesquisa. A outra ¢ a selec¢do da varidavel com valor fraccionario

sobre a qual se ira efectuar a particao.

A seleccdo do proximo nodo a explorar ¢ feita usando a regra best-first. Os nossos
testes computacionais preliminares mostraram que esta regra tem um desempenho

superior a outras regras de seleccdo do nodo (Figura 5.9).

A Figura 5.9 apresenta um grafico comparativo do desempenho de trés regras de
seleccdo do nodo da arvore de pesquisa a explorar. A primeira é a regra depth-first
(primeiro em profundidade) que ¢ muito usada na pratica. A segunda ¢ uma combinacao
da regra depth-first com a regra best-first (primeiro o melhor). Nesta regra, se o nodo

avaliado n3o ¢ abandonado, ¢ aplicada a regra de primeiro em profundidade. Caso
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contrario, ¢ aplicada a regra de o melhor primeiro. Por Gltimo, a terceira regra é a regra

best-first.

110% 100% 100% 100%

100% 7 88% 90% 89%
90% - 80% 81%
80% - 74%

70% -
60% -
50% -
40% A
30% -
20% 1
10% |
0%
Tempo Colunas BP Nodos
|3 Depth-First(DF) B DF+BF O Best-First(BF) |

Figura 5.9 — Comparacdo de regras de selec¢do do nodo

Foram avaliadas trés medidas de desempenho: o tempo computacional, o nimero de
colunas geradas na fase de particdo e geracdo de colunas e o numero de nodos avaliados
na arvore de pesquisa. Os resultados mostram que o desempenho da regra best-first é
superior as outras duas tanto em tempo computacional como também no numero de

colunas e nodos avaliados.

5.6.3. Regra de Seleccao da Variavel

Uma das regras de selecgdo da variavel para parti¢do mais referida na literatura revista
na Seccdo 4.3.3, e uma das mais usadas na pratica, é a regra do arco com valor total de

fluxo mais fracciondrio - min|xf-0,5|. Contudo, para algumas das instancias do nosso

problema, esta regra ndo produz bons resultados ja que sdo geradas muitas particdes na
arvore de pesquisa sem que o valor da solugdo nos nodos descendentes se altere de
forma a permitir um rapido progresso para a solucdo Optima. Este fendomeno de

“mergulho na arvore de pesquisa” resulta em tempos computacionais incomportaveis.
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Conforme foi referido na Sec¢do 3.4, um principio geral a que as regras de parti¢do
devem obedecer é a de que as decisdes mais fortes devem ser tomadas no inicio. A
analise da estrutura das solugdes para este problema revelou uma certa hierarquia de
decisdes ao longo da sequéncia de afectacdo em que as decisdes mais importantes sdo
tomadas no inicio, come¢ando pela decisdo entre afectar um trabalho de tempo de
preparagdo nulo ou um outro, at¢ ao momento em que os trabalhos comecam a

apresentar atrasos.

\

A partir daqui, a afectagdo dos trabalhos a maquina segue, na maior parte dos casos,
uma logica de prioridade decrescente, isto €, tipicamente os trabalhos menos prioritarios
ficam na cauda da sequéncia de afectacdo. Por outro lado, ¢ facil de perceber que, numa
sequéncia de afectacdo, os trabalhos a montante afectam todos os trabalhos
subsequentes ou, dito de outra forma, quanto mais a montante da sequéncia de afectacdo
um trabalho se encontrar, maior sera a sua influéncia no resultado global da sequéncia

de afectacao.

Com base no atras exposto, desenvolvemos uma regra de particdo multicritério, que
chamamos de regra MFMC (Mais Fraccionario e Mais Cedo), que passamos a

descrever.

A regra de particido MFMC, pondera dois valores para cada arco (i,j) com valor de fluxo

nao nulo:

1. O valor do desvio a integralidade - min| x}-0,5];

2. A menor posi¢do que o arco (i,/) ocupa na sequéncia de afectagdo da maquina k.

Relativamente ao ponto 2, ponderamos de forma diferente os chamados arcos fonte
(0,j). Estes arcos ao serem seleccionados para particdo apresentam uma vantagem
adicional, para além da sua posi¢do mais a montante, que ¢ o facto de definirem uma
posi¢do fixa na sequéncia de afectagdo, isto ¢, definem que o primeiro trabalho a ser
processado na maquina k € o trabalho j. Mais ainda, definem implicitamente as posi¢des

dos arcos de ligacdo subsequentes na sequéncia de afectagao.
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Se o arco (0,j) tem a posi¢do 0, o arco (j,v) tera obrigatoriamente a posi¢do 1 na
sequéncia de afectacdo, e assim sucessivamente. Pelo contrario, se a restricdo de
particdo for sobre um arco (i,j)|i#0 e j#n+l1, este arco podera aparecer em qualquer

posicdo da sequéncia de afectagdo, excepto nas posigdes 0 e H.

A Figura 5.10 apresenta um grafico comparativo do desempenho das duas regras de
parti¢cdo acima referidas: mais fraccionario e MFMC. Foram avaliadas trés medidas de
desempenho: o tempo computacional, o nimero de colunas geradas na fase de aplicacdo
do método de partigdo e geragdo de colunas e o nimero de nodos avaliados na arvore de

pesquisa.

110%
100% -
90% -
80% -
70% A
60% -
50% -
40% A
30% A
20% A
10% A

0%

100% 100% 100%

35%

15% 16%

Tempo Colunas BP Nodos

‘l Mais Fraccionario O MFMC ‘

Figura 5.10 — Comparacdo de regras de particdo

Os resultados mostram que o desempenho da regra MFMC ¢ claramente superior a regra
do mais fracciondrio tanto em tempo computacional como também no numero de

colunas geradas e nodos avaliados.
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5.6.4. Implementacao da Estratégia de Particao

A estratégia de particdo ¢ implementada no valor de fluxo nos arcos, x%, da rede que

ij o
representa as sequéncias de afectacdo para a maquina k. Para as variaveis basicas ndo-

nulas ( y% >0), somamos o valor do fluxo nos respectivos arcos, xf. Depois, atribuimos

uma pontuacdo aos arcos de acordo com a seguinte expressao:

Pontuagio = 0,258 —|x —0,5| - par [0 < x <L, = 0,3(%) (5.30)

A variavel p=0,1,...,H, representa a posi¢do do arco na sequéncia de afectacdo e a
variavel € uma variavel binaria que toma o valor 1 caso se trate de um arco fonte (0,))
e 0 caso contrario. A constante o representa um factor de correccdo ao numero de
posi¢des existentes numa sequéncia de afectagdo que ¢ funcdo da relagdo entre o

numero de trabalhos e o nimero de maquinas.
A variavel fraccionaria com a maior pontuacdo ¢ seleccionada para partigao.
Para a variavel seleccionada para particdo sdo criados dois ramos na arvore de pesquisa:

- Um impondo que o fluxo total no arco (i,j), na maquina k, € igual a um - xf =1,
i.e., estabelece uma relacdo de precedéncia i<j entre os trabalhos i e j e

estabelece que o arco (i,/) s6 pode ser usado na rede G do subproblema que

representa a maquina k;

- O outro impondo que o fluxo total no arco (i,j), na maquina k, é igual a zero -

xf =0, ie., o arco (ij) ndo pode ser usado na rede G do subproblema que
representa a maquina k.
Como ja foi referido, as restricdes de particdo tém de ser compativeis com a estrutura

do subproblema. Isto implica que a rede G que define o subproblema seja modificada

para fazer reflectir as restri¢des de partigdo impostas:
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- Se xf toma o valor zero, o arco (i,/) € simplesmente removido da rede G do

subproblema que representa a maquina k, eliminando a geragdo de sequéncias de

afectagdo para a maquina £ que incluam o arco (i,j) - Figura 5.11 b);

- Se x§ toma o valor 1, os arcos (i,v) € A|v#j e (I,j) € A|l#i sdo removidos da rede

G do subproblema que representa a maquina k- Figura 5.11 a).

a) b)

Figura 5.11 — Restri¢des de particdo na rede do subproblema

Exemplo 5.7 — Restri¢coes de particao sobre os arcos

Na Figura 5.12 estdo representadas as modificacdes introduzidas para compatibilizar o
nosso subproblema com o problema primal restrito, pelas restricdes de particdo sobre
arcos nao fonte, x5 =1 e x5 =1, na rede da maquina k para um problema com trés

trabalhos.

Restricdo de particao x}, =1

Para compatibilizar o nosso subproblema com o problema primal restrito, vamos
remover os arcos incidentes no nodo 2 com origem em nodos diferentes do nodo 1 —
arcos (0,2) e (3,2), e os arcos com origem no nodo 1 que incidem em nodos diferentes
do nodo 2 — arcos (1,3) e (1,n+1). Note-se que a posi¢do do arco (1,2) nas sequéncias de
afectagdo (caminhos) na rede modificada a) ndo fica estabelecida, ja que, na sequéncia
de afectagdo (0,1,2,3,n+1) aparece na posi¢do 1 enquanto que na sequéncia de afectagdo

(0,3,1,2,n+1) aparece na posicdo 2. De referir ainda que esta restricdo de particdo ndo
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obriga a utilizagdo do arco (1,2) em todas as sequéncias de afectacdo na rede

modificada a); a sequéncia de afectacdo (0,3,n+1) ¢ admissivel e nfo inclui o arco (1,2).

NN

a)(1,2)=1 b) (2,3)=1

Figura 5.12 — Restri¢gdes de parti¢do sobre arcos ndo fonte

Restricao de particao x5, =1

Da mesma forma, vamos remover os arcos incidentes no nodo 3 com origem em nodos
diferentes do nodo 2 — arco (0,3), e os arcos com origem no nodo 2 que incidem em

nodos diferentes do nodo 3 — arcos (2,1) e (2,n+1).

Na Figura 5.13 estdo representadas as modificagdes introduzidas pelas restrigdes de

particdo xf =1 e xf, =1, sendo que a primeira € sobre um arco fonte, na rede da

maquina k para um problema com trés trabalhos. A rede modificada é apresentada na
Figura 5.12 b). Podemos verificar agora que qualquer sequéncia de afectacdo inclui os

arcos (1,2) e (2,3).

Restricdo de particao xf =1

Para compatibilizar o nosso subproblema com o problema primal restrito, vamos
remover os arcos incidentes no nodo 1 com origem em nodos diferentes do nodo 0 —
arcos (2,1) e (3,1), e os arcos com origem no nodo 0 que incidem em nodos diferentes
do nodo 1 — arcos (0,3) e (0,2). Note-se agora que a posicdo do arco (0,1) fica
estabelecida (posi¢do 0), e que a utilizagdo do arco (0,1) € obrigatoria para todas as

sequéncias de afectacdo (caminhos) na rede modificada b).
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Q Q///@Q @IQG (23

a) (0,1)=1 b) (1,2)=1

Figura 5.13 — Restri¢gdes de particdo sobre arcos fonte

Restricdo de particao x, =1

Da mesma forma, vamos remover os arcos incidentes no nodo 2 com origem em nodos
diferentes do nodo 1 — arco (3,2), e os arcos com origem no nodo 1 que incidem em

nodos diferentes do nodo 2 — arcos (1,3) e (1,n+1). O

Finalmente, se x; toma o valor zero, o custo de todas as colunas do PPR que usam o
arco (i,/) e a maquina k sdo penalizados. Se x} toma o valor 1, o custo de todas as

colunas do PPR que usam a maquina &, e os arcos (i,v) € A|v# e (lj) € A,l=i, sdo
penalizados. Em ambos os casos, a solucdo actual do PPR continua valida mas apresenta
agora um custo muito elevado. Apds a reoptimizacdo do PPR, novas colunas sdo
geradas pelo algoritmo de geragdo de colunas até que seja obtida uma nova solugdo

optima para o PPR.

5.6.5. Relaxacao das Sequéncias de Afectacao de
Custo Reduzido Decrescente

Como ja foi mencionado na Subsec¢do 5.5.4, apos a introducdo de restrigdes de
parti¢cdo, a Proposigdo 5.2 perde validade devido ao facto das restricdes de particdo
imporem relagdes de precedéncia aos trabalhos sobre os quais incidem, logo, a condicdo
de independéncia dos trabalhos deixa de ser satisfeita. De facto, pode existir uma unica

sequéncia de afectacdo aciclica atractiva que inclui um arco de custo reduzido nao
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negativo, sobre o qual incide uma restricdo de particdo, que obriga a que este arco tenha

de ser considerado. As seguintes situagdes podem acontecer:
1. O arco (i,j) da rede que representa a maquina k£ toma o valor 1;

O arco (i,j) tem um custo reduzido ndo negativo mas tem de ser considerado
porque todos os arcos (i,v) € A|v# sdo removidos da rede que representa
a maquina k e existe um sequéncia de afectacdo aciclica
(0,...,i,j,v,...,n+1) com custo reduzido negativo que inclui a sequéncia
parcial de trabalhos (i,j,v). Esta situacdo esta representada na Figura
5.14. Podemos verificar que, como a ligacdo entre i ¢ v ndo é possivel de
estabelecer devido a restricdo de partigdo sobre o arco (i,j), se apenas
forem geradas sequéncias de afectacdo de custo reduzido decrescente, o
arco arco (i,j) ndo ¢ considerado e, consequentemente, o arco de custo
reduzido negativo (j,v) também ndo o ¢, podendo, assim, eliminar
sequéncias de afectacdo aciclicas de custo reduzido negativo quando

cf+ch<0;

Figura 5.14 — Situagédo 1-a)

O arco (i,j) tem um custo reduzido negativo mas ndo ¢ considerado porque
todos os arcos (v,j) € A|v# s3o removidos da rede que representa a
maquina k e existe um sequéncia de afectagcdo aciclica (0,...,v,i,j,...,n+1)
com custo reduzido negativo que inclui a sequéncia parcial de trabalhos
(v,i,j). Esta situagdo esta representada na Figura 5.15. Verificamos que,
como a ligacdo entre v e j ndo ¢é possivel de estabelecer devido a

restricdo de partigdo sobre o arco (i), se apenas forem geradas
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sequéncias de afectagdo de custo reduzido decrescente, o arco arco (v,i)
ndo ¢ considerado e, consequentemente, o arco de custo reduzido
negativo (i,j) também ndo o é, podendo, assim, eliminar sequéncias de

afectacdo aciclicas de custo reduzido negativo quando cf +¢; <0;

on ﬂfm e

Figura 5.15 — Situagdo 1-b)

2. O arco (i,j) da rede que representa a maquina & toma o valor 0. Neste caso, 0s

arcos (i,v) € A|v# com um custo reduzido ndo negativo devem ser considerados
porque o arco (i,j) é removido da rede que representa a maquina k e existe um
sequéncia de afectagdo aciclica (0,...,7,v,/,...,n+t1) com custo reduzido negativo
que inclui a sequéncia parcial de trabalhos (i,v,j). Esta situacdo esta representada
na Figura 5.16 onde podemos verificar que, como a ligagdo entre i e j ndo ¢
possivel de estabelecer devido a restrigdo de particdo sobre o arco (i,j), se
apenas forem geradas sequéncias de afectagdo de custo reduzido decrescente, o
arco arco (i,v) ndo ¢ considerado e, consequentemente, o arco de custo reduzido
negativo (v,j) também nao o é, podendo, assim, eliminar sequéncias de afectacdo

aciclicas de custo reduzido negativo quando c¢f +cf <0;

h+ck <0

Figura 5.16 — Situagdo 2

Nas situagdes atras descritas, a condigdo expressa na Proposicdo 5.2, de gerar apenas

sequéncias de afectagdo com custo reduzido decrescente, é relaxada. Para além dos
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estados (j,¢) subsequentes aos estados rotulados (i,z”) e com custo reduzido negativo, sdo
também considerados os estados (j,f) com qualquer valor de custo reduzido quando
existem restri¢des de particdo sobre o trabalhos i ou j. E facil de verificar que esta
relaxacdo resolve qualquer uma das situacdes atras referidas; na situagdo 1 a), o arco
(i,j) passa a ser considerado porque tanto o trabalho i como o trabalho j sdo objecto de
uma restricdo de particdo; na situagdo 1 b), o arco (v,i) passa a ser considerado porque o
trabalho i é objecto de uma restricdo de parti¢do; na situagdo 2, o arco (i,v) passa a ser

considerado porque o trabalho i ¢ objecto de uma restrigdo de partigao.

Isto implica que tenhamos de gerar nos subproblemas mais do que sequéncias de
afectacdo de custo reduzido decrescente para ndo eliminar sequéncias de afectacdo

aciclicas atractivas.

5.6.6. Convergéncia do Método

O numero de caminhos e circuitos de uma rede (sequéncias de afectacdo aciclicas e
ciclicas) ¢ finito, embora exponencialmente elevado relativamente aos nodos da rede.
Por outro lado, as restrigdes de particdo sobre os arcos garantem que, na solugdo inteira,
ndo vao existir caminhos com ciclos (sequéncias de afectagdo com trabalhos a serem
processados mais do que uma vez) e, sendo o numero destas restrigdes de particdo
também finito, existe a garantia de o0 método obter a solu¢do dptima num nimero finito

de passos, que pode ser exponencial.



Capitulo 6

Estabilizacao e Aceleracao da Geracao
de Colunas

Neste capitulo, fazemos uma apresentacdo global de estratégias de estabilizagdo e
aceleracdo do algoritmo de geracdo de colunas e estudamos a implementacdo daquelas
que nos pareceram mais adequadas ao problema em estudo. Por ltimo, propomos um
método de aceleracdo do algoritmo de geracdo de colunas baseado na restrigdo do

espaco primal.

6.1. Introducio

O algoritmo de geracdo de colunas ¢ conhecido pela sua lenta convergéncia. Enquanto
que solugdes proximas do valor éptimo sdo atingidas de uma forma relativamente
rapida, a partir daqui, a progressao do algoritmo até a solugdo Optima ¢é feita de uma
forma lenta, exibindo uma longa cauda. Este fenémeno, conhecido na literatura por
efeito de cauda longa (tailing off effect), é induzido por comportamentos indesejaveis
tais como a degenerescéncia do primal ou a excessiva oscilagdo das varidveis duais.
Este topico foi objecto de muito trabalho de investigagdo nos ultimos anos e foram
propostas algumas estratégias para a sua correccdo. Globalmente, estas estratégias

beneficiam da sua adaptagdo as caracteristicas especificas do problema.

94
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6.2. Limites Inferiores

Uma das ideias mais simples para corrigir o efeito de cauda longa ¢ a de terminar a
execucdo do algoritmo antes de este fendmeno ocorrer. Mais precisamente, o algoritmo
de geragao de colunas ¢ interrompido quando o desvio da solugdo actual do problema de
programacdo linear relativamente a um limite inferior calculado (para problemas de
minimizag¢do), ¢ inferior a um determinado valor. Infelizmente, o algoritmo de geracdo
de colunas faz uma aproximagao ao valor 6ptimo por cima, isto é, em cada iteragdo gera
um novo limite superior para o valor éptimo. Por este motivo, terminar prematuramente
o algoritmo de geragdo de colunas pode conduzir a um valor da solugdo da relaxagao

linear que ndo ¢ um limite inferior para a solu¢do Optima inteira.

O método proposto originalmente por Gilmore e Gomory (1963) de terminar o
algoritmo de geracdo de colunas quando o decréscimo relativo da funcdo objectivo,
apos um determinado numero de iteragdes, fosse inferior a um dado valor percentual,
pode também conduzir a valores de solugdo ndo 6ptimos pela ocorréncia de patamares

temporarios de estagnagao do valor da fun¢do objectivo.

Contudo, Lasdon (1970) apresenta um método simples e facil de implementar para o
calculo de um limite inferior da relaxagdo linear em cada iteragdo do algoritmo de
geracdo de colunas. Este método e uma sua extensdo, mais geral, sdo apresentados na
Subseccdo 6.2.1. Na Subseccdo 6.2.2, alargamos a utilizagdo destes limites inferiores

aos problemas de programagao inteira.

6.2.1. Limites Inferiores na Programacéao Linear

Seja Z,; o valor da solugdo dptima do problema primal restrito e ¢; o valor do menor
custo reduzido do subproblema correspondente a maquina ., para uma dada iteragao do
algoritmo de geragdo de colunas. Seja também Z,,, o valor da solugdo Optima da
relaxagdo linear do problema principal (PP). Um limite inferior para Z,, pode ser

obtido a partir das expressdes gerais propostas por Lasdon (1970).
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O modelo da relaxacdo linear do problema principal (RLPP) ¢ o seguinte

RLPP:

min Z=3, 3¢5, (6.1)
keM  peP*

sujeitoa:

> Ya,y,=LVjeN (6.2)

keM  peP*

Yy <LVkeM (6.3)

peP*

2 20,Vpe P keM (6.4)

e na sua forma aumentada,

RLPP:

min Z=3, 2.6,¥p, (6.5)
keM  peP*

sujeitoa:

Y Ydyi=1VjeN (6.6)

keM  peP*

> yh+s, =1LVkeM (6.7)

peP*

V5.8, 20,Vpe P ke M (6.8)

onde s, representa as variaveis de folga.

Multiplicando as restri¢des pelas respectivas variaveis duais e efectuando a sua soma

fica:

DIDIEDI A IEDW. 7 (6.9)

jeN keM peP* JjEN
k
Vo, + D s,0, =)0
& BT S (6.10)

Subtraindo estas expressdes a fungdo objectivo, obtemos
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Z-2m - 2= 2 26y, 2 2 Ayt m 3 Iyt LSO (6.11)

JeN keM keM  peP* jeN keM peP* keM  peP*
ou
_ k k _ k |,k _ _
Z-Ym=20=2 X J’p(cp LAY, Ukj pI) (6.12)
jeN keM keM  peP* JjeN keM :

onde podemos verificar que a expressido entre paréntesis representa o custo reduzido

. \ A _ - . _
associado a coluna p da maquina k, c}f. Como y{ ¢ ndo negativo, ¢} pode ser

substituido pelo seu valor minimo ¢, , ficando

2DNIEDNVEDY [ZyﬁjE;—Zskuk (6.13)

JEN keM keM pePk keM

Da mesma forma, como zpepk vk <1,Vk e M podemos simplificar a expressdo (6.13),

Z23 7+ 20+ 2.6~ 280, (6.14)

JjeN keM keM keM

Da teoria da dualidade sabemos que o valor da solugdao 6ptima actual do problema

primal restrito, Zp,z, ¢ igual ao valor da solugdo dual correspondente
Wop =Z/.€N7zj +>,.,, Ui . Substituindo esta expressdo na expressdo (6.14) obtemos um

limite inferior para a relaxacgdo linear do problema primal restrito,

* = —k
1
Zppp 2 Zppr + ch - ZSkUk (6.15)
keM keM
Os resultados computacionais preliminares da aplicacdo deste método ao nosso
problema mostram que, na pratica, ndo reduz ou reduz marginalmente o numero de

iteracdes do algoritmo de geragdo de colunas.

Este limite inferior pode também ser usado para calcular, em cada iteragdo, o desvio
percentual relativamente a solugdo Optima e, desta forma, terminar o algoritmo quando

for atingido um determinado valor maximo para esse desvio.
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Quando ¢>0, podemos usar um método mais geral (Farley, 1990) para o calculo de um
limite inferior da relaxagdo linear em cada iteragdo do algoritmo de geracdo de colunas

que nao depende de c; .

Os modelos primal e dual da relaxagdo linear do problema principal, na forma matricial,

sdo os seguintes:

RLPP: DRLPP:
min Z =cy, max W =rx+o, (6.16)
sujeitoa: sujeitoa:
(6.17)
ay =1 ar+v<c
y=l (6.18)
y,c20 zurs,0<0,c20 (6.19)

Seja (7,0) a solugdo optima dual para uma dada iteragdo do algoritmo de geracdo de
colunas. Definamos A =a‘7+0,,VpeP*,VkeM . Se X <0,VpeP*VkeM entio
(7,v) ¢é a solugdo optima do dual completo e, pela teoria da dualidade, y ¢ a solugdo
Optima do primal completo. Caso contrario, seja c,/A4, =min,_, , p {cl’g [ 2| 2 > 0}.

Como ¢, 20, resulta que ¢,/ 4, >0.

Teorema 6.1 — Para o problema RLPP cyc, /A, é um limite inferior para o valor

optimo da fungdo objectivo.

Prova. (a prova deste teorema decorre da que foi feita por Farley, 1990, para a classe de

problemas min{cx: Ax>b,x20,c 2 0}).

Sabemos da teoria da dualidade que uma solucdo admissivel para o problema dual
(DRLPP) ¢ um limite inferior para a solugdo o6ptima do problema primal (RLPP). Em

particular, se (7,0)c,/A, € uma solugdo admissivel para o modelo DRLPP, entdo o seu

valor ¢ um limite inferior para a solugdo 6ptima do modelo RLPP. Para estabelecer a
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validade de (7,0)c,/4, no modelo DRLPP ¢ necessario demonstrar que
(am,0)c, /A, <c e que vc,/ A, <0. Para a restrigdo p da maquina k£ a primeira condi¢do
fica (Viz+u,)c, /A, <ck ou Ac, /A4 <cf. Se A <0 entdo A, /4, <0<ck ja que
ck>20. Se A >0 entdo é necessario que c¢,/4, <cl/A o que é verdadeiro pela

definicdo de ¢,/4,. Como ¢,>0 resulta que c¢,/4, 20 e sendo v<0 a segunda

condi¢do vc, /4, <0 ¢ satisfeita, provando o resultado.[]

No entanto, este método necessita de um maior esforco computacional para ser obtido, e

por este motivo ndo foi utilizado.

6.2.2. Limites Inferiores na Programacao Inteira

Quando pretendemos uma solugdo inteira, o Unico proposito da resolucdo da relaxacdo
linear do problema de programacao inteira ¢ o de obter um limite inferior para a solucdo
optima do problema de programacao inteira. Se as colunas apresentam valores inteiros

para os custos (o que pode ser obtido através de um factor de escala apropriado), o
processo de geragdo colunas pode ser terminado quando (Z,’;PR—|=fLI —|, sendo LI um
dos limites inferiores apresentados na Sec¢do anterior. Este valor garante que a solugao

Optima inteira do problema original ’_Z*—‘: (L1 .

Este limite inferior pode ser usado no esquema de parti¢do e avaliacdo permitindo que
um nodo da arvore de pesquisa seja abandonado quando Z = |_LI —|, em que Z representa

o valor actual do incumbente.

6.3. Estabilizacdo do Algoritmo de Geracao de
Colunas

Uma outra forma de acelerar a convergéncia do algoritmo de geragdo de colunas ¢ pela
estabilizacdo dos valores das varidveis duais. Os processos de geragdao de colunas sdo

algoritmos de cortes duais (Lasdon, 1970). Da perspectiva do dual, os processos de
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geragdo de colunas podem ser vistos da seguinte forma: em cada iteracdo, sdo
adicionados cortes duais para eliminar a anterior solucdo dual ndo admissivel. O espaco

dual é sucessivamente restringido até que uma solugdo dual admissivel seja encontrada.

A estabilizacdo dos valores das variaveis duais € normalmente obtida através da
restricdo do espaco dual admissivel ou, alternativamente, guiando os valores das

variaveis duais. Esta é a estratégia seguida pelos métodos que a seguir descrevemos.

O método boxstep (Marsten, Hogan e Blankenship, 1975) segue a estratégia de guiar os
valores das variaveis duais criando caixas (boxes) de dimensdo fixa a volta dos valores

da solugdo dual do problema primal restrito que funcionam como limites inferiores e

o~

superiores aos valores das variaveis duais. Este novo problema primal restrito
reoptimizado. Se a nova solucdo dual se encontrar na fronteira da caixa, esta ¢
deslocada na direc¢do do limite atingido. Caso contrario, a solugdo optima dual

encontra-se no interior da caixa e esta ¢ também a solugdo 6ptima do PPR original.

O trust region method de Kallehauge, Larsen e Madsen (2001) usa um conceito similar
mas onde os intervalos (caixas) para os valores das variaveis duais podem ser ajustados
automaticamente dependendo da forma como o dual do PPR se aproxima do dual

Lagrangiano.

Du Merle, Villeneuve, Desrosiers e Hansen (1999), propuseram uma estratégia de
estabilizacdo que permite que, ao longo do processo de geragdo de colunas, haja
solucdes fora da caixa definida. A essas solugdes € atribuida uma penalidade, definida
por uma funcdo linear por trogos, que depende da distdncia a caixa. Além disso, a
dimensdo e o centro das caixas sdo actualizadas de uma forma dindmica e é também
introduzida uma pequena perturbacdo do lado direito do problema primal para

ultrapassar problemas de degenerescéncia.

Mais recentemente Ben Amor, Desrosiers ¢ Valério de Carvalho (2003) mostraram que,
se conhecermos a priori uma solucdo dual optima para o problema, esta informagdo
pode ser usada para guiar o processo de geragdo de colunas e obter uma solugdo 6ptima

muito mais rapidamente. Valério de Carvalho (2004), derivou cortes duais 6ptimos para
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o problema de corte e mostrou que a introdugdo destes cortes duais antes do inicio do
algoritmo de geracdo de colunas, o que corresponde a restringir o espago dual durante

todo o processo de geragdo de colunas, acelera o algoritmo.

Outros métodos, como o bundle (Urruty e Lemaréchal, 1993), analytic center cutting
plane (du Merle, Goffin e Vial, 1998), foram usados para prevenir a variacdo excessiva

das variaveis duais.

Nas Subsecc¢des 6.3.1 e 6.3.2 estudamos a aplicagdao de dois métodos de estabilizagdo do
algoritmo de geragdo de colunas ao problema em estudo e na Subseccdo 6.4 propomos
um método de restricdo do espaco primal que permite a resolugdo dos subproblemas de

uma forma muito mais eficiente.

6.3.1. O Modelo de Cobertura de Conjuntos

O problema principal do nosso problema de programa¢do de maquinas paralelas foi
formulado, na Sec¢do 5.4, com base no modelo de particio de conjuntos (ISP).
Contudo, na implementacdo do algoritmo e durante a fase de relaxacdo linear, vamos

usar uma formulag¢do baseada no modelo de cobertura de conjuntos (ISC).

A diferenca entre as duas formulagdes, do ponto de vista do dual, € a seguinte: no
modelo ISP, os valores das varidveis duais, correspondentes a restricdes do tipo
igualdade, sdo ndo limitados em sinal, enquanto, no modelo ISC, as varidveis duais sao
ndo negativas. Portanto, ao adoptar o modelo ISC, estamos a restringir o espago dual, o
que influencia positivamente a convergéncia do processo de geragdo de colunas
(Valério de Carvalho, 2004). Em consequéncia disso, a resolucdo da relaxacdo linear da
formulag@o baseada no modelo de cobertura de conjuntos ¢ numericamente muito mais

estavel do que a formulagao baseada no modelo de particdo de conjuntos.

A formulag¢do do nosso problema com base no modelo ISC ¢ a seguinte:
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ISC:
min Y, D ckyk, (6.20)
keM peP*
sujeitoa:
> Yabyi21VjeN (6.21)
keM  peP*
D k<L VkeM (6.22)
pePk
yEe{0l},Vpe P ke M (6.23)
onde
at, ziEN%}ijp,VjeN,peP",keM (6.24)
xg ngkx,’;pyl’;,V(i,j)eA,keM (6.25)

O primeiro conjunto de restri¢des (6.20) garante que cada trabalho é processado pelo
menos uma vez; o segundo conjunto de restrigdes (6.21) garante que cada maquina é
utilizada no maximo uma vez. Tal como na formulacdo ISP, quando relaxamos a

integralidade de yf, (6.23) também podemos relaxar a restri¢do de ligagdo (6.25) entre

k k
yie x;.

Exemplo 6.1 — Convergéncia dos valores das varidveis duais

A Figura 6.1 e a Figura 6.2 mostram a convergéncia dos valores das variaveis duais das
formulagdes baseadas nos modelos ISP e ISC, respectivamente, para uma instancia de
10 maquinas e 70 trabalhos. No eixo das ordenadas estido representados os valores das
variaveis duais referentes aos trabalhos e no eixo das abcissas estd representado o

numero de colunas geradas.

Pela observagdo destas duas figuras, podemos constatar o problema referido no ponto 2
acima (os valores das variaveis duais oscilam entre valores negativos e positivos para o
modelo ISP enquanto para o modelo ISC estdo restringidos a valores positivos) e
verificar que a convergéncia do processo de geragdo de colunas é aproximadamente

15% mais rapida na formulagdo ISC.
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Figura 6.2 — Convergéncia dos valores das variaveis duais (ISC)
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A formulag@o ISC constitui uma relaxagdo da formulagdo ISP. Em geral, sempre que
uma subcoluna de uma coluna admissivel define uma outra coluna também admissivel e
com menor custo, entdo uma solu¢do Optima do problema de cobertura de conjuntos

sera também uma solugdo 6ptima do problema de parti¢do de conjuntos.
Contudo, o nosso problema ndo se enquadra nesta defini¢do por duas razdes:
1. O custo associado a uma coluna (sequéncia de afectagcdo) pode ser nulo;

2. Uma solucdo optima para a formulagdo ISC pode ter um valor inferior a solugdo
optima para formulagdo ISP. Isto pode acontecer quando maquinas diferentes
possuem configuracgdes iniciais, /;, iguais podendo ambas beneficiar de tempos
de preparagdo nulos caso a primeira tarefa a ser processada ndo implique uma
alteragdo na sua configuracdo, isto é, ji=I;,. Nestes casos, o principio das
desigualdades triangulares, aplicado aos tempos de preparagdo das maquinas,
pode ser violado e permitir solugdes de menor custo quando a mesma tarefa é

afectada a maquinas diferentes, com tempos de preparagao nulos.

No entanto, a formulagdo ISC pode ser usada na resolucdo da relaxagdo linear do PP
com vantagens para a eficiéncia do algoritmo de geracdo de colunas ja que se verifica
que o processo de geragdo de colunas é mais lento na fase inicial pelo facto dos valores
das variaveis duais oscilarem bastante (Figura 6.1), e durante esta fase a formulagao

ISC apresenta melhor desempenho (Figura 6.2).

A formulacdo ISC ¢é utilizada num processo em duas fases: numa primeira fase, o PP
assume a forma da formulacdo ISC até que a solucdo da sua relaxagdo linear seja
encontrada, através do procedimento de geracdo de colunas; na segunda fase, o PP
assume a forma da formulagdo original (ISP) e é novamente resolvida a sua relaxagdo

linear através do mesmo procedimento.

Exemplo 6.2 — Evolucao dos valores da funcio objectivo

A Figura 6.4 mostra a evolucdo do valor da fung@o objectivo para uma instancia de 10

maquinas e 70 trabalhos. No eixo das ordenadas estdo representados os valores da
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fungdo objectivo e no eixo das abcissas esta representado o numero de colunas geradas.
A linha de cima representa o processo original de geragdo de colunas e a linha de baixo

representa o processo de geracdo de colunas com estabilizag@o.
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Figura 6.3 — Evolugdo dos valores da fungdo objectivo

Mais importante que a visivel redu¢cdo do nimero de colunas geradas sdo os ganhos em
tempo computacional para determinar a solugdo 6ptima da relaxagdo linear do PP. Estes
ganhos sdo explicados ndo s6 pelo facto de serem geradas menos colunas mas também
pelo facto dos subproblemas serem resolvidos mais rapidamente, ja que as variaveis
duais, ao assumirem valores mais baixos, proporcionam ganhos de eficiéncia ao método

dos custos reduzidos decrescentes proposto na Secg¢do 5.5.4.

Os resultados computacionais preliminares mostram que normalmente a solu¢do 6ptima
encontrada na primeira fase ¢ também a solugcdo Optima da relaxacdo linear da
formulagdo original (ISP) e que este processo acelera o processo de geracdo de colunas

em mais de 10%.
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6.3.2. O Método de Estabilizacao

Baseados na ideia do método boxstep de Marsten, Hogan e Blankenship (1975), Du
Merle, Villeneuve, Desrosiers e Hansen (1999), propuseram um conceito de caixa mais

flexivel e que pode ser usado directamente no algoritmo de geragdo de colunas.

Definamos o problema primal P e o seudual D da seguinte forma:

P: D:
min c'X-0.y_ +0J,y, max b'r-—-we —w.e,
s.a: AX—y_+y,=b s.a: A"7r<c

y.<e¢g -T—-w_<—=0_

v, <eg, T—w, <0,

Xy ,y, 20 w_,w, 20

No problema primal P, y_ e yp, sdo vectores de varidveis de folga e excesso que
introduzem uma perturbacdo do lado direito do primal, de valor situado no intervalo

[5,,&], com o objectivo de ultrapassar os problemas de degenerescéncia. Estas

variaveis sdo penalizadas na funcdo objectivo pelos vectores o e O, , respectivamente.

No problema dual D, isto representa a penaliza¢do das varidveis duais 7 quando estas

se encontram fora do intervalo [5,,&], pelos montantes £ e &, , respectivamente.

Quando a solucdo optima fornecida pelo modelo ndo é uma solugdo dptima do problema
original, a dimensdo das caixas ¢ actualizada, o que equivale a redefinir as penalidades.
Esta actualizacdo ¢é feita de uma forma dinamica, tem um caracter heuristico ¢ deve ter

em conta as especificidades do problema em questao.

Na aplicagdo deste método ao nosso problema, seguimos uma estratégia semelhante a
adoptada por Du Merle, Villeneuve, Desrosiers ¢ Hansen (1999). O intervalo inicial de
variagdo permitido as variaveis duais 7 (que representam os trabalhos) é definido em

funcdo do valor da solugdo inicial do PPR e do ntimero de trabalhos do problema:
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Z/n <z < Z/n+500,Yj e N. Os vectores dos pardmetros & e &, sdo seleccionados

aleatoriamente nos intervalos [0,2] e [0,10™], respectivamente.

Sempre que um valor da solugdo actual das varidveis duais se encontra na fronteira do
intervalo ou para além deste, o intervalo da respectiva varidvel ¢ actualizado na
direc¢do do limite atingido ou ultrapassado, pelo valor constante de 500, i.e., ¢ somado

ou subtraido o valor de 500 a ambos os limites do intervalo.

Quando o algoritmo atinge a solucdo Optima, as colunas relativas as varidveis y_ e y,

sdo removidas do PPR modificado de forma a regressar a formulagdo original do PPR.
O PPR original ¢ entdo reoptimizado e a sua solug@o Optima obtida através do algoritmo
de geragdo de colunas. Foram feitas algumas experiéncias de avaliagdo do impacte da
aplicagdo desta estratégia ao problema em estudo, cujos resultados sdo apresentados de

seguida.

A Figura 6.4 mostra a evolugdo do valor da fungdo objectivo para uma instancia de 10
maquinas e 70 trabalhos. No eixo das ordenadas estdo representados os valores da
funcdo objectivo e no eixo das abcissas esta representado o numero de colunas geradas.
A linha de cima representa o processo original de geragdo de colunas ¢ a linha de baixo

representa o processo de geracdo de colunas com estabilizagao.

E claramente visivel uma reducdo significativa do numero de colunas geradas para
determinar a solucdo optima da relaxagdo linear do PP. Em particular, o patamar inicial,
constituido por uma sequéncia de solugdes de igual valor, o que indicia uma forte

degenerescéncia do problema primal, ¢ praticamente eliminado.

Contudo, os ganhos em tempo computacional nido sdo tdo significativos dado o maior
esforco computacional exigido por este método, em resultado das necessarias
actualizacdes de valores. De realgar ainda que para obter bons resultados os valores dos
parametros devem ser definidos tendo em conta as especificidades do problema. Por
estes motivos, decidimos adoptar o método proposto na Secgdo 6.3.1 - O Modelo de
Cobertura de Conjuntos, para estabilizagdo do processo de geragdo de colunas, dados os

bons resultados obtidos e a sua simplicidade e facilidade de implementagao.
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Figura 6.4 — Evolugao dos valores da fungdo objectivo

6.4. Estratégia de Restricao Primal

Neste trabalho introduzimos uma estratégia de restricdo temporaria do espago de

solugdes primal que designamos por estratégia de restricdo do primal (primal boxstep).

A ideia consiste em identificar caracteristicas estruturais a que a solug@o optima primal
verosimilmente obedece, e traduzir essas caracteristicas em restrigdes do espaco primal.
Essas restrigdes definem um subdominio do dominio original (uma caixa) no qual se
determina uma solucdo optima. Em seguida avalia-se se essa solugdo optima encontrada
no espago restrito € solugdo optima do dominio original. Caso ndo o seja, a restricdo ¢
progressivamente relaxada até a solucdo Optima do dominio original ser encontrada.
Desejavelmente esta estratégia conduzira a uma aceleragdo do algoritmo de geragdo de

colunas.
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As estratégias de restricio do espaco primal podem ser implementadas incluindo na
formulacdo compacta as restricdes encontradas. Contudo, este processo pode ndo se
traduzir em melhorias significativas se implementado desta forma. A forma de
implementar estas estratégias num processo de geragdo de colunas consiste em transferir
essas restrigdes para o subproblema com o objectivo de tornar a sua resolugdo muito

mais rapida.

Claramente, em processos de optimizacdo deste tipo é sempre importante identificar
propriedades da solugdo Optima primal que se possam traduzir em restrigdes do espago
primal que, quando transferidas para o subproblema, se possam traduzir numa
aceleracdo da sua resolucdo. No método primal boxstep sdo derivadas caracteristicas
verosimeis das solu¢des Optimas que, ndo havendo garantia de ser observadas, podem
contudo produzir um efeito semelhante. Em problemas menos estruturados onde a
identificacdo dessas propriedades pode ndo ser facil, o recurso a esta estratégia pode

significar a possibilidade de resolver problemas de maior dimensao.

A motivagdo para o uso deste método ¢ a seguinte. Muito possivelmente a solucdo
encontrada no espaco primal restrito € uma solucdo 6ptima do problema original e todo
o processo de geragdo de colunas decorre de uma forma muito mais rédpida, ndo sé por a
resolucdo do subproblema ser mais rapida mas também por haver uma convergéncia
mais rapida para o valor final atingido no processo de geracdo de colunas, dada a

restrigdo das solucdes que o subproblema pode enumerar.

Se a solugdo 6ptima ndo for encontrada, € pelo menos expectdvel que seja determinada
uma solu¢do de boa qualidade. Subsequentemente, quando se relaxa a restricdo
utilizada, garante-se que ndo ¢ excluida nenhuma solug¢do Optima. No entanto, sdo
eliminadas implicitamente do processo de geracdo de colunas outras solugdes com
maior valor de fungdo objectivo do que a solucdo encontrada que eventualmente seriam

percorridas no processo normal.

Do ponto de vista do dual, este processo corresponde a uma relaxagdo do espaco dual.
Conforme ja foi referido, alguns autores verificaram que a restri¢do do espago dual pode

ser vantajosa. Nao contrariando esse principio, na pratica, o que se passa ¢ que, usando
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este método, se encontra um espago dual reduzido rapidamente, constituido por
restricoes duais validas, ndo se enumerando muitas restrigdes que acabariam por ser

redundantes.

E de salientar que este método é essencialmente diferente do método de geragio rapida
de colunas (fast column generation), usada por exemplo por Puchinger e Raidl (2004),
em que se aplicam técnicas heuristicas para a geragdo de colunas numa primeira fase do
processo, recorrendo-se depois a resolugdo exacta do subproblema para a determinagao
da solugdo optima do problema original. No método de geracdo rapida de colunas néo é
possivel identificar restricdes do espaco primal. O que se faz ¢ resolver o subproblema
de uma forma aproximada procurando uma solu¢do no dominio original completo. Além
disso, quando se recorre a heuristicas, nem sempre ¢ usada a informagao dual que ¢

gerada pelo problema primal restrito.

6.5. Aplicacao da Estrategia de Restricao Primal
ao Problema

A resolucdo dos subproblemas representa a maior parte do tempo computacional gasto
na resolucdo do nosso problema de programacgao. O algoritmo de programacado dindmica
¢ pseudopolinomial e a sua eficiéncia depende muito do valor de T (valor maximo para
o tempo de conclusdo das sequéncias de afectagdo geradas nos subproblemas). Os
limites superiores (upper bounds) para o valor de 7 impdem limites a duracdo das
sequéncias de afectacdo geradas pelos subproblemas. Um limite superior 6bvio para T
seria o valor do makespan da solucdo 6ptima para o problema de programacgao, caso este

fosse conhecido a priori.

Uma forma diferente de definir limites superiores € limitando o tamanho das sequéncias
de afectacdo geradas pelos subproblemas a um namero maximo de trabalhos
processados. Um limite superior trivial corresponde a limitar o tamanho das sequéncias
de afectacdo geradas pelos subproblemas a um nimero maximo n (numero total de
trabalhos a processar) de trabalhos processados. Contudo, a este limite superior pode

corresponder um elevado valor para 7. Recorde-se que o facto das sequéncias de
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afectagdo geradas nos subproblemas poderem conter ciclos obriga a definigdo de um

limite superior para o seu tamanho.

Se bem que ndo conhecamos o valor do makespan da solugdo Optima a priori, ¢
verosimil pensarmos que uma solugdo Optima para o nosso problema de programacio
devera apresentar um certo balanceamento de cargas nas maquinas. O exemplo que se

segue tenta ilustrar esta ideia.

Exemplo 6.3 — Programas balanceados

Vamos considerar um problema com duas maquinas e trés trabalhos. Em cada um dos
subproblemas, temos de resolver um problema de maquina Unica e trés trabalhos. Na
Figura 6.5, lado esquerdo, estdo representados os diagramas de Gantt do espaco de

solugdes de um subproblema.

ESPACO SOLUGOES SUBPROBLEMA ESPAGO SOLUGOES SUBPROBLEMA
PROGRAMA NAO BALANCEADO PROGRAMA BALANCEADO

(%
[ s 1

V7

(%

HE

| s V72

Figura 6.5 — Programas ndo balanceados/balanceados



112 Capitulo 6 - Estabilizagao e Aceleracao da Geracao de Colunas

Conforme foi referido, quando o problema apresenta mais do que uma maquina, parece
razoavel admitir que existira um certo balanceamento de cargas entre as varias
maquinas, isto €, os trabalhos sdo distribuidos pelas varias maquinas permitindo a sua
conclusao mais cedo. Neste caso, o espaco de solugdes de cada subproblema pode ser
reduzido de uma forma significativa, conforme se tenta ilustrar no lado direito da Figura
6.5 onde esta representado o espago de solugdes reduzido para um subproblema de um

problema de programagdo com trés trabalhos e duas maquinas.

Neste exemplo, o comprimento das sequéncias de afectagdo estd reduzido de trés
trabalhos para dois trabalhos, permitindo eliminar as sequéncias de afectacdo com trés
trabalhos - (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) e (3,2,1), que representam 40% do
total. [J

Esta ideia é ainda reforcada pela seguinte propriedade que mostra que a transferéncia de
um trabalho de uma sequéncia de afectacdo mais longa para uma outra mais curta,
dando origem a um programa mais balanceado, ndo aumenta global da solug¢do nas

condigdes a seguir referidas.

Propriedade 6.1

Seja iy o ultimo trabalho processado numa dada sequéncia de afecta¢do da maquina k’,

com tempo de conclusdo C, , e jy o ultimo trabalho processado numa dada sequéncia

de afectagdo da maquina k, com tempo de conclusio C, . Se o trabalho jy pode ser

transferido da ultima posi¢do da sequéncia de afectagdo da maquina k para a ultima

posig¢do da sequéncia de afecta¢do da maquina k’, com tempo de conclusdo C; , tal que

C,, 2C =max(C, +s,,, .1;,)+ P, entdo, o custo total deste novo programa ndo ¢

iy i

superior ao do anterior.

Prova. Como a fung¢do de custo é regular (nfo decrescente com os tempos de conclusio)

e ¢ fungdo dos tempos de conclusdo e a transferéncia do trabalho nfo afecta os restantes
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trabalhos ja que ¢ feita da ultima posicdo de uma sequéncia para a ultima posi¢do de

uma outra, € 0bvio que se €' <C; o custo total do novo programa néo aumenta.l’

Para pOr em pratica esta ideia vamos, numa primeira fase, comegar por restringir o
conjunto de sequéncias de afectagdo que podem ser geradas nos subproblemas impondo
um valor estimado para 7. A solugdo Optima deste conjunto restrito de colunas ¢
determinada. Se esta solugdo 6ptima ndo for a solugdo 6ptima do problema completo o
valor de T ¢ aumentado, permitindo gerar sequéncias de afectacdo de maior duragao nos
subproblemas (alargando o espaco de solugcdes dos subproblemas). Este processo ¢é
sucessivamente repetido até que a solugcdo Optima do problema completo seja
encontrada. Do ponto de vista do dual, significa utilizar um conjunto restrito de cortes
duais para restringir o espaco dual e obter tentativamente uma solugdo dual de

qualidade.

A verificacdo se, para um valor de T restringido, a solug¢do 6ptima actual é também a
solucdo Optima do problema completo, toma diferentes formas consoante se trate da

fase de relaxagdo linear ou da fase de parti¢dao e geracdo de colunas.

6.5.1. Relaxacao Linear

Seja C¥ o tempo de conclusido da sequéncia de afectagdo de maior duragdo da solugdo

optima para o actual valor de 7. Para avaliar se esta solugdo 6ptima ndo ¢ a solucdo
optima do problema completo o valor de 7 é aumentado para permitir a inclusdo de mais

um (qualquer) trabalho na sequéncia de afectagdo de maior duragdo.
Se 0 novo valor de T for T =max {C* }+max {s,}+ max {p,}, passa a existir espaco
keM " i,jeN keM ,jeN

para a inclus@o de qualquer novo trabalho na sequéncia de afectagdo, porque este espago
¢ igual a soma do maior valor dos tempos de preparagdo com o maior valor dos tempos
de processamento. Contudo, como as sequéncias de afectacdo devem ser de custos
reduzidos decrescentes (ver Subsecgdo 5.5.4), este espago adicional s6 pode ser usado

por trabalhos com arcos de custo reduzido negativo.
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O resultado que se segue mostra que, se os subproblemas ndo conseguem gerar novas
sequéncias de afectagdo de custo reduzido decrescente para o novo valor de 7, ndo
existem mais colunas atractivas para o problema completo, para qualquer valor maior

do que T.

Proposi¢io 6.1

Durante a resolu¢do da relaxa¢do linear, se ndo existirem sequéncias de afecta¢do
atractivas de dura¢do maxima T e os subproblemas ndo conseguirem gerar novas
sequéncias de afectagdo de custo reduzido decrescente para um novo

T =max {C* } + max {s,} + max {p,}, entdo ndo existem mais colunas atractivas para
keM Ju i,jeN Y keM ,jeN J

qualgquer valor maior do que T, e a solu¢do optima actual é a solugdo optima para o

problema completo.

Prova. Como ja foi referido, as sequéncias de afectacdo geradas na fase de relaxacdo
linear sdo sequéncias de afectacdo de custo reduzido decrescente. O valor inicial
(estimado) de T cobre o processamento de todos os trabalhos e, consequentemente,

cobre todas as datas de disponibilidade dos trabalhos e das maquinas.

Seja Q7 o conjunto de sequéncias de afectagcdo geradas nos subproblemas para o valor

T, em cada iteragdao do algoritmo de geragdo de colunas. Quando todas as sequéncias de

afectagdo p € Q7 tiverem custos reduzidos ndo negativos (colunas nfo atractivas) o

valor de 7 ¢ aumentado para T =max{C¥ }+ max{s;}+ max {p,}, permitindo a
keM JH i,jeN keM ,jeN
inclusdo de qualquer trabalho j € N.

Verifica-se facilmente que, como a func¢do de custo ¢ regular e aditiva, ¢ preferivel
adicionar um novo trabalho no novo espago de tempo disponibilizado do que em
qualquer outro momento posterior a 7 e, consequentemente, se existir um trabalho j
correspondente a um arco de custo reduzido negativo quando adicionado a sequéncia de
afectacdo p, serda adicionado a p gerando uma nova sequéncia de afectacdo de custo

reduzido decrescente.]
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A solugdo gerada pela heuristica, descrita na Subsecg¢do 7.1.2.2, ¢ usada para determinar

o valor inicial para T através da expressdo, T = max {C* } + max {s,}+ max {p,}, onde
keM i,jeN ‘ keM ,jeN ‘

C} € o tempo de conclusdo do ultimo trabalho processado na sequéncia de afectagdo da

maquina k gerada pela heuristica. Note-se que o valor inicial de T permite a adigdo de
qualquer trabalho j € N a sequéncia de afectagdo de maior duracdo gerada pela

heuristica.

Apos a determinagdo do valor inicial para 7, o processo de geragdo de colunas ¢

efectuado em duas fases:

1. Na primeira fase, o valor estimado para 7 ¢ usado para gerar sequéncias de

afectagdo de custo reduzido decrescente nos subproblemas tal que C} ¢ menor

ou igual a 7. Quando o algoritmo ndo conseguir gerar mais colunas de custo

reduzido negativo, passamos 4 segunda fase;

2. Na segunda fase, 0 valor de T € ajustado para

T =max {C* } +max {s,} + max {p,} € o algoritmo de programagdo dindmica ¢
keM i,jeN keM ,jeN

usado para tentar gerar mais colunas de custo reduzido negativo e trés situagdes

podem ocorrer:

- Se forem geradas novas colunas de custo reduzido negativo, sdo adicionadas
ao PPR, até que uma nova solucdo 6ptima seja encontrada e 7 ¢ novamente

ajustado repetindo-se a execu¢do do ponto 2;

- Se forem geradas novas colunas de custo reduzido decrescente mas ndo

negativo, T é novamente ajustado repetindo-se a execugdo do ponto 2;

- Se ndo forem geradas novas colunas o processo para (observa-se a Proposicao

6.1).

No limite, este processo para quando for atingido o limite superior ao numero de
trabalhos que podem ser incluidos numa sequéncia de afectacdo que se mantém no valor

n em todo este processo.



116 Capitulo 6 - Estabilizagao e Aceleracao da Geracao de Colunas

Este limite superior para o tempo reduz drasticamente o espaco de estados do modelo de
programacdo dindmica dos subproblemas e, durante o processo de geragdo de colunas,

sdo tipicamente muito poucos os ajustes efectuados ao valor de T.

6.5.2. Particao e Geracio de Colunas

Durante a fase de particdo e geracdo de colunas, podem existir sequéncias de afectagdo
aciclicas que incluem arcos (i,j), para i,j € N, com custos reduzidos ndo negativos e,
como tal, a Proposicdo 6.1 ndo se aplica. O resultado que se segue mostra que, se 0s
subproblemas ndo conseguem gerar novas sequéncias de afectagdo para o novo valor de
T, ndo existem mais colunas atractivas para o problema completo, para qualquer valor

maior do que 7.

Proposicao 6.2
Durante a fase de particdo e geragcdo de colunas, se ndo existirem sequéncias de
afectagdo atractivas de durag¢do maxima T e os subproblemas ndo conseguirem gerar

novas sequéncias de afectagdo para um novo T =max{C* }+max{s;}+ max {p,},
keM ’ i,jeN keM ,jeN

entdo ndo existem mais colunas atractivas para qualquer valor maior do que T, e a

solugdo optima actual é a solug¢do optima para o problema completo.

Prova. A prova ¢ semelhante a que foi efectuada para a Proposi¢ao 6.1. O novo valor de

T, T =max {C¥ }+ max {s;} + max {p,}, permite a inclusdo de qualquer trabalho j € N
keM " i,jeN keM ,jeN

e, como a funcdo de custo ¢ regular e aditiva, € preferivel adicionar um novo trabalho
no novo espacgo de tempo disponibilizado do que em qualquer outro momento posterior

aT.

A adicdo de um novo trabalho j s6 ndo ocorrerd em duas situagdes: quando o nimero de
trabalhos incluidos na sequéncia de afectacdo for igual a n (limite superior baseado no
numero maximo de trabalhos que uma sequéncia de afectacdo pode conter), ou quando

os trabalhos correspondentes ao arco a adicionar, (i,j), ndo estiverem abrangidos por
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restricoes de particdo e o arco tiver um custo reduzido ndo negativo (ver Subseccgdo
5.6.1 - Estratégia de Parti¢do). Caso estas duas situagdes ndo se verifiquem, um novo

trabalho j ¢ adicionado gerando uma nova sequéncia de afectagdo.l’]
O processo proposto na Subsecc¢do anterior ¢ alterado tomando a seguinte forma:

1. Na primeira fase, o valor estimado para 7 ¢ usado para gerar sequéncias de

afectagdo de custo reduzido decrescente nos subproblemas tal que C% ¢ menor

ou igual a 7. Quando o algoritmo ndo conseguir gerar mais colunas de custo

reduzido negativo, passamos 4 segunda fase;

2. Na segunda fase, 0 valor de T é ajustado para

T =max {C* } +max {s,} + max {p,} e o algoritmo de programag¢do dinamica ¢
keM Ju ijeN = Y keM,jeN

usado para tentar gerar mais colunas de custo reduzido negativo e trés situagdes

podem ocorrer:

- Se forem geradas novas colunas de custo reduzido negativo, sdo adicionadas
ao PPR, até que uma nova solucdo optima seja encontrada e 7" ¢ novamente

ajustado repetindo-se a execucdo do ponto 2;

- Se forem geradas novas colunas mas de custo reduzido ndo negativo, T €

novamente ajustado repetindo-se a execucdo do ponto 2;

- Se ndo forem geradas novas colunas nos subproblemas, a Proposicdo 6.2 ¢

observada e o processo para.

Os resultados computacionais preliminares mostram que esta estratégia de aceleragdo do
algoritmo de geracdo de colunas, tendo em conta o conjunto das duas fases (relaxagao
linear e particdo e geracdo de colunas), acelera o algoritmo num factor superior a 4.0,
quando comparada com a estratégia de utilizacdo do limite superior » para o nimero

maximo de trabalhos que podem ser incluidos numa sequéncia de afectagao.



Capitulo 7

Implementacao Computacional e
Resultados

Neste capitulo refere-se a implementagdo efectuada e apresenta-se a estrutura do
programa desenvolvido. Para a obtencdo de uma solugdo inicial, sdo descritos métodos
baseados em solugdes artificiais e € proposta uma heuristica que foi desenvolvida tendo
em conta a especificidade do problema. Apresentam-se ainda os resultados dos testes
computacionais efectuados em instancias com diferentes caracteristicas ¢ uma analise
de sensibilidade do modelo desenvolvido a variagdes nos principais pardmetros do
problema. Por ultimo, ¢ estudada a extensdo do modelo a outras fungdes de custo

regulares.

7.1. Implementacdo Computacional

7.1.1. Introducao

O programa que corresponde a implementacdo do método apresentado neste trabalho foi
desenvolvido na linguagem de programacdo Microsoft Visual C++ Versao 6.0 e serve-
se da biblioteca de fungdes CPLEX ("CPLEX Callable Library Version 6.0”) ILOG
(1998) para resolver os problemas de programacdo linear. A esse programa foi dado o
nome de PMPNI. A descrigdo da sua estrutura & apresentada no Anexo A. Uma

descricdo sucinta do funcionamento da biblioteca de fungdes CPLEX ¢ apresentada no

118
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Anexo B. Os testes computacionais foram efectuados num computador portatil com um

processador 1.8 GHz Pentium IV Mobile e 512 Mb de RAM.

7.1.2. Obtencao do Primeiro Problema Primal Restrito

Para inicializar o método de geracdo de colunas ¢ necessario um problema primal
restrito que seja valido, no sentido de permitir o célculo do valor das variaveis duais
que serdo utilizadas no subproblema para avaliacdo da atractividade das colunas. Nesta
Seccdo vamos apresentar dois modelos para a obtengdo de uma solugdo inicial
admissivel baseados em variaveis artificiais e uma heuristica desenvolvida para o

mesmo efeito.

7.1.2.1. Solucéo Inicial Artificial

Uma forma de obter um problema primal restrito valido ¢ incluir n varidveis artificiais
que correspondem a n sequéncias de afectacdo em que a sequéncia de afectacdo
artificial A4; processa o trabalho j, para j=1,2,..,n, e com um coeficiente na fung¢do
objectivo que torne qualquer solugdo que inclua estas variaveis artificiais pior do que
qualquer outra solugdo que nfo as inclua, constituindo uma matriz identidade nxn no
quadro do problema primal restrito. Desta forma, garantimos que existe sempre uma
solugdo que satisfaz todas as restri¢des relativas aos trabalhos (=1), isto é, todos os
trabalhos sdo processados uma ¢ uma sé vez. Os coeficientes nulos das variaveis
artificiais para as linhas das restricdes relativas as maquinas (<1), garantem, por sua

vez, que estas restricdes sdo sempre satisfeitas.

O quadro do problema primal restrito, para as varidveis artificiais, teria a seguinte

configuracao:
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Ay | A, A,
T1 1 =1
T2 1 =1
T 1 =1
M, 0 0 0 | <=1
M, 0 0 0 | <=1
M, 0 0 0 | <=1
C M M M

Figura 7.1 — Matriz identidade das varidveis artificiais

O problema primal restrito, baseado no modelo de particdo de conjuntos seria entdo,

ISPA -1:

min /§4 p;kcl’;y’; +MA4,, (7.1)
sujeitoa :

k;} p;ﬂafpy’; +4,=1YeN (7.2)
2%13 <LVkeM (7.3)
<P

pyl’j e{0,1},Vpe P*,Nke M (7.4)

onde a varidvel 4; ¢ uma variavel artificial e M é uma constante de valor muito elevado

em comparagdo com os custos unitarios das outras sequéncias de afectagao.

Note-se que uma solugdo valida para o modelo de particdo de conjuntos ¢ também

valida para a formulagdo baseada no modelo de cobertura de conjuntos.

Outra forma, mais simples, de obter um problema primal restrito valido é incluir uma
unica variavel artificial que corresponda a uma sequéncia de afectacdo que use todos os
trabalhos e com um coeficiente na fungdo objectivo que torne qualquer solugdo que

inclua esta varidvel artificial pior do que qualquer outra solugdo que ndo a inclua.
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Também ¢ facil verificar que, desta forma, garantimos que existe sempre uma solugdo

valida para o problema primal restrito.

O quadro do problema primal restrito, para as varidveis artificiais, teria a seguinte

configuracdo:
A
T 1 =1
T, 1 =1
Th 1 =1

M, 0 <=1
M, 0 <=1

Mn 0 <=1
C M

Figura 7.2 — Matriz das variaveis artificiais

Para esta outra forma, o primeiro problema primal restrito, baseado no modelo de

particdo de conjuntos, seria entao,

ISPA -1I:
min Y. D chyh+MA,
keM  peP*
sujeitoa:
> Datyt+A=1YeN
keM  peP*

D yk<LVkeM

pePk

vk e{01},Vpe Px,Vke M

(7.5)

(7.6)
(7.7)

(7.8)

onde a variavel 4 € uma variavel artificial e M é uma constante de valor muito elevado

em comparagdo com os custos unitarios das outras sequéncias de afectagao.
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A desvantagem desta forma relativamente a primeira ¢ que, quando a solucdo for
impossivel (o que ndo é 0 caso no nosso problema ja que a solucdo é sempre possivel), a
primeira forma permite saber quais os trabalhos que inviabilizam uma solu¢do valida
para o problema original (através do respectivo valor das variaveis artificiais), enquanto
que a ultima apenas nos informa de que a solucdo para o problema original ¢

impossivel.

Se bem que a implementacdo dos dois modelos apresentados seja simples, os resultados
computacionais preliminares mostram que a sua utilizacdo provoca uma grande
instabilidade inicial no processo de geragao de colunas, o que se reflecte negativamente
no desempenho do algoritmo. Uma possivel justificacdo para este comportamento € o
facto de estes modelos ndo incorporarem qualquer informacao sobre a estrutura de uma
possivel solugdo 6ptima para o problema, produzindo valores para as variaveis duais
que ndo direccionam o algoritmo de geracdo de colunas de uma forma eficiente. Esta
situacdo justifica a determinagdo de uma soluc¢do inicial através de uma heuristica, que ¢

apresentada na subsec¢do seguinte.

7.1.2.2. Solucéo Inicial Heuristica

O objectivo a que nos propusemos foi o de desenvolver uma heuristica que, tendo em
conta a especificidade do problema, fosse capaz de produzir solugdes iniciais
admissiveis de qualidade razoavel em tempo computacional considerado irrelevante
(inferior a 1 segundo). Este tipo de solugdo pareceu-nos a mais indicada tendo em conta
que, por um lado, o principal objectivo deste trabalho ¢ o estudo da aplicagdo de um
algoritmo de solugdo exacta a um problema complexo de programag¢do de maquinas
paralelas e, por outro lado, estavamos interessados em estudar o comportamento do
algoritmo de geracdo de colunas nas mais variadas situagdes incluindo aquelas em que a

solucdo inicial ¢ admissivel mas se encontra claramente afastada da solucdo dptima.

A heuristica desenvolvida é baseada no principio de dominancia para o problema

][> w,T, apresentado na Secgdo 4.2: se existirem dois trabalhos i e j com di<d;, pi<p; e

w;>w;, entdo existe uma sequéncia optima em que o trabalho i aparece antes do trabalho
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j. Se bem que este principio de dominancia ndo se aplique ao problema em estudo, é

esperado que a sua utilizacdo produza boas solugdes.

O principio de funcionamento desta heuristica ¢ muito simples:

1. Construir uma lista ordenada dos trabalhos por ordem crescente do racio d;/w;
(os trabalhos com datas de entrega curtas e prioridades elevadas tém um menor

valor do racio);

2. Seleccionar o primeiro trabalho da lista ordenada e encontrar, no conjunto das
maquinas, a que representa o menor custo de afectacdo para o trabalho
seleccionado; em caso de empate, seleccionar a maquina que representa o menor
tempo de afectacdo (tempo de preparacdo + tempo de processamento), isto €, o

menor valor de (p; +s;). Remover o trabalho afectado da lista ordenada e

registar a afectagdo na maquina seleccionada;

3. Se a lista ordenada ainda contém trabalhos reiniciar o processo no passo 2; caso
contrario, esta encontrada uma solucdo inicial admissivel para o problema e o

processo termina.
Um pseudo codigo para esta heuristica ¢ apresentado na Figura 7.3.

X representa o vector dos trabalhos ainda nao afectados, C* o tempo de conclusdo do

ultimo trabalho (i) processado na maquina k; / representa o trabalho seleccionado para

ser afectado & maquina m. O vector Y* regista a sequéncia de afectagio na maquina k.

Esta heuristica ¢, no pior dos casos, de complexidade O(n*+nm) ja que contém um
primeiro ciclo de ordenagdo dos n trabalhos (n*r) e um segundo ciclo de afectacdo dos n

trabalhos as m maquinas (n*m).

O Exemplo que se segue ilustra a aplicagdo desta heuristica a uma pequena instancia

com duas maquinas e quatro trabalhos.
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Begin
X={}r={ VkeM
while(X # N)

d.
| =arg min{—’};
JeN\X w;

X=Xx+{I};
while(X = { })
I=X;
keM

m=arg min{(max(maX(Cf‘ +5,,1)+ Py )— d,,O)* Wl};

Y=Y+ {l}
X=x-{
End

Figura 7.3 — Pseudo codigo para a heuristica de solugdo inicial

Exemplo 7.1 — Heuristica de solugdo inicial

Os dados da instancia gerada aleatoriamente sdo os seguintes:

Ji| rj d; | pj1 | Pj2 | Wj M| ax | Ik sij | 1 2 | 3 | 4
1|35| 66 | 31 | 51 |95 1 0 1 1 - | 38|38 |31
2 |13 | 70 | 30 | 31 |62 2 | 45 | 2 2 |26 | - |25 |24
3|15 | 110 | 72 | 49 | 55 3 |27 |30 | - |28
4 | 55| 81 | 26 | 60 | 68 4 | 30|30 |26 -

17 Iteracao

X ={ vt ={ |VkeM,;
X ={1,2,4,3};
=X, =1,
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cl = (max (max( Co +80,1) + Pn)_ dl,O)* wp =

= (max (max(0 + 0,35) + 31) - 66,0)* 95 = max( 66 — 66,0) *95 = 0;

= (max (max(45 +26,35) + 51)—66,0)* 95 = max(122 — 66,0) * 95 = 5320;

m=1;
=y + {1 x =x -{I};

Afectamos o trabalho /=1 a maquina m=1 com um custo nulo.

2? Iteracéo

I—X1 =2;
(max(max(C1+s12,r2)+p21) d2,0)*w =

¢} = (max (max( 66 + 38,13) +30)—70,0)* 62 = max(134 — 70,0) * 62 = 3968;
= (max (max(45 + 0,13) +31)—70,0)* 62 = max(76 — 70,0) * 62 = 372;

m=2;
r2=v2+{hx=x-{2}

Afectamos o trabalho /=2 a maquina m=2 com um custo=372.

3% Iteracio

¢} = (max (max( 66 +31,55) + 26 )— 81,0)* 68 = max(123 — 81,0) * 68 = 2856
c2 = (max (max(76 + 24,55) + 60)—81,0)* 68 = max(160 — 81,0) * 68 = 5372;

m=1;
Yi=Y'+{4hXx = x - {4},

Afectamos o trabalho /=4 a maquina m=1 com um custo=2856.

125
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4 Iteracao

max(123 +26,15) +72)—110,0)* 55 = max(221 —110,0) *55 = 6105;

—

max( 76 + 25,15) +49)—110,0)* 55 = max(150 —110,0) * 55 = 2200;

o
“wiro
Il
=
o
>
—

Afectamos o trabalho /=3 a maquina m=2 com um custo=2200.

O custo total da solugdo heuristica obtida ¢ c=0+372+2856+2200=5428. A aplica¢dao do

método exacto a esta instancia permitiu verificar que esta solucdo € optima.

As sequéncias de afectag@o resultantes da aplicacdo desta heuristica ao Exemplo estdo

representadas na Figura 7.4.

a;=0 =35 C,=66 C,~=123
Maigquina 1 $a=0 pu=31 s14=31 Pa=26
CF76 =150
Maéquina 2 Px=31 $23—25 P3=49
a,=45, s122=0
Legenda: I:I - tempo de preparagio I:I - tempo de processamento
I:I - tempo de inactividade

Figura 7.4 — Diagrama de Gantt da solug@o inicial heuristica
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7.2. Geracao das Instancias de Teste

Os testes computacionais foram desenhados no sentido de observar o comportamento do
modelo desenvolvido em diferentes situagdes. Assim, para além da situacdo classica de
estudar o comportamento do modelo para diferentes intervalos dos tempos de
processamento e dos tempos de preparagdo, e diferentes niveis de congestionamento do
sistema, foi também estudada a sensibilidade do modelo a diferentes valores dos

parametros das datas de disponibilidade dos trabalhos.

Para os varios conjuntos de testes efectuados, houve sempre a preocupacdo de tentar
alinhar os valores dos pardmetros usados para gerar as instdncias com o que ¢ mais
comum encontrar na literatura para problemas de programagdo de maquinas paralelas.
Em particular, é frequentemente referido na literatura (ver por exemplo, Van den Akker,
Hoogeveen e Van de Velde, 1999, Chen e Powell, 1999b, e Chen e Lee, 2002) que, para
um mesmo numero de maquinas e trabalhos, o tempo total de processamento dos
trabalhos mais o tempo total de preparacdo das maquinas, tém uma influéncia com
significado no desempenho do algoritmo; maiores valores destes tempos penalizam o

desempenho do algoritmo devido a aumentarem o horizonte temporal de programacao.

Por este motivo, as instdncias para o nosso principal conjunto de testes foram geradas
para o caso mais desfavoravel (esta questdo vai ser analisada com mais detalhe na
Subseccdo 7.4.1) em que os tempos de processamento dos trabalhos e os tempos de
preparagao das maquinas foram definidos de forma a concretizar um horizonte temporal
de programagdo equivalente ao valor mais desfavoravel que é mais frequentemente
referido na literatura (entre outros, Van den Akker, Hoogeveen ¢ Van de Velde, 1999,

Chen e Powell, 1999a, 19990, ¢ Chen e Lee, 2002).

As instancias para o conjunto de testes com horizonte temporal de programagao mais

longo foram geradas da seguinte forma:

- Numero de trabalhos n € {20,30,40,50,60,70,80,90,100,120, 150,200,220}.

- Numero de maquinas m € {2,4,6,8,10,20,30,50}.
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- Pesos dos trabalhos w=U[1,100].
- Tempos de processamento p;=U[10,80].
- Datas de disponibilidade das maquinas a;=U[0,50].
- Configuracdo inicial das maquinas /,=U[1,n].
- Datas de disponibilidade dos trabalhos ,=U[0,100].
- Tempos de preparagdo dependentes da sequéncia s;=U[20,40].
- Niveis de congestionamento do sistema g € {1,2,3,4,5}.
- Datas de entrega d; (adaptado de Ho e Chang, 1995):
d; = max {o;, B,} tal que
o= Mingey{pjx + max(a,r;) + maxX;en(s;)

B,~U[1,160r/q], r=n/m

De notar ainda que a distribuicdo dos tempos de preparagdo dependentes da sequéncia
foi escolhida de forma a satisfazer o principio das desigualdades triangulares, s;+s;,>s/y,
i.e., min{s;}+min{s; }>max{s;} (por exemplo, para o primeiro conjunto de testes,
20+20>40). O valor de ¢g indica o nivel de congestionamento do sistema a programar.
Quanto maior o seu valor, mais congestionado estard o sistema e mais trabalhos
sofrerdo atrasos relativamente as suas datas de entrega. Foram testados cinco niveis de

congestionamento (¢=1,2,3,4,5).

A Figura 7.5 ilustra a relacdo entre o nivel de congestionamento ¢ o numero de

trabalhos com atraso obtida nos nossos testes computacionais.

Para além da ja referida preocupagdo de alinhar os valores escolhidos para cada um dos
pardmetros com o que ¢ frequente encontrar na literatura, existiram outras preocupacdes

de caracter mais estratégico que a seguir se descrevem.

Os valores relativos dos tempos de processamento e dos tempos de preparagao
dependentes da sequéncia, foram escolhidos de forma a englobarem trés situagdes:

tempos de processamento menores, iguais e maiores que os tempos de preparacao.
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90
80 +
70 //
60

50 -
40
30 4
20 +
10

% Trabalhos com Atraso

1 2 3 4 5

q - Nivel de Congestionamento

Figura 7.5 — Relacdo entre o nivel de congestionamento ¢ a % de trabalhos com atraso

Os valores das datas de disponibilidade dos trabalhos foram definidos de forma a
reflectirem a situagdo de estes estarem disponiveis para processamento em =0 ou

ficarem disponiveis a curto prazo (¢<100).

Por ultimo, os valores das datas de disponibilidade das maquinas foram definidos de
forma a reflectirem a situacdo de as maquinas ja estarem disponiveis para
processamento em =0 ou estarem a processar o Ultimo trabalho antes de iniciarem um

novo programa (¢<50).

7.3. Resultados dos Testes Computacionais

Para cada nivel de congestionamento, foi seleccionado um par de valores de numero de
maquinas (m) e numero de trabalhos (n), e foram geradas aleatoriamente 10 instancias
de teste a partir das distribui¢des associadas aos seus parametros, num total de 28 pares

(m,n) diferentes e 1250 instancias de teste.

Os resultados dos testes computacionais efectuados sdo apresentados em tabelas, sendo
que a cada tabela corresponde um Unico nivel de congestionamento. Os dados

apresentados nas colunas das tabelas sdo os seguintes:
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q - nivel de congestionamento;
- m - numero de maquinas;
- n - numero de trabalhos;

- LP-IP Gap - a diferenca percentual entre o valor da solucdo d6ptima da

relaxagdo linear (LP) e o valor da solucdo 6ptima inteira (IP);

- RL - a percentagem de problemas cuja solucdo oOptima inteira foi

encontrada na fase de relaxagdo linear;

- Colunas Geradas - o numero de colunas geradas na fase de relaxagdo
linear (RL) e na fase de particdo e geragdo de colunas (B&P) para obter a

solucdo Optima inteira;

- Tempo de CPU - o tempo computacional (em segundos) gasto na fase RL e

na fase B&P para obter a solugdo 6ptima inteira;

- Nodos Avaliados - numero de nodos avaliados na arvore de pesquisa para

obter a solugdo 6ptima inteira.

Os resultados computacionais para o primeiro conjunto de testes sdo apresentados nas

Tabelas seguintes.



Capitulo 7 - Implementacao Computacional e Resultados

131
LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

qg= 1 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m| n |Média| Max % [Média| Max |Média| Max |[Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max
2| 20| 0,00%| 0,00%| 40% 47] 94| 366| 503 1 2 3 6 2 8 26| 38
2| 30] 0,00%| 0,00%| 10% 87| 145| 821| 1004 6] M 221 30 26| 36 50| 56
2| 40| 0,00%| 0,00%| 50% 99| 163| 1296 1524 14| 18 73| 93 511 109 74| 76
2| 50( 0,00%]| 0,00%| 0% 128| 186| 1862| 2479 31| 56| 408| 519| 439| 575 90| 96
4| 30| 0,00%| 0,00%| 50% 38| 93| 466 534 1 1 4 6 2 6 41| 48
4| 40| 0,00%| 0,00%| 0% 108| 154| 809| 961 2 3 18] 21 20| 24 67| 72
4| 50| 0,00%| 0,00%| 10% 129 182| 1051| 1351 6| 10 57 157 58| 165 90| 98
4| 60| 0,14%| 1,47%| 0% 140 190| 1611|2011 23| 29| 222| 329| 245| 358| 104| 114
6| 40( 0,00%| 0,00%| 0% 98| 130| 595 728 2 3 7 8 101 11 59| 68
6| 50| 0,00%| 0,00%| 0% 113 162| 960| 1180 5 7 23] 26 28] 33 84| 92
6| 60| 0,00%| 0,00%| 0% 137 178| 1211] 1300 11 14 54 63 65| 75| 104 114
6| 70| 0,00%| 0,00%| 10% 168| 229| 1476| 1886 21| 29| 175| 228 178 253] 117 228
8| 40( 0,00%| 0,00%| 0% 107| 137| 449| 543 1 2 4 5 5 6 49| 54
8| 50( 0,00%]| 0,00%| 0% 107 162| 702| 841 3 5 11 14 16 17 76| 88
8| 60| 0,00%| 0,00%| 10% 136 225| 941] 1049 6 8 28| 34 32| 42 96| 108
8| 70| 0,00%| 0,00%| 0% 168| 216| 1179] 1354 13 16 87| 95| 101 111 104| 122
8| 80(0,70%]| 7,00%| 0% 202| 277| 1512| 2031 25| 29| 189| 221| 215| 245 130| 148
10{ 50| 0,00%| 0,00%| 0% 92| 168| 575 664 1 3 7 9 8| 10 70| 82
10| 70| 0,00%| 0,00%| 0% 181 277| 1108| 1281 101 12 45| 49 55| 59| 118 126
10| 90| 0,00%| 0,00%| 0% 186| 432| 1732] 2162 22 3 153| 174 175 213] 162 170
10| 100| 0,09%| 0.94%| 0% 234| 385| 1768| 2352 43| 51| 350| 426| 394| 477 169| 183
20| 100| 0,00%| 0,00%| 0% 257| 374| 1265| 1443 15| 18 71| 82 86| 101 160 172
20| 120| 0,00%| 0,00%| 0% 274| 351| 1666| 1928 33 4 184 216 218 256 206| 220
20| 150| 0,00%| 0,00%| 0% 407| 605| 2254| 2696| 104| 146| 707| 950| 811| 1096| 248| 266
30| 150| 0,00%| 0,00%( 0% 686| 992| 1970| 2091 55| 63| 328 378| 384| 434| 245 266
50| 150| 0,00%| 0,00%( 0% 372| 594 1330( 1501 14| 23 95| 117| 110| 129] 205| 228
50| 180| 0,00%| 0,00%( 0% 436| 579| 2395|2832 45| 56| 370| 460| 415| 516 235| 264
50| 220| 0,00%| 0,00%| 0% 550| 684| 2954|3884 147 213 1106| 1305| 1254 1496 316| 335

Tabela 7.1 — Resultados computacionais para g=1
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
qg= 2 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

m| n |Média| Max % |Média| Max |Média| Max |[Média| Max [Média| Max |Média| Max [ Média| Max

2| 20| 0,20%| 2,40%| 30% 150 207| 323| 441 4 6 4 6 7 9 12 30
2| 30| 1,10%] 11,00%| 0% 207| 407 1307| 1681 16| 35 42| o4 57| 81 32| 54
2| 40| 1,00%| 1,00%| 10% 337| 604| 2230( 3696 54| 109 172 337| 208| 436 45 74
2| 50(2,30%[19,30%| 0% 481| 1045 2408| 8363| 142 379 1600| 4531| 1743| 4781 59| 83
4| 30[ 0,00%| 0,00%| 0% 173 231 382 491 3 5 4 5 7 9 16 34
4| 40( 0,60%| 3,30%| 0% 207 301 1350| 2585 8l 14 29| 62 38| 65 43| 82
4| 50( 0,00%| 0,00%| 0% 205 293 1659| 1934 171 25 58| 68 76| 89 72| 80
4| 60[0,01%| 0,17%| 0% 309| 481| 2706( 3830 44| 82 295| 476 339 558 77| 100
6| 40| 0,40%| 4,00%| 10% 216 329 587| 855 4 9 71 10 11 16 25| 42
6| 50| 0,30%| 3,00%| 0% 274| 445| 1195 1383 11 18 25| 34 36| 49 46 64
6| 60| 0,20%| 1,80%| 0% 298| 378| 1858 2267 18] 26 64| 82 83| 105 73| 102
6| 70| 0,38%| 2,00%| 0% 343| 445| 2698 3622 40| 66 220| 301 261 367 83| 112
8| 40| 1,00%| 7,00%| 0% 221| 286 275 449 2 4 2 3 5 6 14 28
8| 50| 0,40%| 4,00%| 0% 258| 312| 768| 889 6] 10 11 17 171 26 35| 52
8| 60| 0,40%| 3,10%| 0% 296| 375| 1349( 1707 11 17 29| 37 411 50 61| 92
8| 70| 0,05%| 0,53%| 0% 333| 500 1960| 2521 201 26 98| 117] 118 135 72| 88
8| 80| 0,07%| 0,70%| 0% 377| 534| 2473 3062 39| 64| 186 220 226| 268 90| 114
10{ 50| 0,00%| 0,00%| 0% 263 347 489| 689 4 5 5 6 9 M 30| 50
10{ 70] 0,70%| 2,50%| 0% 346| 481 1531|1731 141 20 401 51 55| 69 67| 84
10 90| 1,38%|13,80%| 0% 397| 513| 2559 3182 39| 73| 135 164| 172 214 127| 138
10{ 100] 0,04%| 0,26%| 0% 476 715 3259|4700 82| 128| 388 505| 470 607 117| 158
20| 100 0,40%| 3,00%| 0% 479 576 1248|1500 151 22 33| 42 50| 60 771 102
20| 120{ 0,10%| 1,00%| 0% 548| 706 2306|2801 301 43| 122 141 163 175| 135| 168
20| 150( 0,55%| 2,60%| 0% 705 816 2499|5143 115] 193] 600| 726] 716| 801 174 223
30| 150( 0,45%| 1,70%| 0% 888 942 2207|2617 42| 46 141] 173| 184 215] 149| 192
50| 150( 0,10%| 1,60%| 0% 803 892 481 724 13 19 16| 22 30| 40 48| 72

50| 180( 0,47%| 2,12%| 0% 824( 1013 1258( 1738 24 34 67| 130 92| 164 97| 137

50| 220( 0,15%]| 0,82%| 0%| 1114| 1217] 2390| 2739 71 84] 264 322| 336] 389 128 179

Tabela 7.2 — Resultados computacionais para g=2
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 3 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m| n [Média| Max % |Média| Max |Média| Max |[Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max
2| 20| 1,40%]13,60%| 80% 219| 261 433| 638 4 7 101 15 6| 18 16| 26
2| 30| 1,50%]| 6,80%| 10% 421 511 114 237 32| 43| 114| 237 135 268 15( 36
2| 40| 1,10%| 2,80%| 0% 710| 1091 1500( 3833 144| 235 380| 1034| 524 1177 15( 48
4| 30| 0,40%| 1,20%| 40% 302| 376 156 370 6 8 4 11 8| 18 4 8
4| 40| 1,20%| 3,50%| 10% 495 546 495| 1326 28| 37 41 108 66| 130 12| 40
4| 50| 2,80%| 6,00%| 10% 689| 757| 1492|2019 81| 111| 278 364| 331| 447 24| 32
6| 40| 1,20%| 8,90%| 50% 402 446 247| 603 9 12 11 24 15[ 35 10| 30
6| 50| 1,50%]| 5,00%| 10% 579| 624| 478| 624 32| 46 541 105 81| 134 12| 28
6| 60| 1,80%| 4,40%| 0% 761| 874| 1046|2220 80| 99| 192 375| 272| 452 25| 60
6| 70| 2,48%( 8,95%| 0% 928| 1045 1671| 3239| 321| 383 889|2333| 1210 2658 28| 76
8| 40| 1,00%( 4,00%| 30% 353| 404 110 256 4 6 3 7 6] M 5| 14
8| 50| 1,90%( 3,50%| 20% 472 527 458| 911 131 17 35| 76 41 89 25| 52
8| 60| 1,80%( 9,50%| 0% 663| 760 496 1870 38| 49 72| 343 110 380 17| 102
8| 70| 1,79%| 4,44%| 0% 761 959 1102| 2961 122 147| 390| 1381 512| 1510 38| 192
8| 80| 2,10%| 3,70%| 0% 958| 1085 1914| 4091 274| 341 961| 2711| 1236 2975 47( 124
10| 50| 1,20%| 4,00%| 20% 446( 531 227| 605 6 8 9] 30 14 37 12| 44
10| 70[ 1,70%| 3,50%| 0% 759| 806 595| 1051 441 50 96| 210( 140| 253 18| 42
10[ 90| 1,18%| 2,50%| 0%]| 1023| 1116| 1492|2242 145| 196| 418( 1001| 563| 1197 29| 52
20| 100[ 1,00%| 2,00%| 0% 978| 1031 598| 1140 42| 51 116 364| 158| 407 29| 90
20| 120 1,80%| 2,80%| 0%| 1181|1279 1827|2987| 100| 132 537| 1465 637| 1586 84| 168
30| 150 1,84%| 3,13%| 0%| 1490| 1573 1389| 2631 117 142| 651| 1909 768| 2038 108| 316
50| 150[ 1,70%| 2,70%| 0%| 1358| 1406 1075| 1518 37| 40| 435[1030| 473| 1070( 378[ 1018
50| 180| 2,35%| 4,17%| 0%| 1424|1515 1558| 2871 79| 96| 1822[ 5900 1901| 5976| 484 1696

Tabela 7.3 — Resultados computacionais para g=3
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 4 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

m| n [Média| Max % |Média| Max |Média| Max |[Média| Max [Média| Max |Média| Max |Média| Max

2| 20| 0,03%]| 0,27%| 80% 205 236 97| 132 4 6 2 4 4 8 2 2
2| 30| 0,40%| 2,00%| 50% 428| 488| 512| 1058 34| 42 46| 92 57 127 4] 10

2| 40] 0,50%| 1,10%| 10% 718 894 1930( 3618 158 203 499| 953 608| 1114 16 36

4| 30]0,10%| 0,60%| 60% 312 369 91| 106 7 8 2 4 8| 12 2 4
4| 40} 0,20%| 0,70%| 50% 560| 704 381 877 371 583 36| 85 55| 118 8| 22
4| 50| 0,50%| 2,00%| 0% 763| 821 655| 2255 120| 134| 156 596| 277| 722 9] 38
6| 40| 0,09%| 0,30%| 40% 430( 476 101| 165 11 13 5 9 14( 20 2 4
6| 50| 0,20%| 0,50%| 20% 606| 676 283| 447 401 50 32| 52 66| 95 5 10

6| 60| 0,90%| 2,40%| 10% 807| 964 952|2203| 119| 161 253| 658| 347 788 24| 60
6| 70] 0,69%| 1,53%| 0%]| 1062|1420 892| 1991 535| 738| 783| 1963| 1319| 2428 15| 50
8| 40] 0,10%| 1,00%| 60% 368| 394 171 402 4 5 5| 14 6| 18 8| 24
8| 50| 0,40%| 1,00%| 10% 522| 635 246 811 16| 18 191 68 34| 84 9] 38
8| 60] 0,30%| 1,00%| 40% 708| 838 463| 831 55| 66 84| 170 106| 224 12| 26
8| 70| 0,62%| 1,36%| 0% 844| 943 658| 1362| 204| 230( 324| 837| 528( 1059 16| 46
8| 80| 1,41%| 2,69%| 0%| 1020| 1096| 1865|3314 503| 616| 2011| 3882| 2515| 4482 50| 96
10{ 50 0,70%| 1,40%| 10% 456 514 220| 477 7 9 11 26 17 33 12| 32
10{ 70] 0,60%| 1,20%| 0% 788| 874| 483| 1045 67| 78] 114 282 181| 360 13| 34
10[ 90[ 1,90%( 3,50%| 0%]| 1113]|1256| 2623| 3827| 308| 422| 2399 4636| 2708| 4979 98| 212
20| 100[ 1,00%| 1,50%| 0%| 1034|1086 1015|1419 58| 67| 348 637| 407 703 72| 116
20| 120 1,48%| 2,08%| 0%| 1251|1435 1875|3597| 285 340 2681|6276 2967|6616| 152| 382
30| 150 1,52%| 2,28%| 0%| 1589 1657 2365|4159| 196 227 3686| 9060| 3883| 9254| 325| 932

50| 150[ 0,60%| 1,30%| 0% 1403 1431 810| 1875 40| 45 302 1093| 343| 1134| 263| 1040

50| 180] 1,21%| 1,62%| 0%| 1512| 1674 1961| 2802| 101| 129 3674| 8379| 3776| 8481 841| 1936

Tabela 7.4 — Resultados computacionais para g=4
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 5 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m| n |Média| Max % |Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max [Média| Max
2| 20| 0,10%| 0,70%| 80% 207 241 145| 204 4 7 4 6 5 10 3 4
2| 30| 0,20%| 1,00%| 40% 455 566 455| 842 371 47 45| 84 64| 117 3 8
2| 40| 0,10%| 0,40%| 40% 715 791 857| 2283 158| 183| 213| 507| 286| 638 6| 22
4| 30/ 0,01%| 0,10%| 70% 318| 375 85| 114 7 8 3 4 71 10 2 4
4| 40| 0,10%| 0,60%| 30% 545 696 282 419 371 55 271 47 56| 81 5| 12
4| 50( 0,30%]| 0,80%| 10% 790| 1148 623| 1450] 131| 209 149| 371| 266 489 7| 24
6| 40| 0,10%| 0,50%| 50% 429 471 161| 238 11 15 8| 12 15 27 4 8
6| 50| 0,20%| 0,80%| 30% 635| 713| 407( 1034 44| 52 407]| 1034 44| 52 8| 18
6| 60| 0,50%| 1,80%| 0% 806| 923 889|2378| 125| 145 264| 799 389 919 20| 78
6| 70| 0,40%| 0,87%| 20%| 1140| 1467 1043|2263| 620 816 938| 2367| 1371| 2891 16| 46
8| 40| 0,20%| 0,80%| 50% 371| 383| 160 295 4 5 4 8 6] 13 8| 16
8| 50| 0,20%| 0,80%| 20% 546| 617 190 426 171 22 141 35 29| 52 5| 16
8| 60| 0,20%| 0,95%| 30% 718| 848| 423| 832 57 68 78| 171 112] 232 11| 26
8| 70| 0,39%| 1,00%| 10% 878| 1021 595( 1625 227| 283| 310( 948| 506| 1161 13| 48
8| 80| 0,46%| 1,11%| 0%| 1106|1267 862| 1426] 606| 752 889 1690| 1496( 2274 14 38
10 50| 0,20%| 0,70%| 40% 478| 536 235| 428 8l 10 101 19 14 27 10[ 20
10| 70| 0,50%| 0,90%| 0% 811| 885 453 935 70| 78| 106 278| 176 353 12 40
10[ 90| 0,40%| 1,10%| 0%| 1188 1264| 1177|2128 378| 450| 953| 2075| 1332| 2466 26| 66
20| 100 0,40%| 1,00%| 0%| 1052 1111 548| 1342 571 70| 152 416] 210| 469 30| 110
20| 120{ 0,72%| 1,14%| 0%| 1267| 1350| 1150| 2058| 315 368| 1277| 3143 1592| 3456 50| 154
30| 150( 0,85%| 1,41%| O0%| 1634 1739| 1840|2958| 208 225| 2883| 6909 3092| 7123| 218| 522
50| 150( 0,40%]| 1,00%| O0%| 1428| 1477| 737| 1482 401 45| 231| 749 271 791 191 676
50| 180[ 0,67%| 1,09%| 0%| 1535|1667| 1527|2351 102| 130| 1844| 4448 1947| 4562| 366| 1018

Tabela 7.5 — Resultados computacionais para g=5

A partir dos resultados apresentados (Tabela 7.1 a Tabela 7.5), podemos tecer as

seguintes consideragdes:
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- A eficiéncia do método decresce a medida que o nimero de trabalhos aumenta
(para um numero de maquinas fixo) (Figura 7.6) e cresce com o aumento do

numero de maquinas (para um nimero de trabalhos fixo) (Figura 7.7).
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Figura 7.6 — Eficiéncia do método em fun¢ao do numero de trabalhos (n)
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Figura 7.7 — Eficiéncia do método em fun¢do do nimero de maquinas (m).
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- Se bem que o racio entre o nimero de trabalhos ¢ o nimero de maquinas (n/m)
seja um factor importante para a efici€ncia do método, verifica-se que esta
depende também da dimensdo do problema. A Figura 7.8 mostra que, para um
racio constante (n/m=5), a efici€ncia do método decresce com a dimensdo do

problema.

200
180 /0
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140 { /
120

100 /

80 /
60 /

40 | //
20
0 * —— v

4,20 6,30 8,40 14,70 20,100

Tempo (s)

Problema de teste (m,n)

Figura 7.8 — Eficiéncia do método em fun¢do da dimensao do problema (m,n).

- A eficiéncia do método ¢ maior para os niveis de congestionamento mais baixos

(Figura 7.9).

- O valor da solucdo fornecida pela resolugdo do problema de relaxagdo linear
encontra-se muito proximo do valor da solugdo Optima do problema inteiro
constituindo um excelente limite inferior (o desvio médio global, “LP-IP gap”, ¢é
de 0,61%). Acresce o facto da resolugdo da relaxacdo linear do problema de
programacdo inteira apresentar tempos computacionais muito interessantes, em
que a média global ¢ de 80 segundos e o valor maximo ¢ de 816 segundos. Estes
dois factos permitem que esta aproximac¢do possa ser encarada como uma boa
plataforma para determinar limites para aferir a qualidade de solugdes

heuristicas.
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Figura 7.9 — Eficiéncia do método em fung¢éo do nivel de congestionamento do sistema.

- Uma analise a reparticdo de tempos entre as duas fases do algoritmo (relaxagao

linear e particdo e geracdo de colunas) indica que uma parte muito substancial do
tempo computacional (> 80%) é gasto na fase de parti¢do e geragdo de colunas.
O mesmo tipo de analise agora feito sobre a repartigdo de tempos entre o
algoritmo simplex e a resolu¢do dos subproblemas indica que uma parte muito
substancial do tempo computacional (> 90%) ¢é gasto na resolucdo dos
subproblemas. Estas s3o indica¢des claras de direc¢des de investigagdo para a

melhoria do método.

O nosso algoritmo mostrou-se capaz de resolver problemas de dimensido
significativa em tempo computacional considerado razoavel; (m,n)={(10,90),
(20,120),(50,180)} e média global de 620 segundos para os niveis médio e alto
de congestionamento do sistema (¢=3,4,5); (m,n)={(10,100), (20,150),(50,220)}
e média global de 195 segundos para os niveis de baixo congestionamento do

sistema (¢=1,2).
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7.4. Analise de Sensibilidade

Nesta Sec¢do ¢ apresentado a andlise de sensibilidade do modelo desenvolvido a
diferentes valores dos principais pardmetros do problema. Em primeiro lugar, ¢
analisado o comportamento do modelo para a situacdo de um horizonte temporal de
programacdo mais curto. Seguem-se analises semelhantes para diferentes valores das
datas de disponibilidade dos trabalhos. O processo de geracdo das instancias de testes
segue o esquema descrito na Sec¢ao 7.2, sendo que, do conjunto das combinag¢des (m,n)
possiveis, vamos testar apenas um seu subconjunto de 6 combinag¢des (m,n) diferentes e
300 instancias de teste, que consideramos significativo e suficiente para atingir os

objectivos pretendidos.

7.4.1. Horizonte Temporal Curto

A adopgao de diferentes valores para o horizonte temporal de programagao, traduzido
pela soma dos tempos de processamento dos trabalhos mais a soma dos tempos de
preparagdao das maquinas, pode ter um efeito significativo no desempenho dos
algoritmos de solucdo. Dai que seja comum proceder-se a analise do comportamento
dos algoritmos desenvolvidos para diferentes valores dos referidos tempos. Van den
Akker, Hoogeveen e Van de Velde (1999), Chen e Powell (1999b) e Chen e Lee (2002),
entre outros, realizaram esta analise e reportaram uma deterioracdo significativa dos

tempos computacionais com o aumento dos tempos de processamento dos trabalhos.

Nesta Subsecg¢do, propomo-nos efectuar o mesmo tipo de analise. Como o principal
conjunto de testes foi realizado com o horizonte temporal de programac¢do mais longo,
que passaremos a designar por horizonte temporal longo (HTlongo), a adopc¢do agora de

um horizonte temporal mais curto permite concretizar o objectivo pretendido.

O intervalo dos tempos de processamento foi reduzido de p;=U[10,80] para
pi=U[10,50], o intervalo dos tempos de prepara¢do dependentes da sequéncia foi
reduzido de s;=U[20,40] para 5,;=U[10,20], e o intervalo das datas de disponibilidade
dos trabalhos foi reduzido de »=U[0,100] para »=U[0,50].
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Para cada par de valores (m,n) foram geradas 10 instidncias de teste que apresentam,

relativamente

pardmetros:

\

d; = max {0, f,} tal que

o= mink(.;M{pjk + max(ak,rj) + maXieN(Sji)}

B~=U[1,1107/q], r=n/m

Tempos de processamento p;=U[10,50]

Datas de disponibilidade dos trabalhos »=U[0,50]

Datas de entrega d; (adaptado de Ho e Chang, 1995):

Tempos de preparagdo dependentes da sequéncia s5,;=U[10,20]

Os resultados computacionais obtidos sdo apresentados na Tabelas seguintes.

a Seccdo 7.2, as seguintes diferengcas nos valores dos respectivos

LP-P RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 1 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n |Média| Max | % |Média| Max [Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max | Média| Max

2| 40| 0,00%|0,00%| 30% 70( 143| 857 1311 71 13 52 78 43| 89 69| 78
6| 60| 0,00%|0,00%| 0%| 128| 173 965 1027 6 7 45| 50 51 57| 103| 110
10| 70| 0,00%(0,00%| 20%| 152| 214| 916( 1035 5 7 36| 43 341 49| 110| 122
10| 90| 0,00%(0,00%| 0% 424| 592| 1732|2162 38| 60( 153 174 191] 219| 162| 170
20 100| 0,00%|0,00%| 0% 419| 532 1265|1443 17 23 71 82 89 104| 160 172
50| 150| 0,00%|0,00%| 0%| 389 541| 1726|2286 13 17] 142 231| 155 248 177| 219

Tabela 7.6 — Resultados computacionais para o horizonte temporal curto
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 2 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n |Média| Max | % |Médial Max |[Média| Max [Média| Max |Média| Max |Média| Max [ Média| Max
2| 40| 0,00%| 0,00%| 0%| 217 411 1901| 3088 18| 37| 119] 259| 138| 296 54| 68
6| 60| 0,20%| 1,90%| 0%| 262 337 1581|2022 10| 15 58 72 68| 82 69| 92
10| 70| 0,20%| 1,40%| 0%| 300 373| 1281|1787 71 10 36 43 43| 53 72| 90
10| 90| 1,38%(13,80%| 0%| 506 657| 2559 3182 27| 37| 135 164 162 198 127 138
20| 100| 0,40%| 3,00%| 0%| 588 681 1248| 1500 14| 18 33 42 48| 56 77| 102
50 150| 0,02%| 0,10%|10%| 810 967| 345| 553 15| 23 9] 16 23| 34 34| 56

Tabela 7.7 — Resultados computacionais para o horizonte temporal curto e g=2

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 3 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n |Média| Max % |[Média| Max |Média| Max [Média| Max |[Média| Max [Média| Max [ Média| Max
2| 40| 2,20%| 5,80%(10%| 693 840 1513| 2864| 114 140 279| 518| 393| 617 13| 36
6| 60| 0,80%| 4,20%| 0%| 611 800 842| 1547 511 79 74| 133[ 125| 212 20| 54
10| 70| 0,90%| 2,90%| 0%| 643 694| 713| 1317 33| 38 52 148 86| 183 24| 62
10| 90| 0,50%| 1,07%| 0%| 773| 983| 2507|4762 90| 129 339|1029| 430| 1152 70| 202
20| 120| 0,62%| 1,81%| 0%| 1022 1116| 1074| 2257 88| 105 192 687| 280| 766 87| 580
50 150| 0,60%| 1,10%|10%| 1221| 1278 679| 1108 37| 42| 303| 730 310| 769 144| 372

Tabela 7.8 — Resultados computacionais para o horizonte temporal curto e g=3

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 4 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n |Média| Max | % |Média| Max |Média| Max [Média| Max [Média| Max [Média| Max | Média| Max
2| 40/ 0,60%| 1,90%|10%| 746| 1004 1510| 2376] 151 191| 332| 527| 450| 683 101 22
6| 60| 0,80%| 2,70%| 0%| 796| 879 685| 1643 110| 137| 149| 339 260 427 13| 40
10| 70| 0,60%| 1,50%|10%| 779 915 630| 1182 70| 81 142 315 198| 389 22| 56
10| 90| 1,41%| 3,18%| 0%| 1046 1094 1818|2729] 274 338| 1289| 2276| 1564|2576 59 106
20| 120| 0,89%| 1,53%| 0%| 1239| 1349| 1450|2825 219| 251| 1393| 3345 1612|3574 91| 248
50| 150| 0,20%| 0,30%| 0%| 1293| 1356| 495| 873 43| 49| 181 499 225 542 74| 252

Tabela 7.9 — Resultados computacionais para o horizonte temporal curto e g=4
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 5 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n |Média| Max | % |Média| Max |Média| Max |Média| Max [Média| Max |Média| Max | Média| Max

2| 40| 0,20%| 0,68%|20% 752| 1450 1179| 2675 151| 315 266| 554 365| 670 71 16

6| 60| 0,20%| 0,70%|10% 844| 962| 449( 1030 123| 144 109| 311 222| 427 71 24
10[ 70] 0,20%| 0,40%|10% 813| 1049| 404| 699 75| 108 83| 127 150 190 10 20
10[ 90| 0,56%| 1,75%| 0%| 1139| 1195 1073| 2041| 348 425| 874| 1940| 1222|2272 271 62
20| 120] 0,60%| 1,02%| 0%| 1313| 1411| 1387| 1411| 257| 309 1469| 3363 1726|3617 82| 216
50| 150] 0,20%| 0,38%|10%| 1321| 1404] 594( 1006 44 51| 246 585| 266| 631 104| 282

Tabela 7.10 — Resultados computacionais para o horizonte temporal curto e g=5

A analise comparativa dos resultados obtidos para o0 mesmo conjunto de pares (m,n),
apresentada na Tabela 7.11, permite-nos confirmar uma degradacdo dos tempos
computacionais com o aumento do horizonte temporal de programagdo. Contudo, esta

degradagdo dos tempos computacionais é relativamente modesta (aproximadamente

\

mais 39%) comparativamente a

variacdo do horizonte temporal de programacido

(aproximadamente mais 67%).

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
Gap RL B&P RL B&P Total | Avaliados

Média % Média Média Média Média | Média Média
HTcurto 0,48% 5,0% 710 1179 82 289 364 69
HTlongo 0,71% 4,0% 736 1359 96 417 506 93

Tabela 7.11 — Resultados comparativos - horizonte temporal curto e longo

7.4.2. Datas de Disponibilidade dos Trabalhos

Nesta Subsecc¢do, vamos apresentar um estudo da sensibilidade do modelo desenvolvido
a variagdes nas datas de disponibilidade dos trabalhos. Para isso, vamos estudar duas

situagoes diferentes; a primeira situacdo envolve tempos de disponibilidade dos
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trabalhos iguais a zero para todos os trabalhos (r=0); a segunda situa¢do envolve
tempos de disponibilidade dos trabalhos gerados de uma forma mista com um
subconjuntos dos trabalhos a apresentar datas de disponibilidade iguais a zero e os
restantes trabalhos a apresentarem datas de disponibilidade distribuidas uniformemente

ao longo do horizonte de programagao.

7.421. r=0

Para cada par de valores (m,n) foram geradas 10 instancias de teste seguindo o mesmo
esquema apresentado na Secg¢do 7.2 com a excepgdo das datas de disponibilidade dos

trabalhos que tomam o valor nulo (=0) para todos os trabalhos.

Os resultados computacionais obtidos sdo apresentados na Tabelas seguintes.

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 1 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

m | n [Média| Max % [Média| Max |Média| Max [Média| Max [Média| Max |Média| Max |Média| Max

2| 40/ 0,00%]0,00%( 0% 93| 144| 873| 1460 14 19 80[ 143 95( 160 70( 76
6| 60[ 0,00%|0,00%| 0% 124 165| 889| 1069 11 13 63 70 74 82 100 106
10[ 70{ 0,00%(0,00%| 20% 175 257] 942| 1152 12| 16 51 64 53 76 107 122
10 90{ 0,00%(0,00%| 10% 179 359| 1328| 1792 24 34| 177 23 184 265 141 150
20] 120| 0,00%]0,00%| 0% 269 323 1648| 1992 36| 47| 217| 271 253 318| 194| 208
50| 150| 0,00%]0,00%| 0% 393 507 1786[ 2299 18] 27 160| 275| 179] 298| 175| 216

Tabela 7.12 — Resultados computacionais para =0 e g=1
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 2 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n [Média| Max | % |[Média| Max|Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max
2| 40| 0,01%(0,12%| 0% 317 567| 2155( 3908 52 109| 299| 596 351| 705 45| 66
6| 60| 1,20%(6,20%| 0%| 284| 450 1517| 1888 191 32 85| 106 104| 130 63| 93
10| 70| 0,28%2,30%| 0%| 418| 574| 1363| 1748 20 30 46 60 67 89 63| 78
10 90| 0,08%(0,87%| 0%| 392| 559| 2218|3205 41| 73[ 210 265 252| 338 105| 127
20| 120| 0,03%(0,31%| 0%| 540 671| 2036| 2295 38| 49| 129 159 167 196] 105| 132
50[ 150( 0,08%(0,55%| 10%| 771| 853| 492| 752 16| 21 13 24 28 43 45| 69
Tabela 7.13 — Resultados computacionais para =0 e g=2
LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 3 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n [Média| Max | % [Média| Max|Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max
2| 40[ 0,90%(2,40%| 40%| 686| 899 1617|2207 241| 348 648 899| 630 1113 15| 22
6| 60| 1,10%(2,20%| 10%| 690| 794 980| 3383 122| 151| 282 1032| 376 1096 27| 152
10| 70| 1,60%|3,60%| 0%| 701| 780| 719| 1303 69| 82| 164| 364| 234| 342 24| 52
10 90| 1,50%(5,80%| 0%| 987] 1081| 1806( 3426| 271| 344| 760 2297| 1031| 2641 41| 108,
20| 120 1,00%|2,14%| 0%| 1069| 1188| 1078| 1894| 158 202| 350 950 508| 1152 42| 86
50[ 150( 0,54%(1,07%| 0%| 1166| 1230 602| 1082 35| 43| 248| 686| 284| 724| 129| 402
Tabela 7.14 — Resultados computacionais para =0 e g=3
LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 4 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n [Média| Max | % |[Média| Max|Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max |Média| Max
2| 40| 0,50%(1,60%| 30%| 770 1187 1967|4454 292| 478 876| 2115 906 2312 17| 52
6| 60| 0,70%(2,40%| 20%| 743| 917 695| 1641 191| 240 289 723| 422 910 16| 44
10| 70| 0,70%|1,50%| 10%| 745| 839| 525 878| 103 124| 170 279| 257| 380 15| 32
10 90| 1,00%(1,60%| 0%| 1074 1222| 1536( 3076| 528| 772| 1846( 4265| 2374| 4821 47| 114
20[ 120] 1,43%(2,00%| 0% 1243] 1295 2195 3544 344| 402 4196|10427( 454110756 244| 742
50[ 150( 0,20%(0,38%| 0%| 1263| 1326 292| 535 42| 53 65| 149 108| 185 23| 66

Tabela 7.15 — Resultados computacionais para ;=0 e g=4
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

q= 5 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

m | n |Média| Max | % |Média|Max |Média| Max |[Média| Max |Média| Max |[Média| Max |Média| Max

2| 40 0,10%]0,53%| 40% 803| 1151| 1167| 2030 303| 463 492| 852| 599| 1097 6] 10
6| 60| 0,40%(1,60%| 20% 794| 942| 840| 2729 205| 247 402] 1604 528| 1792 21 100
10 70| 0,22%(0,61%| 20% 797 857| 286 572 117 129 86| 202| 186 330 6| 16
10[ 90| 0,50%(0,92%| 0%| 1185| 1561 919| 1533| 677| 1086| 1143| 2213 1821| 2881 19 42

20( 120{ 0,72%(1,11%| 0%| 1268| 1331| 1805| 3839 372| 422 3417| 9135 3790| 9484 152| 454

50| 150| 0,17%0,34%| 10%| 1282 1381 371 659 41 48 90| 255| 122 297 33| 112

Tabela 7.16 — Resultados computacionais para 7,=0 ¢ g=5

Na Tabela abaixo, apresentamos os resultados comparativos entre este conjunto de
testes e o conjunto de testes efectuado para »,=U[0,100] (Secgdo 7.3), considerando os

mesmos problemas de teste e os cinco niveis de congestionamento.

LP-IP| RL | Colunas Geradas | Tempo de CPU (s) Nodos
Gap RL B&P RL B&P | Total | Avaliados
Média| % Média Média | Média| Média| Média Média

r;=0 0,50%| 8% 707 1222| 147 568| 684 70
r;=[0,100] 0,71%| 4% 736 1359 96| 417| 506 93

Tabela 7.17 — Tabela comparativa - =0 e ,=[0,100]

A partir dos resultados apresentados na Tabela comparativa, podemos verificar que os
valores médios dos indicadores escolhidos sdo ligeiramente melhores para a situagdo em
que 7=0, com a excep¢do dos tempos computacionais que sdo superiores. Este
agravamento dos tempos computacionais tem origem nos subproblemas (note-se que o
numero de colunas e numero de nodos gerados na arvore de pesquisa apresentam
valores inferiores) e deve-se ao aumento do espaco de estados do algoritmo de

programacdo dindmica de solugdo dos subproblemas provocado pelo facto dos trabalhos

estarem disponiveis mais cedo (#=0).
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7422 r=0¢ r,=UL(p+5)n/m-1)]

A segunda situagdo que vamos analisar envolve tempos de disponibilidade dos trabalhos
gerados através de um processo misto; a um primeiro subconjunto de 2m trabalhos (dois
trabalhos por maquina) ¢ atribuida uma data de disponibilidade igual a zero; as datas de
disponibilidade dos restantes trabalhos sdo geradas num intervalo de tempo alargado

r, = U[l,(ﬁJr 5)\n/m- 1)], em que os trabalhos vdo sendo disponibilizados de uma forma

uniforme ao longo de um intervalo de tempo alargado que tem um limite superior, que
passaremos a designar por 7, igual ao horizonte de programacdo médio estimado

T :(1_7+§)n/m menos o tempo médio estimado de preparagdo e processamento de um
trabalho (E +17). Os parametros p e s representam as médias dos tempos de

processamento e de preparacdo das maquinas, respectivamente.

A ideia subjacente a esta configuracdo ¢ a de existirem dois trabalhos por maquina ja
disponiveis no momento em que a programagao ¢ determinada (#=0) e os restantes
trabalhos estarem a ser processados pelas areas adjacentes a montante, sendo possivel
estimar as datas em que estes vao ficar disponiveis para processamento nas maquinas
em programacao; caso estes ultimos trabalhos fiquem disponiveis no horizonte temporal
T’, sdo incluidos no programa, com o objectivo de poder obter uma utilizagdo mais

eficiente das maquinas.

Os resultados computacionais sdo apresentados nas Tabelas seguintes.
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
q= 1 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m| n |Média| Max | % [Média| Max|Média] Max |Média| Max |Média| Max [Média| Max [Média| Max
2| 40| 0,00%( 0,00%| 0%| 202| 269| 2088| 2276 10| 15 65| 101 76| 116 63| 80
6| 60( 0,00%| 0,00%| 0% 236| 312| 1470| 1871 8 13 30| 44 39| 57 80| 92
10| 70[ 0,00%| 0,00%| 0% 287| 338| 1127| 1377 71 1 19] 23 26| 33 70 94
10| 90| 0,00%| 0,00%| 0%]| 333 428 2080 2433 17| 27 86| 99| 103| 117 129| 151
20( 120| 1,40%( 13,30%| 0% 472| 623| 1985| 2367 15 25 93| 107 108 121 147 172
50| 150| 0,00%| 0,00%| 0%| 309| 387| 1239| 1370 8 M 72| 88 80| 99| 192| 218

Tabela 7.18 — Resultados computacionais para g=1

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
qg= 2 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m| n [Média] Max % |Média| Max |Média| Max [Média| Max |Média| Max [Média| Max | Média| Max
2| 40| 2,11%| 8,43%| 0% 560| 790 1912| 2699 29 52 85| 153 114 189 19| 43
6| 60| 4,50%|37,00%| 0%| 464| 569| 1545| 2339 13| 23 32 75 46| 98 35| 56
10| 70| 4,74%| 13,92%| 0% 507 643| 1031| 1313 12| 15 24 46 36| 61 36 53
10| 90| 3,11%]10,64%| 0% 586| 799| 2687| 3559 25| 43 83| 182| 108| 225 78] 111
20| 120( 2,76%| 5,47%| 0% 854| 945| 1384| 2072 29| 43 87| 179 116] 222 57| 118
50( 150| 0,24%| 2,43%| 0% 677 922| 520/ 689 9] 13 14| 20 24 28 50 75

Tabela 7.19 — Resultados computacionais para g=2

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

qg= 3 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m| n [Média] Max % |Média| Max |Média| Max [Média| Max |[Média| Max [Média| Max | Média| Max
2| 40[ 0,09%| 0,94%|40% 800( 1298| 1531| 2144 42| 77 63| 105 79| 146 10| 16
6| 60| 1,19%| 6,39%| 0% 561 662| 1348| 2525 16| 32 29 57 45| 84 30[ 80
10| 70| 1,59%| 3,58%| 10% 583 727| 699| 1121 14| 20 15| 31 28| 51 22| 39
10| 90 1,10%| 4,24%| 0% 767 895| 2131| 2887 31| 54 64 127 96| 181 41| 53
20| 120 0,70%]| 1,70%| 0% 949( 1044| 1124| 1688 38| 60 721 98| 111] 132 38 61
50| 150] 2,26%| 4,01%| 0%| 1041| 1122| 527| 841 20| 27| 100| 197| 121| 216 103| 244

Tabela 7.20 — Resultados computacionais para g=3



148 Capitulo 7 - Implementagao Computacional e Resultados

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
qg= 4 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

m| n [Médial Max % |Média| Max |Média| Max |Média| Max [Média| Max [Média| Max | Média| Max

2| 40]0,01%| 0,63%]|60% 932| 1040 674| 1210 49| T 62| 144 74| 208 4 8
6| 60| 0,40%| 2,01%| 0% 642 759| 976 1897 19| 35 21 53 40| 75 20| 52
10| 70| 0,67%| 2,17%| 10% 650 821 520 940 16| 20 12 18 27 36 14| 25
10{ 90| 0,82%( 3,05%| 0% 903 1198| 1840| 2402 33| 55 54 78 87| 118 34| 49

20( 120] 0,78%| 1,81%| 0%]| 1011|1071 906( 1522 44| 59 69| 172| 113] 223 35| 89

50| 150] 0,88%| 1,39%| 0%| 1097]| 1193] 546| 848 24| 33| 106] 213| 130| 232 88 198

Tabela 7.21 — Resultados computacionais para g=4

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
qg= 5 Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

m| n [Média| Max % |Média| Max |Média| Max |Média| Max [Média| Max [Média| Max | Média| Max

2| 40(0,70%| 4,63%|50% 935 1094| 958| 1352 53| 80 64| 116 85| 184 6] 10
6| 60]|0,44%| 1,92%| 30% 699 952| 1033| 1919 20| 34 20| 45 341 60 26| 86
10| 70| 0,65%| 1,54%| 0% 640| 814| 545| 866 15 21 13 21 28| 36 14| 26
10| 90| 0,58%| 1,54%| 0% 959| 1382| 2612|14961 34| 55| 457| 4221 489 4221 346| 3272

20| 120 0,76%| 1,51%| 0%| 1053| 1114| 1035| 1629 46| 64 91| 176] 138| 225 47| 113

50| 150| 0,45%| 0,84%| 0%| 1115| 1153] 390 676 23| 26 57| 118 80| 136 45| 110

Tabela 7.22 — Resultados computacionais para g=5

A Tabela 7.23 apresenta os resultados comparativos para as trés situagdes analisadas.

LP-IP| RL | Colunas Geradas | Tempo de CPU (s) Nodos
Gap RL B&P RL | B&P | Total | Avaliados
Média| % Média Média |Média| Média| Média| Média

r;=0 0,50%| 8% 707 1222| 147 568| 684 70
r;=[0,100] 0,71%| 4% 736 1359| 96| 417| 506 93
ri=0er;=[1,T'] [ 1,10%| 6% 694 1282 24| 69 89 63

Tabela 7.23 — Tabela comparativa
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A partir destes resultados, podemos verificar que o modelo desenvolvido é robusto a
variacOes das datas de disponibilidade dos trabalhos e que os melhores resultados sdo

obtidos para a terceira situac¢do analisada (7, =0 e 7, = U[LT']), com a excep¢ao do

valor do Gap LP-IP que ¢ superior. Em particular, os resultados dos tempos
computacionais justificam-se pela reducdo do espagco de estados do algoritmo de
programacdo dinamica de solu¢do dos subproblemas provocada pelo facto de existirem

trabalhos que ficam disponiveis mais tarde do que nos dois outros casos em analise.

Uma ultima nota para referir que o valor percentual elevado (37.0%) para o Gap LP-IP
que aparece na Tabela 7.19 corresponde a um acréscimo em termos de valores absolutos
de atraso de aproximadamente 6 unidades de tempo, num horizonte temporal de

programacdo 7=761.

7.5. Extensdes ao Modelo

Nesta Sec¢do fazemos um estudo do comportamento do modelo desenvolvido quando
aplicado a outras fung¢des de custo regulares (ndo decrescentes com os tempos de

conclusao). A nossa escolha recaiu sobre a fun¢do de custo soma ponderada dos tempos

de fluxo, Fw:Zj:leFj:z'j’.:le(Cj-r.), dado que os trabalhos tém datas de

J
disponibilidade arbitrarias e esta funcdo de custo tem como caso particular uma das

fungdes de custo mais estudadas e mais referidas na literatura, a soma ponderada dos

tempos de conclusdo, Cv= Z::l w,C, , quando r;=0.

Como ja foi referido no Capitulo 2, o tempo de fluxo mede os tempos de espera e
processamento dos trabalhos. O peso atribuido a cada trabalho pode ter varias
interpretagdes, tais como, uma indicagdo da prioridade de processamento ou uma

indicagdo do valor associado ao trabalho.

Foi realizado um conjunto de testes envolvendo os problemas de maior dimensao para
cada m, e usando a janela temporal mais larga. As instancias de teste para este conjunto

de testes foram geradas seguindo o mesmo esquema apresentado na Seccdo 7.2, com o
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devido ajuste para esta fungdo de custo onde ndo existem agora datas de entrega para os

trabalhos e, como tal, ndo se aplica a utilizagdo de niveis de congestionamento.

Os resultados computacionais sdo apresentados na Tabela seguinte.

LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos
Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados
m | n |Média| Max | % |Média|Max |[Média| Max |Média| Max |Média| Max [Média| Max |[Média| Max

2| 40] 0,07%]0,18%| 40% 773| 1182 1641| 3185 266| 443| 649| 1140( 656| 1327 8| 14

2| 50| 0,08%]0,29%| 20%| 1101|1539 2745( 5713 871| 1240| 2850| 5872| 3151 6802 10 22

4 50( 0,05%]0,16%| 30% 667 720( 379| 625 98| 115 89 148| 160| 254 6] 12
4| 60[ 0,06%|0,31%| 20%| 1137|1714 1276| 4057| 585| 847| 996( 3484 1383| 3957 14 66
6] 60| 0,12%(0,43%| 10% 828 986 565| 1220 180| 219| 207| 447 367| 602 10| 32

6| 70| 0,13%|0,34%| 20%| 1085( 1539 1021|2403 501| 674| 848| 1929| 1180| 2369 16| 56
8| 70| 0,06%(0,21%| 40% 944( 1140( 684| 964| 215| 292| 343| 540 421 749 15 24
8| 80| 0,13%|0,26%| 0%| 1170( 1426 949( 1987 549| 646| 920| 2026| 1470 2493 16 38
10[ 70 0,09%0,34%| 20% 884( 1148 255| 445 99| 135 66 117 152| 207 5] 12
10l 90 0,14%|0,22%| 0%| 1212| 1305| 939| 1629| 545| 656| 1048( 1691 1593| 2185 17( 38
20| 100| 0,13%0,26%| 0%| 1017|1062 494| 796 63| 74| 137| 353| 200| 424 19 54
20| 120[ 0,17%|0,31%| 0%| 1343| 1489| 1035| 2792| 253| 293| 1293| 5873 1546| 6120 68| 390

50| 150| 0,13%0,24%| 10%| 1381 1417 482| 888 36| 39 93| 256 120 293 51| 160

50| 180| 0,22%]0,30%| 0%| 1724|1771 1275] 2189 100 112| 1236| 3172| 1337| 3272 261| 784

Tabela 7.24 — Resultados computacionais para o problema R|ak ,rj,s,.j|z w;F,

Na Tabela 7.25, apresentamos os resultados comparativos entre este conjunto de testes e
o conjunto de testes efectuado para a funcdo de custo 7, (Sec¢do 7.3), considerando os

mesmos problemas de teste.
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LP-IP RL Colunas Geradas Tempo de CPU (s) Nodos

Gap RL B&P RL B&P Total Avaliados

Média % Média Média Média Média Média Média
qg=1 0,06%| 5,83% 217 1435 19 129 144 142
q=2 0,40%| 0,83% 441 1855 27 101 127 82
q=3 1,82%| 0,83% 961 1323 122 543 663 100
q=4 0,95%| 1,67% 1026 1310 208 1129 1331 131
q=5 0,44%| 6,67% 1060 872 236 611 820 63
Fw 0,12%| 14,17% 1086 810 242 577 767 41

Tabela 7.25 — Tabela comparativa - 7, e F,

Da analise comparativa dos resultados realgamos o seguinte:
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- O numero de solugdes Optimas inteiras encontradas na fase de relaxagdo linear é

muito superior para F,, (aproximadamente 14%);

- O numero de nodos gerados na fase de parti¢do e avaliagdo para F,, é claramente

inferior ao melhor registo para 7,,;

- A média dos tempos computacionais para F,, tem um valor muito inferior ao pior

dos casos para para 7, e estd proximo da média global dos tempos

computacionais (considerando os cinco niveis de congestionamento) para 7,,.

Com base no atras exposto, podemos concluir que o modelo desenvolvido ¢ igualmente

eficiente na resolugdo de problemas R|ak,r/.,sij|z wF, .
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Conclusoes e Trabalho Futuro

Neste trabalho apresentou-se uma aplicacdo do método de particdo e geracdo de colunas
ao problema de programagdo de maquinas paralelas ndo-idénticas com tempos de
preparacdo das maquinas dependentes da sequéncia de trabalhos a processar e datas de
disponibilidade para as maquinas e para os trabalhos, de forma a minimizar a soma
ponderada dos desvios positivos (atrasos) as datas de entrega dos trabalhos. Este
problema é um caso geral dos problemas de programacdo de maquinas paralelas e, do
conhecimento que temos da literatura, a sua solucdo exacta nunca foi tentada antes. O
modelo desenvolvido pode ser aplicado a outros casos particulares com medidas de

desempenho regulares.

Partindo de uma formulagdo do problema através de um modelo programacgio
matematica com uma fung¢do de custo ndo linear, foi aplicado o método decomposicdo
de Dantzig-Wolfe que conduziu a uma formulacio forte do problema e em que todas as
suas funcdes sdo lineares. Esta formulagdo foi resolvida utilizando o método de partigdo
e geracdo de colunas. A alternativa seria utilizar a formulagdo original com o recurso a
técnicas de linearizagdo das fung¢des ndo lineares, mas sabe-se que tipicamente isso

produz formulagdes mais fracas.

Analisaram-se varios modelos de programacdo dindmica para a resolucdo do
subproblema e foi desenvolvida uma estratégia de reducdo do espaco de estados que

permitiu acelerar de forma significativa a resolugdo dos subproblemas.

152
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Verificou-se que a determinacdo de uma solucdo inicial basica admissivel para o
problema através de colunas artificiais conduzia a uma maior degenerescéncia no
processo de geracdo de colunas e, consequentemente, maiores tempos computacionais
para a resolu¢do da relaxacdo linear do problema principal. Para resolver este problema
foi desenvolvida uma heuristica para determinacdo de uma solugdo inicial bésica

admissivel.

Referiram-se diferentes estratégias de particdo e pesquisa e definiu-se um esquema de
particdo e avaliagdo. Foi desenvolvida uma regra especifica de partigdo ndo trivial e
original que diminui significativamente o ntiimero de nodos explorados na arvore de
pesquisa. A sua eficiéncia ¢ demonstrada apresentando resultados comparativos com as

regras de parti¢do classicas.

O estudo aprofundado da estrutura do problema permitiu desenvolver estratégias de
estabilizacdo e aceleracdo do algoritmo de geragdo de colunas que se mostraram
decisivas para os bons resultados obtidos. Mostrou-se ainda que estas estratégias sdo

validas para uma classe alargada de problemas de programagdo de maquinas paralelas.

Desenvolveu-se um programa de implementagdo para este problema e sdo apresentados
resultados de testes computacionais para uma gama alargada de configuragdes do

problema.

Analisou-se a sensibilidade do modelo desenvolvido a variagdes nos seus principais

parametros.
Estudou-se a extensdao do modelo desenvolvido a outras fun¢des de custo.

O modelo desenvolvido mostrou-se capaz de resolver instdncias de dimensdo

significativa.

Sdo varias as direc¢des de investigacdo que podem ser exploradas em trabalhos futuros.
O vasto dominio dos problemas de programacdo proporciona inimeras possibilidades
para a aplicagdo do método e, assim, construir uma base de conhecimento mais alargada

que sirva de suporte ao seu desenvolvimento.
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Neste trabalho, a analise dos tempos computacionais parciais revelou duas direc¢des
importantes de investigagdo para o desenvolvimento do método: a fase de particdo e
geracdo de colunas, onde a estratégia de seleccdo dos arcos para particdo se revelou

muito importante, ¢ o algoritmo de resolu¢do dos subproblemas.

Uma das abordagens que nos parece mais promissora € a associagdo de procedimentos
heuristicos ao método de partigdo e geragdo de colunas. Estes procedimentos heuristicos
devem ser capazes de explorar de forma adequada a informagdo dual fornecida pelo
algoritmo simplex para acelerar a resolu¢do dos subproblemas. Devem também ser
capazes de ndo so encontrar solugdes inteiras melhores que a solugdo incumbente actual
permitindo assim abandonar um maior numero de nodos da arvore de pesquisa, como
também, de ajudar a encontrar as particdes que mais rapidamente conduzem a solucdo

optima inteira.



Bibliografia

VAN DEN AKKER, J. M., HOOGEVEEN, J. e S. VAN DE VELDE, (1999), “Parallel
Machine Scheduling by Column Generation”, Operations Research, Vol. 47, 862-872.

VAN DEN AKKER, J. M., HURKENS, C. A. J. e SAVELSBERGH, M. W. P. (2000),
“Time-Indexed Formulations for Machine Scheduling: Column Generation”. INFORMS
Journal on Computing, 12:111-124.

BAKER, K. R. ¢ MERTEN, A. G. (1973), “Scheduling with Parallel Processors and
Linear Delay Costs”, Naval Research Logistic Quarterly, 20:193-204.

BARNES, J. W. (1993). “A Tabu Search Experience in Production Scheduling”, Annals
of Operations Research, 41:141-156.

BARNES, J. W. e BRENNAN, J. J. (1977), “An Improved Algorithm for Scheduling
Jobs on Identical Machines”, AIIE Transactions, 9:25-31.

BARNHART, C., JOHNSON, E., NEMHAUSER, G., SAVELSBERGH M. ¢ VANCE
P., (1998), “Branch-and-Price: Column Generation for Solving Huge Integer Programs™,

Operations Research, 46: 316-329.

BELOUADAH, H. e POTTS, C. N. (1995), “Scheduling Identical Parallel Machines to
Minimize Total Weighted Completion Time”, Discrete Applied Mathematics, 48:201-
218.

BEN AMOR, H., DESROSIERS, J., VALERIO DE CARVALHO, J.M. (2003), “Dual-
optimal Inequalities for Stabilized Column Generation”, Les Cahiers de GERAD G-
2003-20. ISSN: 0711-2440.

155



156 Bibliografia

BHASKARAN, K. e PINEDO, M. (1992), “Dispatching”, Handbook of Industrial
Engineering, G. Salvendy, 2184-2198, Wiley, New York.

BLAZEWICZ, J., DROR, M. e WEGLARZ, J. (1991), “Mathematical programming
formulations for machine scheduling: A survey”, European Journal of Operational

Research, 51:283-300.

BLAZEWICZ, J., LENSTRA, J. K. e RINNOOY KAN, A. (1983), “Scheduling subject
to resource constraints: classification and complexity”, Discrete Applied Mathemathics,

5:11-24.

CHEN, Z.-L. e LEE, C. (2002), “Parallel machine scheduling with a common due
window ”, European Journal of Operational Research, 136, 512-527.

CHEN, Z.-L., e POWELL, W. (1999a), “Solving parallel machine scheduling problems
by column generation”, INFORMS Journal on Computing, Vol. 11, No. 1, 78-94.

CHEN, Z.-L., e POWELL, W. (1999b), “A Column Generation Based Decomposition
Algorithm for a Parallel Machine Just-In-Time Scheduling Problem”, European Journal

of Operational Research, 116, 220-232.

CHEN, Z.-L. e POWELL, W. (2003), “Exact Algorithms for Scheduling Multiple
Families of Jobs on Parallel Machines, Naval Research Logistics, 50, 823-840.

CHENG, T. C. E. e SIN, C. C. S. (1990), “A State-of-the-Art Review of Parallel
Machine Scheduling Research, European Journal of Operational Research, 47:271-292.

CHENG, R. e GEN, M. (1997), “Parallel Machine Scheduling Problems Using Memetic
Algorithms”, Computers & Industrial Engineering, 33:761-764.

CHRISTOFIDES, N., MINGOZZI, A. e TOTH, P. (1981), “State-Space Relaxation
Procedures for the Computation of Bounds to Routing Problems”, Networks 11, 145-

164.

DANTZIG, G. e WOLFE, P. (1960), “Decomposition Principle for Linear Programs”,
Operations Research 8:101-111.



Bibliografia 157

DESAULNIERS, G., DESROSIERS, J., IOACHIM, 1., SOLOMON, M. M., SOUMIS,
F. e VILLENEUVE, D. (1998), “A unified framework for deterministic time
constrained vehicle routing and crew scheduling problems”, Fleet management and

logistics, Eds. T. G. Crainic and G. Laporte. Kluwer Academic Publishers, 3:57-93.

DESROCHERS, M., DESROSIERS, J. ¢ SOLOMON, M. M. (1992), “A New
Optimization Algorithm for the Vehicle Routing Problem With Time Windows”,
Operations Research, Vol. 40, No. 2, 342-354.

DESROSIERS, J., DUMAS, Y., SOLOMON, M., e SOUMIS, F. (1995), “Time
Constrained Routing and Scheduling”, Handbook in Operations Research &

Management Science, Elsevier Science,Vol. 8, 2:35-139.

DESROSIERS, J., SOUMIS, F. e DESROCHERS, M. (1984), “Routing with Time
Windows by Column Generation”, John Wiley & Sons, Vol 14, 545-565.

DROR, M., (1994), “Note on the complexity of the shortest path models for column
generation in VRPTW?”, Operations Research, Vol. 42, No. 5, 977-978.

DU, J. e LEUNG, J.Y.-T. (1990), “Minimizing total tardiness on one machine is NP-
hard”. Mathematics of Operations Research, Vol. 15, No. 5, 483-495.

EASTMAN, W. L., EVEN, S. e ISAACS, I. M. (1964), “Bounds for the Optimal

Scheduling of n Jobs on m Processors”, Management Science, 11(2):268-279.

ELMAGHRABY, S. E. e PARK, S. H. (1974), “Scheduling Jobs on a Number of
Identical Machines”, AIIE Transactions, 6:1-13.

EMMONS, H. (1969), “One-Machine Sequencing to Minimize Certain Functions of Job
Tardiness”, Operations Research, 17:701-715.

FRANCA, P.M., GENDREAU, M., LAPORTE, G. e MULLER, F.M, (1996), ”A Tabu
Search Heuristic for the Multiprocessor Scheduling Problem with Sequence Dependent

Setup Times”, International Journal of Production Economics, 43:79.



158 Bibliografia

FRANCA, P.M., MENDES, A. S. ¢ MOSCATO, P. (1999), "Memetic Algorithms to
Minimize Tardiness on a Single Machine with Sequence Dependent Setup Times”,

DSI199- 5th International Conference of the Decision Sciences Institute.

FRENCH, S., (1982), “Sequencing and Scheduling: An Introduction to the Mathematics
of the Job-Shop”, Ellis Horwood Ltd.

GAREY, M. e JOHNSON, D. (1979), “Computers and Intractability, A Guide to the
Theory of NP-Completeness”, W. H. Freeman and Company.

GRAHAM R.L., LAWLER, E.L., LENSTRA, J.K. e RINNOOY KAN, A.H.G. (1979),
“Optimization and Approximation in Deterministic Sequencing and Scheduling: a

Survey”, Annals of Discrete Mathematics, 5:287-326.

HO, J. C. e CHANG, Y. L. (1991), “Heuristics for Minimizing the Mean Tardiness for
m Parallel Machines*. Naval Research Logistics 38:367-381.

HO, J. e CHANG, Y. (1995), “Minimizing the Number of Tardy Jobs for m Parallel
Machines®. European J. Oper. Res. 84:343-355.

HOOGEVEEN, J., LENSTRA, J. K. ¢ VAN DE VELDE, S. (1997), “Sequencing and
Scheduling - Annotated Bibliographies in Combinatorial Optimization”, Eds. M.
Dell’ Amico, F. Maffioli and S. Martello, John Wiley & Sons, 12:181-197.

HOUCK, J. D. J., PICARD, J. C., QUEYRANNE, M., e VEMUGANTI, R. R. (1980),
“The Travelling Salesman Problem as a Constrained Shortest Path Problem: Theory and

Computational Experience”. Operations Research, 17:93-109.
ILOG, INC., (1998), “Version 6.0 of Using the CPLEX Callable Library®.

KANG, S., MALIK, K. e THOMAS, L. (1999), “Lotsizing and Scheduling on Parallel
Machines with Sequence-Dependent Setup Costs”, Management Science, Vol 45, 2:273-
289.



Bibliografia 159

KOULAMAS, C., ANTONY, S.R. e JAEN, R. (1994), A Survey of Simulated
Annealing Applications to Operations Research Problems”, Omega, International

Journal of Management Science, 22:41-56.

VAN LAARHOVEN, P. J. M., AARTS, E. H. L., e LENSTRA, J. K. (1992),”Job Shop
Scheduling by Simulated Annealing”, Operations Research, 40:113-125.

LASDON, L., (1970), “Optimization Theory for Large Systems”, Case Western Reserve

University, The Macmillan Company, Collier-Macmillan Limited, London.

LAWLER, E.L. e MOORE, J. M. (1969), “A Functional Equation and its Application to

Resource Allocation and Sequencing Problems”. Management Science, 16:77-84.

LAWLER, E.L., (1977), “A ‘Pseudopolynomial’ Time Algorithm for Sequencing Jobs
to Minimize Total Tardiness”, Annals of Discrete Mathematics 1:331-342,

LEE, Y.K., BHASKARAN, K. ¢ PINEDO, M. (1997), “A Heuristic to Minimize the
Total Weighted Tardiness with Sequence Dependent Setup Times”, I/E Transactions,
29:45-52.

LENSTRA, J.K., RINNOOY KAN, A.H.G. ¢ BRUCKER, P. (1977), “Complexity of
Machine Scheduling Problems.”, Annals of Discrete Mathematics 1:343-362.

LEUNG, J. Y-T., (1982), “On Scheduling Independent Tasks with Restricted Execution
Times”, Operations Research, 30:163-171.

LEUNG, J. Y-T., (2004), “Handbook of Scheduling: Algorithms, Models, and
Performance Analysis” — Chapman & Hall/CRC Computer & Information Science
Series. ISBN:1584883979. http://web.njit.edu/~leung/handbook.

LUBBECKE, M. e DESROSIERS, J. (2002), “Selected topics in Column Generation”,
Les Cahiers du GERAD, G-2002-64. ISSN: 0711-2440.

MEHROTRA, A. ¢ TRICK, M. (1996), “A column generation approach for graph
colouring”, INFORMS J. Comput., 8(4):344-354.


http://web.njit.edu/~leung/handbook

160 Bibliografia

MENDES, A., MULLER, F., FRANCA, P.M., e MOSCATO, P. (1999), Comparing
Meta-Heuristics Approaches for Parallel Machine Scheduling Problems with Sequence-
Dependent Setup Times”, CARS & FOF’99 - 15th International Conference on CAD-
CAM Robotics and Factories of the Future, Brasil.

MORTON, T. E. ¢ RAMNATH, P. (1992) “Guided Forward Search in Tardiness
Scheduling of Large One Machine Problems”, GSIA, Carnegie Mellon University.

MURTY, K. G. (1995), “Operations Research: Deterministic Optimization Models”,
Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey.

NEMHAUSER, G. e WOLSEY, L. (1988), “Integer and Combinatorial Optimization”,
Wiley & Sons, New York.

PANWALKER, S.S. (1990), “Scheduling Rules Revisited”, Proceedings of the Joint
National Meeting of Scheduling.

PANWALKER, S.S. ¢ ISKANDER, W. (1977), “A Survey of Scheduling Rules”,
Operations Research, 25:45-61.

PINEDO, M., (1995), “Scheduling: Theory, Algorithms, and Systems”, Prentice Hall.

PINEDO, M., (2001), “Scheduling: Theory, Algorithms, and Systems”, second edition,
Prentice Hall-http://www.stern.nyu.edu/om/pinedo/ book1.html.

PINEDO, M. e X. CHAO, (1999), “Operations Scheduling with Applications in
Manufacturing and Services”, McGraw-Hill - ISBN:0-07-289779-1.
http://www.stern.nyu.edu/om/pinedo/ book2.html).

POTTS, C. N. ¢ VAN WASSENHOVE, L. N. (1991), “Single Machine Tardiness
Sequencing Heuristics”, IIE Trans. 23:346-354.

POTTS, C. N. ¢e VAN WASSENHOVE, L. N., (1992). “Single Machine Scheduling to
Minimize Total Late Work”, Operations Research, 40:586-595.


http://www.stern.nyu.edu/om/pinedo/ book1.html
http://www.stern.nyu.edu/om/pinedo/ book2.html

Bibliografia 161

PUCHINGER, J. e RAIDL, G. R., (2004). “Models and algorithms for three-stage two-
dimensional bin packing”, Technical Report TR 186-1-04-04, Institute of Computer
Graphics and Algorithms, Vienna University of Technology, submitted to the European

Journal of Operational Research.

RAGATZ, G. L., (1993), “A Branch-and-Bound Method for Minimum Tardiness
Sequencing on a Single processor with Sequence Dependent Setup Times”,
Proceedings: Twenty-fourth Annual Meeting of the Decision Sciences Institute, 1375-
1377.

ROTHKOPF, M. H. (1966), “Scheduling Independent Tasks on Parallel Processors”,
Management Science, 12:437-447.

SAHNI, S. K. (1976), “Algorithms for Scheduling Independent Tasks”, Journal of the
Association for Computing Machinery, 23:116-127.

SARIN, S. C., AHN S. e BISHOP, A. B. (1988), “An Improved Scheme for the Branch-
and-Bound Procedure of Scheduling #» Jobs on m Parallel Machines to Minimize the
Total Weighted Flowtime”, International Journal of Production Research, 26:1183-
1191.

SAVELSBERGH, M., (1997), “A branch-and-price algorithm for the generalized
assignment problem”, Operations Research, 45(6):831-841.

SMITH, W. E. (1956), “Various Optimizers for Single-Stage Production”, Naval
Research Logistics Quarterly, 3:325-333.

SOUMIS, F. (1997), “Decomposition and Column Generation”, Annotated
Bibliographies in Combinatorial Optimization. Eds. M. Dell’Amico, F. Maffioli e S.
Martello, John Wiley & Sons, 8:115-126.

TAN, K. C. e NARASINHAM, R. (1997), “Minimizing Tardiness on a Single processor
with Sequence Dependent Setup Times: a Simulated Annealing Approach”, Omega,

6:619-634.



162 Bibliografia

TAN, K. C., NARASINHAM, R., RUBIN P. A. ¢ RAGATZ, G. L. (2000), “A
Comparison of Four Methods for Minimizing Total Tardiness on a Single processor
with Sequence Dependent Setup Times: a Simulated Annealing Approach”, Omega,

28:313-326.

VALERIO DE CARVALHO, J. M., (1999), “Exact solution of bin-packing problems

using column generation and branch-and-bound”. Ann. Oper. Res., 86:629-659.

VALERIO DE CARVALHO, J. M., (2004), “Using extra dual cuts to accelerate column
generation”, INFORMS J. Comput., (in press).

VANCE, P., (1998), “Branch-and-price algorithms for the one-dimensional cutting
stock problem”. Comp. Optim. Appl., 9(3):211-228.

VAN DE VELDE, S. L. (1991), “Machine Scheduling and Lagrangean Relaxation”,

PhD Thesis, Technische Universiteit Eindhoven, Amsterdam.

WEBSTER, S. (1992), “New Bounds for the Identical Parallel Processor Weighted Flow
Time Problem”, Management Science, 38:124-136.

WEBSTER, S. (1993), “A Priority Rule for Minimizing Weighted Flow Time in a Class
of Parallel Machine Scheduling Problems”, European Journal of Operational Research,

70:327-334.

WEBSTER, S. (1995), “Weighted Flow Time Bounds for Scheduling Identical

Processors”, European Journal of Operational Research, 80:103-111.

WILKERSON, L. J. e IRWIN, J. D. (1971), “An Improved Algorithm for Scheduling
Independent Tasks”, AIIE Transactions, 3:239-245.



Anexo A. Programa PMPNI

O fluxograma do programa PMPNI ¢ apresentado nas duas Figuras seguintes.
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Anexo B. Biblioteca de Fungdes CPLEX

O software CPLEX 6.0 consiste num conjunto de fungdes (“callable library”)
programadas na linguagem C e numa interface que permite ao utilizador introduzir um
modelo de programacdo linear, inteira, mista ou programagdao convexa quadratica e
optimiza-lo, obtendo resultados como a solucdo 6ptima, as varidveis duais e resultados
relativos a analise de sensibilidade. E ainda possivel modificar o problema, inserindo

novas variaveis, restri¢oes ou alterando coeficientes.

Como ¢ representado esquematicamente na Figura que se segue, o programa pode ser
utilizado de duas formas: através da referida interface ou criando um programa que se

sirva da biblioteca de fungdes.
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As fungdes da biblioteca CPLEX podem ser divididas em seis grupos, cada um com os

seguintes propositos:

Criacdo e optimizagao do problema, obtengdo de resultados;

Entrada e saida de dados;
Modificacdo do problema;

Acesso ao problema e aos resultados;

Acesso e alteragdo dos parametros de controlo;

Escrita e leitura de ficheiros.
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Um programa que obtenha a solu¢do 6ptima de um modelo de programacgio linear, com

base na biblioteca de fungdes CPLEX, devera incluir os seguintes passos:
1. Inicializar o ambiente CPLEX invocando a fungdo CPXopenCPLEXdevelop;
2. Construir a estrutura de dados que corresponda ao modelo;
3. Criar o problema no ambiente CPLEX invocando a fungdo CPXcreateprob;

4. Copiar a estrutura de dados para o ambiente CPLEX invocando a funcédo

CPXcopylp;
5. Optimizar o problema invocando a fungdo CPXprimopt;
6. Ler os resultados invocando a fungao CPXsolution
7. Libertar o problema invocando a fungdo CPXfreeprob;
8. Finalizar o ambiente CPLEX invocando a fungdo CPXcloseCPLEX.

Algumas fungdes sdo referidas a titulo exemplificativo, podendo invocar-se fungdes
diferentes. Por exemplo, se se pretender que a optimizagdo seja feita com base no

algoritmo simplex dual a fun¢ao invocada no passo 5 deveria ser CPXdualopt.

Como se pode observar no esquema inicialmente apresentado, a estrutura de dados
CPLEX (que inclui ndo s6 a representacdo do problema como os resultados relativos a
sua optimizagao) apenas pode ser acedida através das fun¢des da biblioteca CPLEX. Ha
assim a necessidade de o utilizador manter uma estrutura de dados para comunicar com

o ambiente CPLEX.

Se ocorrer um erro, a fungdo retorna um valor inteiro diferente de zero, podendo o erro
ser identificado com a funcdo CPXgeterrorstring ou através da documentagdo do
software. A variavel env corresponde a um apontador para o ambiente CPLEX e a

variavel /p corresponde a um apontador para o problema criado.
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