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Resumo

Desde o trabalho seminal de P. J. Landin nos anos 1960 que se tém utilizado
magquinas abstractas para a implementacao de linguagens de programacao.
Nos anos 1980 foi estabelecida uma correspondéncia entre o Calculo A e
uma variante da Logica Combinatoria inspirada em categorias cartesianas
fechadas. Desta relacao surgiu uma maquina abstracta para a implementagao
do Célculo A — a Maquina Abstracta Categorial, ou CAM. Historicamente,
esta nova maquina abstracta esteve na origem da linguagem de programacao
funcional Caml.

Nesta dissertacao explicamos como surgiu a CAM, exemplificamos o seu
uso, demonstramos a sua correcg¢ao, e fazemos um enquadramento historico
a sua volta. Complementamos a literatura de referéncia ao formalizarmos e
demonstrarmos correctas trés extensoes: constantes, condicionais e operador

de ponto-fixo.
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Abstract

Since the seminal work of P.J. Landin in the 1960s, abstract machines have
been used for the implementation of programming languages. In the 1980s
a correspondence has been established between A-calculus and a variant
of Combinatory Logic inspired by cartesian closed categories. From this
relationship, an abstract machine has arised for the implementation of A-
calculus — the Categorical Abstract Machine, or CAM. Historically, this new
abstract machine led to the functional programming language Caml.

In this dissertation it is explained how the CAM emerged, it is illustrated its
usage, it is demonstrated its correctness, and it is made an historical insersion.
The reference literature is complemented by formalising and demonstrating
the correctness of three extensions: constants, conditionals and fixed-point

operator.
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Introducao

Neste trabalho debrucamo-nos sobre uma maquina abstracta para a implemen-
tacao de linguagens de programagao funcionais, partindo da teoria matematica
na sua génese e terminando na demonstragao da sua correc¢ao, pelo meio
apresentando um exemplo completo da sua utilizagdo na compilagdo de uma

linguagem de programacao funcional.

A programagao funcional é um paradigma de programacao que gira em
torno de expressoes cuja simplificagdo conduz ao valor final (ou output), bem
ao estilo da simplificacdo de expressoes aritméticas em matematica. Central a
este paradigma é o conceito de funcao enquanto regra de correspondéncia. De
facto, numa linguagem de programacao funcional encontramos essencialmente
declaracoes de fungoes e aplicagoes destas a argumentos.

Coincidentemente, existe em matematica uma teoria lidando precisamente
com fungoes enquanto regras de correspondéncia: o Calculo A (Church, 1941).
Um dos pioneiros a observar esta relacao entre programas funcionais e o
Calculo A foi P. J. Landin (Landin, 1964). A partir dai, tornou-se claro
que, para implementar uma linguagem de programacao funcional, basta
implementar o Calculo .

Porém, a implementagao directa do Calculo A levanta problemas de efi-
ciéncia. No Calculo A, a explicacao do efeito da aplicagdo de uma fun¢do a um
argumento — a regra 3 — é dada através de uma operacao de substituicao
sem captura de varidveis. Para se evitar o problema da captura de variaveis,
recorre-se a uma renomeagao prévia das variaveis da expressao a qual vamos
aplicar a substituicdo. Ora, este artificio de renomeacao é potencialmente

caro a nivel computacional (Peyton Jones, 1987).
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Varias abordagens foram sendo apresentadas para se contornar esta difi-
culdade:

e Landin (Landin, 1964) idealizou uma mdquina abstracta — um modelo
de alto nivel de uma méaquina concreta —, a SECD, com um com-
partimento a parte (chamado ambiente) no qual se encontravam os
valores das variaveis, a ser actualizado de cada vez que uma operacao
de substituicao devesse ocorrer. Durante o processo de execucao da
SECD, sempre que fosse necessario utilizar o valor de uma variavel,

consultava-se o ambiente.

e De Bruijn (de Bruijn, 1972) sugeriu a utilizagao de indices no lugar de
variaveis, permitindo com isso evitar de antemao as situagoes nas quais
era preciso renomear previamente as variaveis para se evitar o problema

da captura de variaveis.

e Turner (Turner, 1979) sugeriu um sistema de reescrita no qual nao
constam, de todo, varidveis, baseado numa equivaléncia entre o Célculo A

e a Légica Combinatoria.

A Légica Combinatéria (Curry and Feyes, 1958) é um sistema formal cuja
sintaxe gira em torno de um ntmero reduzido de constantes e da aplicacao
destas umas as outras, e que tem subjacente a filosofia de que as variaveis
sao secundarias. Muito curiosamente, é possivel traduzir coerentemente os
objectos do Calculo A em objectos da Logica Combinatéria e vice-versa de
forma a observar-se uma equivaléncia entre as duas teorias, vide (Hindley
and Seldin, 2008, Chapter 9), (Hankin, 1994, Section 4.2) ou (Sgrensen and
Urzyczyn, 2006, Section 5.4), por exemplo.

Outra equivaléncia envolvendo o Célculo A viria a ser descoberta por J.
Lambek (Lambek and Scott, 1986, Chapter 10-11), desta vez envolvendo a
Teoria de Categorias. Sabendo desta equivaléncia, P.-L. Curien introduziu
uma variante da Légica Combinatoéria, agora designada Logica Combinatoéria
Categorial, que provou também equivalente ao Calculo A (Curien, 1986). A
Légica Combinatéria Categorial, tal como a Légica Combinatéria (Cléssica),

dispensa as variaveis; mas, curiosamente, a tradugao de objectos do Calculo A
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em objectos desta Logica ¢ feita com base na ideia de indices proposta por de
Bruijn.

Perante a Logica Combinatoéria Categorial, G. Cousineau deduziu uma
outra maquina abstracta para a implementacao do Calculo A, a Mdquina
Abstracta Categorial ou CAM (do inglés “Categorical Abstract Machine”)
(Cousineau, 1996). A CAM é, a semelhanca da SECD de Landin, uma méaquina
de ambiente. De facto, estas duas maquinas diferem essencialmente apenas
na forma como realizam uma salvaguarda de valores, podendo argumentar-se
que CAM é a mais simples (Cousineau et al., 1987). Outra vantagem da
CAM sobre a SECD é ser possivel extrair algumas optimizagoes da Légica
Combinatoéria Categorial directamente. Historicamente, a CAM estd na
origem da linguagem de programagcao funcional Caml, que depois evoluiu na

actual linguagem OCaml (Cousineau, 1996).

Sumario O conteudo principal deste trabalho encontra-se nos capitulos
segundo, terceiro e quarto. No segundo, apresentamos a Légica Combina-
toria Categorial e vemos a sua equivaléncia com o Calculo A\. No terceiro,
apresentamos a Maquina Abstracta Categorial e apresentamos um exem-
plo completo da sua utilizacao para a implementacao de uma linguagem de
programagcao funcional minimal. No quarto, demonstramos a correc¢ao da
Maéquina Abstracta Categorial.

Quanto aos restantes capitulos: no primeiro, recordamos o Céalculo A, a
sua variante com indices de de Bruijn e a Logica Combinatéria (Classica); no
quinto, fazemos um enquadramento histérico em redor da Maquina Abstracta

Categorial; no sexto, encerramos.
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo recordamos alguns resultados e defini¢oes bésicas a respeito do

Célculo A, do Célculo A com indices de de Bruijn e da Légica Combinatéria.

1.1 Calculo )\

O Calculo A é um sistema formal que gira em torno do conceito de funcao
enquanto regra de correspondéncia. Foi inventado nos anos 1930 por Alonzo
Church (Church, 1941) e desde entdo ocupa um lugar central em Ciéncias da
Computacao, contribuindo para uma formalizacao da noc¢ao de computabili-
dade (Barendregt, 1997), servindo de modelo para linguagens de programagao

funcionais (Landin, 1964), entre outros.

Sintaxe

Definigao 1.1. Seja V um conjunto numeravel (de varidveis) cujos elementos
denotamos pelas meta-variaveis x, y, z, eventualmente etiquetadas. Define-se

o conjunto dos termos-A, A, indutivamente por:

1. Todas as varidveis sao termos-J, isto é, ¥V € A;
2. Se M e N estao em A, entao a aplicagio (M N) estd em A;

3. Se M estd em A e x é uma varidvel, entdo a abstracgio (AxM) estd em
A.
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Denotamos pelas meta-variaveis M, N, P, (), eventualmente etiquetadas,

termos-\.
Terminologia 1.2.

1. A respeito de uma aplicagdo (M N), dizemos que M ocupa a posicio de

fungdo e que N ocupa a posicao de argumento;

2. Numa abstracgao (AxzM), dizemos que M é o corpo (ou o a@mbito) da

abstrac¢ao. Também dizemos que = é o parametro formal da abstraccao.
Notagao 1.3. Adoptam-se as seguintes convencgoes de escrita:
1. Omitem-se os paréntesis mais externos de termos-\;

2. Escrevemos M;M;M; no lugar de (M;Ms)Ms. Mais geralmente, a

aplicacao associa a esquerda;

3. Escrevemos Azjz5.M no lugar de Azq(AzoM). Mais geralmente, admiti-
mos escrever A\xriTs . .. x,.M no lugar de Axy(Axs(... (A\x,M))...). Por

habito de escrita, também admitimos escrever \z.M no lugar de AxM.

O simbolo A numa abstrac¢ao Az M funciona como um quantificador 16gico
actuando sobre a variavel x. Posto isto, uma ocorréncia de uma variavel x
diz-se livre se nao ocorre no ambito de uma abstraccao Ax.M, e diz-se ligada
caso contrario. Para todo o termo-A M, denota-se por FV(M) (do inglés “free
variables”) o conjunto das varidveis que ocorrem livres em M, e por BV(M)
(do inglés “bound variables”) o conjunto das varidveis que ocorrem ligadas

em M.

Definicao 1.4. Seja M € A. Definem-se FV(M) e BV(M) recursivamente

por:
1. FV(zx) = {x}; 1. BV(z) = &;
2. FV(MN) = FV(M) U FV(N); 2. BV(MN) = BV(M) u BV(N);

3. FV(AzM) = FV(M)\{z}. 3. BV(AzM) = {z} U BV(M).
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Se FV(M) = &, dizemos que M ¢é fechado (ou um combinador).

Define-se em seguida a operacao que permite substituir ocorréncias de

variaveis livres por termos-\.

Definicao 1.5. Sejam M, N € A e x € V. Define-se a substituicio de x
por N em M sem captura de varidveis, que denotamos como M|z = N],

recursivamente por:

1. z[xz = N] = N;

3. (MiMy)|x = N]| = (Mi[x = N|Ms[z = NJ);
4. (AxM)[z = N| = XxM;
5. (AyM)[z = N] = yM|z = N]|,se x ¢ FV(M) ouy ¢ FV(N);

6. A\yM)[z = N] =X z(M[y = z])[z = N],se x € FV(M), ye FV(N) e
z é uma variavel tal que z ¢ FV(MN).

A clausula 6 na definicao 1.5 é o que previne a substitui¢do de incorrer
no fenémeno logico conhecido como captura de wvaridveis. Observe-se o
que aconteceria se (AyM)[z = N| fosse definido como A\yM[z = N]: as
ocorréncias livres de y em N estariam agora no ambito de uma abstraccao
cujo parametro formal é y, donde y passaria a ocorrer ligado — i.e. y seria
capturado pelo quantificador A\y. O artificio da cldusula 6 consiste numa

renomeacao prévia da variavel y por uma outra que nao ocorra livre em N.

Reducoes e conversoes

Definigao 1.6. Seja R uma relacao binaria sobre A. Diz-se que R é compativel
se (para todo M, N, P,Q, x):

la. (MN)R(PN), sempre que MRP;

Ib. (MN)R(MQ), sempre que NRQ;
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2. AxM)R(AxN), sempre que MRN.

Definigao 1.7. Uma nogao de redugdo sobre A é simplesmente uma relagao

bindria sobre A.

Terminologia 1.8. Seja R uma noc¢ao de reducao sobre A e M, N € A tais
que MRN. Dizemos que M é um redez-R (do inglés “reducible expression”)

e que N é o seu contractum.
Definigao 1.9. Seja R uma nogao de reducao sobre A. Denotamos por:
1. —% o fecho compativel de R, designado como um passo de redugdo R;

2. —% o fecho compativel e transitivo de R, designado como um ou mais

passos de reducao R;

3. —% o fecho compativel, reflexivo e transitivo de R, designado como

reducao R;

4. =5 o fecho compativel e de equivaléncia de R, designado como conversdo
R.

Observagao 1.10. Desta defini¢dao é imediata a seguinte hierarquia:
SR Coh S SRS =R .

Lema 1.11. Seja R uma nogao de redugdo sobre A. Quer —% quer =g sdo

relagoes compativeis.

Demonstrag¢ao. Por indugdo sobre M —% N e M =x N respectivamente. A

demonstragao é uma aplicagao rotineira da H.I., pelo que a omitimos. O

Definigao 1.12. Seja M € A e R uma nogao de redugao sobre A. Diz-se que

M é uma forma R normal se ndo existe N € A tal que M —x N.

Terminamos esta subsec¢ao com a apresentacao das nocoes de reducgao
a, B en. A conversao a relaciona termos-A que diferem apenas na escolha

de variaveis ligadas. A conversao [ captura o efeito intuitivo da aplicacao
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de uma funcdo a um argumento, tratando-se da noc¢ao de reducao central de
todo o Calculo X\. A conversao n captura a nogao de igualdade extensional,

como em “f = g, se f(x) = g(x) para todo z.”*

Definicao 1.13. Seja « a seguinte nogao de redugao sobre A:
(@) {(AeM, AyM[z:=y]) |y ¢ FV(M)}.
Exemplo 1.14. Tem-se

1. Azx =, \yy; 3. A\ry.xy =, A\yx.yx;

2. A\r.xz =4 \y.yz; 4. \r.xy #4 \r.22.

Em apresentacoes do Calculo A é consuetudinério identificar termos-A
modulo a conversao «, como se o conjunto A se tratasse na verdade do

2

conjunto quociente A/=, *. Esta perspectiva permite-nos, em particular,

evitar a clausula 6 da definicao 1.5.

Observacao 1.15. A propodsito, iremos também utilizar neste trabalho uma
variante da operacao de substituicao conhecida como substituicao paralela
(ou simultdnea), que passamos a definir. Sejam zy, ..., z, € V (notagao: 7)
e Ny, ..., N, € A (notacdo: N). Define-se a substituicio paralela -[Z == N] :

A — A recursivamente como:
1. z[Z = ]\7] = N;, se v = x;, para algum 0 < i < n;
2. y[# = N] =y, sey¢d;
3. (MyMy)[Z = N| = My[Z = N|My[Z = N|
4. (\yP)[Z = N| = \yP[Z == N].

Na alinea 4 pressupomos que y ¢ FV(N;) para todo 0 < i < n, de acordo com
a convencao de identificar termos-A médulo conversao o descrita no paragrafo

anterior.

Wer (Hankin, 1994, Section 2.4) ou (Hindley and Seldin, 2008, Chapter 7).
2Em (Sgrensen and Urzyczyn, 2006, Chapter 1) esta construcio dos termos-\ é realizada
com detalhe.
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Definigao 1.16. Seja 3 a seguinte nocao de redugao sobre A:
(8) {((AzM)N, M[z = N])}.
Exemplo 1.17. Tem-se
1. (A\zx)z —p x|z = 2] = z; 2. (Av.wvw)(Azz) =% Ayy;
O conjunto das formas  normais admite a seguinte caracterizacao.

Proposicao 1.18. O conjunto das formas 3 normais, N < A, ¢ dado

indutivamente por:

1. ze N, para todo v € V;

2. aMy... M, e N, para todo v €V e My, ..., M, e N;

3. \xM e N, para todox eV e M e N.
Demonstragio. Ver (Hindley and Seldin, 2008, Lemma 1.33). ]
Definicao 1.19. Seja n a seguinte nocao de redugao sobre A:

(n) A\e. Mz, M) | x¢ FV(M)}.

Exemplo 1.20. Tem-se

L. Ar.yz —, v; 2. \x.(Avx)r —) Aaw.

Também permitimos formar a redugao/conversao 7, enquanto formada

a partir da nogao de redugao 5 u n.

Proposicao 1.21 (Ponto-fixo). Para todo M € A, existe M' € A tal que
M’ =5 MM

Demonstracao. Seja M € A. Tome-se M' = Y M, onde Y = A\f.HH, com
H = X\z.f(xx). Tem-se
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Y M

=p

=B

=B
MY M)

]

O combinador Y da tltima demonstracio® é chamado um combinador de

ponto-fizxo por satisfazer a propriedade
(1.1) YM =5 M(Y M), para todo M € A.

Existe uma infinidade de outros combinadores nestas condigoes (Hankin, 1994,
p. 80).

Estratégias de reducao

Num certo termo-A podem ocorrer simultaneamente varios redexes de uma
certa no¢ao de reducao R. Nessas circunstancias é natural considerarmos
qual dos redexes possiveis optamos por reduzir primeiro. A esta escolha pré-
determinada chamamos estratégia de reducao. Formalmente, uma estratégia
de reducao é simplesmente uma restricao sobre uma relagao de reducao,
tipicamente desrespeitando as condi¢oes de compatibilidade. No que se segue
apenas nos interessamos por estratégias de redugao para a relagao f3.
Associada a cada estratégia de reducao estd uma noc¢ao de forma normal
(também dita de wvalor), potencialmente diferente da noc¢ao de forma (5 normal.
Apresentamos de seguida trés estratégias de reducao relevantes e as respectivas

formas normais:

1. A estratégia call-by-name, cujas formas normais dizem-se weak head:;

2. A estratégia normal, cujas formas normais coincidem com as formas (3

normais;

3Também conhecido como o combinador paradoxal de Curry (Hankin, 1994, p. 80).
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3. A estratégia call-by-value, cujas formas normais dizem-se weak.
Antes disso, precisamos de introduzir a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.22. Um redex M; diz-se a esquerda de um redex My conforme
o simbolo A no redex M; ocorre a esquerda do simbolo A do redex Ms.
Um redex diz-se mais ezterior se ndo esta contido em nenhum outro redex.

Reciprocamente, um redex diz-se mais interior se nao contém outros redexes.

Notacao 1.23. Nas defini¢Oes seguintes empregamos a notagao

pr P ... P
Q

como abreviatura para a expressao “Q), se P, Py, ..., B,”

Definigao 1.24. (Sestoft, 2002, Section 7.1)] A estratégia de redugao call-by-
name escolhe primeiro o redex mais exterior e mais a esquerda fora do ambito
de abstracgoes. Mais formalmente, define-se a relagao —»y,, indutivamente

por:
1. x —py 2

2. (AzM) =y (AzM);

My —pn (AzM) Mz = M| —pn M’

3. :
(M1M2) —bn M’ ,

Ml —bn M{ 7 ()\.Z'M)
(M My) —pn (M) Ms)

4.

As formas normais da relagdo —»y,, dizem-se weak head e sao da forma:
W= M | zMy ... M,.

Definigao 1.25 ((Sestoft, 2002, Section 7.2)). A estratégia de reducao normal
(ou leftmost outermost) (notagdo: —»,,) escolhe primeiro o redex mais a

esquerda e mais exterior. Define-se indutivamente através de:

1. x = 2
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5 M —,o M’ .
 (AaM) > AzM')
3 My —py (AoM) Mz = Ms] =y, M’
' (M1M2) —no M, ’
4 My —pn M| # (AxM) M| =0 M7 My =y M)

" /
(M Ms) =0 (M7 M3)
As formas normais desta reducao sao as formas [ normais.
Observagao 1.26. O recurso a relagdo —1,, nesta definigdo serve para garan-

tir que o corpo das abstracc¢oes nao é reduzido, porque se fosse, deixaria de

reduzir o redex mais exterior primeiro.

Definicao 1.27 ((Sestoft, 2002, Section 7.3)). A estratégia de redugao call-
by-value escolhe primeiro o redex mais a esquerda e fora do ambito de uma

abstraccao. Formalmente define-se —»y,, indutivamente por:

1. z -y, 7

2. (AxM) =y, (AzM);
My =y (AxM) My = My Mz = M| =, M'
(M1M2) >y M’ ’
My —py M #= (AxM) My —yy M)
(My M) —py (M7 M)

As formas normais da relacdo —,, dizem-se weak e sdo da forma:

3.

4.

W= XM | aWy .. . W,.

Observacao 1.28. Note-se que as estratégias call-by-name e call-by-value

nao reduzem os corpos das abstracgoes.

Essencialmente, as estratégias call-by-name e call-by-value diferem no
seguinte aspecto: a estratégia call-by-value reduz o argumento de uma funcao
na totalidade antes de o substituir no corpo da func¢ao, enquanto que a
estratégia call-by-name utiliza o argumento tal como esta na dita substituicao.
Para além disto, a estratégia call-by-value também difere da estratégia call-by-
name ao avaliar sempre o termo-\ em posicao de argumento numa aplicacao,

cf. alinea 4 das respectivas definicoes.
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1.2 Calculo A\ com indices de de Bruijn

O Célculo A com indices de de Bruijn (ou Célculo A de de Bruijn) %, denotado
por Célculo A\PB, é uma variante do Célculo A que incorpora desde logo a
identificacdo de termos médulo a conversao a. Isto é conseguido substituindo
na sintaxe dos termos-\ as variaveis por indices naturais. O papel destes

indices sera explicado a frente.

Definicao 1.29. Define-se o conjunto dos termos-\ de de Bruijn, APB, indu-

tivamente por:
1. O indice n estd em APB, para todo n € Ny;
2. A aplicacio (M N) estd em APB se M e N estao em APB;
3. A abstraccio (AM) estd em APB, se M estd em APB.

Num termo-A de de Bruijn ocorrem indices em vez de variaveis e o simbolo
A nao vem etiquetado com a variavel que quantifica. A filosofia aqui consiste
em utilizar os indices para identificar que simbolo A quantifica essa ocorréncia,
mantendo assim a ligagao entre as ocorréncias de variaveis e o respectivo
quantificador A. O indice indica quantos niveis de abstrac¢ao necessitamos de
“subir” (a partir dessa ocorréncia) para encontrarmos o quantificador A que o
introduz. Mais precisamente, para um dado indice i seja k o total de \’s no
alcance dos quais este indice se encontra. Essa ocorréncia dir-se-a ligada se
1 < k, ou livre caso contrario.

A traducgao de termos-A em termos-A de de Bruijn pode ser realizada

através da seguinte funcao.

Defini¢ao 1.30. Seja M € A e sejam x,...,x, € V (notagdo: ¥) tais que

FV(M) < Z. Define-se Mpp(z (abreviadamente Mpp) recursivamente por:
1. pp) = 14, onde i é o menor indice em T tal que z = x;, com 0 < ¢ < n.

2. (MN)pp@ = Mpe@Npp@);

4Em honra do seu inventor, o mateméatico holandés Nicolaas Govert de Bruijn (de Bruijn,
1972).
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3. ()\ZEM)DB(f) = /\(MDB(WE))'

Exemplo 1.31. Quer Axy.x, quer A\yz.y, reescrevem-se em notacao de de

Bruijn como A\2.

Os termos-A de de Bruijn permitem uma implementacao mais mecanica

da reducao .
Definicao 1.32. Seja [ a seguinte nocao de reducao:
(8) {((AM)N, M[0 = N])}.

Falta-nos definir M[0 := N]. Nesta operagao existe um jogo de manipu-
lagao de indices. Por um lado, vamos substituir todas as ocorréncias livres
de 0 por N, como de costume. Por outro, precisamos de actualizar todas
as ocorréncias livres em N para que se mantenham livres, i.e. nao sejam

capturadas pelo quantificador .

Defini¢ao 1.33. Sejam M, N € A e m € Ny. Define-se M[m = N] recursi-

vamente por:

n se n < m;
L. n[m:= N]=<U}N) sen=m

n—1 sen>m
2. (MyMsy)[m = N| = (Mi[m = N|Ms[m = NJ);
3. (AM)[m = N] = AXM[m+ 1:= NJ),

onde (para todo k,i € Ng) UF : APZ — AP (dita funcdo de actualizagio) ¢ a

funcao definida recursivamente por:

L n sen <1
1. Uf(n) =
n+k sen>=u;

2. UF(MMy) = UF(My)UF(Ms);

3. UE(AM) = MUE, (M),
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Proposigao 1.34 ((Curien, 1993, Exercise 1.2.7.1)). Sejam M,N € A e
xo,..., Ty € V (notagio: T) tais que FV(MN) < Z. Suponhamos que
(Ax.M)N)pp = (AP)Q para algum P,Q € APB. Entdo

1.3 Loégica Combinatéria Classica

A Logica Combinatéria é uma teoria equivalente (num sentido a precisar a
frente) ao Célculo A iniciada nos anos 1920 por Moses Schénfinkel e posterior-
mente redescoberta e desenvolvida por Haskell Curry (Cardone and Hindley,
2006). Enquanto teoria equivalente ao Calculo A, é assinaldvel o facto de nao

comportar, de todo, a nogao de variavel ligada.

Definigao 1.35. Seja V um conjunto numeravel (de varidveis). O conjunto
dos termos combinatoriais, CL (do inglés “Combinatory Logic”), é definido

indutivamente por:
1. Todas as variaveis estao em CL;
2. As constantes I, K e S estao em CL;
3. A aplicagdo (F'G) estd em CL, se F' e G estao em CL.

Denotamos pelas meta-variaveis F, G, H, eventualmente etiquetadas, termos

combinatoriais.

Notagao 1.36. Numa aplicacao omitem-se os paréntesis mais externos. Para
além disso, convenciona-se que a aplicacao associa a esquerda, i.e. F}FyF3
denota (F) Fy)F5.

Denotamos por V' (F') o conjunto das variaveis que ocorrem em F'. Quando

V(F) = & dizemos que F' é um combinador.
Definigao 1.37. Define-se, para todo F' € CL, V(F') recursivamente por:

1. V(z) = {x};
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3. V(FG) = V(F) uV(Q).

A operacao de substituicdo de varidveis neste sistema consiste numa
substituicao cega de todas ocorréncias de interesse, uma vez que nao existem

variaveis ligadas.

Defini¢ao 1.38. Sejam F,G € CL e x € V. Define-se F|z = G| recursiva-

mente por:

2. ylo =G =y, sex #y;
3. H[x = G| = H, para todo H € {l,K,S};
4. (HiHy)[z = G| = Hy[x = G]Hy[z = G].

Definicao 1.39. Seja R uma relacao binaria sobre CL. Dizemos que R é

compativel se satisfaz (para todo F, G, H):
1. (FH)R(GH), sempre que FRG;
2. (HF)R(HG), sempre que FRG.

Fixada a defini¢ao de relagao compativel sobre CL, podemos transportar
imediatamente para este conjunto os conceitos de passo de redugao (—x),

reducao (—7%) e conversao (=g).
Definicao 1.40. Seja w a seguinte no¢ao de redugao sobre CL:

(w) {(IF,F)| F e CLYU{(KFG, F)| F,G e CLYU{(SFGH, FH(GH)) | F,G, H €
CL}.

Exemplo 1.41. Tem-se
L. I(Kz) —,, Kz; 3. SKKz —,, Kz(Kz) —, z;

2. K(lzy)z = K(zy)z —u zy; 4. Sllz —, lx(lz) —, vz
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Vejamos agora a relagao entre a Légica Combinatéria e o Calculo A.
A conversao w € facilmente simulada no Célculo A pela conversao [ através

da seguinte traducao.
Definigao 1.42. Seja -y : CL — A a funcao definida recursivamente por:
1. z) = z;
2. Iy = Az,
3. Ky = A\xy.x;
4. Sy = Aryz.xz(yz).
5. (FG)\ = F\G,.

Proposicao 1.43 ((Sgrensen and Urzyczyn, 2006, Proposition 5.4.3)). Para
todo F,G € CL, se F —,, G entio Fy —; G,

Demonstracao. Por inducao rotineira sobre F —,, G. O
Corolario 1.43.1. Para todo F',G € CL, F\ =5 G, se I' =, G.

Falta agora traduzir termos-\ em combinadores. A dificuldade reside na

traducao de abstracgoes.
Definigao 1.44. Seja -¢r, : A — CL a funcao definida recursivamente por:
1. zor = x;
2. (MN)cr = McrNo;
3. (AxM)cL = N*xMey,
onde, para todo x € V e F' € CL, \*zF é meta-termo definido por:
1. I, se F' = x;
2. KF,sexz ¢ V(F);

3. SNz Fy) (N xFy), se F' = F1F; e o caso anterior nao se verificar.
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Observagao 1.45. Note-se que FV(M) = V(Mcy). Logo, se M ¢ fechado,

M1, é um combinador.
Esta definicao de A*zF' é motivada pela seguinte proposicao.

Proposigao 1.46 ((Sgrensen and Urzyczyn, 2006, Proposition 5.4.6)). Para
todo F,G € CL e x €V, verifica-se:

1. (N 2F)G - Flr = G];

Contudo, a conversao (3 nao é simulavel pela conversao w através desta
traducgao. Considere-se (Cagman and Hindley, 1998) M = (Ay(Azzy)z) e
N = (A\yzy). Entdo M =5 N, mas

Mer, = S(S(K(SH)(S(KK)1))(Kz)

nao é convertivel em N¢p, em virtude de ja ser uma forma w normal. Funda-

mentalmente, a razao para este desnivel prende-se com a nao-admissibilidade
da regra (&) em =, °:
O—2 =2
NaeM = NN 7

sendo por causa disto que a conversao w se diz weak ©.

Neste ponto podemos munir a conversdo w de forma a que simule a
conversao ( ou encontrar uma conversao em A que simule a conversao w. A
primeira alternativa estd presente em (Hindley and Seldin, 2008, Chapter 9),
e requer uma regra nova sob uma nova classe de termos (ditos funcionais). A
segunda alternativa é elaborada em (Cagman and Hindley, 1998).

Neste trabalho estaremos interessados na conversao (37. Para isso vamos

considerar a versao extensional da conversao w, a conversao ext, que ja admite

a regra ().

A regra (&) é satisfeita em = g por se tratar da condigdo 2 do fecho de compatibilidade,
cf. 1.6.

SVer (Sgrensen and Urzyczyn, 2006, p. 117) ou (Hindley and Seldin, 2008, Warning
2.33 p. 30, Lemma 9.5 pp. 93-94).
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Definicao 1.47. Define-se a conversao ert como sendo a menor relacao

compativel e de equivaléncia satisfazendo:
1. Se F' =, G entao F =, G,
2. Se Fx =, Gz para todo x ¢ V(FQG), entao F =, G.

Pode-se provar que a conversao ezt é a variante extensional da conversao
w, da mesma forma que a conversao 31 é a variante extensional de § (Hindley
and Seldin, 2008, p. 83).

Teorema 1.48 (Correspondéncia). Para todo M, N € A e F,G € CL, tem-se:
1 (F\)eow =ent F';
2. (Mep)x =pn M;
3. F =t G se e 56 se Fy =g, G,
4. M =3, N seesése Mg, =5 Ncg,.

Demonstragio. Ver (Hindley and Seldin, 2008, Theorem 9.17) ou (Sgrensen
and Urzyczyn, 2006, Proposition 5.5.3). ]

Observacao 1.49. Esta correspondéncia pode ser obtida de forma mais
elegante através de uma nocgao de redugao sobre CL, s (dita strong), cuja
conversao induzida (=) é igual a =.;; (Hindley and Seldin, 2008, Lemma
8.17 (d), p. 90). A redugdo —* consiste na jungao da regra (£) a redugdo —7
(Hindley and Seldin, 2008, Definition 8.15).

Nesta subsecc¢ao apenas mencionamos equivaléncias entre a Légica Com-
binatéria e o Calculo A ao nivel das conversdes. Ao nivel da reducoes as

correspondéncias complicam-se:

e Tem-se que M —3, N implica Mcy, —5 Nep, mas ' —7 G nao implica

F\ —%, G (Hindley and Seldin, 2008, Discussion 9.18).

*

e A simulagdo da reducdo —7% estd desde (Curry and Feyes, 1958) em
aberto, sendo (Mezghiche, 1984, 1989) a melhor proposta & data (Seldin,
2011).
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e A simulagao da redugao —} pelo Calculo A também nao é uma equiva-
léncia “completa”, cf. (Cagman and Hindley, 1998, Proposition 3.2, p.
243).
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Capitulo 2
Combinadores categoriais

Apresentamos neste capitulo a Logica Combinatéria Categorial e vemos a sua

relacdo, quer com as categorias cartesianas fechadas, quer com o Célculo A.

Na secgao 2.1 introduzimos a sintaxe e duas conversoes da Logica Combi-
natéria Categorial. Uma das conversoes diz-se forte e a outra diz-se fraca: a
fraca esta incluida na forte que, por sua vez, esta “intimamente” ligada as

categorias cartesianas fechadas.

Na secgao 2.2 vemos uma correspondéncia ao nivel das conversoes forte
da Légica Combinatoria Categorial e fnSP do Calculo Ac, uma extensao do

Calculo A dotada de pares, projeccgoes e respectivas conversoes.

2.1 Loégica Combinatéria Categorial

A Légica Combinatéria Categorial é um sistema formal que gira em torno de
um conjunto de termos extraidos da teoria das categorias cartesianas fecha-
das: identidade, composicao, emparelhamento, primeira/sequnda projecgao,
abstraccao e aplicagcdo. Para além disso, a relacao principal entre os termos
deste sistema — a chamada relagio forte — reflecte propriedades acerca

destes termos conhecidas no campo da teoria de categorias.

23
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2.1.1 Sintaxe

Convengao 2.1. Seja V um conjunto numeravel (de wvaridveis). Denota-
mos os elementos deste conjunto pelas meta-variaveis x, y, z, eventualmente

etiquetadas.

Definigao 2.2. O conjunto dos termos categoriais, CCL (do inglés “Categor-

ical Combinatory Logic”), é definido indutivamente por:
1. Todas as variaveis estao em CCL, isto é, V < CCL;

2. As constantes Id (identidade), Fst (primeira projec¢ao), Snd (sequnda
projecgao) e App (aplicagdo) estdo em CCL;

3. Se A estd em CCL, entdo a abstraccao A(A) estd em CCL;
4. Se A e B estdao em CCL, entdao o emparelhamento (A, B) estd em CCL;
5. Se A e B estdao em CCL, entao a composi¢io (Ao B) esta em CCL.

Notagao 2.3. Adoptamos as seguintes convengoes de escrita a respeito de

termos categoriais:

1. As meta-variaveis A, B, C, D, eventualmente etiquetadas, denotam ter-

mos categoriais.

2. Omitem-se os paréntesis mais externos em composicoes, isto é, escreve-
mos A o B no lugar de (Ao B).

3. Escrevemos (Aj, As, A3) no lugar de ((A;, Ay), Az). Mais geralmente,

(A, Ag,y o A = (AL Ay A,
Denotamos por V(A) o conjunto das varidves que ocorrem em A. Se
V(A) = ¢, dizemos que A é um combinador (categorial).
Defini¢ao 2.4. Define-se V() : CCL — P(V) recursivamente por:

1. V(z) = {x};
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2. V(o) = &, se o € {Id, Fst, Snd, App};

4. V((B,C)) =V (B)uV(C);
5. V(BoC)=V(B)uV(C).

A conversao forte, e em especial a proposicao 2.7, ira reforcar a ligacao da

Légica Combinatéria Categorial as categorias cartesiansas fechadas.

2.1.2 Conversao forte

Recorde-se (ver 1.9) que uma redugdo (notacdo: —%) é dada pelo fecho

compativel, reflexivo e transitivo de uma relagdo binaria R e uma conversao
(notagao: =g ) pelo fecho compativel e de equivaléncia de R. De resto, neste

capitulo estaremos mais interessados nas conversoes que nas redugoes.

Definicdo 2.5. Dizemos que uma relacao binaria R < CCL* é compativel se

satisfaz as seguintes condi¢oes (para todo A, B,C e D):
1. A(A)RA(B), se AR B;
2a. (A, B)R{C,B), se ARC, 2b. (A, B)R{A, D), se BR D;

3a. (Ao B)R(CoB),se ARC; 3b. (AocB)R(AoD),se BRD.

Defini¢do 2.6. Define-se a conversao forte', =corpysp, como sendo a menor

relagdo compativel e de equivaléncia satisfazendo as seguintes condigoes (para
todo A,B e C):

(Ass) (AoB)oC = Ao (Bo(C);
(IdL) Ido A = A;
(IdR) Ao Id = A;

(Fst) Fsto(A,B) = A;

LOu Légica Combinatéria Categorial Forte (Curien, 1993, Definition 1.2.12).
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(Snd) Sndo (A, B) = B;

(DPair) (A,B)oC =(AoC,Bo(C);

(Beta) Appo(A(A),B)= Ao(ld,B);

(DA) A(A) o B =A(Ao (B o Fst,Sndy);

(AI) A(App) = Id;

(FSI) (Fst, Sndy = Id.

(onde escrevemos simplesmente = no lugar de =cergysp.)

As condigoes que definem a conversao forte sdo reminiscentes de pro-
priedades verificadas pelos constructos das categorias cartesianas fechadas.
Com efeito, em (Lambek and Scott, 1986, pp. 52-53) as categorias carte-
sianas fechadas sao estudadas sob o ponto de vista de um sistema dedutivo

caracterizado pelo conjunto de axiomas

(2.1) Ass + IdL + IdR + Fst + Snd + SPair + App + SA
. ~ J . ~- J
Categoria Cartesiana Fechada
em que

(SPair) (Fsto A, Sndo A) = A,
(App) App o (A(A) o Fst, Snd) = A;
(SA) A(Appo (Ao Fst, Sndy) = A;

excepto apenas que falta aqui equacao relativa ao objecto terminal. Curiosa-
mente, a conversao induzida pelo sistema de equagoes 2.1 ¢ igual a conversao

forte.

Proposicao 2.7 ((Curien, 1993, Exercise 1.2.12.1)). Seja =ccr (de “Catego-
ria Cartesiana Fechada”) a menor relagio compativel e de equivaléncia satis-
fazendo o sistema de equagoes 2.1. Entdo, para todo A, B € CCL, A =ccr B

se e s6 se A =ccrppsp B.
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Demonstracao. Basta demonstrar, por um lado, que a conversao forte inclui
as equagoes SPair, App e SA, e por outro, que a conversao CCF inclui as

equagoes DPair, Beta, DA, Al e FSI. Demonstramos:
1. CCLpnSP - SPair, App, SA;
2. CCF + DPair, FSI;
3. CCF,FSI - AT;

4. CCF,DPair DA, Beta.

CCLpnSP - SPair CCLSnSP + App
(Fsto A, Sndo A) App o {A(B) o Fst, Snd)
= DPair = DA
(Fst, Sndy o A App o {A(B o {Fsto Fst, Snd)), Snd)
= FSI, IdL = Beta
A (B o (Fsto Fst, Snd)) o {Id, Snd)
= Ass, DPair, Fst, Snd, IdR
B o {Fst, Snd)
= FSI, IdR
B
CCLBnSP - SA CCF = DPair
A(App o (B o Fst, Snd)) (A,B)oC
= DA = SPair
A(dpp) o B (Fsto (A, Byo C), Snds ((A, By o C))
= Al IdL = Ass, Fst, Snd
B (Ao C,Bo(C)
CCF + FSI
Id
= SPair

(Fsto Id, Snd o Id)
= IdR
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(Fst, Snd)

CCF,FSI - Al

Id
= SA
A(App o {Id o Fst, Snd))
- IdL, FSI, IdR
A(App)

CCF, DPair - DA

A(A o (B o Fst, Snd))
= App

A((App o (A(A) o Fst, Snd)) o (B o Fst, Snd))
= Ass, DPair, Ass, Fst, Snd

A(App o (A(A) o (B o Fst), Snd))
= Ass, SA

A(A)o B

CCF, DPair - Beta

Ao(ld,B)
= App
(App o (A(A) o Fst, Snd)) o {I1d, B)
= Ass, DPair, Ass, Fst, Snd
Appo(A(A)o Id,B)
= IdR
App o (A(A), B)
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Vale a pena realcar que a proposicao 2.7 nao apresenta uma equivaléncia
entre as categorias cartesianas fechadas e a Légica Combinatoéria Categorial,
note-se a omissao do objecto terminal; serve apenas para reforcar, de forma
intuitiva, a ligacao préoxima entre estas duas teorias. Uma consequéncia ttil
deste resultado é permitir que invoquemos as relagoes SPair, App e SA na
conversao forte. Outra relagdo que poderemos incluir nesta conversao é a

seguinte generalizacao da relacao Beta:
(Beta’) Appo(A(A)o B,C) = Ao(B,C).

Lema 2.8 ((Curien, 1993, Exercise 1.2.12.3)). A conversdo forte inclui a

equacao Beta’
Demonstracao. Temos

Appo{A(A)o B,C)
= DA
App o (A(A o (B o Fst, Snd)),C)
= Beta
(Ao (B o Fst,Snd)) o (Id,C")
= Ass, DPair, Fst, Snd, IdR
Ao{(B,C)

2.1.3 Conversao fraca

Até agora temos visto composigoes — e.g. (A o B) — e emparelhamentos —
e.g. (A, B). Tratamos em seguida de introduzir aplica¢ées — e.g. A.B — e
pares — e.g. (A, B). Intuitivamente, uma aplicagio A.B denota a aplicacao
de uma fungado A a um argumento B. Isto é diferente da composigao (Ao B)
cuja intuicao é de que se trata de uma funcao que, se aplicada a um argumento
C, gera a aplicacao A.(B.C'). Por seu turno, um emparelhamento (A, B)
denota a funcao que, quando aplicada a um argumento C, gera o par (no

sentido de um objecto de um produto cartesiano) (A.C, B.C). *

2Em (Curien, 1993), a terminologia é pairing para emparelhamento, couple para par,
composition para composi¢ao, e applying para aplicacao.
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Definicao 2.9. Para todo A, B € CCL, definem-se os meta-termos A~, A<,
A.B (aplicagao) e (A, B) (par) do seguinte modo:

1. A> = A(A o Snd);

2. A< = Appo (A, Idy;
3. AB = (Ao B)<;
4. (A, B) = (4>, B>)<.

Observagao 2.10 (Para o leitor familiarizado com teoria de categorias).
Intuitivamente, podemos pensar na meta-operagdo ~ como na correspondéncia
entre os morfismos D — E e 1 — EP para todo o objecto D, E, e < como na

correspondéncia inversa, onde 1 denota o objecto terminal de uma categoria
(Curien, 1993, p. 33).

Notacao 2.11. Adoptamos as seguintes convengoes de escrita a respeito dos

meta-termos par e aplicagao:

1. O simbolo “” da aplicagao associa para a esquerda, ou seja,

A As. oAy = (L (ALA). LA,

2. A aplicacao tem prioridade sobre a composigao, isto é, escrevemos A.B o
C no lugar de (A.B) o C;

3. Escrevemos (A, A, A3) no lugar de ((Ay, Ay), A3). Mais geralmente,

(A1, Agy oo L AL) = (L (A Ag)y o A

Definicao 2.12. Define-se a conversdo fraca®, =ccr, como sendo a menor

relagdo compativel e de equivaléncia satisfazendo (para todo A, B,C € CCL):
(id) Id.A = A,

(ass) (Ao B).C = A(B.C);

30u Légica Combinatéria Categorial Fraca (Curien, 1993, p. 34).
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(fst) Fst.(A, B) = A,

(snd) Snd.(A, B) = B;

(dpair) (A, B).C' = (A.C,B.C);

(app) App.(A, B) = A.B;

(dA) A(A).B.C = A.(B,C).

(onde escrevemos simplesmente = no lugar de =¢¢ry,.)

Observa-se que as condigoes da conversao fraca ditam o efeito esperado
dos meta-termos aplicacao e par acabados de introduzir.

A conversao fraca estd incluida na conversao forte. Na verdade, a codifica-
¢ao dos meta-termos aplicacao e par escolhida na defini¢ao 2.9 é consequéncia
das conversoes forte, fraca e Quote (Curien, 1993, Exercise 1.2.14.1), em que

Quote ¢é induzida pelas condigoes (para todo A, B e C):
(Quotel) A(Fst).Ao B = A(Fst).A,;

(Quote2) Appo (Ao A(Fst).B,C) = A.BoC;

(Quote3) A(A).B = Ao{A(Fst).B, Id).

Terminamos esta subseccao vendo como a conversao forte inclui as con-

versoes fraca e Quote.

Lema 2.13 ((Curien, 1993, Lemma 1.2.14)). Denote-se por RA (do inglés
“Right Absorving”) o conjunto dos termos categoriais B que satisfazem a

equacao

(22) B =CCLBnSP Bo A(Snd)

Entao, para todo A€ CCL e B € RA, verificam-se as sequintes condigoes:
1. A € RA;

2. (A7)= =corpysp A;
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3. B =cerppsp B o A;

4. (B<)” =ccrpnsp B.

Demonstracao. Temos:

1.

A~ o A(Snd)

2.9 =
A(A o Snd) o A(Snd)

DA =
A((A o Snd) o (A(Snd) o Fst, Snd))

Ass, Snd =
A(A o Snd)

2.9 =
A>

(A7)=

2.9 =
App o (A(A o Snd), Id)

Beta =
(Ao Snd) o {Id, Id)

Ass, Snd, IdR =
A

BoA
(2.2)
(BoA(Snd))o A
Ass, DA
Bo A(Sndo (Ao Fst, Snd))
Snd
B o A(Snd)
(2.2)
B

(B~)~
2.9

A((App o (B, Id)) o Snd)
Ass, DPair, IdLL

A(App o (B o Snd, Snd))
2.13, alinea 3

A(App o (B, Snd))
2.13, alinea 3

A(App o (B o Fst, Snd))
SA

B

O

Proposicao 2.14. A conversao forte inclui as conversoes fraca e Quote.

Demonstracao. Demonstramos

4.

4(Curien, 1993, pp. 35-36)
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1. CCLBnSP I ass, fst, snd, dpair, app, Quote2;

2. CCLBNnSP, Quote2  Quote3;

3. CCLPBnSP, Quoted, ass, snd, dpair, app + id;

4. CCLpBnSP, Quotesd, id, ass, fst, snd, dpair, app — dA;
5. CCLBNnSP — Quotel.

Vejamos primeiro alguns resultados auxiliares:

i. CCLPnSP A(Fst).A = A7,

A(Fst).A
= 2.9

App o (A(F'st) o A~ Id)
= Beta’, Fst

A>

ii. CCLPnSP, Quote3 - A(Snd).A = Id,

A(Snd).A
= Quote3

Snd o (A(Fst).A, Id)
= Snd

Id

ili. CCLPnSP,snd, ass — A(Fst).A = A(Sndo Fst).(B, A);

A(Fst). A
= snd, introduzindo (B, A), com B arbitrario; ass
(A(F'st) o Snd).(B, A)
= DA
A(Fsto (Sndo Fst, Snd)).(B, A)
= Fst
A(Sndo Fst).(B, A)

33
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iv. CCLBnSP,ass, fst, snd, dpair, app -+ A(Fst).A.B = A.

A(Fst).A.B
= iii., fst

(A(Sndo Fst).(B, A)).(Fst.(B, A))
= app, dpair, ass

(App o (A(Snd o Fst), Fst)).(B, A)
= Beta, Ass, Fst, IdR, snd

A

Temos, entao:

CCLpnSP + ass CCLpBNSP + fst
A.(B.C) Fst.(A, B)
= 2.9 = 2.9
(Ao ((BoC7)%)7)" (Fsto ((A>, B>)<)>)<
= 2.13 = 2.13
(Ao (Bo(C?))< (Fsto(A”,B~))<
= Ass, 2.9 = Fst, 2.13
(Ao B).C A

CCLBNSP + snd Anélogo ao caso fst.

CCLBnSP + dpair CCLBnSP + app

(A.C,B.C)

= 2.9 App.(A, B)
(Ao C)=)7,((BoC7)=)7)" = 2.9

= 2.13 (Appo (CA”, B~)7)7)"
(AoC* BoC>)< = 2.13, 2.9

= 2.9, DPair (App o (A(A o Snd), B>))<
(A, B).C = Beta, Ass, Snd, 2.9

A.B
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CCLBNSP + Quote2 CCLBnSP, Quote2 - Quote3
Appo (Ao A(Fst).B,C) A(A).B
= i. = IdR
Appo{Ao B>, C) A(A).Bo Id
= 2.13, Ass = Quote2
Appo{(AoB)oC,C) Appo A(A) o A(F'st).B, Id)
- IdL, DPair = Beta’
Appo ((Ao B, Idyo C) Ao (A(Fst).B, Id)
= Ass, 2.9
A.BoC

CCLBNnSP, Quoted, ass, snd, dpair, app + id

Id.A
= ii. introduzindo (B, A), com B arbitrario
(A(Snd).(B,A)).A
= snd
(A(Snd).(B,A)).(Snd.(B, A))
= app
App.(A(Snd).(B, A), Snd.(B, A))
= dpair, ass
(App o (A(Snd), Snd)).(B, A)
= Beta
(Snd o {Id, Snd)).(B, A)
Snd, snd

A

CCLpnSP, Quoted, id, ass, fst, snd, dpair, app + dA

A(A).B.C
= Quote3

(Ao (A(Fst). B, Id)).C
= ass, dpair, iv., id

A(B,C)
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CCLBNSP +— Quotel

A(Fst).Ao B
= i.

A oB
= 2.13

A>
- i

A(Fst). A

2.2 Termos categoriais versus termos-\

Vemos nesta sec¢do uma correspondéncia entre termos categoriais e termos-A
que se estende as conversoes forte e 7. Essencialmente, a correspondéncia
consiste numa codificagdo do Célculo A com indices de de Bruijn na Logica
Combinatoria Categorial. A observacao-chave é que a operagao de substituicao
para termos-\A de de Bruijn pode ser codificada em termos categoriais e

simulada através da conversao forte.

Observagao 2.15. A titulo de curiosidade, é bem conhecida® uma corres-
pondéncia entre o Calculo A e as categorias cartesianas fechadas: a teoria do
Célculo A tipificado dotado de pares, projecgdes e conversoes 7 induz uma

categoria cartesiana fechada e vice-versa.

Na subsecgao 2.2.1 munimos o Célculo A com pares e projeccoes, intro-
duzindo com isso o Célculo Ac (do inglés “couples”). Apenas consideramos a
conversao AnSP deste Calculo, que consiste na conversao n mais as conver-
soes referentes as projecgoes e pares. Em 2.20 justificamos a introducdo deste
Célculo.

Na subseccao 2.2.2 codificamos os termos-Ac de de Bruijn e a respectiva
operacgao de substituicao na Logica Combinatéria Categorial. Aqui ja vemos

que a conversao forte permite simular a conversao SnSP.

SVer (Lambek and Scott, 1986, Chapter 10-11).
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Na subsecgao 2.2.3 apresentamos finalmente as tradugdes entre termos
categoriais e termos-Ac, e vemos como as conversoes se simulam uma a outra

a partir destas tradugoes.

2.2.1 Calculo )¢

Definicao 2.16. O conjunto dos termos-Ac, Ac, é definido indutivamente

por:
1. Todos os termos-\ sao termos-Ac, isto é, A < Ac;
2. Se M e N estao em Ac, entdao o par (M, N) estd em Ac;
3. Se M esta em Ac, entdo a primeira projec¢ao fst(M) esta em Ac;
4. Se M estd em Ac, entao a sequnda projec¢ao snd(M) estd em Ac.

As definigoes do Calculo A\ transitam, com as devidas adaptagoes, para
o Calculo Ac. Regra geral, nos novos casos as defini¢coes sdo dadas por

distribuicao pelos respectivos subtermos, conforme:
e FV(M,N))=FV(M)u FV(N);
o fst(M)[z = N] = fst(M[z = N]);
e ... e assim em diante.

Excepto apenas quando for dito algo em contrario, aplica-se a regra acabada

de descrever a todas as defini¢bes implicitas encontradas nesta subseccao.

A adicao dos novos termos obriga a uma actualizacdo da definicao de
relacdo compativel. Definimo-la explicitamente, pese embora esta seguir a

regra de construcao indicada em 2.16.

Definig¢ao 2.17. Uma relacio binaria R < Ac? diz-se compativel se satisfaz

as seguintes condigoes (para todo M, N, P,Q € Ac):
1. R é compativel sobre A, isto é, R satisfaz todas as condigoes de 1.6;

2. fst(M)R fst(N), se M RN;
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3. snd(M) R snd(N), se M R N;
da. (M,N)R(P,N), se MR P.
4b. (M, N)R(M,Q), se NRQ.

As relacgoes «, e n transitam sem qualquer alteragao para Ac. Para
além destas, consideramos também as relagoes fst, snd e SP, referentes as
projeccoes e ao par; definimo-las a seguir. A titulo de excepgao notacional,
definimos — seguindo (Curien, 1993) — a relacao SnSP como a uniao, nao

so das relagoes 1 e SP, como também das relagoes fst e snd.
Definicao 2.18. Definem-se as seguintes rela¢oes binarias sobre Ac:
1. fst={(fst((M,N)), M) | M,N € Ac};
2. snd = {(snd((M,N)),N) | M,N € Ac};
3. SP = {((fst(M), snd(M)), M) | M € Ac};
4. pnSP = B unu fstu sndu SP.

Observagao 2.19. As relagoes fst e snd descrevem o significado subjacente
as projecgoes. A relacao SP (do inglés “Surjective Pairing”) porém, é mais
complexa: afirma que todos os termos podem ser vistos como pares. Esta
relacao é importante para a correspondéncia entre o Calculo Ac tipificado e as
categorias cartesianas fechadas, cf. 2.15. Mais concretamente, SP corresponde
a equagao SPair (ver (2.1)) que, recorde-se, estd contida na conversao forte,

de acordo com 2.7.

Observacao 2.20 ((Curien, 1993, p. 30)). A propodsito, é bem conhecida
uma codificagdo de termos-Ac em termos-A: veja-se a traducao - : Ac > A

definida por:
1. z) = z;
2. fst(M)y = My(Axy.x);

3. snd(M)y = My(Azry.y);
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4. (M,N)x = Az.xM\Ny, onde x ¢ FV(MN);
9. (MN))\ZM)\N)\;
6. ()\.TM)A = )\JIM)\

Porém, sabe-se (Barendregt, 1974) que nao é possivel simular a relacaio SP

no Célculo A, isto é, nao existe uma traducao -, que verifique
M :ﬁnSPN - M)\ =pn N)\.

Por esta razao, legitima-se a introducao do Calculo Ac.

2.2.2 Versao categorial do Calculo Ac de de Bruijn

Nesta subseccao transitamos do Calculo Ac para a sua variante com indices
de de Bruijn. Porém, ndo definimos um novo Calculo Ac”?, & semelhanca do
que é feito em 1.2 com respeito ao Célculo A original; em vez disso, refazemos
a traducdo -pp com uma assinatura Ac — CCL e codificamos a operacio
de substituicao a custa da conversao forte. Com efeito, implementamos o

Célculo Ac de de Bruijn na Logica Combinatéria Categorial.

Observacgao 2.21. A partida, ndo é ébvio como podemos codificar um
indice de de Bruijn através de termos categoriais. A ideia-chave por detras
desta subseccao é a de que podemos representar uma substituicao simultanea

[i == N;]§ através da composi¢do e do emparelhamento, como
M[Z = Nz]g ~ M o <A, Nn7 Nn—la c. ,N0>,

onde A é um termo a ser definido. Intuitivamente, o emparelhamento rep-
resenta o ambiente de M, donde um indice de de Bruijn ¢é codificado pela
composicao de projecgoes que acedem ao seu valor. Na subseccao seguinte

veremos mais detalhes a este respeito.
Comegamos por introduzir alguma notacao auxiliar.

Definicao 2.22 ((Curien, 1993, Definition 1.2.11)). Para todo n € Ny e
A, B € CCL, definem-se os meta-termos n! e S(A, B) do seguinte modo:
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e nl = Sndo Fst", onde Fst'™' = Fsto Fst' com i € N.
e S(A,B) = Appo (A, B).

Observagao 2.23. O indice j num meta-termo j! indica o total combinadores

Fst. Por exemplo,

e 0! = Snd; e 2! = Sndo (Fsto Fst);

o 1! = Sndo Fst; e 3! = Sndo (Fsto (Fsto Fst)).
Definigao 2.24 ((Curien, 1993, Definition 1.2.15)). Para todo M € Ac e para

todo xg,...,xz, € V tal que FV(M) < {xg,...,x,}, define-se Mpp(,

(abreviadamente Mpg) recursivamente por:

77777 Tn)

1. zpp=1i!, onde i = min{j | x = z;};
2. fst(M)pp = Fsto Mpp;

3. snd(M)pp = Sndo Mpg;

4. (M,N)pp = {Mpp, Npg);

5. (MN)pp = S(Mpp, Npg);

Exemplo 2.25. Seja M = Ax.xy. A Unica variavel livre de M é y pelo que

basta considerar o conjunto {y} de varidveis. Tem-se®

(Az.zy) pa(y)

2.24
A(S(IDB(x,y)7 yDB(:c,y)))
= 2.24

AS(0!, 11))

SConfrontar com o resultado pela sua tradugao original: (X.01).
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Pretendemos agora refazer a substituicao de de Bruijn na Légica Combi-

natoria Categorial. Para comecar, a sua codificacao deve ser tal que permita
obter S(A(P),Q) =ccrsysp P[0 == @], para todo P,Q € CCL. Ora,

S(A(P), Q) *2 Appo (A(P), Q) "2* P o(1d,Q),

o que sugere a codificagdo Po{ld, Q)) para P[0 := @]. Por outro lado, também
deve permitir obter A(P)[0 = Q] =ccorsnsp A(P[1 = Q)]). Ora,

A(P) o (d, Q)22 A(P o ({Id, Q) o Fst, Snd))

0 que, por sua vez, sugere a codificagao ({Id, @) o Fst, Snd) para [1 = Q).
Repetindo-se este exercicio, deduzimos uma codificagdo para [m = @], com
m € Ny. De forma igual, podemos também deduzir uma codificacdo para as
fungoes de actualizagdo de indices U™ (+); formalizamos estas duas codificagoes

nas defini¢oes seguintes.

Definicao 2.26. Para todo n € Ny e para todo A € CCL, define-se a familia

dos meta-termos P"(A) recursivamente por:
1. P°(A) = A;
2. P"T1(A) = (P"(A) o Fst, Snd).

Definigao 2.27. Sejam A, B € CCL e i,m € Ny. As operagoes de substituigio

e de actualizacao de indices sdo codificadas como:
o Alm = B]— Ao P"({ld,B)); e U"(B)+— Bo P'(Fst™).

Demonstramos agora que a codificagdo 2.27 reproduz, de facto, as opera-

¢oOes originais. O seguinte lema é chave neste processo.

Lema 2.28. Para todo A€ CCL e m,n €N tal que 1 < m < n, verifica-se:
Fst™ o PH(A) =(CCLpnSP Pnim(A> o Fst™.

Demonstracao. Por inducao sobre m.
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e Casom = 1.

Fsto P"(A)
= 2.26

Fsto (P""'(A) o Fst, Snd)
= Fst

P 1(A) o Fst

e Casom + 1.

Fst™ o Pr(A)
= 2.22, Ass

Fsto (Fst™ o P"(A))
= H.I

Fsto (P"™(A) o Fst™)
= Ass

(Fsto P""™(A)) o Fst™
= 2.26

(Fsto ((P"~™"Y(A) o Fst, Sndy)) o Fst™
= Fst, Ass, Aritmética

pr=(m+)(4) o Fsfmt!

]

Confronte-se o seguinte resultado com 1.33 e com a defini¢ao de substui-

tuicao sobre Ac implicitamente definida em 2.2.1.

Proposicao 2.29. Para todo A, B,C € CCL e para todo i,m,n € Ny, verifica-

se.

n! sen <m,
1. nl[m = C| =ccrgnsp ugC) sen=m,
(n—1)! sen>m;

2. S(A, B)[m = C] =ccrsnsp S(A[m = C], B[m = C]);

3. AMA)[m = C] =ccrpnsp M(Alm + 1= C]);
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11.

12.
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. (FStO A)[m = C] =(CCLBnSP Fsto A[m = C],

(Sndo A)[m == C| =cerpnsp Sndo Alm = C1;

(A, B)[m = C] =ccrpsp (Alm = C], Blm = C]);

n! sen <1,

U™ (n!) =cergyse { ‘
(n+m)! sen =i
U (S(A, B)) =ccrpnse S(UM(A), U™ (B));
UM(A(A)) =cowsmse MU (A));
Um(Fsto A) = copmse Fsto UM(A);

Uﬁ(SRdO A) =(CCLBnSP Snd o Ulm(A),

U (CA, B)) =ccrpmse (UM(A), U™ (B)).

Demonstracao.

U (n!) =nl, se n <.

Uit (nl)
- 9.92,2.97, 2.28

Sndo (P="(Fst™) o Fst")
= 2.26

Sndo ((P=""Y(Fst™) o Fst, Sndy o Fst™)
= Ass, Snd, 2.22

n!

Ur(n!) = (n+m)!, se n > 1.

U )
2.27,2.22, Ass

(Sndo Fst"") o (Fst' o P{(Fst™))
2.28, Aritmética

(Sndo Fst"™") o Fst™"

= Ass, 2.22, Aritmética
(n+m)!

43
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U (S(A, B)) = S(U"(A), U"(B)).

U (S(A, B))
- 2.22, 2.27, Ass

Appo ((A, B) o P'(Fst™))
= DPair, 2.27

App o (U"(A), U™ (B))
= 2.22

SU(A), U(B))

U (A(A)) = AU (A)).

U (A(A))
= 2.27

A(A) o P{(Fst™)
= DA

A(A o (P (Fst™) o Fst, Snd))
= 2.26, 2.27

AU (A))

S(A,B)[m = C] = S(Alm = C],B[m = C]). Anélogo ao caso
UM(S(A, B)).

A(A)[m = C] = A(A[m + 1 == C]). Andlogo ao caso U/"(A(A)).

n![m = C] = nl, se n < m. Procedemos tal e qual como no caso U™ (n!)

quando n < 1.

nl[m = C| = U (C), se n = m.

nl[m = C]
_ 9.92.2.97, 2.28
Sndo ({Id,Cy o Fst™)
= Ass, Snd
C o Fst™
_ 9.27, 2.26
Ug(C)
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e nllm:=C]=(n—-1),sen>m.

nl[m = C]
- 9.92, 2.27, Ass
(Sndo Fst"™™) o (Fst™ o P™({1d,C")))
= 2.28, 2.26
(Sndo Fst"™™) o ({Id,C) o Fst™)
= Ass, Fst, IdR
Sndo (Fst"™ ' o Fst™)
= Ass, Aritmética, 2.22
(n—1)!

o (Fsto A)[m = C| =corpnsp Fsto Alm = C]. Imediato, por Ass.

o (A, B)[m = C| =ccrpysp (Alm = C],B[m = C]). Imediato, por
DPair.

Os restantes casos sao analogos. ]

A proposigao 2.29 mostra que a codificagdo das operagoes de substituicao e
de actualizacao de indices imita fielmente as operagoes originais. Sabemos do
Calculo APB, mais particularmente, da proposicdo 1.34, que estas operacoes
bastam para se reproduzir a relacao 3. Logo, face ao resultado 2.29, podemos
concluir que a relagao § também é reproduzivel na Légica Combinatoria
Categorial (Forte) (Curien, 1993, Implicito na demonstracao 1.2.17). Para
além da relacao (3, demonstramos em seguida que a Légica Combinatoéria

Categorial Forte também implementa (via a traducgdo -ppg) as relagoes n, fst,
snd e SP.

Lema 2.30. Para todo M € Ac, para todo n € Ny, para todo xg,...,x, €V
varidveis distintas (notagio: @) tais que FV(M) < &, para todo i € {0,...,n}

tal que x; ¢ FV(M), verifica-se:
Mppz) =corsnsp MpBo,. .oi 1 wss1,en) © P (Fst).

Demonstragao. Por indugao sobre M. Para tornar a apresentacao ligeiramente

mais leve, vamos escrever z’ no lugar de xg,...,T;_1,Tit1, ..., Tn.
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e Caso M = xz. De FV(z) € ¥ e de z; ¢ FV(z) vem que z; # z. Logo,

uma vez que as varidveis sao todas distintas, zpp) # i!. Surgem entao

dois casos: o caso em que x ocorre na sublista zg, ..., ;1 € 0 caso em
) )
que z ocorre na sublista x;,1, ..., 2,. Assim, denote-se o valor de xpp(z)
por
— gl se j <1

— (1 +1)!,sel>0.

Posto isto, quando zpp) vale

— 7!, o valor de by é também j! porque a sublista xg, ..., x; 1 na

qual x ocorre mantém-se inalterada com a remocao de z;;

— (i + 1!, o valor de x5 € (i + 1 — 1)! porque x ocorre na sublista

$l

Ti, Tiyl, ..., Ty que, ao excluirmos z;, faz recuar uma posicao todos

termos consecutivos a este.

Pretendemos assim mostrar:

1. ]' :CCLBnSPj! o PZ(FSt),

2. (’L + l)' =(0CLBnSP (Z +1— 1)' o PZ(FSt)

Ora,

1. 2.

j! o P'(Fst)

= 2.22 =
(Sndo Fst') o P'(Fst)

= Ass, 2.28 =
Sndo (P (Fst) o Fst)

= 2.26, Ass, Snd =
Snd o Fst’

= 2.22 =
j!

(i +1—1)! o P'(Fst)
2.22, Aritmética, Ass

(Sndo Fst') o (Fst—* o P!(Fst))
2.28

(Sndo Fst') o (P*=0=V(Fst) o Fst'™")
2.26, Aritmética

(Sndo Fst') o ((Fsto Fst,Sndy o Fst'™")
Ass, Fst

Sndo (Fst™ o Fst™!)
2.22, Aritmética

(i +1)!
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e Caso M = (AyP). Tem-se

(AYP) ppary © P(Fst)
= 2.24
A(PDB(y,f’)) o PZ(FSt)
- DA, 2.27
A(PDB(y,a?) o P*1(Fst))
= H.I
A(Pppy.z)
= 2.24
(AyP) ppa)

O

Nota bibliografica 2.31. O lema 2.30 acabado de demonstrar é apresentado
como exercicio na sua instancia ¢ = 0 em (Curien, 1986). Em (Curien, 1993,
Exercise 1.2.15.1) é apresentada uma versao diferente, porventura igual ao
lema 2.30, mas cuja apresentacao nao deixa claro o enunciado. Tornando
ainda mais confusas as coisas, Curien infere — nao explicando como — a
instdncia ¢ = 0 a partir da sua demonstragao da proposicao seguinte, cf.
(Curien, 1993, Proof 1.2.20) ou (Curien, 1986, Proof 2.20).

Proposicao 2.32. Sejam M, N € Ac e xy,...,x, €V (notagio: ) tais que
FV(MN) cx. SeM —BnSP N, entao MDB(QZ:) =CCLBnSP NDB(QZ:).
Demonstrag¢ao. Por indugao sobre a defini¢ao de — g, gp.
e Caso fst((M,N)) —pnsp M.
fst((M,N))ps
= 2.24
FStO <MDBa NDB>

= Fst
Mpp

e Caso snd((M,N)) —p,sp N. Anélogo ao anterior.
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Caso (fSt(M), snd(M)) —>BnSP M.

(fst(M), snd(M)) s
= 2.24

<F$t o MDB, Snd o MDB>
= SPair

Mpg

Caso (AxMx) —gysp M, onde x ¢ FV(M).

()\xMx)DB(f)
- 92.24, 2.22

A(App o {Mpp(a,z), Snd))
= 2.30

A(App o {Mppz) o Fst, Snd))
= SA

Mpp)

Caso (AeM)N —g,sp M|z = NJ|.
Ora ((AzM)N)pp *2* S(A(Mpp(a,z), Npp) 0 que, por 1.34 e por 2.29

conjuntamente, implica (Curien, 1993, Implicito na demonstragao 1.2.17)

M|z == N]pp =ccrLsnse Mpp,#[0 = Npg].

Ora,

S(AMMpp@z), Nos))
2.22, Beta
Mpp(z,z o {Id, Nppz))
= 2.27
Mpp(z,#[0 = Nps|

Os restantes casos sao rotineiros.
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Nota bibliografica 2.33. A proposi¢ao 2.32 é demonstrada em (Curien,
1993, Proposition 1.2.17) ou (Curien, 1986, Proposition 2.17). Contudo, a
demonstragao aqui apresentada diverge consideravelmente da original para
o caso 1. A demonstragao de Curien nao é clara porque utiliza notagao nao
introduzida previamente, a saber, U;'; para além disso, depende de uma
generalizacao da operagao de substituicao que substitui ocorréncias de termos
em vez de ocorréncias de variaveis. A demonstracao aqui apresentada é mais

simples, recorrendo naturalmente ao lema 2.30.
Encerramos esta sec¢do com o corolario ébvio.

Corolario 2.33.1. Se M =g,5p N entao Mppz =ccrsyse Npp), para todo
M, N € Ac e para todo £ €V tal que FV(MN) < 7.

2.2.3 Correspondéncia

Estamos finalmente aptos a estabelecer uma ponte entre o Calculo Ac com a
conversao nSP e a Légica Combinatoria Categorial com a conversao forte.
Falta-nos definir tradugoes entre os conjuntos Ac e CCL e mostrar que as

conversoes dos respectivos sistemas simulam-se mutuamente.

Defini¢ao 2.34 ((Curien, 1993, Definition 1.2.18)). Para todo M € Ac e para
todo xg,...,z, € V tal que FV(M) < {zo,...,z,}, define-se Mcc, € CCL
como

MCCL = MDB(xo,...,xn)-<m7 Ty - 7m0)a
onde z é uma variavel distinta de xy, ..., z,.

Esta definicdo merece varios comentarios. Atente-se nas seguintes obser-

vacoes.

Observagao 2.35. A componente (x,z,,...,Zg) representa, intuitivamente,
o ambiente de M — uma estrutura na qual se encontram e se podem obter
todas as variaveis livres de M. O acesso a varidvel z; é conseguido de acordo

com a conversao forte pelos termos categoriais da forma i! do termo Mpg.

Observagao 2.36. O valor concreto de z no ambiente (x, z,, ..., zy) nao é

relevante. Este objecto serve para:



20 CAPITULO 2. COMBINADORES CATEGORIAIS

1. Quando M é fechado, se tenha Mqcr, = Mppg.x, i.e. permita a constru-

cao da aplicacao;

2. Quando M tem exactamente uma variavel livre, digamos x, se tenha
Mccr, = Mpg.(z,xp), i.e. permita a construgao do par. Nesta circuns-
tancia nao podemos fazer simplesmente Mpg.zo uma vez que o acesso

a xq esta codificado em Mpp pelo combinador categorial 0! = Snd.

Exemplo 2.37. Considere-se o termo M = (Ax.xy)z. As varidves livres de

M s@ao y, z pelo que basta considerar o conjunto {y, z} de variaveis. Tem-se
MCCL = S(A(S(O',l')),l')(x,z,y) ou MCCL = S(A(S(O',2')),O')(£If,y,2)

conforme se considere a sequéncia yz ou zy de variaveis, respectivamente.

Observacao 2.38. A escolha da sequéncia de varidveis livres é indiferente
modulo a conversao forte (Curien, 1993, Exercise 1.2.18.1). Para ajudar a
ilustrar, observe-se como as duas tradugoes de M em 2.37 sao iguais pela

conversio forte.

S(A(SO!, 1), 1N .(z, 2,v)

= 2.22

(App o (A(App o {01, 1D), 1D).(, 2, y)
= Beta

((App o (0!, 1)) o {1d, 1)).(, 2, y)
= ass, dpair

(App o O 11).(Id.(x, z,y), 1!.(z, 2, y))
= id, 2.22, fst, snd

App o0, 1D.(x, z,y, 2)
= ass, dpair

App.(0(z, 2,9y, 2), 1z, 2,9, 2))
= app, 2.22, fst, snd

2.y

S(A(S(01,21)),00). (2, y, 2)
= 2.22, Beta

((App o <01,2D) o {1d, 01).(x, y, 2)
= ass, dpair, id, 2.22, snd
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(Appo(0!,21).(2,y, 2, 2)
= ass, dpair, app, 2.22, fst, snd

z.y

Este exemplo também ajuda a evidenciar que o valor concreto da com-
ponente x nao ¢é preciso durante a simplificacdo de Mccr, sendo por isso

irrelevante neste contexto.

A tradugao no sentido CCL — Ac segue um formato mais familiar, con-

sistindo numa defini¢ao recursiva de cada termo categorial em termos-A\.
Definigao 2.39. Para todo A € CCL, define-se A,. € Ac recursivamente por:
1. zy. = x;
2. Idy. = \xx;
3. Fsty. = \x.fst(x);
4. Sndy. = Az.snd(z);
5. App,. = \x.fst(x)snd(x);
6. (Ao B)y. = Ax.Ax(B)x), onde z ¢ V(A) u V(B);
7. (A, B)). = Ax.(Ayer, Byox), onde z ¢ V(A) u V(B);
8. A(A)re = Azy.Ax(z,y), onde z,y ¢ V(A).
Observagao 2.40. Para todo Ae CCL, V(A) = FV(Ay.).

O seguinte lema mostra que a codificacao dos meta-termos par e aplicagao

tem a correspondéncia esperada do lado do Célculo Ac.

Lema 2.41 ((Curien, 1993, Lemma 1.2.19)). Para todo A, B € CCL, temos:
1. (A.B)xc =pnsp AxcBic;
2. (A, B)xe =pnsp (Axe, Bac)-

Demonstracao. Vejamos primeiro alguns resultados auxiliares:
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(A>)>\C <A<))\c
= 2.9,2.39 3 = 2.39,29, 8

Azy. Aye(snd(z,y)) Az.(Ay.fst(y)snd(y))(Axez, x)
= snd, n = B, fst, snd

Az A Az (Ayet)x

Temos, entao:

(A.B) e (A, B)ac
= 2.9 = 2.9
(Ao B7)%)x (A7, B7)%)xe
= 2.39, i., ii. = 2.39, i., ii.
Am((/\yAAc((/\ZB)\c)y))x>x )\x((/\y(()\zA,\c)y, (AZB)\C):U))‘I)CC
= B = B
)\QS.(A)\CB)\C)ZL‘ )\33.(/1)\6, B)\C)ZE
= n = n
A)\CB)\C (A/\c> B)\c)

O

Corolario 2.41.1. Seja M € Ac e seja Moo, = Mpp.(x,2,,...,2T) para

algum x, xg,...,x, € V. Entdao
(Meocor) e =pnsp (Mpp)ac(z, Tn, - . ., To).
Demonstracao. Imediata a partir de 2.34, 2.41 e 2.39. O

Vejamos agora que as tradugoes ). e -¢cr sao inversas uma da outra.

Lema 2.42 ((Curien, 1993, Exercise 1.2.15.1)). Para todo M € Ac, para todo
n € Ny, para todo xg,...,x, € V varidveis distintas (notagao: ) tais que
FV(M) € %, para todo y ¢ &, para todo i € {0,...,n}:

MDB(:E') = M[wz = y]DB(IO,...,xi,l,y,le ..... Tn)*
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Demonstragao. Por inducao sobre M. Para tornar mais leve a apresentacao,

eSCrevamos pp(ag,....y,..a,) Subentendendo-se que y ocorre na i-ésima posicao.

e Caso M = z. Surgem dois casos em virtude do resultado de z[z; = y]:
0 caso em que r = x;, onde o resultado é y; e o caso em que r # x;,

onde o resultado é x.

— Caso v = x;. Tem-se Yppay,..y...an) = i € Tppe) = i, uma vez

que as variaveis sao todas distintas.

— Caso =z # x;. Entdo rppgay,.y,.2 = Jjl, com j # i. Como
x = x;, J # i e as varidaveis sao todas distintas, tem-se que

:E[xl = y]DB(x(]w“vyy"':xn) = xDB(:BOPNﬂU’“'»zn) = ]‘

e Caso M = (AxP). Sem perda de generalidade, podemos assumir que

r ¢ U {y}. Assim tem-se (por 2.24)

— (A2P)pp@) = M Ppp.);

- ()\.Z‘P)[.fl?l = y]DB(a:o,...,y,...,mn) = A(P[[L’l = y]DB(z,xo,...,y,..A,a:n”~
Resta por isso ver:
PDB(r,f) = P[xz = y]DB(m,mo,...,y,...,xn)-

Ora, a nossa H.I. é: Para todo m € Ny, para todo zj,...,z,, € V

variaveis distintas (notagao: 7 ), para todo z € V tal que z ¢ 7', para
todo j € {0,...,m}:

PDB(E/) = P[% = Z]DB(rg,...,z,‘..,m’m)-

Basta assim aplicar-se a H.I. considerando-se m =n + 1, j =i + 1,

z =1, el‘;ﬁ_l = 11, para todo k =0,...,n.

e Os restantes casos sdao rotineiros.
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Teorema 2.43 ((Curien, 1993, Theorem 1.2.20 (3))). Para todo M € Ac,
(Mecor)se =pnsp M.

Demonstracao. Por inducao sobre M.

e Caso M = z.

(TcoL)ae
2.41.1
(-TDB>/\c<y7 Ty - ,[L’)
- 2.24, 2.22, 2.39
(Ax.snd(x))(y, Tp, ..., x)
= B, snd
x

e Caso M = (PQ).

((PQ)ccr)ae
= 2.41.1
(PQ)pB)ac(w, @n, -, 20)
= 2.24, 2.39
(Ax.(Az.fst(x)snd(x))(Ax.((Ppp) e, (QpB)reX)))(T) Ty, - - ., X0)
= B
(PpB)ac(, Zn, - ., 20)) (QDB)Ac(T, Tns - - -, T0))
- 2.41.1, H.I.

PQ

e Caso M = (A\zP).

(AzP)ccL)ae
= 2.41.1
()\xP)DB(y, Tpyooo ,iL‘O)
= 2.24
A(PDB(x,zo ..... xn)))\c(y7 Tps - ,Io)
= 2.39
(A (PpB(z,zo,....en) )ac (U, V) (Y5 T - - -, X0)
= B
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M. P(pBa,zo,...on) ) 3e(Ys Tny - - T0, V)
= 2.42

)\U(P[ZB = U]DB(v,xo ..... xn)))\c(y7 Tn, ..., Lo, U)
- 9.34, 2.41.1

Av.((Plz = v])cen)ae
= H.I
M. Plx = v]

AP

Caso M = fst(P).

(fst(P)cen)ae
= 2.41.1
(fSt(P)DB),\C(y, Tpy o - ,.CCO)
= 2.39
(Az.(Ax.fst(x))((Ppg)re®)) (Y, Tn, - - -, To)
= B
fst((PDB),\C(y, Tny oo - ,.2130))
= 2.34, 2.41.1
Jst((PeoL) ae)
= H.I
fst(P)

Caso M = snd(P). Andlogo ao caso anterior.

Caso M = (P, Q).

((Pa Q)CCL)AC
9.41.1, 2.24

(Ppp, QpB)rc(T, T, ..., T0)
= 2.39, B

((PDB)AC('I; Ty e oe 7x0)7 (QDB)/\C('Ia Ty o oe 7$0))
2.41.1, H.I.

(P,Q)

95
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]

Teorema 2.44 ((Curien, 1993, Theorem 1.2.20 (4))). Para todo A € CCL,

(Axe)cor =cerpnsp A.

Demonstragao. Por inducao sobre A.

e Caso A = z.
(Zxe)ccL
_ 2.39, 2.34, 2.24
Snd.(y, Tp, ..., T)
= snd
x

Caso A = Fst.

e Caso A = Snd. Andalogo ao caso F'st.

e Caso A = Id.

(Idxe)ceL
- 2.39, 2.34

A(Snd).(x, ..., xg)
= Quote3, Snd
1d

e Caso A= (BoC).

((BoC)xe)ccL
= 2.39
(Az.Bxe(Cre))coL

= 2.34 denotando (y, xy, . . .

()\x.B,\C(C)\cl’))DB.U
= 2.24

(Fstye)coL

2.39, 2.34

A(Fsto Snd).(z, ..., xg)

Fst

Quote3, Ass, Snd, IdR

Caso A = App.

(App)\c)CCL

A(App o (Fsto Snd, Snd o Snd)).(z, . ..

App

2.39, 2.34

Quote3, Ass, DPair, Snd,
FSI, IdR

, o) POT U apenas

A(App o {(Bae) pB(z,3): App © {(Cxe) DB2,7), Snd))).u

= 2.30

A(App o {(Bxe)pp o Fst, App o {(Cy.) pp o Fst, Sndy)).u

= Quote3

) ZU())
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(App o {(Bxe)pp © Fst, App{(Cxe) pp © Fst, Snd))) o (A(Fst).u, Id)
= Ass, DPair, Fst, Snd

App o {(Bxe) pp © A(Fst).u, App o {(Cy.) pp © A(Fst).u, Id)
= Quote2

(Bxe)pp-u o Appl(Che)pp © A(F'st).u, Id)
= Quote2, IdR, H.I.

BoC

Caso A = (B, ().

(<Ba C>)\C)CCL
= 2.39; 2.34 denotando (y,...,xo) por u apenas; 2.24; 2.30

A((App o {(Bxe)pp o Fst, Snd), App o {(Cxc)pp © Fst, Snd))).u
Quote3, Ass, DPair, Fst, Snd, Quote2, IdR, H.I. — tal como no caso

A=(Bo(C)
(A, B)

Caso A = A(B).

(A(B)xrc)coL
= 2.39
(Azw.By.(z,w))coL
= 2.34 denotando (y, ..., xo) por u apenas; 2.30
A(A(App o {(Bx.)pp o (Fsto Fst),(Snd o Fst, Snd)))).u
= Quote3
A(App o {(Bxe)pp © (Fsto Fst),(Snd o Fst, Sndy)) o (A(Fst).u, Id)
= DA
A((App o (Bxe)pp © (Fsto Fst),{Snd o Fst, Snd))) o {{(A(Fst).u, Id) o Fst, Snd))
= DPair, IdL
A((App o {(Bxe)pp o (Fsto Fst),{Snd o Fst, Sndy)) o {{A(Fst).u o Fst, Fsty, Snd))
= Ass, DPair, Fst
A(App o {(By.)pp © (A(Fst).uo Fst),(Fst, Snd)))
= FSI, Quotel
A(App o {(Bxe) pp © A(Fst).u, Id))
= Quote2, IdR
A((Bxe)pp-u)
= H.I
A(B)
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]

Vejamos agora que as conversoes se simulam uma a outra através destas

tradugoes.

Proposicao 2.45 ((Curien, 1993, Theorem 1.2.20 (2))). Se A =ccrgpsp B,
entdo Axc =gysp Bac, para todo A, B € CCL.

Demonstragdo. Vamos demonstrar que A — ccrg,sp B implica Ay, =g,5p B,
donde o resultado pretendido sai por corolario. Procedemos por indugao sobre

A —BnSP B.

e Caso (Ao B)oC —cerpysp Ao (BoC).

(Ao B)o )y,
= 2.39, 3
)\{L‘.A)\C(B)\C(C)\Cl'»
= 2.39, B
(Ao (Bol))

e Caso Ido A —>CCLBnSP A. e Caso Ao ld —>CCLBnSP A.
(Ido A)ye (Ao Id)y.
= 2.39 = 2.39
M. (Ayy)(Az) Az A((Ayy)z)
= B, = 8,1
A A

e Caso Fsto(A, B) —ccrgnsp A.

(Fsto (A, B))xe
- 2.39,
Az.(Ay.fst(y))(Azx, Bx)
= By m, fst
A
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e Caso Sndo (A, B) —ccrgysp B. Anélogo ao caso anterior.

e Caso (A,B)oC —ccorpnsp (Ao C,BoC).

(<A7 B> o C)AC
- 2.39 8

Az (Ay.(Axey, Bacy))(Cre)
= B

Az (AY. Axe(Crey))x, (Ay.Bre(Cy))x)
- 2.39.8

(Ao C,BoC)y,

o Caso Appo (A(A), B) —ccrsysp Ao (Id, B).

(App o (A(A), B))xc
_ 2.39,
Az (Ay.fst(y)snd(y)) (Az. Axe(z, 2), Brex)
= B, fst, snd
Az.(Az. Aye(, 2))(Byer)
= B
Az Ape(z, Byo)
- 3, 2.39
(Ao ld,B))

e Caso A(A) oB — CCLBnSP A(A ¢} <B ¢} FSt, Snd>)

(A(A) o B)x.
= 2.39, B

/\my'A)\c(B)\cm7 y)
= fst, snd

)\xy-A)\c(B)\c(fSt(xa y))a snd(x, y))
= 58, 2.39

A(A o (B o Fst, Snd)) e
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e Caso <F8t, Snd> —CCLBnSP Id. e Caso A(App) —CCLBnSP 1d.

<F$t7 Snd>)\c
= 2.39, B (A(App))xe
Az.(fst(x), snd(x)) = 2.39, B8
= SP, 2.39 Azy.xy
Id,, = n
Axrx
= 2.39
Idy,.
Os restantes casos (condi¢oes de compatibilidade) sdo rotineiros. O

Proposigao 2.46 ((Curien, 1993, Theorem 1.2.20 (1))). Se M =g,sp N,

entao MC’CL = CCLBnSP NCCL; para todo M, N € Ac.

Demonstragio. Suponhamos que M =g,sp N. Entao Mpp =ccrsnse Nps

por 2.33.1. Daqui segue que

MDB.E =(CCLBnSP NDB.E, para todo E e CCL.

Basta (por 2.41.1) entao tomarmos E = (z,x,, ..., %), onde zq, ..., T, SA0 as
variaveis utilizadas na traducao -pg e x é uma variavel diferente de xg, ..., z,.
]

Teorema 2.47 (Correspondéncia). Para todo M,N € Ac e A,B € CCL,

verifica-se:
1. M =g,sp N se e s6 se Mocr, =cerpysp Necr;
2. A =(CCLpBnSP B se e so se A)\c =pnSP B)\c-

Demonstracio. As implicagoes “s6 se” sao dadas pelas proposicoes 2.45 e

2.46. As implicagoes “se” sao corolarios:
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Meccr =ccrgnse Noct
- 2.45

(Mcer)ae =pnsp (NocL) ae
— 2.43

M =gnsp N

A)\c =pnSP B)\c

- 2.46
(Axe)coL =corsnsp (Bac)cct
— 2.4

A =ccorgnsp B

[

Confrontem-se os teoremas 2.47, 2.44 e 2.43 que relacionam a Logica
Combinatéria Categorial e o Calculo Ac com as alineas do teorema 1.48 que

relacionam a Logica Combinatoria com o Calculo A.

2.3 Notas

Outra correspondéncia

Ao longo da ultima seccao apresentamos uma correspondéncia envolvendo
a conversao SnSP do Calculo A. Substituindo a condicao FSI da conversao

forte pela condicao
(FSA) App o (Fst, Sndy = App,

é possivel obter-se uma correspondéncia semelhante com respeito a conversao
pnP (Curien, 1993, p. 45), onde P = fst U snd.
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Conversao fraca munida de extensionalidade

Um corolario do teorema 2.47 é o de que a conversao fraca pode ser tornada

equivalente a forte se munida das condi¢oes FSI e ext, em que
(ext) A= B, se Ax = B.x,onde x ¢ V(A) u V(B).

Ou seja, tem-se (para todo A, B € CCL):
CCLGnSP+ A = Bseesbse CCL FSI,ext - A = B.

A demonstragao pode ser consultada em (Curien, 1993, Corollary 1.2.21).

Constantes

Facilmente podemos incorporar constantes nesta correspondéncia. Considere-
mos um conjunto Const de constantes, as quais denotamos pela meta-variavel
¢, eventualmente etiquetada. Munimos os conjuntos CCL e Ac com este
conjunto da mesma forma que os munimos com o conjunto das variaveis,
V. As constantes nao introduzem novas nogoes de reducgao, pelo que basta
revisitarmos as proposicoes 2.44 e 2.43 para dar por concluida esta extensao a
correspondéncia. Defina-se, para todo A € CCL,’(A) = A(F'st).A. Defina-se,

para todo ¢ € Const:
® C\. = C; e cpp='(c).
Verifiquemos agora as proposicoes 2.44 e 2.43. Tem-se:

(C)\c> CCL
= 2.39

Cccr
= 2.34, denotando por u o ambiente; def. cpp

A(Fst).cu
= dA

Fst.(c,u)
= fst
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(CCCL))\C
= 2.34, denotando por u o ambiente
(A(Fst).cu)ze
= 2.41.1; def. cyc
A(Fst)y.cu
= 2.39
(Azy.(Az.fst(z))(x,y))cu
= B, fst
(Azy.x)cu
= B

Conversao fraca categorial versus conversao fraca clas-
sica

A conversao fraca da Légica Combinatéria Categorial é ainda mais fraca que
a conversao fraca da Logica Combinatéria Classica (Curien, 1993). Recorde-se
(cf. 1.3) que a razao para a terminologia fraca tem a ver com o facto destas
conversoes nao reduzirem dentro de abstrac¢oes — i.e. nao admitem a regra
(€). Que a conversao fraca categorial nao reduz dentro de abstragoes é evidente

com o exemplo M = A\z.(Azz)y; tem-se
MCCL = A<S(A(O')> 1'))(1’,.1'7“ ce 7y)7

que é desde logo uma forma normal, uma vez que o termo A(S...) precisa de
ser aplicado a dois argumentos para se tornar um redex, o que nao acontece

em virtude da traducdo -ccr,. Pela conversao fraca classica tem-se
Mer, = K(ly),

que é redutivel em (Ky). Com efeito, a conversao fraca classica nao reduz, em
geral, dentro de abstragoes; por exemplo, o termo N = Ax.(Azz)z traduz-se
em S(KI)I que é uma forma normal. Contudo, quando a variavel da abstracao

nao ocorre no redex, como é o caso do termo M, ja reduz. Em (Cagman
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and Hindley, 1998) os autores apresentam um estudo mais detalhado deste
fenémeno, incluindo uma redugdo do Calculo A andloga a reducao fraca

classica.



Capitulo 3

A Maquina Abstracta
Categorial (CAM)

Neste capitulo colocamos em pratica a correspondéncia entre o Calculo Ac e
a Légica Combinatoria Categorial vista no capitulo anterior. O resultado é

uma implementacao de uma linguagem de programacao funcional.

3.1 Motivacao

Nesta seccao vamos reproduzir a deducao! de uma maquina abstracta a partir

da Loégica Combinatoria Categorial.

Convengao 3.1. Gragas a introducao de constantes no Calculo Ac e a na Lo-
gica Combinatdria Categorial (vide 2.3), iremos fixar a componente arbitraria
x de um ambiente na tradugao -ccr pela constante () — leia-se nil. Assim

sendo, se FV(M) < {xy,...,x,}, escreveremos Mccr, = Mpg((), Zn, ..., Zo).

Em virtude do teorema 2.47 sabemos ser possivel simular uma conver-
sao M =g,gp N do Calculo Ac através da Logica Combinatéria Categorial.

Vejamos o exemplo muito simples de M = (Azx)y =g,sp y = N. Tem-se:

(Arr)y)coL
2.34, 2.22

Encontrada em (Cousineau et al., 1987) ou (Curien, 1993).
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App o (A(Snd), Snd).((), y)

ass, dpair

App.(A(Snd).((),y), Snd.((), y))

snd, app

A(Snd).((),v)-y

dA, snd

Pode-se observar que esta simulagao ¢ feita a custa de uma sequéncia de

redugoes pela conversao fraca. Em jeito de relato, a computagdao deste

exemplo decorre da seguinte forma: comega por aplicar o termo Mpp ao

ambiente ((),y); daqui, distribui o ambiente pelos termos constituintes de

Mpg, (Axx)pp e ypp, onde é finalmente consumido de acordo com termos

-l ou suspenso em termos A(-). Estamos interessados em tornar mecénicas

simulagoes deste género.

As seguintes consideragoes sao chave no processo de deducao de uma

implementagdo para a conversao fraca:

1. O termo Mppg é constituido apenas pelas constantes Fst, Snd e App,

eventualmente sob a algada de emparelhamentos ({:,-)), abstracgoes
(A(+)) ou composigoes (- o -). Note-se que a constante I/d nunca surge,

mercé da definicao de -pp.

. Atente-se na computacao apresentada na sec¢ao anterior: observe-se

como os redexes sao quase todos da forma A.v, com A um combinador
e v um valor, i.e. uma variavel, constante ou par destas. A excepcao a

regra é o caso dos redexes de dA, que tém a forma A.v;.vs.

. No seguimento da alinea anterior, observe-se que a seguinte equacao:

(ac) App.(A(A).B,C) = A.(B,(C)

é consequéncia das condigoes app e dA. Substituindo as condi¢oes app e
dA pela condigao ac (do inglés “apply closure”) apenas, podemos repetir
a computagao anterior sem nunca nos cruzarmos com redexes da forma

A./Ul.’UQ.

LA terminologia deriva do facto destes termos serem formas normais.
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Estas consideragoes parecem sugerir que basta implementar o seguinte

conjunto de equacoes para obter uma implementagao da conversao fraca:

(ass) (Ao B).w = A.(B.v);

(fst) Fst.(vi,ve) = vy;

(snd) Snd.(vq,vs) = vo;

(dpair) (A, B).v = (Aw, Bw);

(ac) App.(A(A).v1,v9) = A.(v1,v9);

onde A, B e C sao combinadores categoriais e v, vy e v sdo valores. Estas equa-

¢oes, por sua vez, designam um efeito tinico para cada um dos combinadores

categoriais quando aplicados a um valor. A partir daqui, podemos deduzir

uma maquina de ambiente (representado por um valor) cujas instrugoes sao

extraidas dos combinadores categoriais:

e O efeito de Ao B é o de avaliar primeiro B, produzindo um novo valor vy,

e de seguida avaliar A.v;. Este efeito diz-nos que podemos representar

A o B através da sequéncia de instrugoes B; A.

O efeito de Fst (resp. Snd) é o de aceder a primeira (resp. segunda)

componente do ambiente.

O efeito de (A, B) é o de executar A e B de forma independente e
no fim juntar os seus resultados num par. Na pratica, precisamos de
decidir qual avaliar primeiro: A ou B. Suponhamos que escolhemos
avaliar primeiro A e denotemos o ambiente por v. Vamos entao avaliar
A.v, o que produz um novo valor, digamos v;. Falta-nos avaliar B.v, o
que pressupoe que tenhamos guardado v de antemao. A avaliagao de
B.v produz um novo valor, digamos vy. Resta agora apenas construir o
par (v, vs) 0 que, por sua vez, pressupoe que tenhamos guardado v, de

antemao.

A explicagdo do efeito de (, ) é ligeiramente mais complexa. Porém, o jogo

da guarda de valores que esta instrucao acarreta é um problema comum em
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Ciéncias da Computacao, sendo tipicamente resolvido com o auxilio de uma

pilha.

Aproveitando para recapitular, a maquina em deducdo tem a seguinte

estrutura até agora:

i. Um ambiente, que ¢ um valor;

ii. Um cédigo, que é uma sequéncia de instrucoes;

iii. Uma pilha de valores.

Os efeitos dos combinadores podem agora ser explicados com maior es-

pecificidade:

e O

efeito de (A, B) é dado por:

¢ a instrucao que carr i r i u seja: faz
“(” é a instrugdo que carrega o ambiente para a pilha, ou seja: fa

uma copia do ambiente;

“A” i.e. executa o corpo de instrugoes A;

W
I

¢ a instrucao que troca o ambiente com o topo da pilha, ou
seja: se o ambiente for v e o topo da pilha for vy, o novo estado da

maquina é dado por um ambiente v; e um topo da pilha v;
“B”, i.e. executa o corpo de instrugoes B;

“Y" é a instrugdo que constréi um par a custa do ambiente e do

valor no topo da pilha.

e A instrucdo F'st transforma um ambiente (v1,v9) em vy, e analogamente

para a instrucao Snd.

e O efeito de A(A) num ambiente v é A(A).v, ou seja, substitui o ambiente
v por A(A).v.

e O efeito de App é o de transformar um ambiente (A(A).vy, v2) em (vy, v2)

e executar A.
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3.2 Formalizacao

Formalizamos agora toda esta discussao preliminar através da definicao de

uma maquina abstracta, denominada a Maquina Abstracta Categorial.

Definigao 3.2 (A Maquina Abstracta Categorial (CAM)). Uma configura¢io

(ou estado) desta maquina é um trio ordenado? {T,C, S}, onde:

(Termo) T:=()|v|(TT)|C:T

(Codigo) C:=[|IC

(Pilha) Su=11|T:S

(Instrugao) I ::=fst | snd | cur(C) | push | swap | cons | app

A relagao de transicao entre estados da CAM, —can, € definida através da

tabela 3.1, onde o simbolo @ denota a operagdao de concatenacao.

Observacao 3.3. As instrugoes fst e snd estao associadas aos combinadores
Fst e Snd, respectivamente; a instrugao cur(-) (do inglés “curry”) esta associ-
ada ao combinador A(+); as instrugoes push, swap e cons estao associadas ao
combinador {, ), respectivamente; a instrugao app estd associada ao combi-

nador App.

Observacao 3.4. Os termos da forma C : s representam o efeito do combi-
nador A(-). Por outras palavras, C': s representa o valor A(A).s, se A estiver

a ser representado pelo codigo C.

Exemplo 3.5. Vejamos o exemplo M = (Azx)y através desta maquina. O

codigo de M ¢é obtido através de Mpp de acordo com a discussao preliminar:

App o (A(Snd), Snd)

~ Tornando composi¢des em sequenciacoes.
(A(Snd), Snd); App
~ Traduzindo os combinadores nas respectivas instrugoes.

push; cur(snd); swap; snd; cons; app

2Seguindo a notagdo de (Cousineau et al., 1987), (Curien, 1993).
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Termo Cdédigo Pilha Termo Cdédigo Pilha
(v1, v2) fst; C S vy C S

(v1, v2) snd; C' S Uy C S

v cur(C); ¢y S C:v Ch S

v push; C S v C v
Vg swap; C' 1S vy C v9::5
Uy cons; C v1:S (v, v9) C S

(C :vy1,v9) app;Cy S (v1,v9)  CQCY S

Tabela 3.1: A Maquina Abstracta Categorial.

O ambiente de M é ((),y) e, portanto, o estado inicial da méquina é

{((),v), push; cur(snd); swap; snd; cons; app, [|}.
Calculemos:

{(0) ), push; cur(snd); swap; snd; cons; app, [}

—CAM

{((),y), cur(snd); swap; snd; cons; app, ((),y)}
—CAM

{snd : ((),y), swap; snd; cons; app, ((),y)}
—CAM

{((), ), snd; cons; app, snd : ((),y)}
—CAM

{y, cons; app, snd : ((),y)}
—CAM

{(snd: ((),9),9), app, [}
—CAM

{(0>v,y),snd, [J}
—CAM

.0, [}

3.3 Extensoes

O Calculo Ac é apenas o esqueleto de uma linguagem de programacao funcional.

Para exemplos mais realistas iremos considerar constantes, condicionais e
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fungoes recursivas. Em cada caso, a) introduzimos termos categoriais que
induzem instrugoes da CAM e b) equagoes categoriais que induzem transigoes
da CAM.

Nota bibliografica 3.6. O modo como iremos deduzir transi¢oes da CAM
para as extensoes a partir de equagdes categoriais é uma novidade face ao

exposto em (Cousineau et al., 1987).

Definicoes de valores

Comecamos por ver como implementar expressoes da forma

let f=F in B.
Ora,
let f=F in B
~ Reescrevendo em termos-A (Landin, 1964)
(\f.B)E
~ Reescrevendo em termos categoriais
Appo(A(B), E)
~ Reescrevendo em instrugbes-maquina

push; cur(B); swap; E; cons; app

Percebe-se portanto que as expressoes desta forma nao requerem adapta-

¢oes a CAM, donde nao se consideram uma extensao.

Constantes

Recorde-se (cf. 2.3) que uma constante ¢ € Const é codificada na Légica
Combinatoéria Categorial como (¢), o que satisfaz a equagao '(c).A = ¢, para
todo A € CCL. Em termos da CAM, a equacao reescreve-se simplesmente
como ’(¢).v = ¢. Introduzimos por isso uma nova instrucao, quote(-), com o

efeito descrito na tabela 3.2.

Exemplo 3.7. Consideremos o termo M = (Az.z(4,3))+. O cédigo de M é

obtido a partir de Mpp como:
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Termo Cédigo Pilha Termo Cdédigo Pilha
v quote(c);C S c C S

Tabela 3.2: Instrugdo quote(-).

App o (A(App o (Snd,{'4)3))), +)

~ Tornando composi¢des em sequenciagoes.
(A((Snd, {4, 3)); app),"+); App
~ Fazendo C' = push;snd;swap;push;quote(4);swap;quote(3);cons;cons;app.

push; cur(C'); swap;’+; cons; app

Nao simplificAmos o termo '+ como quote(+) para mostrarmos uma codifica-
¢ao sua alternativa: A(+ o Snd). Observe-se que A(+ o Snd) tem o mesmo

efeito que '+:

A(+ o Snd).v
= Quote3

(+ o Snd) o (A(Fst).v, Id)
= Ass, Snd, IdR

_|_

Iremos utilizar esta codificagdo alternativa para constantes representando
operagoes. A razao para esta escolha sera tornada clara no fima da execucgao

deste exemplo. Calculemos (como M é fechado o seu ambiente é ()):

{(), push; cur(C); swap; cur(snd; +); cons; app, [|}

_’%AM

{C : (), swap; cur(snd; +); cons; app, ()}
_’%AM

{(snd; +) : (), cons; app, C': ()}
_’QCAM

{(0), (snd; +) : (), C, [I}

—cam  Onde + denota (snd; +) : ()
{((), +), snd; swap; push; quote(4); swap; quote(3); cons; cons; app, ((), +)}

2
T7CAM
{((), +), push; quote(4); swap; quote(3); cons; cons; app, +}
—EAM o
{4, swap; quote(3); cons; cons; app, ((), +)::+}
3
TCAM
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{(4,3), cons; app, +}
—Zam  Restituindo + = (snd; +) : ()
{((snd; +) : (), (4,3)), app, [|}
—CAM

{(0,(4,3)), snd; +, [[}

—2su  Assumindo que {(m,n), +;C, S} —cam {m +n,C, S}

{7. 0,0}

Note-se agora como se tivéssemos optado pela codificacdo de '+ por
quote(+), terfamos que ter assumido a regra {(+, (m,n)),app; C, S} —caum
{m+n,C, S}, em vez da mais elegante {(m,n), +;C, S} —>cam {m+n,C, S}.

Condicionais

Estamos agora interessados em simular através da CAM a execugdo de uma
expressao da forma if A then B else C. Intuitivamente, queremos avaliar
A e, em fungao do seu resultado booleano (i.e. verdadeiro ou falso), avaliar
B ou C. Introduzimos por isso as constantes true e false. A expressao
if A then B else C aplicada a um ambiente v pode ser computada da

seguinte forma:
e Avaliamos A.v, produzindo um novo valor vq;
e Caso vy = true, avaliamos B.v;
e Caso vy = false, avaliamos C'.v.

Para replicarmos este efeito introduzimos na Loégica Combinatéria Ca-
tegorial uma primitiva que permita escolher entre B e C' de acordo com
o ambiente actual. Consideremos uma primitiva Branch satisfazendo as

seguintes condic¢oes:
(Branch-true) Branch(B,C).(v,true) = B.v;
(Branch-false) Branch(B,C').(v,false) = C.v.

A expressao if A then B else C pode entao ser traduzida para termos

categoriais como Branch(B,C) o {Id, A). Falta especificar instrugoes que
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Termo Cédigo Pilha Termo Coédigo Pilha
v skip; C S v C S
(v,true) branch(Cy,Cs);C S v c,eCc S
(v,false) branch(Cy,Cs);C S v c,@C S

Tabela 3.3: Instrugoes skip e branch(,-).

implementem Branch(-,-) e Id. Introduzimos assim as instrug¢oes branch(-, -)
e skip, cujo efeito é imediatamente dedutivel a partir das equagoes Id, Branch-

true e Branch-false; ver tabela 3.3

Nota bibliografica 3.8. Em (Cousineau et al., 1987) a instrugao branch é
ligeiramente diferente daquela aqui apresentada ao evitar a necessidade de
construir o par (v, true) (ou (v,false)) uma vez que utiliza valores no topo
da pilha directamente. Este atalho em utilizar a pilha nao levanta, por ora,
problemas, mas torna impossivel a formalizacdo desta transicao na redugao
combinatoria —»¢ a ser vista no préximo capitulo. Fundamentalmente, a razao
prende-se com o facto de nas equagoes categoriais nao existir referéncia a pilha
da CAM, donde seria impossivel formalizar o efeito descrito em (Cousineau

et al., 1987) através de equagoes categoriais.

Exemplo 3.9. Consideremos o exemplo trivial (mas mais complicado nao

acrescentaria nada) M = if 1 > 0 then 2 else 3. Temos

Mbpp
= Considerando “1 > 0” como notagao para “> (1,0)”.

Branch('2,' 3) o {Id, App o (A(> oSnd),{'1,'0)))

~> Reescrevendo composicoes em sequenciagoes.
(1d, {A(Snd; >), ("1, 0)); App); Branch('2,' 3)
~ Traduzindo os combinadores em instrugoes-maquina.

push; skip; swap; /; cons; branch(quote(2), quote(3))

onde I=push;cur(snd;>);swap;push;quote(l);swap;quote(0);cons;cons;app.

Temos:

{(), push; skip; swap; [; cons; branch(quote(2), quote(3)), [|}
—%AM Note-se que push; skip; swap tem o mesmo efeito que push apenas.
{(), I; cons; branch(quote(2), quote(3)), ()}
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—2am  Executando todas menos a tltima instrugdo em I

{((snd; >) : (), (1,0)), app; cons; branch(quote(2), quote(3)), ()}
—3am  Assumindo que {(1,0),>;C, S} —cam {true, C, S}

{true, cons; branch(quote(2), quote(3)), ()}

10, quote(2). [}

—CAM

{20, 0}

A instrucao skip parece irrelevante e, com efeito, podemos remové-la
do coédigo antes de iniciarmos uma simulagao. Esta “optimizacao” deve-
se ao facto da CAM nao manipular referéncias (vulgo apontadores) para
instrugoes (posigoes no cédigo). A sua introdugdo é apenas 1til na fase de
traducao de expressoes funcionais em combinadores categoriais e de seguida

em instrugoes-maquina, auxiliando na uniformizacao deste processo.

Observagao 3.10. A titulo de curiosidade, a instrucdo skip tem aplicagoes
em processadores reais (e.g. Intel x86, ARM, etc.), servindo tipicamente
para forcar um alinhamento constante das instrugoes como parte de uma
estratégia de optimizacao do desempenho destes dispositivos. Outro uso é o
de reservar espaco na componente codigo para mais tarde ser reescrito com

outras instrugoes.

A instrucao skip também surge numa optimizagao relacionada com ex-
pressoes let...in.... Considere-se a expressao let f = F in B. Ja vimos
que let f = E in B ~- push;cur(B); swap; F/; cons;app. Nao obstante,

segundo a Loégica Combinatéria Categorial tem-se:

App o (A(B), E)

= Beta
Bo(ld, E)
~ Reescrevendo em instrugbes-maquina
push; skip; swap; £; cons; B
~ push; skip; swap tem o mesmo efeito que push

push; E; cons; B
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Funcao recursiva

A 1ltima extensao que iremos considerar é um mecanismo para a avaliagao

eficiente de fungoes recursivas, como por exemplo
letrec fact n = if n = 0 then 1 else n = fact(n — 1) in fact 3.

Expressoes da forma letrec f n = E in B podem ser reescritas (Pey-
ton Jones, 1987) como let f =Y (Afn.E) in B, onde Y é um operador de
ponto-fixo® — ver (1.1). Por seu turno, expressoes da forma let f = F in B
podem ser reescritas como (Af.B)E. Resumindo, queremos avaliar expressoes

da forma
letrec fn=F in B
let f =Y (Afn.E) in B

(A.B)(Y(\fn.E))

Assim sendo, falta-nos apenas apresentar uma implementacao para Y, onde
nao queremos utilizar termos-A no seu lugar porque procuramos uma imple-
mentacao sua eficiente. Ou seja, queremos olhar para Y como uma constante
que satisfaz a condicao® que o caracteriza.

Em termos categoriais, a equagdo Y M = M (Y M) traduz-se (Cousineau
et al., 1987) como Y M = App o {(M,Y M). Introduzimos por isso um combi-
nador Fiz satisfazendo (para todo A € CCL):

(Fix) Fiz(A) = App o (A, Fiz(A)).
Através da introducgao deste combinador obtemos:

Y(Afn.E)

~ Traduzindo em combinadores categoriais
Fir(A(A(E)))

= Fix
App o (MA(E)), Fiz(A(A(E))))

3Isto é, verifica a condigdo: YM =5 M (Y M), para todo M € A.
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= Beta
A(E) o {Id, Fix(A(A(E))))

Queremos replicar este efeito através de instrugoes da CAM. Apliquemos por

isso o termo Fiz(A(A(FE))) a um valor, v, donde obtemos:

Fir( A(A(E))).v
= Fix, Beta

A(E) o{Id, Fix(A(A(E)))).v
= ass, dpair, id

A(E).(v, Fis(A(A(E))).v)

ou seja, Fir(A(A(E))).v = A(E).(v, Fiz(A(A(FE))).v). Esta equacao é prob-
lematica de traduzir porque do lado direito voltamos a colocar o lado esquerdo,
como parte de um valor. A discussao que se segue gira em torno da resolucao
deste problema.

Escrevamos FIX(E) no lugar de Fiz(A(A(E))), uma vez que apenas es-

tamos interessados em utilizar o combinador Fiz em abstraccoes “duplas’

Fiz(A(A(-))). Obtem-se assim a equagao mais curta
FIX(E).v = A(E).(v, FIX(E).v).

Transitando esta equagao para a CAM, resolvemos o problema da recorréncia

introduzindo um novo valor, E!v, para todo E termo e v valor:
FIX(E).v = A(E).(v, Elv)),

onde Elv deve ser interpretado como o valor A(E).(v, Elv)). O problema da
recorréncia fica assim resolvido porque do lado esquerdo da equagao temos um
redex e do lado direito um valor. Introduzimos agora uma instrugao fix(-),
associada ao combinador FIX(-); ver tabela 3.4.

Note-se que C}lv deve ser interpretado como C : (v, Cylv), o que explica
a entrada referente a instrucao app na tabela 3.4, que funciona analogamente

a instrucao app previamente vista.
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Termo Cdédigo Pilha Termo Cédigo Pilha
v fix(Ch);C S Ci:(v,Cilv) C S
(Cylvy,v9)  app; C S (v, Cilog,vg) CL@QC S

Tabela 3.4: Instrucao fix(-).

Exemplo 3.11. Considere-se a expressao:

letrec fn=if n=0then1lelsenx f(n—1)in f 1.
Tem-se:

letrec fn=if n=0then l elsen=* f(n—1)in f 1

~ Trocando letrec por let
let fn=Y(Afn.if n=0then lelsenx*f(n—1))in f 1
~ Representando let por termos-A

A fD)(Y(Afn.if n =0 then 1 else n = f(n —1)))

Transitando para combinadores categoriais através da optimizacao para

let
(App o 0L, 1)) o (Id, FIX(F))
~ Transitando para instrucoes-maquina
push; fix(F'); cons; push; snd; swap; quote(1); cons; app

onde F' é o c6digo de if n = 0 then 1 else G, G ode n= f(H) e H o de
n — 1; ou seja:

F
Branch('1,G) o (Id,= o{0!, 0))

push; push; snd; swap; quote(0); cons; =; cons; branch(quote(1), )

G
x o (0!, Appo (1!, H)

push; snd; swap; push; fst; snd; swap; /{; cons; app; cons; X



3.3. EXTENSOES 79

H

— 001/ 1))

push; snd; swap; quote(1l); cons; —

Calculemos:

{(), push; fix(F'); cons; push; snd; swap; quote(1); cons; app, [|}

“UE - (0, F10).1), 2pp. )

—CAM

{(0, F10,1), F,[I}
—%am  Assumindo que {(1,0),=;C, S} —cam {false, C, S}
{((), F!(), 1, false), branch(quote(1), &), [|}

—CAM
] {(0, F10,1), G, [I}
—CAM
{((), F'(), 1), H; cons; app; cons; x, F!()::1}
_’EAM Assumindo que {(1,1), —;C, S} —>cam {0,C, S}
{(£1()),0),app; cons; x, 1}
—CAM
{(), F'(),0), F; cons; x, 1}
—%am  Assumindo que {(0,0),=;C, S} —cam {true, C, S}
{((), F'(),0,true), branch(quote(1l), G); cons; x, 1}

—’2CAM
{1, cons; x, 1}
_%AM Assumindo que {(1,1), x; C, S} —cam {1,C, S}

{10, 0}

Nota bibliografica 3.12. A instrucao-maquina deduzida nesta subsecgao é
radicalmente diferente da instru¢do-méaquina utilizada em (Cousineau et al.,
1987) para a mesma extensao. A razdo prende-se com o nosso objectivo de
demonstrar a correccao desta extensao no capitulo seguinte. O problema é que
Cousineau et al. utilizam técnicas de implementacao, a saber, apontadores,
dificeis de modelar aqui. A este respeito, observe-se a operagao [- « -]

utilizada (informalmente) em (Cousineau et al., 1987, Table 6), e note-se
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como esta nao se trata da operacao de substituicao tipica de varidveis, mas

antes uma substitui¢cao infinita de ocorréncias de termos.

3.4 Recapitulacao

As secgoes anteriores permitem-nos agora apresentar formalmente uma imple-
mentacao de uma linguagem de programacao funcional através da Maquina
Abstracta Categorial. Consideremos uma linguagem de programagao funcional

F, cujas expressoes sao dadas por:

(Céalculo A com constantes) E:=x|c| (EL1Ey) | funx.E
(Par e projecgoes) | (E1, Es) | £st(E) | snd(FE)
(Condicional) | if E) then F5 else Fj
(Definigao de valores) | let f = E; in By
(Definigao de fungoes recursivas) | letrec f x = E; in E,

A compilagao de expressoes desta linguagem para codigo CAM retira-se da
traducao -ppg, desta vez nao terminando em termos categoriais mas directa-
mente na codificacdo em instrugoes destes. Sejam E € F e x, ..., x, variaveis
tais que FV(E) < {zq,..., 2.} *. Seja p = ((), zn, ..., 7o) um par. Define-se

o codigo [E], recursivamente por:

L [%](0.en,..20) = £st;...;fst;snd  sex = x;, com 0 <i<n
—_———
i vezes
cur(snd;c) sece {+,x,—, =, > <, = #,...}
2. [, = L
quote(c) caso contrario
4Tem-se:

[ FV(lf FE7 then F» else E3) = FV(ElEQEg);
e FV(let f=FE in B) = FV((\f.B)E) = FV(E) u FV(B)\{f};

e FV(letrec fax =FE in B) = FV((Af.B)(Y(\fz.E))) = FV(B)u{f}v FV(Afz.E).
Recorde-se que Y é como se fosse uma constante.

Os restantes casos seguem directamente da correspondéncia entre expressoes F e termos-Ac.
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Termo Caédigo Pilha Termo Cédigo Pilha
(v1,v9) fst; C S vy C S

V1, U2) snd; C S Uy C S
v cur(C); Cy S C:v 4 S
v quote(c); C S c C S
v push; C S v C v
Vg swap; C' S v C v9::8
Uy cons; C v1:S (v, v9) C S
(v, true) branch(Cy,Cy);C S v c,eCc S
(v, false) branch(Cy,C,);C S v c,eCc S
v fix(Ch);C S Cy:(v,Cilv) C S
(Cylvy,v9)  app; C S (v1, Cilog,vp)  CLQC S
(C:vy,v3) app; Cy S (v1, v2) cac, S
(m,n) +;C S m+n C S
( S m>n C S

m,n) >:C

Tabela 3.5: A Maquina Abstracta Categorial estendida.

3. [(EyEs)], = push; [E1],; swap; [ E.],; cons; app

4. [fun z.E], = cur([E] )

5. [(Ey, E3)], = push; [E41],; swap; [E2],; cons

6. [fst(E)], = [E],; st

7. [snd(E)], = [E],; snd

8. [if E; then E, else Es], = push; [E)],; cons; branch([Es],, [Es],)
9. [let f = Ey in Es], = push; [E1],; cons; [Es] (. p)
10. [letrec f & = Ey in E5], = push; fix([E1](,.f.0)); cons; [Ea],.5)

A CAM munida das instrugdes necessarias para executar estes codigos é

dada na tabela 3.5. Os estados iniciais sdo da forma {p, [E],,[]} e os finais

{p: [0}
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AN
Cl (’)

/

U1
Figura 3.1: Representacao em grafo de Clv;.

Observacao 3.13. Os termos da forma -!- e as transig¢oes
{<Ollvlﬁ UQ)a app; 07 S} —CAM {(Uh 01!'01, 1}2)7 01@07 S}

podem ser omitidas numa implementacgao real da CAM. A ideia é que Cylv,
deve ser representado como o grafo descrito pela figura 3.1, tirando proveito do
mecanismo de referéncia/apontador. Esta implementagido em grafo remonta
a implementacao da SECD (Landin, 1964).

Observacao 3.14. Nas sec¢oes anteriores esta presente uma pequena opti-
mizagao em torno das constantes que nao incluimos na defini¢ao de [-]. por

uma questao de simplicidade. A optimizacao é dada pela seguinte equagao:
3. [(cEL)], = [Ea]pic, se ce {+,x,—, +,>,... }.

Esta optimizacdo permite traduzir expressoes como +(1,2) directamente
em push; quote(1); swap; quote(2); cons; +, em vez da menos eficiente push;

cur(snd;+);swap;push;quote(1);swap;quote(2);cons;cons;app.

No fim do préximo capitulo iremos argumentar a correccao desta imple-

mentacao.



Capitulo 4

Correccao da CAM

Neste capitulo demonstramos que a CAM implementa correctamente a es-
tratégia de redugao call-by-value (CBV) do Célculo Ac, donde se conclui que a
CAM pode ser utilizada na implementacao de uma linguagem de programacao

funcional com seméantica de avaliacao estrita.

4.1 Estratégias de reducao

O objectivo principal deste capitulo é demonstrar a comutatividade do dia-

grama (da correcgio da CAM)

M CBV vV
(41) Load l I Unload
s CAM "

para todo M termo-Ac fechado, V' valor (i.e. forma normal), s estado inicial
e t estado final, onde a funcdo Load associa um estado inicial a um termo-Ac
e Unload associa um valor a um estado final 1. Deste resultado podemos con-
cluir que a CAM implementa correctamente uma linguagem de programagao

funcional com seméantica de avaliacio estrita.

!Terminologia extraida de uma prova da correccio da SECD (Plotkin, 1975).

33
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Observagao 4.1. O pormenor a respeito de M ser fechado nao é uma
restricao, uma vez que todos os programas funcionais adequadamente codifi-
cados correspondem a termos-Ac fechados, ou nao seria possivel compilé-los:
observe-se que um compilador tradicional nao é capaz de compilar variaveis

nao declaradas, i.e. livres.

J& existe na literatura (Cousineau et al., 1987) uma demonstracio da
correccao da CAM. Nao obstante, esta encontra-se abreviada e focada na
compilacao de termos-Ac puros apenas. A demonstracao aqui apresentada
segue o plano delineado por Cousineau et al., mas formaliza e demonstra todos
os resultados necessarios para a obtencao da correccao da CAM estendida
com constantes, condicionais e fungoes recursivas.

O nosso plano é mostrar que a CAM implementa, em primeiro lugar, a
estratégia de reducao innermost da conversao fraca categorial, como exem-
plificada no capitulo anterior, e, em segundo lugar, a estratégia de reducao
call-by-value do Célculo Ac. Para este fim, Cousineau et al. apresentam uma
teoria ad-hoc designada como Cdlculo de de Bruijn (DBC)? na qual codificam

ambas as redugoes.

4.1.1 Termos de de Bruijn

Definigao 4.2. O conjunto dos termos de de Bruijn, DBC, é definido induti-

vamente por:
1. A constante '(c) estd em DBC, para todo ¢ € Const;
2. A wvaridvel i! esta em DBC, para todo i € Ny;
3. A primeira projec¢io fst(M) esta em DBC, se M estd DBC;

4. A sequnda projec¢ao snd(M) estd em DBC, se M esta DBC;

ot

. O par (M, N) estd em DBC, se M e N estao em DBC;

6. A aplicagio S(M, N) esta em DBC, se M e N estao em DBC;

2Do inglés “De Bruijn Calculus”.
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AcPP | DBC | ccL
¢ ’(c') ’(c')
fst(M) fst(M) Fsto' M
snd(M) | snd(M) | Sndo M
(M,N) | {M,N) | (M,N)
(MN) | S(M,N) | S(M,N)
(AM) | AM) | AM)

Tabela 4.1: Relagao entre termos de de Bruijn e termos-Ac/categoriais.

7. A abstracgao A(M) estd em DBC, se M estd em DBC.

Os termos de de Bruijn tanto podem ser vistos como combinadores catego-
riais (os resultados da tradugao -pg) como termos-Ac em notagao de de Bruijn;
a tabela 4.1 sumaria esta observagdo. Posteriormente (secgao 4.3) iremos

dotar os termos de de Bruijn com condicionais e operadores de ponto-fixo.

Definicao 4.3. Para todo M € DBC, define-se a ordem de ambiente de M

COImno.

a maior diferenca, quando nao-negativa, entre n + 1 e m, com n
percorrendo todas as ocorréncias de n! de M e m o total de A’s

“acima’” dessa ocorréncia.

Quando a ordem de ambiente de um determinado M é 0, dizemos que é M é
fechado.

Exemplo 4.4.
e O termo 0! tem ordem de ambiente 0 +1 —0 = 1;
e O termo A(0!) tem ordem de ambiente 0 + 1 —1 = 0;
e O termo S(A(0!),0!) tem ordem de ambiente 1, por consequéncia.

Iremos precisar da substitui¢do simultdnea (cf. 1.15) sobre termos de de

Bruijn.
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Definicao 4.5. Sejam Ny,..., N, € DBC termos de de Bruijn. Define-
se, para todo M € DBC, a substituicio simultanea por Ny, ..., N, em M,

—

M]|[Ny, N1, ..., N,] (abreviadamente M[N]), recursivamente por:

N; se0<i<n

il caso contrério
3. fst(M)[N] = fst(M[N]);

4. snd(M)[N] = snd(M[N]):

5. (P, Q)[N] = (PIN],QN]);

—

7. A(M)[N] = A(M[0!, N']), onde N! = N;[1!,2!,...], para todo 0 < i <

Observacao 4.6 ((Cousineau et al., 1987, p. 189)). A definicao 4.5 tem a
complicacao de, na alinea 7, depender de uma invocacao sua infinita. Porém,
isto nao levantara dificuldades no decorrer da demonstracado uma vez que
apenas iremos considerar termos N; fechados. Quando Ny, ..., N, sdo termos

fechados, a equagado 7 pode reescrever-se simplesmente como:
7. A(M)[N] = A(M[0!, NY),

o que resulta do facto M[N] = M, para todo M fechado.

Lema 4.7. Para todo n € Ny, para todo m = n + 1, para todo Ny, ..., N, €
DBC, verifica-se:

(n+ D![No, ..., Npu] = 0[Ny, ..., Ny

Demonstragdo. Segue da definigao, cf.
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(n + D![No,- .., Ny]
= 4.5

Nn+1
= 4.5

[Ny, ..., Ny

Lema 4.8. Fizem-se M, () € DBC, com () fechado. Para todo Ny, N5..., N, €
DBC fechados (notagio: ]\7), para todo k € Ny, verifica-se:

M[ldy, k!, N][ldy,, Q] = M[ldy, Q, N],

onde Id, = 0,11, ..., (k= 1)L

Demonstragdo. Por indugao sobre M. Os tinicos casos interessantes sao os

das variaveis e das abstrac¢oes — os restantes sao aplicagoes rotineiras da H.I.

e Caso M = il. Procedemos nos casos de 1.

— Caso i € {0,...,k}. Temos, por defini¢ao,

i[idg, k!, N][Id, Q] = i![lds, Q]

—

— il[ldy, Q, N1.

— Casoie{k+1,...,k+n}. Temos, por defini¢iao e por N,,_; ser
fechado,

illldx, k1, N][ldg, Q] = Nyo—s[lde, Q]
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— Caso i > k + n. Temos, por defini¢ao,

i[idg, k!, N[Idg, Q] = i![lds, Q]

=4l

— il[ldg, Q, N].
e Caso M = A(M;). Temos

= 4.5 e por N; ser fechado
A(Mq[ldg 41, (K + 1)1, N])[Idg, Q]
= 4.5 e por @ ser fechado

—

A(Mi[ldg1, (K + 1L N][ldgt1, Q)
= H.I

A [ldy1, Q. N])
= 4.5 e por N; e @ serem fechados

—

A(M:)[ldg, Q, N]

]

Corolario 4.8.1. Fizem-se M,(Q) € DBC, com Q) fechado. Para todo Ny, Ny, ..., N, €
DBC fechados (notagao: ]\7), verifica-se:

—

M[o!, N[Q] = M([Q, N].

Demonstracao. Ora,

oL, N][Q]
= definicao Idy
M [ldg, 0!, N[Ido, Q]
= 4.8
M[|d07 Q7 N]
= definicao Idy
M[Q, N]
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4.1.2 Redugao call-by-value (CBV)

Codificamos nesta subsec¢ao a reducao call-by-value do Célculo A, —»g, sobre
o conjunto DBC. Apenas nos importamos com termos fechados, cf. 4.1.

Comecamos por definir os valores, i.e. as formas normais desta reducao.

Definicao 4.9. O conjunto dos walores é o menor subconjunto de DBC

satisfazendo:

1. '(¢) é um valor, para todo ¢ € Const;

2. (V1,V5) é um valor, se V; e V, sdo valores;

3. fst(V') é um valor, se V' é um valor e ndo é um par;

4. snd(V) é um valor, se V' é um valor e ndo é um par;

5. A(M) é um valor, para todo M € DBC;

6. S(Vi,Vs) é um valor, se V] e V3 sdo valores e V; ndo é uma abstracgao.
Denotamos valores pela meta-variavel V', eventualmente etiquetada.

Definigao 4.10. Define-se a relagao binaria —p (de “de Bruijn”) indutiva-

mente por:

1. V—>'>BV;
M —g V) N —g Vs

2. :
<M7N>_»B<‘/l>‘/2>

3 M —g A(M;) N —pVy

. S(M,; N) —p M;[Vs] ’

L MosVigA) Nowls

' S(M, N) —g S(Vi, Va) ’

5 M_»B<‘/17‘/2> .

L fst(M) »p Vi

6 M_»Bv;é<7>

fst(M) =g fst(V)
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7 M B <‘/17 ‘/2> .
Cosnd(M) —»g Vo

] M —B vV # <'7 >
" snd(M) —p snd(V)

9 M, —g M, My —p M;

M, —g Ms; ;

(onde quantificamos universalmente todas as variaveis.)

Observagao 4.11. Note-se como a alinea 3 de 4.10 codifica a regra [.

Confronte-se com 1.32.

4.1.3 Redugao combinatéria

Definimos nesta subsecc¢ao a estratégia de reducgao innermost da conversao
fraca da Légica Combinatéria Categorial (notagdo: —»¢) sobre um par da
forma M?7v, em que M é um termo de de Bruijn (representando o termo
categorial) e v um valor (representando o ambiente). Modelamos através
desta relacao o efeito individual de cada combinador categorial, bem com as
reducoes fst, snd, dpair, ac e quote.

Comecgamos por definir os valores, que sao certos termos categoriais.
Definicao 4.12. O conjunto dos wvalores é definido indutivamente por:

1. A constante ¢ é um valor, para todo ¢ € Const. Supomos que Const

contém um objecto distinto, ();

2. A closure A(M).((),vn-1,...,v9) é um valor, para todo M € DBC com

ordem de ambiente, no maximo, n, e vy, ..., v,_1 valores;
3. O par (vy,v9) é um valor, se vy e vy sa0 valores;

4. A primeira projeccao Fstv, é um valor, se v; é um valor e nao é um

par,

5. A sequnda projec¢io Snd.v; é um valor, se v; é um valor e nao é um

par;
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6. A aplicagio App.(vi,vy) é um valor, se v; e vy sdo valores e v; nao é

uma closure.
Denotamos pela meta-variavel v, eventualmente etiquetada, valores.

Observagao 4.13. Note-se que acabdamos de introduzir dois conceitos (4.12
e 4.9) com o mesmo nome: “valor”. Isto nao serd um problema porque sera

sempre possivel deduzir pelo contexto a qual destes conceitos nos referimos.

Nota bibliografica 4.14. Em (Cousineau et al., 1987) o objecto () utilizado
em closures nao é declarado como uma constante; contudo ¢é utilizado mais
tarde em instrugoes quote(-), o que pressupoe que () esteja em Const. Tam-
bém nao é declarado como um valor, o que nao é coerente no uso de termos
da forma M?(). Preferimos por isso declara-lo como uma constante por uma

questao de uniformizacao.

Definicao 4.15. Dados M € DBC e v valor, dizemos que v é compativel com

M se v = (vp,...,v9) e M tem ordem de ambiente, no méximo, n.

Observacao 4.16. Intuitivamente, v ser compativel com M significa que v
¢ um ambiente grande o suficiente que permite atribuir significado a todas as

variaveis livres de M.
Definicao 4.17. O conjunto dos estados é definido por extensao como:
1. Todos os valores sao estados;

2. Um objecto da forma M?7v é um estado, se M € DBC e v é um valor

compativel com M;
Denotamos estados pelas meta-variaveis s e t, eventualmente etiquetadas.

Observacao 4.18. Um objecto da forma M ?v pretende representar o termo

categorial M.v.

Definicao 4.19. Define-se a relagao bindria —»¢ (de “Combinatéria”) induti-

vamente por:

1. v —=c v
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2. () —¢ ¢
3. A(M)?v —¢c A(M).v;

4. (n+ D17 (v1,v2) —¢ nl?uy;

5. 017(vy,v9) —¢ v2;
6 M? —c A(My)vr N —cvy
’ S(M, N>?U —C Ml?(Ul,U2> ’
7 M?v —»g U1 # A() N7v —C V2 )
. S(M, N)? —¢ App.(v1,v2) ,
3 MW —cv; N —c v
’ (M, N)? —¢ (v1,v9)
9 M? —¢ (v1,v9)
C o fst(M)?v ¢ vy
1o, Mo on £ ()
© fst(M)?v —»¢ Fsty
1 M?v —¢ (v1,v9)
© snd(M)?v —c g
19 MW —cu#(,)
© snd(M)?v —¢ Snd.vy
13. $1 —7C S2 S2 —C 83

$1 —C 83

(onde quantificamos universalmente todas as variaveis.)

Observagao 4.20. Apenas os estados da forma M7v (i.e. questdes) reduzem

“produtivamente”; os valores reduzem neles mesmos.
)

Exemplo 4.21. Seja M = (Azz)y. Em termos de de Bruijn, M escreve-se
como S(A(0!),0!). Tem-se:

o AOY0.9) —c A0y " 070 —cy

13.

S(A01),0N7((), ) —=c 012((), y,9) 0200, y,y) »cy
S(A01),0N7(0),y) —cy
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Confronte-se esta derivacao com a sequéncia de passos obtida pela reducao
fraca da Légica Combinatéria Categorial para o mesmo termo M:

S(A01),01).(0,y)

= ass, dpair, snd

App.(A0D).(0),v),y)

= ac

0L.(0), 9, )

= snd
Yy

Observe-se como a alinea 5. corresponde a reducao snd e a alinea 6. a redugao
ac. A alinea 3., por outro lado, ndo tem uma reduc¢ado correspondente uma
vez que A(M)?v corresponde a A(M).v, que ji é uma forma normal; contudo,
esta alinea permite modelar o efeito da instrugdo cur(-) da CAM, o que serd

util quando quisermos relacionar as relagoes —¢ € —cam mais a frente.

Observacao 4.22. As alineas 7., 10. e 12. da definicao 4.19 reflectem
redugoes “estagnadas” que podem surgir porque nao impomos qualquer
restricao a forma como sao construidos os termos categoriais. Por exemplo,
o termo-Ac M = fst(A\zxx) traduzido em termos categoriais é Fst o A(Snd).
Temos

Fsto A(Snd).()

= ass

Fst.(A(Snd).())

Em termos de de Bruijn, M reescreve-se como fst(A(0!)); temos:
Jst(A(01)7()

—>C 3., 10.
fst(A01)-())

Estas consideragoes levam-nos a actualizar a redugao —cay, cOmo veremos

na subsecc¢ao 4.2.

A demonstracao da correcgao da CAM passa agora por relacionar —canm
com —»¢ (redugdo combinatéria) e —»¢ com —»p (reducdo call-by-value).

Vamos comecar por esta tltima correspondéncia.
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4.1.4 Reducgao combinatoéria versus reducao call-by-value

Um estado M?v, como ja vimos, representa um termo de de Bruijn e o
respectivo ambiente. Podemos extrair o termo que este estado representa
substituindo todas as variaveis livres em M pelos valores a elas atribuido pelo

ambiente. Formalizamos de seguida esta transformacao.

Definigao 4.23. Seja s um estado. Define-se REAL(s) € DBC por exaustao

dos casos possiveis do seguinte modo:
1. REAL(M?((),vn-1,--.,v0)) = M[REAL(vo), REAL(v1), ..., REAL(v,_1)];
2. REAL(A(M).((),vn-1,---,v0)) = REAL(A(M)?((), vn—1,---,00));
3. REAL(c) ="(c);
4. REAL((v1,v9)) = (REAL(vy), REAL(v9));
5. REAL(Fstw) = fst(REAL(v)), onde v nao é um par;
6. REAL(Snd.v) = snd(REAL(v)), onde v nao é um par;

7. REAL(App.(v1,v2)) = S(REAL(v;), REAL(vq)), onde v; nao é uma

closure.

Observacao 4.24. Pela forma como construimos os valores e os estados,
REAL(s) é sempre um termo fechado (Cousineau et al., 1987, p. 189). Isto

deve-se, em grande parte, a restricdo por ambientes compativeis.
Lema 4.25. Para todo v valor, REAL(v) =V, para algum V wvalor.

Demonstracao. Por inducao sobre v.
e Caso v = ¢. Ora REAL(c) *2*/(¢) e ’(¢) é um valor, cf. 4.9.
e Casov=AM).((),vn-1,---,v). Temos

REAL(A(M).((), Vp_1, - - - , 0))
= 4.23
A(M)[REAL(vp), ..., REAL(v,_1)]
= 4.5
A(M[0l,REAL(vp), ..., REAL(v,-1)])
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e A(M[0!,REAL(wvp), ..., REAL(v,,—1)]) ¢ um valor, cf. 4.9.

e Caso v = (v1,1). Ora, REAL((vy, 1)) *2* (REAL(v;), REAL(v,)).
Por H.I., REAL(v;), REAL(v,) sao valores. Logo, (REAL(v;), REAL(v2))

¢ um valor, cf. 4.9.

e Caso v = Fstwy, onde v; ndo é um par. Ora REAL(Fst.v) 12

fsttREAL(vy)). Por H.I., REAL(v;) é um valor. Como v; nao é um
par, podemos concluir, mercé da definicdo de REAL, que REAL(v)
também nao é um par. Logo, fst(REAL(v;)) é um valor, cf. 4.9.

e Caso v = Snd.vy, onde v; ndo é um par. Analogo ao caso anterior.

e Casov = App.(v1,v7), onde vy ndo é uma closure. Ora REAL(App.(vy, v2)) 428

S(REAL(vy), REAL(vq)). Por H.I., REAL(v;), REAL(vy) sao valores.
Como v; ndo é uma closure, podemos concluir, mercé da defini¢dao de
REAL, que REAL(v;) ndo é uma abstracgao, Logo, S(REAL(v,), REAL(v9))

é um valor, cf. 4.9.

Proposicao 4.26. Para todo sy —»¢ s2: REAL(s1) - REAL(ss).

Demonstragao. Por indugao sobre s; —»¢ s3. Omitimos os casos 11. e 12.
(referentes as redugoes snd(-)?v —¢ -) por serem anélogos aos casos 9. e 10.

(referentes as redugoes fst(-)?v —¢ -).

e Caso v —»¢ v. Por 4.25 REAL(v) =V, para algum valor V, e V —p V|

por definicao.

e Caso '(c)?v —¢ c. Ora

REAL('(c)7v)
- 423,45
(c)
= 4.23
REAL(c)
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e ’'(c) -p '(¢) porque '(¢) é um valor e a relacio —p é reflexiva para

estes termos, por defini¢ao.

Caso A(M)?v —¢ A(M).v. Como REAL(A(M)?v) = REAL(A(M).v)
por definicdo, REAL(A(M).v) é um valor (4.25) e a relacdo —»p é reflex-
iva para valores (4.10), temos que REAL(A(M)?v) -5 REAL(A(M).v),

como pretendiamos.

/

Caso (n+1)!7(vq, v9) —¢ nl?vy. Podemos supor que (vy,v2) = ((), 5, -« Vi, - - -

onde vy = ((),v),,..., V) 1,---,V}) € v2 = vj. Por um lado, temos
REAL((n + 1)!?(v1, v2))
= 4.23
(n + 1)![REAL(v}), ..., REAL(v},)]
= 4.7
n![REAL(v}), ..., REAL(v),)]
= 4.23
REAL(n!?v,)

Por outro, n![REAL(}), ..., REAL(v, )] £ REAL(v,, ;) e REAL(v],,4)

¢ um valor (cf. 4.25). Como —»p ¢é reflexiva para valores, terminamos.

Caso 0!7(vy, v9) —¢ ve. Andloga ao caso anterior.

M? —c A(My).vy N7 —¢ 09
S(M, N)?U —C Ml?(?]l, 'UQ)

—

e facamos [V] = [REAL(v}), ..., REAL(v/,_,)]. Observe-se que

Caso - Seja v = ((),v_q,..-,00)

REAL(S(M, N)?v)
= 4.23
S(M, N)[V]
- 4.5 .
S(M[V],N[V])
= 4.23
S(REAL(M?v), REAL(N7v))

Por H.I. temos
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REAL(N?v) -5 REAL(v9)
<= Tomando V5 = REAL(v3)
REAL(N?v) —p Vs

ii.

REAL(M?v) —g REAL(A(M;).v;)
«=  4.23, tomando [V;] = [REAL(vy,),
REAL(M?v) —p A(M;)[Vi]
— 4.5

REAL(M?v) —5 A(M;[0!, V;])

Logo,

S(REAL(M?v), REAL(N?v))
—»p i., ii., 4.10
= 4.8.1

Ml [‘/27 ‘/1]
= 4.23

REAL(Ml?(Ul, ’02))

M?v —»g U1 # A() N?v —C V2

S(M, N)? —¢ App.(v1,v2)
A(+), em virtude da definigdo de REAL. Ora,

e Caso

REAL(S(M, N)?7v)
= 4.23,4.5

S(REAL(M?v), REAL(N?v))
g HIL, 410

S(REAL(v1), REAL(wv2))
= 4.23

REAL(App.(v1,v9))

...,REAL(v1,,_,)]
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M7 —»c vy N7 —c vy

. T
(M, N5 g (01, 09) emnos

REAL((M, N)?v)
= 4.23,4.5
(REAL(M?v),REAL(N?v))
g HI, 410
(REAL(v;), REAL(v»))
= 4.23
REAL((vy, v2))

M?v —¢ (v1,v9)

. T
Caso B0 = o) e1mos
REAL(fst(M)?v)
— 4.23,4.5
fst(REAL(M?v))
4.23

=B H.I, REAL((v1,v2)) “2* (REAL(v1 ), REAL(v2)), 4.10
REAL(v;)

fSt(M)?U —C FSt.'Ul - Note-se que REAL(Ul) 7 <'7 '>7 €11 VIIr-

tude da definicao de REAL. Ora

Caso

REAL(fst(M)7v)
= 4.23,4.5
fst(REAL(M?v))
g HI, 410
fst(REAL(vy))
= 4.23
REAL(Fst.vy)

S1 —>C S2 S92 —(C S3
S1 —C S3
tividade de —»p e H.I.

Caso . Imediato, em consequéncia da transi-
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Lema 4.27. Para todo s estado, se REAL(s) = V', para algum valor V,

entao s —¢ V', para algum valor v’ tal que REAL(V') = V.

Demonstragio. No caso em que s é um valor temos REAL(s) = V' (por 4.25)
e s —¢ 8, por definicao de —¢. No caso em que s = M7v, procedemos por

inducao sobre M.

e Caso M = '(c¢). Temos REAL('(¢)?v) = '(¢) = REAL(c), por 4.23.
Tome-se v/ = ¢. Entao '(¢)?v —¢ v e REAL(v') ='(¢).

e Caso M = (M, My). Observe-se que

REAL((M,, My)?0) = V
— 492345
(REAL(M;?v), REAL(My?v)) =V
= 4.9, introduzindo V7, Vo
V=1,V
Vi = REAL(M;?v)
Vo = REAL(M;?0)
= H.I., onde REAL(v;) = V; e REAL(vq) = V5
M;?v —c 1y
MQ?’U —»C U2

Posto isto, suponhamos que REAL((M;, My)?v) = V. Tome-se v' =
(v1,v2). Entao REAL(V") =V e (My, My)?v —¢ V.

e Caso M = S(My, M,). Observe-se que

REAL(S(My, Ms)?v) =V
— 42345
S(REAL(M;?7v), REAL(My?v)) =V
— 4.9, introduzindo Vp, V5
V=51, 12)
Vi = REAL(M;?7v) # A(")
Vo = REAL(M;?0)
- H.I., onde REAL(v1) = V4 e REAL(v2) = V5
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Ml?l) —»c U1
Ms?0 —¢ vy

Como v; é um valor e REAL(v;) # A(-), temos que v; # A(-).-. Suponha-
mos portanto que REAL(S(M;, My)?v) = V. Tome-se v = App.(vq,va).
Entao REAL(v') =V e S(My, My)?v —¢ v'.

Caso M = fst(M;). Observe-se que

REAL(fst(M,)?v) =V
— 492345
fstREAL(M;?v)) =V

— 4.9, introduzindo V;
V = fst(V1)
Vi = REAL(M;7v) # (-, )

_— H.I, onde REAL(v;) = V3
Mi?7v —¢c vy

Como v; é um valor e REAL(vy) # (-,-), temos que v; # (-,-). Su-
ponhamos portanto que REAL(fst(M;)7v) = V. Tome-se v' = Fst.v.
Entdo REAL(v') =V e fst(M;)?v —¢ V.

Caso M = snd(Mi). Andlogo ao caso anterior.

Caso M = A(M;). Tome-se v/ = A(M;).v. Entao A(M;)?v —¢ v e
REAL(v') = REAL(A(M;)?0).

Caso M = n!. Podemos supor que v = ((), Uy, .-, Upn,...,0). Tem-se

REAL(n!?v)
= 4.23

n![REAL(v), ..., REAL(v,,)]
= 4.5

REAL(v,)

e REAL(v,) é um valor (4.25). Tome-se v' = v,,. Entdo REAL(n!?v) =
REAL(V') e nl?v —¢ v’ (4.34).
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]

Proposicao 4.28. Para todo M —g N, se eziste sy tal que REAL(sy) = M,
entdo sy —»c Sz, para algum sy tal que REAL(sy) = N.

Demonstracao. Por indugao sobre M —g N.

e Caso V —p V. Seja s tal que REAL(s;) = V. Ora, por 4.27, s1 —¢ v,
para algum v tal que REAL(v) =V, como pretendiamos.

M, -5 V3 My —p Vs
<M1,M2> B <V1,V2>

Procedemos por casos de s;.

. Seja sq tal que REAL(sy) = (M, Ms).

e Caso

— Caso s; = v, para algum valor v. Temos
REAL(s;) = REAL(v) = (My, My)
— 4.23, introduzindo v1, vo valores
v = (v1,v9)
M; = REAL(v)
M, = REAL(vy)
= H.I., introduzindo s}, s
v; —»¢ §;, onde REAL(s)) = V)
vy —¢ S5, onde REAL(s)) = V4

Como vy, vy sdo valores e vy —¢ $),v2 ¢ s,, temos v; = ¢ e
vy = sh, pela definicdo de —¢. Tome-se portanto s, = (s, 5).
Entao s; = s9, s1 ¢ 2 € REAL(sy) = (V, V5).
— Caso s; = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos
REAL(s;) = REAL(P?) = (M, My)
— 4.23, 4.5, introduzindo Pi, P
P ={(P,P)
M; = REAL(P;7v)
M, = REAL(Py?v)
— H.I., introduzindo t1, to estados
P70 —¢ t1, onde REAL(t;) = V;
Py?v —¢ ty, onde REAL(ty) = V4
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Por 427, t| —¢ vy e ty —¢ vy para alguns vy, vs valores tais
que REAL(vy) = REAL(#;) e REAL(v2) = REAL(%y). Tome-se
portanto sy = (v1,v9). Entao s; —¢ sy cf.
13_P1?U el ti—»cn 13.P2?U —»cly  tg > Uy
Py —c v Pyv —c vy
(Py, Py)?v —¢ (v1,02)

e REAL(sy) = (Vi, V).

M, —g A(M:s) My —g Vo
S(Mth) B M3[V2]

Seja s1 tal que REAL(s1) =

S(M;, My). Procedemos por casos de sj.

— Caso s; = v, para algum valor v. Mostramos que este caso con-

duz a uma contradicao, donde se conclui que é impossivel ter-se,
simultaneamente, s; = v, REAL(sy) = S(My, My), My —p A(Ms3)

e My —»g V. Por um lado,

REAL(s;) = REAL(v) = S(M,, M>)
— 4.23, introduzindo v1, vy valores
s1 = App.(v1,v9), onde v; ndo é uma closure

Por outro,

REAL(App.(v1,v9)) = S(My, M)
= 4.23
REAL(v;) = M,
REAL(vy) = M,
= H.I
vy —¢ t1, onde REAL(t)) = A(M;)
vy ¢ ta, onde REAL(ty) = V4

Como v e vy sao valores, temos v; = t; e vy = t9, pela definicao
de —¢. Por REAL(t)) = A(M;), temos que t; é da forma A(-).-,
por definicdo de REAL. Portanto, v; ndo é uma closure, v; = t; e

t; é uma closure: contradicao!
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— Caso s; = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos

REAL(s1) = REAL(P?v) = S(My, M>)

— 4.23, introduzindo Pi, P>

P = S(P, P)

M; = REAL(P;7v)

M = REAL(Py?v)
— H.I., introduzindo t1, t2 estados

Py 7v —¢ t1, onde REAL(t;) = A(M3)

Py?v —¢ ty, onde REAL(ty) =V,

Por 4.27, podemos assumir que t, —»¢ v para algum valor vs, e

que
(*) REAL(vs) = REAL(t) = Va.
Por REAL(t;) = A(M;) vem (por 4.23,4.5):

t, = A(ML) '

(**)
Ms = M4[0!, REAL(v)), ..., REAL(v)]

para algum M5 e DBC e v' = ((),v),,...,vy) compativel com Mj.

Y U n?

Tome-se sy = M47(v',v9). Entdo REAL(se) = M;s[Va], cf.

REAL(SQ)
= 4.23
M4[REAL(vy), REAL(v)), ..., REAL(v)]
= 4.8.1
M0, REAL(w), ..., REAL(v},) | [REAL(v2)]
= (**)
M3 [REAL(UQ)]
-
M;[Va]
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€ S1 —»C So9, cf.

13 Pylv —gty  ty ¢y
Pl?v —C A(Mé)?)/ ' PQ?U —C U2
S(Pl, PQ)?'U —C Mé?(v’, Ug)

My, g Vi #A(-) My —p Vs

S<M17 MQ) —B S(‘/17 ‘/2)
S(M;, My). Procedemos nos casos de sj.

e Caso . Seja s1 tal que REAL(sy) =

— Caso s; = v, para algum valor v. Temos

REAL(s1) = REAL(v) = S(M;, Ms)
— 4.23, introduzindo vy, vo valores
v = App.(v1,v3), onde v; ndo é uma closure
M, = REAL(v,)
M, = REAL(vy)
— H.I., introduzindo t1, to estados
v; —¢ t1, onde REAL(t)) =V}
vy —»¢ ta, onde REAL(ty) = V4

Como vy, v9 sao valores e v; —»¢ t1, vy —¢ t9, temos que vy = t;
e vy = to, por definicdo de —¢. Tome-se sy = s1 = App.(v1, v2).
Entao S§1 —>»q S € REAL(SQ) = S(Ml, Mg)

— Caso s; = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos

REAL(s1) = REAL(P?v) = S(My, Ms)
= 4.23, 4.5, introduzindo Py, P»
P =S5(P,P)
M, = REAL(P,?v)
My = REAL(P,?v)
— H.I., introduzindo t1, t2 estados
P70 —¢ t1, onde REAL(t;) = V3
Py?v —¢ to, onde REAL(ty) = V5

Por 427, t; —¢ vy e ty —¢ vo para alguns vy, vs valores tais

que REAL(v;) = REAL(t;) e REAL(v2) = REAL(t2). Como
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REAL(v;) = V4 # A(+), tem-se que v; ndo é uma closure, por de-
finicdo de REAL. Tome-se sy = App.(v1,v2). Entao REAL(sy) =
S(‘/h‘/?) € 51 —»¢ S2, cf.

Pitv ety t »co v #A()- 3 Py —cty  to —c U9
Py —c v # A()- ' Py?v —c vy
S(Py, P2)Tv —¢ App.(v1, va)

13.

Ml —7B <‘/17 ‘/2>

cedemos por casos de si.

e Caso . Seja s; tal que REAL(sy) = fst(M;). Pro-

— Caso s; = v, para algum valor v. Mostramos que este caso con-
duz a uma contradi¢do, donde se conclui que é impossivel ter-se,
simultaneamente, s; = v, REAL(s;) = fst(M;) e M; —g V1, V).

Temos

REAL(s;) = REAL(v) = fst(M;)
— 4.23
v = Fstvy, onde v; nao é um par
M; = REAL(v)

— H.I., introduzindo t;

v; —¢ t1, onde REAL(ty) = (W4, V)

Como v; é um valor e v; —»¢ t1, temos v; = t1, pela defini¢ao de
—¢. Por REAL(t;) = (V4, V5), temos que t; é da forma (-, -), pela
definicdo de REAL. Portanto, v; ndo é um par, v; = t; e t; é um

par: contradigao!

— Caso s; = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos

REAL(s;) = REAL(P?) = fst(M;)
- 4.23
P = fst(REAL(P;7v))
M1 = REAL(P17U>

— H.I., introduzindo t; estado

P70 —¢ t1, onde REAL(ty) = (V4, Vo)
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Por 4.27, t; —¢ v; para algum v; valor tal que REAL(vy) =
REAL(t;). De REAL(v;) = (V4, V,) vem por defini¢ao:

U1 = (Uiﬂjé)
V; = REAL(v))
V; — REAL (1)

para alguns v}, v} valores. Tome-se sy = v}. Entdao REAL(sy) =V}
€ S1 —»¢c So, cf.
Pl?v 7 tl tl —C (’Ui, Ué)

PiTv —¢ (Ullavé)
fst(P)?v —¢ vy

13.

Ml —B ‘/1 # <7>

fst(My) —p fst(V1)
Procedemos por casos de s;.

Seja s1 tal que REAL(sy) = fst(M;).

e Caso

— Caso s; = v, para algum valor v. Temos
REAL(s;) = REAL(v) = fst(M;)
== 4.23
v = Fst.vy, onde v; nao é um par
M1 = REAL(Ul)

= H.I., introduzindo ¢; estado

v; —¢ t1, onde REAL(t)) = Vi # (-, )

Como vy é um valor e v; —¢ t1, temos v; = t1, por definicao de —¢.
Tome-se sy = 51 = Fst.v;. Entao s; —¢ s2 e REAL(sy) = fst(V1).
— Caso s; = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos
REAL(sy) = REAL(P?v) = fst(M;)
= 4.23,4.5, introduzindo P;
P = fSt(Pl)
M1 = REAL(P17U)

— H.I., introduzindo v

Pi7v —¢ t, onde REAL(ty) = Vi # (-, )
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Por 4.27, t; —¢ v; para algum v; valor tal que REAL(v;) =
REAL(t;). Como REAL(vy) = Vi # (-,-), tem-se que v; nao é
um par, por definicio de REAL. Tome-se s = Fstv;. Entao
REAL(s2) = fst(V1) e s; —¢ So, cf.

Pty —cty tp —>cv # ()
Pl?U —C U1 #* (', )
fst(Py)?v —¢ Fstu

13.

M, —g My My —p Ms;

M, —p Ms;
transitividade de — .

e Caso Imediato, em consequéncia da

]

Teorema 4.29. Para todo M € DBC fechado, M —g V' se e sé se M?() —¢
v, onde REAL(v) = V.

Demonstragio. Note-se que M = REAL(M?()), por definigdo. A implicagao
“se” é consequéncia imediata de 4.26 e da observagao acabada de fazer. Quanto
a implicagao “so se”, tem-se:

M —gV

- M = REAL(M?()) e 4.28, introduzindo sy estado
M?() —¢ s2, onde REAL(s9) =V

= 4.27, introduzindo v valor
M?() —¢ sg —¢ vg, onde REAL(vq) =V
== transitividade de —¢

M?() —-¢ ve, onde REAL(vy) =V

4.2 CAM versus reducao combinatéria
Fixamos o processo de compilacao de termos de de Bruijn em codigo CAM

através da seguinte funcao.

Defini¢ao 4.30. Define-se a fungao CAM : DBC — C' (recorde-se: C' repre-

senta codigo da CAM) recursivamente por:
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Termo Cdédigo Pilha Termo Cdédigo Pilha
(v1, v2) fst; C S vy C S

v fst; C S Fstw C S
(v1, v9) snd; C' S Uy C S

v snd; C' S Snd.v C S

v cur(C);Cy S ACAMH(C))w Oy S

v quote(c);C S c C S

v push; C S v C v
Vg swap; C' v1::S g C v9::5
Uy cons; C v1S (v, v9) C S
(A(M).vy,v2) app; Cy S (v1,v2) CAM(M)@C, S

v app; C1 S App.v Ch S

Tabela 4.2: Definicdo da relacio —cam, onde as entradas encontram-se
dispostas por ordem decrescente de prioridade de utilizacao.

1. CAM('(c)) = quote(c);

2. CAM(0!) = snd;

3. CAM((n + 1)!) = fst; CAM(n!);

4. CAM(fst(M)) = CAM(M); fst;

5. CAM(snd(M)) = CAM(M); snd;

6. CAM({(M, N)) = push; CAM(M); swap; CAM(N); cons;

7. CAM(S(M,N)) = push; CAM(M); swap; CAM(N); cons; app;
8. CAM(A(M)) = cur(CAM(M)).

A funcdo CAM é injectiva, pelo que podemos escrever CAM *(C) = M,
sempre que CAM(M) = C. Esta observagao permite poupar a notagao C' : v,

reescrevendo valores desta forma como A(CAM '(C)).v. Veja-se a tabela 4.2.

Definicao 4.31. Redefine-se a relacao entre estados da CAM, —can, através
da tabela 4.2. Nessa tabela as linhas 2, 4 e 11 devem ser utilizadas quando as
respectivas entradas precedentes nao forem aplicaveis. Estas entradas servem

para lidar com o cédigo “estagnado” (aludido em 4.22), permitindo que a
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maquina continue a executar o c6digo e portanto a nao bloquear num estado

final indesejado.

Lema 4.32. Para todo v,v; valores, C,Cy cidigos e S, Sy pilhas: se
{v,C, S} =Eam {v1,C1, 51},
entdo, para todo Cy codigo e Sy pilha:
{v,CQCY, SQSy} —¢an {v1,C1QC,, S1@S,}.

Demonstrag¢io. Por indugao sobre {v, C, S} =&, {v1,C1,S1}. O tnico caso
interessante é do passo singular —can; 0s restantes casos (i.e. reflexivo e

transitivo) sdo imediatos por reflexividade e transitividade de —,,; ¢ H.L.

e Caso {(vy,v9),fst; C", S} —cam {v1,C’, S}. Tem-se, por definigao,

{(’01, ’UQ), fSt; C/@CQ, S@SQ} —CAM {Ul, C/@Cg, S@SQ}

e Caso {v,fst; ", S} —cam {Fst.v,C’, S}. Tem-se, por definigao,

{’U, fSt; C/@CQ, S@SQ} —CAM {FSt.U, C/@CQ, S@SQ}

Os restantes casos sao demonstrados precisamente da mesma forma, pelo

que os omitimos.

]

Lema 4.33. Para todo M € DBC, v valor e S pilha: se
{U’ CAM(M)’ S} H?}AM {UI’ H’ S/}’

entio S = 9.

Demonstragio. Observe-se que cada transicdo —cam (linhas da tabela 4.2)

possivel designa, implicitamente, uma sequéncia de operagoes sobre a pilha:

i. As linhas 1-6 nao realizam qualquer ac¢ao;
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ii. A linha 7 coloca um elemento;

iii. A linha 8 retira um elemento e coloca outro;

iv. A linha 9 retira um elemento;

v. As linhas 10 e 11 nao realizam qualquer acccao.

Tratando-se de uma pilha, sabemos que uma sequéncia de insercoes e
remocoes balanceada deixa a pilha no seu estado original. Desta feita, basta
demonstrar que a fungdo CAM produz cdédigo cujas acgdes sobre a pilha
resumem-se a uma sequéncia balanceada de insergoes e de remogoes. Portanto,

defina-se:

1. O conjunto das acgoes possiveis sobre a pilha por extensao como
{Push, Pop, Nop},

onde Push denota uma inser¢cdo, Pop uma remoc¢do e Nop uma nao
acgao.
2. O conjunto das expressoes balanceadas indutivamente por:
(a) Nop é balanceada;
(b) Push@a@Pop é balanceada, se a é balanceada;

(¢) a@gp é balanceada, se v e § sdo balanceadas.

3. Uma correspondéncia ¢ entre instrucoes da CAM em sequéncias de

acgoes sobre a pilha de acordo com a discussao anterior:

fst) = Nop (de acordo com as linhas 1-2);
snd) = Nop (de acordo com as linhas 2-4);

cur(-)) = Nop (de acordo com a linha 5);

(
(
(
(quote(-)) = Nop (de acordo com a linha 6);
(push) = Push (de acordo com a linha 7);

(

swap) = Pop; Push (de acordo com a linha 8);
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(g) ¢(cons) = Pop (de acordo com a linha 9);
(h) ¢(app) = Nop (de acordo com as linhas 10 e 11).

4. A fungao ¢ estende-se naturalmente a sequéncias de instrugoes da CAM,

fazendo-se
Pir;dz;- - - in) = G(i1)Q(i2)Q. .. Q¢ (iy),
para todo iy, 1o, ..., 1, instrucado da CAM.

Resta agora demonstrar que ¢(CAM(M)) é uma expressao balanceada,

para todo M € DBC. Procedemos por inducao sobre M.
e Caso M = n!. Procedemos por indugao sobre n.

— Caso M = 0!. Tem-se ¢(snd) = Nop, que é balanceada.

— Caso M = (n+1)!. Tem-se ¢(fst; CAM(n!)) = Nop@Qep(CAM(n!)),
que é balanceda, uma vez que ¢(CAM(n!)) é balanceada por H.I.

e Caso M ='(c). Tem-se ¢(quote(c)) = Nop, que é balanceada.

e Caso M = (M, M,). Tem-se

¢(push; CAM(M,); swap; CAM(M,); cons)
= defini¢ao, introduzindo o = ¢(CAM(M)) e f = CAM(My)
Push@a@Pop; Push@p@QPop

que é balanceada, porque:

—_

. « e (# sao balanceadas, por H.L.;

[\]

. 01 = Push@a@Pop é balanceada, por definicao;

w

. 03 = Push@p@Pop ¢é balanceada, por definicao.

W

. 01@¢, é balanceada, por definigao.
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e Caso M = S(My, Ms). Observe-se que
CAM(S(My, My)) = CAM((My, My); app,
donde podemos repetir o raciocinio anterior e obter a expressao
01@d,@Nop,
uma vez que ¢(app) = Nop, donde se conclui que também é balanceada.

e Caso M = fst(M;). Tem-se

O(CAM(M,); £st)
= definicdo, introduzindo o = ¢p(CAM(M;))
a@Nop

que é balanceda, uma vez que « é balanceada por H.I., e Nop e a@Nop

sao balanceadas por definicao.
e Caso M = snd(M;). Analogo ao anterior.

e Caso M = A(M;). Tem-se ¢(cur(CAM(M;))) = Nop, que é balanceada.

m
Lema 4.34. Para todo n € Ny, para todo m = n e para todo
v="(0),Vmy-sVny...,00)
valor compativel com n!, verifica-se:
n!?v —c v,.
Demonstracao. Por inducao natural sobre n.

e Caso n = 0. Temos imediatemente 0!7v —¢ vy por definicao de — .
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e Cason+ 1. Seja v' = ((),Um, -+, Vns1,Un,--.,01), € logo v = (v, 0y).
Temos (n + 1)!17v —¢ n!?v’; por definicao de —¢. Por H.I. segue que
n!?’ —¢ v,41, UMa vez que v,41 ocorre na n-ésima posicao de v’. Logo,

por transitividade de —¢, (n + 1)!70 —¢ vp41.

Proposicao 4.35. Para todo sy —¢ sy € para todo S pilha:
1. {s1,[], S} =&am {52, ], S}, se s1 = vy
2. {v, CAM(M), S} =&an {v1,[], S}, se s1 = M7 e so = vy
3. {v, CAM(M), S} —&an {v1, CAM(M,), S}, se s1 = M7v e sg = M;?v,.

Demonstracdo. Por inducao sobre s; —¢ s. Omitimos os casos 11. e 12.
(referentes as redugoes snd(-)?v —¢ -) por serem andlogos aos casos 9. e 10.

(referentes as redugoes fst(-)?v —¢ -).

e Caso v —¢ v. Portanto s; = sy = v, donde {s1,[], S} —=&am {52, ], S}

. .
por reflexividade de —& -

e Caso’(c)?v —¢ c¢. Portanto sy ='(¢)?v e sy = ¢. Ora, {v,quote(c), S} —cam

{c,[], S} por definigao.

e Caso A(M)?v —»¢ A(M).v. Portanto s; = A(M)?v e s = A(M).v.
Ora, {v, cur(CAM(M)), S} —cam {A(M).v,[], S} por definicao.

e Caso (n + 1)!I?(v,v2) —¢ n!?vy. Portanto sy = (n + 1)!1?(vy,v2) e
sy = nl?v;. Ora, {(vy,vs),fst; CAM(n!), S} —cam {v1, CAM(n!), S}

por definicao.

e Caso 0!7(vy,vy) —¢ vo. Portanto s; = 0!7(vy,v2) € s3 = vy, Ora,
{(01,02), 51, S} —can {vs, |, S} por definicdo.
M? —c A(My).v;y N7 —»¢ 09

S(M, N)?U - C Ml?(?}hvg)
e sg = M;?(v1,v3). Ora,

. Portanto s; = S(M, N)?v

e Caso



114

CAPITULO 4. CORRECCAO DA CAM

{v, push; CAM(M); swap; CAM(N); cons; app, S}
—CAM

{v, CAM(M); swap; CAM(N); cons; app, v::S}
ity HL, 4.32

{A(M,).v1, swap; CAM(N); cons; app, v::S}
—CAM

{v, CAM(N); cons; app, A(M;).v1::S}
Sty HL, 4.32

{vq, cons; app, A(M;).v;::5}
—CAM

{(A(M).v1,v2), app, S}
—CAM

{(1)1,?}2), CAM(Ml), S}

M?v —»g U1 # A() N?7v —»C U2

S(M, N)?v —¢ App.(v1,v2)
e s = App.(v1,v2). Replicamos o argumento do caso anterior até

Caso . Portanto s; = S(M, N)?v

a pentltima configuracdo, obtendo-se agora {(vi,v2),app, S} —cam
{App.(v1,v2), [], S}, por definicdo.
M7 —cv; N7 —>c vy

(M, N)? —¢ (v, v9)
(v1,v2). Replicamos o argumento do pentiltimo caso até a ante-pentltima

Caso . Portanto s; = (M, N)?v e sy =

configuragao, obtendo-se desta vez {vy, cons, v9::5} —cam {(v1, v2),[], S},
por definicao.

M?v —¢ (v1,v9)

C
aso fst(M)?v —¢ vy

. Portanto sy = fst(M)?v e sy = v;. Ora,

{v, CAM(M); fst, S}
Sty HI4.32
{(v1,v9), fst, S}

—CAM
{U1> H? S}
M?v — e
Caso v o # () . Portanto s; = fst(M)?v e sy = Fst.v;.

fst(M)?v —¢ Fst,
Ora,
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{v, CAM(M);fst, S}
Sty HI4.32

{Ula fst, S}
—CAM
{Fstvy, ][], S}

81 —»c 82 S2 —7C S3
81 —»C 33
a configuracao (s, .S) de acordo com:

e Caso

. Defina-se, para todo s estado e S pilha,

1. ¥(M?v,S) = {v, CAM(M), S};
2. ¥(v,9) = {v,[], S}.
Desta feita, temos por H.I. X(s1,5) =& X(s2,5) e X(s2,5) —&aum

Y(s3,S5). Ora, 3(s1,S5) —&am 2(s3,5) segue por transitividade de

*
—CAM-
O]

Proposigao 4.36. Para todo M € DBC, v valor compativel com M e S pilha:
se

{v, CAM(M), S} —=gam {11, 53,

entao M7v —»c v'.

Demonstragio. Por inducao forte sobre o comprimento da sequéncia de re-
ducoes —=Ean-
e Caso M = (Mj, My). Por hipétese e 4.33, conclui-se que
1.
{v, CAM(M,); swap; CAM(M,); cons, v::S}

—CAM
{v1, swap; CAM(M,); cons, v::S}

ii.
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{v, CAM(M); cons, v,::S}

—CAM
{vq, cons, vy::S}

para alguns vy, ve valores. Assim sendo, temos v' = (v, v3) e, por H.IL,

1. Ml??] —C U1, II. MQ?/U —c V2.

Falta ver que (My, M3)?v —¢ (v1,v9). Ora,

I II.
Ml? —c U1 Mg?’l) —C V2

<M1, M2>?U —C (Ub Uz)

e Caso M = S(M,, M;). Observe-se que
- CAM(S(Mh MQ)) = CAM<<M1, M2>), app,

donde podemos repetir o raciocinio empregue no caso M = (M, Ms) e

concluir, a partir da hipotese, que

{U7 CAM(<M17 M2>); app, S}
—CAM
{(Uh ,02)7 app, S}

donde, de forma analoga, se extrai, por H.I.,

— Mi?7v —¢ vy — M7 —¢ vs.

A computacgao pode prosseguir de duas formas distintas, conforme a

forma do valor v;:

— Caso vy = A(M3).v3, para algum Ms € DBC e vs valor. Entao

{(v1,v2),2pp, S}
—CAM

{(’U3, UQ), CAM(Mg), S}
—¢&anm  hipotese e 4.33

{1, 5}
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donde podemos concluir, por H.I., que M37(v3,v9) —¢ v'. Assim

sendo, tem-se:

H.I -
oMo =0 AQE).vy R VAT -
’ S(Ml, MQ)?U —C Mg?(Ug,UQ) . .Mg?(vg, 1)2) > C 1)/

13.
S(Ml, MQ)?U —C Ul

— (Caso contrario. Entao

{(Ub UQ)? app, S}
—CAM

{App'(vla 1)2)7 Ha S}
donde se retira que v' = App.(v1,v9) e, assim sendo, tem-se:
H.I H.I.

Ml?v —c U1 MQ?U —»C U2
S(My, M) —¢ App.(vy1,v9)

e Caso M = A(M;). Temos {v, cur(M;), S} —cam {A(M).v,[], S} donde

v = A(My).v. Assim sendo, temos trivialmente

3.

A(M1)7U —C A(Ml)?]
e Caso M = fst(M;). Temos, por hipdtese e 4.33

{v, CAM(M,);fst, S}
—CAM
{vi, fst, S}

donde, por H.I. segue que M;?v —»¢ v1. A computagdo pode prosseguir

de duas formas distintas, conforme a forma de wv;:
— Caso v1 = (v, v3), para alguns vy, v3 valores. Entao

{Ub fst, S}
—CAM

{U2> H?S}
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donde v" = vy. Assim sendo, temos

H.I

Mi?v —¢ (v2,03)
fst(My)?v —¢ g

— Caso contrario. Entao

{Ula fst, S}
—CAM
{Fstv,[], S}

donde v = Fst.vy. Assim sendo, temos

H.I

Ml?v —»c U1

10.
fst(My)?v —¢ Fstuy

e Caso M = snd(M;). Analogo ao caso anterior.

e Caso M ="'(c). Temos {v,quote(c), S} —cam {¢,[],S}, donde v' = c.

Assim sendo, temos trivialmente

2.

"(¢)?v —¢ ¢

e Caso M = n!. Pelo facto de v ser compativel com M, tem-se que

v="((),Vk.-yUn,...,0), para algum k = n. Ora

{v,fst;... fst;snd, S}

—_——
—* !
CAM

{(Un-‘rbvn)asnda S}
—CAM

{on, [], 5}

donde se conclui que v' = v,,. Falta ver que n!?v —¢ v,, o que é dado
por 4.34.
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Teorema 4.37. Para todo M € DBC, v valor compativel com M e S pilha,
M?v —¢c vy se e sé se {v, CAM(M), S} —=&an {v1, ][], S}

Demonstracao. Por dupla implicacao.

M7 —c vy
= 4.35

{Uv CAM(M>? S} _’éAM {U17 H? S}
= 4.36

M7 —c vy

]

Os resultados obtidos até agora ja nos permitem concluir que a CAM
implementa correctamente a estratégia de reducao call-by-value do Célculo Ac

dotado de constantes. Vejamos como.

Teorema 4.38. Para todo M € DBC fechado, sao equivalentes:
1. M - V;
2. {0, CAM(M), [I} —Eam {v, [I, I}, onde REAL(v) = V.

Demonstragao. Por transitividade de <= no seguinte argumento.

M —gV
> 4.29
M?() -c v, onde REAL(v) =V
<= Instancia (S = []) de 4.37
(), CAM(M), [} iy {0 [} [}, onde REAL(s) = V

O
Recordemos o diagrama 4.1 da correccao visto no inicio deste capitulo:

MCBVV

(42> Loadl I Unload
t

CAM

S —_—>
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O enunciando do teorema 4.38 descreve precisamente este diagrama uma vez

definidas as fungoes Load e Unload da seguinte forma:

LOE\d(M) = {()’ CAM(M)’ H}
Unload({v, [|, [I}) = REAL(v).

4.3 Extensoes

Nesta seccao estendemos o resultado 4.38 ao Calculo A dotado de condicionais
e de um operador de ponto-fixo, como aludido na seccao 3.3. Basta para isso
introduzirmos os devidos termos de de Bruijn e de seguida revisitarmos os

resultados que permitiram chegar ao teorema da tltima secgao.

Condicional

Definigao 4.39 (Revisita a 4.2). Introduzimos, para todo M, My, M3 €
DBC, o termo-DBC Cond(M,, My, Ms). Introduzimos também as constantes

true e false.

Definicao 4.40 (Revisita a 4.12, 4.19). Ao nivel da redugdo combinatéria,

adicionamos:

1. O valor Branch(My, Ms).(vy,vs), para todo My, My € DBC e vy, vy

valores tais que v; ¢ {true, false};

2. As reducoes
(a) M7 —¢ true .
Cond(My, My, M3)?v —¢ My?v
(b) M;?7v — false '
Cond(My, My, M3)?v —¢ M3z?v ’
(© M;i?7v —¢ vy ¢ {true, false}
Cond(My, My, M3)?v —¢ Branch(May, Ms).(v,v)

Definigao 4.41 (Revisita a 4.9, 4.10). Ao nivel da redugao call-by-value,

adicionamos:
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Termo Cébdigo Pilha Termo Cédigo Pilha
(v,true) branch(Cy,Cs);C S v c,eCc S
(v,false) branch(Cy,Cs);C S v c,aCc S
(v,v1) branch(C,Cy);C S Branch(My, Ms).(v,v1) C S

Tabela 4.3: Actualizagao da relagdo —canm, onde M; = CAM‘l(C’l) e My =
CAM™(Cy).

1. O valor Cond(V, My, M3), para todo My, M3 € DIBC e V valor tal que
V ¢ {/(true),’(false)}.

2. As reducoes:
(a) M; —g '(true) ‘
Cond(My, My, M3) —g My’
(b) M, —p '(false) .
Cond(My, My, M3) —»g M3’
© M, -5 V ¢ {!(true),’(false)}
Cond(My, My, M3) —p Cond(V, My, Ms)

Defini¢ao 4.42 (Revisita a 4.23). Actualizamos a fungdo REAL com o caso:
1. REAL(Branch(May, M3).(v,v1)) = Cond(REAL(v;), REAL(My?v), REAL(M;37v)).

Defini¢ao 4.43 (Revisita a 4.5). Actualizamos a fung¢ao de substituicdo com

0 seguinte caso:

— — —

1. Cond(My, My, Ms)[N] = Cond(M,[N], Mo[N], Ms[N]).

Definicao 4.44 (Revisita a 4.30, 4.31). Actualizamos a fungdo CAM com o

caso
1. CAM(Cond(M,, My, Ms)) = push; CAM(M,); cons; branch( CAM(Ms;), CAM(Ms;))
e a redugao —can com os casos da tabela 4.3.

Demonstragio (Revisita a 4.25). Casov = Branch(Msy, M3).(v,v,), onde vy ¢
{true, false}. Ora,
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REAL(Branch(Ms, M3).(v,vy))
= 4.23
Cond(REAL(v,), REAL(M,?v), REAL(M,70))

Por H.I. REAL(v;) é um valor. Como v, ¢ {true, false}, vem que REAL(v;) ¢
{(true),’(false)}, por defini¢do de REAL. Logo,

Cond(REAL(v;), REAL(My?v), REAL(M;37v))

é um valor, por definicao. n

Demonstracio (Revisita a 4.26).

M ?v —»¢ true
OORd(Ml, MQ, Mg)?v —C MQ?’U

e Caso . Por H.I. tem-se que

REAL(M;?v) —»g (true).
Logo,

REAL(Cond(My, My, M3)?v)
= 4.23, 4.5

Cond(REAL(M;?v), REAL(My7v), REAL(M;57v))
—B H.I

REAL(M;?v)

Mi?7v —¢ vy ¢ {true, false}

Cond(My, My, M3)?v —¢ Branch(Ms, M3).(v, v1)
se que (onde V) = REAL(vy))

. Por H.I. tem-

e Caso

REAL(M;7v) —g Vi ¢ {/(true),’(false)}.
Logo,

REAL( OOTLd(Ml, Mg, M3)?U)
= 4.23

Cond(REAL(M;?v), REAL(M:?v), REAL(M;?v))
—B H.I
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Cond(Vy, REAL(Ms?v), REAL(M;3?v))
= 4.23
REAL(Branch(Ms, Ms).(v,v1))

]

Demonstracio (Revisita a 4.27). Caso M = Cond(M,, My, M;). Observe-se
que

REAL(Cond(My, My, M3)?v) =V
— 493,45
Cond(REAL(M;?v), REAL(My?v), REAL(M;37v)) =V
= 4.9, introduzindo V;, N, N3
V = Cond(Vy, Ny, N3)
Vi = REAL(M;?v) ¢ {'(true),’(false)}
Ny = REAL(M57v)
N3 = REAL(M37v)
= H.I., introduzindo v,

M;i?v —¢ vy, onde REAL(vy) =V}

Como vy é um valor e REAL(V}) ¢ {/(true),’(false)}, vem que vy ¢ {true, false}.
Posto isto, suponhamos que REAL( Cond(My, My, M3)?v) = V. Tome-se v/ =
Branch(Msy, M3).(v,v1). Entao, por defini¢gdo de REAL e de —¢, REAL(v') =
Ve Cond(My, My, M3)?v —¢ v'.

O]

Demonstragio (Revisita a 4.28).

M, —p '(true) )
S tal REAL =
OOTLd(Ml,MQ, M3) —B M2 cJa 51 tal que <Sl)
Cond(M;, My, M3). Procedemos por casos de s;.

e Caso

— Caso s; = v, para algum valor v. Mostramos que este caso con-
duz a uma contradicao, donde se conclui que é impossivel ter-
se, simultaneamente, s; = v, REAL(s;) = Cond(M;, Ms, M3) e
M; —g '(true). Tem-se
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REAL(s1) = REAL(v) = Cond(My, My, Ms)
— 4.23, introduzindo vi, va, No, N3
v = Branch(Ny, N3).(v1, v2), onde vy ¢ {true, false}
M, = REAL(vy)
M, = REAL(N,?0,)
M, = REAL(N3?0,)
— H.I., introduzindo t

vy —¢ lo, onde REAL(ty) = '(true)

Como vy é um valor e vy —»¢ t, temos que vy = ty. Por
REAL(ty) = '(true), temos que ty = true, pela definigdo de REAL.

Portanto, ve ¢ {true, false}, vy = t5 e ty = true: contradigao!

— Caso s = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos

REAL(s;) = REAL(P?v) = Cond(My, My, M3)
— 4.23, 4.5, introduzindo Py, P», P3
P = Cond(Py, P», Ps)
M; = REAL(P,7v)
Ms; = REAL(P,v)
M3 = REAL(P;570)
= H.I., introduzindo t;

P70 —¢ t1, onde REAL(t;) = '(true)

Por 4.27, t; —¢ v, para algum valor v; tal que REAL(v;) =
REAL(t,) = '(true). Logo, v; = true pela definigao de REAL.
Tome-se s5 = Py?v. Entdo REAL(sy) = Ms e s —¢ So.

My —g Vi ¢ {!(true),’(false)}

C'ond(Ml, M27 Mg) —B C'ond(Vl, MQ, Mg)
REAL(s;) = Cond(My, My, M3). Procedemos por casos de s.

e Caso

Seja s; tal que

— Caso s; = v, para algum valor v. Temos

REAL(s;) = REAL(v) = Cond(My, My, Ms)

= 4.23, introduzindo vy, ve, Nao, N3
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v = Branch(Ny, N3).(v1,v2), onde vy ¢ {true, false}
M, = REAL(wvy)

M, = REAL(N,?0,)

My = REAL(N3?0,)

— H.I., introduzindo ¢,

vy —»¢ tg, onde REAL(ty) =V}

Como vy é um valor e vy —»¢ ty temos que vy = to. Logo,
REAL(ve) = Vi. Tome-se sy = s1 = Branch(Nay, N3).(vq,v2). En-
tao s; —¢ S92 € REAL(sy) = Cond(Vy, My, M3).

— Caso s; = P?v, para algum P € DBC e v valor. Temos

REAL(s1) = REAL(P?v) = Cond(M,, Ms, M3)
- 4.23, 4.5, introduzindo P, P», P3
P = Cond(Py, Py, Ps)
M; = REAL(P;?v)
M, = REAL(Py?v)
M3 = REAL(Ps7v)
— H.I., introduzindo ¢;

Pi7v —¢ ty, onde REAL(t;) = Vi ¢ {/(true),’(false)}

Por 4.27, t; —¢ v; para algum valor v; tal que REAL(v;) =
REAL(ty) = V5. Logo, vy ¢ {true, false} pela definicio de REAL.
Tome-se sy = Branch(Pa, P3).(v,v1). Entdo REAL(se) = Cond(Vy, My, Ms)

e S1 —>¢ So.
O

Demonstragio (Revisita a 4.32). Encaixa-se naturalmente nos casos da demon-

stracao original. O

Demonstra¢io (Revisita a 4.33). Caso M = Cond(M;, Ms, Ms). Note-se que
¢(branch(-,-)) = Nop. Tem-se:
¢(push; CAM(M,); cons; branch( CAM(M,), CAM(Ms3)))

= defini¢ao, introduzindo oo = ¢(CAM(M;))
Push@a@Pop; Nop
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que é balanceada, porque:
1. « é balanceada, por H.L.;
2. Push@a@Pop ¢é balanceada, por definicao;
3. Nop ¢é balanceada, por defini¢ao;

4. (Push@a@Pop)@Nop é balanceada, por definicao.

Demonstragio (Revisita a 4.35).

M0 —»¢ true
. Portant = Cond(M, My, M3)?
Cond(My, My, M3)?0 —¢ My?v ortanto, s ond(My, My, M3)?v

e so = My?v. Sejam C; = CAM(M;), i € {1,2,3}. Tem-se:

e Caso

{v, push; C; cons; branch(Cy, C3), S}
—CAM

{v, Cy; cons; branch(Cy, C3),v::S}
Sty ML, 4.32

{true, cons; branch(Csy, C3), v::S}

—CAM
{(v,true), branch(Cy, C3), S}
—CAM
{U, 027 S}
My? t fal
e Caso 170 o v # {true, false} Portanto

Cond(My, Ma, M3)?v —¢ Branch(Msy, Ms).(v,v;)
s = Cond(My, My, M3)?v e so = Branch(Msy, M3).(v,v1). Temos (onde

novamente C; = CAM(M;)):

{v, push; C; cons; branch(Cy, C3), S}
Sty HI, 4.32

{(v,v1),branch(Cs, C3), S}
—cam CAMYC)) = M;

{Branch(Ms, M3).(v,v1), ][], S}
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]

Demonstrag¢io (Revisita a 4.36). Caso M = Cond(My, My, Ms). Por hipdtese

e por 4.33, conclui-se que

{v, CAM(M,); cons; branch(CAM(Ms), CAM(Ms)),v::S}
—CAM
{v1, cons; branch( CAM(M,), CAM(M3)), v::S}

1l

{(v,v1), branch(CAM(M,), CAM(M3)), S}
—CAM

{v,C", S}

para alguns vy,v" valores e C' cédigo. Por i. e por H.I. conclui-se que

Mi?7v —¢ vy. Temos trés possibilidades:

e Caso vy = true. Entdo v/ =v e C' = CAM(M,) e

{U/, CAM(MQ), S}
—&anm  hipdtese e 4.33

{1, 5}

para algum v” valor, donde podemos concluir (por H.I.) que My7v" —¢
v”. Assim sendo, Cond(My, My, M3)?v —¢ V", cf.

M0 —»¢ true
3 CO?’Ld(Ml, MQ, MS)?U —C MQ?U MQ?U —C v’
. Cond(Ml, MQ, Mg)?'i} —»C v’

e Caso v, = false. Andlogo ao caso anterior.
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e Caso vy ¢ {true,false}. Entao v = Branch(Ms, M3).(v,v1) e C" = [].
Assim sendo, Cond(My, My, M3)?v —¢ Branch(Msy, M3).(v,v1), cf.

Mi?7v —¢ vy ¢ {true, false}
Cond(M;, My, M3)?v —¢ Branch(May, Ms).(v, vy)

Ponto-fixo

Definigao 4.45 (Revisita a 4.2). Introduzimos, para todo M € DBC, o
termo-DBC FIX(M) com o intuito de representar o termo-Ac Y (A(A(M))).

Definicao 4.46 (Revisita a 4.10). Actualizamos a redugdo —p com o caso
1. FIX(M) —g AM)[FIX(M)].

Observagao 4.47 (Racional para 4.46). Imediato, uma vez que no Célculo A\¢
temos a reducao Y (A(A(M))) — AM)[Y(A(A(M)))] e FIX(M) pretende
representar Y (A(A(M)).

Definigao 4.48 (Revisita a 4.12, 4.19). Do lado da reduc¢ao combinatéria

incluimos o valor
1. Mv, para todo M € DBC e v valor compativel com M.
e as reducoes

1. FIX(M)?v —¢ Mv;

Ml?l) —C fiXMgUl MQ?U —»C U
S(Ml, MQ)?U —C Mg?(vl, Mg!vl, 112)

2.

de acordo com a discussao em 3.3.

Definigao 4.49 (Revisita a 4.5). Actualizamos a funcao de substituicao com

O caso

1. FIX(M)[N] = FIX(M[0!,1!, N]).
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Observagao 4.50 (Racional para 4.49). Como FIX(M) representa Y (A(A(M))),

queremos que FIX(M)[N] represente Y (A(A(M)))[N]. Ora,

Y (AA(M)))[N]

= definicao de substituicdo (semelhante a 4.5)
Y[NJA(A(M))[N]

= Y é uma constante; definicdo de substituicio

Y (A(A(M][0,1, N])))

Logo, FIX(M)[N] — Y (A(A(M)))[N] — deve ser igual a FIX(M[0!, 1!, N])
— Y/(A(A(M][O, 1!, NT)).

Definicao 4.51 (Revisita a 4.23). Actualizamos a fungdo REAL com o caso
1. REAL(M!(),vn, ..., v0)) = AM)[FIX(M)[V], V],
onde V = REAL(vy), REAL(vy), ..., REAL(v,,).

Observacgao 4.52 (Racional para 4.51). Como M v representa A(M).(v, Mv),
queremos satisfazer REAL(M!v) = REAL(A(M).(v, Mv)). Ora,

REAL(A(M).(v, Mv))
= 4.23
A(M)[REAL(MW), REAL(v), . .., REAL(v,)]

Ou seja, REAL(Mv) deve satisfazer a equagao sobre X:

X = A(M)[X,REAL(v)]
S 4.8.1

X = A(M)[0!, REAL(v)][X]
<~ 4.5

X = A(M[0!, 11, REAL(v)])[X]
Observe-se que FIX(M|0!, 1!, REAL(v)]) satisfaz esta equagao, cf.
FIX(M[0!, 1!, REAL(v)])

=g 4.46
A(M0Y 11, REAL(v)])[FIX(M]O0!, 1!, REAL(v)])]



130 CAPITULO 4. CORRECCAO DA CAM

Termo Cddigo Pilha Termo Cdédigo Pilha
v fix(C1);C S CAM'(C))lv C S
(M, v9) app; C S (v1, Moy, v9)  CAM(M)QC S

Tabela 4.4: Actualizacao da relacdo —cawm-

Portanto,

REAL(M!v) = A(M[0!, 11, REAL(v)])[FIX(M][0!, 1}, REAL(v)])]
<= Simplificando (4.49, 4.8.1, 4.5)
REAL(M!w) = A(M)[FIX(M)[REAL(v)], REAL(v)]

Definig¢ao 4.53 (Revisita a 4.30, 4.31). Actualizamos a funcdo CAM com o

caso
1. CAM(FIX(M)) = fix(CAM(M))
e a redugao —cay com os casos da tabela 4.4.

Demonstragio (Revisita a 4.25). Caso v = M!v;. Tem-se

REAL(M!v,)
= 4.51, introduzindo Vi = REAL(vy,), ..., REAL(uy,)
AM)[FIX(M)[V1], V1]

que é um valor, cf. 4.9. O
Demonstragio (Revisita a 4.26).

e Caso FIX(M)?v —¢ Fiz(M,v). Tem-se

REAL(FIX(M)?v)
= 4.23, introduzindo V = REAL(uv), . .., REAL(v,,)
FIX(M)[V]
= 4.49
FIX(M[0!,1!,V])
—»B 4.46
A(MI0!, 1!, V[ FIX(M][0!, 1!, V])]
= 4.5
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A(M)[0!, V][FIX(M][0!, 1!, V])]
= 4.8.1

AM)[FIX(M[0!, 11, V]), V]
= 4.49

A(M)[FIX(M)[V], V]
= 4.51

REAL(Mv)

Ml?v > C Mg!l)l N7v o %)

. Por HI. t
S(Ml,MQ)?U —C Mg?(?)hMg!Ul,UQ) or emos

Caso

REAL(M;?v) -5 REAL(Ms3!vy)

<= 4.51, introduzindo V; = REAL(vy,), ..., REAL(vy, )
REAL(M,?0) —s A(M;) [FIX(My)[Vi], VA]

— 4.5,4.49

REAL(M,?v) —»5 A(Ms[0!, FIX(M;[0!, 1!, V4]), V1])

i
REAL(M,?v) —»5 REAL(v5)

— introduzindo Vo = REAL(v3)
REAL(MQ?U> —B sz

Logo,

REAL(S(M,, M,)?v)
- 4.23,4.5

S(REAL(M1 ?v), REAL(M{?U))
—»p i.,ii.,4.10

Ms[0!, FIX(M;[0!, 1, V4]), VA])[Va)
= 4.8.1

M;[Va, FIX(M3[0,1, 11, V1]), V4]
= 4.49
M;[Va, FIX(M;3)[Vi], V1]

4.51
REAL(Mg?(Ul, Mg!Ul, Ug))
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O
Demonstragio (Revisita a 4.27). Caso M = FIX(M;). Tem-se
REAL(FIX(M;)?v)
= 4.23
FIX(M;)[REAL(v), ..., REAL(v,)]
= 4.49
FIX(M;[0!, 11, REAL(vy), . .., REAL(v,)])
que nao ¢ um valor, donde terminamos. O

Demonstragio (Revisita a 4.28). Caso FIX(M) —pg A(M)[FIX(M)]. Seja sy
tal que REAL(sy) = FIX(M). Procedemos por casos de sq.

e Caso s; = v, para algum valor v. Tem-se

REAL(v) = FIX(M)
Ed 4.51, introduzindo M, v; e Vi = REAL(vy,), ..., REAL(vy,)

v = M1!U1
M = M,[o!, 1!, V]

Tome-se sy = s = M;lv;. Entdo s; —¢ s9 e REAL(s2) = A(M)[FIX(M)],
cf.

REAL(M,!v)
= 4.51
A(My)[FIX(M;)[V4], Vi]
= 4.8.1
A(M)[0!, V][ FIX(My)[VA]]
= 4.5
A(M; (01, 11, VI [FIX(My)[VA]]
= 4.49
A(M; [0L, 11, VA])[FIX(My[0!, 11, VA ])]
= M = Mo, 1!, Vi]
A(M)[FIX(M)]
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e Caso s = P?v, para algum P € DBC e v valor. Tem-se

REAL(P?v) = FIX(M)
—>  4.23,4.49, introduzindo V = REAL(v), ..., REAL(v,,)
P = FIX(M)
M = M0, 1!, V]

Tome-se sy = Mjlv. Entao s; —¢ s2 ¢ REAL(sy) = A(M)[FIX(M)]

(procedendo-se tal como no caso anterior).
O

Demonstragio (Revisita a 4.32 e 4.33). A demonstracao de 4.32 transita na-
turalmente; quanto a 4.33, observa-se que a accao de FIX(-) sobre a pilha é

Nop, que ¢é balanceada. O
Demonstracio (Revisita a 4.35).

e Caso FIX(M)? —¢ Mlv. Portanto s = FIX(M)?v e sy = Mlv.

Temos, trivialmente:

{v,fix(CAM(M)), S}
—cam  CAM™Y(CAM(M)) = M
{M!v,[], S}

Ml?U —C FiI(Mg, 1)1) MQ?U —»C Ug

S(Ml, Mz)?’l} —C Mg?(vl, Mg!vl, UQ)
e so = M3?(vy, M3lvy,v9). Ora,

e Caso . Portanto, s1 = S(My, My)?v

{v, push; CAM(M,); swap; CAM(M;); cons; app, S}
—CAM

{v, CAM(M,); swap; CAM(M,); cons; app, v::S}
sty HI, 4.32

{M;3!vy, swap; CAM(M;); cons; app, v::S}
—CAM

{v, CAM(My); cons; app, M3lv,::S}
Sty HIL, 4.32
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{vq, cons; app, M3!v;::S}
—CAM

{(Mz'vy, v2), app, S}
—CAM

{(v1, Mslvy, va), CAM(Ms3), S}

[
Demonstra¢io (Revisita a 4.36). Caso M = FIX(M;). Tem-se
{v,fix(CAM(M)), S}
—CAM
{Ml!vv []7 S}
e FIX(M;)?v —¢ M;ilv, por definigdo de — . O

4.4 Epilogo

As revisitas efectuadas ao longo da secgao anterior permitem concluir nova-
mente o teorema 4.38 desta vez incluindo os termos de de Bruijn Cond(-, -, ")
e FIX(-), obtendo-se com isso que a CAM implementa correctamente a es-
tratégia de reducao call-by-value para o Calculo Ac¢ de de Bruijn dotado, para
além de constantes, de condicional e de ponto-fixo.

Discutimos agora a correc¢ao da implementacao pela CAM de uma lin-
guagem de programagcao funcional. Podemos resumir o teorema 4.38 no

seguinte diagrama:

Mpp B - V/?B
DBC vs. CCL
(4.3) Mps?(0),...) e . v
CCL vs. CAM

{(Or- )y CAM(Mpg), [} —= M 0 11}
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Apesar de nao o provarmos neste trabalho, assumimos, por se tratarem de
meras variantes, que sao equivalentes as estratégias de reducao call-by-value
no Calculo Ac e no Calculo Ac com indices de de Bruijn. Ou seja, assumimos

que o seguinte diagrama comuta.

Y\ A
(44) 'DBJ A vs. DBC {'DB
—»B
Mpp Vs

Considere-se a linguagem F que serviu de exemplo no capitulo anterior. A
linguagem F ¢ apenas uma versao “agucarada” do Calculo Ac com as extensoes
que temos vindo a considerar. Ou seja, assumimos também a comutatividade

do seguinte diagrama:

M Vv
(4.5) { vs. A J
M Vv

v

M e -V

Fvs. A

M e >

DB; A vs. DBC DB

(46) MDB B > VDB

{ DBC vs. CCL

Mpp.((); ) £ - v
l CCL vs. CAM

{0, ) Mg, [1} ——2M o, [, (1}

no qual o tracejado realca os resultados nao demonstrados neste trabalho. Na
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implementacao da linguagem F do capitulo anterior, observa-se que a funcao
[-]. : F — C utilizada consiste na composigao das setas do lado esquerdo deste
ultimo diagrama modulo optimizac¢oes ao nivel do cédigo-maquina gerado,

donde a sua correc¢ao segue imediatamente.



Capitulo 5
Notas historicas

A primeira maquina abstracta para a implementacao de linguages de pro-
gramacao funcionais a ser publicada foi a SECD, em 1964, por P. J. Landin
(1930-2009). Em (Landin, 1964) o autor idealizou uma linguagem de pro-
gramacao funcional!, mostrou como esta podia ser traduzida em termos-)\,
e por fim concebeu um processo mecanico — a maquina abstracta SECD —
com o qual podia animar a execucao destes termos-A. Deste empreendimento

resultaram varias ideias em voga ainda a data, a saber:
1. Defini¢ao de tipos de dados estruturados;
2. Expressoes let...in...,...where... e letrec...;
3. Terminologia closure;
4. Animacao de linguagens de programacao através de maquinas abstractas.

Dez anos mais tarde, em 1974, G. D. Plotkin (1946-) demonstrou a
correccao da SECD ao relacionar a linguagem de programacao ISWIM com
o Célculo A (Plotkin, 1975). Na verdade, o seu trabalho a este respeito vai
mais longe: para além de demonstrar que a SECD implementa a estratégia de
reducao call-by-value, também mostra como simular a estratégia de reducao

call-by-name através da estratégia call-by-value e vice-versa.

Mais tarde devidamente formalizada sob o nome ISWIM, do inglés “If You See What I
Mean” (Landin, 1966).
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Em 1977, D. A. Turner (1946-) tirou proveito da rela¢ao entre o Calculo A
e a Légica Combinatéria (Cldssica) ao implementar uma linguagem de pro-
gramacao funcional?® lazy através da compilacao para termos combinatoriais e
posterior avaliacao por passos de reescrita de acordo com as regras da Logica
Combinatéria (Turner, 1979). A execugao lazy significa que os argumentos
das fungoes sao substituidos verbatim nos corpos destas. Este aspecto, até
entao, levantava problemas de eficiéncia por tipicamente levar a avaliacao
em repetido dos argumentos das fungoes nas diversas partes dos seus corpos.
Turner colmatou este problema aproveitando também a redugio normal de
grafos apresentada em (Wadsworth, 1971), permitindo-lhe assim partilhar
redexes em memoria e, consequentemente, avaliar os argumentos das fungoes,
no maximo, uma unica vez.

Turner apelidou o seu processo de reescrita por SK-Machine, em honra
aos combinadores S e K. A SK-Machine é bastante diferente da SECD: a
SECD incorpora um compartimento distinto (o chamado “ambiente”) no qual
se encontram os valores de todas as variaveis do programa, sendo em fun¢ao
deste ambiente que se determina o resultado final do programa; a SK-Machine,
por seu lado, apenas conhece o programa, o qual manipula continuamente
via uma filosofia de simplificacoes até este atingir uma forma irredutivel, a
partir do qual se extrai o resultado final do programa. Em (Turner, 1979,
Secgao Results and Conclusions), Turner constatou que a SK-Machine é mais
adequada, em termos de eficiéncia, para a implementacao de linguagens lazy,
enquanto que a SECD ¢ mais adequada para a implementacao de linguagens
strict.

Em meados da década de 1980, apds Pierre-Louis Curien (1963-) ter
introduzido a Légica Combinatoéria Categorial (Curien, 1986), Guy Cousineau
(1949-) constatou que a traducdo de termos-Ac em termos categoriais poderia
ser vista como uma técnica de compilagao (Cousineau, 1996). Desta obser-
vagao nasceu a Maquina Abstracta Categorial (CAM), que foi utilizada de
imediato para implementar uma variante da linguagem de programacao ML:
a linguagem Caml?®, em 1987. Esta implementacao da Caml foi desenvolvida

até 1992 por Ascdnder Sudrez (principalmente), Pierre Weis e Michel Mauny,

2SASL, do inglés “St. Andrews Static Language”.
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estudantes de doutoramento de Cousineau. A tese de doutoramento de Suarez
(Sudrez, 1993), em particular, debruga-se sobre a implementagao da linguagem
ML através da CAM onde, entre outras coisas, retine varias optimizagoes
possiveis.

A CAM ¢, tal como a SECD, uma méaquina de ambiente. De facto, a
unica diferenca essencial entre estas duas méaquinas reside na forma como
salvaguardam os valores (ou ambientes): na SECD esta tarefa é realizada
numa s6 instrugao, ao passo que na CAM esta tarefa é difundida em varias
instrugoes (push, cons, swap); de acordo com (Cousineau et al., 1987, p. 184),
esta diferenca torna a prova da correcgdo da CAM mais simples.

A implementacao inicial da linguagem Caml levada a cabo por Cousineau
e seus estudantes era suportada na verdade por uma outra maquina abs-
tracta para a linguagem Lisp. Esta abordagem simplificou o trabalho dos
implementadores, mas penalizou os seus utilizadores: por um lado exigia uma
maquina com mais recursos de memoria e processamento; por outro, tornava
impraticavel a sua utilizagdo para tarefas “mais pesadas”. Para além disso,
esta implementacgao apenas funcionava em certo hardware, o que limitava
consideravelmente a sua audiéncia (Cousineau, 1996; Leroy, 1990).

Em 1990-1991, Xavier Leroy (1968-), que conhecia a implementagao da
linguagem Caml quer do ponto de vista do implementador quer do ponto de
vista do utilizador, decidiu reescrevé-la tendo em mente os seguintes pontos
(Leroy, 1990, Chapter 1):

1. A implementacao devia ser auténoma e portavel, colmatando assim os

problemas da implementacao original acabados de relatar.

2. A implementagao devia ser simples e permitir estender as funcionalidades

da linguagem facilmente.

3. A implementagao devia ser documentada. Este ponto deve-se ao facto
de, a data, a tese de doutoramento de Suarez ainda nao se encontrar

concluida e o codigo-fonte disponivel ainda estar por documentar. Por

3Caml resulta da juncdo das palavras CAM e ML.
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outro lado, também nao existia bibliografia dedicada a implementacao

de linguagens de programagao funcionais strict.

Estas eram as suas preocupagoes mais pragmaticas. Uma outra preocupacao
era tornar a aplicacao n-aria eficiente. Na CAM, a aplicacao de uma funcao

f a n argumentos ay,as, ..., a,,

(... ((far)az) ... )an,

leva a construcao de n — 1 “closures” intermédias, o que tem um impacto
severo na eficiéncia. Este problema, porém, nao é particular a CAM.

Leroy conseguiu satisfazer todos estes pontos e o resultado foi o sistema
ZINC* que tinha por base uma maquina abstracta diferente da CAM: a
ZAM?®. Curiosamente, e sem que Leroy se apercebesse®, a ZAM consiste numa
adaptacao de uma outra maquina abstracta conhecida na altura, mas que
s6 recentemente foi publicada pelo seu autor, Jean-Louis Krivine (1939-): a
méquina de Krivine, ou K-Machine, ou KAM (Krivine, 2007). Originalmente,
a KAM serve para a avaliacao call-by-name, mas a adaptagao de Leroy permite
que esta realize a avaliacdo call-by-value (Leroy, 1990, Chapter 3).

O sistema ZINC de Leroy substituiu a implementagao original da linguagem
Caml, dando origem a linguagem “Caml Light”. Em 1996, esta linguagem
cresceu na linguagem “Objective Caml” utilizada na actualidade (2014), com

a ZAM ainda por base.

4Acrénimo para “ZINC is not Caml”.

®De “ZINC Abstract Machine”.

6Foi Curien quem observou a Leroy que a ZAM se tratava, essencialmente, da KAM
(Leroy, 1990, Seccao 3.3).



Capitulo 6
Conclusao

Contributos Grosso modo este trabalho segue a apresentagao original dos
conteidos realizada em (Curien, 1986), (Curien, 1993) e (Cousineau et al.,

1987). Contudo, observamos as seguintes diferencas:

e No capitulo 2, porque incluimos a demonstracao de certos exercicios,
demonstramos efectivamente todos os resultados necessarios para ob-
servarmos a correspondéncia entre a Légica Combinatoria Categorial
e o Célculo Ac. Nalgumas demonstracoes divergimos do autor original
fazendo uso das redugoes em vez das conversoes, obtendo-se pontual-
mente um resultado mais preciso. A demonstracao dos resultados 2.30 e
2.32 em particular, cremos serem uma melhoria em relacao aos originais,

vide os comentarios 2.31, 2.33.

e No capitulo 3 realgamos a forma diferente de (Cousineau et al., 1987)
como apresentamos as extensoes condicional e ponto-fixo uma vez
que procuravamos inclui-las na demonstracao da correccao da CAM. A
implementacao da linguagem de programacao funcional F descrita neste
capitulo pode ser utilizada interactivamente em http://github.com/

xavierpinho/CAM.

e No capitulo 4 detalhamos a demonstragao da correcgao delineada em
(Cousineau et al., 1987), incluindo com isso alguns lemas omitidos

originalmente. Alargadmos posteriormente a demonstracao por forma a
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incluir as extensoes constante, condicional e ponto-fixo.

Para além disto, no capitulo 5 fizemos um breve enquadramento historico em

volta da CAM, onde relatdmos como esta surgiu e como deixou de ser usada.

Sugestao de continuacao Neste trabalho debrugdmo-nos sobre a estraté-
gia de reducao call-by-value, apenas. Uma continuagao possivel seria explorar
o caso da reducao call-by-name. Observacoes a este respeito podem ser encon-
tradas desde ja na literatura principal sobre a CAM, e.g. (Cousineau et al.,
1987) ou (Curien, 1993).
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