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Inventing is mixing brains and materials. The more
brains you use, the less materials you need.

Charles Kettering

5. ANALISE DE ACELERACOES

5.1. DEFINICAO

A aceleragdo mede a rapidez com que um corpo varia a sua velocidade. Como a
propria velocidade ¢ uma rapidez, poder-se-a4 entender a aceleragdo como sendo a
velocidade da velocidade. Acelerar ou desacelerar’ um corpo é, pois, variar a sua
velocidade num intervalo de tempo. A aceleragdo ¢ uma grandeza vectorial que tem a
mesma direc¢do do vector velocidade. No caso em que o ¢ movimento acelerado, os
vectores aceleragdo e velocidade tém o mesmo sentido. Ao passo que, no movimento
desacelerado ou retardado, os sentidos destes vectores sdo contrarios.

A aceleragdo média pode ser definida como sendo a razdo entre a diferenca de
velocidade e o intervalo de tempo necessario para que essa diferenca de velocidade
aconteca. Quando este intervalo de tempo tende para zero, a aceleragdo denomina-se
aceleracao instantanea.

Um valor de uso corrente para a aceleragdo ¢ o da aceleracao da gravidade, o qual
para o nivel do mar e 45° de latitude ¢, aproximadamente, igual a 9,81 m/s.

Na mecanica classica ou newtoniana, a aceleragdo esta relacionada com a forga e
a massa pela segunda lei de Newton, ou seja,

F =ma (5.1)
em que F representa a forca, m € a massa e a representa a aceleragao.
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Figura 5.1 — Trajectoria de um ponto.

A figura 5.1 ilustra a trajectdria de um ponto P, em que P; e P, representam duas
posi¢des do mesmo. Atendendo a que a velocidade média do ponto P ¢ dada por,

AR
média — - (52)
At
entdo, a correspondente aceleracdo linear média pode ser escrita como,
v ..
Amédia = —médi (53)
At

1 ~ 7 ~ .. c o~ .
Desaceleragao ¢ a acelerag@o que provoca a diminuigdo do valor absoluto da velocidade.
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Do mesmo modo, como a velocidade instantdnea ¢ dada pelo limite ou derivada
da seguinte razao,

AR .
V =Ilim P:&:RP (5.4)
At—0 At dt
entdo, a aceleragdo linear instantanea, ou simplesmente aceleragao linear, ¢ dada por,
A=limA—V:ﬂ=V:RP (5.5)
At—0 At dt

De forma analoga ao movimento linear, para o movimento angular ou de rotacao
existe a aceleracdo angular, «, a qual ¢ definida como,

=0 (5.6)

em que @ ¢ a velocidade angular associada ao movimento de rotacdo e 6 ¢ a posi¢do
angular.
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5.2. MOVIMENTO CURVILINEO

A figura 5.2 mostra um ponto que descreve uma trajectoria curvilinea. Na mesma
figura estio representados os vectores unitarios associados aos eixos coordenados X e
Y, bem como os vectores unitarios relativos as direc¢des radial e tangencial da
trajectoria efectuada pelo ponto P.

A

Y
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-~
r
j >
i X

Figura 5.2 — Movimento curvilineo.

O vector associado ao deslocamento descrito pelo ponto P ao longo da trajectoria
P1— P, ¢é representada por AS e pode ser escrita como,

AS =1t + rA G (5.7)

sendo r o médulo de R e r e t sdo os versores das direc¢des radial e tangencial.
A velocidade do ponto P ¢ dada pela variagdo instantanea da posi¢cdo em relacao
ao tempo, isto &,

V =it + rot (5.8)
onde,
dr
F=— 5.9
7 (5.9)
do
w=— 5.10
% (5.10)
f =icosO+ jseno (5.11)
t= —isen¢9+jc0s€ (5.12)

Por definicao, a aceleragao do ponto P ¢ dada pela derivada da velocidade em
ordem ao tempo, ou seja,

A=V (5.13)

Assim, substituindo as equagdes (5.8)-(5.12) na equagdo (5.13), apds tratamento
matematico, resulta que,
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A=V =(i-ro’ f+Qiw+rok (5.14)
em que,
('
ar’
_do _d0
=—=
dt dr’

sendo os demais parametros j& definidos anteriormente.
Da anélise da equacgdo (5.14) facilmente se observa que a aceleragao de um ponto
que descreve uma trajectoria curvilinea ¢ constituida por duas componentes, uma de

(5.15)

(5.16)

magnitude (f - ra)z) na direcgdo e outra de magnitude (27@ + r@) na direcgio t.
Utilizando o produto vectorial, a equagdo (5.14) pode ser reescrita como,

A =it +ox(@xR)+2/ot +axR (5.17)

em que « representa a aceleragao angular do ponto P.

Quando a origem do sistema de coordenadas coincide com o centro de curvatura,
entdo os vectores 7 e 7 sdao nulos. Com esta premissa, a equacdo da velocidade do
ponto P ¢ simplificada como,

V = rot (5.18)
em que o modulo desta velocidade ¢ dado por,
v=ar (5.19)
Do mesmo modo, a equagao da aceleragdo (5.14) ¢ simplificada e escrita como,
A=0)x(0)><R)+a><R (5.20)

O termo ® x ((o X R) designa-se aceleragdo centripeta e representa a componente

da aceleracdo na direc¢do radial ou normal, e cuja sentido aponta para o centro da
curvatura. O termo o xR ¢ denominado aceleracdo tangencial e, tal como o nome
sugere, representa a componente da aceleragcdo que € tangencial a trajectoria no ponto
P. Com efeito, a equacdo (5.20) pode ser reescrita da seguinte forma,

A=A"+A’ (5.21)

em que,
A" :mx(me) (5.22)
A'=axR (5.23)

Os modulos das componentes normal e tangencial da aceleragao sao dados por,

2

a" =o' = aov =" (5.24)
r

a =ar (5.25)

A figura 5.3 mostra as componentes instantaneas de aceleragdo do ponto P, bem
como a sua velocidade, quando o centro de rotagdo coincide com a origem do
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sistema de coordenadas. Deve referir-se que a componente normal da aceleragdo, A",
esta dirigida para o centro da curvatura, sendo responsavel pela manutencdo da
trajectoria. Ao passo que a componente tangencial, A’, é tangente a trajectoria e é
responsavel pela variacdo da velocidade. O vector A representa a aceleragao total do
ponto P no instante considerado e ¢ igual a soma vectorial das componentes normal e

tangencial.

Trajectoria
do ponto P

\ X
Centro de curvatura

Figura 5.3 — Componentes normal e tangencial da aceleragado.

As equagoes (5.18)-(5.25) sdo particularmente tuteis no célculo das magnitudes
dos vectores velocidade e aceleracdo de pontos que descrevam trajectorias circulares.
Esta situagdo ocorre com frequéncia no estudo de mecanismos em que o centro de
curvatura € coincidente com a origem do sistema de coordenadas.
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5.3. ACELERACAO DE UM PONTO NUM SISTEMA MOVEL

A figura 5.4 ilustra o movimento de um ponto relativamente a um sistema de
coordenadas movel. O sistema de coordenadas XYZ ¢ fixo, ao passo que o sistema de
coordenadas xyz ¢ mével.

-3
o
x

z

Figura 5.4 — Movimento de um ponto num sistema referencial movel.

Da analise da figura 5.4, observa-se que a posi¢ao do ponto P em relagdo ao
sistema de coordenadas XYZ pode ser escrito como,

R,=R, +R (5.26)

em que Ry representa o vector posi¢ao da origem do sistema de coordenadas movel e
R ¢ o vector posicao do ponto P em relacdo a este sistema de coordenadas.
Em coordenadas cartesianas o vector R ¢é escrito como,

R=r+ ryj +r°k (5.27)

em que 7, 7 e ¥ sdo os modulos das componentes do vector R nas direcgdes x, y € z,

A

respectivamente, € i, j e k sdo os vectores unitdrios correspondentes as mesmas

direccdes. Deve referir-se que estes vectores variam durante o movimento associado
ao sistema de referéncia movel.

A velocidade absoluta do ponto P, isto €, a velocidade expressa em relacao ao
sistema de coordenadas fixo XYZ, pode obter-se derivando em ordem ao tempo a
equagao (5.26), resultando em,

V,=R,=R,+R (5.28)

Por outro lado, derivando a equagdo (5.27) em ordem ao tempo vem que,
R=/i+Mj+irk+ri+rj+rk (5.29)
em que os trés primeiros termos do segundo membro representam a velocidade do
ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas movel xyz, a qual, por conveniéncia,
pode ser escrita como,
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V =i+~ j+i°k (5.30)

Considerem-se, agora, os trés ultimos termos do lado direito da equagdo (5.29).
Assim, a velocidade do ponto que representa o terminus de um vector R, que passa
por um ponto fixo e roda em torno deste ponto com uma velocidade o, ¢ dada por,

V=oxR (5.31)
Por outro lado, as derivadas dos vectores unitarios podem ser expressas por,
i—oxi (5.32)
i=oxj (5.33)
k=oxk (5.34)

em que o representa a velocidade angular do sistema de coordenadas mével xyz em
relacdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ.
Utilizando as equacdes (5.32), (5.33) e (5.34), pode escrever-se que,

r"i+ryi+r212 =r"(wxi)+ ry(mxj)+ rz(mxﬁ) (5.35)
ou seja,
rxi+ry3+rzl;(:cox(rxi+ryj+rzf() (5.36)
ou ainda, usando a relagcdo dada pela equagao (5.27),
rxi+ryj+rzli:wa (5.37)

Deve notar-se que a equacdo (5.37) representa a velocidade linear de um ponto
que roda em torno de eixo fixo. Com efeito, pelo que acaba de ser exposto, a equagao
(5.29) pode ser reescrita da seguinte forma,

R=V+oxR (5.38)
assim, a velocidade do ponto P dada pela equagdo (5.28) € escrita como,
V,=V,+V+oxR (5.39)
em que,
V,=R, (5.40)

Na equacio (5.39) Vp representa a velocidade do ponto P expressa no sistema de
coordenadas fixo XYZ, V € a velocidade linear da origem do sistema de coordenadas
movel xyz em relagdo ao sistema de coordenadas fixo XYZ, V ¢ a velocidade do
ponto P em relacdo ao sistema de coordenadas movel xyz, @ representa a velocidade
angular do sistema movel relativamente ao sistema fixo e R representa a distancia da
origem do sistema de coordenadas xyz ao ponto P.

A aceleragdo do ponto P pode ser obtida por derivacdo da equagdo (5.39) em
ordem ao tempo, resultando em,

A,=V,=V,+V+@xR+wxR (5.41)
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O termo V pode obter-se por derivagdo da equacio (5.30), ou seja,
V =i+ j+ PR+ i+ P+ K (5.42)

em que os trés primeiros termos do segundo membro representam a aceleracdo do
ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas moével xyz, a qual, por conveniéncia,
pode ser escrita da seguinte forma,

A =i+ ]+i°k (5.43)

Considerando, agora, os trés ultimos termos do lado direito da equacdo (5.42),
atendendo as relagdes dadas pelas equagdes (5.32)-(5.34), pode escrever-se que,

P+ ij+ ik = o xi) P (ox )+ i oK) (5.44)
ou seja,
P ik = ox (P4 G+ k) (5.45)
ou ainda,
i+ Pk =oxV (5.46)
Utilizando as equacdes (5.43) e (5.46), a equacado (5.42) pode ser reescrita como,
V=A+oxV (5.47)
O ultimo termo da equacao (5.41) obtém-se recorrendo a equacao (5.38), ou seja,
wa:wa+wx(me) (5.48)
Assim, substituindo as equagdes (5.47) e (5.48) na equagdo (5.41) resulta que,
A, =A,+A+20xV+0OxR+ox(0xR) (5.49)
em que,
A, =V, (5.50)

O significado fisico dos termos que surgem na equagao (5.49) ¢ o seguinte,
A, - Aceleragdo do ponto P em relagdo ao sistema de coordenadas XYZ;

A, - Aceleracdo da origem do sistema de coordenadas mével xyz em relagdo ao

sistema de coordenadas fixo XYZ;
A - Aceleragdo do ponto P relativamente ao sistema de coordenadas movel xyz;
20 xV - Aceleragdo de Coriolis que mede o efeito combinado de P em relagdo
ao sistema de coordenadas movel e da rotagdo deste mesmo sistema;
o - Velocidade angular do sistema de coordenadas xyz em relacdo ao sistema de
coordenadas fixo XYZ;
V - Velocidade do ponto P no sistema de coordenadas movel xyz;
R - Vector posi¢ao do ponto P no sistema de coordenadas movel xyz;
® x R - Efeito da velocidade angular devida a rotacdo do sistema moével xyz;
ox(@xR) - Efeito da aceleragio angular devida a rotagio do sistema de

coordenadas xyz. Esta aceleragdo denomina-se centripeta.
Os dois ultimos termos representam a aceleragdo de transporte do sistema movel.
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Uma aplicagdo do que acaba de ser exposto pode ser vista ao estudar o movimento
do mecanismo ilustrado na figura 5.5, em que a barra 2 roda com uma velocidade
angular constante @,. A velocidade do ponto B é, por isso, conhecida, a questao que
se coloca ¢ a de saber qual a velocidade do ponto C. O sistema de coordenadas fixo
XY tem a origem em A, ao passo que o sistema de coordenadas mével xy tem origem
em B. Assim, a equacao da velocidade do ponto C pode ser escrita como,

V.=V, +V+oxR (5.51)

em que V¢ € perpendicular a CD e cujo mddulo € desconhecido, Vg € perpendicular a
AB e tem modulo igual a @A4B, V ¢ um vector nulo porque o ponto C ¢ fixo em
relagdo ao sistema de coordenadas movel e xR ¢é perpendicular a BC e em que
a=a3 ¢ 0 modulo de R ¢ igual a BC. A direc¢do do vector @xR pode obter-se pela
aplicac¢ao da regra da mao direita.

A

Figura 5.5 — Aplica¢do do movimento de um ponto num sistema referencial movel.

Efectuando, agora, o calculo das aceleragdes tem-se que,

A=A, +A+20xV+OxR+0x(0xR) (5.52)

em que, a componente normal da aceleragdo de C, A’., tem modulo igual a @;CD,
sendo a sua direccdo a mesma que a da barra 4 e o sentido de C para D, a
componente tangencial da aceleragdo de C, Ay, é perpendicular & barra CD sendo
desconhecido o seu modulo. A aceleragdo do ponto B tem apenas componente
normal, uma vez que a manivela 2 roda com velocidade angular constante, sendo o
modulo igual a @’ 4B, a direcgdo é a mesma que a da manivela e o sentido ¢ o de B

para 4. O vector A ¢ um vector nulo porque o ponto C ¢ fixo no sistema de
coordenadas moével xy. Pela mesma razdo € nula a parcela 20 xV . O vector @ xR
actua perpendicularmente a barra 3, sendo desconhecido o seu médulo. Por seu lado,

o vector ®x(®xR) tem médulo igual a @?BC, em que a direc¢do ¢ a mesma da

barra 3 e o sentido ¢ o de C para B.

Deve notar-se que a direc¢do do vector @ x R pode ser determinado sabendo que
a direc¢do do vector ® ¢ perpendicular ao plano xy. Assim, ao efectuar o produto
vectorial de ® por R, resulta um vector que pertence ao plano xy e ¢ perpendicular
ao vector R.
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5.4. ACELERACAO DE UM CORPO RiIiGIDO

A figura 5.6 mostra um corpo rigido animado de um movimento geral, em que a
aceleragdo do ponto B ¢ conhecida. Assim, a aceleragdo do ponto 4 do mesmo corpo
rigido ¢ dada pela seguinte relacdo matematica,

A=A, +A,, (5.53)

em que A, representa a acelera¢ao do ponto 4 em relagdo ao ponto B.

Figura 5.6 — Corpo rigido animado de um movimento geral.

Na figura 5.7a esta representado um corpo rigido em que se consideram dois dos
seus pontos, 4 € B. Assim, quando o corpo ¢ sujeito a um determinado movimento, a
distancia 4B mantém-se constante, o que faz com que o movimento do ponto 4 seja
de rotagdo em torno de B, independentemente do tipo de movimento do ponto B. Por
outro lado, como a trajectoria do ponto A4 relativamente ao ponto B ¢ circular, entdo o
vector aceleragdo A4 pode ser representado pelas componentes normal e tangencial,

A’ e A’ as quais sdo perpendiculares entre si, como se ilustra na figura 5.7a.

Independentemente do movimento do ponto B, o0 movimento angular do corpo em
relagdo ao ponto B ¢ o mesmo que o do corpo relativamente a um corpo fixo, porque
o ponto B ndo descreve movimento de rotagdo. Assim, para a trajectoria circular de 4
relativamente a B, a velocidade angular associada a curvatura de raio AB ¢ a mesma
que a velocidade angular do corpo. O mesmo sucede com a aceleracao angular.

Trajectoria do ponto A Trajectoria do ponto B
em relagéo ao ponto B em relagéo ao ponto A

Figura 5.7 — Movimento relativo de dois pontos de um corpo rigido.
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Os modulos das aceleragdes relativas normal e tangencial do ponto 4 em relagao
ao ponto B podem ser calculadas como,

al, =" AB (5.54)
a', =aAB (5.55)

A figura 5.7b representa as componentes da aceleragdo do ponto B em relacdo ao
ponto 4, em que as magnitudes e sentidos de @ ¢ « sdo os mesmos da figura 5.7a.
Ainda na figura 5.7b esté ilustrada a trajectoria do ponto B relativamente ao ponto A.
Nestas circunstancias, deve notar-se que,

AI;/A = _AZI/B (5.56)
AjB’/A = _AtA/B (5.57)

em que o sinal menos significa que os vectores tém sentidos opostos.

No caso em que, por exemplo, o ponto A tem uma dada aceleracdo, tal como
ilustrado na figura 5.8, considerando o ponto 4 como sendo o centro da curvatura do
movimento do ponto B, entdo,

AB = AA + AB/A = AA + AZ/A + AjB/A (5.58)

Figura 5.8 — Poligono de aceleragoes de dois pontos de um mesmo corpo.

Pelo que acaba de ser exposto, dois conceitos importantes devem estar presentes.
Em primeiro lugar, verifica-se que a componente normal da aceleragdo de um ponto,
relativamente a outro ponto pertencente ao mesmo corpo rigido, ¢ funcdao da
velocidade angular do corpo e da distancia entre os dois pontos considerados, sendo
a direccao a da linha de unido dos dois pontos e o sentido apontando para o ponto de
referéncia. Em segundo lugar, observa-se que a componente tangencial da aceleragdo
de um ponto, em relagdo a outro ponto pertencente ao mesmo corpo rigido, ¢ fungdo
da aceleracdo angular do corpo e da distancia entre os dois pontos, tendo direc¢do
perpendicular a linha de unido dos pontos e o mesmo sentido da aceleragao angular.
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5.5. METODOS ANALITICOS

5.5.1. Método Algébrico

A figura 5.9 mostra o mecanismo biela-manivela, em relagdao ao qual se pretende
deduzir uma equagdo matematica que permita calcular em cada instante a aceleragcdo
da corrediga, isto €, a aceleragdo do ponto C. Na presente situacdo, considera-se que
0 mecanismo ¢ accionado pela manivela, a qual roda com uma velocidade angular
constante igual a @,. Admite-se, ainda, que os comprimentos da manivela e da biela
sdo conhecidos a partida, sendo representados por 7, e r3, respectivamente.

A

@

Fe—mmmm e — -

Figura 5.9 — Representacdo esquemdtica do mecanismo biela-manivela.

Assim, da andlise de posi¢ao do mecanismo biela-manivela da figura 5.9 sabe-se a
expressdo que traduz, em cada instante, a posicao da corredica ¢ dada por,

1 = 1,co8m,t + A1 — 1) sen’ wyt (5.59)

ou, de forma simplificada, isto ¢, quando r,/r;3<1/4,

2 2
r, sen”w,t

(5.60)

n=rcoswdt+r,—
3

Analisando as equagdes (5.59) e (5.60), observa-se que a posi¢ao da corredica
depende directamente da variavel tempo, bem como das propriedades geométricas do
mecanismo. Por isso, derivando uma e outra vez, em ordem ao tempo, estas duas

equacdes obtém-se as expressdes que permitem calcular a aceleragdo da corredica,
isto €,

2.2 2 2 2 4 2 2
5, (cos w,t — sen a)zt) _ 1, Sen” w,Icos” !

2
a, = —;1,Cos Wt — — . 5 . % (5.61)
\/”3 — 1 sen”wyt (1’3 — 75 sen a)zt)
.
a, =—w;r, (cosa)zt + —zcos2a)2tj (5.62)
£

A titulo de curiosidade deve referir-se que o termo .7, representa a aceleragio
centripeta.
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5.5.2. Método da Notagdo Complexa

Na figura 5.10 esta representado esquematicamente o mecanismo biela-manivela,
em que as barras foram substituidas por vectores posicao equivalentes. Estes vectores
constituem uma cadeia cinemadtica fechada. Assim, utilizando a nota¢do complexa
em coordenadas polares, a equacdo que traduz a cadeia cinematica constituida pelos
vectores R;, R, e R3 pode ser escrita como,

ne” + e —re” =0 (5.63)

Figura 5.10 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Tal como anteriormente, neste mecanismo o 6rgao motor ¢ a manivela que roda
com velocidade angular constante, ou seja, b=ant. Com efeito, pretende-se também
calcular a aceleracdo da corredica pelo que a equagdo (5.63) deve ser derivada duas
vezes. Atendendo a que r,, 73 € 6) sdo constantes, as respectivas derivadas sdo nulas,
pelo que derivando a equagdo (5.63) em ordem ao tempo resulta que,

. 6, | - 6 0, _
irme” +irme” —ve” =0 (5.64)

Derivando agora a equagao (5.64) obtém-se,

ir, (@emz + wyi 46, jo, ) + ir{ﬂe@ + i e j e =0 (5.65)
dt dt dt dt dt
em que,
do,
=0 5.66
0 (5.66)
dow,
—_— a 5.67
.’ .67
dv,
v, _ 5.68
a (-68)

Entdo, a equagdo (5.65) pode ser simplificada e reescrita como,
.2 2 i . i 2 2 0 0, _
i'nwe™ +inae” +i'rwe” —ae” =0 (5.69)

As incdgnitas de equacdo (5.69) sdo o3 e aj, pelo que, utilizando a formula de
Euler, separando as partes real e imaginaria e resolvendo o sistema dai resultante
vem que,
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2 2
rw;send, + r.w;seno.
a, =22 2373 3 (5.70)

1,080,

a, =-w;r, (cos 0, + sen6,tg 0, ) — i, (cos 0, + senb,tg 0, ) (5.71)

onde a; e a; sdo, respectivamente, a aceleragdo angular da biela e a aceleragdo linear
da corrediga. Os valores de &5 e de w; necessarios para o calculo destas aceleracdes
obtém-se da andlise de posi¢do e velocidade, respectivamente, ou seja,

6, = arcsen[—MJ (5.72)
£

o, =~ 12226059, (5.73)
1,08 0,

5.5.3. Método da Notacao Matricial

O mecanismo biela-manivela representado na figura 5.11 ¢ utilizado para
demonstrar a aplicacdo do método da notagdo matricial no calculo da aceleragdo. Na
figura 5.11, tal como anteriormente, as barras que constituem o mecanismo foram
substituidas por vectores posicao, os quais formam uma cadeia cinematica fechada.

A
Y

Figura 5.11 — Representagdo vectorial do mecanismo biela-manivela.

Da anélise da configuracdo geométrica da figura 5.11, projectando os vectores R,
R; e Rj3 nas direc¢des X e Y vem, respectivamente, que,

r,cos0, + r,cos0, —1r, =0 (5.74)
r,sent), —rysenf; =0 (5.75)
Derivando estas duas expressdes em ordem ao tempo obtém-se,
—r,w,senl, —r,o,send, —v, =0 (5.76)
r,@,c080, —r,w,cos0, =0 (5.77)

As equagoes (5.76) e (5.77) pode ser reescritas na forma matricial como,

—nsent; —1||wy| |rwsend, (5.78)
reosd, 0 ||v | |rnocosd, '
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Derivando, agora, as equacoes (5.76) e (5.77) obtém-se, respectivamente,
— 1,050, — rasend, — r,w;cosl; —v, =0 (5.79)
— 1, sen), — r,a,cos0, — r,w;send; =0 (5.80)

Estas duas equacdes formam um sistema de duas equagdes a duas incognitas, a; €
a1, o qual em notagdo matricial pode ser escrita como,

2 2

—nsend, —1||a, _ 1,5 080, + r,w; coso, (5.81)

2 2 '

rcosd; 0 ||a, 1@, sent, + r,w; send,
Aplicando, por exemplo, a regra de Cramer a este sistema resulta que,
2 2
r,@; send, + r,w; seno.
a, = 222 2 T3¢ 3 (5.82)
r,cos 0,
2 2 2 2

4 = _lssen o, (rza)zsenH2 + r,w; send, )+ r,cos 0, (r2w2 cos0, + r,w, 00393) (5.83)

. .

r,cos 0,

em que o3 € a; sdo, respectivamente, a aceleragdo angular da biela e a aceleragdo
linear da corredi¢a. Os valores de € e @; necessarios para o calculo destas duas
aceleragdes obtém-se, respectivamente, da analise de posicao e de velocidade,

6, = arcsen| — rsend, (5.84)
£

_ _ 1w, cos b, (5.85)
r,cos0,

Deve notar-se que, quando se utiliza 0 método da notacdo matricial no célculo das
velocidades e das aceleragdes, a matriz dos coeficientes ¢ igual em ambos os casos.
Esta particularidade ¢ bastante util e interessante quando se pretende escrever um
programa computacional para o efeito, uma vez que se pode aumentar a eficiéncia
computacional na medida em que, para cada instante, ¢ necessario apenas calcular
uma unica vez a matriz dos coeficientes.

5.5.4. Método da Decomposicio do Movimento

O método da decomposi¢do do movimento, tal como o nome sugere, baseia-se na
propriedade que qualquer movimento geral pode ser considerado como a soma de um
movimento de translacdo e um movimento de rotagdo. Esta propriedade ¢ conhecida
como lei de Chasles. Este método de analise do movimento ¢ particularmente til e
interessante no estudo dos movimentos dos mecanismos de uso corrente. O método
da decomposi¢ao do movimento ¢ aplicado ao mecanismo biela-manivela como
exemplo de demonstracdo no calculo de aceleragdes.

A figura 5.12 representa um mecanismo biela-manivela em relagdo ao qual se
pretende determinar a aceleragdo da corredi¢a. Neste mecanismo, a manivela, sendo
0 0rgao motor, roda com um velocidade angular constante igual a @, a corredica
realiza um movimento de translacdo rectilinea e a biela descreve um movimento
geral ou misto.
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Y“ B
Ag
2 3
©;
0 0 4
_____ A N A C _

< O >

7777 X

1 1

Figura 5.12 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as aceleragoes dos
pontos B e C.

Assim, para o mecanismo representado na figura 5.12 sabe-se que ¢ nula a
componente tangencial da aceleracdo do ponto B, em virtude de se ter considerado
que a manivela roda com velocidade angular constante. A componente normal da
aceleragdo do ponto B esta representada na figura 5.13 e pode ser calculada como,

(5.86)

Figura 5.13 — Componente normal da aceleragdo do ponto B que pertence a manivela.

Dado que a biela descreve um movimento geral, este pode ser decomposto numa
translacdo com o ponto B e numa rotacdo em torno do eixo que passa no mesmo
ponto B, como se ilustra na figura 5.14. Atendendo a que o ponto B ¢ um ponto
comum a manivela e a biela, a sua aceleragdo ¢ a mesma quando se considera como
pertencente a um ou outro corpo. O mesmo sucede com o ponto C, mas agora em
relacdo a biela e a corrediga.

Movimento geral ou misto

translagao + rotagéo

Figura 5.14 — Decomposi¢do do movimento da biela como sendo a soma de uma transla¢do
e de uma rotacdo.
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Assim, a equacao grafica da figura 5.14 pode, vectorialmente, ser escrita como,
A=A, +A, (5.87)

Projectando esta equacdo segundo as direcgdes X e Y obtém-se o seguinte sistema
de equacgoes,

—a, =—aycos6, — a;,cos b, + agzsend, (5.88)
0=—aysen®, + a;zsend; + agcoso, (5.89)
em que,
ay = wsr, (5.90)
ay, = @, (5.91)
agp = A1, (5.92)

O valor do angulo 6 ¢ conhecido a partida, uma vez que é=am»t, sendo o angulo
6 calculado pela analise geométrica do mecanismo, pelo que aplicando a lei dos
senos ao triangulo ABC obtém-se a seguinte relacao,

ABsen0, j (5.93)

0, = arcsen(
BC

Com efeito, observa-se que as equagdes (5.88) e (5.89) constituem um sistema de
duas equagdes a duas incognitas, a3 € ac, pelo que da sua resolucdo vem que,
_ w;r,sen, — wir,send,

oy = 5.94
} 1,08 0, (5:94)

sen0,

ac = a)zzrz[cos 0, - ]+ wir, (cos 0, + senb,1g0,) (5.95)

1,080,
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5.6. METODOS GRAFICOS

5.6.1. Método do Poligono de Aceleracoes

O método do poligono de aceleragdes, tal como o método do poligono de
velocidades, baseia-se na construcao e resolugao grafica de equagdes vectoriais. Este
método € aplicado ao mecanismo biela-manivela a titulo de demonstragcdo. Assim,
considere-se 0 mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 5.15, em que o 6rgado
motor ¢ a manivela, a qual roda com velocidade angular constante @,. A semelhanga
dos casos anteriores, pretende-se determinar a aceleracdo linear da corrediga, ou seja
a aceleragdo linear do ponto C.

A
v B
Ag
2 3
[O))
0 0 4
_____ A N A C _

< O >

7777 X
1

Figura 5.15 — Mecanismo biela-manivela em que estdo representadas as aceleragoes dos
pontos B e C.

Por defini¢do de aceleracdo relativa entre dois pontos que pertencem a um mesmo
corpo rigido, sabe-se que para os pontos B e C ¢ valida a seguinte relacao,

A=A, +A, (5.96)
Substituindo nesta equagdo as componentes normais e tangenciais vem que,
AL+AL=AL+ A +Al, +A, (5.97)

onde a; =0 porque a trajectoria da corrediga ¢ de translag@o rectilinea e a, =0 uma
vez que a manivela roda com velocidade angular constante. Sabe-se ainda que,

ay = wsr, (5.98)
ay, = @, (5.99)
Agp = QT (5.100)

Assim, ¢ possivel tracar, a uma escala conveniente, o poligono de aceleragdes
dado pela equacao (5.97). Tomando, entdo, uma escala adequada, e a partir da
definicdo do ponto O, como sendo a origem das aceleragdes, representa-se o vector

A, cuja direccdo ¢ a mesma da manivela e o sentido ¢ o da apontar de B para A.

Respeitando, na sua colocagdo em relagdo a A, as regras da adi¢@o e subtrac¢ao de

vectores, e seguindo a equacao (5.97), € possivel construir o poligono de aceleragdes
ilustrado na figura 5.16. Medindo directamente sobre o poligono de aceleragdes,
afectando a medida pelo factor de escala, € possivel determinar a aceleracao linear da
corrediga, bem como as componentes da aceleragdo do ponto C em relagdo a B.
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Figura 5.16 — Construgdo grdfica do poligono de aceleragées.

5.6.2. Método da Imagem de Aceleracoes

O método da imagem de aceleragdes utiliza os mesmos principios que o método
da imagem de velocidades, isto ¢, ¢ possivel obter uma imagem da aceleragcdo de um
corpo quando este tem uma configuracdo geométrica complexa, como por exemplo,
forma triangular.

Antes de aplicar o método da imagem de aceleragdes convém relembrar que, do
modulo da adicao de vectores tem-se que,

ay, =\al, ] +(al, ) (5.101)

€ como,
ay, =w,,AB (5.102)
a., =a,,AB (5.103)

entdo, da equacdo (5.101) vem que,

a,, = AB\o', +a’, (5.104)

Da analise da equacao (5.104) pode concluir-se que, como @y € 4z Sao
constantes, entdo a aceleracdo de cada ponto relativamente a outro, num corpo rigido,
é proporcional & distancia entre eles. E também possivel demonstrar que a orientagio
da imagem de aceleragdes, de cada corpo, depende da aceleracdo angular desse
mesmo corpo.

Deve notar-se que se a aceleracdo angular for nula, a imagem de aceleracdes
encontrar-se-a rodada de 180° em relacdo a posi¢do do respectivo corpo, no sentido
da velocidade de rotag@o. Por outro lado, existindo uma componente de aceleragdo
angular, a imagem encontrar-se-4 rodada de um valor de [180-tg(c/@")] em relagio a
posi¢do desse corpo, no sentido da aceleracdo angular.

A titulo de demonstracdo, o método da imagem de aceleracdes ¢ aplicado ao
mecanismo biela-manivela ilustrado na figura 5.17a, em que os corpos 2 e 3 tém
formas triangulares. Considerando a inexisténcia de aceleragdo angular do corpo 2
(=0), a correspondente imagem de aceleragdes encontra-se representada na figura
5.17b. Deve notar-se que a imagem de aceleragdes do corpo 2, que ndo tem
aceleragdo angular, apresenta uma rotacao de 180°. Por seu turno, o corpo 3, animado
de uma aceleragdo angular no sentido directo, a sua imagem aparece com uma
rotacdo menor que 180°.
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(b)

Figura 5.17 — (a) Mecanismo biela-manivela; (b) Imagem de aceleragoes.

5.6.3. Método dos Centros Instantaneos de Aceleraciao

Da mesma forma que num mecanismo podem ser localizados centros instantaneos
de rotagdo ou de velocidade, isto €, os pontos para os quais a velocidade relativa €
nula, ¢ também possivel localizar os centros instantaneos de aceleragdo (CI4) ou
centros de aceleracao. Embora a sua utiliza¢do pratica na analise de mecanismos seja
bastante reduzida, ¢ importante abordar, ainda que de forma simples, este conceito.

Com efeito, centro instantaneo de aceleragdao pode definir-se como sendo o local
instantdneo de dois pontos coincidentes e pertencentes a corpos rigidos diferentes,
para os quais a aceleragdo absoluta é igual. Quando um dos corpos esté fixo e outro
descreve um movimento plano, o centro instantdneo de rotacdo ¢ o ponto do corpo
que se move, para o qual a aceleragdo absoluta, para o instante considerado, ¢ nula.

Na figura 5.18 esta representado um corpo rigido, em que o ponto B é o centro
instantaneo de aceleracdo, para o qual a aceleragdo absoluta € nula e cuja localizagao
¢ desconhecida. Considerando que o ponto A tem aceleragdo absoluta A, e que we o
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representam, respectivamente, a velocidade e a aceleragao angulares do corpo, entdo,
a diferenca de aceleracdes entre os pontos 4 e B ¢ dada por,

A,=A,—o’R,, +axR,, =0 (5.105)
Resolvendo a equagdo (5.105) em ordem a A4, vem que,
A, =w'r, by, —ar, (KXT,,) (5.106)

Atendendo a que os vectores r,, e kxF,, sdo perpendiculares, os dois termos do

segundo membro da equacdo (5.106) representam as componentes rectangulares do
vector A4, como se ilustra na figura 5.18.

Figura 5.18 — Centro instantdaneo de aceleragdo.

Da observacao da figura 5.18, a direc¢dao e a magnitude do vector Rg4 podem ser
calculadas de acordo com as seguintes expressoes,

y= arctgi2 (5.107)
)
a, a,cosy
Py = = (5.108)
. \/a)4+0c2 o’

em que a4 € o médulo da aceleracdo A .

Da analise da equacdo (5.108) pode concluir-se que a distdncia de um qualquer
ponto de um corpo rigido ao centro instantdneo de aceleracdo pode ser calculada se a
magnitude da aceleracdo desse ponto for conhecida.

A localizagdo dos centros instantineos de aceleragdo ¢ uma tarefa bastante
trabalhosa, especialmente em mecanismos que apresentem topologias complexas.
H4, no entanto, métodos graficos que permitem, de forma simples e expedita,
determinar a localizacdo dos centros instantdneos de aceleragdo, entre os quais se
destaca o método das quatro® circunferéncias. Este método, é particularmente util
quando se conhecem duas aceleragdes absolutas de dois pontos do mesmo corpo,
como ¢ caso dos pontos 4 ¢ B da figura 5.19 que pertencem a mesma barra. Assim, o
procedimento grafico conducente a localizacdo do centro instantaneo de aceleragdo
pode ser resumido nos seguintes passos,

2 : - . N
Refira-se, a titulo de curiosidade que, apesar do nome adoptado, neste método apenas sdo usadas
duas circunferéncias.
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- Prolongar os vectores das aceleragdes A4 e Ap, até que estes se intersectem no
ponto /;

- Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos 4, B e I,

- Desenhar a circunferéncia que passa pelos pontos definidos pelos terminus dos
vectores A4 e Ap e pelo ponto /;

- Intersectar as duas circunferéncias anteriormente desenhadas, resultando dai o
centro instantaneo de aceleragdo (CIA4).

e

CIA

A

Figura 5.19 — Localizagdo do centro instantineo de aceleragdo utilizando o método das
quatro circunferéncias.

5.6.4. Método da Diferenciacdo Grafica

Os principios aplicados no método da diferenciagdo grafica com o proposito de
efectuar o calculo de aceleracdes sdo os mesmos ja enunciados aquando da andlise de
velocidades, pelo que nesta seccdo apenas se apresentam os resultados graficos das
aceleragdes da corredica do mecanismo biela-manivela, em que o diagrama de
deslocamento da corrediga é conhecido. Assim, por sucessivas diferenciacdes
gréaficas obtém-se as curvas de velocidade e de aceleracdo, como ilustra a figura 5.20.

Xy A
c N1
alf
3 R\ t
X4
B >
t
1
A » A
X4
/ \ t

Figura 5.20 — Aplicagdo do método da diferenciagdo grdfica ao mecanismo biela-manivela.
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5.7. ANALISE DE ACELERACAO DE MECANISMOS ELEMENTARES

5.7.1. Mecanismo de Quatro Barras

A figura 5.21 mostra o mecanismo de quatro barras em que o 6rgdo motor ¢ a
manivela, a qual roda com velocidade angular constante igual a @,. Ainda na figura
5.21 estdo ilustrados os vectores posi¢do correspondentes a cada um das barras que
constituem o mecanismo.

Figura 5.21 — Mecanismo de quatro barras.

Com base na notagdo complexa polar, a equagdo que traduz a cadeia cinematica
formada pelos vectores R;, Ry, R3 e Ry € escrita como,

o +re” +re” =0 (5.109)

i0,

rne” +re

Derivando duas vezes esta equacdo em ordem ao tempo obtém-se as expressoes
que permitem calcular as aceleragdes das barras deste quadrilatero articulado. Assim,
da primeira derivada da equagao (5.109) vem que,

. e ., .0,
niw,e”? +riwe™ +rioe”™ =0 (5.110)

Deve referir-se que 7y, 2, 13, 74 € 6 sdo parametros que ndo variam com o tempo.
Utilizando a féormula de Euler na equagdo (5.110), separando as partes real e
imagindria e resolvendo o sistema resultante, em ordem a @; € @y, obtém-se,
1o, sen(6, —06,)

w, = 5.111
Y on sen(6,-6,) G

o, = 1o, sen(6, —0,) (5.112)
r, sen(6,—6,)

Derivando, agora, a equagao (5.110) em ordem ao tempo vem que,

2 i,

.2 . i0y
Rl w,e +r3za3e

.2 2 i, . 0 2 2 0, _
+ri‘w;e” +rjioe™ +riwe™ =0 (5.113)

As incognitas desta equacdo sdo a3 € au, pelo que aplicando a formula de Euler,
separando as partes real e imaginaria e resolvendo o sistema dai resultante resulta,
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= rw,cos(6, — 6,)+ nw;cos(6, - 6,)+ o, (5.114)
3 73sen(04 - (93)

o - rw;cos(6, — 6,)+ r,w;cos(6, - 6,)+ r,w; (5.115)
4 r4sen(04 - (93)

Atendendo a que a manivela 2 roda com velocidade angular constante, entdo o
valor do angulo & ¢ dado por,

0, = w,t (5.116)

Por seu lado, os valores dos angulos & e 6; podem ser obtidos da andlise de
posicdo do mecanismo de quatro barras, donde resulta que,

2 2 2
93:9d$arcosrd ThTh (5.117)
Tal3
2 2 2
94:0diarcosrd TR (5.118)
v,
em que 6, e ry sdo dados por,
0, = arcsen(r—zsenﬁzj (5.119)
T4
1l =1’ +1] = 2nrcos0, (5.120)

5.7.2. Mecanismo de Corredica

Na figura 5.22a est4 representado pelas suas barras o mecanismo de corrediga,
enquanto na figura 5.22b estdo apresentados os correspondentes vectores posi¢ao, os
quais constituem uma cadeia cinemadtica fechada. Neste mecanismo considera-se que
0 Orgdo motor ¢ a manivela 2, a qual roda com velocidade angular constante ;.

Nesta seccao, usando o método da notagdo complexa, ¢ apresentada a analise de
aceleracdes linear e angular da manivela 4.

(b)

Figura 5.22 — (a) Mecanismo de corredica; (b) Representagdo vectorial equivalente.
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Assim, com base na notagdo complexa, a cadeia cinematica fechada formada
pelos vectores Rj, R, e R4 pode ser escrita como,

ne” +re” —re’ =0 (5.121)
Derivando em ordem ao tempo esta equagdo vem que,
rime” —ie" —riw,e” =0 (5.122)
2 2 4 4" =74 - :

Aplicando, agora, a formula de Euler a equacdo (5.122), separando as partes real e
imagindria e resolvendo em ordem a 7, e @4 vem que,

7, = rno,sen(6, —0,) (5.123)
o, =2 cos(0, - 0,) (5.124)
7y

Derivando, agora, a equagado (5.122) em ordem ao tempo obtém-se,
.2 2 6 RN (0] .. i6 . . i . i0, 2 2 i, _
ni‘wye”? —re™ —rioe™ -rioe™ -riae” —ri‘we”™ =0 (5.125)

As incognitas desta equacdo sdo 7, € au, pelo que ao aplicar a formula de Euler,
separando as partes real e imaginaria, vem que,

2 . . 2
—rnw;cosB, —i,cos O, + 2r,w,senb, + r,a,senb, + r,w,cos6, =0  (5.126)
2 . . 2
—rw;send, —iisenl, — 2r,w,cos 0, —r,a,cos0, + r,w;send, =0  (5.127)

As equagdes (5.126) e (5.127) constituem um sistema de duas equagdes a duas
incognitas, cujas solugdes sao,

¥, = r,; — rywicos(0, - 6,) (5.128)
o, = rwisen(6, —0,)— 27, (5.129)

74

em que 6 ¢ conhecido a partida, uma vez que a barra 2 ¢ o 6rgado motor, sendo &
dado pela seguinte equagao obtida da analise de posigao,

r,sen0,

0, =arctg (5.130)

r,cos0, — 1,
Por seu lado os valores relativos as velocidades 7, e @y podem ser calculados
utilizando as equacgdes (5.123) e (5.124), respectivamente.

5.7.3. Mecanismo Biela-Manivela com Excentricidade

A figura 5.23 mostra o mecanismo biela-manivela com excentricidade entre o
eixo de rotacdo da manivela e a linha recta que define a direccdo de translacdo da
corrediga. A manivela € o 6rgdo motor, a qual roda com velocidade angular constante
igual a @,. Aplicando o método algébrico ao mecanismo ilustrado na figura 5.23,
obtém-se a seguinte expressao para a posicao da corredica,

X, = rzcosa)zt+\/r32 —(rzsena)zt+e)2 (5.131)
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em que 7, 3 € e sao caracteristicas geométricas do mecanismo, @, ¢ a velocidade
angular da manivela e ¢ ¢ a varidvel tempo.

Assim, derivando duas vezes a equacdo (5.131) em ordem ao tempo, ¢ apods
tratamento matematico, obtém-se uma expressao que permite calcular a aceleragao
linear da corredica em cada instante, a qual € expressa como,

;) (cosza)zt - senza)zt) w1, sen’ m,tcos’ m,t

3
2

(5.132)

a, = —w;r,senm,t —
2 2 2 2
\/r3 - (rzsen w,t + e) [73 - (rzsena)zt + e) ]

Figura 5.23 — Mecanismo biela-manivela com excentricidade.

5.7.4. Mecanismo Biela-Manivela Invertido

A figura 5.24 ilustra um mecanismo biela-manivela invertido, em que as barras
foram substituidas por vectores posi¢dao equivalentes, os quais constituem uma cadeia
cinematica fechada. Admite-se que, na presente situacdo a manivela é o 6rgdo motor
e roda com uma velocidade angular constante igual a @,.

Figura 5.24 — Mecanismo biela-manivela invertido.

Da andlise geométrica do mecanismo ilustrado na figura 5.24, e utilizando a
notagdo complexa polar, pode escrever-se que,

i0, i0, i0, 0, _
rne —ne" —re” —re” =0 (5.133)

Por outro lado, da andlise de posicao sdo validas as seguintes relacdes,

= \/ 1+ =1 = 2nr,(cos,cosO, + senf send,) (5.134)
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a = r,cos, — r,cos0, (5.135)

0, =0, -90 (5.136)
[2 2, 2
0, = arcig) P :‘H“ 5 (5.137)
3

onde f==*1.

Atendendo a que 7, 74 € 6 sdo constantes, derivando em ordem ao tempo a
equagdo (5.133), vem que,

N T A NS
niom,e™? —re” —rnioe” —rioe” =0 (5.138)

Aplicando a féormula de Euler na equacdo (5.138), separando as partes real e
imagindria e rearranjando as equagdes dai resultantes obtém-se o seguinte sistema de

equagoes,
{cos 0, —rsenl,—r,send, H 7 } _ {— rw,sen (92} (5.139)

sen@; rycosO, +rcosl, ||\, r,@,cos 0,

Este sistema pode ser resolvido, utilizando, por exemplo, a regra de Cramer
anteriormente apresentada, em ordem as velocidades 7, e ;. Os restantes
parametros da equacdo (5.139) sdo previamente conhecidos ou calculados usando as
equacoes (5.134)-(5.137).

Procedendo de modulo analogo para o célculo das aceleragdes, isto €, derivando
em ordem ao tempo a equacao (5.138), a ap0ds tratamento matematico obtém-se que,

{cos 0, —nsenb,—rsenb, H 7 } B
sen@; rcos, +rcosl, ||a,

(5.140)
{— 1,@;c0s 0, + 1,w;cos 0, + 27,w,sen 6, + rmﬁcos&,}

2 2 : 2
—rw;send, + r,w;sent, — 2r,w,cos 6, + r,w;sen0,

O sistema dado pela equagdo (5.140) deve ser resolvido em ordem as incognitas
7, € o3, em que os restantes pardmetros envolvidos sdo conhecidos pela analise de

posicdo e velocidade anteriormente apresentada.

Deve salientar-se que as matrizes dos coeficientes das equacdes (5.139) e (5.140)
sdo iguais. Este facto ¢ bastante util e interessante quando se pretende escrever um
programa computacional para o efeito, uma vez que se pode aumentar a eficiéncia
computacional na medida em que, para cada instante, ¢ necessario apenas calcular
uma Unica vez a matriz dos coeficientes.
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