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Resumo

Motivada pelas aplicagoes em Informética, nomeadamente na teoria dos au-
tomatos e linguagens racionais, a teoria dos semigrupos finitos tem obtido,
desde os anos 70, cada vez mais atencao por parte dos investigadores. O seu
tema central de estudo sao as pseudovariedades, classes de semigrupos finitos
fechadas para subsemigrupos, produtos directos finitos e imagens homomorfas.

Neste trabalho de sintese apresentamos um pequeno estudo do operador
supremo, um dos operadores mais uteis no reticulado das pseudovariedades
de semigrupos. O supremo V V W de duas pseudovariedades V e W ¢ a
menor pseudovariedade que contém ambas as pseudovariedades V e W. Nao
se pretende com este trabalho calcular exaustivamente todos os supremos ja
conhecidos, mas antes apresentar algumas das estratégias de calculo de supre-
mos mais utilizadas.

Este trabalho termina com uma tabela onde se sintetizam alguns dos resul-
tados obtidos até ao momento, acerca de supremos das pseudovariedades mais

conhecidas.
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Abstract

Motivated by several algorithmic problems related with computer sciences,
researchers have devoted attention to the study of the theory of finite semi-
groups, particularly since late 70’s. Therefore, pseudovarieties (classes of finite
semigroups closed under finite direct product, subsemigroup and homomorphic
image) became objects of special consideration. The present dissertation is a
small study of the join of two peudovarieties, one of the most important oper-
ators acting on pseudovarieties. The join of two pseudovarieties V'V W is the
smallest pseudovariety containing both V and W.

In this study, we will not, obviously, compute every join of pseudovari-
ety known at the present. We will, instead, present some of the most usual
thecniques for doing join computations.

At the end of this dissertation we will present a table to sumarize some of

the known results on joins of pseudovarieties.
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Introducao

A motivacao principal para o estudo da teoria dos semigrupos finitos vem das
ciéncias da computacao. Nos anos 50, as linguagens racionais foram caracte-
rizadas como sendo as que possuem semigrupos sintdcticos finitos, possibili-
tando estudar as classes de linguagens racionais através dos seus semigrupos
sintacticos.

Em meados dos anos 70, Eilenberg introduziu o conceito de pseudova-
riedade, classe de semigrupos finitos fechada para subsemigrupos, produtos
directos finitarios e imagens homomorfas. Esta noc¢ao permitiu-lhe formalizar
a correspondéncia entre classes de semigrupos finitos e classes de linguagens
racionais, ou seja, a uma pseudovariedade V associa a classe das linguagens
racionais cujos semigrupos sintacticos estao em V e, reciprocamente, a uma
variedade de linguagens ) a pseudovariedade gerada por todos os semigrupos
sintacticos de linguagens de V.

A classe de todas as pseudovariedades forma um reticulado completo para
a relacao de inclusao. O nosso estudo incidird sobre o operador supremo.
O supremo de duas pseudovariedades é a mais pequena pseudovariedade que
contém ambas. Apesar da sua definicao simples este é um dos operadores que
mais tem intrigado os investigadores. Diz-se que uma pseudovariedade V é
decidivel se existe um algoritmo que indique se determinado semigrupo finito
pertence ou nao a V. Albert, Baldinger e Rhodes [1] mostraram recentemente
que o problema do céalculo do supremo pode ser indecidivel. Dadas duas pseu-
dovariedades decidiveis V e W o seu supremo pode nao ser decidivel.

Nao se pretende que este trabalho se resuma ao calculo exaustivo de supre-
mos de pseudovariedades. Vamos antes expor algumas das principais es-

tratégias que podem ser utilizadas no calculo de supremos.



O trabalho esta organizado do seguinte modo:

O primeiro capitulo é destinado a introduzir notagoes, defini¢oes e resulta-
dos basicos da teoria de semigrupos, que serao apresentados sem demonstra-
coes. Para obter mais detalhes sugerem-se, por exemplo, os livros de Howie
[25], Pin [26] e Almeida [5].

No capitulo 2 comegamos por definir pseudovariedades de semigrupos. A
segunda seccao é dedicada as variedades de linguagens. Enuncia-se o Teorema
de Eilenberg que define uma bijeccao entre as variedades de linguagens e as
pseudovariedades de semigrupos. Por tltimo, estudam-se variedades de lin-
guagens associadas a algumas pseudovariedades importantes que serao uteis
no desenvolvimento deste trabalho. Como referéncia pode ser usado o livro de
Pin [26].

No terceiro capitulo, depois de introduzirmos o conceito de operacgao impli-
cita, enunciamos um teorema fundamental: o Teorema de Reiterman. Uma vez
que uma das estratégias principais de calculo de supremos envolve o conheci-
mento das operacoes implicitas sobre as pseudovariedades, dedicamos a tltima
parte ao estudo das operacoes implicitas sobre algumas pseudovariedades, que
utilizaremos nos capitulos seguintes.

No quarto capitulo comecamos por definir supremo de pseudovariedades e
apresentamos algumas estratégias utilizadas para efectuar os calculos de supre-
mos. O resto do capitulo é dedicado ao cédlculo de pseudovariedades do tipo
GV V, onde G ¢ a pseudovariedade dos grupos e do tipo LIV V onde LI é a
pseudovariedade dos semigrupos localmente triviais e V é uma subpseudovar-
iedade de T = [ab*c = (ab”c)“].

No capitulo 5, apresentamos mais alguns resultados sobre supremos de
pseudovariedades e o rumo que a investigacao nesta area vem desenvolvendo.

Por 1ltimo, apresentamos dois apéndices. O apéndice A consiste de uma
lista das principais pseudovariedades utilizadas ao longo deste trabalho, e res-
pectivas pseudoidentidades. No apéndice B, apresentamos uma tabela cons-
truida a partir da que Zeitoun [32] apresentou tendo-se acrescentado alguns

conhecimentos mais recentes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conjuntos Parcialmente Ordenados

Seja X um conjunto nao vazio. Uma ordem parcial em X é uma relagao binaria

< em X, tal que para todos os x,y,z € X,
o v < I
e r<yecy<zr=x=1y,
e r<yecy<z=ux<z2

Estas condigoes sao conhecidas, respectivamente, como reflexividade, anti-
simetria e transitividade. Quando um conjunto X é munido de uma ordem
parcial < dizemos que (X, <) é um conjunto parcialmente ordenado (c.p.o.),
ou, quando tal nao der origem a ambiguidade, simplesmente que X é um

conjunto parcialmente ordenado.

Exemplo 1.1 Seja X um conjunto qualquer.

O conjunto das partes de X, P (X), constituido por todos os subconjuntos
de X, é um congunto parcialmente ordenado: para A, B € P (X) definimos
A< B seesose ACB.

Sejam X um c.p.o. e x,y € X tais que x < y. Dizemos que y cobre z, e

denotamos = < y, se

r<z<{y=xr=2 ou Z=24.

3
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Por exemplo, em P (X), B cobre A se e s6 se B = AU {b}, para algum
be X\ A

Uma das caracteristicas mais atractivas dos conjuntos parcialmente orde-
nados, pelo menos no caso finito, é a possibilidade de ser representado por um

Diagrama de Hasse:
e cada elemento de X é representado por um ponto no plano;

e se z,y € X sao tais que x < y, entao o ponto que representa y é
colocado acima do ponto que representa z e ligam-se estes dois pontos

por um segmento de recta.

Exemplo 1.2 O c.p.o. (P ({1,2,3}),C) (conhecido como o cubo) pode ser

representado através do sequinte diagrama:

{1, 2,3}

N

{12} {1,3} {2,3}

{1} {2} 3}
0
Um c.p.o. (X, <) diz-se um conjunto totalmente ordenado ou cadeia se

todos os seus elementos sao comparaveis, i.e., x <y ou y < x para todos os
x,y € X.

Reticulados

Muitas propriedades importantes de um conjunto parcialmente ordenado X
expressam-se em termos da existéncia de limites superiores ou inferiores de
subconjuntos de X. Duas das mais importantes classes de conjuntos parcial-

mente ordenados sao as dos reticulados e dos reticulados completos.
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Sejam (X, <) um c.p.o. e Y C X. Um elemento m € X diz-se um
e majorante de Y se, Vx € Y, x < m;

e minorante de Y se, Vx € Y, m < x;

e supremo de Y se é o menor dos majorantes de Y

e infimo de Y se é o maior dos minorantes de Y’;

e mdzrimo de Y se m € Y e m é um majorante de Y’;

e minimo de Y se m € Y e m é um minorante de Y.

Note-se que caso exista, o supremo (respectivamente infimo, maximo e
minimo) de Y é tnico, e representa-se entdo por VY (respectivamente AY,
maxY e minY’). Por outro lado, caso exista, o elemento maximo (respectiva-

mente minimo de X) representa-se por 1 (respectivamente 0).

Seja X um conjunto parcialmente ordenado.

e Se V{x,y} e ANM{z,y} existem, para todos os x,y € X, dizemos que X

é um reticulado.

e Se para todoo Y C X existem VY e AY chamamos a X um reticulado

completo.

Exemplo 1.3 Para qualquer conjunto A, o conjunto parcialmente ordenado

(P(A), Q) € um reticulado completo no qual

vidiliel}=JAi e n{Aliel}=()A

i€l i€l

Num reticulado X representamos z Ay e zVy em vez de A{z,y} e V{z,y},

respectivamente, para quaisquer z,y € X.

Seja X um reticulado e S um subconjunto nao vazio de X. Diz-se que S é

um subreticulado de X se S é fechado para as operacoes V e A, ou seja,

Ve,ye S, zVyeS exAyes.
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Definigao 1.4 Um reticulado (algébrico) ¢ um triplo (X, A,V) onde X é
um conjunto nao vazio e \ e \V sao duas operagoes bindrias, chamadas respec-
tivamente infimo e supremo (abreviadamente inf e sup), que satisfazem os

sequintes axiomas, para quaisquer a,b,c € X:
i. (@aANb)Nec=aNn(bAc), (avb)Ve=aV (bVc); (leis associativas)
iW. aNb=0bANa, aVb=">bVa; (leis comutativas)
. aNa=a, aVa=a; (leis de idempoténcia)
iv. aN(aVb)=a, aV(aANb)=a. (leis da absor¢do)
A relagao entre reticulados (de ordem) e reticulados (algébricos) é a seguinte.

Teorema 1.5

1. Seja (X, <) um reticulado de ordem. Se definirmos, para quaisquer
a,be X,
aANb=inf{a,b}, aVb=sup{a,b},

entao (X, A, V) € um reticulado algébrico.

2. Seja (X, A, V) um reticulado algébrico. Se definirmos, para quaisquer
a,be X,
a<bsaNb=a,

entao (X, <) € um reticulado de ordem.

Algebras de Boole

A nocao de dlgebra de Boole foi desenvolvida por George Boole em meados
do sec. XIX. Apesar do estudo de Boole ter sido uma tentativa de formalizar
o pensamento légico, a sua teoria tornou-se, recentemente, uma componente

essencial da Algebra.
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Definicao 1.6 Chamamos algebra de Boole a uma estrutura algébrica
(B,A,V,,0,1) onde:

(i) V e A sdo operagoes bindrias definidas num conjunto B, tais que (B, A, V)

¢ um reticulado que satisfaz

Va,b,ce B aV (bAc)=(aVb)A(aVc).

(i) (B,A,V) tem um elemento minimo 0;
(111) (B,A,V) tem um elemento mdzimo 1;
(iv) ' é uma opera¢do undria sobre B tal que para cada a € B,

aNd =0 e aVd =1.

Exemplo 1.7 Sejam A um conjunto e B C P(A). Se 0, A € B e, para
quaisquer X, Y € B,
XUY, XNY, X'eB,

onde X' = A\ X representa o complementar de X em A, entao (B,N,U,",0, A)

¢ uma dlgebra de Boole.

1.2 Semigrupos

Um grupdéide é definido como sendo um conjunto nao vazio S no qual se define
uma operacao bindria - .
Se a operacao - é associativa, ou seja, para todos os x,y, z pertencentes a
S,
(x-y)-z=a-(y-2)

dizemos que (.S, -) é um semigrupo .

Num semigrupo, expressoes como z -y - z podem ser interpretadas sem
ambiguidade, uma vez que - é associativa, e podemos usar a notagao z"(n € N)
para indicar o produto de n elementos todos iguais a x. Quando dai nao
resultar confusao escreveremos ainda xy em vez de x -y e S para designar o

semigrupo (5,-). O nimero cardinal |S| sera designado a ordem de S.
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Exemplo 1.8
1. Os conguntos Z, = {0,1,...n — 1} (n € N), munidos da relacao de

adi¢ao mddulo n, sao semigrupos finitos e |Z,| = n.

2. Dada uma familia nao vazia de semigrupos (S;,;)icr, 0 seu produto
directo ¢ o semigrupo (Hiel Si, ) cujo conjunto suporte é o produto

cartesiano dos S; com i € I e o produto é definido por
(8i)ier - (ti)ier = (i i ti)ier-
Em geral, denotaremos S1 X Sy X -+ X S,, em vez de Hie{l,‘..,n} S;.

3. Sejam A, B subconjuntos de um semigrupo S. Entdo, define-se
AB ={ab : a€ Abe B}.

O congunto P(S) das partes de S munido da multiplicacio definida
acima € um semigrupo, chamado semigrupo das partes ou semi-

grupo poténcia de S.

Repare-se que as notagoes como A- B -C nao causam ambiguidade. A
confusdao surge habitualmente com a notagdo A? = {ajas : aj,as € A}
que nao deve ser confundida com o conjunto {a* : a € A} nem com

Ax A.

4. Seja Bx o conjunto de todas as relagoes bindrias num conjunto X.
Define-se a operacdao bindria o em Bx de modo que para quaisquer
P 0 e BX;

pold={(z,y) e X xX:3z€ X, (z,2) €0 e (z,y) €p}.
Tem-se que (Bx,o0) é um semigrupo.

A um semigrupo (M,+) que contém um elemento e tal que, para todo o
re M,
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chamamos monoide . Existe, no maximo um elemento e com esta propriedade
que chamaremos (elemento) identidade e denotaremos por 1 ou 1.

Se S é um semigrupo sem elemento identidade, se acrescentarmos ao con-
junto S um elemento 1 e definirmos, para cada s € S, Is =sl =se 1l =1
entdo S U {1} ¢ um mondide. Assim, usaremos a notacao S' com o seguinte

significado

gl _ { S se S tem elemento identidade

SU{1} caso contrério.

Chamamos a S' o mondide obtido de S acrescentando a identidade se necessd-

710.

A um elemento z de um semigrupo S chamamos (elemento) zero a esquerda
se, para todoo x € S, zx = z. Dualmente, definimos (elemento) zero a direita.
O (elemento) zero, que denotaremos por 0 ou Og, caso exista, é o inico elemento

que é simultaneamente zero a esquerda e a direita.

Um elemento e de um semigrupo S diz-se idempotente se e = e*. Note-

mos que os elementos identidade e zero de um semigrupo, se existirem, sao
idempotentes. Denotaremos por FE(S) = {e € S : ¢ = e} o conjunto dos
idempotentes de S.

Um semigrupo S que verifique a condicao
Ya,be S dx,y€ S, ar=0b e ya=1>

diz-se um grupo. Ou, de forma equivalente, um grupo é um mondide G em que

todos os elementos admitem inverso , i.e.,
-1 1 -1
VeeG da™ €G, v z=xx =lg.

Apresentamos agora a nogao de grupo das permutagoes de um conjunto que

nos sera util mais tarde.

Definigao 1.9 Seja A ={1,2,...,n} um conjunto. Representaremos por S, o
conjunto de todas as permutacoes, ou seja, todas as aplicagoes bijectivas, de A

em A. O par (Sp,0) € um grupo, chamado grupo das permutacoes de A.
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Se f €S, entdo f pode ser representado por

d _<f(i1) f(is) f(in)>

onde {41,142, ...,1,} = {1,2,...,n}.
Se f,g € S, representaremos f o g por fg. Se

1 2 ... n 1 2 ... n
f=1. . . e g=1{ . . 4
11 12 ... 1In Jr J2 - Jn
1 2 ... n
fa=1 . . . :
Zjl Zj2 Zjn

Definicao 1.10 Sejam k,n € N tais que 2< k<n e sejaoc € S,.

Diz-se que o ¢ um ciclo de comprimento k se existem inteiros distintos

entao

i1y -y i € {1,...,n} tais que
U(il) = ’ig, O'(’ig) = ’i3, cees U(ik_l) = ik7 O'(Zk> = le e O'(j) :]

para todo o j € {1,...,n} \ {i1,..., i}
FEscreve-se, neste caso, o = (iy iy ... 1y).

1.3 Subsemigrupos

Um subconjunto nao vazio T" de um semigrupo S diz-se um subsemigrupo de

S, e denota-se T' < S, se é fechado para a multiplicacao, ou seja,
Ve,yeT, zyel.

De modo equivalente T' diz-se um subsemigrupo se 72 C T.
No caso de S ser mondide dizemos que R é um submonoide de S se R é

um subsemigrupo de S que contém o elemento identidade de S.

Um subsemigrupo V de S tal que V é um grupo diz-se um subgrupo.
Verifica-se facilmente que um subconjunto nao vazio V' de S é um subgrupo se

e sO se, para todo o a € V,
aV=Va=1V.
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Particular interesse surge no caso de subsemigrupos gerados por uma parte
de um semigrupo. Quando A é um subconjunto nao vazio de um semigrupo
S, podemos pensar no menor (no sentido da inclusao) subsemigrupo de S que
contém A. Este subsemigrupo existe sempre e pode ser obtido pela interseccao
de todos os subsemigrupos de S que contém A. Designamos este subsemigrupo
por subsemigrupo gerado por A e notamo-lo por (A).

O subsemigrupo (A) consiste em todos os elementos de S que se podem
escrever como produtos finitos de elementos de A. Se (A) = S dizemos que A
é um conjunto de geradores de S.

Quando A é um conjunto singular A = {a}, escrevemos simplesmente (a)
em vez de ({a}). Referimo-nos a (a) = {a,a? a* ...} como o subsemigrupo
monogénico gerado pelo elemento a. Se (a) é um conjunto finito com n ele-
mentos, diz-se que o elemento a tem ordem finita n. Note-se que a ordem de
a ¢ definida como a ordem do subsemigrupo (a).

Caso nao haja repeticoes na lista a, a?, a®, ..., isto ¢, se nao existem naturais

k

distintos k e [ tais que a* = a', entao prova-se facilmente que ({(a), ) é isomorfo

ao semigrupo (N, +). Neste caso, dizemos que a tem ordem infinita em S.

Proposicao 1.11 Seja S um semigrupo e seja a € S. Se a tem ordem finita
n, entdo existem inteiros positivos unicos i (o indice de a) e p (o periodo de

a) tais que:
1. {a) = {a,a?, ...,a',a" .. a"tP71};
2. ai — ai+p,.
3. Os elementos a,a?, ..., a" P~ sao todos distintos, ou seja, n =i+p—1;

4. K, ={d",....,a" P71} ¢ um grupo ciclico cuja identidade, denotada por

w

a¥, € o unico idempotente de {(a).

1.4 Homomorfismos

Sejam S e T dois semigrupos. Uma aplicacao ¢ de S em T diz-se um homo-

morfismo ou morfismo (de semigrupos) se

Vo,y €S, é(zy) = o(x)o(y).
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Se S e T sao mondides, com elementos identidade 1g e 17, respectivamente,
pode definir-se momorfismo de mondides como um morfismo de semigrupos
¢S — T tal que ¢(lg) = 17.

Sejam S e T dois semigrupos. Um homomorfismo ¢ de S em T diz-se um:

e monomorfismo se ¢ é uma aplicacao injectiva.

e epimorfismo se ¢ é uma aplicagao sobrejectiva. Neste caso, dizemos

que T é imagem homomorfa de S.

e isomorfismo se ¢ é uma aplicacao bijectiva. Dizemos entao que S é

isomorfo a T e denotamos S ~ T.

Em geral, identificaremos dois semigrupos isomorfos.

Se T é imagem homomorfa de algum subsemigrupo de S dizemos que T'
divide S, e denotamos T < S.

Proposicao 1.12 Seja ¢ : S — T um homomorfismo de semigrupos.
1. Se 8" < S, entio ¢(S') <T.

2. 8eT' <T ep (T") # 0, entio o~ (T") < S.

Devido a este resultado faz sentido usar, por vezes, a seguinte definicao de

subsemigrupo: S é subsemigrupo de T' se existe um monomorfismo de S em 7T'.

1.5 Ideais e Congruéncias

Um subconjunto I nao vazio de um semigrupo S diz-se um ideal de S se para
quaisquer s € S e i € I se tem is,si € I, ou seja, S'IST C I. Notamos I < S.

Um ideal esquerdo (respectivamente direito) é um subconjunto I nao vazio
de S em que, para quaisquer s € S e i € [ se tem si € I (respectivamente
isel).
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Exemplo 1.13 Se a € um elemento de um semigrupo S, o mais pequeno ideal
a esquerda de S que contém a é SaU{a} que é igual a S'a. De forma semel-

hante, definimos aS*.

Um ideal I diz-se um ideal minimal de S se sempre que J é um ideal de S
e J C I setem J = 1. Un ideal minimal, se existir, é tinico, e dizemos que
é o ideal minimo de S, também chamado o nicleo de S. Note-se que o grupo
K, referido na Proposigao 1.11 é o nicleo de (a).

A existéncia deste esta assegurada em dois casos importantes.

Exemplo 1.14

1. Se S é um semigrupo finito, entao facilmente se prova que o produto

de todos os ideais de S € o ideal minimo de S.

2. Se S € um semigrupo com elemento zero, entao {0} € o ideal minimo

de S.

Uma relacao de equivaléncia p sobre um semigrupo S diz-se uma con-

gruéncia a esquerda se
Vs, t,a €S, spt=aspat.

Uma relacao de equivaléncia p sobre um semigrupo S diz-se uma con-

gruéncia o direita se
Vs, t,a €S, spt= sapta.

Uma relagao de equivaléncia p sobre um semigrupo S diz-se uma con-
gruéncia se
Vs, t,s', ' €S, spt e spt =ssptt.

Proposicao 1.15 Uma relagao de equivaléncia sobre um semigrupo S € uma
congruéncia se e so se € simultaneamente uma congruéncia a esquerda e a

diretita.
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Seja S um semigrupo e p uma congruéncia em S. O conjunto quociente
S/p pode ser munido da operacao bindria associativa definida, para quaisquer
a,be S, por

(a/p) (b/p) = (ab)/p

A este semigrupo chamamos o semigrupo quociente de S em relagao a p,
ou simplesmente o semigrupo quociente quando tal nao origine ambiguidade.
A aplicagao w: S — S/p, definida por 7(a) = a/p para cada a € S, é um

epimorfismo, chamado o epimorfismo candnico de S para S/p.

Exemplo 1.16

1. Para um semigrupo S e um ideal I de S, definimos a congruéncia de

Rees sobre S de nucleo I pondo, para quaisquer a,b € S,
a~rb & a=b ou a,bel.
O semigrupo quociente S/ ~; denota-se usualmente por S/I.

2. Seja ¢ + S — T um homomorfismo. Entdao a relagio ~, definida,

para quaisquer x,y € S por:

T~y & () = 0(y)

¢ uma congruéncia sobre S e diz-se a congruéncia nuclear de .

Prova-se facilmente que a interseccao de uma familia de equivaléncias sobre
um conjunto X, é ainda uma equivaléncia sobre X. Seja p uma relagao binéria
sobre X. A familia de equivaléncias sobre X que contém p é nao vazia. Assim,
a interseccao de todas as equivaléncias sobre X que contém p é ainda uma
equivaléncia, a mais pequena equivaléncia sobre X que contém p. Chamamos-
lhe a equivaléncia gerada por p e denotamo-la por p°.

Consideremos agora duas equivaléncias 6 e p sobre X. A equivaléncia

gerada por p U 6@ denota-se por p V 0, isto é,
pVO=(puUb)c.

Na préxima sec¢ao vamos necessitar de efectuar calculos do tipo p VvV 6. A

proposicao seguinte facilita significativamente este calculo.
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Proposicao 1.17 Se p e 0 sao duas relagoes de equivaléncia num conjunto X

que comutam relativamente a composicao, entao pV 8 = po 6.

1.6 Relacoes de Green

Em 1951, J. A. Green introduziu as relagoes (posteriormente designadas) de
Green, que desempenham um papel fundamental no desenvolvimento da teoria
de semigrupos. Em particular, elas podem ser utilizadas para definir certas
classes importantes de semigrupos.

Num semigrupo S, as relacoes de Green, denotadas por R, L, J,H e D,
sao cinco relagoes de equivaléncia sobre S.

Comecemos por definir trés delas: para a,b € S,

e aRb & aS! = bSt,
o alb < Sla = S'b;
e aJb< StaSt =SSt

As duas restantes relagoes de Green (H e D), sao definidas através das

relacoes R e L:
H=RNL e D=RVL

Como ¢ evidente sao validas as seguintes inclusoes entre as relacoes de

Green
HCR,LCDCUJ.

Uma caracterizacao alternativa muito 1til das relagoes £ e R é dada no lema

seguinte.

Lema 1.18 Sejam a,b elementos de um semigrupo S. Entao:
1. aLlb se e s6 se existem x,y € S tais que va = b,yb = a;

2. aRb se e s6 se existem u,v € St tais que au = b, bv = a.

Outro resultado bastante ttil é o seguinte.
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Proposicao 1.19 Para qualquer semigrupo S as relagoes L e R comutam.
Ou seja, LoR =TRo L.

Temos pois duas relagoes de equivaléncia que comutam relativamente a
composicao. Portanto podemos utilizar a Proposicao 1.17 para obter uma

caracterizacao mais simples da relacao D:

D=RVL=RoL.

Apresentamos agora mais um resultado que assume um papel relevante no

estudo dos semigrupos finitos.

Proposicao 1.20 Num semigrupo finito, D = J.

Importa fixar notagdes que, no que se refere as relagoes de Green, serao
ligeiramente diferentes das usuais. Se K é uma das relagoes de Green, denota-
mos a K-classe de a por K,.

Diz-se que um semigrupo S é:

o KC-trivial se KL é a relagao de igualdade em S, isto é, K, = {a} para

todo o elemento a € S;

o [C-universal se IC é a relagao universal em S, isto é, K, = S para todo

o elemento a € S.

Uma vez que as relagoes de Green sao definidas a custa de ideais, a in-
clusao entre aqueles induz uma ordem parcial sobre o conjunto das classes de

equivaléncia:
o L,<Lyse Sta C S'b;
e R, < Ry seaS'CbSh
o J, < J,se StaS! C S'bSt.
Note-se que, para todo o a € S e para todos os z,y € S,

La:a S La7 Rax S Ra’ Jaﬁay S Ja-
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A Estrutura das D-classes

Para melhor compreender as relagoes de Green podemos visualiza-las como o
que Clifford e Preston [18] chamaram de caiza de ovos. Esta imagem é possivel
uma vez que cada D-classe num semigrupo S é, simultaneamente, uma uniao
de L-classes e uma uniao de R-classes. E ainda, a intersecgao de uma L-classe
e de uma R-classe ou ¢é vazia ou é uma H-classe.

Assim, numa “caixa de ovos”, que representa uma D-classe, cada linha
simboliza uma R-classe, cada coluna uma L-classe e cada célula uma H-classe.

Para indicar que uma dada ‘H-classe contém um idempotente, é costume
representar um asterisco na célula correspondente a essa H-classe.

Note-se que uma “caixa de ovos” pode, obviamente, ter apenas uma linha
ou apenas uma coluna ou até uma tnica célula. Pode ainda ser uma “caixa de

ovos” infinita.

Exemplo 1.21 Seja A = (a) um semigrupo monogénico gerado por a. Con-
sideremos que a tem ordem finita com indice 3 e periodo 4. A estrutura das

D-classes de A € representada por

Lema 1.22 (Green) Sejam a,b elementos R-equivalentes de um semigrupo

S e sejam r,s € S* tais que ar = b e bs = a. Entdo as correspondéncias

pr:La—>Lb ps:Lb—>La

r = Zr r FH—— IS

sao aplicacoes bijectivas mutuamente inversas que preservam as H-classes, isto

¢, para todos os x,y € L, (resp. x,y € Ly),

THy se e s6 se p.(x)Hp,(y) (resp. ps(z)Hps(y)).
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Prova: Vamos comecar por provar que p, é, de facto, uma aplicagao de L,

em L. Seja x € L,. Sao véalidas as implicacoes:
x € L, = xLa= S'v = S'a= S'ar = Star = vrLar = p,(z) € Ly.

Portanto p, estd bem definida. Além disso, existe t € S tal que x = ta, pelo
que

ps o pr(x) = ps(xr) = xrs = tars = tbs = ta = x,

donde se tira que pso p, é a aplicacao identidade sobre L,. Através de idéntico
raciocinio facilmente se prova também que ps é uma aplicacao de L, em L, e
que p, o ps € a aplicacao identidade sobre L.

Vamos agora mostrar que p, preserva as H-classes. Sejam z,y € L, tais
que x’Hy. Entao xLy, donde zrLyr. Por outro lado, como z = xrs e y = yrs,
donde zRxr e yRyr. Como xRy conclui-se que zrRyr. Reciprocamente, ad-

mitindo que zr’Hyr, deduz-se que x = xrsHyrs = y. 0

Este resultado tem claramente um dual que enunciamos em seguida.

Lema 1.23 (Green(dual)) Sejam a,b elementos L-equivalentes de um semi-

grupo S e sejam r,s € St tais que ra = b e sb = a. Entao as correspondéncias

A o R, — R, Ae : Ry — R,

r +H—— 7T r FH—— ST

sao aplicacoes bijectivas mutuamente inversas que preservam as H-classes.

Dos lemas anteriores retiram-se algumas consequéncias importantes que se

prendem com a multiplicagao numa H-classe.

Teorema 1.24 (Green) Se H é uma H-classe num semigrupo S, entao ou
H*>NH =0 ou H?> = H e, neste caso, H é subgrupo de S.

Corolario 1.25 Se e é um idempotente de um semigrupo S, entao H. é um

grupo. Nenhuma H-classe de S pode conter mais do que um idempotente.
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Note-se que todo o semigrupo finito S tem uma J-classe minima (em
relagdo & ordem parcial definida sobre [J-classes). Esta J-classe minima J
é o ideal minimo de S, como se pode provar. Apoiados no teorema anterior,
podemos afirmar que J é constituida por H-classes que sao grupos. De facto,
suponhamos que H é uma H-classe e que H C J. Entao se H?> = H, H é
grupo. Se existem a,b € H tais que ab ¢ H entao prova-se que Jy, < J, 0 que

é absurdo porque J é minima.

Para terminar a seccao indicamos certas classes de semigrupos que, como
haviamos dito no inicio, podem ser definidas ou caracterizadas através das
relagoes de Green. Por exemplo, mostra-se que um semigrupo S é um grupo

se e sO se 'H é a relagao universal sobre S.

Definicao 1.26 Um semigrupo S diz-se:
1. aperiodico se 'H € a relacao trivial sobre S';
2. simples se J € a relacao universal sobre S;

3. completamente regular se toda a H-classe é um grupo.

1.7 Alguns Semigrupos Importantes

Nesta seccao estudaremos algumas classes bem conhecidas e importantes de

Semigrupos.

Semigrupos Nilpotentes

J& tinhamos visto que, dado um semigrupo S, um idempotente ¢ um elemento
e € S tal que €% =e.

Para cada elemento s € S define-se ny como sendo (caso exista) o menor
nimero natural n tal que s™ é um idempotente. No caso dos semigrupos finitos,

que estudaremos no préximo capitulo, a existéncia de ng estd assegurada.

Proposicao 1.27 Se S € um semigrupo finito e a € S, entao existe k € N tal

que a® ¢ idempotente.
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Prova: Basta notar que, pela Proposicao 1.11, K, é um grupo e, por isso, tem

identidade. Ora a identidade é um idempotente. O

Corolario 1.28 Se S é um semigrupo finito, entao S tem pelo menos um

tdempotente.

Se, para um semigrupo finito S, tomarmos n = m.m.c.{ns : s € S}, entao
n é o menor inteiro positivo tal que para qualquer s € S, s é um idempotente.
A n chamamos o expoente de S.

O resultado seguinte mostra que, num semigrupo finito, os idempotentes

intervém necessariamente em produtos com “muitos” factores.

Proposicao 1.29 Sejam S um semigrupo finito e |S| o seu cardinal. Entdo
Vn > |S|, S™=SE(S)S.

Estamos agora em condigoes de definir a classe de semigrupos que estu-
daremos adiante, bem como enunciar um resultado que serd 1til na sua car-
acterizacao. Este tultimo prova-se facilmente recorrendo ao que foi exposto

anteriormente.

Definicao 1.30 Um semigrupo S diz-se nilpotente se
Vee E(S) Vse€ S, es=se=e.

Isto €, S € nilpotente se tem um unico idempotente e esse idempotente € ele-

mento zero.

Proposicao 1.31 Para um semigrupo finito S as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
1. S € milpotente;
2. 8 possui elemento zero e existe n € N tal que S™ = 0;

3. IneN Vo, ..,x0, Y1, Yn €S, T1To... Ty = Y1Y2 ... Yn.
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A caracterizacao dos semigrupos nilpotentes em termos das relacoes de
Green vai permitir demonstrar alguns resultados mais a frente.

Seja S um semigrupo nilpotente. Provemos que as J-classes de S sao
singulares. De facto, suponhamos, por reducao ao absurdo, que existem dois
elementos distintos a e b de S tais que b € J,. Tem-se que

Jz,y,u,v € SY, a=axby e b=uav
em que z # 1 ou y # 1 (respectivamente u # 1 ou v # 1).

Entao b = uxbyv e, iterando a substituigao, b = (ux)“b(yv)”. Se u # 1,
entao (uzx)” =0eb = 0. Senao v # 1 e portanto (yv)* = 0 e b = 0. Da mesma
forma se prova que a = 0 donde a = b, o0 que é absurdo. Logo cada [J-classe
de S tem apenas um elemento.

Em particular, a J-classe minimal J de S tem apenas um elemento e. E

consequéncia imediata do Exemplo 1.14 que e ¢ o (elemento) zero.
Semigrupos Localmente Triviais
Um semigrupo S diz-se localmente trivial se,

Vee E(S) Vse S, ese=e.

A proposigao seguinte permite caracterizar os semigrupos localmente trivi-

ais finitos.

Proposicao 1.32 Seja S um semigrupo finito. As condicoes sequintes sdao

equivalentes:

1. S € localmente trivial;
2. E(S) é o ideal minimo de S;
3. para cada e, f € E(S) e para cada s € S, temos que esf = ef.

No que concerne as relagoes de Green, as J-classes nao minimais dos semi-
grupos localmente triviais sao singulares bastando, para o demonstrar, adaptar
a prova efectuada para os semigrupos nilpotentes. Pela proposi¢ao anterior,
a J-classe minimal é constituida pelos idempotentes do semigrupo, pelo que

todas as suas H-classes sao grupos triviais.
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Bandas

Um semigrupo formado apenas por elementos idempotentes diz-se uma banda.
Os exemplos mais simples de bandas nao triviais sao as bandas comutativas
conhecidas como semi-reticulados.

Por banda rectangular entende-se um semigrupo, cujo conjunto suporte é
da forma I x J, onde I e J sao conjuntos nao vazios, munido da operacao

definida, para todos os 1,7/ € I e j,5 € J, por
(4, 9)(, 3") = (i, 7).

Para entendermos o termo rectangular basta imaginar (i,7) e (¢',7') como
pontos do plano cartesiano. Os produtos (z,5') e (7', j) seriam colocados nos
vértices do rectangulo cujos outros vértices seriam (i, 5) e (i, j').

Estes semigrupos sao obviamente bandas.

Semigrupos Regulares

Um elemento a de um semigrupo S diz-se reqular se existe x € S tal que
ara = a. Quando todos os elementos de um semigrupo sao regulares dizemos
que se trata de um semigrupo reqular. E o caso dos grupos que sao claramente
semigrupos regulares e ainda das bandas rectangulares.

Sejam S um semigrupo e a € S. Dizemos que a’ é um inverso de a se
ad'a=a e dad =d.

Note-se que esta nogao de inverso é mais geral do que a de inverso na teoria de
grupos. De facto, neste caso, um elemento pode ter mais do que um inverso,

como acontece, por exemplo, nas bandas rectangulares.

As D-classes regulares de um semigrupo podem ser caracterizadas através

da seguinte proposicao.
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Proposicao 1.33 Seja D uma D-classe de um semigrupo S. Entao as sequintes

condicoes sao equivalentes:

e D ¢ reqular;

e D contém algum elemento reqular;

cada R-classe de D contém algum idempotente;

cada L-classe de D contém algum idempotente;

D contém algum idempotente;

existem a,b € D tais que ab € D.

1.8 Linguagens

Dado um conjunto finito nao vazio A, dizemos que A é um alfabeto e aos seus
elementos chamamos letras. As sucessoes finitas de letras ajas...a,, chamamos

palavras.

Consideremos
At ={ajas..ap, : n €N, a; € A para i=1,...n}.

Este conjunto munido da operacao binaria concatenacdao de palavras definida
por

(alag...an) (blbgbm) = alag...anblbg...bm

para todos n,m € N, ay,as, ..., ay,, by, ba, ..., b,, € A é um semigrupo chamado
semigrupo livre gerado por A. A justificacao desta designacao encontra-se na

seguinte proposicao:

Proposigao 1.34 Seja S um semigrupo e 1 : A — A" a aplicacao inclusaio.
Para qualquer aplicagcdao ¢ : A — S existe um unico morfismo de semigrupos

@ : At — S tal que o diagrama sequinte comuta:

A—— At

BN

S
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Repare-se que, podemos construir ¢ tomando para cada u = ajas...a,,

palavra de AT,
P(u) = plar)p(az)...o(an).

A @ chamamos prolongamento natural de p a AT,

Se a A" acrescentarmos um elemento 1 (a palavra vazia), obtemos o
mondide livre sobre A o qual denotamos por A*.

Se u é uma palavra, |u| representa o comprimento de u, ou seja,

0 se u 1
u| =
k se u = ay..ap, a €A keN
O conteudo de u, isto é, o conjunto de todas as letras que ocorrem em u
representa-se por ¢(u). Dada uma letra a, representamos por |u|, o nimero de
ocorréncias de a em u.

Sejam u e v duas palavras de A*. Diz-se que

e u é um factor de v se existem a,b € A* tais que v = aub;
e u é um prefizo de v se existe b € A* tal que v = ub;

e u é um sufizo de v se existe a € A* tal que v = au.

Uma palavra infinita a direita sobre um alfabeto A é uma sucessao de letras
de A indexadas por N, ou seja, é uma aplicacao de N sobre A. Notamos AN o
conjunto de todas as palavras infinitas a direita sobre A. Dualmente definimos
palavra infinita a esquerda sobre A como uma sucessao de letras de A indexadas
por —N. O conjunto de todas as palavras infinitas a esquerda sobre A, serd

notado por A~N.

Chamamos linguagens sobre A aos subconjuntos de A*. Assim P(A*) é o

conjunto de todas as linguagens sobre A.
Definicao 1.35 Dados um alfabeto A e as linguagens L, K de A*, definimos:
(i) o produto de concatenagao de L por K:

LK ={uv € A*|lu € Lev € K}
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(i) o subsemigrupo de A* gerado por L:
LT = {uug..u, |n € NJu; € Lyi = 1,2, ...,n}
(i7i) o submondide de A* gerado por L:
L*=LTu{1}
(iv) o quociente a esquerda de L por K:
K'L={ve A |Fue K :uwv € L}

(v) o quociente a direita de L por K:

LK '={ve A |Fue K :vu € L}

25

Nao distinguiremos, quando tal nao der origem a ambiguidades, a palavra

u da linguagem {u}. Consequentemente, escreveremos v~ 'L e Lu~! em vez de

{u}~'L e L{u}~!, respectivamente.

Definicao 1.36 Seja L uma linguagem sobre A.

(i) A congruéncia sintactica de L sobre A™ € definida por,

ur~pv<— Yo,y € A", zuy € L & zvy € L).

Note-se que ~p, €, de facto, uma congruéncia.

(i1) O semigrupo sintictico de L ¢é o semigrupo quociente S(L)

At~y

(iii) O epimorfismo candnico ng, : AT — S(L) € chamado o morfismo

sintactico de L.

Definigao 1.37 Seja A um alfabeto e L C A*. Se existemn um morfismo de

semigrupos n : AT — S e P C S tais que

n'(P) =L,

dizemos que L é reconhecida pelo morfismo n, ou ainda, que L é reconhecida

pelo semigrupo S.

Se uma linguagem L € reconhecida por um semigrupo finito entao diz-se

reconhecivel por semigrupos.
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A seguinte proposi¢ao mostra que o semigrupo sintactico de uma linguagem

L é o mais pequeno semigrupo que reconhece L.

Proposicao 1.38 Seja L uma linguagem de A*. Um semigrupo T reconhece
L se e s6 se S(L) divide T

Acabamos esta seccao com uma proposicao que se demonstra facilmente e

serd util mais a frente.

Proposicao 1.39 Sejam L, Ly, Ly linguagens reconheciveis de AY. Entdo:
1. S(AT\L)=S(L);
2. S(Ll N LQ) < S(Ll) X S(LQ),

3. S(Ll U LQ) < S(Ll) X S(Lg)



Capitulo 2

Pseudovariedades

2.1 Definicao

Deve-se a Birkhoff o conceito de variedade. Uma variedade de semigrupos é
uma classe de semigrupos fechada para a divisao e para produtos directos, que
assume um papel de destaque no estudo dos semigrupos.

Em 1976, Eilenberg introduziu um conceito andlogo ao de variedade: pseu-
dovariedade de semigrupos (também chamada variedade de semigrupos finitos)

que serd objecto de estudo deste trabalho.

Definigao 2.1 Uma pseudovariedade (de semigrupos) € uma classe nao

vazia de semigrupos finitos, V, tal que:
e seSeVeT<S, entaoT € V;
e seSeVeyp:S5—T éum epimorfismo de semigrupos, entao T € V;

o se (S;)ier € uma familia finita nao wvazia de elementos de V, entdo
S )

Hie[ Sz e V.

Mais sucintamente, V é uma pseudovariedade se é fechada para divisao
e para produtos directos finitos. Note-se que esta definicdo, ao contrario da
definicao de variedade de semigrupos, s6 autoriza produtos finitos.

Damos de seguida alguns exemplos de pseudovariedades, algumas das quais

utilizaremos nos capitulos subsequentes.

27
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1. S, a classe de todos os semigrupos finitos;

2. I, a classe constituida pelos semigrupos com um tnico elemento;
3. G, a classe de todos os grupos finitos;

4. Sl, a classe de todos os semi-reticulados finitos;

5. Com, a classe de todos os semigrupos comutativos finitos;

6. N, a classe de todos os semigrupos nilpotentes finitos;

7. LI, a classe de todos os semigrupos localmente triviais finitos;

8. K, a classe dos semigrupos finitos S tais que es = e para todos os
ec E(S)ese S,

9. D, a classe dos semigrupos finitos S tais que se = e para todos os
ec E(S)eseS.

Como € evidente nem todas as classes de semigrupos finitos respeitam as
condicoes estabelecidas acima. E o caso da classe de todos os semigrupos

regulares finitos que nao é uma pseudovariedade.

A interseccao de uma familia qualquer de pseudovariedades é ainda uma
pseudovariedade. Em particular, se considerarmos C' uma classe de semigrupos
finitos, a interseccao de todas as pseudovariedades que contém C' é ainda uma
pseudovariedade chamada a pseudovariedade gerada por C' e denotada por (C').

Prova-se o seguinte:
(Cy={Se€S:3aIn>035,...,5,€C, §<85 x---x8,}.

Seja V uma pseudovariedade. O conjunto das pseudovariedades contidas
em V, ditas subpseudovariedades de V, denota-se por PsV. Sejam V e W

duas pseudovariedades de PgS. Definimos:
e o supremo V V W ¢é a menor pseudovariedade contendo V e W;

e o infimo VAW ¢ a interseccao de Ve W.
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o LV ={S€S:Veec E(S),eSe € V};

e DV = {S € S: as D-classes regulares de S sdo semigrupos de V}.

Qualquer que seja V, (PsV,N,V) é um reticulado.

2.2 Variedades de Linguagens

J& nos referimos as variedades e as variedades de semigrupos finitos. Por
ultimo, vamos estudar as variedades de linguagens, cuja ligagao com as pseu-
dovariedades é estabelecida pelo Teorema de Filenberg. Concluiremos o capi-
tulo com alguns exemplos pertinentes de variedades de linguagens associadas

a pseudovariedades conhecidas.

Chamamos classe de linguagens reconheciveis a uma correspondéncia C que

associa a cada alfabeto A um conjunto C(A™1) de linguagens reconheciveis de
AT,

Definicao 2.2 Uma variedade de linguagens é uma classe V de linguagens

reconheciveis tal que, para todos os alfabetos A e B,
e V(AT) é uma dlgebra de Boole;

e para todo o morfismo ¢ : AY — BY, se L € V(BT) entao ¢ ' (L) €
V(A+),'

e se LeV(AT) ea € A, entio a™'L,La™" € V(AT).

Seja 'V uma pseudovariedade e V' a classe de linguagens reconheciveis que
associa a cada alfabeto A o conjunto V(A™) das linguagens L de A" que sao
reconhecidas por um semigrupo de V (o que, pela Proposi¢ao 1.38, equivale
a ter-se S(L) € V). Prova-se que esta classe V é, de facto, uma variedade de

linguagens.

Teorema 2.3 Sejam V e W duas pseudovariedades de semigrupos. Tem-se
que VC W se e sd se V(AT) CW(A™), para todo o alfabeto A.
Em particular, V=W se e so se ¥V = W.
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Apresentamos agora um teorema fundamental que estabelece que a corres-
pondéncia descrita acima é uma bijeccao entre as variedades de linguagens e

as pseudovariedades de semigrupos.

Teorema 2.4 (Eilenberg, 1976) A correspondéncia V +— V define uma bi-

jeccao entre as pseudovariedades de semigrupos e as variedades de linguagens.

Em seguida, estudaremos as variedades de linguagens N(A™), K(A™),
D(AY) e LI(AT) associadas as pseudovariedades N, K, D e LI, respecti-
vamente, que utilizaremos adiante. Note-se que N esta contida em K e D e
que LI as contém.

Entende-se que uma linguagem L de A™ é cofinita se A\ L é finita.

Teorema 2.5 Seja A um alfabeto. Entao N (A1) € o conjunto das linguagens

finitas ou cofinitas de AT.

Prova: Seja L uma linguagem finita e sejan € N tal que L C AS" = J,_, A;.
Seja ainda n : At — S(L) o epimorfismo canénico. Se u € AT e |u| > n,
entdo para todos os z,y € A*, zuy ¢ L. Por conseguinte, todas as palavras de
AT de comprimento superior a n sao sintacticamente equivalentes, logo S(L)
¢ finito. Notemos por 0 a sua imagem sintactica comum. Verifica-se que 0 é,
de facto, um zero de S(L).

Consideremos agora uy, ..., U, € AT com m > n. Como |uj - uy,| > n
tem-se que

n(ur) - n(tm) = 0y - up) = 0.

Como 7 é sobrejectiva vem que (S(L))™ = 0 e, pela Proposigao 1.31, S(L) €
N pelo que L € N(A™).

Suponhamos agora que L é uma linguagem cofinita. Entao A*\ L é finita e,
pelo que acabdmos de provar, AT\ L € N(A"). Consequentemente S(AT\L) €
N. Pela Proposigao 1.39, S(AT \ L) = S(L) pelo que S(L) € N e portanto
L e N(AT).

Reciprocamente suponhamos que L € N (A™). Entao existe um semigrupo
S € N tal que S reconhece L. Seja ¢ : AT — S um morfismo e P C S tais

que ¢ }(P) = L. Como S é um semigrupo nilpotente existe n tal que S™ = 0.
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Suponhamos que 0 ¢ P. Consideremos u € A" tal que |u| > n. Podemos

escrever 1 como uj ... u, com u; € AT. A imagem de u por ¢ é 0 uma vez que

plur--un) = p(ur) - - p(un) € 5™

Como p(u) =0 ¢ P tem-se que u ¢ L e, por conseguinte, L é finita.
No caso de 0 € P, utilizando o mesmo raciocinio prova-se facilmente que
AT\ L é finita.

Mostrou-se assim que se L € N (A") entao L é finita ou cofinita. O

Teorema 2.6 Para todo o alfabeto A, K(A") (respectivamente D(A')) €
o congunto das linguagens da forma XA*UY (respectivamente A*X UY)

onde X eY sao linguagens finitas de A™.

Prova: Vamos demonstrar o resultado apenas para IC(A1) uma vez que para
D(A™) se procede de forma andloga.

Seja L = XA*UY onde X e Y sao linguagens finitas de A*. Pelo teorema
anterior, S(Y) € N uma vez que Y ¢ finito e por conseguinte, S(Y) € K.
Falta provar que S = S(XA*) € K.

Seja n tal que X C AS" e u € AT tal que |u| > n. Sejam z,y € A*. Para

toda a palavra v € AT,
ruvy € XA* o zu e XA & zuy € XA".

Conclui-se que uv ~x 4~ u. Assim, ts =t para todos ost € S" e s € S. Em

particular, tomando e € E(5), tem-se e € S™, e portanto vem que
es=e, para todo o s € S.

Conclui-se assim que S(XA*) € K. Como, pela Proposicao 1.39, S(L) <
S(XA*) x S(Y) e as pseudovariedades sao fechadas para divisoes e produtos
finitos, S(L) € K e portanto L € IC(AT).

Reciprocamente suponhamos que L € K(A"). Entao L é reconhecida por
um semigrupo S de K. Existem portanto um morfismo ¢ : At — Se P C S
tais que ¢ !(P) = L. Suponhamos que |S| = n. Como S € K tem-se, pela
Proposicao 1.29, que S™ = SE(S)S = SE(S).
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Seja L =Y UY onde Y é o conjunto das palavras de L de comprimento
menor que n e Y é o conjunto das palavras de L de comprimento superior
ou igual a n. Seja X = {u € A" : Jv € A*, wv € L}. Vamos provar que
Y' = X A*. Comecemos por provar a inclusao Y C X A*. Para tal basta notar

que sao validas as seguintes implicacoes:
weY = w=uww para alguns ue€ A" e vE A*
= ueX eveA*

= we XA

Falta agora mostrar que X A* C Y'. As seguintes implicacoes sao validas:

we XA* = w=uwuv para alguns ue X e ve A*

= p(w) = p(u)p(v)

= @(w) = sep(v) para alguns e € E(S) e s€ S
= p(w) = se

= p(w) = ¢(u).

Note-se que
veX = wve€lL para algum v e A*

= puv) = p(u)

= wu€l

donde se conclui que se w € XA* entdao w € L. Dado que |w| > n, deduz-se
que w €Y', 0 que termina a prova de que XA* C Y.
Mostrou-se assim que L = XA*UY. O

Teorema 2.7 Para todo o alfabeto A, LI(A") € o conjunto das unices das
linguagens da forma X A*Y U Z onde X,Y e Z sdo linguagens finitas de AT .
Alternativamente, LL(A") é também a dlgebra de Boole gerada pelas lingua-

gens da forma uA* e A*u onde u € AT,

Prova: Seja V(A') a algebra de Boole gerada pelas linguagens da forma uA*

e A*u, onde u € AT, Esta prova serd efectuada em 3 passos:
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(1) Vamos estabelecer que toda a linguagem da forma XA*Y U Z onde
X,Y e Z sao linguagens finitas de A*, estd em V(A™).

Sejam u, v palavras de A*.

(i) {u} = uA*\ U uaA* donde todas as linguagens finitas estao em
acA

V(AT),
(1)) uA*v = (UA* N A) \ F onde F ={f e A" :|f| < |u|+ |v|}

donde todas as linguagens da forma X A*Y, com X, Y linguagens
finitas de AT, estao em V(AT).

Logo, conclui-se que, para quaisquer linguagens finitas X,Y,Z C A*,
se tem XA*Y UZ € V(AT).

(2) Ja provamos que K(A™) é o conjunto de linguagens da forma X A*UY
e D(AT) é o conjunto de linguagens da forma A*X UY onde X e YV
sao linguagens finitas de A*. Portanto, uA* € K(AT) e A*u € D(A"),
donde uA*, A*u € LT(A™). Assim V(A1) C LT(AT).

(3) Reciprocamente seja L € LT(A™). Seja S = S(L) esejan = |S|. Como
S € LI tem-se que S™ = SE(S)S = E(S) (note-se que E(S) é o ideal

minimal de S). Sejan: AT — S o morfismo sintdctico de L.

Consideremos uma palavra u € L tal que |u| > 2n. Entao podemos

escrever u da seguinte forma:
u=uazyz com z,y,z€ A" e |z|=|z] =n.
Como S € LI vem que esf = ef para todos os e, f € E(S) e para

todo o s € S. Uma vez que n(z),n(z) € S™ = E(S), sao vélidas as
igualdades:

n(u) = n(x)n(y)n(z)

= n(z)n(w)n(z) para qualquer w € A*.
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Assim zA*z C n~!(n(u)) € L. Por conseguinte, L é uma uniao finita
de linguagens da forma zA*z e de um conjunto finito de palavras de

comprimento inferior a 2n.

Estabeleceu-se assim que todas as linguagens L € LZ(A™) sao unides
de linguagens da forma X A*Y UZ onde X,Y e Z sao linguagens finitas
de AT,

O resultado é agora uma consequéncia imediata de (1), (2) e (3). O

2.3 Pseudovariedades Equacionais

Seja A um alfabeto. Chama-se identidade a um par de palavras u,v € A™,
que representamos habitualmente por © = v. Uma identidade da forma u = u
diz-se trivial.

Diz-se que um semigrupo finito S verifica ou satisfaz uma identidade u = v,
com u,v € AT, e escreve-se S = u = v, se p(u) = p(v), para todo o homo-
morfismo ¢ : AT — S.

Uma classe C de semigrupos finitos satisfaz um conjunto de identidades 3,

e notamos C = X, se
VSeCVu=veX, SEu=no.

Seja ¥ um conjunto de identidades. Denotamos por [X] a classe de todos
os semigrupos finitos que verificam as identidades de X. Prova-se que [X] é

uma pseudovariedade e dizemos que é definida por X.

Definicao 2.8 Uma pseudovariedade V diz-se equacional se existir um con-
gunto de identidades Y. tal que V = [X].

Por exemplo,

e 530 equacionais as seguintes pseudovariedades:

S =[x = x], B:[[szz.iﬁﬂ, Com = [zy = yz], Sl:[[a:QZx, xy = yx].

e G e N nao sao equacionais.
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Ja referimos que nem todas as pseudovariedades sao equacionais. No en-

tanto, todas podem ser definidas ultimamente através de identidades.

Teorema 2.9 (Eilenberg e Schiitzenberger [24]) Uma classe nao vazia U
de semigrupos é uma pseudovariedade se e so se existe uma sucessio (Uy, = Up)nen
de identidades tal que

U={SeS:TFpeN Yn>p, SkEu,=uv,}
Dizemos, nesse caso, que U € definida ultimamente por (u, = v,)nen.

Considerem-se por exemplo as pseudovariedades G e N que nao sao equa-

cionais. Sabe-se que:
G = {SeS:FpeNVWn>p SkEay=yr™ =y}

N = {SeS:peNVn>p, SkEz"y=yx"=2z2"}

Um exemplo de uma sucessao que define G ultimamente é a seguinte
vy =yz, yr =y, x> =y, ya¥ =y, ..., My =y y2M =y,... (keN)
ou seja (ur = Vg )gen €m que
Ugk—1 = ﬂUk!?/, Vok—1 = Z/iUk!, Ugk = yifk!, Vor = Y.

O caso de N pode ser tratado andlogamente.



Capitulo 3
Operacoes Implicitas

A nocgao de operacao implicita assume um papel preponderante no célculo de

supremos de pseudovariedades que constitui o objectivo deste trabalho.

3.1 Teorema de Reiterman

Comecemos por definir operagao implicita.

Definigao 3.1 Seja 'V uma pseudovariedade e seja A = {ay,...,a,} um al-
fabeto finito. Uma operagao implicita A-aria (por vezes também chamada

n-aria) sobre 'V € uma familia m = (ws)sev tal que:
i) para todo 0 S € V, wg: 8" — S € uma funcao,

i1) para todo o homomorfismo ¢ : S — T com S, T € V, o diagrama

sequinte comuta:

ol

T

" ——T

O conjunto de todas as operacoes implicitas A-arias sobre V, que notamos
FA(V) munido da operagao bindria definida por (7p)s = msps para todoo S €
V, é um semigrupo. Quando estivermos interessados na cardinalidade de A,
designa-lo-emos por A,, e designaremos por FAn (V) o conjunto das operagoes

implicitas A,-arias sobre V.

36
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Os exemplos mais simples, apesar de fundamentais, de operagoes implicitas
sao as operacoes explicitas que passamos a definir.

Seja 'V uma pseudovariedade e seja A = {ay,...,a,} um alfabeto finito.
Para cada i € {1,...,n}, a; define uma operagao implicita A-dria sobre V,
chamada a projec¢do sobre a componente i em que, para cada S € V, a fungao

(a;)s : S™ — S ¢é definida por:

(a;)s(S1,-es Sn) = Si.

O subsemigrupo de FA(V) gerado pelas projecgoes denota-se por Fa(V) e os

seus elementos sao chamados operacoes explicitas sobre V.

Exemplo 3.2 Seja V uma pseudovariedade de semigrupos. Se considerarmos
o alfabeto A = {a,b} e a palavra u = aba, entdo para S € Vesy, sa € 5,

podemos definir a funcdo ug : S — S por
us(s1,52) = as(s1,52)bs(51, 52)as(s1, 52) = s15251.
Assim, u define uma operacao implicita sobre V que € também explicita.

Podemos generalizar o exemplo anterior. Dado um alfabeto A = {a, ..., a, }
qualquer e dada uma palavra u = a;,a;, - -~ a;,, € AT, com a;,,ay,...,q;, €
A, entao u define a operacao explicita A-aria tal que, para cada S € V e
S1y..., 80 €8S,

Us(S1y .-y Sn) = SiySiy " Si, -

Além das operagoes explicitas, a operagao implicita que aparece com mais
frequéncia é a que se define de seguida, chamada poténcia-w.

Seja S um semigrupo finito e seja s € S. O subsemigrupo (s) de S gerado
por s é evidentemente finito. Pela Proposicao 1.11, existe um tinico idempo-
tente em (s), representado por s, que é precisamente o elemento neutro do
nucleo de (s).

A poténcia-w é a operacao implicita a* sobre V definida para cada S € V
es €S por

(a¥)s(s) = s*.

Apesar de usualmente ser uma operagao nao explicita, a* (bem como outras

operagoes implicitas) pode, no caso de algumas pseudovariedades, coincidir

com operagoes explicitas sobre V.
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Exemplo 3.3 Repare-se que na pseudovariedade Sl = [2* = x,zy = yx], a

operacao implicita a* € explicita:
VS €Sl Vse S (a”)s(s) =35 =s.
Portanto a* = a em Sl.

Note-se que, sem = (mg)sev é uma operagao implicita sobre V.e W é
uma pseudovariedade contida em V| entao (7g)sew ¢é uma operagao implicita

sobre W que denotaremos por pw ().

Estamos agora em condigoes de estender a nocao de identidade a nogao de
pseudoidentidade.

Chama-se pseudoidentidade a um par (m, p), com , p € FA(V), que repre-
sentamos habitualmente por m = p.

Dizemos que um semigrupo S € V verifica ou satisfaz uma pseudoidenti-
dade = p, com m,p € Fu(V), e escrevemos S =7 = p, se mg = pg.

Uma classe C de semigrupos finitos satisfaz um conjunto de pseudoidenti-
dades ¥, e notamos C = X, se

VSelCVr=peXx, SEm=p

Da mesma forma que para as identidades, se ¥ é um conjunto de pseudo-
identidades sobre V, [X] denota a classe de todos os semigrupos finitos de V
que verificam as pseudoidentidades de 3. Prova-se que [X] é uma pseudova-

riedade e dizemos que é definida por X.

Exemplo 3.4 Algumas das pseudovariedades referidas anteriormente podem

agora ser apresentadas de forma mais simples:

G = [ry=ya=1y]
N = [z¥y=ya¥ =2a"]
LI = [z¥yz® = z¥]

K = [2¥y=2a"]

D = [yz*=2a*]
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Nota: As pseudoidentidades acima podem ser consideradas sobre a pseudo-

variedade S de todos os semigrupos finitos, como é mais habitual.

Como caso particular do estudo das variedades por Birkhoff , sabemos que
uma classe de semigrupos é uma variedade se e s se é equacional. Reiterman,
em 1982, provou um teorema andlogo que enunciamos de seguida no caso dos

semigrupos finitos.

Teorema 3.5 (Reiterman) Seja U uma classe nao vazia de semigrupos fini-
tos. Entdo U € uma pseudovariedade se e so se existe um conjunto ¥ de

pseudoidentidades sobre uma pseudovariedade W contendo U tal que

U=[E]={SeW:Vr=peX SEr=np}

Em F '4(V) pode ser definida uma estrutura topoldgica, conforme o breve
resumo que se segue. Para mais detalhes consultar [5].

Para cada semigrupo S € V, existe uma aplicacao natural

A

g FA(V) — Ssn

T — Ty
que induz uma aplicagao injectiva

ay : Fy(V) — H s5"
SeVo
m — (7]'5)5

onde Vg é um conjunto numeravel que contém um representante de cada classe
de isomorfismo de V. Assim, FA(V) pode ser interpretado como um subsemi-
grupo de []gey, S9"

Consideremos os semigrupos finitos munidos da topologia discreta e o pro-
duto cartesiano [ | SEVo S%" munido da topologia produto. Consideremos ainda

F4(V) como um subespaco topolégico de J] sev, 57 através da aplicagao ary.

Proposicao 3.6 Com as definicoes acima, FA(V) € um semigrupo topolégico

compacto no qual Fa(V) € denso.



CAPITULO 3. OPERACOES IMPLICITAS 40

Seja 1 : F4(V) x F4(V) — Ny U {+00} uma aplicacio definida por
r(m,p) =min{|S|: S €V, g # ps}.

Convenciona-se que min ) = +o0.

Defina-se ainda uma aplicacio d : F4(V) x F4(V) — R tal que

d(r. p) 2™ se r(m, p) é finito
T, p) =
P 0 se r(m, p) = +00

Prova-se facilmente que sao validas as propriedades:
i. d(m,p) =0 seesbse m=p;
ii. d(m, p) = d(p,7);
iii. d(m, p) < maz{d(r,0),d(0,p)};
. d(m0, pr) < maz{d(m,p),d(0,7)};
o que mostra em particular que d é uma ultramétrica.

Proposicao 3.7 ([5]) A topologia anteriormente definida sobre Fa(V) € in-
duzida por d.

A

Proposicao 3.8 ([5]) O espaco métrico (Fa(V),d) é o completado do sub-
espago (Fa(V), d).

Pelo que foi exposto, note-se que uma sucessao (7, )nen de operagoes impli-
citas A-drias sobre V converge para m € F4(V) se e s6 se, para todoo S € V,
s = (m,)s a partir de uma certa ordem, ou seja, se e s6 se a sucessao (m,),

coincide ultimamente com 7 em cada S € V.

Exemplo 3.9 Para cada w € FA(V), a sucessio (m™)nen converge para 7, o

unico idempotente do subsemigrupo de FA(V) gerado por T.
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3.2 Operacoes Implicitas Sobre Algumas Pseu-

dovariedades

O resultado seguinte, que é uma consequéncia imediata do Teorema de Reiter-

man, é muito 1til no calculo do supremo de pseudovariedades.

Proposicao 3.10 Dadas duas pseudovariedades V e W e dadas operacgoes
implicitas m,p € F(S), tem-se que

VVWEnr=pseesiseVErT=peW E7m=p.

Prova: Se V V W satisfaz a pseudoidentidade m = p, entao ¢ trivial que V e
W também a satisfazem.

Reciprocamente, suponhamos que V.V W = [3]. Se VW = 7 = p mas
V VW £ 7 = p, entao existe uma pseudovariedade U tal que

U=[2U{r=p}]J]CVVW

e V,W C U o que é absurdo uma vez que, por defini¢cao, o supremo de V e

W ¢é a menor pseudovariedade que contém ambas. O

Sendo as pseudoidentidades satisfeitas por V V W exactamente aquelas
verificadas por V e W simultaneamente, entao é evidente que uma das es-
tratégias do calculo de supremos consiste em estudar as operagoes implicitas
sobre as pseudovariedades envolvidas. Com este propdsito, estudaremos, em
seguida, as operacoes implicitas sobre algumas pseudovariedades que serao de

grande utilidade mais tarde.

Operacoes Implicitas sobre N

Consideremos a pseudovariedade dos semigrupos nilpotentes, N = [z = 0].

Podemos escreve-la ainda como
N = JN; onde Ny = [a;...ax = 0].
keN

Seja A um alfabeto. Consideremos Ny = [ajas = 0]. Prova-se que o

conjunto das operacoes explicitas sobre A pode ser identificado com o conjunto
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de todas as palavras sobre o alfabeto A de comprimento inferior ou igual a 1
junto com um elemento 0.

Se considerarmos N3 = [ajaza3 = 0] é também facil constatar que F4(IN3)
pode ser visto como o conjunto das palavras sobre A de comprimento inferior
ou igual a 2 e ainda do elemento 0. Iterando este raciocinio conclui-se que
FA(Nyg) é o conjunto das palavras de comprimento inferior ou igual a k — 1 e
de um elemento 0.

Os semigrupos F4(Ny) sao elementos de N e constituem um conjunto de
geradores de N. Portanto, deduz-se que N nao satisfaz nenhuma igualdade
nao trivial, ou seja, Fa(N) = At.

Seja (uy), uma sucessao de Fy(N) = At. Se (uy), converge em F4(N)

entao converge em cada F4(IN;). Temos uma das seguintes situagoes:

e Existe um k& € N tal que (u,), é ultimamente constante e igual a

V= ajay...q; com | < k e aq; € A.

Neste caso,
peN Vn>p, u,=v

e, portanto, (), — v.

e Para todo o k € N, |u,| > k a partir de uma certa ordem, que depende
de k. Duas sucessoes deste tipo sao iguais em F '4(Ny) para qualquer
k a partir de uma certa ordem e portanto convergem para o mesmo
elemento de F '4(IN), que denotamos por 0, uma vez que se trata, de

facto, de um elemento zero.

Conclui-se que F4(N) = A*U{0}, ou seja, Fi4(N) é o semigrupo topolégico
obtido de A" por adi¢ao de um ponto “no infinito” que, em particular, ¢ um
Zero.

A seguinte proposicao sera util na caracterizagao das operagoes implicitas

de pseudovariedades que contém IN.

Proposicao 3.11 Para uma pseudovariedade V de semigrupos, F4(V) € um

semagrupo livre sobre A e um espaco topoldgico discreto se e s6 se N C V.
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Operacoes Implicitas sobre K

J& vimos que a pseudovariedade K dos semigrupos cujos idempotentes sao
zeros a esquerda é definida pela pseudoidentidade z¥y = x*. A fim de estu-

darmos F4(K), vamos escrevé-la como

K= U Ki onde Ky = [a;...ab = ay...ax].
keN

Para cada k € N, consideremos F4(Kj.), o semigrupo formado pelas palavras
sobre A de comprimento inferior ou igual a k, onde o produto de duas palavras
é o mais longo prefixo de comprimento menor ou igual a k£ do seu produto usual.

Dado que N C K, deduz-se da Proposicao 3.11, que F4(K) = A™.

Os semigrupos F4(Kj) geram K e verifica-se que uma sucessao (uy, )nen de
A* converge em Fy(K) se converge em cada F4(K},). Neste caso, temos uma

das seguintes situagoes:
e u, = u, para alguma palavra u e para todo o n suficientemente grande;

e para todo o k € N existe uma palavra u com |u| = k tal que u é prefixo

de u,, para todo o n suficientemente grande.

Podemos portanto identificar os elementos néo explicitos de F4(K) com
as palavras infinitas & direita sobre A. Entdao F W(K) = AT U AN, ou seja, o
semigrupo das operacoes implicitas sobre K é formado por palavras de A% e
por palavras infinitas a direita sobre A. Este semigrupo é munido do produto

induzido do produto sobre AT e uv = u se u € AV,

Operacoes Implicitas sobre D

Como D é a pseudovariedade dos semigrupos cujos idempotentes sao zeros a
direita, o estudo do conjunto das operagoes implicitas sobre D efectua-se de
forma analoga ao anterior. Neste caso, concluir-se-ia que o semigrupo F 4(D)é
formado por palavras de A" e palavras infinitas a esquerda sobre A. O produto

também ¢ induzido do produto sobre AT e uv = v se v € AN
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Operacoes Implicitas sobre LI

Analisemos agora a pseudovariedade dos semigrupos localmente triviais. Ja
afirmamos que LI = [¢¥yz* = 2*]. Também esta pseudovariedade se pode

escrever coo

LI = U LI, onde LI = [ay...agbey...cp = ay...axcq...ck].
keN

Prova-se que uma sucessao (uy), de At converge em Fi(LI;) se e s6 se é
ultimamente constante, ou se todas as palavras de (u,), tém ultimamente o
mesmo prefixo e o mesmo sufixo de comprimento k, para todo o k. Entao
{(w,w") : w e AV, w' € AN} pode ser identificado com o conjunto das
operacdes implicitas ndo explicitas, ou seja, F4(LI) = AT U (AN x A™N). O

produto, para todos os u, ' € AT e todos os (v,w), (v, w') € AN x AN ¢

dado por:
u-(v,w) = (uv,w)
(v,w)-u = (v,wu)
(v,w)(v',w') = (v,w)

Operacoes Implicitas sobre ZE

Consideremos a pseudovariedade ZE dos semigrupos finitos cujos idempotentes
sdo centrais, ou seja, ZE = [a¥y = yx*]. Note-se que o ideal minimo de

qualquer semigrupo de ZE é um grupo.

Definicdo 3.12 Sejo m € FA(ZE) e seja n = |A|. Diz-se que T tem a pro-
priedade do nicleo se para todo 0 S € ZE e s1,...,8, € S, ms(s1, ..., n)
pertence ao nicleo (ou seja, ao ideal minimo) do subsemigrupo < Si, ..., S, >

de S.

Lema 3.13 ([6]) ZE = (zy)* = a¥y*
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Proposigcao 3.14 Seja m € FA(ZE). Entao 7 tem a propriedade do nicleo se
e so se

m(ay,...,a,) = pleay, ..., eay)

onde e = (ay---a,)* para algum p € Fu(G).

Prova: Se 7w(ay,...,a,) = p(eay, ..., ea,) é evidente que m tem a propriedade
do nucleo.

Reciprocamente, seja m = (7g)se zr € suponhamos que 7 tem a propriedade
do nucleo. Seja p =pg(m) = (7s)sea-

Paracada S € ZEecada sy, ..., s, € S, pelo Lema 3.13, f = (s1---5,)% é0
elemento neutro do nicleo de < sy, ..., s, > donde 7(ay, ..., a,) = 7(ay, ..., a,)e.

Consideremos a aplicagao ¢ : S — S, definida por ¢(s) = sf. E trivial
que  é um homomorfismo, isto é, que (s-t)f = sf-tf, para quaisquer s,t € S,
uma vez que os idempotentes sao centrais. Como, por hipdtese, m(sy, ..., Sy)

pertence ao nicleo de < sq, ..., s, >, para todos os si, ..., s, € S, deduz-se que
m(ay,...,a,)e = w(eay, ..., ea,) = pleay, ..., eay).
O

Lema 3.15 Seja S € ZE ¢ |S| = n. Seja v € AT uma palavra e seja a € A

tal que |v|, > n. Tem-se que

S Ev=a“v.
Prova: Sejam s € S e ty,ti,....t, € S'. Consideremos ainda 1, = tost;s...t;,
onde k£ =0,1,...,n. Podem ocorrer duas situagoes:

(I) os 1, sao todos distintos. Neste caso, como |S| = n e r, € S! entdo

para algum k, r, = s*. Vem que
rn = (tost18...g)Stgi1S. .ty
= 7TESlk418.-. Iy
= 5YStp41S...ty
= $Y(8¥stgs1S...tn)

= s“r,
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(II) existem [,k € {0,1,...,n} com k < [ tais que ry = ;. Entao
re=r, = (tost1s...tx)stg15...1
= 7EStg41S...4
= rp(ster1S...ty)(strs18...4)
= rp(stge1s..t)”
= rps“(tgsrs...t)* pelo Lema 3.13
= rpsYsY(tgyrS... )
= rpsY(stgp1s...4)"
= $“rp(strr1s...4)Y porque ZE = [2¥y = ya*]

= s
Em ambos os casos, conclui-se que r, = s“r,, o que prova o resultado. O

Estamos agora em condicoes de apresentar a descricao das operacoes implicitas

sobre a pseudovariedade ZE.
Teorema 3.16 Sejo 7 € Fy (ZE). Entio 7 é da forma

T = wopi(eay, ..., eay )wy...pp(eay, ..., €a, ) wy

onde n < m, cada w; € uma palavra sobre A, \A,, wo,wy podem ser vazias,
e = (aj...a,)¥ e cada p; € Fa,(G).

Prova: Sejaw € Fy, (ZE). Como Fy, (ZE) é denso em Fy (ZE), existe uma
sucessao (vg)x de Al tal que

lim v, = 7.
k—4o00

Consideremos, para cada k e cada i, o numero |vg|,, de ocorréncias de

a; € A,, em cada palavra vg. Para cada i, podem ocorrer duas situacoes:

(I) existe um r € N tal que |vg|,, < 7, para todo o k. Ou seja, a; pode,
por exemplo, ocorrer um nimero s (com s; < r) de vezes para todos

0S V.
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(II) {|vgla, : k= 1,2,...} éilimitado, ou seja, nao existe um limite superior

para |vg|a,, pelo que podemos assumir que |vg|,, > k.

Seja J o conjunto de indices j com a; nas condi¢oes de (II). Retirando de
vy, todos os a; com j € J, podemos assumir (considerando uma subsucessao
de (vg)k, se necessario) que obtemos, para todos os k, a mesma palavra u,

digamos © = wow;...w,. Entao,
Vi — WoUr1W1... Vr Wy

Pela defini¢ao de convergéncia de (vg)x, dado [ € N, existe um inteiro k;
tal que S = m = v, para todo o k > k; e todo S € ZE com |S| < [. Pelo lema
anterior, S = v, = afvg (j € J) para k > [ donde

S Em=uv=ajv, para k> mazx{l,k}.
Consideremos a sucessao oy; = Uk H a‘j“.

jeJ
Seja o = WooE W1 ...0xw,.. Entao, nas condigoes anteriores

SkEo, = wovklwl...vkrwr(n a;-’)r
jeJ
= Uk(H aj)"

jet
Tem-se assim que kEToo 0 = T e, como FAm(ZE) é compacto, podemos
assumir que cada sucessao (o), converge para, digamos, m;. Como cada oy;
tem a propriedade do nicleo (repare-se que nao tinhamos tal garantia para vy ),
entao também podemos garantir que cada m; tem a propriedade do ntcleo.

Pela proposicao anterior vem que
mi(ay, ..., an) = pieay, ..., ea,)

onde e = (ay...a,)* para algum p; € Fu (G). Pelo que cada operacao implicita

sobre ZE é da forma apresentada. O



Capitulo 4

Supremo de Pseudovariedades

4.1 Primeiros resultados

Chegamos enfim, ao tema a que nos propusemos dedicar este trabalho: o
estudo do operador supremo, um dos operadores mais tteis, no reticulado das
pseudovariedades de semigrupos.

Recorde-se que, dadas duas pseudovariedades V e W, o supremo V VW
¢ a menor pseudovariedade que contém ambas as pseudovariedades V e W.

Dadas duas pseudovariedades V e W, definidas por conjuntos de pseudo-
identidades ¥; e Yo, isto é, V = [21] e W = [%,], facilmente se verifica que
VAW =[%;UX;]. O calculo do supremo, porém, é bem mais complexo.

Repare-se que V. N'W ¢ uma pseudovariedade para todos os V e W en-
quanto que V U W ¢é uma pseudovariedade se e s6 se V.C W ou W C V.
Apesar da sua definicao aparentemente simples, o calculo de supremos é pois
um problema bastante dificil e parco de resultados generalizaveis. Os casos
especificos em que se consegue calcular o supremo de duas pseudovariedades
prendem-se sempre com propriedades especificas de cada uma das pseudovar-
iedades envolvidas.

Antes do desenvolvimento da teoria das operacoes implicitas por Almeida
poucos resultados se conheciam. No entanto, apesar de hoje a situagao se ter

modificado, muitos supremos continuam por calcular.

Nos exemplos de calculo de supremos que apresentamos em seguida, uti-

48
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lizaremos essencialmente trés estratégias:

e abordagem estrutural: dadas duas pseudovariedades V. e W e U um
candidato a supremo de V e W, se cada semigrupo de U divide um
produto S x T'com S € VeT € W, entao VV W = U.

e abordagem sintactica: dadas duas pseudovariedades V e W, estudamos
todas as operacoes implicitas sobre uma pseudovariedade U que con-
tenha V e W. A ideia é mostrar que se uma pseudoidentidade sobre

U ¢ satisfeita por V e W entao ela é trivial.

e podemos ainda utilizar o conhecimento das variedades de linguagens

associadas as pseudovariedades cujo supremo queremos calcular.

Exemplo 4.1 Consideremos as sequintes pseudovariedades dos semigrupos

zero a esquerda, dos semigrupos zero a direita e das bandas rectangulares:
Ki=[zy=2], D;=[zy=1vy] e RB = [zyr = 2] = [zyz = vz, 2* = z].

Seja RB o candidato a supremo de Ky e Dy.
Uma vez que Ky e Dy verificam a pseudoidentidade que define RB, vem
que K1 VD1 C RB. Para provar a inclusao contrdaria, precisamos de um lema

que se prova facilmente:

Lema 4.2 Sejam u,v € FA(RB). Entio:

(i) Ky = u=v se e sd se a primeira letra de u € igual a primeira letra de

V.

(1)) D1 = u=v se e sé se a iltima letra de u € igual a dltima letra de v.

Suponhamos entao que Kq,D1 = u =v. Pelo lema anterior, vem que u e
v tém a primeira e a ultima letras iguais. Consideremos u = au'b e v = av'b.
Por definicio em RB

u=au'b=ab=av'b=w.

Seu = a (ouv = a) entao facilmente se verifica que, em RB, u = v. Por
consequinte, RB |=u =v e entdo K; VD; = RB.



CAPITULO 4. SUPREMO DE PSEUDOVARIEDADES 50

Notemos que os supremos de pseudovariedades podem, muitas vezes, calcular-
se usando qualquer uma das estratégias referidas anteriormente. Em seguida,
calcularemos o supremo K V D seguindo as duas tltimas abordagens. Come-
cemos por calcular este supremo utilizando os conhecimentos das operacoes

implicitas sobre as pseudovariedades K, D e LI, ou seja, a abordagem sintdctica.

Seja LI o candidato a supremo de K e D. Como K, D C LI entao é
evidente que K v D C LI.
Sejam m,p € FA(EI) e suponhamos que K, D | 7 = p. Temos uma das

seguintes alternativas:
(I) m=p € AT e, neste caso, é claro que LI 7 = p.

(I) 7 = (v,w) € ANx AN e p = (v, w) € AY x A™N sdo ambas nao
explicitas. Por um lado, px(7m) =v e pk(p) =" e, como K =71 = p,
tem-se v = v’. Por outro lado, D = 7 = p pelo que w = w’ uma vez
que w e w' sao as restricoes de 7 e p, respectivamente, a D. De v = ¢/

e w = w' conclui-se que LI =7 = p e portanto K v D = LI

O célculo deste supremo pode ainda efectuar-se utilizando os conhecimentos

acerca das variedades de linguagens associadas a K, D e LI.

Seja U = KV D. Vamos provar que U = LI. Ja verificAmos que a inclusao
U C LI é imediata.

Para mostrar que £I C U, basta recordar que, para um alfabeto A qual-
quer, uA* A*u € U(AT), pelo que a dlgebra de Boole gerada por aquelas
linguagens estd também contida em U(AT). Por conseguinte, pelo Teorema
2.3, LI C U. Conclui-se portanto que LI = KV D.

Provamos que K V D = LI e também se mostra facilmente que KN D = N.

Tem-se, portanto, o seguinte subreticulado de PgS.
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K/EI\D
N/

4.2 Alguns Supremos da forma GV V

Comecamos nesta seccao por encontrar pseudovariedades da forma G V V,
onde V é uma das pseudovariedades N, LI, K ou D, utilizando a estratégia
estrutural. Note-se que todas as pseudovariedades referidas estao contidas em
LG = [(x¥y¥z*)¥ = 2]. Prova-se que um semigrupo finito S € LG se e s6
se todos os idempotentes de S pertencem ao ideal minimo de S, uma prova
pode ser encontrada por exemplo em [20].

Terminaremos encontrando o que foi talvez o primeiro supremo obtido us-
ando o Teorema de Reiterman: GVCom = ZE. Este supremo foi determinado
em 1988 por Almeida [2].

Supremo G VN

Vamos pois utilizar a abordagem estrutural para mostrar que o supremo GVN
é a pseudovariedade IE = [z = y*]. E imediato que GVN C IE. Para provar
a outra inclusao, consideremos um semigrupo S € IE e o seu ideal minimo J.
Dado que IE C ZE, como ja tinhamos referido antes, J é um grupo. Por outro
lado, recorde-se que S/J é o semigrupo quociente S/0;, definido a partir da

congruéncia de Rees sobre S de nicleo J:
al;b se a=0b ou a,be J.

Como S € LG tem-se ainda que S/J tem [J-classes triviais. Em particular a
sua J-classe minimal é igual a {0} sendo 0 o zero de S/.J. Esta descri¢ao cor-
responde aquela efectuada anteriormente, dos semigrupos nilpotentes, donde
S/J € N.

Considere-se a aplicagao
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o S — JxS/J
v — (2t x)J)
Vamos provar que ¢ é um homomorfismo injectivo.
Sejam x,y € S e suponhamos que p(z) = ¢(y). Entao x/J = y/J e, por
definicao de 07, x = y ou x,y € J. Consideremos o segundo caso. Como x € J,

wtl — 292 = 7 pois 2¢ ¢ a identidade do grupo J. De igual modo, y“*! = y.

w—+1

x
Como, por hipétese, 24! =y tem-se que x = y. Provou-se assim que ¢ é
injectiva.

Resta mostrar que ¢ é homomorfismo. Tem-se que

olxy) = ((xy)t ay/J) e
o@)ely) = (@ /)y y/T) = (@ yth ay/J).

w—+1 w+1, w+1

Logo, o(zy) = ¢(x)p(y) se esése (zy)t = z¥Tly“*!. Ora como z € S e

S € IE tem-se que

(zy)t! = (ay)zy =a“zy e

w+l W w1

vty Yxy’y = a¥ra¥y = a¥x "y = ¥aYry = 2¥xy.

Provou-se, assim, que ¢ é um homomorfismo injectivo de S num produto

directo de elementos de G e N, ou seja provamos que S pertence a G V N.

Supremo GV LI

Para provar que G V LI = [z¥y“z¥ = z*] necessitamos do seguinte lema.

Lema 4.3 Se S € um semigrupo de LG, a equivaléncia H sobre S é uma

congruéncia.

Prova: Seja S um semigrupo de LG. Vamos provar que ‘H é uma congruéncia
esquerda, ou seja, para todos os s,t,a € 5, se s Ht entao as H at. Comecemos
entao por supor que s H t. Podemos assumir ainda que s # t. Como H = LNR

vem que s Lt. Pela Proposicao 1.18, existem x,y € S tais que

rs=1 e yt=s.
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Sao validas as igualdades

s =yt = y(xs) = (yx)s = (yx)’s = (yo)*s.

Conclui-se que Js; < Jiyz)~ €, como todos os idempotentes de S estao no seu
ideal minimo J, tem-se que s € J. De igual modo se mostra que t € J.

Na observagao que segue o Teorema de Green ja tinhamos afirmado que
todas as H-classes de uma J-classe minima sao grupos. Por conseguinte,

wtl ¢ de igual modo, t = t“*!. Por outro lado, vem que as® € J

s=35Ys =35
e s¥ =t¥ ja que sHt.
Finalmente, prova-se [25] que se r,p € J entdao rpRr e rp L p. Logo as =
as*T! = (as*)s € Ryew € at € Rypw = Rye e ainda as, at € Ly = L; = L.
Conclui-se que

as, at € Ryso N L,

donde asH at, o que prova que H é uma congruéncia esquerda. De igual modo
se mostra que H é uma congrueéncia direita, o que conclui a demonstragao do

lema. O

Estamos agora em condigoes de provar que G V LI = [z*y“z¥ = 2*].

E imediato que G V LI C [z¥y“2* = x¥]. Vamos provar a outra inclusao.
Seja S € [z¥y“a¥ = 2*] e seja e um idempotente de S. Sabe-se que H, é
um grupo. Repare-se que [z¥y“z¥ = 2*] C LG e prova-se facilmente que
LI = LGN A onde A é a pseudovariedade de todos os semigrupos finitos
aperiddicos.

Como, pelo lema anterior, H é uma congruéncia, podemos construir o
semigrupo quociente S/H. Assim, as H-classes de S/H sao triviais e portanto
S/H € LI, uma vez que S € LG.

Consideremos a aplicagao

¢ S — H.xS/H

r — (exe,x/H)
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Vamos mostrar que S divide H, x S/H. E imediato que ¢ ¢é injectiva.

Vamos provar que ¢ um homomorfismo. Para quaisquer x,y € S, tem-se

o(ry) = (ewye,xy/H) e
o(x)p(y) = (eve,x/H)(eye,y/H) = ((exe)(eye), vy/H).

Logo o(zy) = ¢(x)e(y) se e s6 se exye = (exe)(eye). A estrutura da

J-classe minimal de S é a seguinte:

e;fg |- Jex;f

ye, g

onde f e g sao os elementos neutros dos grupos H,, e Hy.. Vem que
exf =ex e gye=ye.

Como x € S e S € [z¥y“2* = 2*] sabemos ainda que (fg)? = fgfg =
(fgf)g = fg, donde fg é idempotente. Entdo, dado que fg € H., tem-se

fg=ee
exye = (exf)(gye) = ex(fg)ye = exeye = (exe)(eye).

Donde se conclui que ¢ é um homomorfismo. Provou-se assim que S divide
H. x S/H e portanto que S pertence a G V LI.

De igual forma se prova que
GVK=[z"y"=2"] ¢ GVD = [2°y" = y“].

Supremo G V Com

Tanto os grupos como os semigrupos comutativos tém idempotentes centrais
pelo que a pseudovariedade ZE se apresenta como um bom candidato para

supremo de G e Com.
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Uma vez que ZE satisfaz a pseudoidentidade ¥y = yx*, a descricao das
operagoes implicitas de FAM(ZE) que efectuamos no capitulo anterior é equiv-

alente a que se segue:
Teorema 4.4 Seja 7 € Fy (ZE). Entio 7 ¢ da forma

T = wopi(eay, ..., ea,)wy ... wx_1p(€ay, ..., €ay,)

onde k > 0, n < m, cada w; € uma palavra sobre Ap\A,, wy pode ser a
palavra vazia, e = (ay...a,)”, cada p; € ﬁAn(G) e somente para i = k se pode

ter pi(eay, ..., ea,) = e.
Consideremos agora o seguinte resultado acerca de grupos finitos.

Lema 4.5 Sejam

m = wopi(eay, ..., ean)wy ... wx_1pp(eay, ..., €a,)

Ty = o1(eay, ..., ea,)vy...u_10(eay, ..., eay,)

duas operacoes implicitas sobre ZE da forma descrita no teorema anterior. Se
GEm=meGl}o =1 entio wy = 1.

Prova: Suponhamos que G | m = m e G [£ 0 = 1. Vamos substituir
todas as varidveis ay, ..., a, de m e my por af. Entdo dado que G | af = 1,
de G E m = m deduz-se que G = wy.. w1 = v1...v1_1. Uma vez que G
nao satisfaz nenhuma identidade nao trivial, é valida a igualdade wy...wy_1 =
v1...v;_1, donde é imediato que |wq...wg_1| = |v1...v1_1].

Suponhamos, por reducao ao absurdo, que wy # 1. Por hipdtese, G
nao satisfaz 0y = 1. Logo existe um grupo de permutacoes, digamos S, o
grupo de todas as permutagoes de {1,...,r} e existem by, ...,b, € S, tais que
(01)s, (b1, ..., by) # id.

Sem perda de generalidade podemos supor que

(01)s, (br, .. by) = (; i :>

onde a € {2,...,7}.
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Consideremos agora o grupo de permutacoes S; onde t = r + |vy...v;_1] € 0
cicloe=(a r+1 r4+2 ... t)deS;.

Substituindo em m; e m, todos os aq, ..., a, por by, ...,b,, respectivamente e
todas as letras de wy...wi_1 € v1...v;_1 por ¢ obtém-se permutagoes p; e py de S;.
Como |wows...wg_1| = |v1...v1_1| temos que p; e py sd0 composigoes que incluem
o mesmo numero de ciclos c¢. No entanto, enquanto que em p; o primeiro ciclo
¢ da composicao faz corresponder 1 a 1, em p, a primeira permutacao da
composicao é oy que faz corresponder a 1 o elemento . Continuando este
raciocinio facilmente se conclui que py(1) = s enquanto que p;(1) < s portanto
m # my em S; o que é absurdo. Este resultou de supormos que wg # 1.
Portanto se G = m = m e G £ 01 = 1, entao wy = 1, como querfamos

demonstrar. O

Vamos agora provar que GV Com = ZE bem como a unicidade da factor-

izacao que foi enunciada no Teorema 4.4.
Teorema 4.6 Sejam

m = wopi(eay, ..., ean)wy ... wx_1px(ea, ..., €ay,)
Ty = vor(fb, ..., fbg)vr..u_100(fb1, ..., fby)
duas factorizacoes de operacgoes implicitas sobre ZE da forma descrita an-
teriormente. Se GV Com | m = mg, entio k = I, w; = v;, n = q e
piv1 =0ir1 (1=0,...k—1).
Em particular, GV Com = ZE e a factorizacao dada pelo Teorema 4.4 é
unica.
Prova: E evidente que GV Com C ZE.
Suponhamos agora que G V Com |= 7 = 7y e, por conseguinte, G e Com
satisfazem m; = my.
Suponhamos que a; ¢ {by,...,b,} e consideremos um mondide monogénico
aperiddico M = (s), gerado por s € M, de indice i = |vg...v;_1| + 1.
Vamos substituir em 7 e 9 todas as letras por 1 excepto a; que substitu-

imos por s. Entao, o valor de (7 ) nesse ponto de MIAlL &
1p1(s¥s, ..., s) 1 1pp(s¥s, ..., 8¥) = 1a¥1...1a* = a* =0

No que concerne (m3),, surgem duas situagoes:
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(I) a; nao ocorre em vy...v;_1. Neste caso o valor de (m3) € 1.

(II) ay ocorre r vezes em vy...v;_1. Neste caso o valor de (my)as € a”. Note-se

que r é inferior a 7, donde a” # 0.

Em qualquer das situagoes (m1)a # (m2)p 0 que é absurdo pois M € Com
e Com |=m; = m. O absurdo resultou de supormos que a; ¢ {by,...,0,}.
Com um raciocinio andlogo prova-se que as, ..., a, € {bi,...,b;}. Donde, por
simetria, {a, ..., a,} = {b1,...,b,} e, consequentemente (a;...a,)* = (by...hy)“,
isto é, e = f.

Dado que G |= m = m, a prova pode ser concluida por indugao usando o

lema anterior. O

4.3 Alguns Supremos da forma LIV V

Consideremos a pseudovariedade T = [ab¥c = (ab” ¢)“T!]. Como se pode
verificar G, B, LI, K, D, N e CR, a classe de todos os semigrupos finitos
completamente regulares, sao subpseudovariedades de T, enquanto que Com
e J, a classe de todos os semigrupos finitos em que J ¢ trivial, nao o sao.

Neste capitulo efectuaremos o calculo dos supremos da forma LIV 'V, onde
V é uma subpseudovariedade de T.

Apresentamos, em seguida, alguns operadores no reticulado das pseudova-
riedades relevantes nesta seccgao.

Seja V uma pseudovariedade e seja ¥ um conjunto de pseudoidentidades
que define V. Prova-se [19] que os seguintes operadores estao bem definidos

(ou seja, nao dependem do conjunto ¥ considerado):
o UV = [a* bred? = a¥ bpcd” | = p € X];
o UV = [a¥br = a® bp|m = p € X;
o UV = [nba® = pba” |m = p € X.

Considerem-se ainda os operadores LV, respectivamente £;V, L,V defi-
nidos pelo conjunto de todas as pseudoidentidades que se obtém de ¥ subs-

tituindo cada variavel b por a“ ba” , respectivamente a“ b, ba” . Por exemplo,
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LICR = [a*b = (a?b)*™'] e L,CR = [ba® = (ba*)“T']. Este operador

permite-nos caracterizar a pseudovariedade T de forma alternativa:
T =L,CRNL,CR.

A inclusao de T em £,CR N L, CR é evidente. Reciprocamente £;CR N
L, CR satisfaz

ab” c = (ab” ) e = (ab)¥ ab® c = ((ab®)* ab” c)*** = (ab” c)“ T,

0 que prova a inclusao contraria.

Antes de apresentarmos o teorema principal desta seccao sao necessarios

os seguintes resultados.

Lema 4.7 ([19]) Sejam 7, p € Fo(S)\At. Se LI (respectivamente K, D)
satisfaz a pseudoidentidade ™ = p, entdao existem o, 0, x,y € FA(S), com o,0 ¢

AT tais que m = oxf e p = oyb (respectivamente m = ox e p = oy, ™ = 26 e
p=uyb).

Lema 4.8 ([5]) Seja V uma pseudovariedade de semigrupos e sejam € Fa(V)\AT,

Entao existem my, o, m3 € Fa(V) tais que m = mymyms.

Como nos propusemos no inicio desta sec¢ao, apresentamos em seguida o
resultado que nos da os supremos da forma LIV V, onde V é uma subpseu-
dovariedade de T.

Teorema 4.9 ([19]) Seja V uma subpseudovariedade de, respectivamente,
LICRNL,.CR, L,.CR ou L,CR. Entao, tem-se respectivamente,

LIVV = UVNnLCRNL.CR

KvvVv = UvncL.CR

DvV = UvVncLCR.
Prova: Efectuaremos a prova apenas para a pseudovariedade D uma vez que
as outras sao analogas. E trivial que DVV C UV N LCR. Reciproca-

mente, suponhamos que D V'V = 1 = p. Entao verifica-se uma das seguintes

alternativas:
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(I) m=p € AT e, neste caso, é claro que U, VN L,CR | 7 = p.

(II) m e p sdo ambas nao explicitas.

No 1ltimo caso, como D |= 7 = p, pelo Lema 4.7, existem 0, z,y € ﬁA(S),
com 0 ¢ AT tais que 1 = z6 e p = yf. Por outro lado, § ¢ AT estd nas
condi¢oes do Lema 4.8, donde 0 = 6,60503 para alguns 6y, 6,, 65 € FA(S).

Assim, £;CR satisfaz as seguintes igualdades:

™ = 1’9193}93
= 3391((93)93)“)4_1
= 1'0193)93(95)93)00
= x0(6505)"
= m(0505)"
De igual modo se mostra que p = p(6563)“.
Por tltimo, como V |= 7 = p, resulta da defini¢ao de U, V, que U,V satisfaz

m(0503)” = p(6303)”.

Conclui-se que

UV NLCR Er=m(0505) = p(0503)° =p

O seguinte corolario permite simplificar o resultado anterior.

Corolario 4.10 ([19]) Seja V = [X] uma pseudovariedade tal que V C
L,ICRNL,CR. Entao

LIVV = [a“md* = a“pd’|m =p e X]NLCRNL.CR
KVvV = [en=aplr=peX]NLCRNL.CR
DVV = [rd = pd*lx = pe ] N LCRNL,CR.
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Prova: Vamos demostrar o resultado apenas para D.
Seja W = [rd” = pd“|r = p € X]. E trivial que DVV € WNL,CRNL,CR.
Uma vez que ja provamos que DV'V = U,V N L,CR, s6 falta estabelecer que
WnNnL.CRCUV.

Seja m = p uma pseudoidentidade de 3. Temos que L,CR satisfaz

mba® = 7(ba?)* ! = 7(ba*)*ba* .

De igual modo, £,CR [ pba® = p(ba®)*ba®. Como W | m(ba*)“ba® =
p(ba®)¥ba”, tem-se que W N L,CR = 7wba® = pba®. Deduz-se assim que
W N L.CR CU.V, como queriamos demonstrar. O

J& referimos que B = [a = a?] é subpseudovariedade de T. Entao, pelo

resultado anterior, temos os seguintes supremos:
LIVB = [a“be* = a“b*c* ,a“b = (a¥b)?, ba” = (ba*)?]
( w)2

KVB = [a“b=a“b? a*b= (a“b)? ba® = (ba*)?]
(b7

DVB = [ba¥ =b*a?,a*b= (a“b)?, ba®

Repare-se no caso do supremo KV B. Esta pseudovariedade satisfaz a“b =
a“b®. Substituindo b por a*b vem que a“(a“b) = a“(a“b)?, ou seja, a*b =
(a“b)?. A segunda pseudoidentidade torna-se pois redundante. Dualmente,
ba® = (ba*)? é consequéncia de ba* = b*a®.

Obtemos simplesmente

KVB = [a“b=a“b? ba* = (ba*)?]
DVB = [ba* =b%*a¥,a*b = (a“b)?].
Uma vez que CR também é subpseudovariedade de T, podemos deduzir

ainda os seguintes supremos

LIVCR = [a®bc® = a*b* ¥ a%b = (a¥b)* T, ba® = (ba*”)* 1]
KVCR = [a*b=a*b*" a¥b = (a*D)“ ! ba* = (ba* )]
DVCR = [ba* =0b""a* a®b = (a*D)“T! ba* = (ba*)T!].
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Também estes supremos podem ser apresentados de forma mais simples.

Basta notar que

(I) provdmos, no inicio da secgao que as pseudoidentidades a*b = (a“b)“T!
e ba* = (ba”)**! podem ser substituidas pela pseudoidentidade ab*c =

(abwc)erl :

(II) Como K V CR [ a“b = a*b*! entao, substituindo b por a“b, vem
que a*(a*b) = a*(a*b)**!, isto é, a“b = (a“b)*T!. Dualmente para

D Vv CR.

Obtemos assim
LIVCR = [a¥bc® = a®b* T c?, abc = (ab¥c)T!]
KVCR = [a*b=a“b*" ba” = (ba*)“T!]
DVCR = [ba* =0b0""a* a%b = (a*b)“].



Capitulo 5

Desenvolvimentos

Ja tivémos oportunidade de referir que, apesar da sua definicao simples e
natural, pouco se sabe do supremo de pseudovariedades em geral, mesmo em
certos casos em que estas sao bem conhecidas.

Alguns supremos podem ser encontrados explicitamente. Apesar de se
conhecerem poucos métodos, a teoria das operagoes implicitas, desenvolvida
por Almeida, contribuiu para alguns avangos nos calculos onde as estratégias
algébricas falhavam. E o caso do supremo G V Com, que descrevemos no
capitulo anterior. Outro exemplo classico é o calculo de RV L, o supremo das
pseudovariedades dos semigrupos R-triviais e L-triviais. Almeida e Azevedo

[7] mostraram que
R VL = [(zy)*z(z2)" = (vy)*(z2)"].

Muitos mais resultados acerca de supremos de pseudovariedades foram
provados depois destes.
Para a pseudovariedade Com dos semigrupos comutativos, Almeida [2, 5]

provou as seguintes igualdades

LIV Com = Perm = [z¥yzt¥ = a¥zyt¥]

KVCom = Lcom= [2"yz = 2“2y
DV Com = Rcom = [yzz* = zyz]
NVCom = [z¥y=yz* ayz=2a"zy] = ZEN Lcom-
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Se V é uma das pseudovariedades LI, K, D ou N temos ainda o seguinte
resultado cléssico:

VVAb=VV(GNCom)=(VVG)N(VVCom).

onde Ab é a pseudovariedade dos grupos abelianos.

Seja MN, a pseudovariedade gerada pelos mondides M nos quais cada
idempotente de M \ {1} é um zero. Almeida[5] e Azevedo[15, 16] efectuaram

ainda os seguintes calculos.

KVMN = [z¥y*z=2%2y°, 2% = 2]
KvJ = [a*z(y2)® = a¥z(zy)?, 2 = 2¥ ]

LIV ] = [a“b(cd)?ef® = a®b(dc)*ef*, a® = a*T1].

Azevedo e Zeitoun [17] usando métodos combinatérios, algébricos e topoldgi-
cos, calcularam supremos envolvendo as pseudovariedades G e D e ainda MK,
a pseudovariedade gerada pelos mondides M nos quais cada idempotente de

M\ {1} é um zero a esquerda.

MKV G = [zvya® = 2¥y]
MKV D = [a¥yavztY = oyt a¥ = a¥ ]

MKVDVG = [z¥yzztY = z¥yzt¥].

Muitas vezes, apenas se consegue provar que o supremo de duas pseudo-
variedades é finitamente baseado, isto é, que é definido por um nuimero finito
de pseudoidentidades. Almeida [3], por exemplo, provou que todas as pseudo-
variedades comutativas sdo finitamente baseadas. Por outro lado, Volkov [31]
e Trotter e Volkov [29] deram exemplos de supremos que nao sao finitamente
baseados:

Teorema 5.1 Seja Ay o semigrupo sintdctico de (a + b)*a*(a + b)*. Seja V
uma pseudovariedade que contém As e seja H uma pseudovariedade nao trivial
de grupos. Entao HV V nao € finitamente baseado.

Em particular, AV G ndo é finitamente baseado.
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Teorema 5.2 Para qualquer pseudovariedade V entre J e A e qualquer pseu-
dovariedade de grupos nao abelianos H, o supremo V V H nao € finitamente

baseado.

Na maioria dos casos nao conhecemos nada acerca da base de pseudoidenti-
dades que descreve determinado supremo e este é um dos principais problemas
no que diz respeito as pseudovariedades. O outro problema que ocupa os

investigadores ¢ a decidibilidade.

Definicao 5.3 Seja V uma pseudovariedade. A pseudovariedade 'V diz-se
decidivel se existir um algoritmo que, dado um semigrupo S qualquer, permita

decidir se S pertence a V.

Se uma pseudovariedade V é finitamente baseada e as pseudoidentidades
que definem V podem ser testadas em todos os semigrupos finitos, entao V
é decidivel. Pode ainda dar-se o caso de uma pseudovariedade finitamente
baseada nao ser decidivel. Veja-se em [6] o caso de Abgq, a classe dos semigru-
pos finitos que sao grupos abelianos cuja ordem é produto de elementos de @),
um conjunto nao recursivo de primos.

No entanto, ha pseudovariedades que nao sao finitamente baseadas e sao
decidiveis. Zeitoun [34] provou que o supremo JV B é um exemplo de tal
pseudovariedade. Trotter e Volkov[29] mostraram que o supremo J V G nao
¢ finitamente baseado mas Almeida, Azevedo e Zeitoun [8] provaram a sua
decidibilidade.

Azevedo [15] calculou o supremo de subpseudovariedades de B com sub-
pseudovariedades de G. O reticulado Ps(V V W) pode, por vezes, ser decom-
posto no produto directo Ps(V) x Pg(W). O autor deu um exemplo desta

decomposicgao:

Teorema 5.4 Seja U = [(zy)¥ = 2¥y*, 2T = z] e sejam ¢ e ¢ definidas
por
(;5 : Ps(U) — Ps(G) X Ps(B)
\% — (VNG,VNB)
’;D : Ps(G) X Ps(B) E— Ps(U)
(H,P) +—  HVP
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Entao, ¢ e v sao isomorfismos mutuamente inversos.
Em particular, GV B = U e se V C U, entao V € decidivel se e so se
VNG € decidivel.

A interseccao finita de duas pseudovariedades decidiveis é, obviamente de-
cidivel. Porém, com o supremo o mesmo nao ocorre. Surpreendentemente,
Albert, Baldinger e Rhodes [1] mostraram que o supremo de duas pseudova-

riedades decidiveis pode nao ser decidivel.

Teorema 5.5 E possivel encontrar um conjunto de pseudoidentidades ¥ tais

que o supremo [X] V Com nao € decidivel.

Os investigadores tentaram entao definir propriedades mais fortes do que a
decidibilidade. Em 1997, Steinberg e Almeida introduziram a nocao de man-
sidao com o objectivo de provar a decidibilidade de produtos semidirectos de
pseudovariedades. De facto, em [13], pensaram mesmo ter conseguido provar
que o produto semidirecto iterado de pseudovariedades mansas seria decidivel.
Infelizmente a prova de tal resultado baseava-se num resultado de 1995 cuja
validade foi posta em causa e ainda nao foi demonstrada.

Hoje conhecem-se muitas pseudovariedades que se sabe serem mansas, no

entanto, muitas outras bem conhecidas continuam a ocupar os investigadores.

e G é mansa [14];

e K e D sao mansas [11];
e Ab é mansa [9];

e LSI é mansa [22];

e A é mansa (resultado apenas anunciado por Rhodes);

No que diz respeito ao operador supremo do reticulado das pseudovarie-
dades, provou-se, para alguns casos particulares, por exemplo JV G [28], que o
supremo de pseudovariedades mansas é ainda manso. No entanto, um resultado
genérico que permita afirmar que se duas pseudovariedades forem mansas entao

o supremo delas ainda é manso e, por conseguinte, decidivel ainda nao foi



anunciado. Muito recentemente, Almeida, Costa e Zeitoun [10] estabeleceram
a mansidao de supremos da forma V VW onde V é uma subpseudovariedade

de J ou a pseudovariedade R. Em particular, demonstraram que os supremos

RV Ab, RV G e RV CR sao decidiveis.
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Apeéendice A

Lista de Pseudovariedades

A = [azvt = 2v]

Ab = [z¥ =12y =yz]

B = [z*=1]

Com = [zy=yx]

CR = [z =2]

CS = [(z¥ya¥)¥ = 2%, 2T = 7]
D = [yz¥ = 2¥]

D, = [zy=4]

G = [ry=yr=y]=[=1]
I = [z =4l

IE = [ =y"]

Inv = [2¥y* = y“2]

J o= [ = a2 (ay)? = (ye)”]
K = [z¥y = a¥]

Ky = [ay=4]

L = [yl = (zy)]
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Leom = [2¥yz = 2¥2y]

LG = [(z¥y“zv) = a¥]

LI = [z¥ya® = a¥]

MK = [zvyx = 2¥y]

MN = [z¥y = ya*, 2T = 2]
N = [y =ya¥ =a*] = [2* = (]
Perm = [az¥yzt¥ = a¥zyt¥]

R = [(zy)“z = (zy)“]

RB = [azyx =1]

Rcom = [yza* = zyz¥]

S = [z =1x]

Sl = [2? = 2,2y = yx]

T = [ab¥c = (ab¥c)“ ]

ZE = [z¥y = ya¥]
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Apeéendice B

Tabela para o calculo de V vV W

v | G]A] R |L| J JNnInv | N [ K |[ D]z
A A A A A A A A A A
R R Vs R R R R
L L L L L L
J J J J Ve | V7 | Vg
JNInv JNInv JNInv
N N K D LI
K K LI | LI
D D LI
LI LI
Sl
B
Ky
D,
LI
Ab (*) [10] (*) [8]
RCom
LCom
Perm
Cs ORE
CR () [10] Vg | Vio| Vi1 | Vi
MK V13 V14
MN (*) | Vis
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Vv S1 B Ki; | Dy |LI; | Ab | Com | Rcom | Lcom | Perm
G Vie Vi Vig | Vig | V2o | G ZE
A A A A A A
R R R | a) | a)
L L a) L | a
J J (*), (**) [31] V21 V22 V23 b) b) b) b)
JNInv || JNInv
N Vay Va5 Va6 | Va7 | Rcom | Lcom | Perm
K Vzg V29 K b) b) V30 LCom Perm LCom Perm
D V31 V32 b) D b) V33 RCom RCom Perm | Perm
L1 V34 Vs LI | LT | L1 | V3¢ | Perm | Perm | Perm | Perm
S1 S1 B V37 V38 V39 V40 Com RCom LCom Perm
B B B B B
Kl K1 LIl LIl C) Perm
D, D; | LI | ¢ Perm
LI, LI; | ¢ Perm
Ab Ab | Com | Rcom | Lcom | Perm
Com Com | Rcom | Lcom | Perm
Rcom Rcom | Perm | Perm
LCom LCom Perm
Perm Perm
CS
CR
MK
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Vio
Vi
Vi
Vis
Via
Vis
Vie
Vir
Vis
Vig
V2o
Va1
Vao
Va3
Vaq
Va5

Var
Vag
Vao

Vi1
V32

[ = y*] ver sec 4.2

[x“y~ = 2¥] ver sec 4.2

[y¥a® = x¥] ver sec 4.2

[x“y“z¥ = 2] wver sec 4.2

[(zy)*z(22)” = (zy)*(22)*] [15]

[a¥2(y2)” = a“x(zy)*, 2 = 22+ [5]
[(y2)“za® = (2y)“za®, 2 = 2] [5]
[a“b(cd)“ef = a“b(dc)“ef*, a* = a“*'] [16]
[[(ab)w+1 — aw+1bw+1]] [5]

[a“b = a“b“HL ba¥ = (ba*)“ 1] wver sec 4.3
[ba® = b*t1a®, a¥b = (a“b)“ 1] wver sec 4.3
[a“be” = a“b* 1 ab¥c = (ab¥c)“ 1] ver sec 4.3
[x“yz® = 2¥y] [17]

[a“ba®cd” = a“bed”, a® = a*T1] [17]

[a“b*c = a“cb*, a¥ = a*T'] [5]

[(zy)” = a¥y” = (yz)*, 2% = 2] [5]
[(zy) = a¥y”, 2 = 2*+1] [5]

[zy” = 2] [32]

[yr =] 32

[xy“zY =z = x¥y“x] [32]

[2(y2)* = x(zy)”, 2! = 2] [32]

[(y2)*a = (zy)“x, 24" = 2] [32]

[z(y2)“t = z(zy)“t, 2T = 2] [32]
(NVB)NZE [31]

[#*y = (zy)* = 2y~] [33]

[2¥ =y, 2y = ya¥, 2¥yz = 2¥2y] [5]

[y = ya*, 2+t = 2] [12]
(KVB)NLcom [31]

[z¥y = 2¥y?, 2y~ 2 = (2y“2)?] ver sec 4.3
[x“y” = a¥, a¥yz = a¥zy] [15]
(DVB)NRcom [31]

[yz“y = y?a¥, 2y~ 2 = (2y“2)?] ver sec 4.3
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& o
(=] [S)} =
[ .

s 5
I

[z9y =y, yza® = zya“zy] [15]
(£IV B)NPerm [31]

[vy“z = (zy~2)?] ver sec 4.3
[x“y” = a¥, a¥yzt¥ = x¥2yt*] [15]
[ryz = v2y,2? = 2] [32]

lyzz = zyx, 2 = z] [32]

[ryzz = zzyx, 2% = 2] [32]

[ry = yz, 2 = ] [32]

(*) Estas pseudovariedades sao decidiveis.

(**) Estas pseudovariedades nao sao finitamente baseadas.

a) Estas pseudovariedades sao apenas conjecturas [32]:

RvD;
LVK;
KvVvD;
D VK,

= RVLI = [(zy)¥zz = (zy)¥z]
= L VLI = [zz(yx)* = z(yx)“]
= KVLI; = [2¥yz = 2¥7]
= D VLI = [zya® = za*]

b) ver Azevedo [16].

c) Seja Ab a pseudovariedade de todos os mondides cujos subgrupos pertencem

a Ab.
AbvVv D,

Ab Vv K;
Ab Vv LI

= (GVvD;)NAb
= (GVK;)NnAb
= (G\/LII)QE
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