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Resumo

O estudo aqui descrito centra-se numa investigagéo sobre intuiges em
Combinatéria desenvolvidas por alunos dos 12% ano de escolaridade antes de
terem passado por qualquer experiéncia de ensino formal do tema.

No estudo participaram 38 alunos de duas turmas do 12° ano, com a disciplina
de Matematica, e foi utilizado um questiondrio como instrumento de recolha
de dados. O questiondrio contemplava cinco questdes, envolvendo as seguin-
tes operagbes combinatérias: permutagdes simples e com repetigao, arranjos
simples e com repetigao e combinagdes simples.

Dos resultados do estudo, pode concluir-se que os alunos que parti-ciparam no
estudo tém intuigdes combinatérias muito limitadas em todas as operagdes
estudadas, destacando-se apenas o caso em que estd envolvido um pequeno
nimero de elementos e onde uma estratégia de enumeragdo permitiu aos alu-
nos chegarem 2 resposta correcta. De entre as operagdes combinatrias estuda-
das, em termos globais, os alunos obtiveram resultados ligeiramente melhores
nos arranjos com repetigdo e piores nas combinagdes simples.

6l



DuLciNEia NUNES SiLva, José ANTONIO FERNANDES E ANA JACINTA SOARES

Introducio

Os problemas de Combinatoria interessaram a0 Homem desde quase o inicio
da sua existéncia, tendo este dominio do saber vindo a desenvolver-se em di-
versas culturas através de diferentes tipos de problemas ao longo do tempo.

Actualmente assistimos a um desenvolvimento da Combinatéria para o
qual tem sido muito importante o papel do computador na sistematizagdo e
resolucao de problemas por métodos exaustivos.

Segundo Ribnikov (1988, citado em Roa, 2000), a analise combinatdria
¢ um dos niicleos centrais da matematica discreta que estuda os conjuntos dis-
cretos e as configuracdes que se podem obter a partir dos seus elementos medi-
ante certas transformagdes que originam trocas na estrutura ou na composicao
dos mesmos conjuntos.

A Combinatéria € incontestavelmente um dominio privilegiado do ensi-
no da matematica (Glaymann & Varga, 1973), aplicando-se também nas mais
variadas areas cientificas.

Em Portugal, tal como em Espanha (Batanero, Godino & Navarro-Pelayo,
1994), o ensino da analise combinatéria estd um pouco esquecido nos progra-
mas da disciplina de Matematica. No caso de Portugal, os alunos tém o seu
primeiro contacto com este contetido somente no 12° ano, na disciplina de
Matemdtica, e estd apenas associado ao calculo de probabilidades. Mas a
Combinatdria, para além da matematica, tem também numerosas aplicagdes
tedricas e praticas noutras areas, como por exemplo na geologia, na quimica,
na informatica, etc.

Talvez por este contetido ndo estar presente anteriormente em nenhuma
disciplina, a analise combinatéria € considerado um tema dificil, quer pelos
alunos quer pelos proprios professores. As dificuldades destes tltimos na
leccionagdo desta tematica explica o facto de o ensino se limitar, na maioria
das vezes, a exposigao de férmulas e 2 sua aplicagdo na resolucio de exercici-
os, algo que contraria as recomendagdes do National Council of Teachers of
Mathematics (1991).

Para Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) ha duas etapas funda-
mentais a percorrer para tornar mais facil a aprendizagem da Combinatéria: com-
preender a natureza dos erros dos alunos quando resolvem problemas com-
binatorios e identificar varidveis que podem influenciar as suas dificuldades.

Neste contexto, com esta investigac¢o pretendeu-se identificar e carac-
terizar as dificuldades e os erros de alunos do 12° ano na resolucao de uma
série de problemas combinatérios simples. Apesar de haver diferentes tipos de
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problemas combinatérios, nos casos mais simples € possivel obter directamen-
te um método de contagem.
Mais especificamente, neste estudo procurou-se responder as trés se-
guintes questoes de investigacao:
~ Que tipo de dificuldades apresentam alunos de 12° ano na resolugao
- de problemas combinat6rios?
— A operagio combinatéria implicita no enunciado dos problemas re-
percute-se no nivel de dificuldade com que os alunos os resolvem?
— O ntimero de elementos (objectos ou pessoas) envolvidos nos proble-
mas combinatérios influencia o nivel de dificuldade com que os alu-
nos os resolvem?

Enquadramento teérico

Nesta secgo iremos referir-nos a resultados de vérios estudos, especialmente
relacionados com o presente trabalho, a partir das trés tradigoes de investiga-
¢ao lideradas por Jean Piaget, Efraim Fischbein e Carmen Batanero.

Investigagoes de Piaget

Piaget e seus colaboradores efectuaram indimeras investigacoes sobre a influ-
éncia do raciocinio combinatério no desenvolvimento do pensamento formal.
Segundo Piaget ¢ Inhelder (s/d), a capacidade combinatéria é uma componen-
te fundamental do raciocinio formal. Para estes autores, o raciocinio hipotéti-
co-dedutivo opera através das operagdes combinatérias que se aplicam sobre
um conjunto de possibilidades que devem ser examinadas ¢ enumeradas até se
chegar a uma conclusao. Atingido o periodo das operagdes formais, 0s adoles-
centes descobrem espontaneamente procedimentos sisteméticos de enumera-
¢ao e de contagem combinatéria.

“Tudo se passa como se as operagoes combinatdrias constituissem um esquema opera-
tério muito geral a partir de um certo nivel de desenvolvimento (IIIA): um esquema, isto
é, uma maneira de proceder ou um método, que ¢ adoptado espontaneamente na ausén-
cia de decisdo consciente ou explicita, ou empregue intencionalmente em presenga de
problemas cuja solugdo exige um quadro sistemdtico de combinagdes.” (Inhelder &
Piaget, 1976, p. 234)

. Seguidamente, descrevem-se as principais conclusées que Piaget ¢
Inhelder (s/d) obtiveram através das suas investigagdes relativamente a cada
uma das operagdes combinatérias seguintes: combinagdes, permutagoes € ar-
ranjos.
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Combinagées

Comecemos por recordar que uma combinagdo de n objectos dados, tomados
p ap, é uma sequéncia nao ordenada constituida por p elementos escolhidos de
entre os n objectos disponiveis.

Passemos agora a descrigdo da tarefa apresentada aos sujeitos: — Colo-
caram-se em cima de uma mesa diversos montes de fichas — um monte de
fichas brancas, um outro de fichas vermelhas, etc., e pedia-se & crianca que
construisse o maximo de pares de fichas com cores diferentes, ndo se repetin-
do do ponto de vista das cores escolhidas (em certos casos admitiam-se pares
com as mesmas cores: azul-azul, etc., outras vezes excluiam-se).

A partir desta tarefa, os autores extrairam as seguintes conclusoes: no
decorrer do estadio I (pré-operacional, dos 4 aos 7 anos, em média), a crianca
s6 chega a uma descoberta empirica das combinagdes, sem sistema e por sim-
ples tentativa; no decorrer do estadio Il (operacional concreto, dos 7 aos 11
anos) ha uma procura de um sistema, assim como a determinagéo das probabi-
lidades que marca nesse nivel o inicio de uma quantificacdo sistemética; e no
estadio III (operacional formal, a partir dos 11-12 anos) a crianga consegue
combinagbes metddicas e completas, apés uma repeticao.

Segundo os autores, 0 motivo para se ter de esperar pelo estadio III para
que se consiga construir o sistema de todas as combinagdes possiveis duas a
duas, no caso de n elementos, é a necessidade de coordenar entre si duas ope-
ragdes distintas, a seriacdo e a correspondéncia, numa tinica operagao, e esta é
uma capacidade que s6 se adquire neste estadio.

Permutacoes

Como sabemos, uma permutagio de n objectos € uma sequéncia ordenada cons-
tituida pelos n elementos correspondentes aos n objectos disponiveis. Nesta
situacio, nao se esperava que as criangas fossem capazes de descobrir a for-
mula matematica ou todas as permutacdes quando se tem um niimero elevado
de elementos. O objectivo das investigacdes destes autores, acerca da opera-
¢ao de permutagio, era que as criangas fossem capazes de achar um sistema
que, para pequenas quantidades de objectos, garantisse que nao se esqueciam
de nenhuma das permutagbes possiveis. Do ponto de vista das intui¢des, o que
interessava era que descobrissem o mecanismo operatdrio.

A tarefa apresentada aos sujeitos consistiu na seguinte situagao: — Duas
pessoas que passeiem uma ao lado da outra podem estar de duas maneiras: AB
ou BA. Seguidamente, pedia-se que efectuassem a mesma operagdo com fi-
chas de 2 cores, 3 cores € 4 cores.
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Os resultados obtidos nesta tarefa podem incluir-se nos trés estiadios
habituais: no estadio I verifica-se uma auséncia de sistema, no estadio II assis-
te-se-a uma descoberta parcial dos métodos e no estddio III ha uma descoberta
progressiva da lei de formagao. Porém, contrariamente ao mecanismo das com-
binagdes, adquirido por volta dos 12 anos, o das permutagGes nao se completa
antes dos 15 anos. A descoberta das permutacdes € mais tardia do que a das
combinagdes. A razao €, sem divida, o facto de as combinagdes consistirem
simplesmente em associagdes efectuadas segundo todas as possibilidades, en-
quanto as permutagdes, muito mais numerosas, implicam o estabelecimento
de uma relagio segundo uma espécie de sistema mével e reversivel (transfor-
magéo da ordem a partir de elementos iniciais varidveis). Assim, a capacidade
de realizar sistematicamente as permutacoes € préprio das operacdes formais,
ja que para além da troca de ordem, que € em si mesma uma operagao concreta,
a multiplicagdo de trocas de ordem € uma operacéo sobre outra operagao, ou
seja, uma operagao de segunda ordem.
Arranjos
Um arranjo de n objectos dados, tomados p a p, € uma sequéncia ordenada
constituida por p elementos escolhidos de entre os n objectos disponiveis. As-
sim, 0s arranjos sao uma sintese das operagdes de combinagdo e permutagao.
De facto, nos arranjos de dois termos A e B, tomados dois a dois (AA, AB, BA
e BB), intervém simultaneamente combinacdes (AA, BB e AB) e permutagdes
(AB ¢ BA). O estudo dos arranjos ndo permite apenas tirar conclusoes relati-
vamente ao desenvolvimento das operagdes combinatérias, mas também rela-
tivamente ao progresso da ideia do acaso e sua relagdo com os arranjos.

Actarefa apresentada aos sujeitos consistiu na seguinte situagao: — Apre-
sentou-se um jogo com 78 cartas, sendo 26 cartas com o algarismo 1, 26 cartas
com o algarismo 2 e 26 cartas com o algarismo 3. Para as criancas que ainda
ndo tinham conhecimento dos niimeros, o contetido das cartas foi substituido
por figuras. Neste dltimo caso, foram usadas 26 cartas com locomotivas (subs-
titufa o algarismo 1), 26 cartas com carruagens de passageiros (substituia o
algarismo 2) e 26 cartas com carruagens de mercadorias (substituia o algaris-
mo 3). Um distribuidor permitia retirar, de uma s6 vez, duas cartas do conjunto
das 78 cartas.

Os resultados obtidos enquadram-se nos mesmos estadios que foram
obtidos no caso das permutag¢des e das combinagdes: por volta dos 7-8 anos
(estadio I), nao ha arranjo sistematico nem compreensio de mistura. Os sujei-
tos procedem por simples tentativa, sem suspeitar da existéncia de um sistema.
Dos 7-8 anos até aos 11 anos (estadio II) observou-se um comego de sistema-

'
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tizagao das operages e um principio da compreensao do acaso, mas sem gene-
ralizagdo para os grandes nimeros. Por volta dos 11-12 anos, em média (esta-
dio III), as operagdes sao efectuadas sistematicamente e hd uma apreciagao da
compensagao dos arranjos fortuitos no caso de nimeros grandes.

Como conclusdo, segundo Piaget e Inhelder, € durante a etapa das ope-
racoes formais que a crianga adquire a capacidade de usar procedimentos sis-
tematicos que lhe permitem a obtengéo de combinagdes, permutagdes ¢ arran-
jos de um determinado niimero de elementos. Podemos, portanto, afirmar que
& também neste momento que tem lugar a compreensao por parte da crianga
das operagdes combinatérias citadas (Roa, 2000).

Investigacées de Fischbein e seus colaboradores

Segundo Fischbein (1975), as operagoes combinatdrias representam algo mui-
to mais importante do que um ramo da matematica. Representam um esquema
tdo geral como os esquemas da proporcionalidade ou da correlagao, que emer-
gem simultaneamente depois dos 12-13 anos.

Por outro lado, devido 2 relagdo intrinseca entre a capacidade combi-
natéria e o pensamento 16gico, alguns autores sugeriram a possibilidade de
utilizar testes combinatérios para avaliar o desenvolvimento intelectual
(Fischbein, 1975).

Apbs ter feito uma anélise aprofundada aos resultados obtidos nas in-
vestigacdes de Piaget e Inhelder, Fischbein (1975) concluiu que nem todos 0s
sujeitos do estadio das operagoes formais sdo capazes de descobrir 0 método
de construir as combinagdes, nem sequer sao capazes de tratar satisfatoriamente
os arranjos até a idade dos 13 anos € as permutagdes até a idade dos 14-15
anos. Ou seja, a capacidade requerida para as operagdes combinatdrias desen-
volve-se gradualmente, mas ndo fica completa durante este estadio. Fischbein
discorda ainda de Piaget relativamente ao periodo de tempo que decorre entre
a aprendizagem das combinagdes € permutagoes por parte da crianga.

Foram estes aspectos que levaram Fischbein a interessar-se pelo estudo
do efeito da instrugdo sobre a capacidade combinatoria de criangas com idades
compreendidas entre os 10 e os 15 anos.

Fischbein (1975, 1987) atribui grande importancia a intui¢do como com-
ponente da inteligénciae, segundo este autor, as intuicdes sao cognicoes que se
distinguem, nomeadamente, pela sua auto-evidéncia, certeza intrinseca, per-
sisténcia, coercibilidade, condigao tedrica, extrapolagio, globalidade e nature-
za implicita. Sao exactamente estas caracteristicas que revelam a sua relagao
com a acgio, enquanto instrumentos de comportamento adaptativo e ante-
cipatério.
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Na investigagio levada a cabo por Fischbein, Pampu e Minzat (1970),
estes autores conduziram um estudo com alunos do 42 ano (10-11 anos), do
6% ano (12-13 anos) ¢ do 82 ano (14-15 anos) para avaliarem o impacto da idade
¢ da instrugdo sobre a capacidade combinatdria.

Antes de qualquer instrucio, verificou-se que com o aumento da idade
as estimativas subjectivas do nimero de permutacées, em média, se aproxima-
ram mais dos valores correctos, obtendo-se maiores diferengas entre as idades
quando o nimero de elementos envolvidos na permutagio era maior. J& em
relagdo a natureza dos objectos considerados (niimeros, letras e formas geo-
métricas) ndo se destacaram diferengas significativas.

Uma anélise mais detalhada dos dados permitiu concluir que existe uma
tendéncia geral para sob-estimar o nimero de permutagdes possiveis, agravan-
do-se essa sob-estimacdo quando aumentava o niimero de objectos conside-
rados.

Em relago ao ensino, os autores concluiram que se pode ensinar com
€xito um certo niimero de procedimentos combinatérios aos adolescentes de
idades compreendidas entre os 10-15 anos, usando diagramas de drvore como
recurso didactico. Concluiram, ainda, que criangas de 10 anos também eram
capazes de assimilar o uso de diagramas de arvore para resolver problemas de
arranjos com repeticao e de permutagdes.

Em sintese, estes autores defendem a possibilidade das criangas obte-
rem sistematicamente, ainda no periodo das operagdes concretas, um corpo de
conhecimento, capacidade mental e intuicdo no que concerne a anlise
combinatdria.

-1 Fischbein e Gazit (1988, citado em Roa, 2000) estudaram o papel da
mstrugao no desenvolvimento das capacidades combinatérias em criangas de
11' a 14 anos. As varidveis que tiveram em conta foram o tipo de operagao
combinatéria, a idade das criangas e a natureza, abstracta ou concreta, dos
elementos que se consideram no problema. Os erros mais significativos que se
observaram ao resolver os problemas propostos nesta investigacdo foram atri-
buir indistintamente a férmula dos arranjos e das combinagdes a um e a outro
conceito. Ao aderirem a este erro, denominado por erro de ordem, os sujeitos

‘ndo sdo capazes de identificar se a ordem ¢ ou nio relevante para a resolugio

" do problema, bem como desenvolvem incorrectamente a férmula das opera-

- gBes combinatérias.

_ Concluiram também, relativamente a dificuldade das operagoes combi-
natonas que antes da instrucdo a maior dificuldade correspondia as permuta-

¢Oes e arranjos com repeticio, seguindo-se os arranjos sem repeticio e as com-

binagdes. A este propsito, Hadar e Hadass (1981) salientam que identificar a

;
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operagao combinatoria implicita no problema constitui uma das maiores difi-
culdades dos alunos. No que diz respeito a idade e 2 instrugao, estas varidveis
revelaram ter um efeito positivo na aquisi¢do dos conceitos combinatérios.
Além disso, para as criangas torna-se mais facil trabalhar com digitos do que
com objectos (bandeiras) ou pessoas.

Em Fischbein e Grossman (1997), os autores interessam-se pelo meca-
nismo que produz as intuigoes combinatdrias e a sua relagdo com os procedi-
mentos matematicos correctos. Para tal, sdo propostos aos sujeitos dos seu
estudo (criangas e adultos) problemas de permutages, arranjos com € sem
repeticdo e combinagdes.

Em termos de resultados, observou-se uma tendéncia dos sujeitos
em sob-estimar o nimero de permutagdes € em sobrestimar o niimero de com-
binagdes e arranjos, inferindo-se que as estimagdes se baseiam em ope-
ragdes bindrias relacionadas com o procedimento correcto, mas que compri-
mem a operagdo necessiria, que de um modo geral consta de mais de dois
operandos.

Os autores finalizam recomendando o confronto dos sujeitos com as
suas intuigoes, pedindo-lhes que antes de resolverem um problema pro-
duzam uma estimativa da solugdo, que resolvam o problema com ajuda de
um diagrama de 4rvore e que comparem a solucdo com as suas estimativas
prévias.

Fischbein e seus colaboradores, ap0s realizarem algumas investigagoes,
afirmam que, no que se refere a instrugio, esta é necessaria, pois a crianga nao
adquire sozinha as técnicas combinatérias, nem sequer no periodo das opera-
¢Oes formais. Ja no periodo das operagdes concretas pode-se fomentar a aqui-
si¢do de técnicas combinatdrias que, por sua vez, vao ajudar a crianga a desen-
volver intui¢oes secundarias.

Investigagdes de Batanero e seus colaboradores
Em 1996, Navarro-Pelayo, Batanero e Godino efectuaram uma investigagao
para avaliar o raciocinio combinatério de alunos do ensino secundério. Para
tal, construiram um questionario e avaliaram os resultados obtidos na sua apli-
cacgio a uma amostra de 720 alunos de 14 e 15 anos. Destes alunos, 352 tinham
estudado ja Combinatéria na escola e os restantes 368 nao tinham passado por
qualquer ensino do tema. O questionario era constituido por 13 itens, cada um
deles correspondendo a um problema combinatério simples, no qual era solici-
tado ao aluno que explicasse detalhadamente o seu raciocinio.

Com esta investigagio, os autores pretendiam responder as seguintes
questoes de investigagio: — Qual o papel da combinatdria nas Probabilidades e
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na Matematica Discreta? E a capacidade combinatéria somente um instrumen-
to matematico ou é uma componente fundamental do raciocinio l6gico? Ha
varidveis de tarefa que afectam os procedimentos ¢ erros dos alunos ao resol-
ver problemas combinatérios? Como deveriamos considerar estas varidveis no
ensino e na avaliagao?
Os resultados do estudo revelaram que ambos os grupos de alunos tive-
ram grande dificuldade na resolugéo dos problemas, mesmo naqueles que im-
plicavam uma s6 operagdo combinatéria e que envolviam valores pequenos
dos pardmetros. Os alunos demonstraram falta de raciocinio recursivo, o qual
lhes permitiria escrever todas as configuragées possiveis ou calcular o seu nd-
mero sem ter que enumeré-las. Os alunos com instrugdo em Combinatéria ob-
tiveram melhores resultados nos problemas de arranjos, permutagdes simples
€ permutagoes com repetigio.
Em relagdo aos trés modelos combinatérios estabelecidos por Dubois
(1984):
— modelo de selecgdo, que corresponde 2 selecgio de uma amostra de
p elementos de um conjunto com n elementos, usualmente distintos,
— modelo de distribui¢do, que corresponde 2 distribuigio dos n ele-
mentos de um conjunto por p células e
— modelo de parti¢do, que corresponde 2 partigdo de um conjunto com
n elementos em p subconjuntos,

néo se observaram grandes diferengas na dificuldade entre os alunos sem ensi-
no de Combinatéria, mas o0 mesmo ndo se verificou no caso dos alunos com
ensino de Combinatéria (Batanero et al., 1997). Neste iiltimo caso, observou-
se, em geral, uma diminuigdo da dificuldade nos problemas de selecgio e nas
operagGes combinatérias de arranjos simples, permutagdes simples e permuta-
¢Oes com repetigdo. Nos problemas de distribuigio a melhoria nio foi gerale
nos problemas de partigdo ndo se verificou qualquer melhoria.

Roa, Batanero, Godino e Caiizares (1996) efectuaram uma inves-
tigagdo acerca dos processos de resolugio de problemas combinatérios sim-
ples e compostos em quatro estudantes de uma licenciatura de Matematica.
Estes estudantes foram seleccionados de uma amostra de 29 estudantes através
de um questionério constituido por 13 problemas combinatérios, dos quais
se seleccionaram os dois com melhores resultados e os dois com piores
resultados.

Em termos de resultados, os autores salientam as dificuldades sentidas e
0 escasso uso que os estudantes fizeram dos diagramas de arvore. Em relagdo
as estratégias gerais de resolugio, destacaram-se a fixacdo de variaveis, a sim-
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plificagdo do problema através da redugdo dos valores dos pardmetros ou de
um problema semelhante mais simples, a decomposigao do problema em par-
tes e a generalizagdo das solugdes, as quais diferenciaram os bons dos maus
resolvedores. Estas estratégias, quando bem aplicadas, mostraram-se funda-
mentais na resolugdo adequada dos problemas, especialmente quando combi-
nadas com a enumeracio sistematica.

Por outro lado, as estratégias gerais, porque aplicaveis ndo apenas a
Combinatdria, relevam o papel que a Combinatéria pode desempenhar na apren-
dizagem de técnicas gerais de resolugdo de problemas.

Finalmente, o modelo combinatério implicito teve um grande impacto
na dificuldade do problema e nos tipos de erro, pois os estudantes nem sempre
foram capazes de traduzir o problema de um modelo de particao ou de coloca-
¢io num modelo de selecgao, o que dificultou a identificacdo da operagao
combinatoria.

Em sintese, nos seus varios estudos, Batanero e seus colaboradores des-
tacam as variaveis modelo combinatério (seleccao, distribuigdo e partigéo),
operagio combinatéria envolvida no problema (permutagao, arranjo e combi-
nagdo), a dimensdo dos parametros 1 € p ¢ o tipo de elementos a serem combi-
nados (letras, niimeros, pessoas, objectos). Estas varidveis de tarefa, na medi-
da em que influenciam as respostas dos alunos, devem ser “reconhecidas quando
organizamos o ensino, as quais devem também enfatizar o processo de
modelizagio, o raciocinio recursivo e procedimentos sistematicos de enume-
ra¢do, em vez de nos concentrarmos apenas nos aspectos algoritmicos € nas
definigdes das operagdes combinatérias” (Batanero, Godino & Navarro-Pelayo,
1997, p.251).

Em relacdo as dificuldades dos alunos na resolugdo de problemas
combinatdrios, Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1997) referem as seguin-
tes: (1) enumeragio ndo sistematica, que consiste numa estratégia de tentativa
¢ erro, sem qualquer procedimento recursivo que leve a formagao de todas as
possibilidades; (2) uso incorrecto do diagrama de arvore; (3) erro de ordem,
em que é considerada a ordem em situagdes em que € irrelevante ou néo é
considerada em situagdes em que é pertinente; (4) erro de repeti¢ao, em que
ndo é considerada a repetigdo dos elementos quando tal é possivel ou € consi-
derada em situacdes de impossibilidade; (5) confundir o tipo de objecto, isto &,
os objectos idénticos sdo considerados distinguiveis ou os objectos distintos
sdo considerados indistinguiveis; e (6) confundir o tipo de célula (o tipo de
subconjuntos) em modelos de parti¢do ou de distribui¢do, que consiste em
distinguir células (subconjuntos) idénticas ou em nao diferenciar células
(subconjuntos) distinguiveis.
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Opcoes metodologicas

Do ponto de vista metodolégico, o presente estudo integra-se numa investiga-
¢do de caricter exploratério e enfoque quantitativo, e, dentro deste paradigma
de investigagdo, ele reveste um caracter essencialmente descritivo (Gall, Borg
& Gall, 1996).

Participaram no estudo 38 alunos pertencentes a duas turmas do 12° ano
de uma escola secundaria, que tinham a disciplina de Matemética no seu plano
de estudos. Embora a Combinatéria constitua um tema a ser abordado neste
ano de escolaridade, na altura em que os dados foram recolhidos os alunos
ainda ndo tinham estudado este tema na escola.

Como instrumento de recolha de dados foi usado um questionario, cons-
tituido por cinco problemas de selecgio envolvendo permutagdes simples e
com repeti¢ao, arranjos simples e com repetigio e combinagdes simples. Para
além do tipo de operagdo combinatéria, incluiu-se ainda a variavel niimero de
elementos (objectos ou pessoas) implicadas na operagio combinatéria. Con-
cretamente, em cada problema incluia-se duas ou trés alineas de dificuldade
crescente: a) a primeira envolvia um pequeno ntimero de elementos, podendo
ser resolvida rapidamente por enumeragio de todos os casos possiveis; b) a
segunda envolvia um niimero significativamente maior de elementos, tradu-
zindo-se numa maior dificuldade de resolugio através da enumeracgao de todos
0s casos possiveis; e c) a tltima, quando incluida, referia-se ao caso geral de
permutar n elementos ou de seleccionar r elementos de entre 7 elementos com
certas caracteristicas. Assim, nesta iltima alinea pretendia-se que os alunos
estabelecessem uma férmula adequada A situagio.

Os dados foram recolhidos numa aula, em que estiveram presentes a
professora da turma ¢ um dos autores do texto, através da aplicacdo do questio-
nério ao grupo turma. Em termos de tempo, verificou-se que os alunos neces-
sitaram de aproximadamente 50 minutos para responder ao questionario.

Em relagdo 2 anilise de dados, estudaram-se as respostas dadas pelos
alunos, codificando-as em correctas, erradas e nio respostas, e categorizaram-
se as estratégias de resolugao subjacentes as respostas. Em termos operacionais,
tratou-se cada questionério individualmente e compararam-se as respostas e
estratégias de resolugio a cada questdo em todos eles. O tltimo procedimento
teve em vista garantir sobretudo a fiabilidade da categorizagio das estratégias
de resolugio.

Quer no caso das respostas quer no caso das estratégias de resolugio,
recorreu-se fundamentalmente a percentagens, organizadas em tabelas, para
referir os alunos que deram uma dada resposta ou adoptaram uma dada estraté-
gia de resolugo.
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Apresentacio de resultados

Nesta secgdo apresentam-se as respostas (correctas, erradas € ndo respostas) € as
estratégias de resolugdo adoptadas pelos alunos em cada uma das cinco opera-
¢oes combinatérias estudadas: permutagdes simples, permutagbes com repeti-
¢do, arranjos com repeticio, arranjos simples e combinagdes simples.

Em relagdo as estratégias usadas pelos alunos pode ja ser dito que elas
se repetem ao longo das varias questdes, distinguindo-se claramente estratégi-
as de enumeragdo, estratégias baseadas em cdlculos/formulas e estratégias que
s30 meras estimativas subjectivas.

Qualquer das estratégias usadas conduziu a respostas correctas e erra-
das. No caso da enumeragio, quando esta era incompleta ou incluia repeticoes,
naturalmente que conduziu a uma resposta errada, € 0 mesmo aconteceu quan-
do eram usados célculos e férmulas ndo adequados a situagéo.

No caso das estimativas subjectivas, os alunos limitavam-se a indicar um
valor para o nimero de possibilidades da operagdo combinatdria em questéo,
nao revelando, deste modo, qualquer racionalidade na determinagéo desse valor.

Finalmente, compara-se a média das estimativas dos alunos, nas ques-
toes em que elas surgiram, com o niimero exacto de possibilidades correspon-
dentes a respectiva operagdo combinatéria.

Seguidamente, passam-se a relatar os resultados obtidos em cada uma
das perguntas do questionario.

Dispor alunos em fila (Permutacées simples)

a) De quantas maneiras diferentes se podem dispor em fila trés alunos,
a Ana, a Berta e o Carlos?
Exemplo: Ana, Berta ¢ Carlos.

b) Juntaram-se aos alunos anteriores mais dois alunos, o Daniel e a
Elsa. De quantas maneiras diferentes se podem dispor em fila os
cinco alunos, a Ana, a Berta, o Carlos, o Daniel e a Elsa?
Exemplo: Berta, Ana, Elsa, Daniel e Carlos.

¢) E se tivermos n alunos, de quantas maneiras diferentes os podemos
dispor em fila?

Observando os resultados, que constam da tabela 1, verificamos que os
alunos, na sua grande maioria, foram capazes de indicar o niimero de permuta-
¢oes de 3 elementos (questao 1a). Contudo, muito poucos indicaram o niimero
correcto de permutagoes de 5 elementos (questdo 1b) e nenhum conseguiu
definir uma férmula para calcular o nimero de permutagoes de n elementos
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(questdo 1c). Além disso, verifica-se que a medida que as dificuldades dos
alunos aumentam o nimero de nio respostas também aumenta.

Tabela 1. Respostas dos alunos nas questdes de permutacdes simples.

Percentagem de respostas

Questoes ' Correctas Erradas Nao respostas
1la) 86,9 13,1 -
1b) 10,5 86,9 2,6
1c) - 63,2 36,8

Podemos observar na tabela 2 as estratégias de resolugio usadas pelos
alunos, no caso das respostas correctas e no caso das respostas erradas.

Tabela 2. Estratégias usadas pelos alunos nas questdes de permutagdes
simples por respostas correctas e erradas.

Respostas correctas Respostas erradas
Estratégias de resolugiio 1la) 1b) 1c) la) 1b) 1c)
Enumeragao 71,1 - - 10,5 31,6 -
Cilculos/Férmulas 10,5 10,5 - - 39,5 63,2
Estimativa subjectiva 53 - - 2,6 15,8 -

A estratégia de enumeragdo foi a mais usada para determinar o niimero de
permutacées de 3 elementos. No caso do nimero de permutagées de 5 elemen-
tos, os alunos recorreram mais frequentemente a cdlculos/férmulas, e foi a Ginica
estratégia usada para obter a férmula do niimero de permutagdes de n elementos.

A estratégia de enumeragao revelou-se muito eficaz na obtencdo da res-
posta correcta na questao 1a), sendo a razio entre o nimero de respostas cor-
rectas e erradas de 6,8 (71,1/10,5 ~ 6,8). No caso da questdo 1b), ela nunca
conduziu a resposta correcta, tendo os alinos indicado sempre enumeragoes
incompletas e/ou com repetigdes (e.g., em la): ABC, BAC, CAB; ABC,
ACB, BCA, BAC, CAB, CBA, BACQ).

A estratégia assente em cdlculos/férmulas conduziu sempre a respostas
correctas na questao 1a), revelou-se pouco eficaz na questio 1b)(10,5/39,5=0,3)
e conduziu sempre a respostas erradas na questao 1c) (e.g., em 1c): » maneiras,
nx(n-1),nx2, nz).

Finalmente, a estratégia estimativa subjectiva foi pouco adoptada na
questdo 1a) e conduziu sempre a uma resposta errada na questio 1b).
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Arrumar livros numa estante (Permutacées com repeticio)

a) De quantas maneiras diferentes se podem arrumar numa estante trés
livros azuis e um vermelho, sabendo que os livios da mesma cor sdo
iguais?

Exemplo: azul, azul, azul e vermelho.

b) Juntaram-se aos livros anteriores um livro azul e um vermelho, ten-
do-se agora quatro livros azuis e dois vermethos. De quantas manei-
ras diferentes os podemos arrumar na estante, sabendo que 0s livros
da mesma cor continuam a ser iguais?

Exemplo: azul, azul, azul, vermelho, azul e vermelho

Observando os resultados obtidos (ver tabela 3), conclui-se que a maio-
ria dos alunos foi capaz de indicar o nimero de arranjos com repeticdo de 4
elementos, sendo 3 deles repetidos (questdo 2a), mas muito poucos consegui-
ram indicar o nlimero de arranjos com repeticdo de 6 elementos, dos quais2 e
4 eram repetidos (questdo 2b).

Tabela 3. Respostas dos alunos nas questdes de permutagoes com repetigao.

Percentagem de respostas‘

Questdes Correctas Erradas Nao respostas
2a) 65,8 31,6 2,6
2b) 7,9 76,4 15,8

De entre as estratégias de resolugdo adoptadas (ver tabela 4), verifica-
se, tal como na questdo anterior, que a estratégia de enumeragao foi a mais
usada no caso das permutagdes com repetigdo de 4 elementos. Neste caso, esta
estratégia revelou-se eficaz (60,5/7,9 ~ 7,7). Todavia, quando se passa para
permutagdes com repeticio de 6 elementos, a estratégia torna-se pouco eficaz
(2,5/15,8 = 0,2).

Tabela 4. Estratégias usadas pelos alunos nas questdes de permutagoes com
repeticio por respostas correctas e erradas.

Respostas correctas Respostas erradas
Estratégias de resolucao 2a) 2b) 2a) 2b)
Enumeracio 60,5 2,6 7,9 15,8
Cilculos/Férmulas - - 2,6 13,2

Estimativa subjectiva 53 5,3 21,1 47,4
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A obtengdo da resposta a partir de cdlculos/férmulas, mais adoptada
quando se fratava de permutagdes com um maior nimero de elementos, con-
duziu sempre a obtengdo de uma resposta errada (e.g., em 2a): 4* =16,
4x3x2=24;em2b): 6° =36, 2> +6 = 40).

Por dltimo, a estimativa subjectiva foi a estratégia mais usada na ques-
tdo 2b) e conduziu mais frequentemente a uma resposta errada, revelando-se
em ambos 0s casos uma estratégia pouco eficaz na obtengio da resposta cor-
recta (na questdo 2a): 53/21.1~ 0,3 ; na questio 2b): 53/47,4~0,]1).

Definir niimeros (Arranjos com repeticio)

a) Com os algarismos 1, 2 e 3 quantos nimeros diferentes de dois alga-
rismos podemos escrever?
Exemplo: 11

b) Com os algarismos 1, 2, 3 e 4 quantos nimeros diferentes de trés
algarismos podemos escrever?
Exemplo: 122

¢) Com n algarismos diferentes quantos nimeros diferentes de algaris-
mos podemos escrever?

Atendendo as respostas obtidas (ver tabela 5), verifica-se que a grande
maioria dos alunos indicou a resposta correcta no caso dos arranjos com repe-
ticdo de 2 elementos (questdo 3a), e o niimero de alunos que indicaram a res-
posta correcta vai diminuindo quando passamos para o niimero de arranjos
com repetigdo de 3 elementos (questio 3b) e para o nimero de arranjos com
repeticdo de r elementos (questdo 3c).

Comparativamente com as duas situagdes anteriores, neste caso, desta-
ca-se uma maior percentagem de respostas correctas nas questdes 3b) e 3c).

Tabela 5. Respostas dos alunos nas questdes de arranjos com repeticio.

Percentagem de respostas

Questdes Correctas Erradas Naio respostas
3a) 81,6 18,4 _
3b) 39,5 55,2 ' 53
3c) 15,8 42,1 42,1

Em termos de estratégias de resoluglo, salienta-se a enumeragdo
na questao 3a) e o recurso a cdlculos/férmulas nas outras duas questoes (ver
tabela 6).
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s Al enumeragdo revelou-se uma estratégia eficaz na obtencgdo da res-
posta correcta quando se tratava de arranjos com repeticao de 2 elementos
(73,7/15,8~ 4,7) , mas o mesmo nio aconteceu no caso de arranjos com repe-
ticdo de 3 elementos (7,9/36,8~0,2).

Tabela 6. Estratégias usadas pelos alunos nas questdes de arranjos com repeti-
¢ao por respostas correctas e erradas.

Respostas correctas Respostas erradas
Estratégias de resolugio 3a) 3b) 3¢c) 3a) 3b) 3c)
Enumeragio 73,7 7,9 - 15,8 36,8 -
Cilculos/Férmulas 79 31,6 158 - 18,4 42,1
Estimativa subjectiva - - - 2,6 - -

A estratégia de resolugao a partir de cdlculos/formulas foi adoptada em
todas as questdes, tendo levado sempre a resposta correcta no caso dos arranjos
com repeticio de 2 elementos e a sua efic4cia foi diminuindo quando passamos,
sucessivamente, aos arranjos com repetigao de 3 elementos ((3L,6/184 ~1,7) ¢
aos arranjos com repeticao de r elementos 15,8/ 42,1 =~ 0,4) . Na questdo 3b), sdo
exemplos de cdlculos/férmulas correctas 16 x4 = 64 ¢ 4x4x 4 =64 ; ¢, na ques-
tao 3c), sdo exemplos de cdlculos/formulas erradas n* e nxr.

Por fim, a estimativa subjectiva foi uma estratégia que quase nao foi
usada em qualquer das questdes consideradas.

Formar palavras (Arranjos simples)

a) Utilizando apenas letras da palavra FARO, e sem repetir nenhuma
delas, quantas palavras diferentes, de duas letras, se podem formar
sem atender ao seu significado?

Exemplo: FA.

b) Utilizando apenas letras da palavia COIMBRA, e sem repetir ne-
nhuma delas, quantas palavras diferentes, de trés letras, se podem
formar sem atender ao seu significado?

Exemplo: IBA.

¢) Utilizando n letras todas diferentes, e sem repetir nenhuma delas,
quantas palavras diferentes, de r letras, se podem formar sem aten-
der ao seu significado?

A operagio de arranjos simples revelou-se claramente mais dificil do
que a operagio de arranjos com repeticdo. Relativamente a resposta correcta
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(ver tabela 7), observa-se que quase metade dos alunos a indicou, quando se
tratava de arranjos simples de 2 elementos (questdo 4a); muito poucos a indi-
caram, quando se tratava de arranjos simples de 3 elementos (questio 4b); e
nenhum foi capaz de indicar a férmula para determinar o niimero de arranjos
simples de r elementos tomados de um conjunto de 7 elementos (questio 4c).

Tabela 7. Respostas dos alunos nas questdes de arranjos simples.

Percentagem de respostas

Questoes Correctas Erradas Nao respostas
4a) 474 39,4 13,2
4b) 13,2 71,0 15,8
4c) -~ 39,5 60,5

Em relagéo as estratégias de resolugdo, tal como na situagio anterior,
salienta-se a enumeragdo na questio 4a) e o recurso a cdlculos/férmulas nas
outras duas questdes (ver tabela 8). Todavia, em geral, as estratégias mostra-
ram-se menos eficazes na selecgio da resposta correcta.

Na questio 4a), o recurso 2 enumeragdo conduziu sensivelmente o mes-
mo nimero de vezes A resposta correcta e a uma resposta errada (36,8/34,2~ 1,1)
€, na questao 4b), conduziu sempre a uma resposta errada.

Tabela 8. Estratégias usadas pelos alunos nas questdes de arranjos simples por
respostas correctas e erradas.

Respostas correctas Respostas erradas
Estratégias de resolugio 4a) 4b) 4c) 4a) 4b) 4c)
Enumeragio 36,8 - - 34,2 23,7 -
Cilculos/Férmulas 10,5 7,9 - 2,6 34,2 39,5
Estimativa subjectiva ~ 53 - 2,6 13,2 -

O recurso a cdlculos/férmulas verificou-se em todas as questoes, tendo
esta estratégia diminuido a sua efic4cia com o aumento de elementos implica-
dos nos arranjos simples. Na questio 4a) conduziu a maior parte das vezes a
resposta correcta (10,5/2,6 ~ 4,0) , na questio 4b) conduziu a maior parte das
Vvezes a uma resposta errada (7,9/34,2 ~0,2) e na questdo 4c) conduziu sem-
pre a uma resposta errada. Na questdo 4a), sdo exemplos de cdlculos/férmulas
correctas 42 -4=12 e 4x3 =12 €, sdo exem;l)los de cdlculos/férmulas erradas
7’ =343 e 7°~7-1336 » 12 questdo 4b), e n” ~n e nxr, na questio 4c).
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Por iltimo, a estimativa subjectiva ocorreu quase exclusivamente na
questdo 4b) e na maior parte dos casos deu origem a uma resposta errada
(53/13,2=~0,4) .

Escolher disciplinas (Combinagoes simples)

a) De entre as disciplinas de Biologia, Fisica, Inglés, Matematica e Por-
tugués, um estudante tem de escolher trés. De quantas maneiras di-
ferentes pode o estudante escolher as trés disciplinas?

Exemplo: Biologia, Fisica e Inglés.

b) De entre as disciplinas de Biologia, Economia, Fisica, Inglés, Matemati-
ca, Portugués e Quimica, um estudante tem de escolher quatro. De quan-
tas maneiras diferentes pode o estudante escolher as quatro disciplinas?
Exemplo: Biologia, Fisica, Inglés e Economia.

' De entre as operagdes combinatérias estudadas, a de combinagdes sim-
ples revelou-se a mais dificil para os alunos (ver tabela 9). Neste caso, muito
poucos alunos seleccionaram a resposta correcta quando estavam em jogo 0
nimero de combinacdes de 3 elementos num total de 5 elementos (questao 5a)
¢ nenhum indicou o nimero correcto de combinagdes de 4 elementos num
total de 7 elementos (questdo 5b).

Tabela 9. Respostas dos alunos nas questdes de combinagdes simples.

Percentagem de respostas

Questoes Correctas Erradas Nao respostas
5a) 10,5 63,2 26,3
5b) - 68,4 31,6

Em termos de estratégias de resolugéo (ver tabela 10), apenas a enume-
ragdo e o recurso a um diagrama de drvore conduziram a resposta correcta no
caso das combinagdes de 5 elementos tomados 3 a 3. A estratégia de enumera-
¢cdo revelou-se pouco fiavel na obtencao da resposta correcta (5,3 /13,2 =0,4) ,
pois a maioria destes alunos apresentou enumeragdes incompletas.

Ja o diagrama de drvore conduziu sempre a resposta correcta na ques-
tdo que envolvia combinagGes com um menor nimero de elementos. No caso
da questdo que envolvia combinagdes com um maior nimero de elementos
todas as estratégias conduziram a uma resposta errada, o que correspondeu
recorrerem a enumeracdo, a cdlculos/férmulas, a uma mera estimativa subjec-
tiva ou a um diagrama de drvore.
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Tabela 10. Estratégias usadas pelos alunos nas questées de combinacdes sim-
ples por respostas correctas e erradas.

Respostas correctas Respostas erradas
Estratégias de resolucio 5a) 5b) Sa) 5b)
Enumeracdo 53 - 13,2 10,5
Cilculos/Férmulas ~ - 36,8 34,2
Estimativa subjectiva - - 13,2 21,1
Diagrama de 4rvore 5.3 - - 2,6

Nesta situagao, diferentemente das outras, o recurso a cdlculos/férmu-
las foi a estratégia mais usada para obter uma resposta em qualquer das duas
questdes, embora sempre errada. Por exemplo, sdo exemplo de cdlculos//for-
mulas erradas 3x5 e 5% =25 » 10 caso da questdo Sa), e 4x7 e 7° = 343, no
caso da questao 5b).

A estratégia estimativa subjectiva

Embora ndo tenha sido usada por muitos alunos, a mera estimativa subjectiva
constituiu uma estratégia usada ao longo da maior parte das questdes estudadas.
Na hip6tese destes palpites no terem sido feitos completamente ao acaso, en-
volvendo alguma racionalidade nio explicitada, ¢ importante saber em que me-
dida se afastam dos valores correctos. Para tal, determinamos, em cada questio,
a média dos valores dos palpites e compardmo-lo com o niimero correcto de
possibilidades dado pela respectiva férmula combinatéria (ver figura 1).

250
200 2
150 —-— Meédia dos
R B ’ palpites
100 - -+-o---Valor
: K correcto
50 - .
O n' ¥ T — -I- i T T - T
la) 1b) 2a) 2b) 4b) 5a) 5b)

Figura 1. Comparagio das médias dos palpites com os valores correctos nas
varias questdes em que esta estratégia foi utilizada.
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Observando a figura 1, verifica-se que a média dos palpites foi muito
inferior ao valor exacto nas questdes 1b) e 4b), as quais se referem a permuta-
¢cOes de 5 elementos € a arranjos simples de 6 elementos tomados 3 a 3, respec-
tivamente.

Nas outras questoes, as médias dos palpites foram superiores aos Corres-
pondentes valores exactos. Especificamente, na questdo 1a), de permutagdes
de 3 elementos; nas questdes 2a) e 2b), de permutagdes com repeti¢ao; € nas
questdes 5a) e 5b), de combinagoes.

Conclusao

Com base na percentagem de respostas correctas dos alunos nas varias ques-
t6es estudadas, podemos tirar as seguintes conclusoes:

— A maioria dos alunos foi capaz de indicar a resposta correcta na ques-
tdo que envolvia um pequeno ndmero de elementos nas operagoes
combinatérias de permutagdes simples (3 elementos), permutagdes
com repeticao (4 elementos, sendo 3 iguais) e arranjos com repeti-
¢do (3 elementos tomados 2 a 2), variando as respectivas percenta-
gens entre um méximo de 86,9% (para as permutagdes simples) e |
um minimo de 65,8% (para as permutagdes com repetigdo). Ja nas |
correspondentes questdes sobre arranjos simples (4 elementos toma- |
dos 2 a 2) e sobre combinagdes (5 elementos tomados 3 a 3) menos :
de metade dos alunos responderam correctamente, sendo as percen- “
tagens de 47,4% e 36,8%, respectivamente.

— Quando o nimero de elementos implicados nas vérias operagdes
combinatérias aumentou, muito poucos alunos foram capazes de in-
dicar a resposta correcta, tendo-se observado uma percentagem ma-
xima de 39,5% no caso dos arranjos com repeticao, a volta de 10%
no caso das permutagdes simples, permutagoes com repetigao e ar-
ranjos simples e nenhuma resposta correcta no caso das combina-
¢Oes simples.

— Finalmente, na generalizagdo através de uma f6rmula, verificaram-
se ainda maiores dificuldades. Relativamente s trés questdes consi-
deradas, apenas 15,8% indicaram a resposta correcta na questao so-
bre arranjos com repeticao, € nas outras duas, relativas a permuta- |
coes simples ¢ a arranjos simples, nenhum aluno respondeu correc- |
tamente.
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Também, consoante o mimero de elementos implicados nas operagdes
combinatérias, observaram-se diferentes tendéncias nas estratégias de resolu-
¢do adoptadas pelos alunos nas vérias questées:

~ Nas questdes que envolviam o menor nimero de elementos, em ge-
ral, os alunos adoptaram a maior parte das vezes uma estratégia de
enumeragdo. A Unica excepgdo verificou-se na questio sobre com-
binagdes simples, onde os alunos recorreram em maior percentagem
a cdlculos/férmulas.

— Nas questoes em que era maior o niimero de elementos envolvidos nas
operagOes combinatérias, mais alunos recorreram 2 estratégia de cdl-
culos/férmulas em todas essas questdes, exceptuando-se o caso das
permutacgdes com repeti¢ao, em que foi mais usada a simples estimati-
va subjectiva. Nestas questdes destaca-se, ainda, uma percentagem
consideravel de alunos que adoptaram a estratégia de enumeragao.

— Por dltimo, nas questdes em que era necessério definir uma lei geral
através de uma férmula, os alunos que responderam (nestas questées
houve uma elevada percentagem de nao respondentes) recorreram
mais frequentemente a cdlculos/férmulas.

A eficicia dos virios raciocinios, enquanto razdo entre as percentagens
de respostas correctas e erradas, também foi diferente nos trés tipos de ques-
toes estabelecidas com base no nimero de elementos envolvidos. No caso das
questoes com menor nimero de elementos, verificou-se que a estratégia de
enumeragdo e o recurso a cdlculos/férmulas foram os mais eficazes, tendo-se
apresentado o primeiro como o mais regular.

Relativamente as questoes envolvendo um maior nimero de elementos,
de todas as estratégias a que os alunos recorreram, o cdlculo/férmulas destaca-
se ligeiramente na sua eficicia em relagio as demais.

Por Gltimo, nas questdes que exigiam leis gerais, nenhuma das estratégi-
as se destacou particularmente na sua eficécia, até porque, nestas questdes,
foram muito poucas as respostas correctas dos alunos. A tnica excepgao veri-
ficou-se na operagao de arranjos com repeticio, onde apenas a estratégia cdl-
culo/férmulas conduziu a respostas correctas.

As estratégias adoptadas pelos alunos conduziram muito frequentemen-
te a respostas erradas, particularmente quando era maior o nimero de elemen-
tos envolvidos na operacdo combinatéria e, ainda mais, quando se tratou de
estabelecer uma generalizagio. No caso da estratégia de enumeracdao, os alu-
nos falharam em usar esta estratégia de forma sistematica, produzindo,
consequentemente, enumeracdes incompletas e/ou com repetiges.
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Por outro lado, a utilizagio da estratégia de enumeragdo de forma
nao sistemitica pode, naturalmente, ter favorecido o recurso a cdlculos/for-
mulas quando o nimero de elementos implicados na operagao combinatdria
aumentou. No caso da generalizagdo, a estratégia de enumeracao, tratando-se
de uma estratégia que ndo conduz ao sucesso, ela nunca foi utilizada pelos
alunos.

No caso da estratégia cdlculo/férmulas, os erros, tal como observa-
ram Fischbein ¢ Grossman (1997), centraram-se 1o recurso a operagoes
de multiplicagdo e de potenciagdo, que nuns casos sobrestimam e noutros
sob-estimam o niimero de possibilidades correspondentes as operagdes com-
binatdrias.

Em relagio as estimativas subjectivas, 08 alunos sob-estimaram o ni-
mero de permutagdes simples e o nimero de arranjos simples, quando o nime-
ro de elementos envolvidos era maior, e sobrestimaram o nimero de permuta-
gbes com repeticdo e de combinagdes simples, em qualquer caso. Muito embo-
ra os palpites tenham sido resultado da iniciativa dos alunos, uma vez que nao
Ihes foi pedida qualquer estimativa, verifica-se que os resultados confirmam
resultados semelhantes obtidos por Fischbein e Grossman (1997) no caso das
permutagdes simples ¢ das combinages simples. Relativamente aos arranjos
simples, observou-se uma tendéncia contréria e as permutagdes com repeticao
ndo foram estudadas por estes autores.

O maior nmero de elementos envolvidos nos arranjos simples neste
estudo (7 elementos tomados 2 a 2), comparativamente com O que acontecia
1o estudo de Fischbein e Grossman (5 elementos tomados 2a2), pode estar na
origem das discrepancias obtidas.

Em sintese, podemos concluir que os alunos que participaram no estudo
tém intui¢cdes combinatérias muito limitadas em todas as operagdes
combinatérias estudadas, destacando-se apenas 0 €aso em que esta envolvido
um pequeno nimero de elementos. De entre todas as operagdes combinatorias,
salientou-se ligeiramente os arranjos com repetigdo. Estes resultados apoiam a
necessidade de alguma intervengao de ensino no sentido de promover intui-
¢oes adequadas, como ¢ defendido por Fischbein (1975), e afastam-se de um
desenvolvimento espontaneo da capacidade combinatéria preconizado Piaget
e Inhelder (s/d).
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