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Resumo

Neste trabalho, sao estudadas fungoes holomorfas com condicoes pré-definidas.

Comega-se por estudar produtos infinitos numéricos e produtos infinitos de funcées holo-
morfas. Os resultados que serao apresentados, terao sobretudo a ver com a sua utilizacao nos
capitulos seguintes.

Depois, sao estudadas fungoes analiticas com zeros pré-definidos, cuja existéncia é assegu-
rada pelo Teorema de Weierstrass. Estudam-se também fung¢des meromorfas com parte princi-
pal pré-definida. Neste caso, o Teorema de Mittag-Lefler, dd-nos a forma de definirmos essas
fungoes.

No tultimo capitulo, ver-se-a que sob certas condicoes relativas ao conjunto de pélos de uma
funcao definida por uma série de Goursat e ao conjunto de zeros de uma funcao holomorfa, o

dominio maximal de existéncia de uma funcao holomorfa é o seu dominio de holomorfia.






Abstract

In this work, the holomorphic functions with pre-defined conditions will be studied. We can
start by studying numerical infinite products and infinite products of holomorphic functions.
Above all results that will be presented will have to do with its use in the following chapters.

Later, we will study analytical functions with pre-defined zeros, whose existence is assured
by the Theorem of Weierstrass. The meromorphic functions with pre-defined main part will also
be studied. In this case, the Theorem of Mittag-Leffler give us the way to define these functions.

In the last chapter, we will see that under certain conditions related to the set of poles of a
defined function by a series of Goursat and to the set of zeros of a holomorphic function, the

maximal domain of existence of a holomorphic function is its domain of holomorphy.
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Introducao

A teoria de funcoes de varidveis complexas, desde a sua criacao, em fins do século XVIII,
tem-se mostrado uma das mais proficuas no contexto global da Matemaética. Através dela
foi possivel, por exemplo, compreender melhor as fungoes definidas por séries de poténcias e
por produtos infinitos, entre muitas outras realizagoes igualmente importantes e que teremos
oportunidade de conhecer no desenvolvimento deste trabalho.

Dentre os matematicos importantes que contribuiram para o seu avanco citamos Euler,
Cauchy, Weierstrass, Goursat, Mittag-Leffler, entre outros. Podemos afirmar que, com o objec-
tivo de desenvolver a teoria foram introduzidos novos conceitos e teorias matemadticas inseridos

no contexto da Teoria dos Numeros, da Topologia Algébrica, da Geometria Algébrica, etc..

Neste trabalho sao estudadas funcées holomorfas com condigoes pré-definidas, entre as quais
fungoes holomorfas com zeros pré-definidos e funcgées meromorfas com parte principal pré-
definida.

No capitulo 1, sdo apenas referidos alguns resultados e defini¢oes preliminares, bem como
algumas notacoes utilizadas ao longo deste trabalho. Neste ambito, este capitulo pode ser
consultado, & medida que os outros forem sendo vistos.

No capitulo 2, sao estudadas algumas nocoes e propriedades relativas a produtos infinitos
numéricos e a produtos infinitos de fungoes holomorfas, estabelecendo-se as propriedades funda-
mentais para diversos tipos de convergéncia (pontual, uniforme, compacta e normal). Através
de exemplos, procura-se aprofundar o significado e a forga relativa de algumas proposicoes e

teoremas, mostrando que certas hip6teses nao podem ser dispensadas, e/ou, que o reciproco
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nao se verifica necessariamente. O final do capitulo é dedicado ao estudo de fungoes holomorfas
definidas como produto infinito de funcoes holomorfas e meromorfas. Como exemplo de funcao
meromorfa definida na forma de produto infinito temos a funcao Gama (de Euler).

O capitulo 3 é dedicado ao estudo de fungoes holomorfas com zeros pré-definidos. E demons-
trado um teorema que garante a existéncia de uma funcao analitica, com determinados zeros.
A expressdo de tal funcdo é baseada em produtos infinitos, aos quais usualmente chamamos
produtos infinitos de Weierstrass. Terminamos o capitulo com o estudo de fungoes holomorfas
com zeros pré-determinados na bola de centro na origem e raio igual a um, as quais sao definidas
através de produtos infinitos, conhecidos por produtos infinitos de Blaschke.

No capitulo 4, sao estudadas fungoes definidas como produtos infinitos de func¢ées meromor-
fas, cujos pélos estao pré-definidos. E demonstrado o Teorema de Mittag-Leffler, o qual garante
a existéncia de funcgoes analiticas com determinados pélos e parte principal.

O capitulo 5 é dedicado ao estudo de funcoes holomorfas de dominio um aberto conexo U,
de C, que nao podem ser prolongadas holomorficamente a um aberto conexo de C que contenha
U. Este aberto conexo U diz-se dominio de holomorfia. Para este estudo introduzem-se os

conceitos de conjunto fronteira bem distribuido e conjunto periférico.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo inicial, sao referidas algumas notagoes que serao utilizadas e apresentamos
algumas defini¢Oes necessarias para o estudo que faremos ao longo deste trabalho.

Forneceremos igualmente alguns resultados, que serao utilizados nos préximos capitulos.
Sempre que tal seja necessério, serao indicadas as respectivas referéncias bibliograficas.

A ordem pela qual serdao apresentadas as definicbes e os resultados, procurard ser a mesma

pela qual aparecerao nos diversos capitulos.

1.1 Notacoes

Comegaremos por apresentar alguma terminologia e notagao sobre a topologia do plano com-
plexo

Para qualquer zy € C e r > 0, denotemos por:

e B(zp,r) ={2z¢€C:|z— 2| <r}, abola de centro zy e raio r;

e D(z0,7) = B(z20,7) = {2 € C: |z — 2| <7}, o disco de centro zg e raio 7;

o C(z0,7) ={z€C:|z— 2| =r}, a circunferéncia de centro zy e raio r;

e B(z,7)\ {20} ={2€C:0<|z— 2| <r}, abola de centro zg e raio r, sem o centro.

Ao longo deste trabalho, chamaremos dominio de C, e representd-mo-lo por GG, a um con-

junto aberto conexo nao vazio do plano complexo C.



O interior de G denotd-lo-emos por int (G), a aderéncia de G representa-la-emos por G e a
fronteira por 0G.

Dados um dominio G e uma funcao f : G — C, denotaremos o conjunto dos zeros de f por
Z(f)-

A seguir apresentam-se algumas definigoes e resultados que serao referidos ao longo deste

trabalho.

1.2 Definicoes e resultados preliminares

Comegaremos por apresentar alguns resultados classicos da andlise complexa que funcio-

narao como pré-requisitos para o desenvolvimento do trabalho.

Definicao 1.1 Sejam G um dominio e f: G — C uma fung¢ao. Diz-se que f é:

holomorfa num ponto de G se for diferencidvel numa vizinhanca do ponto;

holomorfa se for diferencidvel em G;

inteira se for diferencidvel e G = C;

analitica se para todo zg € G existir uma vizinhanca de zy tal que, nessa vizinhanga, f €

igual a uma série de poténcias.
O seguinte resultado é um dos mais importantes teoremas da teoria das funcoes holomorfas.
Teorema 1.2 Uma fungao € holomorfa se e so se for analitica.

Definicao 1.3 Sejam G um dominio, zg € C\ G e f : G — C uma fungdo holomorfa. Se
existe v > 0 tal que B(zo,7) \ {20} € G (ou seja, se GU {20} é um aberto), diz-se que zy é:
e uma singularidade removivel de f se existe e € finito lim f(z);
Z—20

e um pdlo de f se lim |f(z)| = +oo;
z—20

e uma singularidade essencial de f se ndo for singularidade removivel nem pdlo de f.



Teorema 1.4 Sejam G um dominio, zy € C\G tal que GU{zp} € um aberto. Nestas condigoes,
+oo

existe s > 0 e uma unica série de funcoes do tipo E ar(z — zo)k convergindo uniformemente

k=—o00
em compactos de B(zy,s) para f e tal que:

i) se zp € uma singularidade removivel de f, entdo ar = 0 para todo k < 0;

il) se zo € um pdlo de f, entao existe um e um sé inteiro positivo n (dito a ordem do

pdlo) tal que a =0 para todo k < —n e a_, # 0.

Definigcao 1.5 Nas condigoes do teorema anterior, se zg for um pdlo de ordem n de uma fun¢do
f:G—C, a funcgao (definida em C)
a_1 a_np

P .

chama-se parte principal de f em zg.

Definicao 1.6 Sejam G e U abertos de C com U C G. Diz-se que uma funcdo f : U — C €

meromorfa em G se for holomorfa e se G\ U for o conjunto formado pelos pdlos de f.

Uma fungao diz-se meromorfa (sem especificar o dominio) se é meromorfa em todo o plano

complexo C.
Teorema 1.7 (Liouville) Uma fung¢ao inteira limitada € uma fungdo constante.

Teorema 1.8 (Teorema dos zeros isolados) Seja f : G— C uma fung¢ao analitica e zg € G
um zero de f. Entdo, se f ndo for identicamente nula numa vizinhanga de zy, existe uma
vizinhanca V' de zg tal que

VzeV, f(z)=0< z = 2.
Por outras palavras, os zeros de f estdo isolados.

Teorema 1.9 (Teorema do médulo mdzimo) Sejam G um dominio limitado e f : G — C uma
funcdo analitica em G e continua em G. Entdio |f(2)| atinge o valor mdzimo em 9G. Além

disso se o mdximo também for atingido em G, a funcdo é constante.



Teorema 1.10 (Teorema do mddulo minimo) Sejam G um dominio limitado e f : G — C
uma funcdo analitica em G e continua em G. Entdo, a funcdo f tem zeros em G ou o valor
minimo de |f(z)| € atingido em OG. Além disso se a fungdo nao tiver zeros em G e o minimo

também for atingido em G, a funcao € constante.

Definicao 1.11 Sejam G um dominio de C e f : G— C uma func¢ao analitica nao nula em G.

A derivada logaritmica de f € definida por

d /
—Z(logf) = ff em {z€G: f(z)#0}.
Proposicao 1.12 Se G ¢ um dominio, fi, fa,...: G — C sao func¢des analiticas nao nulas e
f=7F-fa - fn entao
“~ d
logf = >~ (log fr) em {z€G: fu(z) #0,Yk=1,...,n}.
— dz

Definicao 1.13 Sejam G um dominio de C e f : G — C uma fungdo holomorfa. A funcao f
diz-se prolongdvel holomorficamente para um ponto p da fronteira de G, se existe uma vizinhanga
U de p e uma fungao g holomorfa em U tal que f e g coincidem nas componentes conexas de

UNG que contém p na sua fronteira; caso contrdrio, p diz-se um ponto singular de f.

Proposigao 1.14 Seja (fi),ey uma sucessio de fungoes analiticas num dominio G que con-

verge localmente uniformemente para uma funcdo f. Entdo

i) f € analitica em G.

ii) Para todo n € N, (fkn))k N converge localmente uniformemente para f™.
€

Proposigao 1.15 Consideremos fungées f : C —-C e g : C — C tais que ORE 2L para
todo z € C\{z € C: f(z) =0 ou g(z) = 0}. Entao, existe c € C\ {0} tal que f(z) = cg(z),

para todo z € C.

Proposicao 1.16 Se G € um dominio simplesmente conexo e f : G — C uma func¢ao holomorfa

que nunca se anula entao existe g : G — C holomorfa tal que f = exp(g).



o0
Teorema 1.17 Seja > f, uma série de func¢oes meromorfas num dominio G de C, tal que

n=1
sendo T' (f) o conjunto dos pdlos de frn, T (fm) NT (fn) = 0 para quaisquer m, n € N tais que
m#n. Sel'= | I'(fn) entdo:

neN

o0

i) Se Y. fn converge uniformemente em subconjuntos compactos de G para uma fungao
n=1

S meromorfa em G, entiao T' é discreto e I' =T'(5), isto €, T € o conjunto de pélos de S.

Além disto, se zgp € T'(fy,) entao as partes principais de S e de f, em zy coincidem.

ii) SeT ¢€ discreto, entao a série converge uniformemente em subconjuntos compactos de

G para uma fun¢ao meromorfa em G se e so se, ela converge para uma fungao holomorfa

em G\I'.

Teorema 1.18 Sejam G um dominio de C e f uma fun¢ao analitica, em que G ¢ C. Dados

e >0 e um compacto K C G, existe uma funcdo racional h, sem pdlos em G, tal que
|f (2) —h(z)] <e, para todo z € K.

As demonstracoes dos resultados enunciados neste capitulo, assim como outros resultados

implicitamente utilizados ao longo do trabalho, podem ser encontradas em [3], [5], [9] e [12].



Capitulo 2

Produtos Infinitos

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades gerais dos produtos infinitos numéricos e

dos produtos infinitos de fungoes holomorfas que utilizaremos nos capitulos seguintes.

2.1 Produtos infinitos numéricos

Nesta seccao trataremos da convergéncia de produtos infinitos numéricos chamando a atencao

para alguma analogia com o estudo das séries.

Definigao 2.1 Seja (ay),cyn uma sucessio de nimeros complexos.
o0
O produto infinito [] ay diz-se convergente se:
k=1

i) mno maximo existe um niumero finito de elementos da sucessio iguais a zero;

n
il) os produtos parciais p, = [] ax, depois de removidos os factores iguais a zero (se
k=1
existirem), tendem para um limite finito diferente de zero.

Se nenhum elemento da sucessdo € igual a zero, o limite

n
p= lim p, = lim Hak



diz-se o valor do produto e escreve-se

o
p = H ag.
k=1

Se algum elemento da sucessdo € igual a zero, o valor do produto infinito € zero.

O produto infinito diz-se divergente se ndo é convergente.

Exemplo 2.2 Vejamos alguns exemplos.

_ - 0 sek impar _ ~
1. O produto infinito |[ ar em que ay = € divergente uma vez que nao
k=1 1 sek par

satisfaz a condi¢ao i) da defini¢ao de convergéncia de produtos infinitos.

) . > 0 sek<bH
2. O produto infinito [] ax com ap = converge para zero.
k=1 1 sek>5
o0 oo
8. Para os produtos infinitos ] (1— %) e [[ (1+ 1) temos
k=2 k=1
n
. 1 .12 n—1 1
S 11 (1 - k;) = Jim 55T = Jim =0,
- 1 3 4 n+1
nILIIgok];]l<1+k> = nango2§§ ..... - :TLILII;O(n+1):OO
Logo, ambos os produtos sao divergentes.
0 2
4. O produto [] ’fkgl tem produtos parciais
k=2
13 24 (n-1)(n+1)
pn P 22 . 32 PR n2
_ 132\ (43) (n n-1yn<l
- 2\2 3/\3 4 n—1 n n
1 n+1
2 n

N _ 1 . 1
c nh_)ngopn =3, ouseja, o produto converge para 5



oo k
5. O produto infinito [] <1 — %) tem produtos parciais
k=2

1 .
5 SE N 1mpar
Pn =
n+2
s Semn par

Portanto, o produto converge para %

o0 k—1
6. O produto infinito [] (1 + %) tem produtos parciais

k=1

1 sen par

Pn = 1
n+l 1
n SeE N 1mpar

Logo, o produto converge para 1.

Da definicao resulta que:

e se um produto é convergente, entao um numero finito de factores pode ser removido e o

produto resultante ainda serd convergente;

e se um produto converge para zero, entao pelo menos um dos factores é igual a zero;

(&)

e um produto infinito [] ap converge se e s6 se existe um inteiro N tal que a sucessdo
k=1

m
( II ak> converge para um limite finito diferente de zero.
k=N m>N

Tal como o conhecemos para sucessoes e séries, também enunciaremos o critério de Cauchy

para a convergéncia de produtos infinitos numéricos.

Proposicao 2.3 [Critério de Cauchy] Uma condigcdo necessdria e suficiente para que um pro-

o
duto infinito |] ax seja convergente é que para qualquer € > 0, exista um inteiro N € N tal

k=1
que se n,m € N,
m
H ap | — 1| < e quando m > n > N.
k=n-+1



Demonstracao.
oo

Condig¢ao necessdria: Suponhamos que o produto [] ax converge. Como um numero finito
k=1

de factores nulos pode ser removido, podemos assumir que nenhum dos factores € igual a zero.

Entao,
n
pn:Hak—>p7§0 (quando n — o0).
k=1

Pelo Critério de Cauchy para sucessoes, dado ¢ > 0, existe N € N tal que

|Pn| >|§|7 |Pm — Pul <€-|§| quando m >n > N

e, portanto,

Pn

— E.i
Pm 1‘:pm pn\< 2:5(m>n2N).

(1)

Condicao suficiente: Assumamos agora que para qualquer € > 0 existe N € N tal que

(L)

Entao a condigao i) da defini¢ao de convergéncia dum produto infinito é claramente satisfeita.

< e paratodom >n > N.

Seja N' € N tal que

1 /
<§ quando m >n > N ;

donde resulta,

(m>n2N,). (2.1)

[\CR V]

De seguida, consideremos € > 0 arbitrdrio. Para este ¢, existe um inteiro N > N’ tal que

(L)

<e quandom >n > N.




n

[ o

k=N

m n 3
Hak—Hak <§E, porque m >n > N.

k=N k=N

m
k=n+1
m

Assim, pelo Critério de Cauchy para sucessoes, a sucessao ( II ak> é convergente para
k=N m>N
um nuimero diferente de zero, por (2.1), o que completa a demonstragao. B

Tomando m = n + 1, na proposicao anterior, obtém-se o corolario seguinte:

oo

Coroldrio 2.4 Uma condi¢ao necessdria para que um produto infinito || ap seja convergente
k=1

€ que

lim ap=1. 1

k—oo

oo o0

1 1

A divergéncia de | | <1 + k:) ou | | (1 — /~c> mostra que a condicao do coroldrio nao é
k=1 k=1

suficiente.

Devido a este corolario, as sucessoes geradoras dos produtos infinitos que possam vir a ser

convergentes devem escrever-se na forma
ar =1+ ¢k, em que ¢ — 0 (kK — 00),

escrevendo-se entao
oo oo
[[o-Tl0+e
k=1 k=1

Definigao 2.5 Seja (ci),ey wma sucessio de nimeros complezos.

Se o produto infinito

oo
H (1+ |ex])

o0
converge, entao diz-se que o produto [] (14 ¢i) converge absolutamente.
k=1
o (71)k 1 N [o¢] 1
Exemplo 2.6 O produto k]:[2 (1 - ) = 5 ndo converge absolutamente porque kl:[2 (1 + E)

diverge (ver exemplos 5. e 3. do Ezemplo 2.2).

10



Proposigao 2.7 Um produto infinito absolutamente convergente é convergente.

Demonstracao. Esta proposi¢ao resulta do Critério de Cauchy (Proposicao 2.3) e da desi-

gualdade
m m
‘( I1 (1+ck)) 1l < ( I1 (1+|ck|)> 1. m
k=n-+1 k=n+1
o oo
Proposicao 2.8 O produto infinito [[ (1 + cx) converge absolutamente se e sé se a série Y ci
k=1 k=1

converge absolutamente.
oo
Demonstragao. Assumamos que ) |cx| < co. Seja
k=1

n

o [[ 0+ lex)) (nen).

k=1

Entao, p, > 1 para todo n € N, e a sucessao (pn),cy ¢ monétona nao decrescente, assim é

suficiente mostrar que (py),cy ¢ limitada. Temos

n

pn:H (14 |ex]) < H (lex|) = exp <Z|ck]> < exp (Z|ckl> (n eN),
k=1

usando a desigualdade 1 +z < e” (z € R).

O reciproco resulta da desigualdade

Z |ek| < H 1+ [ex]) —

k=n+1 k=n+1

e do Critério de Cauchy para séries e produtos infinitos. B

Nota 2.9 Nenhuma das implica¢des da proposicao anterior continua verdadeira se suprimirmos

a expressao “absolutamente”, como mostram os exemplos sequintes.

: _ 1 __ 1
1. Sejac,, , = ThrT’ Gk T T Vg ke N.
o0 o0
Facilmente se vé que o produto infinito [[ (1 + ¢,) diverge, mas a série Y, ¢, converge.
n=1 n=1

11



2. Sejady =~ dy = 7 + g7 KEN.

o0
A série Y dy € divergente uma vez que, se N € N entao

k=1

2N N+l

Yodpy = z

k=1 k=1

2N+1 N+1

Yodp =y b
- k

k=1 k=1 N2

o0

No entanto, o produto infinito [[ (1 + dy) converge, uma vez que, se k € N a sucessdo
k=1

dos produtos parciais dos termos de ordem par, pag,

p2k=<1—\/1273> <1—\/1:))73> 1—(kl+1)3

converge para um numero, p, diferente de zero, porque aplicando logaritmos a pag, a série
o0
log pa, € convergente. A convergéncia desta série, advém da aplicagcdo do critério de
k=1
1

~ _ 1 . log(l—ag) _
COmparagao a ax = = € do facto do lerI;O =k — ],

ag

Por outro lado, se k € N a sucessao dos produtos parciais dos termos de ordem impar,

1
i)
(k+2)

DP2k+1,

D=

também converge para p.

A proposicao anterior permite-nos concluir que os factores de um produto infinito abso-

lutamente convergente podem ser reordenados sem afectar o valor do produto.

Corolario 2.10 A convergéncia e o valor dum produto infinito absolutamente convergente sao

independentes da ordem dos factores.

o0
Demonstragao. Suponhamos que [] (14 ¢x) converge absolutamente. Seja ¢ : N — N uma
bijeccao, JT (14 cpm)) € Y. o) uma reordenagao qualquer de [T (1+c¢x) ede Y ¢, respec-
k=1 k=1 k=1 k=1
oo
tivamente. Entao pela proposigdo anterior »_ ¢; converge absolutamente. Sabemos também
k=1

12



o0
que a série ) c,(y) converge absolutamente, por um resultado conhecido das séries. Assim,

k=1
o0
aplicando novamente a proposicao anterior conclui-se que o produto infinito [] (1 + cw(k))
k=1

converge absolutamente. H

2.2 Produtos infinitos de funcoes holomorfas

Vejamos agora alguns tipos de convergéncia de produtos infinitos de fungoes holomorfas que

serao importantes para a demonstragao de alguns resultados.

Definigao 2.11 Seja (fi),cn uma sucessao de fungoes definida num subconjunto X de C.
oo

O produto infinito [[ (14 fr) diz-se:
k=1

oo
e pontualmente convergente se Vz e X H (14 fr(2)) converge.

k=1

n
e uniformemente convergente se dIN € N (H 1+ f k)) converge uniformemente
k=N neN

para uma funcdo f que nunca se anula;

0o N-1
Neste caso,escreve-se H (1+ fr) = <H (1+ fk)> - f;

k=1 k=1
o0
e localmente uniformemente convergente ou compactamente convergente se H (1+ fr)
k=1

converge uniformemente em qualquer compacto contido em X.

Nota 2.12 Nas condicdes da definicdo precedente, resulta imediatamente que a convergéncia

uniforme implica a convergéncia compacta, que por sua vez, implica a convergéncia pontual.

O exemplo seguinte mostra, em particular, que as implicagoes reciprocas das referidas nesta
nota nao sao verdadeiras.
< k
Exemplo 2.13 Consideremos o produto |] (1 + 22 )

k=0
Para |z| > 1, 1+ 22 1, logo pelo Coroldrio 2.4, o produto infinito nao converge para

estes valores de z.
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Para este produto infinito, obtém-se os produtos parciais

n n+1
— 52

pn(z):H<1+22k):17,27é1.

1—2
k=0

[e.°]
Para |z| < 1, p, converge para i e assim o produto infinito || (1 + 22k> converge pontual-
k=0

mente para a fungdo f : B(0,1) — C definida por f(z) = liz; mas ndo converge uniforme-

mente, pois

B n+1 1 2n+1
=2 (1 o > 1.

Contudo, se tomarmos um disco D (0,9) qualquer, em que 0 < § < 1, o produto infinito

1
1— 2z,

de=1VpeNdn=pdz,=1 Dn(zn) —

B 2n+1

o0
I (1 + z2k> converge uniformemente em D (0,9). De facto, se e > 0, podemos escolher N € N
k=0
52N+ ) 1 s2n 52N+
tal que 5—5— < € vindo para todon > N e z € D (0,6), |pn(2) — 75| < =5 < =5 <e&.

Um conceito de convergéncia particularmente importante é o que se apresenta na definigao

a seguir.

Definigao 2.14 Seja (fi),cn wma sucessao de fungoes continuas definida num subconjunto X
o0 oo

de C. O produto infinito [ (1 + fr) diz-se normalmente convergente em X se a série Y | fx|
k=1 k=1

converge uniformemente em qualquer compacto contido em X.

Como veremos na alinea i) do Teorema 2.17, a convergéncia normal de um produto infinito
de fungbes continuas implica a sua convergéncia compacta. No entanto, o reciproco desta
afirmacao nao é verdadeiro, como mostra o exemplo que se segue.

0 k—1
Exemplo 2.15 O produto infinito [] (1 + %) converge uniformemente em C para 1
k=1

(conforme podemos ver no exemplo 6. do Ezemplo 2.2) e ndo é normalmente convergente
o0

em C, uma vez que % diverge.
k=1

O Exemplo 2.13 (com X = B(0,1)), mostra também que um produto infinito normalmente

convergente nao é necessariamente uniformemente convergente.

Analogamente a Proposigao 2.3, temos o resultado

14



Proposigao 2.16 (Critério de Cauchy) Seja (fi)peny wma sucessio de fungoes definida num
subconjunto X de C.

Uma condi¢do necessdria e suficiente para que um produto infinito

H 14 fi (2

convirja localmente uniformemente em X € que, dado qualquer e > 0 e um subconjunto compacto

K contido em X, exista um N € N tal que

Vze K <eparam>n>N.H

[ I1 (1+fk(Z))] -1
k

=n-+1

Teorema 2.17 Seja (fy),cn wma sucessio de fungoes num dominio G. Se a série

> 1l
k=1

converge localmente uniformemente em G, entao

i) O produto infinito
H + i (

converge localmente uniformemente para uma funcdo que se anula somente onde pelo

menos um dos factores do produto se anular.

Além disso, se (fi)en for uma sucessao de fungoes continuas (respectivamente analiticas),

entao p(z) € uma fungao continua (respectivamente analitica) e, para todo zy € C,

2151210]‘[ 1+ fi(z f_:[ {hm (1+ filz ))}

ii) Se (fr(2))pen € uma sucessdao de fungoes analiticas, entdo a derivada logaritmica de-

finida em G\ {z € G : p(z) = 0}, do produto p(z) é a soma das derivadas logaritmicas de

15



cada factor do produto, isto €,

PE) ()
ORIk

1

sendo a convergéncia localmente uniforme.

Demonstracao.
i) Seja K um subconjunto compacto arbitrario de G, e {p, (2)},,cy a sucessao dos produtos
o
parciais. Por causa da convergéncia uniforme em K, >  |f, (z)| define uma funcdo continua;

n=1
seja o o seu valor méaximo em K. Entao, paracadan € Ne z € K|

pn (2) =

A\
—=

@

>

o)
=
™
-

Il

o)

>

o

PR
(]
=
O
~——

AN

®
Q

Portanto,

1P (2) = Pn—1 (2)| = [pn-1(2) - fu (2)| < €7 |fn (2)] (2 € K).

Agora, pela convergéncia uniforme da série em K, dado € > 0, existe um inteiro IV tal que

Z |fx (2)| < e paratodo z € K.
k>N

Entao, param >n > N e z € K, temos

Pn (2) =pm (2)] < |pn (2) = pota (D) + [pnta (2) = P2 (R)] + - -+ + [Pm—1 (2) — pm (2)]

e (| far1 (D) + [fug2 ()| +- -+ [ fm (2)]) <€ -e.

IN

Assim, pelo Critério de Cauchy para sucessoes de fungoes, temos a convergéncia local uniforme
do produto, logo p(z) é continua em G.
A analiticidade é uma consequéncia da Proposicao 1.14, e a assercao sobre os zeros resulta

da definicao de convergéncia de produtos infinitos.
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ii) Como py, (2) — p(z) localmente uniformemente em G, pela Proposi¢ao 1.14, também

P, (2) — p' () localmente uniformemente em G.

Assim,

—~
I\
~—
’E\
—~
I\
~—

3
=

localmente uniformemente em G\ {z € G : p(z) = 0}.

kS
3
—
N
SN—
hS
—~
N
~—

3
—~

N
N—
3
==
—

N

e assim

2.3 Exemplos

Como aplicacao dos resultados vistos anteriormente apresentam-se a fungao seno e a fungao

Gama escritas na forma de produtos infinitos.

1. Consideremos

2 X p2
< %; e como 21 % < 00, o produto
n=
converge uniformemente no disco D (0, R). Como R ¢ arbitrério, pelo Teorema 2.17,

Fixemos R > 0. Se z € D (0, R), entdo temos

z
n2

concluimos que f é uma fungao inteira.

2. Consideremos a funcao inteira senmz.

Vamos mostrar que

0 2
z
3 = || 1— = | (Produto de Eul
senmz 7rzn:1( n2> (Produto de Euler)

17



Consideremos a funcao inteira (que estd bem definida por 1.)

)1 22 1~ 22
fz) z+;n2—z2_z+;z2—n2

= mcotgmz ver, por exemplo, [9]

Entao, pela Proposigao 1.15, uma vez que f(z) e senmwz tém a mesma derivada logaritmica

de e C\ {0} VzeC f(z) = csenmz.

Como lim £&) — 1 = lim
2—0 TF z—0

senmz

7=, vem que ¢ = 1, o que conclui a demonstragao.

. Consideremos

Queremos mostrar que ¢ (z) define uma fungao inteira. Para tal basta mostrar que o
5] z
[T (14 2) e converge uniformemente em D(0, R) para todo R > 0.

n=1
Fixemos entao R > 0 e seja z € D (0, R).

o0

~ ~ . n
Usando a expansao da fungao exponencial, e = Y %+ Vw € C, temos
n=0

1 11 1 1
w f— 2 —_— — —_— — — PR —_—— ——— n_l PR
1-(l-w)et =w {(1 2!>+<2! 3!)“’+ +(n! (n+1)!>“’ + }
e como as expressoes entre parénteses curvos no segundo membro sao positivas,
/1 1
1 _ 1 _ w < 2 - - n—1
1-(1-w)e’| < |uw 7?1 (n! (n+1)!> |w]

(1 1

2

el Zl<m‘<n+1>!>’se'“"§1
n=

= Juwl®.

IN
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z

n?

Em particular, se n > R e z € D (0, R), obtemos fazendo w = —

2
2\ -z || 2 1
1—(1 7) n‘< - <o
S p-(rn) e s Xty <R Y <o
n>R n>R n>R

o]

Logo, o produto infinito [] (1 + £) e~ converge uniformemente no disco D(0, R).
n=1

A custa da funcao ¢, deste ultimo exemplo, podemos definir a funcao Gama, na forma de

produto infinito, que é uma extensao meromorfa da fungao factorial, I (n) = (n — 1)!, se n € N.

e %
o(z) €M

Definigao 2.18 A fungao Gama € a funcao de dominio C\Zg , definida por I' (2)

que v € a constante de Euler, isto €, v = lim (1 + % + % + % —In(n+ 1))
n—oo
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Capitulo 3

Funcoes holomorfas com zeros

pré-definidos

sen(12) o Amite uma

No capitulo anterior vimos que a fungao f : C — C definida por f (z) =
representagao na forma de produto infinito, e além disso, os factores do produto contém toda
a informacao sobre os zeros de f. Dois problemas que surgem naturalmente, sdo os seguintes:

I) Seja I' um subconjunto de C, numerével e sem pontos de acumulagao. Fixemos uma
fungao d : ' — N. O problema ¢ se existe uma fungao inteira f, tal que Z (f) = T" e além disto,
a multiplicidade de um ponto zg € I' como zero de f é d (zp).

IT) Seja f uma fungao inteira ndo constante tal que Z (f) =T E possivel representar f (2)
por um produto f(z) = [] fw(z) de tal forma que para todo w € T', w é o tnico zero de
fur ()7 v

Se I' é finito, a solugao de ambos os problemas é simples. Suponhamos que I' = {z1, 29, ..., 2, }.

e Uma solugao do primeiro problema é

f(z)=(z— Zl)d(m) (z — ZQ)d(ZQ) (2 — Zn)d(z”) .

e Vejamos a solugdo do segundo problema. Seja f uma funcao inteira tal que Z (f) =

{z1, 22, ..., zn}. Suponhamos que para cada j = 1,...,n, z; é um zero de multiplicidade

20



d; > 1de f. Seja

(z — zl)d1 (z — 22)d2

(2= 2™

Como z; ¢ um zero de multiplicidade d; de f, os pontos zi,...,2, sao singularidades

removiveis de h, logo a fungao h estende-se a uma funcao inteira que nao se anula. Vemos

entdo que g (z) = fi1(z)--- fn(z) em que

fi(z) =h(z) (z—2)", filz)=(z—2z)% se2<i<n.

Se T' ¢é infinito, também ambos os problemas tém resposta positiva. A solugdo envolve os

chamados factores de Weierstrass, que passamos a definir.

3.1 Factores de Weierstrass

Com vista a demonstragao do teorema que garante a existéncia de uma funcao analitica, com
determinados zeros, comegamos por definir um tipo especial de fungoes inteiras, os chamados

factores de Weierstrass.

Definicao 3.1 As funcdes inteiras definidas por

22 2"
Ey(z)=1—2z ¢ En(z)—(l—z)exp<z+2+...+n), n>1

chamam-se factores de Weierstrass.

Observe-se que, se a # 0, entao E, (g) possui um unico zero em z = a, o qual tem

multiplicidade 1.

Da definicao resulta também o seguinte lema, que serd usado na demonstracao do teorema

que resolve o primeiro problema proposto.

Lema 3.2 Para |z| <1 en >0, temos |E, (z) — 1| < |z .
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Demonstragao. Paran =0, |Ey(z) — 1| = |z|. Por outro lado, se n > 1 entao,

E,(2) = [(1+z+...+z”_1)(1—z)—1]exp(z+§+,,,+%)

= —z”exp(z%—%—i—...%—%).

Além disto, se 0 <t <1le|z| <1,

exp <(tz) + (t) + ..+ W)'

ELt2)] =l - ;

2 n
t t
< \Z!n!ﬂ"exp<(tz)+(;)+...+(';))7 pois fewlﬁe‘“”,vwec
t2:2 th
< ‘z’”|t|nexp(‘tz‘+’+,._+| ‘)’
2 n
<

m t2 tn
|z["t"exp (t+ — 4+ -+ —
2 n

= "B, (3.1)
Portanto, para todo z € D (0,1) temos

[En(2) =1 = [En(2) = Ex(0)] =

1
/ 2 El (t2) dt‘
0

1
< |z|/ B (t2)| dt
0
1
< | / B () dt, por (3.1)
0
1
= 2™, pois / E/ (t)dt = -1,
0
como querfamos mostrar. M

Vamos entao enunciar o teorema que nos fornece a solucao do primeiro problema, no caso

de T" ser infinito.

Teorema 3.3 Seja (an), oy uma sucessao em C\ {0} divergente em médulo para +oo.
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Se (Pn)pen € uma sucessio de nimeros naturais tal que

o0 r pn+1
Z < ) < o0, para todo r >0,

n=1 ‘an‘

entao o produto infinito,
s z
P(z)= E —
@=115 ().
n=1
converge normalmente em subconjuntos compactos de C.

Demonstragao. Basta-nos mostrar que o produto converge uniformemente em D(0, ), para
todo r > 0. Como lim |a,| = 400, existe ng € N tal que se n > ng entao |a,| > r. Portanto,
n—oo

< 1. Daqui e do lema anterior resulta que

se |z| <ren >mng, entdo | =
n

E,, |—) -1 < — < P <
Sl (o)1 = Xl = 2 ()

(e.]

Concluimos assim que a série (Epn (f) - 1) converge normalmente em D(0,r) e, port-
n=1 "

anto, o produto converge normalmente em D(0,7). W

Como consequéncia do Teorema 3.3 e do Teorema 2.17 temos o corolario seguinte.

Corolério 3.4 Seja (a,), oy uma sucessdo injectiva sem pontos de acumulagao em C e (dp),,cn
uma sucessio de mimeros naturais. Entdo existe uma sucessao (pn),cy de nidmeros naturais

tal que
o0 r pn+1
Z < ) < 00, para todo r > 0.

n=1 |an‘

Além disso, para uma tal sucessio (pn), ey

e dn d sedngeN: a,, =0
P(z)=2" H (Epn <Z>> em que m = " "o
a .
n—1 n 0 caso contrdrio
an#0

define uma func¢ao analitica com zeros em cada ponto a, (n € N) e de multiplicidade d,.
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Demonstragao. Seja P: C — C em que

e 1 (e ()

C'n; 0

pn = di+--+dp—1 sedi 4 4dp1+1<n<d +--+ds
Cn = Qg sedi+--+dy_1+1<n<d +---+d

dp, sedngeN: ap, =0

0 caso contrario

Para concluir a demonstracao basta usar o teorema anterior, o Teorema 2.17 e mostrar que,

qualquer que seja r > 0,
0 r pntl
d (= < 0.
n=1 ‘an’

Como, dado r > 0, a partir de certa ordem, ﬁ < %, basta mostrar a convergéncia da série
n

S

n=1

X /1\Prtl 1\ % 1\ d1tdz 1\ dtdatotd;
Z<2> = d1<2> +d2(2> ++“'+di<2> T
o0 1N Aoty
- > (3)
2

n=1
0 di+dat- 4% —1
1 2 . 1\k+1 1 k
< Z<2) p01sk:(§) §(§)2,sek‘€N
n=1
(o) n—§
1 2
< Z <2> pois d; > 1, para todo ¢ € N
n=1

e deste modo conclui-se a demonstragao. W

Agora como consequéncia deste 1ltimo resultado temos a soluc¢do do segundo problema, que

¢é apresentada no corolario a seguir.
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Coroldrio 3.5 Seja f uma fungao inteira, cujo conjunto de zeros é da forma {a, :n € N},
onde @y, # an se m # n. Suponhamos que a multiplicidade de a, como zero de f € d,, n € N.

Entao existem (pn),cy wma sucessio de nimeros naturais e uma funcao inteira g tais que

> dn dny sedng€eN: ap, =0
F&)=eplg) 2 [ (E <)> em que m={ @0 *¢3m0 :
n=1 n

= 0 caso contrdrio.
an#0

Demonstragao. Pelo coroldrio anterior existe uma sucessao (pn)nen de nimeros naturais
o] 5 dn
tal que P (z) = 2™ H <Epn <>) define uma funcao analitica cujos zeros e respectivas
an
n=1

a,;éO
multiplicidades sa@o os mesmos de f. Isto implica que a funcdo h(z) = % se estende a

uma funcao inteira que nao se anula. Como C é simplesmente conexo, podemos escrever,
usando a Proposi¢ao 1.16, h(z) = exp (g (z)), para alguma fungao inteira g. Resulta dai que

f(z)=exp(9(2))P(z),zeC. W
De seguida, veremos uma generalizagao do Corolario 3.4 para um dominio qualquer de C.

Teorema 3.6 (Teorema de Weierstrass) Suponhamos que G € um dominio de C diferente
de C, T = {a, : n € N} € um subconjunto numerdvel, sem pontos de acumulagdo em G e (dy),cn
€ uma sucessdo de numeros naturais. Entao existe uma func¢do analitica f : G — C tal que

Z(f) =T e a multiplicidade de cada a, € T, como zero de f, é d,, n € N.

Demonstragao. Por uma questao de simplificacao de notagao vamos supor que todos os zeros
sao simples.

Se I' ¢é finito, basta tomar a funcéo f definida por um polinémio.

Se I' é infinito, observemos em primeiro lugar que o conjunto de pontos de acumulacao de T',
I" = T\T, est4 contido na fronteira de G. A ideia é construir uma fungao analitica g : C\I" — C
com as propriedades requeridas e tomar f = g|g. Vamos dividir a demonstracao em dois casos.

19 Caso: a sucessao (ap)neny ¢ limitada e, portanto IV é um conjunto compacto e nao vazio.

Para cada n € N fixemos w,, € I tal que
|an, — wy| = d (an,T') = inf {Jan, — 2| : 2 €T} > 0.
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Para n € N, consideremos a fungao

_ _ 2 n .
fn(z):En<anwn> = (Z a”)exp<w+w+...+w> comfw:wez#wn.

Z — Wp

Valem as seguintes propriedades:

e Para todo n € N, f,, possui um unico zero de multiplicidade 1 em z = a,,.

an—Wn

* Se Z—Wn

< %, entao pelo Lema 3.2

Gn — Wnp

‘fn (Z) - 1| <

Z— Wy

o0
Vamos mostrar que f(z) = [] fn(2) define uma fungao nas condigbes requeridas. Utili-
n=1

zando o Teorema 2.17 basta mostrar a convergéncia normal da série ioz |frn (2) — 1| em com-
pactos. Como qualquer compacto estd contido em V,,, = {z € C\I" : d (TLZ}’ ) > %} para algum
m € N, basta provar a convergéncia normal em V,,,.

Fixemos m € N tal que V;,, # 0. Como nli_)rglod(an,f") = 0, seja ng € N tal que se n > ng
entao

1
d(an,F’) = |ay, —wy| < o

|an—w
n

Se z € Vp,, e n > ng, temos o ']' < %, pois |z —wy| > % Portanto, se z € V,;, e n > ny,

temos:

1 n
|fn(2) =1 < <2> , pelo Lema, 3.2

o0
Isto implica que a série > |f, (2) — 1| converge normalmente em V,,,.
n>ng
29 Caso: a sucessao (an)nen 6 ilimitada.
A ideia é reduzir este caso ao anterior.

Fixemos zp € G\ {a1,az,...} e a fungio T : G\ {29} — C\ {0} definida por T (z) = L

z—z0"

Observemos os seguintes factos:

e T(G\{z}) é um aberto pois T-! é continua e C\ {0} é um aberto de C.
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e T ({a1,az,...}) é limitado. Com efeito, como G\ {a1,az,...} é aberto, existe r > 0 tal
que B (z9,7) € G\ {a1,az,...}. Isto implica que se z € {ay,aq,...}, entdo |z — zp| > r,

donde |T (2)] = =% < L.

|z—20] r

Pelo primeiro caso, existe uma funcdo analitica f tal que Z (f) =T ({a1,aq,...}).

Vemos entao que:
o Z(foT)=/{ay,as,...}.

e 2) é uma singularidade removivel de foT e lim (f oT)(z) = 1. Para provar isto calcu-
z2—20

lemos os limites seguintes:

lim f, (w) = lim E, (W‘) = E,(0) =1.

Portanto,

lim (foT)(z) = hmf( ! O) — lim f ()

2—20 Z2—20 zZ — Z wW—00
oo
= H lim f, (w), pelo Teorema 2.17
w—00
n=1
= 1.1

De seguida veremos que uma funcao meromorfa é o quociente de duas fungées holomorfas.

Corolario 3.7 Se f € uma fung¢ao meromorfa num dominio G C C, entdo existem funcgdes g

e h, holomorfas em G, tais que f = § em G\I', onde I € o conjunto de pdlos de f.

Demonstragao. O conjunto I', de pélos de f é discreto em G. Para cada z € T, seja d(z)

a ordem de z como pdlo de f. Pelo Teorema 3.6, existe uma funcao holomorfa h : G — C

tal que Z (h) = I' e para cada z € I', a ordem de z como zero de h é d(z). Consideremos

g(z) = h(z) f (2). Queremos mostrar que g se estende a uma fungao holomorfa em G. Para

demonstrar isto, basta provar que os pontos de I' sao singularidades removiveis de g. Fixemos

zo € I'. Como 2y é pélo de ordem d = d(zp) de f e zero de ordem d de h, podemos escrever
1 (2)

que f(z) = ) © h(z) = (2 — 20) ¢y (2), em que ¢, e @, sdo fungdes holomorfas numa

vizinhanga de zg e ¢ (20) # 0 # @y (20). Portanto, lim g (z) = ¢ (20) ¥ (20). B
z—20
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De seguida, utilizaremos o Teorema 3.3 para mostrar que determinados produtos infinitos

convergem normalmente em subconjuntos compactos de C.

Exemplo 3.8 Os produtos infinitos

[[+4q") (se0<lgl <) [T(+5)en H(l—)
n=1 n=1 1
convergem normalmente em subconjuntos compactos de C.

Para mostrar esta convergéncia comecemos por notar que

[e.°]

(1+4q"2) = [ Eo(—¢"2)

n=1

—38

3
Il
—

(1+3)e7n = I Ba(-3)

—3

3
Il
—
3
Il
—_

—8

(1-2) = DEEHE))

1

[y

n

A conclusdo seque do Teorema 3.3 uma vez que

i(?) =T§)q” < oo

n=1 \ ldl™ n=1
= r\2 2 = 1
n=1 n=1

3.2 Produtos de Blaschke

Nesta secgao veremos que existem fungoes limitadas definidas em B(0, 1) cujos zeros estao
pré-definidos. E claro que basta considerar o caso em que essas fungoes sao fungoes de B(0, 1)
em B(0,1).

Definigio 3.9 Seja a € B(0,1)\{0}. 4 funcio By : C\ {1 — C

Z—a
z —

az — 1
chamamos um factor de Blaschke.

Observe-se que, B, (z) possui um dnico zero em z = a, o qual tem multiplicidade 1.
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Um resultado importante acerca dos factores de Blaschke é dado pela proposigao seguinte.
Proposigao 3.10 Se a € B(0,1)\{0} e |z| <1 entdo |B, (z)| < 1.

Demonstracao. Usando o teorema do médulo maximo (Teorema 1.9) basta mostrar que
|B, (2)| =1 para |z| = 1.

Suponhamos que |z| = 1. Uma vez que, |w|2 = ww, para todo w € C,

2

(z—a)(zZ—a)

(@z—1)(az — 1)
1—az—az+ o> .

T P —az—az41 00 21 =1

= 1.1

zZ—a

[Ba (2)* =

az — 1

Teorema 3.11 Seja (an),cy uma sucessio de elementos de B(0,1)\{0} tal que

oo
Z (1—lan]) <
n=1

Entao existe uma fungio analitica f : B(0,1) — B(0,1) cujo conjunto dos zeros é formado

pelos pontos da sucessao (ap)neN-

Demonstragao. Atendendo ao que vimos sobre as fungdes de Blashke e ao Teorema 2.17 basta

mostrar que a série Z ('an|Ban (z) — 1) converge normalmente em D(0,r) para todo r €]0, 1].
n=1

a ~ .o~ .
Deste modo H Jan] n| By, (z) define uma funcao nas condigoes pedidas.

n=1 An

Fixemos entao r €]0,1[. Para z € D(0,r) tem-se

1—
MBO,” (Z)—].’ _ ‘( |a”|)7(an+|an|z) |an|t|an‘|z‘ (1_ ’an|)
an ap (@pz — 1) lan| [@nz — 1]
1+ |z
frg _— 1 —
)
1
< 1+}Z: (1= lan]) pois [1—anz| > 1 [anz] > 1~ |2
— |z
1
< tr (1 —|ay|) porque |z] <r<1.

1—
A conclusao segue da hipdtese sobre a sucessao (an)nen. W
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Note-se que, no teorema anterior, cada nimero complexo “aparece um numero finito de
vezes na sucessao (a,)nen” devido & condi¢ao posta sobre a sucessao.

A restricao posta no teorema anterior de a sucessdo (a,)nen nao poder tomar o valor 0
pode ser retirada. Por exemplo se a; = --+ = ap = 0, para algum k e a,, # 0 para n > k entao

o0
a ) . :
P H MB% (z) estd nas condigoes pretendidas.
Gnp,
n=k+1
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Capitulo 4

Funcoes meromorfas com parte

principal pré-definida

O objectivo deste capitulo ¢ mostrar que, dados G C C, um dominio de C, e (zy),cy, uma
sucessao de pontos em G sem pontos de acumulagdo em G, é possivel construir uma funcao
meromorfa em G cujos pdlos sdo os pontos da sucessao, sendo a parte principal de f em z,
(n € N) pré-definida. Alem disso, se duas func¢oes meromorfas satisfizerem estas condigoes entao

a sua diferencga prolonga-se a uma funcao analitica definida em G.

4.1 Teorema de Mittag-Leffler

Estudaremos o teorema que nos garante a existéncia de uma fungao meromorfa cujos pélos

e parte principal, a partida, sao conhecidos.

Teorema 4.1 (Mittag-Leffler). Sejam G um dominio de C, (2y),cy wma sucessio de pontos
em G distintos dois a dois, sem pontos de acumulag¢io em G e (Pp),, oy wma sucessdo de fungoes

racionais tal que para cada n € N




em que Api, ..., Ank, € C, ky € N e Ay, # 0. Entao existe uma funcao meromorfa f: G — C

cujos polos sdo z1, zo, ... e tal que a parte principal de f em z, é P, para todo n € N.

Demonstragao. Vamos dividir esta demonstracao em dois casos.

1.2 Caso: G =C.

Podemos supor que z, # 0, para todo n € N. Como a sucessao (2,),,cy nao tem pontos de
acumulacao em C, |z,| — oo quando n — oo.

Por outro lado, a série de Mac-Laurin da funcao P, converge uniformemente para P, em
B (0, @) (pois o raio de convergéncia da série é |z,|). Dado n € N, seja m,, € N tal que, se
Q. é o polinémio que representa a soma dos primeiros m,, termos da série de Mac-Laurin de
P,, entdo |P, (z) — Qn (2)| < 5= para todo z € B <0, @)

Consideremos a série ioj (P, (2) — Qn (2)). Vamos mostrar que esta série satisfaz as condigoes
requeridas no teorema. %zia isso basta mostrar que a série converge uniformemente em sub-
conjuntos compactos de C.

Consideremos B (0,7), em que r > 0. Como |z,| — oo quando n — oo, existe ng € N
tal que |2,| > 2r para todo n > ng. Daqui resulta que |P, (z) — @, (z)| < 5= para todo

z € B(0,7). Assim, aplicando o critério de comparagao da convergéncia de séries, a série

(18

(P, (2) — Qn (2)) converge uniformemente em B (0, 7). Pelo facto de P, —@,, admitir apenas

n=1

(o]

zn, como polo, pelo Teorema 1.17 a série f (z) = > (P, — Q) define uma fun¢do meromorfa
n=1

em C, cujos pdlos sao z1, 22, ... € tal que a parte principal de f em z, é P, para todo n € N.

2.2 Caso: G # C.

Seja G = G\ {2z, :n € N}. Como (#n)pey D8O possui nenhum ponto de acumulagdo em
G, G 6 um aberto. Fixemos uma sucessio (Kn)pen de subconjuntos compactos de G tal que
K, Cint(Kp4+1) para todon € Ne |J int(K,) = G. Pelo Teorema 1.18, para cada n € N

neN
existe uma funcao racional h,, sem pélos em G e tal que

L

| P (2) — hy (2)] < on> Para todo z € K. (4.1)

e ]
Consideremos a série f(z) = > (Pn(2) —hn(2)). Pela hipétese sobre (K, ), y, qualquer

n=1
compacto de C contido em G esta contido em algum K,,. Para mostrar que f é analitica basta
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o
entao usar (4.1) para concluir que ) |P, — hy,| converge normalmente em K,,. Uma vez que,
n=ng

(o)

P,, — h,, admite apenas z, como pdlo, pelo Teorema 1.17 a série f(z) = > (P, — hy) define
n=1

uma fun¢ao meromorfa em G, cujos pdlos sdo z1, 23, ... € tal que a parte principal de f em z, é

P, paratodon € N.

E claro que se uma funcao satisfaz a conclusao do teorema anterior entdo a soma dessa
fungdo com uma fungao analitica em G também a satisfaz. O resultado “inverso” também é

verdadeiro.

Proposicao 4.2 Se f e g sdo funcgoes com as propriedades enunciadas no teorema anterior

f — g pode ser prolongada a uma funcdo analitica em G.

Demonstracao. Como f e g tém exactamente os mesmos pélos e correspondente parte princi-
pal e sao holomorfas em todos os pontos de C excepto nos que sao seus poélos, resulta que g — f
tem uma singularidade removivel em cada um dos seus pélos. Logo, g — f pode ser estendida

a uma funcao analitica em G. R

Vejamos um exemplo que é essencialmente de aplicacao do Teorema de Mittag-Leffler.

Exemplo 4.3 Vejamos que a fung¢do definida por

oo
1 1 z 2Pl
f<z>:z(z_zn+zn+z2+...+ )

n n

em que p € N e (2,),cn € uma sucessio de pontos em C\ {0} distintos dois a dois tais que

1
E 7T € convergente
n=1 |Zn|

1

é uma fungao holomorfa em C\{z, : n € N} cuja parte principal em z,, n € N, é =

Usando as notagoes do Teorema de Mittag-Leffler temos
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Seguindo a demonstragao do teorema, dado r > 0 seja ng € N tal que |z,| > 2r para todo

n > ng. Deste modo

10 =Y (Are) =2 (o e)r X (e

n=1 n=1 n=ng+1

Resta agora mostrar a convergéncia uniforme da série em B(0,r). Para todo z € B (0,r) e

todo n > ny,

1 2P
- Qn = | ’
2= Zn |2n|? |20 — 2|
P
= znl" |20 — 2|
rP
ol Ik lan| > 2r, para todo n > ng e |z, — z| > ||zn| — |2]]
2rP
\z ‘p+1
o0
A conclusao segue do facto, por hipdtese, de a série > % ser convergente.

n=ng+1 [2nl
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Capitulo 5

Dominios de holomorfia

O objectivo deste capitulo é provar que dado um dominio G de C, existe uma fungao f

holomorfa em G tal que G é dominio de holomorfia de f. Veremos isto em dois resultados.

e Na demonstracao do primeiro, construiremos uma fun¢ao holomorfa em G a tender para
infinito quando os objectos se aproximam da fronteira de G e introduziremos o conceito
de conjunto fronteira bem distribuido. Esta fungao sera definida com base nas chamadas

“séries de Goursat”.

e Para demonstrar o segundo resultado a funcao sera construida de tal maneira que os
pontos da fronteira de G sao pontos de acumulacao dos zeros da funcao. Para esta
construgao utilizaremos o Teorema de Weierstrass. Introduziremos ainda o conceito de

conjunto periférico.

5.1 Definicoes e exemplos

Nesta seccao veremos a diferenca entre dominio maximal de existéncia e dominio de holomorfia

de uma funcao holomorfa.

Definigao 5.1 Sejam G, G' dominios de C, f : G — C e g : G' — C fungoes holomorfas. A
fungao f diz-se um prolongamento da funcao g se G' estd contido em G e f(z) = g(z), para

todo z € G'.
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Definigao 5.2 Sejam G dominio de C e f : G — C uma func¢do holomorfa. Um dominio G’

diz-se:

e dominio maximal de existéncia de f se f se pode prolongar, de maneira holomorfa a G’

e a nenhum outro dominio contendo propriamente G';

e dominio de holomorfia de f se for dominio mazximal de existéncia de f e para todo o ponto

¢ de G', o disco de convergéncia da série de Taylor de f em ¢ estd contido em G'.

Pode-se dizer que, o dominio maximal de existéncia existe sempre e é igual a uniao de todos
os dominios de prolongamentos de f. No entanto, nem sempre existe dominio de holomorfia
de uma fungao, como se verd no Exemplo 5.4. Além disso, veremos mais adiante (Proposigao
5.6) que hé condigoes topoldgicas sobre os dominios que obrigam a que estas duas nogoes sejam

equivalentes. Comecamos com um caso particular.

Proposicao 5.3 Se o dominio maximal de existéncia de uma func¢do holomorfa € um conjunto

convezxo entdo ele € dominio de holomorfia da funcdo.

Demonstragao. Seja G um dominio convexo que é o dominio maximal de uma fungao holo-
morfa f: G — C e suponhamos que G nao é o dominio de holomorfia de f.
Entao, existe ¢ € G tal que a bola de convergéncia da série de Taylor de f em ¢ nao esta

contida em G. Sejam B a bola referida e g : B — C a série de Taylor de f em c¢. Note-se que:

e BN é um convexo pois é a interseccao de dois convexos. Em particular, BNG é conexo;
e BUG é um conexo pois é a uniao de dois conexos que se intersectam;

e f e g sdo iguais no conexo B N G, pois sdo analiticas e iguais num seu subconjunto nao

discreto, a saber, B(c,r) em que r é a distancia de ¢ a fronteira de G.

Deste modo tem sentido falar na fungao

F: GuUB — C.



Para concluir a demonstragdo basta-nos mostrar que F' é holomorfa, uma vez que G é o

dominio maximal de f.

Se a é um ponto da fronteira de G que estd em B e r > 0 é tal que B(a,r) C B entao F e

g sdo iguais em B(a,r). Em particular F' é analitica em a. W

Vejamos alguns exemplos de dominios de holomorfia.
Exemplo 5.4

1. Facilmente se vé que, se A é um subconjunto finito de C entdo o dominio de holomorfia

de uma fun¢ao analitica definida em C\ A admitindo cada um dos elementos de A como

polos é C\ A.

2. O dominio de holomorfia da fun¢ao f : B(0,1) —

C é B(0,1).
X ok

z S 22
k=0

Para tal, basta mostrar que se n € N e a € uma raiz indice 2" da unidade entao

lim |f(ta)| = oc.
t—1—

Notemos que, para z € B(0,1) en € N,

FE)=f) - (2424422

donde resulta
)] < IF @I+ + |22+ 4+ |27 < 1f ()] +n.

Por outro lado, se meN e <t <1,

m

e > Yo

k=0
> (m+1)t2"  porque 2" > 2" sek<m

1 log L
5 (m+1), se m = caracteristica (logg [ £ ])

Vv

logt
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. log ) .
Como lim log, = 400 concluimos que lim f(t) = 4o0.
t—1— logt t—1-
Sendon € N e a uma raiz indice 2™ da unidade, temos

fia)| > |f ((te)?

logo

=0 = 1)
 lim | f(t)] = oo

3. O conjunto C~

=C\{z€C:Rez<0AImz =0} € o dominio maximal de existéncia
das fungées (considerando o argumento de z, para z € C\ {0}, no intervalo | — 7, x])

f: ¢ — C g: C — C
z = Wz

z

—

log 2
mas ndo € o seu dominio de holomorfia, pois para cada ponto ¢ € C

7
série de Taylor de f e g € respectivamente

“ ez € Blgld) a
\[—FZan' St 1H (2k —3)(z — )"

B(c,c) £ C

e

n+1
logc—l—z (z =)
se Rec < 0.

Com este exemplo, concluimos que nem sempre existe dominio de holomorfia de uma
fungdo holomorfa.

Proposicao 5.5 Dado um dominio G existe uma fung¢ao f holomorfa cujo dominio mazximal
de existéncia de f é G.

Demonstracao. Seja A um subconjunto numeravel de G cujo conjunto dos pontos de acu-

mulacao é a fronteira de G. Pelo Teorema de Weierstrass, existe uma funcao f holomorfa
definida em G cujo conjunto dos zeros de f é A

Suponhamos que f : G — C é um prolongamento de f. Entao A tem pontos de acumulagao
em G. Assim, f =0, o que é uma contradicao. H

O resultado seguinte generaliza a Proposicao 5.3
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Proposigao 5.6 Se G € um dominio de C tal que se x € OG entdo existem bolas tao pequenas
quanto se queira tal que a sua interseccdo com G seja conexa e G € o dominio maximal de

existéncia de uma funcao holomorfa f : G — C, entdo G é dominio de holomorfia de f.

Demonstragao. Seguindo as notagoes usadas na demonstracao da Proposigao 5.3 e depois de
definir B, seja W a componente conexa de BN G que contém ¢ e B’ uma bola centrada num
ponto da fronteira de G, que esteja contida em W e tal que B’ NG seja conexo. A partir daqui

a demonstragao segue os passos da demonstracao da Proposicao 5.3, substituindo B por B’. W

Com vista a demonstragao do primeiro teorema, que nos garante que todo o dominio é
dominio de holomorfia de alguma funcao holomorfa, apresentamos a construcao das chamadas

séries de Goursat e a definicao de conjuntos fronteira bem distribuidos.

o0
Proposicao 5.7 (Série de Goursat) Sejam ay,az,... € C\ {0} com > |ag| < 0o e b1, ba,...
k=1

pontos distintos em C. Entao a série

f(z)= ;::1 . ikbk (Série de Goursat)

converge localmente uniformemente em C\A, em que A = {b1,bs,...} em C.

Demonstracao. Seja K C C\A um compacto. Entao r = d (K, A) > 0. Como |z —by| > r

para z € K, vem que

ol _ ol
|z —bg] = r
Logo,
00 ap 0o ’ak’
— I < — < o0.
k=1 k=1
o]
Portanto, zf’;)k converge localmente uniformemente em C\A. W
k=1

Lema 5.8 (Goursat) Nas condig¢des da proposi¢ao anterior, sejam B uma bola em C\A tal

que by, pertence a fronteira de B, para algum n € N e f : C\A — C a funcao definida por

(o)

fz)=> Zﬁ’zk. Entao, f(w) converge para infinito quando w tende para by, ao longo de um
k=1

raio de B.
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Demonstragao. Nas condigoes referidas,
|w — by| < |w — by, para todo k # n.

Seja p > n escolhido de modo que

[e.e]

1
S larl < 5lanl.

k=p+1

Reescrevamos a série de Goursat na forma

[e%s) p
_ Gp ag ag
f(z)_z—bn+ Z z — b Z,z—b;.C
k=p+1 113;711
donde
TR P [ T fj o
- jw—by W w — by — w — by,
=Pt s
[e%s) p

W
S
$
=
3
|
g
12
=
|
S
2
=

k=p+1 k=1
p+ k=l
a > a P a
> n _ k _ k or
= |w—0b, Z w — by, Zw—bk’p
k=p+1 k=1
k#n
a 1 a P ay
> |-z e or
= |lw—-2b, 2‘w—bn kzlw—b P
kgn
Deste modo
1 an, P ag
w)| = = — .
I ] e
k=1
k#n

Aplicando limites, concluimos o pretendido. B
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5.2 Conjuntos fronteira bem distribuidos

Definiremos conjuntos fronteira bem distribuidos a fim de com o seu auxilio e das séries de

Goursat demonstrarmos um critério de holomorfia.

Definigcao 5.9 Seja G um dominio e b um ponto da fronteira de G. O ponto b diz-se um ponto
visivel de G se existir uma bola B contida em G tal que b pertence a fronteira de B. Neste

caso, B diz-se uma bola visivel de b.

Nota 5.10 Em geral, um dominio tem pontos da fronteira que ndo sdo visiveis. Por exemplo,

num quadrado, 0s vértices sGo pontos da fronteira que nGo sao vVisiveis.

Definicao 5.11 Seja M um conjunto de pontos visiveis da fronteira de um dominio G. O
conjunto M diz-se bem distribuido se: dados ¢ € G ¢ B’ uma bola de centro ¢ que intersecta
O0G, entio na componente de B' N G contendo ¢ estd uma bola visivel B para algum ponto

be MNB.

E imediato a partir desta defini¢do que se M é um conjunto bem distribuido entao M é um
conjunto denso. No entanto, o reciproco desta afirmacao nao é verdadeiro, conforme mostra o

exemplo seguinte.

Exemplo 5.12 Consideremos

1
G = B(O,2)\{a:+iy€@:m€[—1,1],y:nVy:0,n€N}

= 0G\{z+iyeC:xze€[-1,1], y=0}

Note-se que M = 0G, todos os pontos de M sao visiveis e no entanto, o conjunto M ndo é

bem distribuido.

Da definigao anterior resulta que se considerarmos G um dominio tal que se z € G entao
existem bolas tdo pequenas quanto se queira tal que a sua intersec¢do com G seja conexa e M
um conjunto de pontos visiveis da fronteira de G, entao M é bem distribuido se e s6 se M é

denso na fronteira de G.
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Proposicao 5.13 Qualquer dominio G # C tem um conjunto contido na fronteira que é

contavel e bem distribuido.

Demonstragao. Seja R um conjunto contével e denso em G. Para cada a € R, consideremos
b pertencente as fronteiras de G e da maior bola contida em G e de centro a. Assim, cada
ponto da fronteira de G obtido desta forma é um ponto visivel. Sendo R um conjunto contavel,
o conjunto M formado por estes pontos visiveis também é contavel. Vejamos que M ¢é bem
distribuido. Sejam ¢ € G' e B’ uma bola de centro ¢ e raio r, r > 0, que intersecta a fronteira
de G.

Note-se que, se « € 0GNB', s =3 (r—d(a,c)) e B € B(a,s)NGNR entao,

B(5,d(8,0G)) C B(8,5) C B(a,25) C B
e portanto B (3,d (3,90G)) é uma bola visivel para algum ponto pertencente a M N B’. W

Neste momento, ja podemos enunciar o primeiro critério para dominios de holomorfia.

Proposicao 5.14 (Critério de holomorfia) Seja G um dominio. Se {bi,ba,...} C G é um
conjunto contdvel bem distribuido, entdo G é dominio de holomorfia de qualquer funcdo da

forma

com ay, € C\ {0} e > |ag| < oo.
k=1

Demonstragao. A funcio f, pela Proposicao 5.7, tem dominio maximal de existéncia G, uma
vez que m = 0G. Sejam ¢ € G e B’ a bola de convergéncia da série de Taylor h de f
no ponto ¢ e suponhamos que B’ N dG # (). Entao, pela definicao anterior, na componente W
de B’ N G contendo ¢ estd uma bola visivel B para algum ponto b, € B’. Como h |w= f |w,
o lema de Goursat implica que h (w) tende para infinito quando w tende para b, ao longo de

um raio de B. Entao b, ¢ B’, o que é absurdo. B

Um exemplo de aplicagao deste critério de holomorfia é o seguinte:
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Seja a € C, |a] > 1; seja w € R\7mQ. Consideremos, usando a Proposi¢ao 5.7, a funcao f,

holomorfa em B(0, 1), definida por

0o 0k
HOEDY T ik
k=1

Uma vez que o conjunto {eikw, k> 1} é um conjunto fronteira bem distribuido de B(0, 1),

pois w ¢ wQ, pela Proposigao 5.3, concluimos que B (0,1) é dominio de holomorfia da fungao f.

Da Proposicao 5.13 e do critério de holomorfia resulta imediatamente o:

Teorema 5.15 (Teorema da Existéncia) Para cada dominio G de C, existe uma fun¢dio f

holomorfa em G tal que G € dominio de holomorfia de f. R

5.3 Conjuntos periféricos

Nesta seccao definimos conjuntos periféricos, com vista a demonstracao do resultado que
estabelece que qualquer conjunto periférico de um dominio é o conjunto dos zeros de uma funcao

holomorfa definida nesse dominio sendo este o dominio de holomorfia da funcao.

Definicao 5.16 Um conjunto A localmente finito num dominio G, diz-se periférico em G se
satisfaz o sequinte: se G C C é um dominio e W €é uma componente de G N @, entdo todo o

ponto de GNOW ¢ um ponto de acumulacdo de ANW.

Resulta imediatamente da definicao que se A é um conjunto periférico entdo o conjunto
dos pontos de acumulacdo de A é a fronteira de G. No entanto, a afirmacgdo reciproca nao é

verdadeira, conforme vemos no exemplo seguinte.

Exemplo 5.17 Consideremos novamente

1
G = B(0,2)\{:U—|—iy€(C:x€[—1,1],y:n\/y:0,n6N}.
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Seja A= |J An, em que A,, é uma sucessao de pontos de G com sequnda coordenada maior
neN
1

que - e cujo conjunto de pontos de acumulagao seja {%} x [—1,1].
Assim,
Vq € A, com primeira coordenada racional e Yk consideremos T, 4 € GN B (q, %) N[-2,2] x
]%, 2[. Agora, podemos redefinir o conjunto A do seguinte modo: A = {xy, 41 :n,q,k € NJUG'.
Donde resulta, A’ = 0G e A nao é periférico.
Para mostrar que A néo é periférico, basta considerar G = -1,1[x]-1,1[ e W =]-1,1] x
|—1,0[.
Temos G N OW = ]-1,1[ x {0} e ANW =0, pelo que A nao € periférico.

Da defini¢do anterior resulta que se considerarmos G um dominio de C tal que se z € G
entao existem bolas tdo pequenas quanto se queira tal que a sua intersecgao com G seja conexa
e A um subconjunto de G cujos pontos de acumulagao estdo contidos na fronteira de G, entéo

A é periférico se e s6 se 0 seu conjunto de pontos de acumulacao é a fronteira de G.

Analogamente ao que acontece com os conjuntos fronteira bem distribuidos vamos mostrar
que todo o dominio diferente de C admite conjuntos periféricos. Comecamos com um lema

auxiliar.

Lema 5.18 Sejam G e G dominios de C, e W uma componente de GNG. Entio GNoW C dG.
Se G ¢ G, entio G NOW é ndo vazio.

Demonstracao. Para a primeira parte do lema, seja g € GNOW. Como OW C W C G temos
que ¢ € G. Se g € G entdo ¢ € W pois q € G. Mas, como W é aberto e, por hipétese, ¢ € W,
resulta que ¢ ¢ W. Logo, q ¢ G. Assim, q € G\G = 0G.

Para a segunda parte, suponhamos que G ¢ G. Se @\W = (), entao G = W. Como
W C G, terfamos G C G, o que contraria a hipétese. Logo, @\W # (). Por outro lado,
G=wuU <(A¥\W) Como W é aberto e G é conexo, G\W ndo é aberto em C. Seja p € G\W
tal que p ¢ int (@\W) Entéo existe r > 0 tal que B (p,r) € @\W Assim, B (p,r)NW £ 0 e
B (p,r)N <@’\W> # (). Daqui e do facto de p € CA;\W, vem p € OW. Portanto p € GNOW. W
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Proposicao 5.19 Seja G um dominio. Se G # C, entdo existem conjuntos periféricos em G.

Demonstragao. Consideremos uma sucessao (¢,,),cy tal que {¢, : n € N} = (Q+iQ) N G.

Para cada n € N escolhemos, no maior disco centrado em (,, e contido em G, um ponto a,
tal que d (an, 0G) < % e seja A = {ay,a2,...}.

Como para cada conjunto compacto K C G, d(K,0G) > 0, o conjunto A N K é finito;
portanto A é localmente finito em G.

Seja G c Cum dominio, W uma componente de G N Ge pE G N OW. Pelo lema anterior,
p ¢ G. Entao, para cada ¢ > 0 tal que B (p,e) C @, existe um ponto ¢, € B (p, %6) NWw. A
maior bola B ((j,0), 0 < § < ¢, estd contida em B (p,¢), pois p ¢ G.

Por outro lado, B ((},d) é um conjunto conexo contido em G N G. Entdo B ((},d) C W,
por definicao de W.

Como ¢, € B((;,0) € GN G, resulta que a bola B (g, 0) estd contida na componente
conexa de G NG que contém ¢ k-

Para o ponto ay € B ((},0), ap € B(p,e) NANW. Como & > 0 é arbitrario conclui-se que

o conjunto A é periférico em G.

O conceito de conjunto periférico permite-nos obter o segundo critério para dominios de

holomorfia.

Proposicao 5.20 (Critério de holomorfia) Seja G um dominio e f : G — C uma fungdo
holomorfa. Se o conjunto dos zeros de f € periférico em G, entdo G ¢ dominio de holomorfia

de f.

Demonstragao. Vamos mostrar que cada ponto da fronteira de G é um ponto singular de f.
Por absurdo, suponhamos que existe um ponto p € dG, uma bola U de centro p, e uma funcao
g holomorfa em U tal que f |w= g |w na componente W de GNU com p € 9W. Como o
conjunto dos zeros de f, Z (f), é periférico em G, p é um ponto de acumulagao de Z (f) N W.
Como Z (f)NW = Z(g) N W, o teorema dos zeros isolados implica que g = 0. Logo também
f =0, o que é impossivel, pois Z (f) é um conjunto periférico, portanto localmente finito em

G.n
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Teorema 5.21 (Teorema da Existéncia) Para cada dominio G em C e cada conjunto periférico
A em G, existe uma func¢ao f holomorfa em G tal que Z (f) = A. Além disso, G € dominio de

holomorfia de qualquer funcao f messas condigdes.

Demonstracao. Imediata a partir das duas tltimas proposicoes e do teorema de Weierstrass. Bl

Terminamos este capitulo apresentando exemplos de aplicacao dos resultados anteriores

mostrando que B(0, 1) é dominio de holomorfia de certas fungoes.

Exemplo 5.22

1. O conjunto dos zeros da fung¢ao f: B(0,1) — C € um conjunto

2 H( - (52)")

periférico de B(0,1). Em particular, B(0,1) € domzmo de holomorfia da funcgao f.

2. A bola B(0,1) é dominio de holomorfia de Y. 2*", conforme provdmos no inicio deste

capitulo.

3. O dominio de holomorfia da fun¢ao f: B(0,1) — C é a bola B(0,1).

z = Z el+2n 1
n=0

Para o demonstrar basta usar o primeiro critério de holomorfia, notando que, se ar =

—e by, b, = e, 2 € B(0,1) entdo

(e%e] __oo [ee] ar Zn: .
;z—bk Z; Z(m) B g(;bg“> JG).

4. Consideremos a fun¢ao f holomorfa em B(0,1) definida por

:kl_[O(l—sz).

Para mostrar que B(0,1) é dominio de holomorfia, basta mostrar que sen € N e o é uma

raiz indice 2" da unidade entdo lim f(ta) = 0.

t—1—

46



Como

n—1

I1(1- <m>2’“)‘ [F((ta)™)]

k=0
< 2 [f (1))

< 2" (1-+)

[f(te)] =

concluimos que lim f(ta) = 0.
t—1—
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