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Estabilidade do problema de trés corpos

restrito

Resumo

E apresentado neste trabalho um estudo analitico e numeérico da estabilidade de solucdes
de equilibrio hiperbdlicas e elipticas de um sistema dindmico Newtoniano nao-linear. Este
estudo é aplicado ao problema de trés corpos restrito no plano, que é um sistema Hamilto-
niano com dois graus de liberdade e tem no referencial sinédico cinco pontos de equilibrio:
trés pontos colineares e dois pontos triangulares. Os pontos triangulares, dependendo da
razdo entre as massas de dois corpos, podem ser classificados como pontos elipticos ou
como pontos hiperbdlicos. A estabilidade dos pontos de equilibrio elipticos é estudada
através da aplicagao de teoremas gerais de sistemas Hamiltonianos nao-lineares com dois
graus de liberdade, nomeadamente do Teorema de Birkhoff e do Teorema de Arnold-Moser
e a instabilidade dos pontos de equilibrio hiperbélicos e dos pontos de equilibrio colineares
é estudada através da aplicacdo de teoremas gerais de equacoes diferenciais ordinarias
nao-lineares.

O problema de trés corpos restrito nao é, em geral, integravel sendo, portanto, apre-
sentado um estudo numérico das suas orbitas através da anéilise da excentricidade, de
seccoes de Poincaré e do maximo expoente de Lyapunov. Estes métodos sao aplicados ao
estudo de possiveis 6rbitas de asterdides, na vizinhanca de pontos de equilibrio do sistema

Sol-Jupiter, e ao estudo da érbita de Polydeuces do sistema Saturno-Dione.






Stability of the restricted three body

problem

Abstract

Here is presented an analytic and numerical study on the stability of hyperbolic and el-
liptical equilibrium solutions of a non-linear dynamical system. This study is applied to
the, planar, restricted three-body problem, which is an Hamiltonian system with two de-
grees of freedom and has, on the synodic system five equilibrium points: three colinear
points and two triangular points. The triangular points can be hyperbolic or elliptical,
depending on the mass ratio between the two more massive bodies. The stability of the el-
liptical points is studied by applying the general theorems from the non-linear Hamiltonian
systems with two degrees of fredom, namely the Birkhoff theorem and the Arnold-Moser
theorem. The hyperbolic and colinear points instability results from general theorems of
non-linear ordinary differential equations.

The restricted three body problem is non-integrable, in general. As such, a numerical
study of its orbits is presented, through the analysis of the eccentricity, the Poincaré
sections and the Lyapunov exponents. These methods are applied to the study of asteroids
orbits, in the vicinity of equilibrium points of the Sun-Jupiter system and, to the study of

Polydeuces orbit of the Saturn-Dione system.
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Introducao

O problema de n corpos Newtoniano consiste no estudo da dinamica de n corpos no
espaco tridimensional sujeitos a lei da gravitacao de Newton. O movimento desses corpos
¢ caracterizado por um sistema de equagoes diferenciais ordinérias nao-lineares, podendo
estas ser obtidas através do formalismo da mecénica classica e estudadas no ambito do

formalismo Hamiltoniano [3].

A lei de gravitacdo universal, estabelecida por Newton no século dezassete, permite
uma boa aproximacao ao estudo do movimento dos corpos celestes no sistema solar [28].
Newton demonstrou que o sistema de equacoes diferenciais que descreve o movimento de
dois corpos tem solucao geral e que, conhecendo as posicoes e as velocidades iniciais dos
corpos, é possivel determinar a sua posicao em qualquer tempo passado ou futuro. Se um
sistema for formado por um planeta e pelo sol, por exemplo, o planeta descreve uma elipse
com o sol posicionado num dos seus focos. A descricdo da oOrbita eliptica dos planetas
em relacao ao sol ja tinha sido descoberta, através de métodos experimentais, por Kepler
(1609).

A resolucao do problema de dois corpos apenas permite uma primeira aproximac¢ao ao
real movimento dos planetas, pois as forcas entre os planetas causam perturbacoes nestas
orbitas elipticas. Este aspecto levantou o problema da estabilidade das érbitas planetarias:
serd que pequenas perturbacoes entre os planetas, apds tempo suficientemente longo podem
originar colisoes ou provocar a exclusao de algum planeta do sistema solar? Esta questao foi
abordada através de técnicas de expansao em séries por Laplace (1773), Lagrange (1776) e
Poisson (1809), que apresentaram provas da estabilidade do sistema solar. No entanto, es-
tas provas apenas permitem concluir a estabilidade do sistema solar para algumas décadas
ou séculos [27]. Além disso, resultados obtidos por Poincaré (1892) sugerem que as séries,
utilizadas nestas provas de estabilidade, divergem. Estudos realizados por Birkhoff [32, 17|
que consistem na transformacao das equacdes de movimento para a sua forma normal na
vizinhanga de um ponto de equilibrio e por Siegel (1942) [32, 17] que estudou as condigoes
para a convergéncia da transformacao de Birkhoff, cujas séries sdo, em geral, divergentes,
permitiram algum progresso no estudo da estabilidade do movimento de sistemas dindmicos
Hamiltonianos. Kolmogorov (1954) e Arnold (1961) provaram, sob a mesma condigao para

a convergéncia das séries da transformacgdo de Birkhoff, a existéncia de soluces quase-
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periddicas em sistemas dinamicos nao-lineares [17]. Moser (1961) demonstrou o mesmo
resultado para mapas. O trabalho de Kolmogorov, Arnold e Moser deu origem & teoria
KAM e, em particular, ao teorema KAM que assegura que orbitas quase periodicas de
um sistema Hamiltoniano integravel com periodo suficientemente irracional permanecem
quase periodicas quando sujeitas a perturbagoes suficientemente pequenas [23]. A demons-
tracao da existéncia de solucoes quase-peridédicas nos sistemas Hamiltonianos nao inte-
graveis, desde que obedecam a determinadas condigoes, permitiu algum desenvolvimento
do conhecimento da estrutura do respectivo espaco fase. Também o desenvolvimento dos
computadores, na segunda metade do século vinte, foi um auxilio importante no conheci-
mento qualitativo da estrutura do espago fase de sistemas Hamiltonianos.

Ao estudar o problema de trés corpos, Poincaré apercebeu-se que determinadas condicoes
iniciais dao origem a solugoes que descreveu como complicadas, fornecendo as bases para
o desenvolvimento da teoria do caos [28]. A compreensdo do caos e as suas implicagoes na
estabilidade do sistema solar tem sido um dos objectos de estudo na moderna mecanica
celeste. Estudos realizados por Sussman e Wisdom (1988) [34] apresentam evidéncias de
que a orbita de Plutdo é caotica; Laskar (1989,1990) [19, 21| apresentou evidéncias que o
movimento dos restantes planetas também é cadtico. Estes estudos resultam da anélise
quantitativa do comportamento cadtico dos planetas nomeadamente através do calculo
numérico de expoentes de Lyapunov.

Varios problemas sao estudados na dindmica do sistema solar relacionados com a es-
tabilidade do sistema solar, como é o caso da distribuicao de astertides. Kirkwood (1867)
descobriu que na cintura de asterdides que orbitam entre Marte e Jupiter os semi-eixos dos
asterdides nao estao distribuidos de forma aleatéria, havendo zonas quase vazias de aste-
roides. Estas zonas sao frequentemente designadas por buracos de Kirkwood, cujas posi¢oes
correspondem a ressonéncias com Jupiter. Por exemplo, existe um buraco na ressonan-
cia 3 : 1, isto é, um possivel asterdide nessa posicdo cumpriria trés periodos orbitais em
torno do sol enquanto que Jupiter cumpre um. Wisdom (1981) estudou numericamente o
movimento de asterdides na vizinhanc¢a da ressonancia 3 : 1 e encontrou condi¢oes iniciais
que levam a orbitas cadticas que podem atingir excentricidades superiores a 0.6, o que
implicaria a intersec¢do da sua érbita com a 6rbita da Terra. Estas 6rbitas podem ser vias
de transporte de uma classe de meteoritos, as Condrites, da cintura de asterdides para
a Terra, além disso, estudos apresentam evidéncias que parte dos asterdides proximos da
Terra (estes asteroides s@o normalmente designados por NEA - near earth asteroids, por
a sua orbita intersectar ou se aproximar da orbita da Terra) tiveram origem na ressonan-
cia 3 : 1 [37]. O estudo da dinamica do sistema solar ¢ essencial para perceber de onde
surgem os objectos que intersectam a oOrbita da Terra e como evolui o seu movimento,
pois o impacto de um grande asterdide com a Terra poderia provocar um desastre natural,
colocando em causa a vida na Terra.

O problema de n corpos, com n > 2, revelou-se um problema dificil. No entanto, é pos-
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sivel obter para o problema de n corpos Newtoniano solugbes particulares. Considerando
um sistema de trés corpos colineares, Euler (1767) encontrou trés configuragdes possiveis
em que oS trés corpos orbitam em torno do seu centro de massa em movimento circular
uniforme. Outra solugdo obtém-se quando se considera um sistema formado por n corpos
de massas iguais posicionados nos vértices de um poligono regular de n lados, as suas
orbitas sdo cénicas complanares e congruentes, com o foco comum no centro de massa do
sistema e a configuracdo poligonal inicial é preservada ao longo do movimento [11]. Em
particular, num sistema formado por trés corpos, estes definem um tridngulo equilatero
e esta configuracdo mantém-se mesmo que os trés corpos tenham massas distintas. Es-
tas solugoes triangulares foram estudadas por Lagrange (1772). Existem no sistema solar
véarios sistemas de trés corpos cuja configuracao ao longo do seu movimento é préxima
de um tridngulo equildtero, como seja o sistema asterdides Troianos-Sol-Jupiter. Recen-
temente a sonda Cassini, que orbita em torno de Saturno com o objectivo de estudar o
sistema saturniano, desde Julho de 2004, permitiu a descoberta de novas luas de Saturno
como € o caso de Polydeuces que forma com Saturno e a lua Dione uma configuracao proxi-
ma de um tridngulo equilatero. Assume, deste modo, importancia o estudo da estabilidade
das 6rbitas de trés corpos que ao longo do seu movimento apresentam uma configuragdo
triangular aproximadamente equilateral. Se um dos trés corpos tem massa comparativa-
mente negligencidvel em relacao aos outros dois, cujo movimento é proximo do movimento
circular uniforme, sendo as 6rbitas dos corpos complanares, o problema de trés corpos
restrito (PTCR) planar permite o estudo do movimento do corpo de massa nula. Exis-
tem cinco Orbitas possiveis para que o corpo de massa nula orbite em torno do centro de
massa do sistema segundo um movimento circular uniforme complanar com o movimento
dos corpos massivos, que sao as solugoes colineares de Euler e as solugdes triangulares de
Lagrange.

Na formulagao do PTCR planar obtém-se um sistema de equacoes diferenciais num es-
paco fase de quatro dimensoes. Este sistema é Hamiltoniano e tem no referencial sinddico,
no qual os dois corpos massivos estao em repouso, cinco pontos de equilibrio que correspon-
dem no referencial inercial as solucoes de Euler e de Lagrange. E objectivo deste trabalho o
estudo da estabilidade dos referidos pontos de equilibrio. O caso mais interessante, por ter
aplicacao ao sistema solar, e mais dificil, refere-se a estabilidade dos pontos de equilibrio
elipticos que correspondem aos pontos de equilibrio triangulares para razoes entre massas
dos dois corpos em movimento circular 0 < pg < 0.5 — \/@/18. No sistema solar os pares
de corpos sol-planeta e planeta-satélite verificam esta condi¢ao & excepcao do par Plutao-
Charon com razdo entre massas aproximadamente 10~!, no qual ndo é conhecido nenhum
corpo na vizinhanc¢a dos pontos triangulares, enquanto que nos sistemas que verificam a
condigdo para a estabilidade como é o caso de Sol-Jupiter, Sol-Marte ou Saturno-Dione
existem corpos de massa comparativamente infinitesimal préximo dos pontos triangulares.

Sendo o PTCR um sistema Hamiltoniano, este trabalho comeca por apresentar no capi-
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tulo 1 alguns resultados da teoria mecénica necesséarios para a formulacao das equagoes de
movimento do PTCR e para a dedugdo de resultados gerais dos sistemas Hamiltonianos.
Assim sendo, deduzem-se as equacoes de movimento num sistema Lagrangiano composto
por n corpos, com base no Principio de Hamilton, e destas deduzem-se as equagoes de
movimento num sistema Hamiltoniano com n corpos. A seguir sdo observadas algumas das
propriedades dos sistemas Hamiltonianos como é o caso da utilizacao de transformagcoes
canodnicas, utilizadas em capitulos posteriores. Neste capitulo é também demonstrada a
existéncia e unicidade local de solucao das equacdes de movimento de um sistema Hamil-
toniano Newtoniano com n corpos, isto é, um sistema formado por 6n equagoes ordinarias
(EDOs) de ordem um. O problema de dois corpos ¢ estudado no capitulo 2, definindo-se as
equagoes de movimento a custa do Lagrangiano do sistema, em coordenadas cartesianas,
sendo este analisado apos a transformacao canénica de coordenadas cartesianas para co-
ordenadas polares. A existéncia de duas constantes do movimento, a energia e 0 momento
angular, permitem a integracao das EDOs, concluindo-se que o movimento dos dois corpos
¢ complanar, definindo cada corpo uma coénica em relacdo ao seu centro de massa, que
se encontra num dos seus focos comum. Este capitulo é 1til para o estudo do PTCR, no
capitulo 3, pois supoe-se que o corpo de massa infinitesimal ndo tem influéncia no movi-
mento circular dos outros dois corpos. Deste modo, na formulacao deste problema obtém-se
trés equagoes diferenciais de ordem dois, relativas ao movimento do corpo de massa in-
finitesimal, em coordenadas cartesianas. No referencial sinddico, existe uma constante de
movimento designada constante de Jacobi e existem os pontos de equilibrio colineares e
triangulares, cuja existéncia e unicidade é demonstrada.

A partir do capitulo 4 restringe-se 0 movimento do corpo de massa infinitesimal ao
plano e inicia-se o estudo da estabilidade das suas solucoes de equilibrio, comecando por
linearizar o caso geral de um sistema Hamiltoniano na vizinhanca de um ponto de equilibrio
e por analisar os respectivos valores proprios que surgem em pares de ntmeros simétricos.
Estes resultados sao aplicados ao PTCR planar concluindo-se a estabilidade dos pontos de
equilibrio triangulares, pontos elipticos, para a razao entre massas 0 < pg < 0.5—\/@/18, a
instabilidade linear dos pontos de equilibrio tiangulares, pontos hiperbélicos, para a razao
de massas 0.5 — v/69/18 < s < 1/2 e a instabilidade linear dos pontos colineares. A
estabilidade nao-linear dos pontos de equilibrio é discutida no capitulo 5, sendo abordada
por meio do estudo prévio da estabilidade linear. A instabilidade dos pontos colineares
e dos pontos hiperbdlicos segue da aplicagao de um teorema da teoria das EDOs e surge
da existéncia de um valor préprio com parte real positiva. No que respeita ao estudo da
estabilidade dos pontos elipticos, o capitulo segue a seguinte metodologia: apresenta-se
um resultado geral valido para sistemas Hamiltonianos e este é aplicado ao PTCR planar.
Os teoremas relativos & estabilidade dos pontos elipticos aplicam-se a um sistema escrito
na designada forma normal, obtida através da aplicacao do teorema de Birkhoff, valido

para sistemas Hamiltonianos com N graus de liberdade. A transformacao de um sistema
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Hamiltoniano para a forma normal envolve o desenvolvimento em séries que nao sao em
geral convergentes, e resultam de estudos efectuados por Birkhoff [32, 17] e por Siegel
[32, 17]. A estabilidade nao-linear dos pontos elipticos do PTCR planar resulta de estudos
realizados por Leontovitch (1962) [22], que aplicou o teorema de Arnold (1961) [5], por
Deprit & Deprit (1966) [13] que aplicaram o teorema de Arnold-Moser [32] e por Markeev
[6, 25]. Posteriormente, Cabral e Meyer (1998) [12]| apresentaram um teorema geral que
permite estabelecer a estabilidade e instabilidade de um sistema Hamiltoniano com dois
graus de liberdade, englobando os resultados obtidos por Arnold, Moser e Markeev.

E também objectivo deste trabalho apresentar um estudo numérico da estabilidade de
6rbitas do PTCR planar, através da integracao numérica das respectivas equagoes diferen-
ciais, utilizando procedimentos habituais da moderna mecénica celeste como é o caso das
seccoes de Poincaré, que permitem a andlise qualitativa das érbitas no espaco fase, e do
maximo expoente de Lyapunov, que permite caracterizar a caoticidade de uma orbita.
Estes aspectos, assim como o calculo numérico da excentricidade de uma o6rbita, sao dis-
cutidos no dltimo capitulo e aplicados a objectos do sistema solar cujo movimento possa
ser aproximado pelo PTCR planar e, em particular, aplicados ao estudo da estabilidade

numeérica de Polydeuces, considerando que se movimenta no plano orbital da lua Dione.






Capitulo 1

Teoria mecanica

Este capitulo pretende fornecer os conhecimentos basicos de mecanica cléssica considerados
essenciais para o estudo do PTCR como um caso particular de um sistema Hamiltoniano.
Como tal, neste capitulo sdo deduzidas as equagbes de movimento de um sistema com n
corpos baseadas em principios variacionais, a partir da funcido de Lagrange. As equacoes
de movimento num sistema Hamiltoniano sdo obtidas a partir do sistema Lagrangiano.
As propriedades dos sistemas Hamiltonianos possibilitam a utilizagdo de transformacoes
candnicas, o que permite a simplificacao do estudo da dindmica de equagoes diferenciais.
Como as equagoes de movimento de um sistema mecénico, quer Lagrangiano quer Hamil-
toniano, sao equagoes diferenciais, é também demonstrado, no contexto mais geral de um

sistema de equacoes diferenciais ordinérias, que a sua solucao existe e é tnica.

1.1 Formalismo Lagrangiano

Para um sistema com N varidveis independentes, a posicao de um corpo desse sistema
no instante t é dada pelo vector Z(t) = (x1(t),...,zn(t)), a respectiva velocidade por
Z(t) = (&1(t),...,&n(t)) e o movimento desse corpo ¢ descrito pela funcdo de Lagrange
L(Z(t), Z(t), t) tal que

f:IRS' — RN f:IRS' —s RN

t — E@), t — E@)

L:RYxRY xR — R
(Z,2,t) — L(Z,7,1).
t2 .
Definigao 1 O integral S = L(Z,Z,t)dt é chamado acgao.
t1
Principio de Hamilton: A trajectéria de um corpo que se movimenta num sistema

mecdnico, no intervalo de tempo [t1,t2], € determinada pelo valor estaciondrio da acg¢ao
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to
S = Ldt.
t1
Se no instante ¢; um corpo se encontra na posicao Z(t1), com velocidade Z(t;) e no
instante to na posicao Z(t2) com velocidade :f’(tg), segundo o Principio de Hamilton, entre

as duas posicoes referidas o corpo move-se de modo que a variacao da accao

to . . .
08 = [ [L(x+ 67,7 + 67,t) — L(Z, %, 1)) dt
t1
seja zero. Pretende-se, para 0Z;(t1) = 6Z;(t2) = 0 e para i = 1,..., N determinar a lei do

movimento para a qual §5 = 0. Assim,

to to
58 = 0 = /L(f+5f,5z+ 53, )t — /L(f,:'z,t)dt —0
t1 t1

to

= t{ [L(f, E,b) + g—i&m +ot 8(1—[;\[5331\7 + g—i(sil ot ;TLNMN g —
7L(f, Fot)dt =0 == /tZi (giaxi + giéfbi> Q= 0
t1 i i=

= ﬁ;i (g—iéaz + %%MO dt =0

o %/ (50 = s, ) ot + ol =0

— z/(g ALY o

e obtém-se as equacgoes de Lagrange:

0L  d oL

=0,i=1,.., N.

Na segunda linha da dedugao anterior, a fungao L(Z+ 07, I+ 53'3', t) foi substituida pelo
seu desenvolvimento em série de Taylor até aos termos de ordem dois.
Para ¢ = (q1,...,qn), vector de coordenadas generalizadas, e para 7= (G1y -, 4N),

vector de velocidades generalizadas, a variacdo de ¢ com o tempo obedece as equagoes de

Lagrange:
oL d oL
— — —=—=0,1=1,...,N. 1.1
aqz dt 8(]@ 9 ? ) i ( )

Em particular, o Principio de Hamilton aplica-se a sistemas mecanicos em que as forcas
se deduzem de um potencial generalizado que depende explicitamente apenas das coorde-

nadas. Para um sistema deste tipo definem-se as fungoes F,, energia cinética, e U, energia
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potencial, por
E.:RY — R U:R¥Y — R
7q q — U@,
respectivamente. A funcdo de Lagrange correspondente escreve-se como

L(§,q.t) = E(q) — U(@) (1.2)

Aplicando a esta funcao as equagoes de Lagrange (1.1) tal que, para i =1,..., N

oL  0E.
o4 o0g "
oL oUu
dg;  Ogi
obtém-se
éji+g—g =0,71=1,....N (1.3)

sistema este, coincidente com as equacoes de Newton, que serdo referidas com mais por-

menor nos capitulos 2 e 3.

1.2 Formalismo Hamiltoniano

Seja L uma funcao de Lagrange
L:RYxRY xR — R
(@.4.t) — L(@.q.1)-

Definindo p; = PR i=1,...,N, a funcio Hamiltoniana define-se como '

qi

Zp@qz — L(7.¢,1). (1.4)
Derivando a igualdade anterior obtém-se, por um lado,
8H oOH
dH = d i+ ——dt 1.5
Z %+ 3 (1.5)

e por outro lado,

[szqz ~ L(§,q, )1
. ) N oL ) N oL oL
— ;Qidpi + ;pid% - Zz::l 8_%61% _ ; @_qid% -l

N N

oL\ . oL oL
E gidp; + E <pz 8q> dg; — yqd(h - Edt' (1.6)
i=1 g i=1 ~ 1t

LA funcdo H§,p,t) é a transformada de Legendre da funcio de Lagrange L(q, q, t), em relagdo a q
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L oL
Como p; = e i =1,...,N, as equacoes de Lagrange (1.1) permitem deduzir que p; = D
4ai qi
e que (1.6) éigual a
N N
. . oL
> didpi — Y pidg; — a—dt (1.7)
- - t
=1 =1
Da igualdade entre (1.5) e (1.7), obtém-se as equagoes de Hamilton, parai=1,..., N
0OH
s 1.8
Gi o (1.8)
OH
Vo— 1.9
bi 94 (1.9)
oH 0L
ot o’
relativas & funcdo Hamiltoniana H tal que
H: RVxRVxRf — R
(¢,p,t) — H(q,p,t). (1.10)

Pretende-se estudar essencialmente o comportamento da solucao das equacoes de Hamilton
quando o Hamiltoniano nao depende do tempo, (1.8) e (1.9), ou seja, o comportamento da

—

solugao &(t) = (¢, p) do sistema de EDOs

§=TH, (1.11)

com
He: RY xRY xR — R

(" _’t) (a_H 8_H>
q7p7 aq—»? aﬁ :

e, representando as matrizes identidade N x N e nula N x N pelas matrizes Iy e Op,

(1.12)

respectivamente, com

oy I
7= " V. (1.13)
—In Oy

Um sistema de EDOs que nao dependa explicitamente da variavel tempo designa-se por

autdnomo e, neste caso, salientam-se as seguintes propriedades:
1. O Hamiltoniano H é uma constante do movimento.

2. O Hamiltoniano é igual & energia total do sistema.

Das igualdades (1.4) e (1.2) resulta que

OL 1 (OL\?
i— lpiaq'i_Q(api) ] U@
N

= > (p? - %p?) +U(§) = E(p) + U (@)

=1

H(@pt) = )

N
=1
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As equagoes de Hamilton podem ser obtidas a partir da ac¢ao S (definigao 1). Como, pela

equacao (1.5),

N .
= pigi — H(q, 4, 1),
i=1
segundo o Principio de Hamilton,

t2 .
0S=0<=9 L(q,q,t)dt = 0.

t1

Assim sendo, H define o caminho de uma particula ¢(t) com velocidade cj’(t) de modo que,

para variagoes nos extremos do intervalo [¢1, t2] nulas,

[szqz (. ﬁ,t)] dt = 0. (1.14)
=1

t1

Por vezes, as equagoes diferenciais de um sistema Hamiltoniano H(q, p,t) sdo muito com-
plicadas e o estudo da sua dinamica dificil, pelo que a utilizacao de outras varidveis Q e P
e uma outra funcao Hamiltoniana K(Cj, 13, t) permite a simplificacdo do problema. Entao,

novamente pelo Principio de Hamilton, pode escrever-se
[Z PQ; — K(Q, P, t)] dt = 0. (1.15)
t1 [i=1

Como o movimento do corpo quer seja descrito por H quer por K define o mesmo caminho,

os integrandos de (1.14) e de (1.15) estao relacionados da seguinte forma:

N N ) o dR
>_pidi — H(@.p,t) = > PiQi — K(Q,P.t) + —-, (1.16)
i=1 i=1
onde R é qualquer funcdo de coordenadas do espaco de fase, com segundas derivadas
continuas.
Definicdo 2 (Transformagio candnica) Seja ¢ = U(E), ¢ = (Q, P) e (q p), a trans-

—

formacgao de coordenadas que tmnsforma o Hamiltoniano H () de equagoes § ’THg, no

Hamiltoniano K (C) de equagées C =TK;.
A transformacao de coordenadas 5: \I/(E) diz-se candnica se existir uma func¢do
R:R?>N S R, definida num espaco de fase, com sequndas derivadas continuas tal que

A B 5. dR
> pigi — H({, p,t) ZPQZ Pit)+ -
=1

—

A transformagio do Hamiltoniano K no Hamiltoniano H obtém-se através de £ = vL(Q).

A funcao R da equagao (1.16) designa-se por fun¢ao geradora da tansformagao canonica e
relaciona as variaveis de varios modos, podendo por exemplo ser uma funcao de 7 e de Q
A seguir exemplifica-se como a partir de uma funcdo geradora se podem obter as equacoes

da transformacao canoénica 5: \I'(g) Esta transformagcao sera utilizada no capitulo 5 para
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—

deduzir a forma normal de Birkhoff de um sistema Hamiltoniano. Seja G(g, P) uma fungao

com segundas derivadas continuas tal que
B N
R=G(q.P)-) QP
i=1

¢ uma funcao geradora. Substituindo R na igualdade (1.16) e expandindo a derivada total

de R, obtém-se

N N
. oG G . . . oG
idi — PiQi ) — H = G+ 550 — QP — PQi | — K+ — .
> (it~ Q) ;(aqi“aﬂ AP~ PQi) - K+
Desta igualdade resulta que
oG
P = — 1.1
P o7 (1.17)
~ oG
_ % 1.18
q - (119
oG
K = H+ —. 1.1
+ 5 (1.19)

Observando a fun¢ao G verifica-se que ao resolver as equagoes (1.17) em ordem a P;, para
cada i = 1,..., N, estes dependem apenas das variaveis p; e ¢;, ou seja, P, = W, 11(q;, p;)-
Substituindo nas equagoes (1.18) P; por ¥, 11(g;,p;) obtém-se as restantes N varidveis
Qi = ¥(qi,pi), 0 que se resume na fungao vectorial (Q, ]3) = VU(q,p). Os Hamiltonianos
H e K estiio relacionados através da igualdade (1.19) e, utilizando (7,75) = U~ 1(@, P),
exprime-se H e 5 em funcao de Q; e P;, obtendo-se K.

As equagoes de Hamilton podem ser formuladas em termos de matrizes simplécticas o
que constitui outro método, por vezes mais simples, de abordar as transformacdes cano6ni-

cas.

Definicdo 3 (Matriz simpléctica) Uma matriz A € R?N x RN diz-se simpléctica se
ATTA=T.

Proposicao 1 As matrizes simplécticas formam um grupo para a multiplicacio de ma-

trizes usual.

Demonstracao:

e Se A e B sdo duas matrizes simplécticas entdo AB também é simpléctica:

(AB)'T(AB) = BTATTAB=BTTB=T

e A multiplicacdo é associativa.

e O elemento identidade é a matriz identidade I, de dimensao 2N x 2N.
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e Se A ¢é matriz simpléctica entdo A~! existe e é simpléctica: como,
ATTA = |T| & |[AAT|=1 & |[AP=1 = |A| #0,
A~ existe, e como
(ANTTA = (A Y ATTAA = ITTI =T,

é simpléctica. ¢

A relacao entre a transformacdo candnica e a matriz simpléctica associada as equagoes de

Hamilton é dada pela proposicao 2.

Proposicao 2 Seja H(E) um sistema Hamiltoniano e 5 = \11(5) uma fung¢do invertivel

que transforma H(§) em K(C). A transformacao ¥ ¢é candnica se e sé se a matriz
9, ij=1,..2N

goony

M

é simpléctica.

Demonstracao:

Da transformacio ¢ = V() resulta que
= M¢ (1.20)

As equagbes de movimento £ = ’Z'Hg relativas ao Hamiltoniano H podem reescrever-se

como
§=TMH, (1.21)
pois £ = U~1(¢). Substituindo em (1.21) €= M~ consequéncia de (1.20), obtém-se

= MTM"H. (1.22)

—

Se a matriz M é simpléctica entdo 5 = THE' Como o Hamiltoniano nas varidveis &
expresso em termos das novas variaveis 5 serve como novo Hamiltoniano, a transformacao
U ¢é canodnica. Se a transformagdo W é candnica, como 5 = THE sao as equacoes de
movimento relativas a K, conclui-se, por comparacao com as equagoes (1.22), que a matriz

M é simpléctica.o

1.3 Equacoes de movimento

Para um sistema Newtoniano N dimensional, as equacoes de Lagrange sao N equacoes
diferenciais ordinarias (EDOs) de ordem 2 e podem ser reduzidas a um sistema de 2N
EDOs de primeira ordem. Quanto as equagoes de Hamilton, estas ja sao constituidas por

2N EDOs de primeiro grau. Interessa, por isso, provar a existéncia e unicidade de solugoes
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de um sistema de n EDOs de ordem um. Para efectuar este estudo representa-se um

sistema com n equacoes diferenciais ordinarias (EDOs) de ordem 1 na forma
#(t) = F(@(t) A (to) = T, (1.23)

sendo Z(t) = (z1(t), ..., zn(t)) as variaveis e

F(Z(t)) = (f1(Z(2)), ..., fa(Z(2))) (1.24)
a fungdo do sistema tal que para i = 1,...,n, f; € uma fungao real de variavel real definida
como

fi: 0O — R (1.25)

() —  fi(Z()),
O CIR"™ e O aberto.

Z representa o estado do sistema e toma valores no espaco de fase O.

Defini¢ao 4 (Fluzo) Seja Z(t) a solugao do sistema de EDOs (1.23). O fluzo v, define-se
como
Y I x0O — O
(t,Zo) +—— h(Zo) = Z(1).
Defini¢ao 5 Uma funcao f tal como definida em (1.25) é de Lipschitz em O se existir
L e R" tal que

— —

1F(@@) = FG@)I < LIZ#) = 5@, v & § € O. (1.26)

Teorema 1 Seja f uma funcao de classe C! definida como em (1.25). Entdo, 3b > 0 tal
que Up(Zp) € O, onde

Up(Zo) ={Z€0: ||T—2p|| <b},

sendo f de Lipschitz no conjunto Uy (Zp).

Demonstracao:

Como o conjunto Uy(Zp) é compacto e a fun¢do f é de classe C?, entdo existe
0 0

Df(%) = [8—f, s 8—f]T continua em Uy (Zp), logo existe L > 0 tal que [|[Df(Z)|| < L, em
T1 In

Up(Zp). Além disso, para z,y € Uy(%p), pode definir-se a funcao ¢(s) =y + s y%, s € [0, 1]
e Y(s) = fop(s)
1

I [ w's)ds]

0

IN

1 1
[ 105+ s)zls < [ 1050+ sl 52lds
0 0

IN

1
[ ElElids < 2z
0
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1
Por outro lado, | /w’(S)dSH = [[9(1) = 40)[ = [If(2) = f(»)l. Logo,
0

1F(2) = F)ll < Lllz = yl].0

Teorema 2 Sejam fi, i = 1,....,n, fungées C' definidas como em (1.25). Entio Ja > 0
tal que a EDO (1.23) tem uma tinica solug¢ao v : |ty — a,to + a[— O.

Demonstracao:
A existéncia de solugdo de (1.23) sera estabelecida através do método iterativo de Picard.

Para cada ¢ = 1,...,n, a fungdo f; é integréavel e a respectiva solugao pode escrever-se como
¢

w0) = yio + [ ili(s))ds. (1.27)
to

e Seja L a constante de Lipschitz de f; no conjunto Uy(7) tal como definido no teorema

1.

e No conjunto Up(%o), ||fi(¥)]| € limitada. Seja M = max_ || fi(9)|-
g€ Up(140)

b 1
e Sendo a > 0 tal que a < mm{M, Z}, define-se a sucessao de fungoes
Yim © [to — a,to + a] — Us(%0),

t
com Yio(t) = yio A Yik+1(t) = Yio +/t fi(¥k(s))ds.

0
Assumindo que g, estd definida em Uy(4p), Vt € [to — a,to + a], entdo fi(7k(s)) esté
definida em Uy(%p), 1ogo [|gk+1 — Yol| < b, concluindo-se que a sucessao y;x estd bem
definida.

Existéncia de solucgao:

Pretende-se mostrar que para cada i =1,...,n
m g (t) = yi(t),
sendo y;(t) uma fungdo que satisfaz (1.27) e é unica.
Sera provado por indugdo que:
M [Ln(t — to)]™

lyim(8) = yim—r @I < == (1.28)
Sem=1
lyir () = yao (D) = HyiO‘f‘/fi(gO(S))ds_yiO” = II/fz'(ﬁo(S))dSH

IN

t t
[ 15iGn(s)ds < [ Mds < Mo~ to)
to to
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A kL
Para ||y (t) — yir_1(0)]| < %w = [lyier1(t) — yar()] < E%

[ir41(t) — yie (@) = | / [fi(G(s)) = fi(Gr—1(s5))] ds]|

t . §
< [ IR ~ FGrDlds < [ LY i) — aca(s)]
to to =1
¢ e .
< /nLlrgax lyir(s) — Yir—1(s)|| ds < /nL%wds
to /

_ M[nL(t - to)]**!
- L (k+1)

Tendo sido demonstrada a condigao (1.28), conclui-se que

+oo +00
M [nL(t —to)]™
Yio + mz::1 [Yim(t) = Yim-1(t)] < yio + L 2121 B R
[nL(t — tg)]™ - )
Como a série Zl o é convergente, entao y;o(t) + Z [Yim (t) — Yim—1(t)] € ma-
m= m=
jorada, o que significa que para cada i = 1,...,n, y;(t) = lm y;n(t), logo §(t) é uma

m——+o00

solugao da EDO (1.23).
Unicidade de solugao:

Sejam Z, ¢, com Z(ty) = (to) duas solugoes distintas da EDO (1.25) e seja
§ = max |[§(t) - Z@t)|, J = [to —a,to +d],

atingindo-o em t = t*. Entao
o
S = [lglt) =z S/to 1 (g(s)) = F(Z(s))]

t*
< [ Llits) - 2l < LG ~ to) < LSa.
to

Como aL < 1, S tem de ser 0. Entao, y(t) = Z(t). ©

O teorema de existéncia e unicidade é local, garantindo a existéncia e unicidade de
solugdo num intervalo centrado no instante inicial ¢g. Aplicando sucessivamente o teorema,
pode estender-se o intervalo onde a solu¢ao Z(t, Zp) esta definida e, obter-se um intervalo
maximal para o qual a solugo estd definida. Em particular, o teorema garante a existéncia
e unicidade local das solugoes das equagoes de Lagrange, nomeadamente para o problema

de trés corpos restrito (PTCR). As equagoes de movimento deste problema nao sao, em
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geral, integraveis, mas é possivel encontrar algebricamente solu¢oes, nomeadamente pontos

de equilibrio e 6rbitas periddicas.
Defini¢ao 6 (Ponto de equilibrio) Zp € O é um ponto de equilibrio da EDO (1.23) se
F(zg) =0.

Definigdo 7 (Orbitas periddicas) Uma solucdo Z(t) do sistema de EDOs (1.23) é uma
orbita periddica de periodo T # 0, T constante, se T € o valor minimo tal que T(T,Zp) =

Zp, com Tp ponto da drbita periddica.






Capitulo 2
Problema de dois corpos

Este capitulo trata o problema de dois corpos, o que podera ser, por exemplo, uma primeira
aproximacao ao movimento de alguns corpos celestes. As equagoes de movimento dos dois
corpos C1, de massa my, e Co, de massa mg, sdo deduzidas a partir do Lagrangiano (1.2).
Depois de deduzidas as equacoes de movimento é realizado um estudo qualitativo das suas
solucoes, sendo a seguir, determinadas as solucoes do problema de dois corpos. A solucao
do problema de dois corpos serd utilizada no capitulo seguinte na formulagao do PTCR.
No final deste capitulo é deduzida a equacao que permite determinar a excentricidade de

uma orbita eliptica, que serd tutil no dltimo capitulo.

2.1 Equacgoes de movimento

Considerando um referencial inercial de origem O, sejam 77, 75 e R os vectores posicao
definidos por O e C1, O e Cy e O e o centro de massa do sistema, respectivamente. O
vector entre os dois corpos é dado por ¥ = 75 — 1] € El e Eg sao dois vectores dos dois
corpos em relagdo ao centro de massa de modo que 7= Ry— Ry, A energia cinética deste
sistema, F., ¢ dada pela soma da energia cinética do movimento do centro de massa com

a energia cinética do movimento em torno do centro de massa:

1 2 1 52 1 2
E.= §(m1 +ma)R + §m1R1 + §m2R2 (2.1)
. : Gmimay | : : e
e a energia potencial, U(7) = W, é proporcional ao inverso da distancia entre os
T
COrpos.
= myT1 + mar
Da definigao do vector posi¢do do centro de massa R = Tt mars e de
my + ma

élzfl—é AN EQZFQ—E
vem que

mlﬁl + mgég =0. (2.2)

19
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Da igualdade (2.2) conclui-se que o centro de massa se encontra na linha que une os dois
corpos. De 7= Ry — Ry e de (2.2), obtém-se as relacdes:

o ma -

rRR = — 2.3
! mi +m27" ( )
] mi -

Ry = ——r. 24
2 m1 +m2T ( )

Substituindo (2.3) e (2.4) na expressao para a energia cinética (2.1), o Lagrangiano (1.2)

escreve-se como

mimsa

1 N
L=g(m+mo)R +opr” —U(7), com = (2:5)

my + ma
Como my7 + meors = 0, obtém-se R = 0, o que significa que ou o centro de massa esta
em repouso ou em movimento uniforme em relagao a origem do referencial inercial. Assim
sendo, nenhuma das equagoes de movimento para 7 tem termos em R ou R, podendo

reescrever-se o Lagrangiano (2.5) do seguinte modo:

L:;ﬁ—Uﬁ. (2.6)

Recorrendo as equagoes de Lagrange (1.1), o problema de dois corpos reduz-se & EDO

_’: —_— 2-7

=, (2.7)
com

B_U . _Gmlmgf’

or 7P
A equacao (2.7) é equivalente a

s M*SF:O, 7,7 € R?, (2.8)

7]

com

u* = G(my + ma). (2.9)

A equagao (2.8) apresenta uma simplificacao do problema de dois corpos inicial que se
movem em relagdo ao centro de massa e descreve o movimento do corpo Cs relativamente
ao corpo (1, estando este fixo.

O momento angular é um integral do sistema, pois
—FPXT=7"XTF+7rXr=rx|——=]7=0.

171
Se I = 0 entao os vectores posicao, 7, e velocidade, 7, sdo paralelos, isto é, 0 movimento
realiza-se numa linha recta e pode ocorrer uma colisdo entre os corpos. Se [ # 0, como
[ é perpendicular ao plano definido pelos vectores posicao e velocidade, os dois corpos

movimentam-se num plano, designado por plano orbital, o que permite simplificar o sistema
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reduzido-lhe um grau de liberdade. Exprimindo o lagrangiano (2.6) em coordenadas polares

obtém-se
oL .2 242
L(r,7t) = Tl (r + 0 ) —U(r).

Recorrendo novamente as equagoes de Lagrange (1.1), obtém-se as EDOs

ou

. 0'2 9% _ 9
ur — urd” 4+ or
d .
—dt(,uTQH) =0

que sdo equivalentes as equacoes

M*

P—rf>+= = 0 (2.10)
T
d )
E(/M«Qe) =0 (2.11)

Da equagao (2.11) deduz-se o m6dulo do momento angular, [, do sistema,
I =r26. (2.12)

Da equacgao (2.10) deduz-se a energia total do sistema, F, podendo esta equac¢ao escrever-se

como

d (1 5 *
F=—— <T292 — H) ,
dr \2 T

e, multiplicando-a por 7, obtém-se

L. d IR T YA d<1-2>_ d(M* 12‘2)
Pr = dr( T+2r9>r(:>dt 57 ) = 7 T+27"9

— 4 {(7;2 262 — “} —0—= (P+r2?) - L =k (2.13)
T

O momento angular [ e a energia E sao dois integrais do sistema, que ficou reduzido a dois

graus de liberdade, logo é integravel.

2.2 Andlise qualitativa das solucgoes

d
A partir das varidveis u = Gm1m27 8= Gml1m2 ep= d—z e de (2.12) obtém-se
r
du  dudrdt Gmimar entiio
e,como — = ——-— = —————
’ df  dr dtdf l ’
p___ Dl (2.15)

GmlmQ '
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Substitui-se (2.14) e (2.15) na equagao da energia (2.13) e,
1 pl 2,02 Gmima
- Y =2
H [(Gm1m2> T r4 r T

2

(Gmima) -
, resulta na equacao

que multiplicando por 2
lu (p2 + u2) = Fu+k,
2

Gmlmg

l
2 2
e (u _ ﬁ_2> _ 2k (5_2> . (2.16)
o po \n

) . . 3 2k (32N
A equacao (2.16) representa uma circunferéncia de centro [ 0,— | e raio \/ — + | —
1

2
comk=F ( > que equivale & equacao

K K
e, dependendo dos valores da energia E, permite deduzir o tipo de trajectéria do corpo

C5 em relacao ao corpo (1. Na figura 2.1 podem ser observadas algumas circunferéncias
no espaco fase (up). Quando E = 0, as trajectérias no espago fase sdo circunferéncias
tangentes no ponto (u,p) = (0,0). Neste caso, o corpo atinge infinito, com energia cinética
igual a 0, seguindo uma trajectoria parabolica (ver figura 2.2). Se E > 0, para os pontos
(u,p) = <0,:t\/%> a energia cinética é diferente de 0, o corpo Cs "vem do infinito",
aproxima-se do corpo fixo C] até uma distancia finita minima 71, neste caso p = 0, e
"volta para infinito", pelo que a érbita é hiperbdlica (ver figura 2.2). Se E < 0, quando
p =0, u # 0, o que implica que a distancia entre os corpos seja finita, minima para
ry = 1 (B2 —\/ B+ 2k,u) e maxima para 7o = 1 (ﬂ2 +4/B* + 2k:,u). Os pontos onde a
distﬁnﬁéia entre os corpos é minima chamam-se pgﬂcentms e os pontos onde a distancia é
maxima apocentros. Quando a energia é negativa o movimento é limitado e as 6rbitas de

Cs em relagdo a C sdo elipticas.

2.3 Integracao das equacgoes de movimento

Na primeira seccao reduziu-se o estudo do movimento de dois corpos, C; e Cs, ao problema
de um corpo virtual no plano com massa reduzida, u, sujeito a uma forca central igual
a forca de interacgao entre os dois corpos, obtendo-se o sistema de EDOs (2.10) e (2.11).
Este sistema tem 2 graus de liberdade e dois integrais, a energia total do sistema, F, e o

momento angular, [, por isso é integravel, conforme serd provado na proposicao 3.
Proposicao 3 O sistema de EDOs (2.10) e (2.11), com condigoes iniciais

r(0) =19 A 7(0) = vy
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(a) (b) ()

u u u

Figura 2.1: Representagdo de trajectorias no espaco fase up para diferentes valores de

2
s > 0 e diferentes valores de energia: (a) E=0; (b) E=1¢; (c) E=—1.
7

€ integravel e a solugdo € a equagdao geral da conica em coordenadas polares,

B p
r(®) = 1+ ecos(6 —6p)’

sendo p o lado recto e e a excentricidade da conica.

Demonstracao:
1

Para resolver a equagao (2.10) efectua-se uma mudanga de variavel, u = —. Daqui se deduz
r

que

i__d(%> dr d(d) _du

T

r2 dr d9 ~  do ~  do°

(2.17)

Procedendo & mudanga de variavel na equacao (2.10), resulta

_ 2
lu2i (lﬂ) —Pud = —pfu? = —lZqu—u — Pud = —pru?

de \ db dn?
= %u? (C;Zu—l—u) :u*u2 = ZZZ +u = A;—;
Através de uma nova mudanga de varidvel, definindo y = u — l_;’ obtém-se a equacao
% +y = 0. A solugao desta EDO, sujeita as condi¢oes y(0) = A A 3(0) = B é dada por

y(0) = D cos(0 — 6y),

A
com D = /A2 4+ B2 e 6y = arc cos—————— constantes de integracao. Entao,
VA2 4 B? Brac

* 2

D
u(f) = 7—2 1—1-“—)5 cos(0 —6y) |,

e, da igualdade (2.17) vem que

r(®) = 1+e COZ(G —6o)’ (2.18)
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2 DI Além di ? 1 LN
comp=—-ee=——. Além disso, rp = ———5 e vg = —=.
p w* N* 10 w* 1 +A12 0 B
Na figura 2.2 estao representadas algumas trajectorias, para diferentes valores de ex-
centricidade, para o corpo Co em relagdo ao corpo Cp, ocupando este um dos focos da

coénica. Se e = 0 a trajectéria de Cy descreve um circulo; se 0 < e < 1 descreve uma elipse;

se e = 1 descreve uma parabola e; se e > 1 descreve uma hipérbole.

(a) (b)

T T

s
Figura 2.2: Representagdo de trajectérias no espago fase para 6y = 3 e diferentes valores

de excentricidade: (a) e =0; (b) e=0.8; (c) e=1¢; (e) e = 1.25.

Através das igualdades (2.3) e (2.4) observa-se que cada um dos corpos se movimenta

em relacao ao seu centro de massa segundo a mesma sec¢ao conica, afectada dos escalares

mq ma . - .
para Cy e C1, respectivamente. Na figura 2.3 é simulado o movimento

e
mip+mg M1+ ma .
dos dois corpos relativamente ao seu centro de massa, sendo o movimento de cada um dos

corpos uma elipse com o centro de massa num dos focos comuns.

A seguir deduzem-se alguns resultados com o objectivo de determinar a excentricidade
de uma orbita eliptica, dada uma posicao do corpo e a respectiva velocidade. A excentri-
cidade seréd posteriormente utilizada no estudo do problema de trés corpos restrito, como
meio de deteccao de caos.

Da equagao da energia, (2.13), tem-se que
v? =72 4+ 1202 (2.19)

A area limitada por uma elipse de semi-eixos a e b é dada por A = wab, a sua derivada por

dA 1
= 2.2
s (2.20)
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-3 -2 -1 0 1
T

Figura 2.3: Simulagdo do movimento dos corpos Cp e Cy em relagdo ao seu centro de massa,
considerando-se p* = G(m; +mg) = 1, com Gmg = 0.3, lado recto p = 1 e excentricidade
e = 0.8. O ponto cinzento representa a posicao do corpo C} e o preto a posicao de Co,
encontrando-se no mesmo instante de tempo no mesmo segmento de recta. O ponto de

interseccao dos segmentos de recta é o centro de massa do sistema.

ldt = %ZT. Além disso, b 4 dado

1
o que implica que, para um periodo orbital T, A = / 3
0

por b2 = a?(1 — €2), logo

4 2.3
=" (2.21)
I
) ) o 2 .
Definindo a welocidade angular média, n, por n = T obtém-se
p* = n2a. (2.22)

Proposicao 4 Se 0o movimento de Cy em relagao a Cy € eliptico, entdo o semi-eizo maior,

a, e a excentricidade, e, da elipse sao dados por

e = 1—
pra
Demonstracao:
Derivando (2.18), resulta que 7 = w, com p = 6 — . Utilizando 1> = p*a(1 — €?)
1+ ecosp
e (2.22), deduz-se que
o nacsing (2.23)

V1—e?
O segundo termo de (2.19) deduz-se a partir das equagoes (2.22) e (2.18) e resulta em

na(l+ e cosp)

rp = o (2.24)
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Substituindo (2.23) e (2.24) na igualdade (2.19), obtém-se

v = = 3 e?—1+

1 —e2 1—e r

9 n2a2(e2 + 2e cosp+ 1) n2a? 2a(1 — 62)] . (2 1)
— | =pu
r a

A segunda igualdade vem da equagao (2.18). Deste modo é possivel o célculo do semi-eixo

maior da elipse a, através da férmula:

-1
a= (2 - ”—2> . (2.25)
roop

A excentricidade, e, pode ser determinada a partir da relacio 2 = pwra(l — 62), sendo

o (2.26)

Kepler (1609, 1619) quando estudou experimentalmente o movimento do planeta Marte
definiu trés leis que generalizou a todos os planetas. A primeira lei de Kepler: o movimento
dos planetas descrevem elipses em torno do sol que se encontra num dos focos é uma
consequéncia do potencial de Newton e traduz-se na equagao (2.18). A equacgao (2.20) é a
versao matematica da segunda lei de Kepler: dreas varridas pelo vector posi¢ao em tempos
iguais sdo iguais, que resulta do facto do momento angular [ ser constante. A terceira lei
de Kepler: o quadrado do periodo orbital é directamente proporcional ao cubo do semi-eixo

maior da elipse, corresponde a igualdade (2.21).



Capitulo 3
Problema de trés corpos restrito

Generalizando as leis de movimento (2.7), definidas no capitulo anterior, para um sistema
mecanico Newtoniano com n corpos, o movimento do corpo ¢ interagindo com os restantes

n — 1 corpos de massas myq, ..., My, N # i, € dado por

&7 N Gmy .~
+3 TN m =0, £, 3.1
dt* 32_31 Tl o= %77 3

—

comi=1,..,n, e =71 —Tj.

O problema de trés corpos, representados por Cy, Cy e C3, restrito (PTCR) é um caso
particular do problema de trés corpos cujas equagdes do movimento sdo dadas por (3.1),
comn = 3er;; € IR3, considerando-se as restricdes: um dos corpos, Cs, tem massa
negligencidvel face aos outros dois; um dos dois corpos massivos, C, tem massa menor ou
igual que Cy e; os corpos Cy e Cy efectuam um movimento circular uniforme no mesmo
plano, em relagdo ao centro de massa do sistema. O PTCR pretende estudar o movimento
do corpo Cs.

O PTCR é uma boa aproximacao para estudar determinados objectos do sistema solar,
como asterdides e cometas face aos sistemas sol-planeta ou planeta-satélite. A maior razao
de massas, conhecida até & data, entre os sistemas referidos corresponde ao sistema de
Plutao e do seu satélite Coronte, e é aproximadamente 1/9 [28].

Neste capitulo sdo deduzidas as equacoes de movimento do corpo C3, considerando
um sistema de massas normalizadas, com o objectivo de facilitar tanto o estudo algébrico
como o estudo numérico das equagoes de movimento do PTCR. A partir das equagoes
de movimento deduz-se o integral do sistema e é feita a respectiva identificagdo com um
sistema Hamiltoniano auténomo. Isto permitird, em alguns casos, considerar resultados
gerais de sistemas Hamiltonianos e aplicd-los ao PTCR. Em seguida sao estudadas as
condicOes para as quais o movimento de C'3 é limitado.

Apesar das simplificagoes efectuadas em relacao ao problema de trés corpos, o PTCR
ndo é, em geral, integravel. A nao integrabilidade do PTCR foi demonstrada por Poincaré

em [30]. No entanto, conforme sera referido neste capitulo, existem solugdes algébricas

27
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particulares como é o caso da solu¢ao do Problema de Hill [28], obtida por Hénon e Petit,
no caso limite em que a massa de Cs tende para zero. Por fim, sdo determinados os pontos

de equilibrio do PTCR, as soluc¢oes de Euler e de Lagrange.

3.1 Equacgoes de movimento

No capitulo 2, onde foi estudado o problema de dois corpos, foi obtida a solu¢cdo do movi-
mento dos corpos Ch e Co em relagdo ao seu centro de massa, concluindo-se que definem
uma conica, na qual o centro de massa ocupa um dos seus focos. A orbita descrita pelos
corpos é estéavel se for uma elipse (recorde-se que neste caso a energia, E, é negativa), em
particular, se a excentricidade é 0, o movimento dos corpos é circular e pode ser observado
na figura 3.1. No PTCR, em que o corpo C3 esté sujeito as forcas gravitacionais dos corpos
C1 e C5, mas estes nao sao influenciados pela for¢a gravitica de Cs, o movimento de C} e Co
é descrito pela solugao do problema de dois corpos. Restringe-se, ao longo deste trabalho o
movimento dos corpos massivos ao movimento circular. O movimento de C € inicialmente
definido num referencial inercial definido pela érbita complanar dos dois corpos C e Co,
no qual a origem é o seu centro de massa, e a seguir no referencial sinédico, no qual a

posicdo dos dois corpos massivos é fixa. Seja OXY Z um referencial inercial tal que o eixo

Y

T3

T3 32

(_ 270)y r ( 170)

Figura 3.1: Representagao da posi¢ao de C'53 e do movimento de C; e Cy em relagdo ao seu

centro de massa, projectada no plano OXY'.

OX toma a direcao de [C1C2] no instante t = 0, o eixo OY ¢ perpendicular ao eixo OX e
esta contido no plano orbital definido pelos corpos C; e Cy. O eixo OZ é perpendicular ao

plano OXY. Os corpos C; e Cs efectuam uma trajectoria circular em torno do seu centro
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de massa, sendo a distancia entre eles fixa e igual & unidade. Para facilitar o tratamento

numérico deste problema considera-se a massa do sistema p* = G(m; 4+ mg) normalizada,
ma

m1 + mo
de Cq, Cy e C3 em relagdo a origem do referencial OXY Z é dada, respectivamente, por

3 = (X,Y,2), iy = (X2,Y2,Z2) e ™1 = (X1,Y1,Z1). A posicao de C5 em relagdo a Cy é
dadapor 731 = (X —X1,Y Y], Z—7;) eemrelagao a Cy por 730 = (X —Xo, Y —Ys, Z—75).

Utilizando (3.1) deduz-se a equac¢ao do movimento de Cs

w* =1, o que significa que se i = , w1 =Gmy =1—fie pus = Gmo = [i. A posicao

Gm1F31 Gm2F32
I75cll3 [|752]?

r3 = 07

que é equivalente a

Gml(X—Xl,Y—Yl,Z—Zl) GmQ(X—XQ,Y—}/Q,Z—ZQ)

%95 = 3 . 3
(XY, 2) e PE
e a
.. X —X Xo— X
X =pu—= + po—+—= 3.2
MTETE T2 Tl (3.2
.. Y1-Y Yo -Y
Y = u— 9—— 3.3
T T 2l P (33
.. Z1—Z oy — 7
Z = u——= + [+ 34
YT 2 P (34
com

751 = /(X1 = X)?2 + (Vi = V)2 + (21 — 2)?
[1752] = /(X2 = X)2 + (Yo — V)2 + (Z2 — 2)?

Definigao 8 (Referencial sinddico) Um referencial Oxyz € sinddico se efectuar um movi-

mento em rotagao, no sentido directo, em relagao ao referencial inercial OXY Z.

O referencial sinédico Ozyz move-se rotativamente na razao n em relagao ao referencial
OXY Z, sendo n a velocidade angular média do movimento de Co em relagao a C1. Neste
caso, 0s corpos massivos estao fixos e é em relagdo ao seu centro de massa que se movimenta
C3. No PTCR, os corpos C] e Cs movem-se em orbitas circulares em relacao ao seu centro
de massa, que de acordo com o estudo efectuado no capitulo 2 estd em repouso ou em
movimento rectilineo uniforme, podendo considerar-se um referencial inercial com origem
no centro de massa. De acordo com o estudo efectuado no problema de dois corpos, Co
move-se em relagdo a C7 segundo uma Orbita circular de semi-eixo a. Fixando a = 1,
como a massa do sistema normalizada é p* = 1, conclui-se, pela equacao (2.22), que
n=\/pa3 =1

O plano Ozy estd contido no plano orbital de C e de Cs, 0 eixo Oz tem a direcgao e

—
sentido de C'1Cs, é perpendicular ao eixo Oy e o eixo Oz é perpendicular ao plano Oxy. Se

a origem do referencial sinddico se posiciona no centro de massa dos corpos C] e Co, entao
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Y
y N
C3<I‘, y)
d2
i
dq
r3
Ca(p1,0)
nt
© X
C1(—p2,0)

Figura 3.2: Representagdo da relagdo entre os referenciais inercial e sinddico, projectado

no plano.

as suas posi¢oes sao dadas por (1,1, 21) = (—pu2,0,0) e (z2,y2, 22) = (11,0,0). A posicao
(z,y,2) do corpo Cs em relagdo ao referencial sinddico obtém-se a partir da sua posi¢ao
em relacao ao referencial inercial, deduzindo-se, através de uma rotacao, as equacoes do

movimento de C3 em relacao ao referencial Oxyz (ver figura 3.2). Seja

cosnt —sinnt 0

P=| sinnt cosnt 0

0 0 1
a matriz rotagdo 3 x 3 que transforma a equacao do corpo C3 no referencial OXY Z na
respectiva equagao no referencial Ozyz. Entao a posi¢ao (z,y, z) do corpo Cs no instante

de tempo t em relagdo a Ozyz é dada por

X cos nt —sinnt 0 T
Y | =| sinnt cosnt 0O y |, (3.5)
Z 0 0 1 z

a respectiva velocidade por

X cos nt —sinnt 0 T —ny
Y | =| sinnt cosnt 0 U+ nx (3.6)
zZ 0 0 1 %

e a respectiva aceleragao por

& —2ny — n’x

o

X cos nt —sin nt
Y [ =] sinnt cosnt 0 i+ 2nt —n’y |. (3.7)
Z 0 0 3

—_

z
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Seja di a distancia entre os corpos C3 e C1 e dg a distancia entre os corpos C3 e Cy. Neste

caso,

di = \J(@+ )y 2
d2 = \/(fﬂ—m)2+y2+z2.

Substituindo nas equacoes (3.2), (3.3) e (3.4), (X, Y, Z) pelas novas coordenadas, (X1, Y1, Z1)
por (—pgcos nt, —pesin nt,0) e (Xo, Yo, Zo) por (uicos nt, uisin nt,0), obtém-se

T+ p2 T — U1

2x)cos nt — (jj + 2nd — n’y)sin nt = —|wy + po B
i 2

(Z—2ny—n ]cos nt

(& — 2ng — n2x)sin nt + (§j + 2nd — n?y)cos nt = —|m

[ Mz}

— + —3 | ycos nt
Ld} - d]

[y p2

| &3

No sistema de equagdes anterior, multiplicam-se as equacdes por funcdes trigonométricas
adequadas e adicionando-as obtém-se as equagoes (3.8) de movimento do corpo C3 em

relacao ao referencial Ozyz:

ioomy = U
vy = ox
i+ omi = %% (3.8)
. _w
0z
com
2
U=U(z,y.2) = (@ +y?) + 22+ 22, (3.9)
2 dy ds

Multiplicando as equagoes do sistema (3.8), a primeira por &, a segunda por ¢ e a terceira

por Z e adicionando-as obtém-se
.oU ou oU

e e e L OU .
T+ YYy+ 22 =2 —+yY—+z+ 7 =

Ox Oy 9z ot (3.10)

Integrando (3.10) obtém-se

1 1
§(¢2+y2+732):U—§CJ, (3.11)
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sendo C'y uma constante de movimento, chamada constante de Jacobi. Reduzindo o sistema
de equacoes de segunda ordem (3.8) a um sistema de equagoes de primeira ordem obtém-se

o sistema de EDOs

_ ﬁ(f) (3.12)

SIE

com

S ou oUu oU
F(z) = (u,v,w,an + B —2nu + T 5) , (3.13)

sendo ¥ = (z,y, z,u,v,w). A posicao de C5 ¢ dada por (z,y,2) e a respectiva velocidade

por (u, v, w).

Proposicao 5 O sistema de EDOs (3.12) pode ser expresso na forma de sistema Hamil-

toniano (1.11), com

1 . ) ) . .
H=-(X’4+Y?+2%)+n(XY - VX) — (“1 + “2>
2 di  dg
Demonstracao:
A partir da igualdade (3.5) obtém-se X' = PZ/ = #Z =P 'XT e X = j nSz!,
com:

sinnt cosnt 0

o S = —cos nt sinnt 0
0 00
o PT = p-1
e PPT =17
1 00
e STS=|01 0
0 00

Entao f’T = PT)?T +nPTSPTXT. Deste modo,
7 = (RP4nXPSTP)(PTX +nPTSPTXT)
_ XX 4 nXSPTXT £ nXPSTX 4+ n2X ST KT
= X24V24+ 224 m(XY —-YX)+n?(X2+Y?).
Substituindo em (3.11), uma vez que as distancias se mantém independentemente do refe-

rencial, isto é, 22 + y? + 22 = X2 + Y2 + Z2, o Hamiltoniano H no referencial inercial

escreve-se como
Live  v2. 72 ; y H1 o M2
H:§(X +Y +Z)+n(XY—YX)—<d —|—d> (3.14)
1 2

1
com H = —§CL]. o
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3.1.1 O problema de Hill

As equagoes de movimento do corpo C3 do PTCR surgem do facto de se considerar que,
no referencial inercial, os corpos C e C5 se movimentam uniformemente segundo érbitas
circulares complanares. Por conseguinte, estes dois corpos, no referencial sinddico estao em
repouso e a equacao do movimento de C3 é dada pela equagao (3.8). O problema de Hill
(1878) consiste num sistema de EDOs que descrevem o movimento de Cs no plano, quando
este se encontra na vizinhanca do corpo Cs. Este sistema de EDOs é obtido a partir
do PTCR, efectuando uma translacdo da origem das coordenadas, associada ao vector
O—C;g, para a posi¢do de Cy. As posigdes dos corpos relativamente ao eixo Oy mantém-se.
Definindo A = ds, como se estd a considerar o movimento proximo de Cy e a razao de

1
massas ji2 pequena, pode assumir-se que z, y e A sdo quantidades da O(u3 ). Assim sendo,

do sistema de EDOs (3.8) restrito ao plano, obtém-se d; ~ (1+ 230)% e as equagoes de Hill

ioos — U

Oz
(3.15)

. Uy

21 =

y+ x 8y )

com

_3 2 — S22
UH—§£L‘ +K’ A =/x? + y2. (3.16)

A correspondente constante de Jacobi é dada por

Cu :3332—1—2% — 2 — g (3.17)

Hénon e Petit (1986) [28] mostraram que o sistema de equacoes de Hill (3.15) s@o integraveis

no caso particular em que po — 0 e a solugdo é da forma

x = Djcost + Dasint + D3 (3.18)
3
y = —2Dqsint + 2Dycost — §t + Dy, (3.19)

sendo D;,7 = 1,2, 3,4 constantes de integracao. Neste caso a constante de Jacobi é dada

por

3
Cy = ZD§ — D? - D3 (3.20)

O sistema (3.15) nao é, em geral, integravel, mas Hill (1878) [32] encontrou solugdes pe-
riddicas através de expansOes em séries de poténcias, cuja convergéncia foi, mais tarde,
demonstrada por Wintner (1925) [32]. Estas solugoes foram obtidas por Hill quando estu-
dou o movimento da lua através do estudo do sistema Sol-Terra-Lua, considerando que os
corpos (1, Cy e (3 sdo, respectivamente, o sol, a terra e a lua. O problema de Hill € um

caso particular do PTCR e ¢é estudado em detalhe em [28] e [32].
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3.1.2 Regiao de Hill

No integral do PTCR planar (3.11) tem-se @ +? < 0 se as velocidades forem um ntimero
complexo, o que nao é fisicamente possivel. Pode, entdo, definir-se a designada regidgo de

Hill do plano, H, onde o movimento de C3 é possivel
H = {(z,y) € R*: 2U(z,y) — C; > 0}.

Isto significa que é possivel determinar os valores de C; para os quais o movimento é
limitado. Considerando v = 0 e v = 0 no integral de Jacobi, obtém-se a equagdo que
descreve as curvas de velocidade zero, que definem os limites para os quais o0 movimento de
Cj5 é fisicamente possivel. Na figura 3.3 esta representada a regidao de Hill do plano, para
a massa pp = 1073, um valor préximo do sistema Sol-Jupiter, considerando trés valores
de constante de Jacobi. O movimento nao é possivel na regidao a sombreado, sendo esta
limitada por uma curva de velocidade zero. A medida que C; aumenta a regidao onde o
movimento é impossivel aumenta e para C; = 3.04, se C3 orbita em torno de Cy nao
poderé orbitar C, se C5 orbitar Co nao poderéd orbitar C';. Nestes casos, é impossivel a

Cj3 escapar do sistema. O movimento de C3 na regiao
H={(z,y) e R*: 2U(z,y) —C; >0 A Cy>3.04}

é limitado, se orbitar C7 ou Cy |28].

Figura 3.3: Representagao das curvas de velocidade zero e das zonas onde o movimento
de ('3 ndo é possivel, a sombreado, no sistema Sol-Jupiter, para valores da constante de
Jacobi: (a) Cy = 3; (b) Cy =3.01 ¢; (¢c) C; = 3.04. Os pontos correspondem & posicao
dos corpos C7 e Cs.

3.2 Pontos de equilibrio do PTCR

A procura da posicao e da velocidade do corpo C5 tal que o seu movimento seja estacionério,

no referencial sinddico, corresponde, no referencial inercial, & procura da posicao e da
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velocidade adequadas para que o corpo Cs efectue um movimento circular uniforme em
relacao ao centro de massa do sistema, considerando que os trés corpos se movimentam
no mesmo plano. Os pontos de equilibrio sdo cinco, trés colineares e dois triangulares, de

acordo com a seguinte proposigao:

Proposicao 6 O PTCR tem 5 pontos de equilibrio, no referencial sinddico, L1, Lo, Ls,

L4 e Ly e as suas posi¢oes sao:

e Ly (u1 — p,0,0), sendo p o zero real do polindmio

p(da) = d3 + (12 — 3)d3 + (3 — 2p2)d3 — padi + 2pads — pio
e Ly (11 + p,0,0) , sendo p o zero real do polinémio

p(dz) = d3 + (3 — p2)dy + (3 — 2u)d3 — padi — 2p12ds — pio
o L3 (u1 — p,0,0), sendo p o zero real do polindmio

p(da) = d3 + (p2 — 3)d3 + (3 — 2u2)d3 + (2 — 2)d5 + 2uady — pia-

1 V3
L4 <_ — K2, _’O> 5

2 2
1 V3
Ls | = — ——,01.
i 5(2 K2, 9 >
Demonstracao:

Do sistema de EDOs do PTCR (3.12) obtém-se as condi¢bes

ou 0 oU ddy  OU Ods

D — -— 4+ — - =0

ox Ody dr ~ Ody Ox

U _ o oUOdy  OUddy _ (3.21)
Ay ddy 9y | ddy Oy

oU

% = 0 z = 0

Uma vez que z =0 e

pr+pe = 1
d% = (z+ ,U2)2 + y2
d% = (.CE—,U,l)Q +y27

tem-se

pdi + pads = pa(e+ p2)? + py? + pe(e — p)? + pey?,
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donde se retira que
2 +y? = di + pads — ppa. (3.22)

Substituindo (3.22) em (3.9) o potencial pode escrever-se

1
U = 5 (md?+ o} — o) + 22 4+ 22 (3.23)

di  do

_ 1+d2 L 1+d_§ 1
= i M2 dy 2#1#2-

Voltando ao sistema (3.21), pretende-se encontrar o par (x,y) que verifique a condicao

Ml(—;—%+d1)z+m+u2( d2+d2)m‘“ = 0

(3.24)
I (—é+d1)%+,u2 (—%—I—dz)% = 0,
e esta divide-se nos seguintes casos:

Caso 1 (z,y) = (% — 2, i@)

{—(}%+d1 =0 (:){dl ~ 1 (:}{(w+uz)2+y2 -1

—gtd = 0 (w—m)’+y* = 1

Daqui vem que

(@ 4 p2)? = (z — )? 0
22 (1 +p2) +p3 —pi = 0
20 +pe—m = 0

r = %—MQ

V3

e que y = :t?'

Estes pontos chamam-se pontos de equilibrio triangulares de Lagrange e serao repre-

1 \/§>6L5_<1 V3

sentados por Ly e Ly, sendo que Ly = (5 — M2, o5 5 12, —7> . Quando

o corpo Cj3 se encontra num dos pontos triangulares os trés corpos formam um trian-
gulo equilatero e esta configuragdo é mantida no referencial inercial enquanto cada
um dos corpos se movimenta em orbita circular relativamente ao centro de massa do

sistema.

Caso 2 (z,y) = (x,0) tal que z verifica a condi¢ao

oU ody | OU ody
0dy 0x  Ody Ox

Neste caso existem trés pontos de equilibrio colineares que se podem representar por

Ll, L2 [§] L3.
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caso 2a No ponto Ly,

caso 2b

caso 2c

Ody Ods

b | 2

ox ox (3.25)
(d ! ) (d ! ) —0 (3.26)

H1 1 d% H2 2 d% — U. .

Daigualdade (3.25) resulta que dy = z+p2, do = —x+p1, di+de = le —pus < x < .
Da igualdade (3.26) e do facto de d; = 1 — d2 obtém-se o polinémio

p(ds) = dj + (2 — 3)d3 + (3 — 2u2)ds — pod3 + 2uads — puo.

Como o polinémio p é estritamente crescente e p(0)p(1) < 0 entdo tem um tnico zero

real no intervalo 0 < dy < 1.

No ponto Lo,
ody  Ods
T 2
ox Oz (3:27)
(d 1) + <d 1) ~0 (3.28)
M1 1 d% H2 2 d% — U. .

Da igualdade (3.27) resulta que diy =z + o, do =2 — 1, dy —de =1 e x > puy. Da
igualdade (3.28) e do facto de d; = 1 + da obtém-se o polinémio

p(d2) = d3 + (3 — pa)ds + (3 — 2u2)d5 — padi — 2pady — i

Como o polinémio p é estritamente crescente, p(0) < 0 e p(+00) > 0, entdo tem um

anico zero real no intervalo dg > 0.

No ponto Lg,
od;  0Ods
— 72 _ 3.29
ox oz ( )
(d—1)+ (d—1>—0 (3.30)
M1 1 d% H2 2 d% — U. .

Da igualdade (3.29) resulta que dy = —x — 2, do = —x+ 1, do —dy = 1 e x < —pa.
Da igualdade (3.30) e do facto de di = dy — 1 obtém-se o polinémio

p(d2) = d + (p2 — 3)ds + (3 — 2u2)d3 + (2 — 2)d5 + 2pada — pra.

Como o polinémio p é estritamente crescente, p(1) < 0 e p(+00) > 0, entdo tem um

anico zero real no intervalo 0 < do < 1. ¢
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Ly

Ls

1/ Ly
Yoo Ly
U
0.5
.
-1
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 3.5: Posicdo na recta dos pontos colineares e dos corpos C7 e Cy em funcao da

razdao de massa po.

Os pontos colineares Ly, Lo e L3 foram encontrados por Euler [6]. No entanto, as
solugoes de equilibrio sao normalmente designadas por solu¢des de Lagrange, por serem
um caso particular do problema de trés corpos, estudado por Lagrange. A posi¢ao dos
pontos de equilibrio, para us = 0.7, estao representados na figura 3.4. Na figura 3.5 pode
observar-se a posi¢do na recta dos pontos colineares e dos corpos C; e C3 em funcao da
razdo entre as suas massas. Quando ps — 0, a posicdo de (7 aproxima-se do centro de
massa, isto é, da origem do referencial inercial. Neste caso, os pontos L; e Lo atingem
a posicdo mais proxima do corpo Co, sendo aproximadamente simétricos. O ponto Lj
posiciona-se sobre a circunferéncia que o corpo Cy descreve ao longo do seu movimento.
A medida que a massa de Cy aumenta, o ponto Lo afasta-se dos dois corpos massivos, o
ponto L; afasta-se de Co e aproxima-se de C e o ponto L3 aproxima-se de Cf.

Os pontos de equilibrio triangulares, aparentemente sem aplicacdo na astronomia na
época em que foram descobertos por Lagrange (1772), acabam por ter aplicabilidade devido
a existéncia de corpos celestes que se posicionam na vizinhanca dos referidos pontos. Por
exemplo, existem dois grupos de asterdides, os Gregos no ponto L4 e os Troianos no ponto
L5, que formam uma configuracao préxima de um duplo tridngulo equilatero com Jupiter

e 0 Sol quando o seu movimento é aproximado pelo PTCR (os asterdides posicionam-se
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proximo dos vértices simétricos em relagdo a linha definida pelo sol e por Jupiter que se
posicionam nos outros dois vértices). Também os pontos colineares assumem importancia,
por exemplo, proximo do ponto de equilibrio colinear L1, relativo ao sistema Sol-Terra-Cl3,
foi colocada a sonda SOHO, com o intuito de observar o Sol [28]. Importa, portanto,

estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio.






Capitulo 4

Estabilidade linear dos pontos de

equilibrio

Pretende-se, neste capitulo, apresentar um estudo da estabilidade linear dos pontos de
equilibrio colineares e triangulares do PTCR, obtidos no capitulo 3. Restringindo o movi-
mento do corpo C3 a um plano, obtém-se um sistema Hamiltoniano com dois graus de
liberdade. Deste modo, o PTCR planar apresenta as caracteristicas dos sistemas Hamilto-
nianos auténomos estudadas no primeiro capitulo deste trabalho.

A linearizacdo de um sistema Hamiltoniano na vizinhanca de um ponto de equilibrio
resulta num sistema Hamiltoniano em que os valores proprios associados sao da forma de
pares de niimeros simétricos. Depois de determinados os valores proprios do sistema linear
do PTCR planar, determinam-se as respectivas solucoes do sistema de EDOs lineares,
através das quais é analisada a estabilidade linear dos pontos colineares e triangulares.

Por fim, sdao apresentadas simulacoes numéricas do movimento linear e nao-linear de

(3 na vizinhanga de pontos de equilibrio.

4.1 Linearizagao do sistema Hamiltoniano

A estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema de EDOs nao-linear pode ser estu-
dada através da sua linearizagao, por meio de uma expansao de Taylor, na vizinhanca de
um ponto. Uma vez que as solugdes de equilibrio do sistema de EDOs (1.11) s@o os pontos
5E onde Hg(gE) = 6, a sua linearizagao corresponde a segunda variacao do Hamiltoniano
na vizinhanca do ponto de equilibrio . Considerando-se uma translacao do ponto de
equilibrio EE para a origem das coordenadas e desenvolvendo a fun¢do H na vizinhanca da

origem em série de Taylor, escreve-se
+o0o

H(E)=Y H;=Ho+H + Hy + ..., (4.1)
=0

41
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sendo cada H; um polinémio homogéneo de grau i. Como Hy = H(0) ¢ uma constante e

- 1.
H, = HE(O)ﬁ = 0, por definicdo de ponto de equilibrio, vem que H = §§A§_T —|—O(§_3), com

A= DHg(ﬁ) Deste modo, Hg": A§+ 0% e
§=TAE (4.2)

¢ o sistema de EDOs linearizado correspondente ao sistema Hamiltoniano (1.11), com 7

definida em (1.13).

Proposicao 7 Os valores préprios do sistema Hamiltoniano linearizado (4.2), isto €, os
valores proprios de A sao pares de nimeros simétricos e podem ser ordenados do sequinte

modo:
)\17---7AN7)\N+1;--~7)\2N (43)
tal que \ixny = —XN;, 1 =1,..,N.

Demonstracao:
De acordo com o sistema de EDOs linear (4.2), pretende-se mostrar que o polinémio

caracteristico p(\) = |T A — M| é uma fungao par. De

o A=AT

o 7T = T,

e T2 =],
vem que

(TA-MNT = ATTT N[ = —AT — AN =T?AT + T’XI = T(TA + \I)T.
Entao, como 7] =1,

pN) = [TA=XM|=|(TA-XDT|=|T(TA+X)T|=|TA+ M| =p(—=\).o
Os pontos de equilibrio podem ser classificados da seguinte forma:

Definicao 9 (Ponto hiperbélico) Um ponto de equilibrio diz-se hiperbdlico se todos os valo-

res proprios da matriz A tém, nesse ponto, parte real diferente de zero.

Definicao 10 (Ponto eliptico) Um ponto de equilibrio diz-se eliptico se todos os valores

préprios da matriz A, nesse ponto, sao imagindrios puros.
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4.2 Linearizacao do PTCR

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio relativos ao movimento do corpo C3 sera
realizado restringindo o seu movimento ao plano Oxy. Assim sendo, o sistema de EDOs
do PTCR planar é

i = F(Z) (4.4)
tal que, de (3.13) com n = 1, se obtém

_ ou ouU
F(z,y,u,v) = (u v, 20 + ErS —2u + 8_y> (4.5)

Para classificar os pontos de equilibrio do sistema (4.5) considera-se, entao, o seu sistema
linear associado e determinam-se os valores proprios da matriz A = DF(0). Para U, dado

m (3.9), restrito ao plano e n = 1, obtém-se

o0*U P 2 (55 + p2)? (z — m)?
—=1—-|= 3 4.6
02 [dff +d3} * G g | (4:6)
U T+ po T —
=3 4.7
0*U M1 2 12
—=1—|== 3 4.8
0y [d?+d3}+ {dﬁdﬂy (48)
2 2 2
e, sendo U2 = <ZTZ>O; Uzy = (%) s Uy = <887€>0, onde 0 representa o valor das
derivadas parciais no ponto de equilibrio, obtém-se a matriz
0 0 1 0
0 0 0 1
TA=
Up2 Uy 02
U Up -2 0

Determinando-se os valores proprios da matriz 7 A através dos zeros do respectivo polinémio

caracteristico tem-se
M4 (4=Up = Up)N +UpUp — Uz, = 0. (4.9)

Os valores proprios da matriz 7 A podem entdo escrever-se do seguinte modo
L1
ES 2

Uge + Uy — 4% |(4 = Upa = Upp)? = 4(U,2U, — UZ,)|

A== 5

(4.10)

Como critério de estabilidade, utiliza-se aqui a nocao de Lyapunov para pontos de equilibrio

de um sistema dinamico.
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Definicao 11 (Ponto de equilibrio estdvel sequndo Lyapunov) Seja ¥ € O, com O aberto
e O CIR", um ponto de equilibrio do sistema de EDOs (1.23) e seja Z(t) uma solugao tal

que £(0) = Zo. O ponto de equilibrio g é estdvel se e sd se
Ve>030>0:|(d—Zp)|| <d=||Z(t ) —Zp| <e, Vt>0.

Em caso de estabilidade de uma orbita é possivel prever aproximadamente a posicao do
corpo para todo o tempo, desde que sejam conhecidas as condigdes iniciais, o que significa

a continuidade da érbita para todo o tempo, na dependéncia das suas condi¢oes iniciais.

Definicao 12 (Ponto de equilibrio instdvel seqgundo Lyapunov) Seja g € O, com O aberto
e O CIR", um ponto de equilibrio do sistema de EDOs (1.23) e seja Z(t) uma solugao tal

que Z(0) = Zy. O ponto de equilibrio Tg € instdvel se e s se
Je>0Vd>0: t>0, |[Zo—Ze||<d AN ||Z(t,Zo) — Zp|| > €

Os teoremas relativos & estabilidade dos pontos de equilibrio serdo demonstrados para
Zr = 0, sendo que os resultados a obter se mantém para outros valores possiveis de Zg, a

menos de uma mudanca de coordenadas.

4.3 Pontos de equilibrio triangulares

Considerando que os valores préprios na linearizacao dos pontos de equilibrio do PTCR
planar sao distintos (note-se que se os valores proprios sao distintos entdo nenhum deles é

zero, pela proposigao 7), a solugdo da EDO (4.4) é dada por

4

4
@) = S zedt S et
j=1 i

=1
com
L M-Ua
J— J
20 + Ugy
determinado por substituigao da solucdo (x,y, u,v) no sistema de EDOs linear. Os valores
de z; e de w; resultam das condigdes iniciais (o, Yo, ug, vo) e do facto da solucao (z,y, u, v)
pertencer a IR*. A equacio de movimento do sistema de EDOs (4.4) linearizada, na

vizinhanca de pontos de equilibrio triangulares elipticos e hiperbodlicos, é dada por

+ Zpe2t
e (4.11)
+z4€A2t7

A1t Xlt Aot

z(t) = ze
At

+ zZ1e
Xlt

+ z9€

y(t) = zzeMt +z3eMt 4 24!
sendo Zj = aj —i—ij, Zj = a; —ij, 1=1234 N =a,£06Z,i=1,2¢ ai,bi,aj,ﬁj

constantes reais.

Proposicao 8 Para os pontos de equilibrio triangulares, os valores prdprios do sistema

linearizado do PTCR sdao imagindrios puros distintos para 0 < po < p23, com g3 =

1(1_@>
2 9 '
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Demonstragao:

Sendo os pontos triangulares da forma (% — U2, i@), vem que
3 3v3 9
Up =3, Uy =+33(1-2u), Up=2.
A equacdo caracteristica correspondente aos pontos triangulares é da forma:
)\4 + )\2 + %[m(l - ,UQ) =0.

e os respectivos valores proprios da forma A = (A1, \2) tal que

1
r 172
N _1—[1—272u2(1—u2)]2 (4.12)
: 1+ [1—27u2(1 %:%
N - | +[1- 2#2( — h2)] (4.13)
- ~ B _1
_ —1—[1—27u2(1 — )]% :
A= - 2#2 K2 (4.14)
: 1+ [1—27u2(1 %:%
S +[1- 2#2( — pi2)] (4.15)

4.13 Os valores proprios sao imaginarios puros distintos se
1—27po(1 —p2) >0 A 1 —27pa(1 — pg) < 1.
Para 0 < pu9 < %, a segunda condicao é universal. Entao,
(M2<%(1—@> v M2>%(1+@>> AO<pg< 3.

Logo, se 0 < pa < p23, com pig 3 = % (1 — @) ~ 0.038521, os valores proprios sao imagi-

nérios puros distintos. ¢

Proposicao 9 Os pontos de equilibrio triangulares sao linearmente estdveis sequndo

Lyapunov, se 0 < ps < pa3.

Demonstracao:
Para 0 < po < p2.3, a linearizacao na vizinhanca de pontos de equilibrio triangulares resulta
em quatro valores préprios imaginarios puros distintos da forma £G6,Z, §; > 0, i = 1, 2.

Neste caso, a solugao do sistema de EDOs (4.11) pode escrever-se na forma

xz(t) = 2ajcos(Pit) + 2azcos(fat) — 2bysin(Bit) — 2basin(Pat)

y(t) = 2agcos(Bit) + 2ascos(fat) — 2bzsin(Fit) — 2basin(Fat),
com a;, b € R, ¢+ = 1,2,3,4, o que permite observar que o movimento da particula é
oscilatorio, permanecendo na vizinhancga do ponto de equilibrio, pelo que os pontos de

equilibrio L4 e Ls do PTCR sao linearmente estaveis.o
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Proposigao 10 Os pontos de equilibrio triangulares sdo instdveis sequndo Lyapunov, se

p23 < po < 1/2.

Demonstracao:
Para p103 < pp < 1/2, a linearizacao na vizinhanca de pontos de equilibrio triangulares
resulta em quatro valores proprios complexos distintos, da forma +a 437, com a, 8 € R*.

A solugao do sistema de EDOs (4.11) pode escrever-se na forma

z(t) = 2(a1e® + aze”)cos(Bt) — 2(b1e™ + boe ) sin(5t)

y(t) = 2(aze® + age”)cos(Bt) — 2(b3e® + bye™)sin(Bt),

com a;,b; € R, ¢ = 1,2,,3,4, o que permite observar que os termos que dependem de
e« > 0 dominardo, provocando um aumento exponencial da distancia do corpo em
relacdo ao ponto de equilibrio, pelo que os pontos de equilibrio Ls e Ls do PTCR sao

linearmente instéveis.¢

4.4 Pontos de equilibrio colineares

Proposicao 11 Os walores proprios de A na vizinhanga dos pontos de equilibrio colineares,
L1, Lo e L3, sao sempre dois numeros reais simétricos e dois nimeros imagindrios puros

conjugados.

Demonstracao:

Da igualdade (4.6) e do facto de d? = (z + p2)? e de d3 = (z — p1)? vem que

Ux2—1+2[ul “2}.

_+_
i d3

Nos pontos de equilibrio colineares, y = 0. Entdo, as igualdades (4.7) e (4.8) resultam em

Uy = 0
H1 o M2
Up — 1_[_+_]
’ ai
Sendo
T M1 M2
A==+ =, (4.16)
d} 43

os valores proprios do sistema linearizado correspondente podem escrever-se como

N

A—2+[(2— A)2 —4(1+24)(1— A)]2
2

A=+ (4.17)

Pretende-se mostrar que A > 1, isto &, U, <O0.
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e No ponto L,

0dy Odo

el 4.1
Oox Ox (4.18)

Além disso, 0 < dy < 1. Da defini¢do do potencial U (3.23) obtém-se

_0U ddy . 0U 0dy

y, = 22 od | oU oy 4.1
9d, 9z | 0dy Oz (4.19)
Por defini¢ao de ponto de equilibrio, U, = 0 e por (4.18) obtém-se 27[] = STU Logo,

1 2

utilizando novamente (3.23), obtém-se

e LU LU (1 YO0 (LAY ()

VT 0d; | daddy  \dy | ds) 0dy M*\ay T )\ &Z T R)
U,z tem sinal negativo, pois 0 < da < 1.
e No ponto Lo,

ody  0dy

2L 4.

ox ox (4:20)
e di —dy = 1. De (4.20), da definigdo de ponto de equilibrio e de (4.19) conclui-se
que

ou ou

ov. _ oY 4.21

adi — ddy (4.21)

Do mesmo modo que no ponto Ly, obtém-se
e LI LA (LN L (L)
YT d10d, | daddy  \dy  dy)ody M \dy dy)\ &)

1 1 1

Como di; —dy = 1, entdo dy > 1 e obtém-se (——2 + dl) >0e (— — —) < 0, logo
dy di  do

Uyz < 0.

e No ponto Ls,

ody  0ds

Ody _ Ody 4.9

Oox ox (422)
e dy —dy = —1. De (4.22), da defini¢ao de ponto de equilibrio e de (4.19) conclui-se
que

oUu ou

—_— = ——. 4.23

ad; — 0dy (4.23)

Para o ponto L3, obtém-se

U _ia_U_Fia_U_(_i_’_i)a_U_ <_i+i)<_i+d>
T di0d) | daddy N\ dy da)ddy P\ Tdy Tdn)\ T )

1 1 1
Como diy — de = —1, entdo dy > 1 e obtém-se (——2 +d2> >0e (—— + —) <
ds di  dy

0. Deste modo conclui-se que U,z < 0, ou seja, em todos os pontos de equilibrio

colineares A > 1.
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Como nos pontos colineares A > 1, (2 — A)*> —4(1 +24)(1 —A) > 1e

A—24/2- A2 —4(1+24)(1 - 4) >0,

por observacao da igualdade (4.17) verifica-se que existem dois valores proprios reais. Por

outro lado,

A-2<,/2- A2 — 401+ 24)(1 - 4),

ou seja,

A-2-/(2- A2 — 41+ 24)(1 - A) <0

e, observando (4.17), conclui-se que existem dois niimeros imaginarios puros conjugados.o

Proposicao 12 Os pontos de equilibrio colineares sao linearmente instdveis, sequndo Lya-

punov.

Demonstracao:
Pela proposicao 11, os valores préprios na vizinhanca dos pontos de equilibrio colineares
sao dois ntimeros reais simétricos A1 2 = £a, a > 0 e dois imaginérios puros conjugados

A3 =B, B> 0, logo a solucao do sistema de EDOs linear pode escrever-se como

z(t) = ar1e™ 4 age* + 2azcos(Bt) + 2bzsin(Bt)

y(t) = age™ + ase” + 2agcos(Bt) + 2bgsin(Ht),

com a;, b € R, 1 =1,2,3,4, j = 3,6. Observando a forma da solucao, verifica-se que o
primeiro termo dominard e provocard um aumento exponencial da distancia do corpo em

relacdao a origem. ¢

Resulta das proposicoes 9, 10 e 12 que, a existéncia de valores proprios na forma de
pares de nameros imaginarios puros distintos, é condicao suficiente para a estabilidade
linear dos pontos de equilibrio. Esta condi¢ao é verificada quando 0 < pe < 0.5 — \/@/18.
Os resultados relativos & estabilidade linear dos pontos de equilibrio do PTCR, planar

encontram-se resumidos na tabela 4.1.

4.5 Aplicagoes

Os pontos de equilibrio L4 e L5 do sistema linearizado sao estaveis se os respectivos valores
proprios forem imaginarios puros distintos da forma A3 = £641Z e Aoy = £527, com
B1,B2 € RT. Como se pode observar na figura 4.1, a medida que a massa uy decresce,

a frequéncia de um dos dois valores préprios, (31, aproxima-se de zero enquanto que a
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Pontos de Valores proprios Classificacao dos Estabilidade linear
equilibrio pontos de equilibrio
Ly +a, a € R
Lo +37, B R" instabilidade
L 0<pp<1/2
+aZ, £6T
a,BeRT, a#p3 eliptico estabilidade
Ly 0<p2 <pogs
Ls +a £ (57
a,feRT hiperbdlico instabilidade
pos < p2 <1/2

Tabela 4.1: Estudo da estabilidade linear dos pontos de equilibrio colineares e triangulares

do PTCR planar.

outra frequéncia, (32, se aproxima de um. EKEntdo o movimento de C3 é composto por
dois movimentos diferentes, um com periodo longo, 27/3; e outro com periodo curto,
27 /B2 &~ 27, proximo do periodo de Cy. Neste caso, o movimento pode ser aproximado ao

movimento eliptico de periodo 27 /f3;.

(a) (b)

0.
Bp 09 Big

0.8

O P N W » 01 O N

0-7% 0.01 ~ 0.02  0.03 0 0.01 ~0.02  0.03
M2 2
Figura 4.1: Moédulo dos valores proprios do sistema linearizado na vizinhanca dos pontos

triangulares em funcao de po, para 0 < p2 < 2 3.

Nas figuras 4.2a, 4.3a e 4.4, onde sao considerados os movimentos de possiveis aste-
roides, Cs, nos sistemas Terra-Lua, Sol-Jupiter e Sol-Terra, respectivamente, observa-se que
o movimento de C3 pode ser aproximado, na vizinhanca de L4, a uma elipse de periodo
27 /1, que tem uma forma mais alongada, & medida que a massa do sistema diminui.

O movimento de (3, aproximado pelo PTCR planar, relativo ao sistema Terra-Lua-Cl
na vizinhangca do ponto L4 pode ser observado na figura 4.2, que representa a solucao
do sistema linear e a solucao do sistema nao-linear, obtida por integracdo numeérica das

equacoes diferenciais (4.5), para 16 periodos orbitais da Lua. Neste caso, para pg ~ 1072 e

3
para a condicao inicial (2, yo, ug, vo) = (0.49 41077, g 4+107°,0,0), obtém-se os valores
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proprios do sistema linear A3 = £0.268Z, A2 4 = £0.9637 e obtém-se a solugao linear
z(t) = 3.45 x 107°c0s(0.268t) — 2.45 x 10~°c0s(0.963t) + 3.07 x 10~*sin(0.268¢)

—8.55 x 10~°5in(0.963t)

y(t) = 5.20 x 107°c0s(0.268t) — 4.20 x 107 5¢c0s(0.963t) — 1.76 x 10~ *sin(0.268t)
+4.91 x 10755in(0.963¢).

O movimento de Cj5 linearizado, no sistema Sol-Jupiter, representado na figura 4.3 corres-

ponde a solucao

x(t) = 3.08 x 107°c0s(0.082t) — 2.08 x 10~°c0s(0.996t) + 8.72 x 10~*sin(0.082¢)
—7.21 x 10~55in(0.996t)

y(t) = 4.60 x 1075¢c0s(0.082t) — 3.60 x 105¢0s(0.996t) — 5.03 x 10~ *sin(0.082¢)
+4.16 x 107°sin(0.996t)

e, no sistema Sol-Terra & solugao

z(t) = 3.05 x 1075¢c0s(0.002598t) — 2.05 x 10~ 5¢c0s(0.999997t)
+2.73 x 10~25in(0.002598t) — 7.10 x 10~°5in(0.999997¢)

y(t) = 4.55 x 1075¢0s(0.002598t) — 3.55 x 10~ 5¢c0s(0.999997t)
—1.58 x 10725in,(0.002598t) + 4.10 x 10~ °5in(0.99999¢).

0. 8661
0. 8662
Y Y
0. 866 0. 866025
0. 8658 0. 86595 ~—
0. 4896 0. 49 0. 4904 0. 4899 0. 49 0.4901
€T €T

Figura 4.2: Trajectoria do corpo C3, do sistema linearizado (a) e do sistema nao linearizado
(b), em relacio ao referencial sinédico, na vizinhanca do ponto de equilibrio Ly, pz = 1072
e intervalo de tempo [0, 327]. Este movimento pode representar o movimento de um corpo

C3 para um periodo de 16 anos da Lua.

Na figura 4.5 estao representados o movimento linear de dois sistemas hipotéticos, com
razoes de massas ua =~ 0.0135 e uo ~ 0.02494, correspondentes a razoes entre os modulos
de valores proprios 1/ = 1/2 e 1/P2 = 1/3, respectivamente. Nao sdo conhecidos,

até ao momento, corpos do sistema solar que verifiquem estas razoes de massas. Para os
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0. 8666 0. 8666
Y Y
0. 866 0. 866
0. 8656 0. 8656
0. 49825 0. 499 0. 49975 0. 49825 0. 499 0. 49975
x X

Figura 4.3: Trajectoria do corpo C3, do sistema linearizado (a) e do sistema nao linearizado
(b), em relacio ao referencial sinédico, na vizinhanca do ponto de equilibrio Ly, pz = 1073
e intervalo de tempo [0, 327]. Este movimento pode representar o movimento de um corpo

C3 para um periodo de 16 anos de Jupiter.

(a) (b)

0. 866 I 0.88
Y 0. 865 Y
0. 865 Ly
0. 8635 0.85
0.5 0. 502 0.504 0.48 0.5 0. 52
€T €T

Figura 4.4: Trajectoria do corpo C3, do sistema linearizado, em relagdo ao referencial
sinédico, na vizinhanca do ponto de equilibrio Ly, iz = 1072 e intervalo de tempo [0, 207]
em (a) e [0,16007] em (b). Este movimento pode representar o movimento de um corpo

(5 para 10 periodos orbitais da Terra em (a) e de 800 em (b) no sistema Sol-Terra.

valores de massas considerados, o ponto de equilibrio L4, como sera tratado em capitulo
posterior, é instavel apesar de apresentar estabilidade linear.

Como exemplo do movimento na vizinhanca de um ponto de equilibrio colinear pode
considerar-se o movimento de um possivel asterdide, C5, na vizinhanga do ponto Li, do
sistema Sol-Terra. Neste sistema ps ~ 1076, A\ = 2.525, Ay = —2.525, A3 = 2.082T
e Ay = —2.082Z. Para um deslocamento inicial (zg,yo,uo,v0) = (107°,1075,0,0) em

relacao ao ponto de equilibrio obtém-se a solucao

z(t) = 5.139 x 10752558 1 7.389 x 107072525 _ 2,528 x 107 5c0s(2.082t)
42.728 x 10~ %sin(2.082t)

y(t) = —2.755 x 1070525 1 3,684 x 1075 7252% 1 8.793 x 10 %cos(2.082t)
48.148 x 107 55in(2.082t).

As figuras apresentadas ilustram o movimento linearizado de possiveis asteroides, Cs,
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0. 8662 SN 0. 8662
) Yy
0. 866 0. 866
0. 8658 - 0. 8658
0. 4861 0. 4865 0. 4868 0. 4754 0. 4757 0. 476
a xT

Figura 4.5: Trajectoria do corpo Cs, do sistema linearizado para (a) ki/ks = 1/3, ug ~
0.0135 e para (b) ki/ke = 1/2, pe =~ 0.02494, em relagao ao referencial sinodico, na viz-
inhanca do ponto de equilibrio Ly. O tempo de integragdo corresponde a 250 periodos

orbitais de (.

para condigdes iniciais proximas do ponto de equilibrio Ly, face aos sistemas Terra-Lua, Sol-
Jupiter, Sol-Terra e a dois sistemas virtuais C7-C, com razoes de massas uo =~ 0.02494 e
o == 0.0135, respectivamente. Nos casos dos sistemas Terra-Lua e Sol-Jupiter sdo também
simulados 0os movimentos na vizinhanga do ponto de equilibrio L4, nas figuras 4.2b e
4.3b, respectivamente, os quais aparentam manter a estabilidade linear (ver figuras 4.2a
e 4.3a). Existem varios exemplos no sistema solar de astertides que se movimentam na
vizinhanca dos pontos de equilibrio triangulares, como é o caso de Eureka, descoberta em
1990 no sistema Sol-Marte, que se movimenta em torno do ponto L4 [28]. No sistema Sol-
Juapiter, como ja foi referido no capitulo anterior, existe um grupo de asteréides préximo
de L4 e outro préoximo de Ls. No sistema de Saturno foram descobertos os satélites
Telesto, que se movimenta em torno de L4 e Calypso, que se movimenta em torno de
Ls, do sistema Saturno-Tethys [28]. Também no sistema Saturno-Dione foram descobertos
satélites proximos de Ly e Ls, Helene e Polydeuces, respectivamente [31]. Estes pares de
corpos verificam a condi¢ao para a estabilidade linear, uo < 0.038521.

Embora os pontos de equilibrio triangulares sejam linearmente estéveis, para assegurar
a sua estabilidade, é necesséria anélise nao-linear [32]. Como sera demonstrado, os pontos
de equilibrio triangulares sao instaveis quando os valores proprios do sistema linearizado

verificam a condigao 31/fF2 = 1/2 ou a condigao [31/032 = 1/3.



Capitulo 5

Estabilidade nao-linear dos pontos de

equilibrio

O PTCR planar é um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade, pois as equagoes
que definem o movimento do corpo de massa infinitesimal sdo da forma 7= THz #cRYL
O polinémio caracteristico que se obtém com a linearizacao de um sistema Hamiltoniano
na vizinhanca de um ponto de equilibrio é uma funcao par e, por esse motivo, os valores
proprios surgem em pares de nimeros simétricos. Na primeira sec¢ao deste capitulo mostra-
-se que a existéncia de um valor préprio com parte real positiva implica a instabilidade
do respectivo ponto de equilibrio, estando nesta situacao os pontos colineares e os pontos

triangulares hiperbdlicos.

A estabilidade dos pontos de equilibrio elipticos, que sao linearmente estaveis, sera
abordada através do estudo da forma normal de Birkhoff, que corresponde & parametriza-
¢ao do toro, sendo esta obtida por meio de transformacoes candnicas que envolvem séries.
Estas séries nao sao, em geral, convergentes. No entanto, é possivel, independentemente da
convergéncia da transformacgdo canoénica, estudar a estabilidade do sistema ndo-linear na
vizinhanca dos pontos elipticos do PTCR no plano, por aplicacao do teorema de Arnold-
Moser, vélido para sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade. A aplicacdo ao
PTCR planar deve-se a Leontovitch [22], que mostrou a estabilidade dos pontos para razoes
de massas 0 < po < o3 excepto num conjunto de medida nula, aplicando o teorema de
Arnold, e a Deprit & Deprit [13] que mostraram a estabilidade para 0 < pg < pg3 excepto
trés valores de us, por aplicagdo do teorema de Arnold-Moser. Dois dos valores de o
excluidos correspondem a ressonancias entre os valores proprios 2 : 1 e 3: 1. Markeev 25|
apresentou critérios para averiguar a estabilidade ou instabilidade de pontos de equilibrio
de sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade nos casos de ressonancias 2 : 1 e
3 : 1 e aplicou-os ao PTCR planar, demonstrando a instabilidade dos respectivos pontos
triangulares. Sao apresentados, neste capitulo, os critérios de instabilidade e a demon-

stragdo de Markeev. Nesta demonstracao é utilizado o teorema de Cetaev, sendo, por

93
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isso, demonstrado este resultado. Por fim, o outro valor de massa ps excluido também foi
estudado por Markeev[6], demonstrando a sua estabilidade.

O estudo da estabilidade dos pontos de equilibrio elipticos do PTCR sera realizado
através da aplicagao de resultados gerais para sistemas Hamiltonianos previamente apre-
sentados. O teorema de Birkhoff seré estabelecido para sistemas Hamiltonianos com N
graus de liberdade e os restantes teoremas da secgao para sistemas Hamiltonianos com dois

graus de liberdade.

5.1 Pontos de equilibrio colineares e triangulares hiperbdlicos

No capitulo 3 determinaram-se os valores proprios do sistema linearizado do PTCR planar,
na vizinhanca dos pontos de equilibrio colineares, os pontos L1, Lo e L3, obtendo-se dois
valores proprios reais simétricos, +a, a € IRT, e dois valores préprios imaginarios puros
conjugados, +8Z, 3 € IR™ e concluiu-se a instabilidade linear. A instabilidade nao-linear

serd obtida através do seguinte resultado:

Teorema 3 Considere-se o sistema de EDOs (1.23), Z(t) = F(Z(t)) A &(to) = To, escrito

na forma
7= AZ + G(7) (5.1)

tal que

Ofi
8xj

positiva e € diagonalizdvel;

e g matriz A = (

(EE)> tem pelo menos um wvalor préprio com parte real
i,j=1,..,n

e a funcao G: OCR" — R é de classe Ccl;

@)

I#—o Z

entdo o ponto de equilibrio Zg € instdvel, sequndo Lyapunov.
Demonstracao:

e Sejam Aq, ..., A\s os valores proprios da matriz A com parte real positiva tal que para
todoi=1,...,s, Re(\;) > 0> 0.

e Sejam Agyq,..., Ay 0s valores proprios da matriz A com parte real negativa ou zero,

isto ¢ Re(\;) <0, para todoi=s+1,....,n.

S n
o Seja = (Y1, s Ys; Yst1, - ) € 711> = R24r2, com R* = " |yiler? = > |uil*
=1 1=s+1

e Seja D = [\, ..., \y] uma matriz diagonal n x n.



5.1. PONTOS DE EQUILIBRIO COLINEARES E TRIANGULARES HIPERBOLICOS55

e Seja C uma matriz n x n invertivel tal que C"1AC = D.

Assim sendo, a transformacdo & = O3 permite escrever a equacio (5.1) da seguinte forma:

y=CrACT+ C'G(CY). (5.2)
Entao,

d, d, .

E|yz| = E(yzyz) = Yi¥%i + Yi¥;

= CrACY G + (C7LG(CY))ii + yiC~TACY; + y;(C—1G(Cy));

= C'ACyp; + C Y ACY i + (CTIG(Cy))isi + yi(CT ' G(Cy))s
= 2Re(\)|yil* + (CTG(Cy))iis + yi(CT'G(Cy));

Pretende-se mostrar que

3e>0V6 > 0: t>to, [[Goll <0 A |5t 30)ll > €

Pela terceira condicao do teorema, escolhendo 0 < € < g, d > 0 tal que para t > tg

2
lo]] < 9, tem-se que:

[(CTEG(CD))i] < elwil.

Nestas condigoes, obtém-se

S

d n
B =) = 3 (2Re(N) = 26lyil?) = 3 (2Re(N) + 2elyil’)
i=1 i=s+1
> 2¢(R*—1?).
1d

A solucao da equacao diferencial §%(R2 —1?) = ¢(R* — %), com condigio inicial

(R2 - T2)|t:t0 =V, V> 0
é dada por

R2 o T2 — V€2E(t—t0)'
Entdo, ||7]| > |R? — 72| > ve*(—%) concluindo-se a instabilidade do ponto de equilibrio.o

Proposicao 13 Os pontos de equilibrio colineares sao instdveis, seqgundo Lyapunov.

Demonstragao:
Pela proposi¢ao 11 e pelo teorema 3, conclui-se que o respectivo sistema é instavel na

vizinhanca dos pontos de equilibrio colineares. ¢

Proposicao 14 Os pontos de equilibrio triangulares do sistema de trés corpos restrito sao

instdveis sequndo Lyapunov, se pg 3 < po < 1/2.
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Demonstragao:
Os valores proprios do sistema linearizado do PTCR, para pg3 < p2 < 1/2, sdo da forma
+a + BZ, o, € RT. Pelo teorema 3, conclui-se que o PTCR planar é instavel na vizi-

nhanga de cada ponto de equilibrio triangular hiperbélico. ¢

Concluiu-se a instabilidade dos pontos colineares e dos pontos triangulares hiperbélicos,
que mantém a instabilidade linear, utilizando teoremas gerais das EDOs. O estudo da
estabilidade dos pontos triangulares elipticos resultara da aplicagao de teoremas obtidos

para sistemas Hamiltonianos com dois graus de liberdade.

5.2 Pontos de equilibrio elipticos

As formas normais sao utilizadas na mecanica Hamiltoniana para estudar a estabilidade
na vizinhanca de pontos de equilibrio, de 6rbitas periédicas e de toros invariantes. Estas
formas providenciam aproximacgoes a dindmica das solugoes de sistemas de EDOs lineares,
até uma determinada ordem finita. Neste caso, o sistema correspondente & forma normal
é integravel e é possivel obter informacoes acerca do respectivo sistema nao-linear. O Teo-
rema de Birkhoff demonstra a existéncia e unicidade de uma transformacao canoénica que
permite transformar uma fun¢do Hamiltoniana de um sistema com N graus de liberdade
na sua forma normal até termos de uma determinada ordem. As transformacoes canonicas
e a utilizagado de fun¢oes geradoras foram estudadas no primeiro capitulo e serdo utilizadas

na demonstracao do teorema de Birkhoff.

Definicao 13 (Fungdo analitica) Seja Q@ um aberto de R", 5o € Q e g: Q — R uma

fungao. Diz-se que g é analitica em iy se existir § > 0 tal que para
vjeQn{aeQ: [@— gl <},

g € igual o sua série de Taylor em ijy. Diz-se que g é analitica em §) se for analitica em

todos o0s pontos de €.

Defini¢ao 14 (Forma Normal de Birkhoff) Seja H({q,p) uma fungdo Hamiltoniana tal

que:

e 0s valores proprios do sistema linear sao distintos e da forma £3;Z, j=1,...,N;

+oo
e H(q,p) = ZHs(cj’,ﬁ) representa o desenvolvimento de H em série de poténcias nas
s=2
varidveis qi,...,qN,p1, .-, PN € Hg contém apenas termos de grau s;
—+00
e K(Q,P)= Z K(Q, P) é uma série de poténcias nas varidveis Q1, ..., Qn, P, ..., Py,
s=2

obtida pela transformagio candnica (7,p) = (¥(Q, P), ®(Q, P));
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e ¢, (W,2) sao as varidveis que se relacionam com (Q, ]3) da forma Q; = wj + Lz;,

Pj =w; —Z1zj e, com 7; = %(w? + 2]2), j=1,...,N, pode definir-se T = (T1,...,TN).

A forma normal de Birkhoff de grau s para a fun¢do Hamiltoniana H é o polindmio de

grau s nas varidveis (Q, P) e de grau s/2 nas varidveis T tal que, em coordenadas polares

(7,0) dadas por (@, %) = (v/2T1c0s01, ..., /2T cosOn, /2T1sinb1, ..., /27N sinfn ),
+o0 N 400
K7 = KolP) + 3 Ka(P) = 3 By 4 3 K7, 53)
s=3 j=1 s=3

De acordo com a definicdo anterior, o Hamiltoniano H de um sistema auténomo com 2

graus de liberdade, até grau 2 nas varidveis 7 = (71, T2) escreve-se na forma
2 2
K=Ke+Ky= 01711+ Boo + vin7i + vi2TiT2 + Vo275

O termo Ko da forma normal corresponde a diagonalizacdo da matriz 7 A do sistema de
EDOs (4.2). E, por isso, demonstrado na proposicio seguinte que existe uma transformacio

candnica que transforma Hs na sua forma normal.

Proposicao 15 FEziste uma matriz R invertivel tal que 5: Ri7j transforma o sistema (4.2),
£ = THg de Hamiltoniano H(E), no sistema i = T Ky de Hamiltoniano K (1) tal que o
termo Ko do desenvolvimento em série de K, obtido em (4.1), pode escrever-se na sua

forma normal
N
Ky =) NQiP;, (5.4)
i=1
com 7= N1,...,2n) = (Q1, .-, QN, P1, ..., PN).

Demonstracao:
Como os valores proprios Aj, j = 1,..., N tém multiplicidade 1 e estao ordenados como

m (4.3), definindo a matriz diagonal Dy = [A1,..., AN], representa-se a matriz dos valo-

D 0
res proprios da forma D = OO o | Seja C' uma matriz 2N x 2N invertivel que
—Lo
diagonaliza 7 A. Entao
C'TAC=D = TAC =CD. (5.5)

Como
e a matriz D é diagonal, DT = D;
e 7T —7-1_ _T.

Y

e a matriz A é simétrica, AT = A4;
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da relacao (5.5) vem que
(TAC)" = (D) = CTAT = —-DCT. (5.6)

0 Dy

A matriz DT = —
Dy 0

) é simétrica, logo

DT =T Y =-T"'D=T7D. (5.7)
De (5.6) e de (5.7) resulta que
(T'CTTYTA=TCT"A=TDC'T = DT 'CTT = D(T'CTT).
Definindo a matriz B = (7 -1CT7T)~1, det(B) # 0, obtém-se

B'TAB =D, (5.8)
o que significa que B também é uma matriz invertivel que diagonaliza 7 A. Seja a matriz
G
diagonal invertivel G = 01 o . Pretende-se mostrar que BG verifica a relacao (5.5).
2

Assim, utilizando-se a igualdade (5.8) e o facto de as matrizes D e G serem diagonais, vem
que (BG)'TA(BG) = G"Y(B"'TAB)G = G™'DG = D, o que implica que C = BG.
Por definicio de B, CT =TB 1T e

CTTC=7TB'T'7C=7TB"'C=TG. (5.9)
Por outro lado, (CT7TC)T = CTTTC = —CTTC, logo (TG)T = TG = G1 = Gos.

Definindo a matriz

(G o
F_( . 1)’ (5.10)

obtém-se que FITF = TG. De (5.9) e de (5.10) resulta que FTTF = CTTC, entdo
(FC™YT(FC™') =T, ou seja, a matriz R = FC~! ¢ simpléctica e diagonaliza T A:

R'TAR = (CF ) 'TA(CF') = F(C"'TAC)F~' = FDF' = D.

A transformacéo E = Rij é canonica, uma vez que a relagao (5.5) permanece invariante
para R. Por fim, RTAR = —RTTRD = —TD.
Definindo o vector 7 = (Q1, ..., @n, P1, ..., Pn), faz-se a substituicao {: Rij e o sistema

Ez THg transforma-se no sistema ﬁ’z TKje

H(@) = S€7 A = L R ARy = — i T Dij = %lxi@ipi.o (5.11)
1=
Como H é real, entdo a respectiva forma normal também tem de ser real. Desta
condicdo resulta que as variaveis (Cj, ]3), obtidas em (5.11) sdo numeros complexos e
relacionam-se da forma P; = IQj. Entao, de acordo com a defini¢ao 14, a diagonalizacao
da matriz 7 A determina a forma normal de Ho.
A diagonalizacao de Hy permite observar o sinal da parte quadratica do Hamiltoniano

H e se esta tiver sinal definido, positivo ou negativo, a estabilidade dos pontos de equilibrio

elipticos é garantida pelo teorema de Lagrange-Dirichlet.
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Teorema 4 (Lagrange-Dirichlet) Se a parte quadrdtica Ho do Hamiltoniano tem sinal

positivo ou sinal negativo, entdo o ponto de equilibrio é estdvel.

Demonstracao:
Seja &(t) uma solucao de Z = F(Z) com condicgo inicial #(0) = Z. O ponto de equilibrio
Zp =0 ¢ estavel se e s6 se Ve > 035 > 0: ||Zo]| < 6 = |Z(t)|| < e

J= E\/E Para ||Zy|| suficientemente pequeno gHa_c’gHz < H < 2v||@||*. Como ||Zo]| < 6,
v

Sejam g e v constantes positivas tais que, para Hy > 0, o||Zo]|* < Hy < v||Zo|? e

2
entao §||:E'0H2 < H < 2v6°. Sendo H um integral do movimento, conclui-se que:

v
SIEOIE < H <208 = 7O <2,/% 5 = JEO)] <
isto é, se Hy > 0 entdo o ponto de equilibrio é estidvel e, de modo anélogo se mostra o

resultado para Hy < 0. ¢

O critério de estabilidade estabelecido no teorema anterior nao pode ser aplicado ao
PTCR planar, pois a parte quadratica Hy = 171 — f272 nao tem sinal definido. Isto ndao
significa a instabilidade dos pontos de equilibrio elipticos, como se verd através do teorema
de Arnold-Moser. Para aplicar o teorema de Arnold-Moser ao PTCR planar é necessario
proceder & normalizacdo dos termos de ordem superior a 2, estabelecendo a forma normal
de Birkhoff até ordem 4.

Apos determinada a forma normal para os termos de H de grau 2, para o caso geral de
um sistema 2N dimensional, que resultam da segunda derivada de H, determinam-se os
termos de ordem s > 2 por um processo indutivo, supondo que os termos de Ho, ..., Hs_1
j& estao definidos. A forma normal a ser construida é obtida através da expansao de H
em termos de ; e P;, usando as variaveis complexas Q); = w; + 1z, P; = wj —1z;, para

j=1,...,N. Os termos da série tém a forma geral
N b
apb _ aj pYj
QP =]l QP
j=1

Este processo indutivo constitui a demonstracdo do Teorema de Birkhoff, apresentado a

seguir, para o qual é necessario o conceito de ressonancia entre os valores proprios.

Defini¢ao 15 (Ressondncia) Seja A = (A1, ..., Ay) o vector de N walores préprios imagi-
ndrios puros (o0s restantes sao os simétricos de A e estao ordenados como em (4.3)), obtidos
apds diagonaliza¢ao da matriz T A. Os valores proprios dizem-se ressonantes de ordem s

se existir K = (K1, ..., kN) tal que

N N
</%‘,X>: Zﬁj)\jzo A\ Z’Fu’ﬂzs, Ki € Z. (5.12)
=1 j=1



60 CAPITULO 5. ESTABILIDADE NAO-LINEAR DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

Teorema 5 (Birkhoff) Se os valores préprios do sistema (4.2) nao satisfazem nenhuma
condigao de ressondncia (5.12) até ordem r+ 1, entao existe uma transformagao candnica
na vizinhanga da origem, tal que H se reduz a forma normal de Birkhoff de grau r com

precisao de ordem r + 1.

Demonstracgao: (Siegel [32])
A demonstracao consiste em determinar por inducdo a transformacado canonica que

converte o Hamiltoniano H na respectiva forma normal de Birkhoff. Definindo-se a funcao

geradora
., N +oo
G(G,P)=> qPj+Y_ G
j=1 s=3

em que G € um polinémio homogéneo de grau s nas variaveis ¢;, P;, j = 1,..., N. Verifica-
se que G é consistente para G, pois Ha(q, ) ja estad na forma normal. As variaveis (¢, p)

e (Q, P) relacionam-se através de

ﬁ oG A Q - a_G
G oP
ou ainda
+00 T
oG oG
Q] = q] + ZGSP]' /\ p] = P] + ZGSQJ'7 GSPJ' = —87 qu]' = —S (513)
— — op; 0q;
s=3 s=3
A transformacao candnica
(7.9) = (¥(Q,P),2(Q, P))
define-se como
400 L. +o00 oo
G=Q;+ > Vis(Q,P) A pj=P+> ®;5(Q,P), j=1,..,N, (5.14)
s=2 s=2
sendo WUy (Q, 13) e O, (Q 13) polinémios homogéneos de grau s nas variaveis

Q17 "'7QN7P17 7PN
A funcao H(q,p) pode escrever-se em fungao de (@, ]3) e nesse caso, obtém-se

N +o0
H(Q,P) = H(¥(Q,P),®(Q,P)) => \Q;P;+ Y K,(Q,P) (5.15)
7=1 s=3
sendo
K. = K{+K{= ZA (QiGia, (@ P) = P,Gp, (G, P)) + K

tal que quj(é, ]3) representa o polinémio de termos com grau s — 1 que resultam da
substituicdo de ¢ em G, (q) I:") por \I/(Cj, ]3) De igual forma se obtém os termos de

Gsp, (Q, P) de grau s — 1. O polinomio K’ resulta da extraccio dos termos de grau s,
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obtidos por desenvolvimento de Hy(¥(Q, P), ®(Q, P)) e K” sdo termos de grau s extraidos
de produtos de Gs..., Gs_1 e da substituicao de varidveis em Hs, ..., Hy.
Supondo que os termos Ga, ..., Gs_1 de G ja estao determinados e que
Ko+ K3+ ...+ K51 ja esta na forma pretendida, determinam-se os termos de K. Como
os mondmios de GS(Q, ]3) se podem escrever na forma
P=wp, || QYPY. j=1,.N (5.16)
aj+bj=s

deduz-se que

"+ K

M=

N N
a;j—1 pb; aj bj—
Ko = 2N [wan,a;Qs [T Q5 P = wayo, By 11 Q7 P
j=1

j=1

.
Il
R

I
[M] =

)\j(aj — bj)'P + Kg/.

.
I
—

Considerando que os coeficientes dos monémios de parte literal igual a P que surgem em
K! sao da forma hia;b; € que os valores proprios nao sao ressonantes, todos os termos podem
ser eliminados, & excepc¢ao dos termos em que a; = b; para todo j =1,..., N, tal que

o
Z (@ bs)>\j. (5.17)

ajerj =s

Wajb; = —

Assim sendo, se s for impar, os termos de K, podem ser todos eliminados. Se s for par,
podem eliminar-se todos os termos excepto os que sao do tipo P, com a; = b; para todo
j=1,...,N.

Os coeficientes dos termos da forma Q;LjP]l-)j, aj =bj, j=1,..,N determinam-se de

modo que nao existam na expressao

N
I' = (Q-QnPr.PN) T (qr.qnpr-pn)" =D (9;Q5 — 4; P))
j=1

N —+00 “+00
= [Qj 3" Gug, (@, P)+ P S Gap, (4, P)]. (5.18)
j=1 s=3 s=3

Apo6s a substituigdo de ¢ na expressao (5.18) por ﬁl(@, 13) e extraindo os monémios de
grau s obtém-se

N N
Ty = TL+T=3"|Q;Ge, (G, P) + PG, (G, P)| + TV = 3" sGo(, P) + T,

j=1 j=1
surgindo a tultima igualdade do facto de ser possivel escrever os monomios de G na forma
(5.16).

Substituindo em (5.14) g; e p; pela igualdade definida em (5.13) obtém-se a relacao

S [0(G.P) 4 Gar @ P)] =0 8 S [0 ) + Gy (@) = 0
s=2 s=2
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- =

da qual se extraem apenas os monémios de grau s ap6s a substituicao de ¢ por ¥(Q, P).

Extraindo os termos de ordem s de

(G, P) + Gay1p, (G, P) + > G Pj(Q, P) =
k=3

_,

¢(é’ ﬁ) - GS+1QJ 7 Z Gk-‘rlQ] Qa _’)

k=3

determinam-se os termos de \IJS(Q, ]3) e de @s(é, 13) Note-se que os coeficientes dos ter-

mos até ordem s de G e os termos até ordem s — 1 de (¥, ®) sdo conhecidos.o

A ideia da forma normal de Birkhoff é conjugar o Hamiltoniano H a um outro Hamil-
toniano K por um processo iterativo até obter a chamada forma normal do Hamiltoniano
H. Seja K = Ky + K; a forma normal de H, sendo K| a parte integravel até uma deter-
minada ordem finita e K; o resto nao integravel. De facto Ky é uma série de poténcias
que dependem apenas das acc¢oes, 75, j = 1,..., N, (no caso de os valores proprios nao
estarem em ressonéancia), sendo estas N integrais do sistema K, logo o sistema K é in-

tegravel e descreve movimentos quase-periédicos no toro 7 = (71, ..., 75y) com frequéncias
0Ky .

,7=1,..,N.
873-

Quando a transformagao de Birkhoff converge, o processo para a obtencao da forma
normal permite a integragdo do sistema ndo-linear na vizinhanca do ponto de equilibrio
eliptico. No entanto, em geral, a transformacao é divergente [32]. A divergéncia da trans-
formacao de Birkhoff deve-se, em parte, aos denominadores pequenos que surgem nos coe-
ficientes dos seus monomios (5.17), obtidos a custa da divisao por < &, x>

O facto da transformagao de Birkhoff divergir nao é impedimento para estudar o com-
portamento das solu¢oes do Hamiltoniano H na vizinhanca do ponto de equilibrio através
da respectiva forma normal. As solugoes do sistema nao-linear H sdo aproximadas através
das solugoes de um sistema H* que coincida até grau s com o sistema H e neste caso
a transformagdo de Birkhoff é convergente, pois é truncada, deixando os termos de grau
s> 1.

A estabilidade das solugdes de equilibrio elipticas no caso em que Hy ndo tem sinal
definido, é garantida pelo teorema de Arnold-Moser, para quase todos os valores préprios

e para sistemas Hamiltonianos com 2 graus de liberdade.

Teorema 6 (Arnold-Moser) Seja H a fun¢ao Hamiltoniana de um sistema com dois graus

de liberdade, expressa na forma normal de Birkhoff (5.3) tal que:
1. H ¢ analitica numa vizinhanga da origem.

2. os wvalores proprios do correspondente sistema linearizado sao da forma

M3 =x67 e oy =57,
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com B, 02 € RY, B1 # B2 e T =+/-1
3. Ha(wy,ws) = frwy — Pows.
4. Hy(wi,wa) = 5 [v11w? + 2v10wiws + voeow3]
5. K101 — Koo =0 A K1+ Ko <5, com K1,ky € Z.

Se D = Hy(f2,51) # 0 entao a origem é um ponto de equilibrio estdvel sequndo Lyapunov

do sistema Hamiltoniano.

Resumo da demonstracgao:

O espaco fase de um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade tem dimensao
quatro. Como a superficie de energia tem dimensao trés, é possivel construir uma secc¢ao
(ou mapa) de Poincaré do fluxo, que preserva a area, de dimensao dois. O teorema da
existéncia de curvas invariantes garante a existéncia de curvas invariantes numa secgao de
Poincaré, na vizinhanca de um ponto de equilibrio. Uma 6rbita com condigdo inicial entre
duas curvas invariantes é impedida de se afastar do ponto de equilibrio, o que prova a

estabilidade.
Ver [32].0

A estabilidade dos pontos de equilibrio elipticos de um sistema Hamiltoniano conserva-
tivo com 2 graus de liberdade foi estabelecida por Arnold (1961) [5] substituindo a condigao
5 do teorema por k101 — KofBo = 0 A K1+ Ko < +00. A aplicacao do teorema de Arnold as
solu¢oes equilaterais do PTCR planar deve-se a Leontovitch (1962) |22| que verificou que D
nao é identicamente nulo em w2, deduzindo que estas solugoes sao estaveis na generalidade
das massas possiveis. Posteriormente, Moser observou que para assegurar a estabilidade
dos pontos de equilibrio de um sistema Hamiltoniano com 2 graus de liberdade, era sufi-
ciente a condi¢ao 5 considerada no Teorema Arnold-Moser [4]. A determinagao de D e dos
valores de o para os quais os pontos equilaterais sao estaveis, foi concretizada por Deprit
& Deprit (1966) [13].

Teorema 7 (Deprit) Os pontos de equilibrio triangulares do PTCR, com 0 < ug < %, sa0

estdveis para

p2 €]0, 2o U Ju2,0, pr2,1[ U Jp2,1, p2,2[ U 2,2, 23],

tal que:

1449 — \/ 1576995 -+ 9661/199945
H20 = 28983 ’
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1 1 V213
Hz1 = 5 15 )
1 1 /1833
H22 = 5 5 )
Y
H23 = 5 9 .
Demonstracao:

Pela proposicao 8 os valores proprios sao imagindrios puros distintos se p1o < f12,3. Assu-
mindo que |A1]| > |Az2|, os valores proprios sdo ressonantes se existirem dois nimeros inteiros

K1 € ko tais que
AKo + Xk =0 A ’/%1‘ + ‘FGQ’ <4,

Entdo, os valores proprios no intervalo |0, 23] estdo em ressonancia nos casos em que

K1 2 K1 3
— = - eem que — = —.
K2 1 K9 1

L2
e Ressonéancia T

1
Os valores proprios sdo tais que: A\ — 2 =0 A M+ )% = -1 <— A\ = —E
1 1 V1833
Utilizando (4.13) obtém-se A3 = e =g <1 + 15 ) Os valores proprios
sao da forma
25 5
M= 20 =Yg
5 5
e Ressonéncia 1
1
Os valores proprios sdo tais que: A\ —3X =0 A M+ )\ = -1 = A\ = T
1 1 V213
Utilizando (4.13) obtém-se A3 = BT = U2 = 3 (1 + 1—5> Os valores proprios
sao da forma
310 V10
AL = 310, Ay = ~—T.

10 10

Para que as condigoes do teorema de Arnold-Moser sejam satisfeitas, é necessario excluir

1 < | _ V1833

do intervalo 0 < po < p23, os valores psos =

1 1 V213

1 ~ 0.024294 =
2 45 ) © Hzl

2 15
do teorema de Arnold-Moser correspondem a valores de pg € |0, p123].

~ 0.013516. Os outros valores de ressonancias que verificam a condigao 4

Deprit & Deprit [13] calcularam a quantidade

_ 136 = 541MTA5 4 6440105
T8 (1 —4MN3)(4 —25M2)03)
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que se anula para os valores de

1449 + \/ 1576995 + 9661/199945
Hz = 2898

Destes valores exclui-se

1449 — \/1576995 + 966+/199945
2898

por ser menor do que puz 3. O grafico de D em fungao de po pode ser observado na figura

~ 0.0109

H2,0 =

5.1. Como D # 0, para os valores de po considerados no teorema conclui-se que os pontos

de equilibrio triangulares sao estiveis. ©

D
40
20
H2,0 42,1 M2.2 H2,3
0.01  0.02 0.03 -
12
-20
a

Figura 5.1: Gréfico do determinante D em funcao da massa puo.

Em relacao a estabilidade dos pontos de equilibrio triangulares nos casos de ressonéincia
2:1e3:1,é possivel estudé-la a partir de dois teoremas estabelecidos por Markeev |25].
Markeev também provou a estabilidade dos pontos triangulares do PTCR planar para
w2 = p2,0 [6]. Os teoremas de Markeev, e o teorema de Arnold-Moser foram generalizados
por Cabral e Meyer (1998) [12]. O estudo da estabilidade, no caso de ressonéncias, pode
ser realizado através da transformacao do sistema nao-linear numa forma normal por um
processo analogo ao utilizado na demonstracao do Teorema de Birkhoff para a auséncia de
ressonancia. No entanto, os termos correspondentes aos casos de ressonancia nao podem
ser eliminados e, em caso de transformacdo para coordenadas polares, aparecem termos
que dependem da variavel angulo.

A seguir é apresentado o teorema de Cetaev que serd utilizado na demonstracao dos
critérios de instabilidade, estabelecidos por Markeev para os casos de ressonéncias entre os

valores proprios 2: 1 e 3: 1, para um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade.

Teorema 8 (Cetaev) Sejam Zr um ponto de equilibrio da EDO (1.23) e V uma vizinhanga
de Zg. Se existir um aberto Vi em V e uma funcgio g : V — IR de C' com as sequintes

propriedades:

1. g(x) >0 e g(x) >0,V eV
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2. g(x)=0,VzeFr(Vi) N V;
3. Tg GFT(Vl);

entdo, o ponto de equilibrio é instdvel.

—,

Demonstragao: Supondo por contradi¢do que zero (assume-se £ = 0) ¢ um ponto de

equilibrio estavel, entao
Ve>030<d<e: ||7] <d = ||Z(t,Z0)|| <e,ViE>0.

Pela condigdo 1 do teorema, se o € Vi e g(Z(t, o)) € Vi entao g(Z(t, Zo)) > g(Zo). Pode,

entdo, definir-se o conjunto
R={zeV: |al <e A g@(t70) = g(F0)}

Como o conjunto R é compacto, a func¢ao ¢ assume um minimo m > 0 em R, pois a funcao

g € positiva em V. Entao
t

9@ (t.70) = 9@+ [@(s)ds = 9@ + [mds = g@)+mt.  (519)
0 0

Por outro lado, como o conjunto R é compacto, a fun¢do g tem um méximo M > 0, logo
g((t)) <M (5.20)
para todo t > 0. As condigoes (5.19) e (5.20) sao contraditorias, logo a solugao de equilibrio

¢é instavel.o

1
Teorema 9 (Markeev) Seja H = 20271 — [PoTa + 07f Toc0s(01 + 202) + O4 a forma normal

de um sistema Hamiltoniano. Se § # 0 entdao o ponto de equilibrio € instdvel.

Demonstracao:

Para a ressonancia 2 : 1 e para Aj 2 = Z312, $1 = 22 e é possivel eliminar todos os termos
de H de grau 3, & excepc¢ao daqueles em que a1 =1 A B =20uagy =2 A [ = 1.
Markeev [25] determinou a transformagio canoénica que permite escrever o sistema H na

respectiva forma normal
H = M\qip1 + Aaqap2 + Aqips + Bgspr + Oy,
onde A=z +Zye B= —2—(y + Zx). A mudanga de coordenadas

~1/2 ~1/2 1
(q17q27p17p2) = (ﬁl / (qll _Ipll)a/@Q / (Iqé _p/2)7§

transforma o Hamiltoniano H(q1, g2, p1, p2) em

1
812 (=Td, + 1)), §ﬁ§/2(QQ - Ip’z))

1 1
H(d:, 5, 0h,00) = 5Pl +P7) = 5Ba(a8" + %)

1 1
+5V26 [§(q§2 — p5) (24| + ypt) + ¢hph(ydh — xp’l)))] + Oy
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Supondo x2 + y? # 0 é possivel a mudanca de coordenadas
(41, 45, P, h) = (Qucost — Pisind, Qa, Q1sind + Pycost, P),

com sin 0 = Y A cos 0 = L

[§]
x2 +y2 /2 +y2

H(Q1,Q2, P, P) = ((Q+PP)— %(Q% +Py)

—%\/ 202(x% 4+ y?) [%Ql(Pzz —Q3) + PiQ2P2| + Os.

Seja
1
F(Q1,Q2, P, Py) = §P1(P22 —Q3) — Q1Q2Ps.
Existe uma vizinhanga V do ponto de equilibrio tal que no conjunto

V:{(Ql,Qg,Pl,Pg) ey: Ql <0, P, <0,P2<Q2<0}

a funcao F' é positiva;
; _ 1 2 2 2 2 2 2 2 2\1 2 " 2,2 .
o F(t) = 5v/202(2? + y?)(Q5+P5) [(Q3 + Py) + 4(Qf + P})] é positiva, se x°+y* # 0;

se (Q17Q27P17P2) S FT(V) entao F(G) = O’

e 0 € Fr(V), onde Fr(V) é a fronteira de V.

Estas condigoes verificam o teorema de Cetaev, logo a origem é instavel.

Efectuando a mudanca de coordenadas para as coordenadas polares
(Q1,Q2, P1, Py) = (\/271c0501, /2T2c0502, /211 5101, /2T251003)
o Hamiltoniano transforma-se em
H = 208571 — o9 + 57’1%7'2005(91 + 2602) + Oy,

com § = $/Ba(2? + y2). ©

Teorema 10 Os pontos de equilibrio triangulares, Ly e Ly, do PTCR no plano, sao instd-

veis, em caso de ressondncia 2 : 1.

Demonstracao:

De acordo com Cabral e Meyer [12], o Hamiltoniano H pode escrever-se, até ordem 3 como

V5 V5 11V11 1
H=2—7 — —79+ ——772mcos(0] + 203) + O
57 5 T2 1875 £ macos(bh 2) 4

11v/11

Pelo teorema anterior, o ponto de equilibrio € instavel, pois d = ——. ¢
18V/5
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Teorema 11 (Markeev) Seja
13
H =301 — oo + 017F + Samie + 0375 + 6477 75 cos (01 + 362) + Os

a forma normal de um sistema Hamiltoniano quando os valores prdprios estao em ressondn-

cia 3:1. Se
3v/3|04] > |61 + 302 + 93]

entao, o ponto de equilibrio é instdvel.

Demonstracao:

No caso da ressonéncia 3 : 1, 81 = 332 e é possivel eliminar todos os termos de H de grau
3 e os de grau 4, & excepcao dos casos ja conhecidos e dos casos em que os expoentes de
Q?iPibi sao da forma a;y =1 A b =3 ouay =3 A by = 1. Utilizando transformagoes

canobnicas semelhantes as utilizadas no teorema anterior, Markeev [25] determinou a forma

normal de H

H = \iqip1 + Magape + Agip? + Bargapipz + Cgaps + Dqip3 + Eg3py + Os,

onde D=x+7Zye F = —l—gﬁg(x —Zy). A mudanca de coordenadas

1/2 1 1/9
ﬁ1/ (—ZQQ+P/1))a§ 2/

—-1/2 -1/2

1
(q1,q2,p1,02) = (By (a1 —IpY), By "“(Zay — ph), =

5 (g5 — Iph)

transforma o Hamiltoniano H(q1, g2, p1,p2) em
H(q1, 501, 05) = gﬁa(q’f +p7) - %62@32 +p5)
—%A(q’f +p7) + iB(q’f +p7)(d5 +p5) - iC(czé2 + )
+%\/§52 [Po(pF — 308 (@ph — ydh) + 55’ — 39w} + 2d) | + O

Supondo x2 + y? # 0 é possivel a mudanca de coordenadas

(q/bqgap,l?pé) = (Q1008¢ - Plsind)’ Q27 lez.ngb + P1605¢,P2),

com sing = ————= A cos¢p = ———=———=. O Hamiltoniano é transformado em
/2 + y2 /2 + y2
3 1 1
H(Q1,Q2, P, P) = 5ﬁ2(@% + P?) - §ﬁ2(Q% + Pj) - ZA(Q% + PP)? +
1 1
1 B@QT+ P(@QS + ) — 1C(Q5 + P)

1
150 3(x2 +y?) [Q1P2(P22 —3Q3) — P1Q2(Q5 — 3P22)} + 05
As coordenadas polares

(Q1,Q2, P1, Po) = (\/2r1c0801,\/2r9c0802, /211 51001, \/ 219511062
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transformam H(Q1,Q2, P, P2) em

H(r1,72,01,00) = 30211 — o — Ar} 4 Briry — Cr3 +

1 13
562\/3(;1:2 + y2)rirg sin(0; + 362) + Os

Por fim, a transformacao canénica

A A D D 1 1 1
(Q17Q27P17P2) = (01 + 302, —391’ 57“27 —51"1 + 57"2)

permite escrever H(ry,r2,601,602) como
H(Ql,QQ,Pl,PQ) = (—A + 3B — 90)?12 + 3(2A — BB)plpg — 9AP22 — 952?2 +
_3 _ _ _
302/ x% + y2 PP (P — 3Py)2 sin Q1 + Os
Seja
-~ _ _ =3 _ 1 -
F(QLQQ)P].)PQ) == 12\/§ |:(18P2) — (6P1) :| P12 (P]_ - 3P2)§COS Ql

Existe uma vizinhanca V do ponto de equilibrio tal que no conjunto

— 1 _
- = = = 6P )2 _ 6P)2 -~ ~
V={(Q1,Q2,P,P)eV: —%<Pg<%, P, >0, cos Q1 <0}

e a funcao F' é positiva;

e para 2 <[ <3 epara P, = %R(6P1)é, com R €] —1,1]

F(t) = 12V3[316'621/22 + y2cos’Q1 + 12(1 — R?)(3Ban/22 + 42 +

(—=A+3B —90)sin Q1) + f(P)]PIT3.

No desenvolvimento de F(t) surgem expressoes da forma (1 — Pll/g_l)l/Q. Como F

AP
tem de ser positiva em V', [ > 2. Também surge a expressao 1 — <§> R6BI=9/

que toma valores positivos se [ > 3.

Como f(P;) tende para zero, & medida que P; tende para zero, F(t) > 0 no conjunto
V se

362\/:@2 | — A+3B-9C|.
e se (Q1,Q2, P, P) € Fr(V) entdo F(ﬁ) =0;
e 0 Fr(V), onde Fr(V) ¢ a fronteira de V.

Estas condigoes verificam o teorema de Cetaev, logo a origem é instavel. A funcao Hamil-

toniana H pode escrever-se como
13
H = 30211 — B0 + (517'12 + 891179 + (537’22 + (547’127'22 608(91 + 392) + Os,

1
com §; = 552\/3(962—#3/2), 09 = —A, 6 = B e 63 = —C. Assim sendo, o ponto de

equilibrio é instéavel se

3\/5(54 > ’(51 + 309 + 953’. o
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Teorema 12 Os pontos de equilibrio triangulares, Ly e Ly, do PTCR sdo instdveis, em

caso de ressondncia 3 : 1.

Demonstracao:

De acordo com Cabral e Meyer [12], o Hamiltoniano H pode escrever-se como

3v10 V10 314277 1 3 309

H = 10 T — 10 Ty + 20 7127'25008(91 + 303) + —22407'1
——12197'7 —|——79 5 +0
560 111202 Y

verificando-se as condicoes do teorema 11, pois

V42831
3v/36, = 9T ~ 23.28

12897

Logo, o ponto de equilibrio ¢ instavel para ps = p21. ©

Os resultados obtidos por Arnold, Moser e Markeev sdo validos para sistemas Hamilto-
nianos com 2 graus de liberdade. Estes resultados e a respectiva aplicacao ao PTCR planar,
realizada por Leontovitch, por Deprit & Deprit e por Markeev, encontram-se resumidos,
por ordem cronolégica, na tabela 5.1. Além dos resultados apresentados na tabela, Mar-
keev [25] mostrou a estabilidade do PTCR planar correspondente a razdo entre massas
f2 = p12,0. Refira-se, ainda, que Sokolskii [33] apresentou critérios para averiguar a estabil-
idade ou a instabilidade para qualquer sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade,
no caso em que os valores préprios tém moddulos iguais, e os aplicou ao PTCR planar,
concluindo a estabilidade dos pontos triangulares para o valor de us 3, correspondente a
ressondncia entre os valores proprios 1 : 1.

A estabilidade de um ponto de equilibrio eliptico é um problema resolvido no caso de um
sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade por Arnold [5], Moser [32], Markeev|25]
e Sokolskii[33]. Mais tarde, os resultado demonstrados por Arnold, Moser e Markeev foram

generalizados por Cabral e Meyer [12].

5.3 Aplicacoes

A estabilidade linear dos pontos de equilibrio elipticos do PTCR planar foi estabelecida
para 0 < ps < p23. No entanto, como foi demonstrado a estabilidade linear nao implica
a estabilidade nao linear, excluindo-se os valores de ps que correspondem a ressonancias
entre os valores proprio 2 : 1 e 3 : 1. A instabilidade da 6rbita de um corpo Cj3, hipotético,
que se encontre na vizinhanca do ponto L4 de um hipotético sistema de corpos C7 — Cy tal

que os valores proprios estao em ressonancia 2 : 1, correspondendo a ps = p22, pode ser
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observado nas figuras 5.2 e 5.3. A trajectoria de C3 encontra-se na vizinhanca do ponto Ly
até cerca de 2764 periodos orbitais de Co. Nao é conhecido no sistema solar nenhum par

de corpos C7 — (5 que corresponda a este valor de uo para o qual o ponto Ly é instavel.

(a) (b)

1.5
0. 8662
1
0.5
Y 0.866 Yy
0
-0.5
0. 8658
0.4754 0.4757 0.476 05 0 05 1 Ls
X X

Figura 5.2: Solu¢do numérica do PTCR planar para valores préprios em ressonéncia 2 : 1
e periodo de integragdo 7', nimero de anos do corpo Cy, com (a) T € [0,250] e (b)
T € [2546,2785].

300
200
100

-100
-200
-300

300 -200 -100 0 100 200 300
T

Figura 5.3: Solugdo numérica do PTCR planar para valores préprios em ressonancia 2 : 1

e perfodo de integracao T, namero de anos do corpo Cy, com T € [2562, 2801].



72 CAPITULO 5. ESTABILIDADE NAO-LINEAR DOS PONTOS DE EQUILIBRIO

Ponto de equilibrio Sistema Aplicacao Ponto de equilibrio
eliptico Hamiltoniano PTCR planar Lye Ly
estavel se Arnold (1961)
o K101 — koo #£0e Leontovitch (1962) estavel para
|k1| + |k2| < +o0 p2 €0, iz, 3[
e D#0 excepto num

conjunto de

medida nula.

estavel se Arnold-Moser
o K101 —kaf2#0e Andrée e Bartholomé estavel para
|k1] + k2| < B Deprit (1966) w2 €0, pa 3|
e D0 excepto
H2,0, H2,1 € H2,2.
instavel se Markeev (1967)
e valores proprios Markeev (1969) instavel para po 2.

em ressonancia 2 : 1
e ) #£0
instéavel se
e valores proprios Markeev (1969) instavel para pg 1.

em ressonancia 3 : 1

o [04] > Y35, + 60 + 953

Tabela 5.1: Estudo analitico da estabilidade dos pontos de equilibrio elipticos de um sistema
Hamiltoniano com dois graus de liberdade, no caso em que a parte quadratica Hy ndo tem

sinal definido, com aplicacdo ao PTCR planar.



Capitulo 6
Caos, analise qualitativa e aplicacoes

Nos dois capitulos anteriores foi estudada a estabilidade segundo Lyapunov de solugoes de
equilibrio do PTCR, no plano, no entanto, outras solu¢des podem ser estudadas como é
o caso de érbitas periddicas, cuja estabilidade também é possivel averiguar, e de 6rbitas
quase-periodicas. Além destas solugoes regulares, num sistema de EDOs nao integravel
também podem surgir as denominadas solu¢des cadticas.

A analise qualitativa de uma oOrbita periddica, introduzida por Poincaré, consiste no
estudo do comportamento de 6rbitas com condigoes iniciais proximas da orbita periddica.
Se estas permanecem para todo o tempo na sua vizinhanca, a érbita periddica é considerada
estavel. Este estudo qualitativo pode ser realizado através das denominadas secgoes de
Poincaré.

As orbitas caoticas surgem em sistemas dindmicos ndo integraveis e um critério objecti-
vo para as identificar é a existéncia ou nao de divergéncia exponencial entre érbitas vizinhas.
Diz-se que duas orbitas vizinhas 1;(Zo) e ¥ (Zo + 0Zp), com 6 > 0, § — 0 apresentam de-
pendéncia sensivel as condigoes iniciais (DSCI) se existir t > 0 tal que as orbitas divergem.

Para efeitos experimentais, se existir um valor y > 0 tal que
d(t) =~ doexp(xt),

com
d(t) = [[¢(Zo) — ¥e(Zo + 620)||

designa-se a Orbita ¢ por dérbita cadtica [28]. O valor de x é quantificado pelos expoentes
caracteristicos de Lyapunov, nomeadamente pelo seu maximo (MECL).

Para a deteccdo de d6rbitas cadticas podem ser estabelecidos outros critérios, ndo quan-
titativos, como o estudo do padrao gréfico obtido por meio da evolucao orbital ao longo

do tempo, exemplificado, no PTCR planar, com a excentricidade de uma trajectéria.

Na determinacao algébrica de solugdes do problema de n corpos é utilizada a teoria

de perturbagoes. O PTCR, por exemplo, pode ser estudado a partir do sistema integravel

73
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de dois corpos C; e Cs correspondente ao Hamiltoniano Hy, que quando sujeito a pertur-
bacao do corpo C5 resulta no sistema Hamiltoniano H = Hy 4+ puoH1 nao integravel. A
dificuldade em encontrar solugoes algébricas resulta do desenvolvimento de H em séries
de poténcias normalmente divergentes, devido ao problema dos denominadores pequenos,
correspondendo estes a ressonéncias entre o movimento de dois corpos, Co e C5 [4]. Sendo,
em geral, dificil encontrar solugoes algébricas para o PTCR, opta-se, neste capitulo, pelo
estudo da estabilidade de érbitas através de métodos numéricos, um procedimento habitual
em mecanica celeste [28].

Apesar da possibilidade de fornecerem resultados quantitativos, a demora da integracao
numérica das EDOs, assim como o aparecimento de erros numéricos sdo problemas que
podem surgir na utilizagao de métodos numéricos.

Neste capitulo é estudada a excentricidade de uma oérbita ao longo do tempo, seccoes
de Poincaré e o maximo expoente de Lyapunov, no &mbito do PTCR planar, sendo parte
da anélise qualitativa e quantitativa efectuada na vizinhanca de pontos de equilibrio.

A integragdo numérica das EDOs do PTCR no plano utilizada neste trabalho baseia-se
no método de Runge-Kutta de 4* ordem, que tem um erro de truncatura O(h®), sendo
h o passo de integracdo. A propagacdo do erro foi testada através do célculo em passos
intermédios do integral de Jacobi que, recorde-se, é um integral do PTCR.

Os programas utilizados para a determinacao de secgoes de Poincaré e do Expoente de

Lyapunov encontram-se em apéndice.

6.1 Excentricidade

Na dinamica do sistema solar, é possivel analisar a evoluc¢ao da posicdo de um corpo ao
longo do tempo por meio da evolugdo da excentricidade ou do semi-eixo maior da sua
orbita, sendo esta, para cada posi¢ao e velocidade, aproximada a uma 6rbita eliptica |28|.

Integrando numericamente as equagoes de movimento do corpo Cs, relativas ao PTCR
planar, obtém-se a sua posicao e velocidade num determinado instante, t. Deste modo
é possivel calcular para cada ¢ o momento angular, I, o que permite obter um valor de
excentricidade, utilizando a equagao (2.26), através da aproximagao ao problema de dois
corpos, sendo estes Cq e Cs.

Das igualdades (3.5), (3.6) e efectuando uma mudanga de coordenadas de forma a

posicionar o corpo C na origem do referencial, deduz-se os valores de v? e de [, obtendo-se

V2= (& —y)2+ (§+ 2+ p2)?

I = (x+ p2)(§+ 2+ p2) —y(E —y).
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As formulas (2.25) e (2.26), obtidas no estudo do problema de dois corpos, e que
permitem obter o semi-eixo maior e a excentricidade da elipse, reescrevem-se do seguinte

modo

2\ 7
e (d% _ E) (6.1)

l2

A seguir sdo apresentados alguns graficos de orbitas regulares e caodticas para um
valor de o = 1073, que corresponde aproximadamente ao sistema Sol-Jupiter-Cs, quando
adaptado ao modelo do PTCR. A figura 6.1 representa a variacdo do semi-eixo e da ex-
centricidade para uma o6rbita com as condicdes iniciais zg = 0.44, yg = 0, g = 0 e o
determinado tal que C'; = 3.06, um valor de constante de Jacobi para o qual o movimento
é limitado, como estudado no capitulo 3. Os graficos apresentam um padrao que se repete
ao longo do tempo o que da a indicagdo de uma oOrbita regular, contrastando com os graficos
da figura 6.2 que representam uma érbita, com as mesmas condicoes iniciais a excepcao de

zg = 0.46, aparentemente cadtica.

(a) (b)

0.42

0. 65
0.4

0.64
0. 38

a 0. 63 €

0. 36

0.62
0.34

0.61

0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
T T

Figura 6.1: Representacao da variacdo do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (b)
em funcdo de T, periodos orbitais de Co, com condigao inicial (xg,yo,%o) = (0.44,0,0),
Cy = 3.06 e massa g = 1073,

Os graficos da figura 6.3 referem-se a uma érbita com condigoes iniciais na vizinhanga do
ponto de equilibrio L,. Esta ¢rbita, denominada tadpole, é regular e pode ser observada na
figura 6.5a para um tempo de integracdo de 32 anos do corpo Cs. A figura 6.5b representa
a trajectoria do corpo C3 para uma condigao inicial préoxima do ponto de equilibrio L;. De
acordo com a excentricidade da orbita (ver figura 6.4), a trajectéria aparenta ser cadtica.
A DSCI desta érbita pode ser observada na figura 6.6, onde para uma distancia de 1076
entre as condigoes iniciais, os graficos da excentricidade se separam para um periodo orbital
superior a 20. Foi confirmado que esta diferenca entre as excentricidade das duas érbitas
nio se deve a erros numéricos, pois as solucdes das EDOs sdo obtidas com erros O(10714).

A deteccao de orbitas cadticas a partir do grafico da excentricidade deve ser confrontada

com os resultados das respectivas seccoes de Poincaré e com o calculo dos expoentes de
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Lyapunov, conforme seréd tratado nas secgdes seguintes.

(a) (b)

0.74 0.35

0.72 0.3

a 0.7 e0.25

0.68 0.2

0. 66 0.15

0.64 o1
0 100 200T 300 400 500 0 100 200 T300 400 500

Figura 6.2: Representacdo da variacdo do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (b) em
fungao de T', periodos de Cy, com condigao inicial (zg, yo,20) = (0.46,0,0), C; = 3.06 e

massa 1o = 1073,

(a) (b)

1.02 0.02
101 0.019
a ¢0.018
1

0.017
0.99 0.016
0. 015

0.98%5 50 100 150 200 0 50 100 150 200

T T

Figura 6.3: Representacao da variagdo do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (b)
em fun¢ao de T, periodo de Cs, com condic¢ao inicial (xg,yo,Zo) = (0.4925,0.8595,0),

Cy=2999 e g = 1073, O movimento de C3 efectua-se na vizinhanca de Ly.

6.2 Seccoes de Poincaré

Defini¢ao 16 (Seccao local) Considerando um sistema de EDOs tal como definido em
(1.23), z= ﬁ(f), F:0— R™, seja 3 C IR™ um hiperplano, isto é, um subespago linear
de dimensdao n — 1. Uma sec¢ao local de F em & € O é um aberto S num hiperplano 33,

contendo T e transverso a F, isto ¢, F(Z) ¢ ¥ para todo T € S.

Defini¢ao 17 (Fungao de Poincaré) Seja v uma drbita periddica de periodo T, Tp € ~
e S uma secgio local de F em Tp do sistema de EDOs (1.23). Eziste uma vizinhanga V
de Tp e uma tinica funcio 7 : V — IR de C! tal que ¢(7(&),Z) € S, para todo T € V e
7(Zp) = T. Pode definir-se a funcio p de classe C!
p: SNV — §
Z — o(1(%), ). (6.3)

Esta funcdo designa-se por fungao de Poincaré.
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0.8 0.35
0.775 0.3
0.25

0.75

e 0.2
0.725 0. 15
0.7 0.1
0.675 0.05
0. 65 0

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

T T

Figura 6.4: Representacdo da variacdo do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (b) em
fungao de T, periodo de Cq, com condicao inicial (g, yo,Zo) = (0.93,0,0), C; = 3.0399 e

p2 = 1073, O movimento de C3 efectua-se na vizinhanca do ponto de equilibrio L;.

0.75
0.25
Yy 0.85 Yy 0
0.25
0 65 0.75 e
0 0.2 0.4 0.6 -0.75  -0.25 0 0.25 0.75

T x
Figura 6.5: (a) Orbita de C3 na vizinhanca do ponto de equilibrio Ly para um periodo de
integracdo de 32 anos do corpo Cs. (b) Orbita de C3 na vizinhanca do ponto de equilibrio

L1 para um periodo de integracao de 160 anos do corpo Cs.

0 10 20 30 40 50
T

Figura 6.6: Comparagao da excentricidade entre duas 6rbitas com condi¢oes iniciais proxi-
mas, (o, Y0, %0) = (0.93,0,0) (linha preta) e (zo,yo,%0) = (0.93 + 1076,1076,0) (linha
cinzenta) e C'y = 3.0399.
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O comportamento dos pontos, Ty € V', de orbitas vizinhas da érbita ¢, pode ser estu-
dado através da observacao das iteracdes sucessivas, p*(%y), k € Z, de p, transformando-se
o estudo das 6rbitas de um sistema dindmico continuo no estudo das 6rbitas de um sistema
dindmico discreto.

Note-se que nem sempre é possivel estudar a 6rbita de uma solucao de 7= ﬁ(a‘c’) a
partir da construcao da funcdo de Poincaré, pois a secgdo S é local e pode existir um
k € Z para o qual p*(Z) ndo esteja definido.

Num sistema Hamiltoniano com dimensao quatro, conservativo, as trajectérias estao
contidas na superficie tridimensional para as quais o Hamiltoniano H (g, p) ¢ uma constante
hg, reduzindo-se deste modo uma dimensao ao problema. Construindo uma funcao de
Poincaré de forma a relacionar um par de variaveis conjugadas, reduz-se outra dimensao
ao problema e obtém-se a Sec¢io de Poincaré. Esta construcao permite obter um mapa
que preserva a area [3].

Os pontos fixos da aplicacao de Poincaré correspondem a pontos de érbitas peridédicas
do espaco fase e, reciprocamente, os pontos de 6rbitas periddicas do espaco fase correspon-
dem a pontos fixos, reduzindo-se deste modo o estudo da existéncia de soluc¢oes periddicas
ao estudo dos pontos fixos de uma aplicacao que preserva a area.

E possivel associar a uma solucio periodica de um sistema dindmico continuo Hamil-
toniano um mapa S que preserva a area com origem no ponto fixo [3]. Assim sendo a
aplicacao de Poincaré permite estender a no¢ao de estabilidade de um ponto de equilibrio
A estabilidade de uma o6rbita periddica, através do estudo da estabilidade do ponto fixo do
mapa S.

De acordo com a definicao de Seccao de Poincaré e com a simbologia utilizada nos
capltulos anteriores, a posi¢ao de C3 é dada por ¥ = (z,y) e a respectiva velocidade por
z= (u,v). Fixando-se Cy(Z, x) = ¢p, com ¢y > 0, é possivel expressar v em funcdo de z,

Yy e u:

v =y [n%(z? + y? )+2{'u1+@] —u? — cp.
di  da

Para definir uma secc@o do fluxo deste sistema, fixa-se, por exemplo, y = 0. A seccao
de Poincaré sera o conjunto de pontos (z,u), que resultam da intersec¢do de uma orbita
com a seccao, mantendo-se a direccdo do movimento. Estes pontos definem um padrao
que permite caracterizar a respectiva 6rbita: quando o movimento de uma o6rbita é regu-
lar, a sua intersec¢do com a sec¢ao é um ponto (6rbita periddica) ou parece uma curva
diferencidvel (6rbita quase-periodica), quando o movimento é cadtico os pontos parecem
preencher de forma densa uma area do plano da sec¢do de Poincaré [28|. A figura 6.7
representa as secgOes de duas orbitas para as mesmas condi¢Oes iniciais da figura 6.1
e 6.2, da seccao relativa a excentricidade, e confirma que & condicao inicial zg = 0.44

corresponde uma Orbita regular e a condi¢ao inicial zyp = 0.46 uma orbita cadtica. A
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figura 6.8a representa a seccdo da 6rbita caodtica, representada na figura 6.5b, obtida para

condicOes iniciais préximas do ponto de equilibrio L;.

(a) (b)
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Figura 6.7: Secgoes de Poincaré para a condicao inicial (a) xzop = 0.44 e (b) zo = 0.46,
para C; = 3.06 e s = 1073, O tempo de integracio corresponde a 1592 periodos orbitais
do corpo Cs. A figura (a) representa uma sec¢ao de uma orbita regular e a figura (b)

representa uma seccao de uma orbita caotica.
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Figura 6.8: (a) Seccdo de Poincaré, correspondente a uma orbita com condi¢ao inicial
(x0,%0,u0) = (0.93,0,0), C; = 3.0399 e po = 1073, (b) Sec¢des de Poincaré de vérias

Y

trajectorias, com Cy = 3.04 e pg = 1073,

A figura 6.8b representa um conjunto de curvas invariantes que rodeiam um ponto
fixo eliptico, correspondendo este a uma orbita periodica estavel. As curvas correspondem
a trajectorias quase-periddicas. Na figura 6.9b observa-se a seccao de duas trajectoérias,
uma formada por uma cadeia de trés ilhas que rodeiam um ponto fixo eliptico e outra que
"enlaca" a anterior e, préoximo dos pontos onde essa curva se parece intersectar, encontram-
se pontos fixos hiperbdlicos, ou seja, uma curva peridédica instavel. Na figura 6.10 pode
observar-se um ponto fixo eliptico rodeado de curvas invariantes, uma cadeia de 5 ilhas
que rodeiam um ponto fixo eliptico e entre estes pontos elipticos encontra-se um ponto
hiperbdlico acompanhados da respectiva separatriz. Existe outra cadeia de 9 ilhas e entre

estas duas cadeias de ilhas existe uma curva normalmente designada de curva KAM.
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Figura 6.9: (a) Secgoes de Poincaré para varias trajectorias, obtidas por variacao de xg,
com Cj = 3.04, o = 1073 e intervalo de tempo correspondente a cerca de 1600 anos do
corpo Co. (b) Separatriz, obtida para a trajectoria com condicao inicial zg = 0.2, yo = 0,
ug =0e Cy=3.04.
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Figura 6.10: Sec¢oes de Poincaré para varias trajectérias, obtidas por variagdo de xg, com

C;=3.06¢e uy =103

6.3 Expoentes de Lyapunov

Num sistema Hamiloniano com dois graus de liberdade como é o caso do PTCR planar,
é possivel visualizar o comportamento das suas érbitas através, por exemplo, da represen-
tacdo de seccoes de Poincaré. Embora seja possivel representar seccoes de Poincaré para
sistemas com trés ou mais dimensdes, a sua interpreta¢ido é complicada [23]. A distingao
entre 6rbitas regulares e orbitas cadticas é importante para compreender o comporta-
mento de sistemas dinimicos, constituindo o calculo dos ECL (expoentes caracteristicos
de Lyapunov), nomeadamente o seu maximo, MECL (méximo expoente caracteristico de
Lyapunov), uma ferramenta muito utilizada actualmente para testar a caoticidade de uma
orbita [28]. A dificuldade de calcular algebricamente os ECL foi contornada através do seu
calculo numérico, obtendo-se uma estimativa do MECL. Neste trabalho adopta-se IMECL

(indicador do méximo expoente caracteristico de Lyapunov) como a estimativa de MECL.

Sejam Z(t) e y(t) duas solugdes, no espago fase O C IR", do sistema auténomo de n
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EDOs 7 = ﬁ(f), com condicoes iniciais Ty e o = Ty + 0Tp tal que 6 > 0e d — 0. A
distancia entre as trajectorias Z(t) e 7(t) ao longo do tempo ¢ dada por £(t) = §(t) — Z(t).
Através da expansao de F em série de Taylor na vizinhanca de Z(t), é possivel obter a

evolugao da distancia entre as trajectérias ao longo do tempo:

d- d . . . L OF .
S€= S 1) — 7)) = F(g) - F@) = F@+8) - F@) = S (@0)E+ 0z, (64)
OF
—=, a
. OzF’
matriz Jacobiana da funcao F', da igualdade (6.4) obtém-se o sistema de n EDOs linear

tal que Oy representa os termos de ordem 2 nas varidveis £1,...,&,. Sendo M =

§=M(&E1)E A £0) =§, {eR". (6.5)
Definigdo 18 Seja X (t) a matriz solugdo de € = M(Z(t))E e seja @ um vector em IR™.

Entao o coeficiente expansdao na direc¢ao € ao longo da drbita que contém Ty define-se como

. X(t)e

(i, &) = X

€]l

Defini¢ao 19 (ECL) O ECL na direc¢ao de € ao longo da drbita que contém Ty define-se
como X(f(b é) = Mt_)ooz ln(At('fba g))

Defini¢ao 20 Diz-se que uma base ortonormal em R", {e1,ea,...,e,}, € base normal se
n

E X (20, €;) tiver o sew minimo nessa base.
i=1

Teorema 13 (Lyapunov (1966)) Se

o tlim In |det(X (t))| existe e é finito e;

m Sin|det(X(8))]:

n
e para cada base normal {ey,...,en}, Zx(a_:’o,é}) =, liJr .
— 100
=1

1
entao x(Zo,€) = tlim : In A\ (Zo, €) existe e é finito para qualquer vector € € R".
—00

Demonstracao:
Ver [24]. ©

Os nameros x(Zp, €;) designam-se por expoentes caracteristicos de Lyapunov. Este teo-
rema foi demonstrado por Lyapunov (1966) e por Oseledec (1968), que demonstraram,
também, a existéncia da base normal tal como definida no teorema. Este resultado é im-
portante, pois apresenta uma simplificacao da definicao do ECL, que facilita o seu calculo

numeérico.

Teorema 14 (Oseledec (1968)) Seja x(Z,€;) = xi(Z), para 1 < i < n tal que x1 > x2 >
.. > xn € sejam {0j(Z) h<j<s 05 valores distintos de x;(Z), 1 <i < n e k;(Z) a respectiva

multiplicidade. Para cada ¥ € IR™ existem subespagos lineares Hy, ..., Hs de R", tal que
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I R =M &..®Hs;

2. dim Hj = k](f), 1 S] < Sy
1

n In A\ (Z,€) = x0;(Z), 1 <j<s;

3. se €#0, €€ Hj, entdo tilrinoo
4. se €+ 0,¢€ Hi®..®Hj;, mase¢ Hi®..®Hj_q, entio x(Z,€) = 0;(Z), 1 < j <s.

Demonstracao:
Ver [29]. ©

Com base neste teorema espera-se que, escolhendo um vector € ao acaso, se encontre
X(Z,€) = x1(Z) [8], sendo x1(¥) o méximo expoente de Lyapunov da orbita Z(t).

O maior dos expoentes de Lyapunov, x1, permite inferir o comportamento da 6rbita Z(t)
de um sistema dindmico, sendo que, se x1 > 0 a orbita Z(t) é cadtica e se x1 ~ 0 a orbita
Z(t) é regular. Uma vez que nem sempre é possivel determinar algebricamente o expoente
de Lyapunov x; de uma determinada 6rbita Z(t), existe a possibilidade da sua determinagao
numérica, efectuando-se a integracdo numeérica do sistema de EDOs (6.5) ao longo do
tempo. No entanto, como nao é possivel a integragao numérica para t — 400, a evolugao
do expoente de Lyapunov é seguida durante algum tempo e representada graficamente.
Deste modo obtém-se IMECL, representado por xj.

A linearizagao de (6.4) é definida localmente o que significa que, se {(t) cresce ao longo
de t e se afasta muito do valor inicial &g, x1 deixa de ser uma medida correcta de divergéncia
local. Neste caso, é possivel reescalar-se a drbita g(t) efectuando uma renormalizacao do
vector distancia entre as érbitas, de cada vez que a distancia £(t;) > Enaz, com Epar € R,
mantendo-se a orientagdo relativa entre as orbitas. O valor &4, pode ser escolhido de
forma a manter a linearizagao (6.5). De cada vez que se efectua uma renormalizagdo pode
considerar-se, por exemplo,

€o
£(t:)

Se houver m renormalizagoes da distincia entre as 6rbitas entdo a estimativa de y; serd

£(ts) = €(t)

dada por
1 & S(ti)]
= LS [0),
X tm 1:21 50

sendo m um numero natural.

A evolugao de x7, num determinado intervalo de tempo é obtida através da represen-
tacao grafica de log x7 em funcao de log t. Na prética, se a curva obtida tiver um declive
negativo constante diz-se regular; se a curva apresentar uma inflexao do declive que se
aproxima de 0 e o gréfico convergir para um determinado valor, entao diz-se cadtica |35].

De acordo com este critério, a evolucao dos IMECL representados na figura 6.11 indica que
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a orbita com condi¢oes iniciais (zg, Yo, uo, ¢j) = (0.44, 0,0, 3.06) é regular e que a 6rbita com
condigoes iniciais (zo, Yo, uo,cj) = (0.46,0,0,3.06) é cadtica. O célculo do IMECL, repre-
sentado na figura 6.12, indica que a 6rbita com condic¢des iniciais na vizinhanca do ponto
de equilibrio instavel Ly, com (zq,yo,u0,cj) = (0.93,0,0,3.0399) e ps = 1073, ¢ cadtica,
0 que confirma os resultados obtidos nas seccoes anteriores. A érbita com condigoes ini-
ciais na vizinhanga do ponto de equilibrio Ly, (z0, Yo, uo,cj) = (0.4925,0.8595,0,2.999),

pe = 1073, é regular, como indica a evolucdo de x} representado na figura 6.13.

5 5.25 55575 6 6.256.5
log t

Figura 6.11: Graficos dos IMECL relativos as orbitas regular (grafico inferior) e cadtica
(grafico superior), de posigoes iniciais z¢g = 0.44 e xy = 0.46, respectivamente, com Cj; =

3.06. A distancia inicial entre as respectivas 6rbitas vizinhas é £, = 107°.
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Figura 6.12: IMECL relativo a trajectéria com as condicbes iniciais zg = 0.93, yo = 0,
up =0, Cy = 3.0399 e j15 = 1073, para um periodo de integracio de 477465 anos do corpo

Cy. A distancia inicial entre as érbitas vizinhas é 1076.

Os expoentes de Lyapunov por serem uma medida quantitativa sao indicadores de caos
mais precisos do que as seccoes de Poincaré ou do que a evolucao da excentricidade ao longo
do tempo, mas nem sempre é possivel a sua obtencao algébrica, e a integracdo numérica
¢ demorada para grandes escalas de tempo, o que, por vezes, implica longos tempos de

integracao até ser possivel perceber a verdadeira natureza da orbita.
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Figura 6.13: IMECL relativo a trajectéria com as condigOes iniciais xg = 0.4925, yo =
0.8595, ug = 0 e Cy = 2.999, para um periodo de integracao de 477465 anos do corpo Cbs.

A distancia inicial entre as érbitas vizinhas é 1076.

6.4 Estabilidade numérica da 6rbita de Polydeuces

Desde 1 de Julho de 2004 que a sonda Cassini foi capturada pela gravidade de Saturno,
em torno do qual orbita. Esta sonda foi enviada com varios objectivos, tais como descobrir
novas luas de Saturno e obter as suas orbitas, obter melhores resultados de 6rbitas de
satélites ja conhecidos, investigar a evolucao das érbitas dos satélites, investigar a estrutura
e a dindmica dos anéis e explorar tanto Saturno como algumas das suas luas. Imagens
obtidas por esta sonda permitiram a descoberta de varios satélites, nomeadamente de
Methone, de Pallene, que orbitam entre Mimas e Enceladus, e de Polydeuces ! que orbita
em torno do ponto Lagrangiano Ls de Dione [31]. S&o conhecidos, actualmente, dois
satélites que orbitam em torno dos pontos Lagrangianos L4, Helene, e Ly, Polydeuces,
do sistema Saturno-Dione. A 6rbita de Dione tem uma excentricidade proxima de zero,
e =~ 0.0022 pelo que o seu movimento é aproximadamente circular. Além disso, Polydeuces
tem massa comparativanente nula relativamente a massa de Dione e de Saturno. Deste
modo, o PTCR permite uma aproximacao ao movimento de Polydeuces, que é estudado
nesta seccao. As condicdes iniciais de Polydeuces e de Dione referem-se a época 1 de Janeiro
de 2005, 12 horas UTC e foram fornecidas pelo grupo de Queen Mary, da universidade
de Londres, que trabalha com os dados enviados pela Cassini [9]. As unidades fisicas
sao escolhidas de modo que, tanto a distancia entre Dione e Saturno como a velocidade
angular de Dione, sejam 1, obtendo-se a posi¢ao (z,y,z) ~ (0.7831, —0.6519,0.0027) e a
velocidade (z,y, %) ~ (—0.0181,—0.0341,0.0021). A razdo entre as massas de Saturno e
de Dione é o = 1.85 x 1079, valor que, de acordo com os resultados obtidos no capitulo 5
para o PTCR planar, permite concluir a estabilidade do ponto Lagrangiano Ls. O facto do
ponto de equilibrio ser estavel ndo implica a estabilidade para o caso presente, uma vez que
Polydeuces nao se encontra exactamente, mas aproximadamente, em Ls. Opta-se entdo

por um estudo numérico da sua estabilidade através da analise da excentricidade, da seccao

'Estes sdo nomes provisorios, sendo os satélites identificados por S/2004 S1, S/2004 S2 e S/2004 S5,

respectivamente.
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de Poincaré e do IMECL. Como primeira aproximagao considera-se este problema como um
PTCR planar, ignorando-se a terceira coordenada da posicao e a terceira coordenada da
velocidade das condicOes iniciais de Polydeuces. A orbita deste satélite é do tipo "tadpole"
e tem um periodo de aproximadamente 792 dias [31]. Este movimento pode ser observado

na figura 6.14. A sec¢@o de Poincaré, obtida na figura 6.15, da érbita de Polydeuces sugere
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Figura 6.14: Trajectéria de Polydeuces para um periodo de integracao de 1035 anos de

Dione que corresponde a cerca de 2 anos terrestres.

que esta é quase-periodica. Também a representacao grafica da excentricidade sugere que

a orbita é regular (ver figura 6.16b), numa escala de tempo de cerca de 8 anos.
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Figura 6.15: Seccao de Poincaré relativa a trajectoéria de Polydeuces para um periodo de

integracao de 1.6 x 10° periodos orbitais de Dione que correspondem a cerca de 1227 anos.

A figura 6.17 sugere que para um tempo inferior a cerca de 3000 anos, a o6rbita de
Polydeuces é regular, ficando em aberto o problema da regularidade da 6rbita para um
tempo superior. Os resultados numéricos desta sec¢do sdo originais e serd interessantes

compara-los com resultados posteriores sobre a estabilidade de Polydeuces.
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Figura 6.16: Representagao da variacao do semi-eixo maior (a) e da excentricidade (b) em
funcao do tempo, da érbita de Polydeuces. A variavel T refere-se a periodos orbitais de

Dione.
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Figura 6.17: Representacao do IMECL da 6rbita de Polydeuces planar para cerca de 120000

periodos orbitais de Dione.



Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um método analitico para estudar a estabilidade de solugoes
de equilibrio do PTCR planar, como um caso particular de um sistema Hamiltoniano. O
PTCR, num referencial sinédico, tem cinco pontos de equilibrio: trés pontos colineares e
dois pontos triangulares, descobertos por Euler e por Lagrange, respectivamente. O sis-
tema sinddico, introduzido por Euler, permitiu a descoberta, por parte de Jacobi, de um
integral de movimento [28|, a designada constante de Jacobi. Sendo o movimento do PTCR
caracterizado por um sistema de EDOs nao-linear, o estudo da estabilidade das solugoes
de equilibrio foi abordado, numa primeira fase, através da anélise linear. Os pontos de
equilibrio sdo de diferentes tipos, pelo que a estabilidade foi analisada utilizando diferentes
técnicas. Assim sendo, a instabilidade dos pontos colineares e dos pontos triangulares
hiperbdlicos, do PTCR planar, foi obtida através da aplicacao de teoremas gerais da teo-
ria de equagdes diferenciais ordinérias e, a estabilidade dos pontos triangulares elipticos,
surgiu da aplicacao de resultados obtidos para sistemas Hamiltonianos, com dois graus de
liberdade. Os pontos triangulares elipticos sdao linearmente estéveis quando a razao entre
as massas dos corpos massivos verifica a condi¢ao 0 < ps < 0.0385. Estes pontos acabam
por se revelar importantes, pois existem na sua vizinhanca, por exemplo, asterdides em
sistemas Sol-Planeta e, satélites, em sistemas Saturno-satélite, que verificam a condigao

para a estabilidade linear.

A estabilidade nao-linear dos pontos triangulares elipticos do PTCR planar foi garan-
tida para 0 < po < 0.0385 & excepgao de trés valores de g e foi estudada por Leontovitch
e Deprit & Deprit através da aplicacdo do teorema de Arnold e do teorema de Arnold-
Moser, respectivamente. Dois dos valores excluidos correspondem a ressonéncias, 2 : 1 e
3 : 1, entre os valores proprios do respectivo sistema linearizado, e, nestes casos, Markeev

demonstrou a instabilidade dos pontos de equilibrio elipticos.

O teorema de Arnold-Moser permite concluir a estabilidade segundo Lyapunov de pon-
tos de equilibrio elipticos de um sistema Hamiltoniano com dois graus de liberdade, mas
quando estendido a sistemas Hamiltonianos com N > 2 graus de liberdade, nao garante
a estabilidade segundo Lyapunov, ou seja, a estabilidade para todo o tempo. Quando
N = 2 os toros invariantes tém dimensao dois e, portanto, dividem a superficie de ener-

gia tridimensional em dois conjuntos disjuntos e, uma oérbita com condig¢do inicial entre

87
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dois toros invariantes, permanecerd nessa regiao para todo o tempo. Se N > 3, os toros
invariantes tém dimensao N e ndo dividem a superficie de energia com dimensdao 2N — 1
em regides disjuntas. E, no entanto, possivel obter uma estabilidade efectiva para sistemas
com trés ou mais graus de liberdade, isto é, uma estabilidade para tempos superiores ao
tempo de vida do sistema fisico em causa. Existem diversos trabalhos publicados sobre
a estabilidade efectiva de asterdides. Um exemplo é o estudo apresentado por Skokos e
Dokoumetzidis (2001) em [14], onde mostram a existéncia de uma regidao de estabilidade
efectiva, na vizinhancga do ponto L4, do sistema Sol-Jupiter. Esta regiao inclui um asteré6ide
Troiano.

No presente trabalho foram revistos como meios de deteccdo de caos, utilizados no
estudo da dinamica do sistema solar, a evolugao da excentricidade de uma o6rbita, a seccao
de Poincaré e o calculo do indicador do méximo expoente de Lyapunov. Foi simulado
o movimento de corpos, com condi¢Oes iniciais na vizinhanca dos pontos de equilibrio
L1 e Ly do sistema Sol-Jupiter e estudada a o6rbita de Polydeuces. Para averiguar a
regularidade de érbitas do PTCR planar procedeu-se & anélise das excentricidades, das
secoes de Poincaré e dos MECLs. Estes métodos complementam-se, por exemplo, o MECL
nao permite identificar, de entre as 6rbitas regulares, quais sdo ressonantes e quais sao nao
ressonantes, enquanto que a seccao de Poincaré o permite. No caso do sistema Sol-Jupiter
foram encontrados exemplos de 6rbitas com caracteristicas de caoticidade e de 6rbitas com
caracteristicas de regularidade. Quanto a Polydeuces, estudado como um PTCR planar,
concluiu-se que a sua 6rbita é regular. Tanto quanto se sabe, este é um resultado original
que deverd ser complementado com o estudo da 6érbita a trés dimensoes.

Sao apresentados, em seguida, algumas limitagoes das técnicas aqui usadas e o re-
sumo de alguns resultados recentes sobre o PTCR. O calculo numérico dos expoentes de
Lyapunov exige a solugao das equacoes de movimento e das correspondentes equacoes
variacionais, o que implica um esfor¢co computacional significativo, cada vez maior, & me-
dida que se utilizam sistemas com mais dimensoes. Quanto as seccoes de Poincaré, estas
também apresentam limitacoes, tornando-se dificeis de interpretar quando utilizadas em
sistemas Hamiltonianos com N > 2 graus de liberdade. Existem outros métodos para
estudar a dindmica de uma Orbita, como é o caso do método da anélise da frequéncia
introduzido por Laskar (1988,1990) em |20, 21| para estudar o comportamento cadtico do
sistema solar. Este método tem sido, desde entdo, aplicado frequentemente & mecanica
celeste, permitindo a distin¢do entre 6rbitas regulares e 6rbitas caoticas e a identificacao
do movimento ressonante através da anélise das razdes entre as frequéncias. Recentemente,
Arevalo e Marsden (2004) em [2] apresentaram uma modificacdo ao método de anélise da
frequéncia e aplicaram-no ao problema de transporte entre diferentes regides do espaco, no
contexto do PTCR.

Ha varios trabalhos actuais que envolvem o estudo do PTCR. Um exemplo é o trabalho

apresentado por Font, Nunes e Sim6 (2002) em [15], onde é demonstrada a existéncia de
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6rbitas em que o corpo de massa negligenciavel faz, ao longo do seu movimento, passagens
consecutivas muito préximas do corpo menos massivo. Estas érbitas sao tteis, por exemplo,
para colocar objectos espaciais numa determinada 6rbita em torno do corpo mais massivo,
a baixo custo. Para além deste, existem outros trabalhos recentes que aplicam o PTCR ao
estudo do movimento de asterdides Troianos, de satélites Troianos, como é o caso de Telesto,
Calypso, Helene e ao estudo de 6rbitas de NEAs - near earth asteroids. E fundamental que
se compreenda a populacao de asterdides com oérbitas préoximas da orbita da Terra, pois

existe a possibilidade de uma colisdo entre um destes objectos e o planeta que habitamos.






Apéndice A
Programas

Os programas a seguir apresentados foram escritos em linguagem de programacao C, uti-
lizando como compilador o turbo C. As variaveis utilizadas na integracdo das equagoes
diferenciais (EDOs) sdo do tipo "double", efectuando-se a integracao das EDOs em pre-

cisao dupla.

A.1 Seccao de Poincaré

/* Este programa determina os pontos de intersec¢ao de uma trajectoria do sistema de
EDOs do PTCR com a sec¢ao de Poincaré z = 0. As EDOs de ordem 1 relativos ao PTCR
no plano (&,y, 2,w) = f(x,y, z,w), sendo (z,z) a posi¢ao e (y,w) a velocidade do corpo
num determinado tempo de integragao ¢, sao integradas através do método de Runge-Kutta

de 4* ordem. */

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#define ERRO 10~10
FILE *sp;

/*Sao definidas nas duas fungoes seguintes as fungoes f2 e f4 que resultam de f(z,y, z,w) =
(y? f2(x7 y? Z’ w)? w? f4(:L‘7 y’ Z? w))*/

double f2(double x, double z, double w, double nu)
{

return 2 x w + z — (1 — nu) * (x + nu)/((pow(z + nu,2)+pow(z, 2)*sqrt(pow(z +
nu),2)+pow(z,2))) — nu* (x — 1 + nu)/((pow(x — 1 + nu), 2)+pow(z, 2)*sqrt(pow(x —
1+ nu,?2)
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+pow(z,2)));

}
double f4(double z, double y, double z, double nu)

{

return —2xy+z—(1—nu)*z/((pow(x+nu, 2)+pow(z, 2)*sqrt(pow(z+nu), 2)+pow(z,2)))—
nu * z/((pow(x — 1 + nu), 2)+pow(z, 2)*sqrt(pow(x — 1 + nu, 2)

+pow(z,2)));

/* A fungao "ler" lé:
e o tempo de integracdo inicial, ¢, e final, tmax;
e a posicao inicial, (z, z) e a velocidade inicial, (y, w);

e o0 numero de iteracoes, n;

o valor da menor massa normalizada, nu;
e a constante de Jacobi, ¢j. */

void ler(double ¢, double xx, double *y, double xz, double xcj, double *tmaz, double *n,
double *nu)
{
printf("Introduza os seguintes dados:");
printf("\n-limite inferior do intervalo de tempo:");
scanf("%lf" t);
printf("\n-limite superior do intervalo de tempo:");
scanf(" %" tmax);
printf("\n-o nimero de passos de integragao:");
scanf("%lf" n);
printf("\n-o valor nu para a menor massa:");
scanf(" %", nu);
printf("\n-a primeira componente da posi¢ao inicial:");
scanf("%lf" x);
printf("\n-a segunda componente da posic¢ao inicial:");
scanf("%lf",2);
printf("\n-a primeira componente da velocidade inicial:");
scanf("%lf"y);
printf("\n-a constante de Jacobi:");

scanf("%If" cj);
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/* E na funcdo "integraRK" que se desenvolve todo o processo iterativo de integragio
do sistema de EDOs relativo ao PTCR no plano, utilizando o método de Runge-Kutta
de 4 ordem para calcular a respectiva solugao, (x,y,z,w). As equagoes diferenciais sao
integradas até que se encontre uma solucao proxima da secgdo da érbita pretendida, ou
seja, quando zy.zi4p < 0 e 244, > 0. Neste caso, o passo, h, é sucessivamente modificado
da forma h = 0.1h e as EDOs integradas até que se obtenham os valores de (x,y) com erro
absoluto inferior ao valor de ERRQO. Depois de encontrado o primeiro ponto da seccao de
Poincaré é retomado o passo h inicial e o processo referido é sucessivamente aplicado até

que se atinja o tempo maximo de integragao. */

void integraRK(double *t, double xx, double *y, double xz, double xw, double h, dou-
ble tmax, double nu, double (xf2)(double, double, double, double), double (xf4)(double,
double, double, double))

{
double k1,k2 k3,k4,11,12,13,14,m1,m2,m3,m4,nl,n2,n3,n4;

double auxz,auxy.aurz,auxt,auxh,sx,sy;

int 7,dim;

auxh = h;

dim = 0;

do

{
auxx = z[0];
auzy = y[0];
auxz = z[0];
auzw = w(0];
auxt = t[0];
k1 = h = y[0];
11 = hx* (xf2)(x]0], 2[0], w[0], nu);
ml = h*w|0];

w1 = hx (e 4)(2[0], y[0], 2[0], mu);
k2 = h* (y[0] 4+ 11/2);

12 = hx* (xf2)(z[0] + k1/2, 2[0] +m1/2,w[0] + nl/2, nu);
m2 = h* (w[0] + nl/2);

n2 = h* (xf4)(z[0] + k1/2,y[0] + 1/2, 2[0] + m1/2, nu);
k3 = h x (y[0] +12/2);

13 =hx (xf2)(z[0] + k2/2, z[0] + m2/2,w[0] + n2/2, nu);
m3 = hx (w[0] + n2/2);
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n3 = hx (xf4)(z[0] + k2/2,y[0] +12/2, z[0] + m2/2, nu);
kd = hx (y[0] + 13);
14 = hx (xf2)(z[0] + k3, 2[0] + m3, w[0] + n3, nu);
m4 = hx (w[0] + n3);
nd = hx (xf4)(z[0] + k3, y[0] + 13, 2[0] + m3, nu);
x[0] = z[0] + (k1 + 2.0 x k2 + 2.0 x k3 + k4)/6.0
y[0] = y[0] + (11 + 2.0 %124 2.0 %13 4 14)/6.0
z[0] = z[0] + (m1 4 2.0 x m2 + 2.0 *x m3 + m4) /6.0
w[0] = w[0] + (n1 + 2.0 xn2 + 2.0 *x n3 + n4d)/6.0
if(auxz * 2]0] < 0 && z[0] > 0)
{
if(fabs(z[0] — auxx >= ERRO || fabs(y[0] — auzy) >= ERRO)

{
h =0.1x% h;

+
+
+

]

z[0] = auzw;
y[0] = auzy;
z[0] = auxz;
w[0] = auzw;
t[0] = auxt;
}
else
{
st = (z[0] + auzx)/2;
sy = (y[0] + auwy)/2;
fprintf(sp,"n%.20f\t%.20f\n" ;sx,sy);
+ + dim;
h = auxh;
}
¥

}

while(¢[0] < tmax)

/* Na fungao "resolveEM3C" :
e ¢ chamada a funcao "ler";

e ¢ calculado o valor de w através do integral de Jacobi;
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e ¢é chamada a funcdo "integraRK", onde se integra o sistema de EDOs e se determina

os pontos de interseccao com a seccao de Poincaré;
e ¢ determinado o passo de integragao h.

Os valores de saida, (z,y) sdo enviados para o ficheiro "secpoinc". */

void resolveEM3C()
{

double ¢[0], z[1], y[3], z[1], w[l], h, tmax, n, nu, cj;

ler(t, z, z, &tmax, &n, &nu);

w[0] =sqrt(z[0]*2[0] + 2[0] % 2[0] + 2 (1 — nu) /sqrt ((x][0] + nu) * (x[0] + nu) 4+ z[0] * 2[0]))
2 4w (sart((2[0] — 1+ ) % (2[0] — 1+ nw) + 2[0] x 2[0])) — [0] * y[0] — )

h = (tmax — t][0])/n;

integraRK(t, z, y, z, w, h, tmax, nu, f2, f4);

int main(void)

{
sp=fopen("secpoinc","w");
printf("Seccoes de Poincaré\n");
resolveEM3C();
fclose(sp);

return 1;

A.2 Expoentes de Lyapunov

/* Este programa calcula o maximo expoente de Lyapunov, utilizando o método de Runge-
Kutta de 4* ordem para a integracao de equagoes diferenciais (EDOs) de ordem 1. Sao
integrados o sistema de EDOs nao-linear do problema de trés corpos restrito no plano
(2,9, 2,w) = f(x,y,z,w), sendo (x, z) a posi¢do e (y,w) a velocidade do corpo num deter-
minado tempo de integracao t, e o sistema de EDOs linear (dl, d2, d3, d4) = J(d1,d2,d3,d4)T,
sendo (d1,d3) a posicao e (d2,d4) a velocidade num determinado tempo de integragao ¢ e

J a matriz Jacobiana da funcdo f em cada (z,y,z,w).*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>
FILE *el;
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#define MAXDIST 1072
#define NPONTOS 106

/*Séao definidas nas duas fungoes seguintes as fungdes f2 e f4 que resultam de f(z,y, z,w) =

(y7 f2(x7 y? Z? w)? w? f4(x7 y’ Z? w)>*/

double f2(double x, double z, double w, double nu)

{
return 2% w +x — (1 —nu) * (x +nu) /((pow(z + nu, 2)+pow(z, 2) )*sqrt(pow(z +nu), 2)
+pow(z,2))) —nux(z—1+nu)/((pow(z—1+nu), 2)+pow(z, 2)xsqrt(pow(z — 1+nu, 2)
+pow(z,2)));

}

double f4(double x, double y, double z, double nu)

{
return —2 %y + z — (1 — nu) * z/((pow(x + nu, 2)+pow(z, 2))*sqrt(pow(x + nu), 2)
+pow(z,2))) —nu* z/((pow(x — 1 + nu), 2)+pow(z, 2)*sqrt(pow(x — 1 + nu, 2)
+pow(z,2)));

}

/* Sao definidas nas duas fungoes seguintes as fungoes j2 e j4 que resultam de J(d1,d2,d3,d4) =
(d2,72(d1,d2,d3,d4),d4, j4(d1,d2,d3,d4))*/

double j2(double z, double z, double d1, double d2, double d3, double nu)
{

return 2xd4+3xd3*(1—nu)*(z+nu)*z/(pow((z+nu)*(x+nu)+zxz, 2)*xsqrt ((x+nu)*
(x+nu)+2z%2))+3*%d3xnux(x—14+nu)*z/pow((x—1+nu)*(z—1+nu)+ 2%z, 2)xsqrt((z—
I+nu)*x(z—14+nu)+z*z))+dl —dl*((1—nu)*(zxz—2x%(x+nu)*(x+nu))/(pow((x+
nu)* (x+nu)+z*z, 2)xsqri((x+nu) * (z+nu)+zx2)) +nu*(zxz—2x(xr— 14+ nu)*(x —
1+ nu))/(pow((x —14+nu)* (x —14+nu)+ zxz, 2)*xsqrt((z — 1 +nu) * (z — 1 +nu) + 2% 2)));

}

double j4(double z, double z, double d1, double d3, double d4, double nu)
{

return —2xd24d3—d3*((1—nu)*((x4+nu)*(z+nu)—2*zx2)/(pow((z+nu)*(x+nu)+
zxz, 2)xsqri((x+nu)x (z+nu)+z*x2))+nusx((x —1+nu)* (z—1+nu) —2x2x2) /(pow((x—
14+nu)*x(z—14+nu)+zx*z,2)xsqrt((x —1+nu)x(x—1+nu)+2z%2))+dl* (1 —nu)*«3*(z+
nu)xz/(pow((z+nu) * (x +nu)+ z*z, 2)*ssqrt((z+nu) x (x+nu)+ 2% 2)) +3xdl xnux (x —
T4+nu)xz/(pow((z—1+nu)*(x —14+nu)+ 2%z, 2)xsqrt((x — 1+nu)x (z —14+nu)+2%2)));
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/* A funcao "ler" le:

o tempo de integracao inicial, ¢, e final, tmax;

e a posicao inicial, (z, z) e a velocidade inicial, (y, w);

(6,6);

e o numero de iteracoes, n;

o valor da menor massa normalizada, nu;

e a constante de Jacobi, ¢j. */
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a perturbacao da posi¢ao inicial 4, (d1,d3) = (6,6) e da velocidade inicial, (d2,d4) =

void ler(double xt, double *z, double *y, double xz, double d1, double d2, double d3,

double *c¢j, double *tmax, double xn, double *nu)

{

printf("Introduza os seguintes dados:");
printf("\n-limite inferior do intervalo de tempo:");
scanf("%lf" t);

printf("\n-limite superior do intervalo de tempo:");
scanf("%lf" tmax);

printf("\n-o niimero de passos de integracao:");
scanf("%lf" n);

printf("\n-o valor nu para a menor massa:");
scanf(" %", nu);

printf("\n-a primeira componente da posi¢ao inicial:");

scanf(" %" x);

printf("\n-a segunda componente da posi¢ao inicial:");
scanf("%lf",2);

printf("\n-a primeira componente da velocidade inicial:");
scanf("%If" y);

printf("\n-a primeira componente da posi¢ao inicial modificada:");
scanf("%If",d1);

printf("\n-a segunda componente da posi¢ao inicial modificada:");
scanf("%lf",d3);

printf("\n-a primeira componente da velocidade inicial modificada:");
scanf("%lf",d2);

printf("\n-a constante de Jacobi:");
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scanf("%lf"cj);

/* E na funcdo "integraRK" que se desenvolve todo o processo iterativo de integracio das
duas EDOs, utilizando o método de Runge-Kutta de 4* ordem para calcular (z,y, z,w) e,
repetindo-o para calcular (d1,d2,d3,d4). As equagoes sao integradas até que a distancia
entre as Orbitas seja inferior a um valor definido por MAXDIST ou até que termine o tempo

de integragao. */

void integraRK(double *t, double xx, double *y, double *z, double xw, double h, dou-
ble tmazx, double distl, double nu,double (xf2)(double, double, double, double), double
(*f4)(double, double, double, double), double (xj2)(double, double, double, double, dou-
ble, double), double (xj4)(double, double, double, double, double, double),double xdl1,
double *d2, double *d3, double *d4,double disti, double soma, double dist, double Ib)
{

double k1,k2 k3,k4,11,12,13,14,m1,m2,m3,m4,nl,n2,n3,n4;

int cont;
do
{
k1 = h = y[0];
11 = h* (xf2)(x]0], 2[0], w[0], nu);
ml = hxw0];
n1 = R (x4)( 0], y[0], (0], mu);
k2 = h* (y[0] 4+ 11/2);
12 = hx* (xf2)(z][0] + k1/2, 2[0] +m1/2,w[0] + nl/2, nu);
m2 = h* (w[0] + nl/2);
n2 = hx (xf4)(z[0] + k1/2,y[0] +11/2, z[0] + m1/2, nu);
k3 = h* (y[0] +12/2);
13 =h = (xf2)(z[0] + k2/2, 2[0] + m2/2,w[0] + n2/2, nu);
m3 = h* (w[0] + n2/2);
n3 = h* (xf4)(z[0] + k2/2,y[0] + 12/2, z[0] + m2/2, nu);
k4 = h* (y[0] + 13);
14 = hx* (xf2)(x]0] + k3, z[0] + m3, w[0] + n3, nu);
m4 = h* (w[0] + n3);
nd = h* (xf4)(z[0] + k3, y[0] + (3, 2[0] + m3, nu);

x[0] = z[0] + (k1 + 2.0 x k2 + 2.0 x k3 + k4)/6.0
y[0] = y[0] + (11 + 2.0 %12 + 2.0 % I3 + 14) /6.0
z[0] = z[0] + (m1 4 2.0 x m2 + 2.0 * m3 + m4) /6.0
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w([0] = w[0] + (n1 + 2.0 * n2 + 2.0 x n3 + n4)/6.0

k1 = h % d2[0];

11 = h* (x52)(x[0], 2[0], d1[0], d3]0], d4[0], nu);
ml = h * d4[0];

nl = hx (xj4)(2[0], 2(0], d1[0], d3[0], nw);

k2 = h x (d2[0

| +11/2);

12 = h* (x52)(x[0], 2[0], d1[0] 4+ k1/2,d3[0] + m1/2,d4[0] + nl/2, nu);
m2 = h x (d4[0] + n1/2);
n2 = hx (xj4)(z[0], 2[0], d1[0] + k1/2,d2[0] + 11/2, d3[0] + m1/2, nu);
k3 = h+ (d2[0] + 12/2);
13 = h* (x52)(x[0], 2[0], d1[0] 4+ k2/2, d3[0] + m2/2,d4[0] + n2/2, nu);
m3 = h x (d4[0] + n2/2);

n3 = h x (xj4)(z[0], 2[0], d1[0] + k2/2, d2[0] + 12/2, d3[0] + m2/2, nu);
kd = h (d2[0] + 13);
14 = h * (x52)(x[0], y[0], d1[0] + k3, d3[0] + m3, d4[0] + n3, nu):
m4 = h x (d4[0] + n3);
nd = h x (xj4)(z[0], z[0], d1[0] + k3, d2]0] + 13, d3[0] + m3, nu);
d1[0] = d1[0] + (k1 + 2.0 * k2 + 2.0 * k3 + k4) /6.0
d2[0] = d2[0] + (I1 + 2.0 % 12+ 2.0 % [3 + 14) /6.0
d3[0] = d3[0] + (m1 + 2.0 x m2 + 2.0 x m3 + m4) /6.0
d4[0] = d4[0] + (n1 4 2.0 * n2 4+ 2.0 * n3 + n4)/6.0

dist1 =sqrt(d1[0] * d1[0] 4+ d2[0] x d2[0] + d3[0] * d3[0] + d4[0] * d4[0]);
t[0] = ¢[0] + h;

dist=sqrt(d1[0] * d1[0] + d3[0] * d3[0]);

b = (soma + log(dist/disti))/t[0];

energia = —(w[0] * w(0] + y[0] xy[0]) + z[0] * [0] 4 2[0] * 2[0] + 2* (1 — nuw) /(sqrt((«[0]
+nu)*(2[0]4+nu)+2[0]*2[0])) +2*xnu/(sqrt((x[0] — 1+nu) * (z[0] — 1+nu) +2[0] x2[0]) );
fprintf(el,”\n%.5 f\t%.10f”,t[0], Ib);

}

while(distl < MAXDIST && t[0] < tmax);

/* Na funcao "ExpLyapunov"
e ¢ chamada a funcao "ler";
e sao calculados w e dy4 através do integral de Jacobi;

e ¢ calculado o vector distancia entre as duas posicoes iniciais, (d1,d2,d3,d4);



100 APENDICE A. PROGRAMAS

e ¢ chamada a funcgdo "integraRK" durante o primeiro intervalo de tempo em que a
distancia entre as suas Orbitas ¢ inferior ao valor definido por MAXDIST e depois, su-
cessivamente é renormalizada a distancia sempre que esta seja superior a MAXDIST,

e é chamada a funcao "integraRK" ;| até atingir o tempo méaximo de integracao.
Algumas das variaveis utilizadas nesta func¢ao sao:
e disti - norma da posi¢ao inicial (d1,d3);
e dist - norma de (d1,d3) ao longo do processo iterativo;

e soma - soma os valores de log(dist/disti), obtidos ao longo das renormalizagoes;

h - passo de integragao;

b - expoente de Lyapunov calculado ao longo do processo iterativo.

Os valores de saida que sdo, por esta ordem, o tempo e o expoente de Lyapunov, sido

enviados para o ficheiro "expLyp". */

void ExpLyapunov()
{
double t[1],z[1],y[1],z[1],w[1],h,tmaz,nnu,cj,dist1,disti;
double d1[1],d2[1],d3[1],d4[1],dist,soma,lb,distO0;
ler(t, z,y, z,d1,d2,d3, &cj, &tmaz, &n, &nu);
b = 0;
dist0 =sqrt(d1][0] * d1][0] + d2[0] * d2[0] + d3[0] * d3[0] + d4[0] * d4[0]);
disti =sqrt(d1[0] * d1[0] + d3]0] * d3[0];

soma = 0;
h = (tmax — t]0]) /n;
do

{
distl =sqrt(d1[0] = d1]0] 4+ d2[0] * d2[0] 4 d3][0] * d3[0] + d4]0] * d4[0]);
integraRK (t,x,y,2,w,h,tmaz,dist1,nu, f2,4,72,j4,d1,d2,d3,d4,disti,soma,dist,lb);
dist =sqrt(d1[0] = d1]0] 4 d3[0] * d3[0]);

d1[0] = d1[0] * dist0/dist1:
d2[0] = d2[0] * dist0/dist1:
d3[0] = d3[0] * dist0/dist1;
d4[0] = d4]0] * dist0/dist1;

soma = soma + log(dist/disti);

Ib = soma/t]0];
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while (¢[0] < tmax);

int main(void)

{

nn

el=fopen("expLyp","w");

printf("Méximo Expoente de Lyapunov\n");
ExpLyapunov();

fclose(el);

return 1;
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