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Resumo: As alteragdes politicas ocorridas no século XX Portugués tiveram re-
flexo direto no sistema educacional e no ensino da Matematica.

Sob alcada do ministro Francisco Leite Pinto é estabelecido, em 1959, um
protocolo de cooperagdo com a OCDE, o Projeto Regional do Mediterraneo,
que tem como um dos objetivos uma reestruturacao do ensino Portugués, pre-
tendendo dotar o pais de pessoas com o conhecimento cientifico e técnico ca-
pazes de desenvolverem a economia nacional.

O ensino da matematica é assim reformado, tendo José Sebastido e Silva
um papel fundamental nesta reforma ao liderar, no triénio 1964-1966 a equipa
responsavel pelas alteracdes curriculares.

Nesta comunicacdo analisaremos o pensamento pedagogico de Sebastido
e Silva a partir do tratamento dado ao conceito de reta tangente a uma curva
nas suas obras pedagdgicas, dando particular relevo a trés aspetos: a introdu-
¢do do conceito; os exemplos/exercicios propostos; a utilizacao da histéria da
matemadtica no ensino.

Abstract: The political changes that took place in Portuguese 20th century had
direct impact in the educational system and in Mathematics teaching.

Under the responsibility of the minister Francisco Leite Pinto it’s estab-
lished, in 1959, a cooperation protocol with OCDE, the Mediterranean Regional
Project, that had as one of the goals reform the Portuguese educational system,
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414 SEBASTIAO E SILVA E O CONCEITO DE RETA TANGENTE

aiming provide the country with people with scientific and technical knowl-
edge able to develop the national economy.

The teaching of mathematics is, therefore, reformed having José Sebastidao e
Silva a fundamental role in this reform leading, in the years 1964-1966 the team
responsible by the curricular changes.

In this paper we will analyze the pedagogical ideals of Sebastido e Silva from
the treatment given to the concept of tangent line to a curve in his pedagog-
ical works, emphasising three aspects: the concept introduction; the exam-
ples/exercises proposed; the use of history of mathematics in teaching.

1 Introducao

José Sebastido e Silva (1914-1972) foi um dos matemaéticos e pedagogos que mais
se distinguiu no século XX Portugués.

Do seu trabalho cientifico destacam-se os cerca de 50 artigos publicados
em revistas nacionais e internacionais, na drea da Légica, Andlise Funcional
e Teoria das Distribuicdes. A importancia destes artigos é de tal forma rele-
vante que os atualmente denominados “Espacos Silva” sdo assim conhecidos
em honra do trabalho desenvolvido pelo matematico portugués nesta area.

Contudo, nos dias de hoje, José Sebastido e Silva é essencialmente relem-
brado pelo seu trabalho enquanto professor e pedagogo. Exerceu o cargo de
professor no Instituto Superior de Agronomia e na Faculdade de Ciéncias de
Lisboa, embora o seu maior contributo para o ensino da Matemadtica se deva
ao papel que desempenhou na reforma do ensino liceal portugués na década
de 60 do século XX.

Aquando da assinatura do Projeto Regional do Mediterraneo, projeto assi-
nado entre Portugal e a OCDE e outros paises do sul da Europa, para a melhoria
do ensino nestes estados, uma das alteracoes efetuadas foi uma reforma cur-
ricular ao nivel do Ensino da Matemaética. No triénio 1964-1966 José Sebastido
e Silva fez parte da equipa responsdvel por esta reforma. Neste &mbito, como
nota Matos (2009), publicou manuais escolares, elaborou guias de utilizacio
dos manuais publicados, organizou formacgao para os professores de matema-
tica e, com as op¢oes curriculares tomadas, contribuiu de forma direta para a
introdu¢do da matemadtica moderna em Portugal.

Autor de uma vasta obra pedagogica, constituida ndo sé pelos manuais
para o ensino secundério mas também por apontamentos para o ensino su-
perior e artigos publicados em revistas, assim como a disseminacdo dos seus
ideais através das acdes de formacgdo que deu em Oeiras, Sebastido e Silva di-
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fundiu nessa sua obra os seus ideais pedagégicos e contribuiu para a formacao
de uma nova geracdo de matematicos e de professores de matematica.

Uma das caracteristicas de Sebastido e Silva era o rigor com que tratava os
conceitos e as definicdes. Um dos conceitos que mais problemas levanta no
seu ensino/aprendizagem € o conceito de reta tangente a uma curva. A im-
portancia de uma completa compreensao dos conceitos e das definicdes tem
sido amplamente estudada, sendo o caso da reta tangente um dos mais abor-
dados. Vinner (2002, p. 75-76) e Tall (1990, p. 57) mostram nos seus trabalhos
os problemas que surgem no ensino do conceito de reta tangente a uma curva
e as consequéncias que dai podem advir, chamando a atencdo que apenas um
ensino completo deste conceito podera evitar os problemas ja diagnosticados.

Neste trabalho analisaremos, na sua obra pedagégica, a forma como Se-
bastido e Silva lida com um conceito elementar (tendo em conta a sua precoce
introducgdo no ensino da matemadtica) mas que muitas vezes € de dificil apren-
dizagem. A metodologia seguida nesta andlise segue o modelo sugerido por
Sierra et al. (2003) e consiste em analisar a obra como um todo (titulo, ano de
edicdo, destinatdrios e contetidos) seguido de uma anélise do contetido no li-
vro em causa através do modo de introduc¢do do conceito, representacoes do
conceito, sequéncia do ensino e tipo de exercicios e problemas.

2 A ObraPedagégica de Sebastiao e Silva

A obra pedagogica de Sebastido e Silva é vasta e multifacetada. Desde os ma-
nuais escolares, aos apontamentos para o ensino superior, a artigos de opinido
sobre as diferentes metodologias de ensino ou a utiliza¢do da calculadora, du-
rante toda a sua vida Sebastido e Silva debrucou-se de forma séria sobre o en-
sino e deu a conhecer as suas ideias e ideais.

Nas diferentes obras/artigos publicados Sebastido e Silva aborda o conceito
de reta tangente em trés delas: Transformagoes Geométricas, para o ensino su-
perior; Compéndio de Algebra, e Geometria Analitica e Plana para o ensino se-
cundario.

2.1 Transformacoes Geométricas

A obra Transformacées Geométricas, € uma edicao, datada de 1950, da Associ-
acdo de Estudantes da Faculdade de Ciéncias de Lisboa e foi escrita para os
alunos da disciplina de Geometria Descritiva que Sebastiao e Silva lecionava
nessa altura na Faculdade de Ciéncias de Lisboa.
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Este encontra-se atualmente publicada no primeiro volume dos seus textos
didaticos e ocupa, nessa edicdo (Silva, 1999, I, p. 187-300), 108 paginas seguidas
de um indice de duas paginas. E composta por 26 capitulos, 1 apéndice e refe-
réncias bibliogréficas e aborda temas de geometria projetiva e diferencial.

O conceito de reta tangente é abordado em trés capitulos distintos: no 14°
capitulo, aquando do estudo das seccoes cénicas; no 26° capitulo, aquando da
introdugdo da geometria diferencial; e no 272 capitulo, no estudo da relagio
entre o conceito de tangente e de assintota.

2.2 Geometria Analitica e Plana

Geometria Analitica e Plana, obra publicada em 1956, foi o livro tinico do 7°
ano do liceu! nos concursos do Ministério da Educacdo Nacional de 1957, 1962
e1967.

Este livro de 138 paginas inicia com uma pequena introducao, onde é feitaa
distincao entre a Geometria e a Andlise, é explicado o significado da geometria
analitica e as circunstancias que levaram ao surgimento deste novo ramo da
geometria.

A matemadtica compreende dois ramos principais: a andlise, que
trata dos ntimeros e das relacdes entre ntimeros (expressa por
equacoes, inequagoes, etc.), e a geometria, que estuda as propri-
edades relativas a pontos e a conjuntos de pontos (lugares geomé-
tricos). (...)

Aideia bésica deste método [geometria analitica] — simples como
todas as ideias realmente fecundas — consiste em definir a posicao
de cada ponto por meio dum sistema de ntimeros (dois nimeros,
em geometria plana, e trés, em geometria do espago), o que per-
mite traduzir integralmente a linguagem da geometria na lingua-
gem precisa e maleédvel da andlise: as figuras geométricas passam
entdo a ser descritas por meio de equacoes e inequacoes; 0s pro-
blemas da geometria transformam-se em problemas de dlgebra ou
de célculo infinitesimal; os teoremas da geometria tornam-se de-
monstréaveis por meio da anélise. (Silva, 1970, p. 5).

Logo ap6s a introducao, surgem as notas histéricas, uma das caracteristi-
cas mais marcantes das obras de Sebastido e Silva e que mostram a importancia

10 70 ano do ensino liceal corresponde ao atual 119 ano de escolaridade do sistema de ensino
portugués.
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por ele atribuida a este ramo da matemadtica. Nestas notas histéricas Sebastiao
e Silva apresenta uma breve biografia de René Descartes e Pierre de Fermat, os
matematicos que Sebastido e Silva considera como os fundadores da Geome-
tria Analitica. Estas referéncias histéricas sdo complementadas com indica-
¢oes bibliogréaficas que permitem aos interessados (professores e/ou alunos)
aprofundarem a histéria da matemadtica.

No que se refere aos contetidos da obra estes encontram-se divididos em 4
capitulos:

1. Pontos e niimeros;

2. Lugares Geométricos e equacoes;
3. Estudo geral da reta;

4. Estudo elementar das cénicas.

Os diferentes capitulos encontram-se estruturados com a apresentacao da
teoria, seguida de exemplos. No final do capitulo encontram-se os exercicios e
respetivas solucoes.

O conceito de reta tangente nesta obra é abordado no tdltimo capitulo
aquando do estudo da circunferéncia.

2.3 Compéndio de Algebra

A obra Compéndio de Algebra, escrita em colaboragdo comJ. D. Silva Paulo, tem
aprimeira edigdo datada de 1956 e foi o livro tinico nos concursos do Ministério
da Educac¢do Nacional de 1958, 1963 e 1968 para o ensino liceal. Utilizado até,
pelo menos, aos anos de 1973 e 1974 é composto por 2 tomos: o primeiro para
0 6° ano? e o segundo para o 7° ano do liceu.

O primeiro volume, composto por 312 péaginas, encontra-se dividido em 10
capitulos abordando as seguintes tematicas: conceito de nimero (nimeros
naturais, racionais, reais e complexos); funcdes reais de varidvel real; limites
de sucessdes e de fungoes; cdlculo diferencial; polinémios e fracdes algébricas.

O segundo volume, composto por 283 paginas, contém 13 capitulos cujas
tematicas sdo: analise combinatéria; bindmio de Newton; resolucdo de equa-
¢Oes e inequacoes; resolucdo de problemas por meio de equacdes; funcao ex-
ponencial e logaritmica; propriedades e tabuas de logaritmos.

A estrutura destes dois volumes é semelhante a da Geometria Analitica
Plana: exposicao dos conceitos tedricos e exemplos e no final do capitulo sao

20 62 ano do ensino liceal corresponde ao atual 102 ano de escolaridade do sistema de ensino
portugués.
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apresentados os exercicios de consolidacdo e as respetivas solucoes. A dife-
renca centra-se com a introducao, no final de varios capitulos, de notas hist6-
ricas.

No Compéndio de Algebra o conceito de reta tangente a uma curva é estu-
dado no 1° volume, aquando da introducao ao célculo diferencial.

3 O conceito de reta tangente

José Sebastiao e Silva trata o conceito de reta tangente abordando-o de duas
formas distintas: o conceito de reta tangente a circunferéncia e o conceito de
reta tangente a uma curva geral. A separacdo deste estudo deve-se as propri-
edades particulares que a reta tangente a circunferéncia apresenta, e que nao
podem ser generalizadas para outras curvas.

E também notéria a diferenca entre o tratamento dado ao conceito nas
obras dedicadas ao ensino liceal e ao ensino superior, decorrentes das dife-
rencas de contetidos a lecionar. Analisemos em pormenor estes estudos.

3.1 O conceito de reta tangente no Compéndio de Algebra

O conceito de reta tangente surge, no Compéndio de Algebra, associado ao con-
ceito de declive de uma curva na introdug¢do ao Célculo Diferencial.
O declive de uma curva é apresentado nos seguintes moldes:

Dados uma curva C, um ponto Py da curva e P um ponto moével
sobre a curva, o limite

f)=f(x0)

do = hmx—))co X—xo

dé-nos o declive da curva C no ponto P (Silva, 1963, p. 217-218).

No sentido de ajudar a clarificar o conceito o autor apresenta uma figura
elucidativa (Silva, 1963, p. 217).

Note-se que, na figura, a ideia do movimento se encontra presente, e €
representado por setas que indicam as diferentes direcdes do movimento de
aproximacao dos dois pontos, e consequente movimento das retas secantes
que se aproximam de uma posicdo fixa — a reta tangente.

Inicialmente a reta tangente € introduzida nos seguintes termos:

Areta t, que passa por Py e tem declive d,, diz-se tangente a curva
no ponto Py (Silva, 1963, p. 217-218).
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Figura 1: Tlustracdo do conceito de declive de uma curva.

Contudo, a ideia transmitida pela representacdo grafica do declive de uma
curva é utilizada para apresentar uma definicao alternativa de reta tangente a

uma curva num ponto, definicdo que ainda hoje é a utilizada em varios manu-
ais do ensino secundario.

Quando um ponto mével P tende para o ponto fixo Py, a secante
PyP tende para uma posic¢ao limite ¢, que é a tangente a curva no
ponto Py (Silva, 1963, p. 218).

Sebastido e Silva dedica-se, em seguida, a anélise da existéncia (ou ndo) de
retas tangentes verticais.

Quando, nesta obra, definiu declive de uma reta (Silva, 1963, p. 217) Se-
bastido e Silva considerou que as retas verticais tinham declive infinito (1963,
p. 217), pelo que neste ponto também considera, de forma anéloga, que uma
curva genérica pode ter declive infinito. Contudo, impde uma condicédo para a
existéncia de reta tangente nesse ponto:

Se aquele limite d for co, diremos que o declive da curva em P
é infinito. Mas s6 quando o sinal deste for determinado se pode
entdo falar de «tangente a curva em Py» (Silva, 1963, p. 218).

Com este resultado Sebastido e Silva restringe a existéncia de retas tangen-
tes verticais aos casos em que os limites laterais do declive da curva tém como
resultado infinito com o mesmo sinal. Com esta distinc¢éo é possivel a existén-
cia de retas tangentes verticais, por exemplo em pontos de inflexdo de algumas
curvas, mas ndo se consideram como retas tangentes as retas verticais que po-
dem surgir como limites das secantes em pontos angulosos de certas curvas.

Depois de estabelecer a relacao entre o conceito de reta tangente a uma
curvanum ponto e o conceito de declive da curva nesse ponto, Sebastido e Silva
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relaciona a reta tangente com a derivada no ponto de tangéncia da funcao que
define a curva, estabelecendo umarelacdo direta entre um problema de andlise
e um problema de geometria.

A derivada da funcgao f(x) em x, é o declive do gréfico dessa funcao
no ponto de abcissa xg.

Como o declive de uma curva num ponto €, por definicao, o declive
da tangente a curva nesse ponto, o cdlculo da derivada traduz, em
andlise, o problema geométrico da determinacdo da tangente (Silva,
1963, p. 221).

Ao contrério do que seria de esperar nao existe qualquer exemplo ou exer-
cicio relativo a determinacao da equacdo da reta tangente ao grafico de uma
func¢do por um dado ponto, embora em varios gréficos aparecam tracadas re-
tas tangentes para facilitar a compreensao da relacao existente entre o sinal da
derivada e a monotonia da func¢do, ou o sinal da segunda derivada e a conca-
vidade da funcao. Este facto pode dever-se a nao referéncia no programa (De-
creto n° 39807 de 7 de setembro de 1954 do Ministério da Educacao Nacional)
ao estudo do conceito de reta tangente pelo que Sebastido e Silva terd optado
por ndo aprofundar esse estudo com a inclusdo de exercicios sobre este tema.

O capitulo termina com notas histéricas sobre o desenvolvimento do cél-
culo diferencial e integral, em particular biografias de Newton e de Leibniz,
ndo sendo contudo referida a questao da determinacdo das retas tangentes a
curvas, problemas que os dois matematicos trataram.

Sebastido e Silva abordara a determinacdo da reta tangente a uma curva na
sua Geometria Analitica Plana.

3.2 O conceito de reta tangente na Geometria Analitica Plana

Na Geometria Analitica Plana Sebastido e Silva estuda diversas propriedades
geométricas recorrendo a equacgdes, nos moldes tradicionais da geometria
analitica.

No udltimo capitulo, intitulado “Estudo Elementar das Cénicas”, estuda as
propriedades das conicas enquanto lugares geométricos definidos por equa-
¢oes do 20 grau; estuda entdo o conceito de reta tangente a circunferéncia,
apresentando no subcapitulo 46, a resolucao de problemas relativos a tangen-
tes.

Ap6s o estudo de algumas propriedades da circunferéncia, Sebastido e Silva
dedica-se a determinacao da intersecdo de uma reta com uma circunferéncia
e é neste contexto que apresenta a sua definicao de reta tangente.
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Comeca por fazer notar que, dado uma reta poder ser representdvel por
uma equacao de 1° grau em x e y enquanto uma circunferéncia é representédvel
poruma equacao de 2° grau em x e y, determinar a intersecdo de uma reta com
uma circunferéncia se reduz a resolu¢do de um sistema de duas equacoes em
X eem y, 0 que originard a resolucdo de uma equacio do 2° grau com uma s6
incégnita. Assim, é possivel dizer que o problema da intersecdo de uma reta
com uma circunferéncia se reduz a resolucdo de uma equacao de 2° grau, de
coeficientes reais, numa incégnita. Sebastiao e Silva analisa entao as diferentes
solucdes desta equagdo, e nesse contexto define reta tangente nos seguintes
termos:

Como se sabe, uma equacado do 2° grau, de coeficientes reais, numa
incognita, pode ter duas raizes reais (distintas), uma s6 raiz real
(dupla) ou duas raizes imaginarias. Assim, no 1° caso, a interse-
¢ao sera formada por dois pontos distintos (a reta é secante); no 2°
caso, a intersecao serd formada de um tnico ponto (a reta é tan-
gente); no 3° caso, a intersecdo serd vazia (a reta ndo encontra a
circunferéncia). (Silva, 1970, p. 107).

A caracterizagdo da reta tangente como a reta que tem um tinico ponto em
comum com a circunferéncia, embora conhecida desde Euclides, tornou-se
generalizada com a introdugdo da geometria analitica por Descartes e é ainda
hoje a definicao apresentada em diversos livros de texto aos alunos aquando
da lecionacgdo do conceito de reta tangente a circunferéncia. Seguem-se trés
exemplos que visam representar as trés situacdes definidas anteriormente.

No subcapitulo seguinte, Sebastido e Silva debruca-se sobre problemas re-
lativos a tangentes a circunferéncia dividindo-os em dois tipos, que designa de
espécies:

Problemas de 14 espécie: é dada uma circunferéncia e pede-se uma
reta que seja tangente a circunferéncia, em dadas condicoes.

Problemas de 22 espécie: é dada uma reta e pede-se uma circunfe-
réncia que seja tangente a reta, em dadas condig¢Ges. (Silva, 1970,
p. 108)

Estes problemas sao aprofundados com a apresentacao de varios exemplos
ilustrativos de cada uma das espécies de problemas. Relativamente aos pro-
blemas da 12 espécie, sdo apresentados dois exemplos: o primeiro consiste na
determinacdo da reta tangente a uma circunferéncia por um ponto da circun-
feréncia; o segundo consiste na determinacdo da equacdo da reta tangente a
uma circunferéncia por um ponto exterior a circunferéncia.
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Do primeiro exemplo ressalta a nota final onde € estabelecida a correspon-
déncia entre a resolucdo no ambito da geometria analitica e a resolucdo re-
correndo as derivadas, método que havia sido estudado pelos alunos no ano
anterior utilizando o Compéndio de Algebra. Esta constante interligacdo entre
os diferentes contetidos é uma das marcas das obras de Sebastido e Silva que
pretende fornecer sempre aos seus leitores uma visao integradora e completa
da matemética e ndo apenas uma visao compartimentada.

No que concerne ao segundo exemplo, saliente-se a nota que ressalva a
existéncia de tangentes verticais. A semelhanca do que havia feito no Com-
péndio de Algebra, Sebastido e Silva ndo evita as questdes relacionadas com o
infinito, salientando-as e esclarecendo-as de modo a fornecer aos alunos uma
visdo completa do conceito que estd a tratar.

J& os problemas da segunda espécie sdo considerados facultativos, dado
ndo se encontrarem incluidos no programa. O facto de, embora facultativos,
Sebastido e Silva os incluir na sua obra mostra-nos aimportancia atribuida pelo
autor a um tratamento completo dos diferentes temas abordados.

Também nestes problemas sdo apresentados dois exemplos: o primeiro
consiste na determinacao da circunferéncia que contém um ponto e é tangente
auma reta num ponto dado; o segundo pretende a determinacao da circunfe-
réncia que contém dois pontos dados e é tangente a uma reta dada.

No primeiro exemplo € de realcar a necessidade da utilizacdo da perpendi-
cularidade entre a reta tangente e o raio da circunferéncia pelo ponto de tan-
géncia, relacdo que ndo é nunca referida nesta obra. Contudo, segundo o pro-
grama da disciplina de matemadtica (Decreto n° 39807 de 7 de setembro de 1954
do Ministério da Educacdo Nacional) o estudo da circunferéncia e da reta tan-
gente a circunferéncia teria ja sido estudado no 3° ano®, em termos de geome-
tria euclidiana, pelo que este facto seria ja do conhecimento dos alunos.

Com estes exemplos Sebastido e Silva termina o estudo teérico do conceito
de reta tangente a circunferéncia. Embora um estudo anélogo pudesse ter sido
realizado relativamente as outras coénicas, Sebastido e Silva ndo o apresenta,
talvez devido ao facto de se encontrar fora do dmbito do programa.

O estudo do conceito de reta tangente é apenas novamente explorado nos
exercicios propostos no final do capitulo. Dos 21 exercicios sobre a circunferén-
cia, 7 referem-se ao conceito de reta tangente, sendo que 4 destes sdo facultati-
vos, uma vez que sdo problemas da 22 espécie. Destes exercicios, salienta-se o
diferente grau de dificuldade dos exercicios propostos e os diferentes objetivos
que se pretendem atingir com os mesmos.

30 39 ano do ensino liceal corresponde ao atual 7° ano de escolaridade do sistema de ensino
portugués.

Actas/Anais do 7° Encontro Luso-Brasileiro de Histéria da Matematica, I, 413-432



CATARINA MOTA, M. ELFRIDA RALHA e M. FERNANDA ESTRADA 423

Os dois primeiros exercicios (exercicios 12 e 13) sdo exercicios de consolida-
¢do de conceitos e procedimentos, sendo andlogos aos exemplos de 12 espécie
apresentados por Sebastido e Silva no corpo do texto. Ja o exercicio 14, em-
bora também pretenda a determinacdo da reta tangente a uma circunferéncia
dada, ndo fornece pontos da reta mas sim uma reta paralela a reta pretendida.
Este exercicio permite uma revisdo dos conceitos relativos a retas paralelas e,
mais uma vez, uma interligacao de diferentes conceitos estudados no ambito
da disciplina de matematica.

Os exercicios facultativos (exercicios 16 a 19) conduzem a elaboracao de ra-
ciocinios mais complexos. Enquanto os exercicios 16 e 17 sdo de consolidacdo
dos procedimentos apresentados nos exemplos dos problemas de 22 espécie,
os exercicios 18 e 19 exigem uma mobilizacdo constante de conceitos e proce-
dimentos estudados anteriormente e permitem apresentar aos alunos a ma-
temdtica como uma ciéncia onde os diferentes temas/contetidos/conceitos se
encontram interrelacionados.

O problema da determinacgdo das retas tangentes a curvas é também refe-
rido nas notas histéricas que se encontram no inicio da Geometria Analitica
Plana.

Além disso, Fermat foi considerado por Newton um percursor do
célculo diferencial, no seu estudo das tangentes aos gréficos das
funcodes, assunto que também mereceu a atencdo de Descartes.
(Silva, 1970, p. 14)

Embora Sebastido e Silva nao aborde em pormenor esta questido fornece
ao leitor a indicacdo de onde poderd encontrar mais informacoes sobre o pro-
blema da determinacgdo das tangentes, ao referir dois dos matemdticos que
mais contribuiram para a resolu¢do deste problema.

Esgotado o estudo do conceito de reta tangente a uma curva no ambito do
programa do ensino liceal, Sebastido e Silva abordard em pormenor este tema
no ensino superior, nas suas aulas de Geometria Descritiva na Faculdade de
Ciéncias da Universidade de Lisboa.

3.3 O conceito de reta tangente nas Transformagoes Geométricas

Na obra Transformagbes Geométricas, dedicada a alunos do ensino superior,
Sebastido e Silva embora se refira a resultados de geometria euclidiana dedica-
-se essencialmente ao estudo da geometria projetiva e de homologias*.

4Homologia entre dois planos « e 8 é uma transformagao pontual biunfvoca que transforma
retas em retas, deixa invariante os pontos de uma reta (eixo da homologia) e tal que retas que
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Uma das teméticas estudadas por Sebastido e Silva a custa das homologias
sdo as seccoes conicas, comecando pela circunferéncia, e é neste contexto que
introduz o conceito de reta tangente:

Uma reta r se diz secante ou tangente a uma circunferéncia [C],
conforme o niimero de pontos comuns ar e a [C] é 2 ou 1. (Silva,
1999, p. 241)

Note-se que esta definicdo jé tinha sido introduzida anteriormente aos alu-
nos no ensino liceal aquando do estudo da geometria analitica, embora na al-
tura, o numero de pontos de intersecdo entre a reta tangente e a circunferéncia
fosse apresentado em termos do nimero de solucdes de uma equacao do 2°
grau.

Esta definicdo é estendida a todas as conicas e, utilizando as homologias, é
estabelecida a relacdo entre o conceito de reta tangente e o conceito de assin-
tota, relacdo facilmente justificada em geometria projetiva.

Se r é tangente a [C], aimagem rx de r por meio de uma homologia
® serd ainda tangente a imagem de [C] por meio de ®. Em particu-
lar, se j encontra [C] em dois pontos M, N, as tangentes a, b a [C]
em M, N serdo convertidas por ® nas tangentes ax, b* a [C]* nos
pontos impréprios® M, Nx. (...)

Diz-se que uma reta € assintota de uma conica quando é tangente
a cénica num seu ponto impréprio. (Silva, 1999, p. 241)

Note-se que esta definicao de assintota estabelece, de modo formal, a rela-
¢do entre o conceito de tangente e assintota, relacao muitas vezes estabelecida
apenas de modo intuitivo.

E em seguida analisado um método para a construcdo da reta tangente
a uma cénica por um dado ponto. O método proposto assenta no conheci-
mento rigoroso da determinacdo, apenas com régua e compasso, da reta tan-
gente a uma circunferéncia por um ponto dado, no facto de retas tangentes
serem transformadas em retas tangentes por homologias, e ainda no facto de
que qualquer cénica é imagem de uma circunferéncia por uma homologia.
Para anélise deste método sdo apresentados dois exemplos de determinacgio
das tangentes a duas elipses distintas (fig. 3).

unem pontos correspondentes passam todas pelo mesmo ponto (centro da homologia) (Silva,
1990, p. 216).

5Pontos impréprios ou pontos de infinito s3o os pontos que se juntam ao espaco euclideano
para obter o espaco projetivo [Silva, 1999, p. 192].
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Figura 2: Tlustragdo da relacdo entre o conceito de reta tangente e o conceito
de assintota.

Figura 3: Exemplo da determinacao das tangentes a elipse.
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O estudo do conceito de reta tangente é retomado, ja no final da obra,
aquando da introducao de algumas noc¢des de geometria diferencial.

Ainda antes da definicdo formal, Sebastido e Silva chama a atencao para a
impossibilidade de generalizacdo, para qualquer curva, da definicdo apresen-
tada anteriormente para a circunferéncia, tentando deste modo evitar que os
seus alunos cometam o erro comum desta generalizac3o.

O conceito de tangente é inicialmente definido, para o caso da cir-
cunferéncia, de maneira elementar. Tal definicdo pode ainda ser
aplicada no caso das cénicas, como se fez no 14°, mas € inaplicével
ao caso de uma linha qualquer. (Silva, 1999, p. 278)

Sebastido e Silva apresenta entdo uma ideia intuitiva da nocao de reta tan-
gente:

A reta tangente num ponto M € a posicdo limite para que tende
a secante que passa por M, quando o outro ponto da intersecao
tende para M.

Note-se que esta ideia intuitiva tinha sido ja apresentada por Sebastido e
Silva no seu Compéndio de Algebra para os alunos do 62 ano do liceu. Contudo,
no Compéndio de Algebra Sebastido e Silva ndo formaliza o conceito como o faz
nas Transformagoes Geométricas, formalizacdo que nao estd incluida no pro-
grama respetivo.

A definicao rigorosa do conceito de reta tangente apresentada por Sebas-
tido e Silva em termos de geometria diferencial é:

Seja C uma linha continua e M um ponto simples (préprio®) de C.
E claro que M divide C em duas partes, que podemos chamar ante-
rior e posterior a M (supondo alinha C orientada, isto é, percorrida
num determinado sentido). Seja agora P um ponto varidvel de C
posterior a M; diz-se que a semirreta M P (de origem M) tende para
a posigdo limite MT ao tender de P para M, quando, qualquer que
seja o namero € > 0, se possa sempre associar-lhe § > 0, de modo
que se tenha

PMT < €, desde que dis(P, M) < 6;
nesta hip6tese, diz-se ainda que a semirreta MT é semitangente a

C em M, adireita, e analogamente a esquerda (basta considerar um
ponto variavel de C anterior a M).

6ponto préprio é um ponto do espaco euclideano (Silva, 1999, p. 192).
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Pode acontecer que a linha C admita em M duas semi-tangentes
MT, MT, diretamente opostas; entdo a reta TT; formada pelas
duas semi-tangentes é chamada tangente a C no ponto M. (Silva,
199, p. 278-279)

Figura 4: Ilustracdo do conceito de reta tangente a uma curva.

Note-se que, hd semelhanca do que se verifica no Compéndio de Algebra,
atendendo a que na definicdo existe a ideia de movimento essa ideia de mo-
vimento é transmitida na imagem que pretende ilustrar o conceito definido,
pretendendo Sebastido e Silva obter uma representacdo o mais completa pos-
sivel do conceito apresentado (fig. 4).

Esta tentativa de formar nos seus leitores uma imagem completa do con-
ceito é reforcado pelos casos referidos ap6s a definicdo, onde Sebastido e Silva
chama a atencao dos seus leitores para alguns dos erros mais comuns relacio-
nados com o conceito de reta tangente:

¢ Tratando-se de uma linha qualquer C o facto de uma reta r ser ou nao
tangente a C nada tem que ver com o niimero de pontos que r encontra
C. [Silva, 1999, p. 279]

* A tangente r pode atravessar a linha C no ponto de tangéncia (fig. 5).
(Silva, 1999, p. 279)

¢ Toda areta r admite como tangente, em cada um dos seus pontos, a pro-
pria reta r. (Silva, 1999, p. 279)

Analisados os diferentes casos onde pode existir reta tangente (pontos re-
gulares) Sebastido e Silva apresenta os casos onde a reta tangente nao existe
(pontos singulares). De facto, um ponto M de C é singular nos seguintes casos:

¢ Admite duas semitangentes ndo colineares (ponto anguloso) (fig. 6);
(Silva, 1999, p. 280)
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Figura 5: Reta tangente a uma curva num ponto de inflexao.

T M

Ty
Figura 6: Representacdo de um ponto anguloso.

* Admite duas semitangentes coincidentes (ponto de regressdo) (fig. 7);
(Silva, 1999, p. 280)

g

Figura 7: Representacao de um ponto de regressao.

e M é um extremo de C com uma semitangente (ponto de suspensdo)
(fig. 8); (Silva, 1999, p. 280)

* Nao admite semitangente (fig. 9). (Silva, 1999, p. 280)

A andlise de todos estes casos permite que os leitores/alunos concebam
uma imagem mental do conceito de reta tangente completo e ndo estereoti-
pado, eliminando dividas e esclarecendo possiveis conflitos mentais entre a
definicdo formal e a sua representacao.
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M

Figura 8: Representacdo de um ponto de suspensao.

Figura 9: Representacdo de um ponto que ndo admite semitangentes.

De salientar também a referéncia por Sebastido e Silva a curvas que nao
admitem reta tangente em qualquer dos seus pontos, como é o caso da curva
representativa da funcdo de Weierstrass, o que mais uma vez contribui para que
o conceito de reta tangente seja completamente entendido e os casos contra-
-intuitivos sejam tidos em conta e ndo ignorados. Neste seguimento é também
abordado o caso das retas tangentes a pontos multiplos.

Se um ponto M é ponto multiplo de C nao faz sentido falar de tan-
gente, mas algumas partes podem admitir tangentes cujo nome se
estende. (Silva, 1999, p. 281)

Figura 10: Representacao das retas tangentes num ponto multiplo.

O estudo do conceito de reta tangente é terminado com a andlise do caréc-
ter projetivo deste conceito: se a reta r é tangente a linha C e ndo passa pelo
centro de projecdo O entdo a imagem de r serd tangente a imagem de C pela
projecdo de centro O.
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Note-se que este resultado tinha sido ja apresentado no caso das homolo-
gias, sendo agora reforcado para o caso da projecao.

Do estudo do conceito de reta tangente efetuado por Sebastido e Silva nas
Transformagoes Geométricos destaca-se o rigor e o formalismo das definicdes,
embora sempre complementado com uma ideia intuitiva que pretende ajudar
a entender o conceito, assim como a importancia atribuida a andlise de todos
0S €asos, por mais contra-intuitivos que sejam.

4 Notas Finais

Sebastido e Silva marcou uma geracdo de alunos e de professores de matema-
tica. Desde os manuais, aos cursos de formacao de formacgdo de profesores
assim como na lecionagao no ensino superior a sua faceta de pedagogo, sem-
pre interessado no desenvolvimento do ensino/aprendizagem da matematica
marcou a forma como em Portugal se encarava e ensinava matematica.

No tratamento que Sebastiao e Silva deu ao conceito de reta tangente na
sua obra pedagégica sao visiveis muitos dos ensinamentos que ainda hoje os
professores devem ter em conta aquando da introducao de um novo conceito.

A importancia do curriculo: Ao apresentar alguns exercicios e problemas
como facultativos, assim como ao nao aprofundar o conceito de reta tangente
no Compéndio de Algebra, Sebastido e Silva mostra-nos um profundo conheci-
mento do curriculo que tem para lecionar. Atualmente, os livros de texto subs-
tituem muitas vezes o curriculo pelo que, o cuidado e a aten¢do dedicadas por
Sebastido e Silva ao curriculo devem ser uma lembranca para os professores
atuais de que um efetivo conhecimento do curriculo é essencial no processo
de ensino/aprendizagem;

As definicoes: Sebastido e Silva adequa a definicao de reta tangente que
apresenta nas diferentes obras ao ramo da matemadtica que se encontra a apre-
sentar, assim como ao nivel de ensino para o qual a obra se destina. Contudo,
saliente-se também a constante interligacdo entre as diferentes formas de de-
finir o mesmo conceito, numa tentativa de garantir que os seus leitores/alunos
entendam que se trata do mesmo conceito e que as propriedades ja estuda-
das ndo deixam de se verificar apenas por uma alteracao de linguagem ou de
formalizacao;

Os exemplos/exercicios: A escolha de exemplos e exercicios que permi-
tem, por um lado a consolidagdo de conceitos e procedimentos, por outro lado,
ainterligacdo de diferentes conceitos e ainda a exploracdo de todas as possibi-
lidades, e exemplos menos usuais mostram a importancia que Sebastido e Silva
atribuiu a necessidade de um ensino rigoroso, onde tudo fosse feito para que
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os leitores/alunos desenvolvessem imagens mentais completas dos diferentes
conceitos/contetudos e se habituassem a investigacdes exaustivas.

A Histéria da Matematica: A inclusao de biografias nas suas obras para
o ensino liceal seguiam uma indicacdo direta do programa em vigor. Realce-
-se contudo, a escolha dos matematicos apresentados por Sebastiao e Silva nas
suas notas histéricas assim como a bibliografia que completa algumas destas
notas. Com informacdes detalhadas nao sé da vida mas da obra de matemati-
cos como Descartes, Fermat, Newton ou Leibniz, Sebastido e Silva permite que
os seus leitores,em caso de interesse, possam complementar e aprofundar de
forma rigorosa os contetidos abordados.

Face a estes ensinamentos, e no ano em que se celebra o centenério do
nascimento de José Sebastido e Silva, resta-nos desejar que os ensinamentos
deixados por este brilhante matemadtico e pedagogo sejam cada vez mais di-
vulgados e tornados prética corrente nas salas de aula dos dias de hoje.
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