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RESUMO

No ambito do Estagio Profissional do Mestrado em Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do
Ensino Basico e no Ensino Secundario foi desenvolvido um projeto em que pretendia estudar as
abordagens analitica e grafica na resolucédo de equacdes e inequacdes fracionarias por alunos de
11.° ano.

Esta investigacdo estruturou-se a partir dos trés seguintes objetivos: (1) estabelecer uma
abordagem analitica e grafica para o ensino de equacdes e inequacdes fracionarias; (2) estudar
as dificuldades dos alunos na resolucao de equacdes fracionarias através das abordagens analitica
e grafica; (3) avaliar a aprendizagem dos alunos na resolucdo de equacdes e inequacdes
fracionarias. Tendo em vista atingir os objetivos propostos, foi realizado um teste diagnostico,
implementada uma intervencao pedagoégica, tendo sido feitas gravacées em audio e video das
aulas e fotocopiados os cadernos dos alunos, e, finalmente, avaliaram-se as aprendizagens dos
alunos através da realizacdo de uma questdao-aula e algumas questdes incluidas num teste
sumativo.

Em termos de resultados, no teste diagndstico observaram-se muitas lacunas nas
aprendizagens dos alunos em anos anteriores, verificando-se dificuldades em isolar a incdgnita
numa equacao ou inequacao, cometiam muitos erros de contas e nao assinalavam todas as
solucdes. Em relacdo a resolucao grafica de equacdes e inequacdes, os alunos ndo sabiam como
usar as capacidades graficas da calculadora.

Durante a intervencdo pedagdgica, uma das maiores dificuldades sentidas pelos alunos foi
a visualizacao grafica das funcdes e também saber usar corretamente as potencialidades da
calculadora grafica. Apos a intervencdo pedagdgica, notaram-se algumas melhorias, embora
alguns alunos ainda continuassem a cometer os mesmos tipos de erros. Em geral, os alunos
desenvolveram as capacidades de resolucdo grafica de equacdes e inequacdes fracionarias,
perspetivando-a como uma abordagem complementar a abordagem analitica e tendo sempre em

conta as limitacdes da calculadora grafica.

Palavras-chave: equacOes fracionarias; inequacOes fracionarias; resolucao grafica;

resolucao analitica; 11.° ano.
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RESUME

Dans le cadre du stage professionnel du Master en enseignement des mathématiques du 3éme
cycle de I'enseignement de base et de I'enseignement secondaire, un projet a été développé dans le
but d'étudier des approches analytiques et graphiques dans la résolution d'équations et d'inégalités
fractionnaires par des étudiants de 11eéme année. .

Cette recherche était structurée a partir des trois objectifs suivants: (1) établir une approche
analytique et graphique pour I'enseignement des équations et des inégalités fractionnaires; (2) étudier
les difficultés des éléves a résoudre des équations fractionnaires par des approches analytiques et
graphiques; (3) évaluer |'apprentissage des éleves en résolvant des équations fractionnaires et des
inégalités. Afin d'atteindre les objectifs proposés, un test de diagnostic a été réalisé, une intervention
pédagogique, des enregistrements audio et vidéo des cours et photocopiés des cahiers des éleves, et
enfin un petit test et quelques questions incluses dans un test sommatif.

En termes de résultats, dans le test de diagnostic, il existait de nombreuses lacunes dans
I'apprentissage des éléves des années précédentes. Des difficultés ont été rencontrées pour isoler la
variable dans une équation ou une inégalité, ils ont commis de nombreuses erreurs de comptes et
n’ont pas indiqué toutes les solutions. En ce qui concerne la résolution graphique des équations et des
inégalités, les étudiants ne savaient pas utiliser les fonctionnalités graphiques de la calculatrice.

Lors de l'intervention pédagogique, I'une des plus grandes difficultés rencontrées par les
étudiants a été de visualiser graphiquement les fonctions et de savoir utiliser correctement les
fonctionnalités de la calculatrice graphique. Aprées I'intervention pédagogique, certaines améliorations
ont été constatées, bien que certains éleves aient continué a commettre les mémes types d’erreurs.
En général, les étudiants ont développé les capacités de résolution graphique d'équations et d'inégalités
fractionnaires, en la considérant comme une approche complémentaire de I'approche analytique et en
prenant toujours en compte les limites de la calculatrice graphique.

Mots-clés: équations fractionnaires; inégalités fractionnaires; résolution graphique; résolution

analytique; 11éme année.
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CAPITULO 1
INTRODUGAO

Neste capitulo introdutorio, esta discriminado o ambito deste relatdrio de estagio, qual a sua
finalidade, o contexto onde se insere, a pertinéncia e as suas limitacdes, assim como uma breve

descricao da sua estrutura.

1.1. Tema e objetivos

A tematica escolhida para o presente Projeto de Intervencao Pedagogica centra-se no estudo
de equacdes e inequacoes fracionarias, do tema Funcdes do 11° ano de escolaridade, através das
abordagens analitica e grafica.

0 estudo da tematica equacdes e inequacdes fracionarias, de acordo com a planificacao da
area de Matematica da Escola, desenvolve-se ao longo de 6 aulas de 90 minutos, tendo em conta
as aprendizagens prévias seguintes: resolucao de equacdes e inequacoes lineares e resolucao de
equacoes do 2.° grau, contetdos estudados ao longo do 3.° ciclo do ensino basico. Assim, de novo
no 11° ano trata-se, fundamentalmente, de aplicar esses conhecimentos, combinando-os, a
resolucao de equacoes e inequacdes do 1.° grau e de grau superior.

Em termos das abordagens para o seu estudo, para além da abordagem analitica, num
mundo cada vez mais informatizado, ¢ importante os alunos recorrerem também a uma
abordagem grafica. Estas duas abordagens devem assumir-se como complementares no estudo
dos conteudos matematicos pois as limitacbes de uma delas podem ser ultrapassadas com
recurso a outra.

Cada vez mais 0s alunos nos perguntam para que serve a matematica que aprendem na
escola. Com o recurso as tecnologias podemos, portanto, tentar mostrar aos alunos o quao
importante ¢ esta disciplina no seu futuro. Com recurso a estas tecnologias torna-se mais exequivel
resolver problemas mais realistas (Fernandes & Vaz, 1998), uma vez que a resolucao analitica,
em geral, € mais trabalhosa ou até mesmo impossivel nesse tipo de problemas. Em consequéncia,
estes problemas mais realistas permitirdo, certamente, aos alunos perceberem a aplicacao e a
utilidade da matematica no seu cotidiano. Esta perspetiva é salientada por Berry e Francis (1996),
que simultaneamente problematizam a avaliacao face ao uso da tecnologia, afirmando que “o uso

da tecnologia como ferramenta para resolver problemas vai permitir resolver problemas mais



realistas e 0 uso da tecnologia nos exames vai levar-nos a pensar sobre o que realmente estamos
tentando avaliar” (p. 12).

Um dos principais objetivos da escola é preparar os seus alunos para os seus futuros
empregos. Vivemos cada vez mais numa sociedade de competéncias, em que as tecnologias estao
em constante desenvolvimento e em que cada vez mais tudo é feito a nivel computacional, donde
€ necessario ensinar os alunos a usar corretamente essas tecnologias. Em contrapartida temos
de ter presente que as tecnologias ainda nao evoluiram ao ponto de resolver todo o tipo de
problemas, cabendo-nos a nos ler o problema e encontrar qual a melhor forma de o resolver. Nas
palavras de Scott (1996), “ainda nao existe uma calculadora ou computador que leia um problema
e estabeleca automaticamente a respetiva equacdo” (p. 184).

Num mundo cada vez mais informatizado, ¢ importante os alunos conhecerem nao sé uma
abordagem grafica destas tematicas, usando novas tecnologias, mas também uma abordagem
analitica, pois, por vezes, a abordagem grafica ao problema ndo é a mais adequada.

O estudo da tematica do presente relatério, desenvolveu-se com alunos do 11.° ano de
escolaridade e estrutura-se a partir dos trés seguintes objetivos:

1. Estabelecer uma abordagem analitica e grafica para o ensino de equacdes e inequacdes
fracionarias.

2. Estudar as dificuldades dos alunos na resolucéo de equacdes e inequacdes através das
abordagens analitica e grafica.

3. Avaliar a aprendizagem dos alunos na resolucdo de equacdes e inequacdes fracionarias.

1.2. Pertinéncia do estudo

Com base na minha experiéncia de aluna, tenho verificado que, ao longo dos anos, se vem
dado mais importancia a resolucéo analitica das equacoes e inequacdes, pondo de lado a sua
resolucdo com a calculadora grafica ou outra tecnologia com capacidades graficas. Talvez seja
devido a este fato que muitos alunos ndo sabem interpretar graficos ou até mesmo ter uma nocao
da representacao grafica de diversos entes matematicos, o que poderia facilitar, posteriormente,
a resolucao analitica de equacoes e inequacdes fracionarias.

Assim, o estudo dos erros e dificuldades sentidas pelos alunos do 11.° ano de escolaridade
neste tema é muito importante visto que as equacoes e inequacdes fracionarias tém vindo a ser a
ser abordadas principalmente numa perspetiva analitica apenas.

Compreender e conhecer as dificuldades e erros cometidos pelos alunos neste tema, pode,

futuramente, ajudar os professores a delinear uma melhor estratégia de ensino, de forma a
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proporcionar aos alunos uma melhor aprendizagem, aprendendo com os erros passados, com
vista a evita-los.

No 11.° ano os alunos ja se encontram um pouco familiarizados com o uso da calculadora
grafica na disciplina de Matematica, embora possam nao conhecer todo o seu potencial,
designadamente em relacdo as suas potencialidades em termos da resolucao grafica de equacdes
e inequacOes fracionarias. Mesmo assim, a experiéncia prévia dos alunos com a calculadora
grafica recomenda a sua utilizacdo em detrimento de outras tecnologias.

Um estudo realizado por Hembree e Dessart (1986), referido por Soares (p. 41), revela que
os alunos que usaram calculadora obtiveram melhores resultados que os alunos que nao tiveram
acesso a calculadora. Revela ainda que as concecdes que os tinham acerca da matematica eram
significativamente melhores, tendo sido o unico efeito negativo observado a questdo do calculo,
cuja realizacdo foi um pouco inferior quando os alunos usaram calculadora.

Estudos realizados pelos mesmos autores, envolvendo alunos do ensino secundario,
revelam ainda que os alunos que tiveram acesso a calculadora grafica tiveram um melhor
desenvolvimento de habilidades concetuais e capacidade de resolucao de problemas.

Um estudo efetuado por Rocha (2002), também referido por Soares (p. 44), revela que
alunos do 10.° ano usavam a calculadora grafica ndo s6 nos casos em que o enunciado pedia o
grafico da funcdo, mas também na resolucao de outras tarefas. Neste estudo verificou-se ainda
que os alunos sentiram dificuldades na selecdo da melhor estratégia de resolucdo de forma a
chegarem ao seu objetivo e na compreensao da relacao entre a janela de visualizacéo e o aspeto
grafico da funcdo e valores obtidos pela calculadora grafica. Em geral, concluiu-se que os alunos

usaram a calculadora devido a sua simplicidade e rapidez na obtencao das respostas.

1.3. Estrutura do Relatério

O presente relatério divide-se em cinco capitulos, que descreveremos resumidamente de
seguida.

O capitulo 1, Introducao, esta dividido em trés subcapitulos onde se descrevem o tema e
0s objetivos do relatorio, discute-se a pertinéncia do estudo e faz-se um breve resumo da estrutura
e organizacao do relatorio.

O Capitulo 2, de Enquadramento teorico, esta dividido em dois subcapitulos, que constituem
sao o suporte tedrico deste relatorio, onde se abordam o ensino de equacbes e inequacoes

fracionarias no ensino secundario e a utilizacao da calculadora grafica no ensino da Matematica.



No Capitulo 3, de Enquadramento contextual, estabeleceram-se trés subcapitulos, em que
se apresentam a caracterizacdo da escola e da turma onde foi realizada a intervencao pedagogica,
bem como as estratégias de intervencéao utilizadas e os métodos utilizados para a recolha de dados
usados na realizacao deste relatorio.

O Capitulo 54, da Intervencdo pedagbgica, que ¢ o mais amplo, esta dividido em trés
subcapitulos, onde se analisam o teste diagnostico, a implementacao da intervencao pedagogica
e a avaliacao das aprendizagens dos alunos.

Por ultimo, no Capitulo 5, de Conclusdes, implicacdes, recomendacdes e limitacdes, apresentam-
se as conclusdes, implicacdes, recomendacoes e limitacdes do estudo realizado, e encontra-se
dividido em cinco subcapitulos onde se apresentam uma breve sintese do estudo, responde aos
trés objetivos formulados no estudo a partir dos principais resultados nele obtidos, concluindo-se
com um subcapitulo sobre as limitacdes, recomendacdes e implicacdes decorrentes da realizacao

do presente estudo.



CAPITULO 2
ENQUADRAMENTO TEORICO

Neste capitulo é apresentado o fundamento tedrico deste relatorio, que se organiza em dois
subcapitulos: o primeiro ¢ relativo ao ensino de equacdes e inequacdes fracionarias no curriculo
do ensino secundario e, por ultimo, o segundo ¢ relativo a calculadora grafica no ensino da

Matematica.

2.1. 0 ensino de equacdes e inequacdes fracionarias no curriculo do ensino
secundario.

As primeiras nocdes equacdes surgem logo no 3.° ciclo do ensino basico, onde estudam as
equacoes lineares e do segundo grau, sistemas de duas equacoOes lineares e as inequacdes
lineares, sendo que todos estes contetdos sdo mais aprofundados durante o ensino secundario.

A resolucdo de equacdes e inequacdes fracionarias ¢ um dos temas abordados na disciplina
de Matematica A, no 11.° ano do Ensino Secundario, no tema Il — “Funcdes racionais e com
radicais.

Uma funcéo racional ¢ uma funcao real de variavel real definida por:

) = %

onde n(x) e d(x) séo polinomios e d(x) ¢ diferente do polinomio nulo.

O dominio, Dy, de uma funcéo racional, f, € o conjunto dos numeros reais que nao anulam
0 denominador.

Dy = {x € Rid(x) # 0}

Uma equagao fracionaria € uma equacgao que se pode descrever na forma f(x) = 0, sendo
f(x) a expresséo de uma funcao racional com o denominador ndo constante.

Uma inequacéo fracionaria ¢ uma inequacado que se pode reduzir a forma f(x) > 0,
f(x)=0, f(x) <0 ou f(x) <0, sendo f(x) a expressdo de uma fungao racional com
denominador nao constante.

No programa de Matematica A dos cursos Cientifico-Humanisticos de Ciéncias e
Tecnologias e de Ciéncias Socioeconomica, é defendida uma abordagem as funcdes reais
considerando o aspeto algébrico, numérico e grafico. Sendo sempre que possivel aplicar

conhecimentos cientificos na resolucao de problemas reais. A utilizacao de tecnologias é referida,
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no programa de Matematica A do 10.° ano de 2001, como tema transversal e de uso obrigatério,
devendo ser empregue “a medida que forem sendo necessarias e a medida que forem
aumentando a compreensdo sobre os assuntos em si” (p.2), considerando sempre as suas
vantagens e limitacées. E ainda considerada como uma fonte de investigacdo e aprendizagem
sendo necessaria para atingir os objetivos e competéncia deste programa.

Certas dimensdes sdo atingidas quando o aluno é confrontado com uma grande quantidade
e variedade de graficos, sendo a calculadora uma das tecnologias empregues para esse efeito.
Estas devem de ser consideradas nao s6 como ferramentas de calculo, mas também para instigar
0 espirito critico e investigador do aluno. Segundo Demana e Waits (1994), as calculadoras podem
ser usadas em duas perspetivas: comecar por resolver equacdes e inequacdes graficamente e
depois confirmar a resolucdo analiticamente ou comecar por resolver equacdes e inequacdes
analiticamente e depois confirmar a resolucao graficamente. Além disso, as calculadoras podem
constituir o Unico meio de resolver equacoes e inequacdes cuja a resolucao analitica é impraticavel.

Um estudo feito por Zucula (2016), com alunos do 11.° ano de Mocambique, revelou que
0s alunos empregavam mais o método de resolucédo analitica de inequacdes, tendo-se observado
alguma interacdo entre o método de resolucdo analitica e grafica em algumas inequacdes
propostas. Observou-se, ainda, que os tipos de erros dependiam do tipo de inequacdo proposta,
sendo que 0s erros mais comuns tinham origem na manipulacao incorreta da representacao
algébrica. Zucula observou também que, muitas vezes, os alunos resolvem as inequacdes como
se de equacdes se tratasse, o que ilustra uma transferéncia mecéanica de procedimentos.

Zucula cita ainda dificuldades encontradas por Tsamir (1998), em que se verificou que 0s
alunos excluiam o denominador, sendo que este era necessario para concluir acerca do dominio;
frequentemente trocavam os conetivos légicos “e” e “ou”; resolviam a inequacdo como se de uma
equacao se tratasse, isto ¢, trocavam o sinal de desigualdade pelo sinal de igualdade. Zucula refere
ainda que, “o impacto das similaridades estruturais entre equacoes e inequacoes cria um forte
sentimento intuitivo de que os procedimentos usados para resolver equacoes poderao ser usados,
também, para inequacoes” (p. 3).

Zucula, recorre a Douady(1986), para identificar os seguintes métodos de resolucdo
analitica e gréafica:

e Resolucao exclusivamente analitica;
e Mistura de resolucao analitica com a resolucao grafica;

e Mistura de resolucao analitica e numeérica.



Por ultimo, Zucula refere que “O uso das diferentes representacées, nomeadamente:
algébrica, grafica e numérica, de uma forma combinada no ensino de inequacdes podera permitir
que os alunos aprendam a resolver, de varias maneiras, problemas relacionados com inequacoes
racionais fracionarias” (p. 10).

Um estudo feito por Almeida e Fernandes (2010), em relacdo a comunicacdo promovida

por futuros professores na aula de Matematica, revela que,

uma mentalidade mais aberta, um maior empenho e entusiasmo, uma maior
capacidade de reflexdo, uma maior vontade de mudanca, uma visao da Matematica
associada ao desenvolvimento de capacidades e a construcao de conhecimentos e
uma perspetiva de ensino centrado no aluno parecem ter contribuido, como referem
Brendefur e Frykholm (2000), para a implementacdo de padrdes de interacdo e
modos de comunicacao que impliqguem a troca de ideias entre os alunos e a
negociacdo de significados. (p. 42)

Estes autores referem ainda que as dificuldades dos futuros professores em desenvolverem
um processo de questionamento adequado torna o ambiente de aprendizagem mais complexo e
menos previsivel.

Ponte (1997), a respeito da comunicacdo oral (citado por Almeida & Fernandes, 2008),
refere que ela “é imprescindivel para que os alunos possam exprimir as suas ideias e confronta-
las com as dos seus colegas” (p. 84).

Por outro lado, ainda segundo Almeida e Fernandes (2010), uma perspetiva de
ensino/aprendizagem centrado no aluno parece ter contribuido para a implementacao de padroes
de interacdo e modos de comunicacdo que facilitam a troca de ideias entre os alunos e a
negociacdo de significados entre os alunos e a professora.

Kieran (1992) classifica os métodos de resolucdo de equacdes pelos alunos em sete tipos:
uso de fatores numéricos, uso de técnicas de contagem, “tapar”, “desfazer”, tentativa e erro,
transposicao e efetuar a mesma operacédo em ambos membros.

Os dois primeiros métodos tém origem no completamento de expressdes do tipo 4 + -+ =
9 ou resolver a equacao 3 + x = 7 através do conhecimento de que 3 mais 4 é 7, seria usar fatos
numericos. Resolver a mesma equacao contando 3,4,5,6, e 7 notando que foram nomeados quatro
numeros, para chegar ao 7, seria um exemplo de resolucao através contagem. O método “tapar”,
na equacao 2x + 12 = 6x, significa observar que se a soma 2x + 12 é 6x, entao 12 tera de ser
4x porque 2x + 4x é igual a 6x, logo x é 3. O método de ‘desfazer’ é semelhante a estratégia de
‘andar para tras’ usada na resolucao de problemas aritméticos. Por exemplo, para resolver a

equacao 3x + 15 = 14 podemos considerar o valor numérico do segundo membro e, seguindo
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da direita para a esquerda, desfazer cada operacdo, substituindo-a pela sua inversa. Assim,
partimos do valor 14, subtraimos-lhe 5 (o que da 9) e, finalmente, dividimos 9 por 3, obtendo-se
o valor 3 para solucdo da equacdo. O método de ‘tentativa e erro’ consiste em experimentar
diferentes valores até encontrar a solucdo da equacao. O método de transposicao consiste mudar
de membro mudar de sinal e por ultimo o método de efetuar a mesma operacdo nois dois
membros da equacao.

Hall (2002) refere varios erros e dificuldades cometidas pelos alunos na resolucdo de uma
equacado. Uma das maiores dificuldades do aluno reside na transicdo de uma perspetiva
processual para uma perspetiva estrutural da algebra. Uma outra dificuldade reside nos aspetos
sintaticos e semanticos. Hall também refere a identificacdo de varios erros mais especificos,
designadamente: o erro de eliminacao; o erro de inversao, que traduz a confusado do aluno na
selecao da operacdo inversa adequada para mudar de membro; o erro de transposicao, que
resulta da aplicacao errada da regra mudar de membro mudar de sinal; e, por ultimo, erros de

calculo, particularmente entre alunos mais jovens.

2.2. A calculadora grafica no ensino

Comparativamente com os computadores, as calculadoras tém-se tornado também cada
vez mais sofisticadas, faceis de transportar e mais acessiveis em termos monetarios.

Professores de Matematica e investigadores de Educacdo Matematica defendem a
incorporacao de novas tecnologias no ensino uma vez que permitem uma melhor compreensao,
por parte dos alunos, especialmente em certos conteudos pois “quando recorremos a tecnologia
para ensinar/aprender (...) conseguimos uma aprendizagem mais significativa” (Fernandes & Vaz,
1998, p. 43) e a rapidez que nos permite formar exemplos, favorece a formulacao de conjeturas,
sendo posteriormente confirmadas com as devidas demonstracdes logica dedutivas. Segundo
Ponte (1997), os professores demoram tempo a perceber como tirar partido das tecnologias como
ferramentas de trabalho.

No caso das calculadoras, Bitter e Hatfield (1994) revelam que os professores consideram
que a calculadora torna a matematica mais interessante, o que é confirmado também pelo estudo
de Colpley, Williams, Huang e Waxman (1994), mas revelaram-se indecisos ou ndo concordavam
em permitir que os alunos usassem calculadoras nos testes. Diferentemente, no estudo de
Fernandes, Almeida, Viseu e Rodrigues (1999) praticamente todos os professores dos 10.°

inquiridos manifestaram a opinido de que devia ser permitido o uso da calculadora nos testes de



avaliacdo. Ainda revelaram que os professores atribuiram a ndo compreensao de skills basicos de
calculo e a diminuicdo das capacidades de calculo mental ao uso da calculadora.
No caso da representacado grafica, Teixeira, Saraiva e Andrade (2010) defendem que:
“0 uso da representacdo grafica tem um papel fundamental na compreensédo do
conceito de funcdo e das suas propriedades. Neste sentido, as conexdes entre as

representacdes graficas e as expressdes algébricas trardo beneficios para a
compreensao das equivaléncias e das diferencas existentes. (p. 11)

Estes autores também defendem que o trabalho a realizar com os alunos, aquando da
resolucdo das tarefas, deve incluir uma interligacdo entre a resolucdo analitica, grafica e numérica.

Sempre que se usa a calculadora grafica, deve-se ter em atencdo os erros comuns
cometidos pelos alunos, tal como acontece na edicdo da expressao, em que se observam erros
relacionados, essencialmente, com a introducao do sinal negativo ou dos paréntesis (Consciéncia,
2014). Esta autora refere ainda que:

A representacdo grafica na calculadora estd associada a janela de visualizacdo

definida, pelo que os alunos necessitam desenvolver esquemas de enquadramento

que lhes permitam observar as carateristicas globais de determinada representacao

grafica, ou analisar partes da representacdo nos casos em que uma unica janela de

visualizacdo ndo permite observar o comportamento global do grafico da funcao. (p.
487)

A autora observou ainda que, apesar de se observar uma representacao grafica aceitavel,
o0s alunos, usualmente, nao recorrem a alteracdes da janela de modo a conseguirem interpretar
melhor a representacdo grafica na vizinhanca de algum ponto relevante, o que pode levar a
interpretacdes incorretas da representacdo grafica. Analogamente, Hodges e Kissane (1994,
citado por Silva & Seixas, 2010) referem que uma das dificuldades sentidas pelos alunos foi a
escolha de uma janela de visualizacdo adequada. A este respeito, num estudo de Rocha (2000,
citado por Magalhaes,2010) afirma-se que “a calculadora grafica deve ser utilizada como um
instrumento que desenvolva nos alunos a capacidade de refletirem, sendo criticos relativamente
aos resultados obtidos no seu visor” (p.219). Consciéncia (2014) acrescenta ainda que alunos
recorrem a calculadora grafica nao sé para representar graficamente uma funcao ou analisar a
situacao a partir da representacédo grafica da funcéo, mas também para confirmar graficamente
0s resultados obtidos na resolucao analitica da equacédo e para resolverem situacdes em que a
resolucao analitica seria impraticavel. Finalmente, Silva e Seixas (2010) observaram ainda que os

alunos sentiram dificuldades na interpretacao dos resultados apresentados pela calculadora.



Apesar de se defender a utilizacdo das novas tecnologias, isso ndo deve ser entendido como
0 abandono da abordagem analitica, antes deve ser vista numa perspetiva de complementaridade.
Por exemplo, a calculadora grafica apresenta muitas limitacées no estudo do infinito, calculo de
valores exatos e representacao grafica. Focando-se nas limitacdes das tecnologias, Zbiek (1995)
argumenta que a perfeicdo da matematica apenas pode ser atingida através de métodos analiticos.
Assim, tal como referem Finney, Tomas, Demana e Waits (1994), coautores do livro Calculus,
devemos recorrer as novas tecnologias e aos métodos analiticos no ensino da matematica numa
perspetiva de complementaridade. Segundo Fernandes e Vaz (1998), “As tecnologias em geral, e
as calculadoras em particular, tém limitacbes que quando ndo consideradas podem estar na
origem da aprendizagem de ideias erradas” (p. 54), o que também ¢é salientado por Burril et al.
(2002, citado por Silva & Seixas, 2010).

No programa de Matematica A (2002) é defendida uma abordagem intuitiva ao estudo de
funcdes fracionarias usando a calculadora grafica. Segundo Fernandes e Soares (2003), parece
adequado, em temos didaticos, centrar o uso da calculadora no professor, acompanhada de uma
forte interacdo com os alunos e sem esquecer a escrita simbolica, pois a calculadora ¢ muito
limitada nesse aspeto. Também devemos promover o calculo mental ou com papel e lapis de
forma a desenvolver mais essa capacidade dos alunos (p. 2).

Um estudo feito por Tynan e Asp (1998), numa turma do 9.° ano, envolvendo o estudo de
funcdes lineares, os alunos que tiveram acesso a calculadora tiveram mais sucesso do que aqueles
que ndo tiveram acesso. De modo semelhante, no estudo realizado por Hembree e Dessart (1986),
a partir de 79 relatorios de investigacao relacionados com a utilizacao de calculadoras no ensino
de matematica, em comparacdo com o grupo que nao teve acesso a calculadora, verificou-se que
0 grupo que usou calculadora obteve melhores resultados, tanto no calculo como na resolucao de
problemas. Os alunos que usaram calculadora revelaram ainda uma atitude mais positiva em
relacdo a matematica.

A calculadora deve ser usada pelos alunos, nao para efetuar calculos simples, mas sim para
facilitar a resolucao de tarefas mais complexas. De entre as diferentes formas de integrar a
calculadora no ensino da matematica, Fernandes e Vaz (1998) advogam trés estratégias:

(1) comecar por resolver um exercicio ou problema com papel e lapis e, seguidamente,
utilizar a calculadora para verificar a resolucao; (2) comecar por resolver um exercicio ou problema

com a calculadora e, depois confirmar ou completa-lo com papel e lapis e (3) resolver um exercicio
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ou problema apenas com a calculadora, pois a sua resolucao por outros meios & impraticavel ou
mesmo impossivel (p. 46).

Hembree e Dessart (1992) e o NCTM (1991) defendem que a calculadora, tal como o
manual escolar, deve ser um instrumento sempre disponivel para uso do aluno, seja na escola ou
noutro lugar. Em consequéncia, contraria-se a ideia do uso esporadico das calculadoras, o que
era frequente devido ao reduzido nimero de calculadoras disponiveis nos primeiros tempos da
sua integracao no ensino da matematica.

Em relacdo a metodologia de trabalho, no estudo realizado por Fernandes, Almeida, Viseu
e Rodrigues (1999), em que os alunos trabalharam em pares e/ou grupos, verificou-se que quando
os alunos usaram calculadoras, as interacdes foram mais frequentes em relacdo a aspetos
técnicos da calculadora. Adicionalmente, o estudo realizado por Ellington (2003) mostrou que os
alunos beneficiaram mais quando as calculadoras desempenharam um papel pedagogico na sala
de aula, observando-se ainda que obtiveram melhores resultados na resolucao de problemas e 0s
seus skifls nao foram prejudicados. Por Ultimo, em jeito de recomendacao, este autor advoga que

o tempo de utilizacao da calculadora deve de aumentar com o nivel de escolaridade.
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CAPITULO 3

ENQUADRAMENTO CONTEXTUAL

Neste capitulo esta descrito o contexto onde foi realizado o projeto de intervencao
pedagobgica, dando-se a conhecer a escola, a turma, os objetivos do estudo e as estratégias de

intervencao e avaliacao da acao.

3.1. AEscola

O Agrupamento de Escolas Sa de Miranda foi constituido em abril de 2013 e resultou da
agregacao da Escola Sa de Miranda com as escolas EB 2,3 de Palmeira e por um conjunto de
escolas do Primeiro Ciclo do Ensino Basico e Educacao Pré-escolar das freguesias Dume, Adaufe,
Crespos, Pousada, Santa Lucrécia de Algeriz e Navarra.

A Escola Sa de Miranda, outrora Liceu de Braga, foi criado por Passos Manuel a 17 de
novembro de 1836 e situa-se na zona norte da cidade de Braga. Ao longo dos seus 178 anos de
existéncia, acumulou um vasto espolio de material didatico e mobiliario, que se encontra, em
parte, exposto no museu da escola e na biblioteca. Esta escola possui ainda um teatro e uma
quinta.

No interior existem espacos dedicados aos professores, tais como uma sala de convivio,
uma sala de trabalho, uma sala destinada aos diretores de turma e uma sala para os cursos
profissionais. Relativamente aos espacos dedicados aos alunos, existe uma sala de estudo, situada
no Saldo Nobre da escola, que é usada quando nao é atribuida uma sala a turma para esse
proposito. A escola tem também a preocupacdo de facultar aos alunos apoio ao estudo nas
disciplinas a que vao ter exame, pois ha muitos alunos que nao tém possibilidade para pagarem
explicacoes. Além disso, estao a disposicao dos alunos diversos espacos de convivio dentro da
escola. Por ultimo, existem espacos para o atendimento aos encarregados de educacao, entre
outros servicos.

A Escola Sa de Miranda tem em conta a diversidade de estatutos sociais e econémicos de
origem dos seus alunos, e oferece um apoio diversificado e uma oferta educativa variada. Nesta
escola podemos encontrar, essencialmente, um ensino secundario regular, mas também cursos
profissionais e algumas turmas do 3.° ciclo do ensino basico.

A escola procura ainda promover nos alunos alguns valores como o respeito pelos outros,
0 espirito de solidariedade, o0 humanismo e a convivéncia democratica. Nao existem casos graves

de violéncia e observa-se um bom relacionamento entre todos os membros da comunidade
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escolar, com respeito e atencao pelos direitos e deveres mutuos. Na avaliacao externa da escola,
declara-se que “Os alunos gostam da escola e os pais consideram que é uma escola segura que
promove uma educacao adequada” (Inspecao Geral de Educacao, 2010, p. 3).

E uma escola heterogénea que pretende incutir nos seus alunos o respeito pelo outro, tanto
a nivel de religiao, como de género e estrato social, que “Devera nortear-se pelos principios de
respeito pelo outro, pela aceitacdo da diferenca, da opinido, pela abertura, pela cooperacao, pela
tolerancia e pelos principios democraticos” (Escola Secundaria Sa Miranda, 2010/2013).

A escola elegeu como prioridades a formacao para a cidadania, o sucesso dos alunos, a
melhoria do acompanhamento dos alunos e o complemento das aprendizagens, tendo para isso
criado aulas de apoio dadas por professores das diferentes disciplinas.

A escola foi objeto de uma profunda remodelacédo, que ficou concluida em 2011, através
do programa ministerial de Requalificacdo das Escolas.

Todas as salas estao equipadas com um computador, um quadro interativo e um projetor.
Recorrendo a plataforma INOVAR, os professores podem disponibilizar aos seus alunos fichas com
exercicios e fichas de avaliacdo, entre outros materiais. Para além desta plataforma, o
agrupamento, na qual a escola se insere, tem uma pagina na internet
(http://www.aesamiranda.pt), na qual se pode encontrar muita informacao sobre a escola, sobre
o que oferece e outras informacdes importantes para os alunos, tais como os horarios, um blog,
um webmail e um clube de robdtica.

Para além das tecnologias informaticas, existe também um vasto espdlio documental em

um Arquivo, livros na biblioteca e material didatico.

3.2. Aturma

A intervencdo pedagogica foi realizada numa turma do 11.° ano do curso Cientifico-
Humanistico de Ciéncias e Tecnologias, da Escola Secundaria Sa de Miranda. Esta turma era
constituida por 28 alunos, dos quais 4 nao frequentaram a disciplina de Matematica, pois 3 eram
alunos com Necessidades Educativas Especiais e um tinha concluido ja a disciplina de
Matematica, encontrando-se a repetir o 11.° ano. Assim, a turma dos alunos que frequentaram a
disciplina de Matematica era constituida por 24 alunos (A, A,, ..., Ax), dos quais metade era do
sexo masculino e a outra metade era do sexo feminino, com idades compreendidas entre os 16 e
0s 18 anos e uma média de aproximadamente 16 anos. Nesta turma existiam 6 alunos que

estavam a repetir o 11.° ano.
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Da analise feita ao questionario entregue no inicio do ano letivo, verificou-se que 5 alunos
revelavam ter dificuldades na disciplina de matematica, sendo que um desses alunos vinha com
uma classificacao de 9 valores do 10.° ano. Ja 13 alunos frequentaram o apoio no ano anterior e
3 frequentavam um centro de estudo, sendo que o tempo que estudavam para a disciplina era
maioritariamente de 1h a 2h por semana.

Segundo os alunos, a matematica é importante, pois “esta presente em tudo” (Al), “é a
base para todas as disciplinas” (A2), “é importante para qualquer curso que siga” (A3) e “ajuda
no dia-a-dia” (A7), mas também ha quem acha que a matematica ¢ importante “se precisar no
futuro” (A20).

Todos os alunos tém acesso a internet em casa, usando essencialmente esses instrumentos
para entretenimento, pesquisa e comunicacao. A maioria dos alunos desta turma admite ter
dificuldades na disciplina de Matematica, mas n&o & a disciplina de que menos gostam de estudar.

Relativamente aos seus futuros planos, todos tencionam frequentar um curso superior, na
area de psicologia, saude, desporto e engenharia.

Na primeira reunido de conselho de turma, as informacdes dadas acerca da turma foi de
que se tratava de uma turma de alunos distraidos, que conviviam muito nas aulas, e por isso
demoravam muito tempo a resolver as tarefas. Estes alunos pareciam nao ter muita ambicéo,
tinham pouco habito de tirar apontamentos e tinham falta de iniciativa, autonomia e motivacéo.
Alguns alunos frequentavam explicacdes, donde pensarem que sabiam tudo, embora na realidade
ndo percebessem o porqué de se resolver uma dada tarefa daquela forma, nao deixando os outros
alunos aprenderem.

Ao longo das aulas apercebi-me que os alunos ndo eram participativos, pelo que eu fui
tentando contornar a situacao interrogando-os o mais possivel de forma a guia-los. Alguns alunos
eram muito trabalhadores, mas a maioria deles ndo sabia como estudar matematica. Todavia,
com a cooperacao das minhas colegas de estagio e da professora cooperante, fomos indicando
métodos de trabalho diferentes que poderiam seguir.

Relativamente a organizacdo das atividades em sala de aula, os alunos formavam,
espontaneamente, sempre 0s mesmos grupos, sendo que alguns preferiam trabalhar
individualmente. Talvez por estarem habituados a esses grupos de trabalho, isso facilitava a
discussao entre eles aquando da resolucéo das tarefas.

A seguir, na Tabela 1, pode observar-se o desempenho dos alunos na disciplina de

Matematica ao longo dos trés periodos letivos.
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Tabela 1 — Desempenho da turma na disciplina de Matematica ao longo ano letivo

1.° periodo 2.° periodo 3.° periodo
Média 9,7 10,3 11
Desvio padrao 2,2 2,3 2,6
Média negativas 8,2 7,6 7
Média positivas 11,9 11,5 11,9

Pela Tabela 1 verifica-se que a média das classificaces dos alunos a Matematica aumentou
do 1.° para 0 2.° periodo e do 2.° periodo para o 3.° periodo. Este aumento é acompanhado pela
diminuicao da média das classificacdes negativas ao longo dos periodos, enquanto a média das

classificacOes positivas comeca por diminuir e aumenta de seguida.

3.3. Plano geral de intervencao

No estudo da tematica do presente relatdrio, concretamente as abordagens analitica e
grafica na resolucao de equacdes e inequacodes fracionaria por alunos do 11.° ano, estabeleceram-
se 0s trés seguintes objetivos:

1. Estabelecer uma abordagem analitica e grafica para o ensino de equacdes e inequacoes
fracionarias;

2. Estudar as dificuldades dos alunos na resolucao de equacdes e inequacdes através das
abordagens analitica e grafica;

3. Avaliar a aprendizagem dos alunos na resolucao de equacoes e inequacdes fracionarias.

A concretizacao deste projeto teve por base a elaboracdo de um teste diagnostico, a
implementacao de uma intervencao pedagdgica ao longo de 6 aulas, uma questao aula e no final
foram propostos alguns exercicios na ficha de avaliacdo sumativa. Com as questdes aula
pretendeu-se identificar e avaliar as abordagens analiticas e graficas usadas pelos alunos, com o
intuito de comparar os resultados obtidos e concluir qual das abordagens permite uma
compreensao mais aprofundada dos respetivos conteudos.

Nas tarefas exploradas nas aulas da intervencao pedagogica teve-se em conta os seguintes
momentos: primeiro momento — apresentacao da tarefa, onde cada aluno teve de a interpretar
individualmente; segundo momento — exploracéo da tarefa, em que os alunos resolveram as
tarefas e o professor foi circulando pela sala de aula, tirando duvidas esporadicas que nao
comprometiam os objetivos do estudo; terceiro momento — discussao e sintese dos resultados
obtidos, em que os alunos, no grupo-turma, partilharam e discutiram as suas estratégias de

resolucdo, bem como a institucionalizacdo do conhecimento matematico (este terceiro momento
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foi realizado numa outra aula, depois de terem sido entregues as producdes dos alunos
previamente corrigidas).

Finalmente, a ficha de avaliacdo sumativa foi realizada individualmente, para verificar em
que medida os alunos aprenderam os contetdos abordados e o tipo de abordagens (analitica e
grafica) por eles usadas na resolucdo das tarefas da ficha.

No Quadro 1 indicam-se os diferentes procedimentos de recolha de dados que foram usados

no estudo dos diferentes objetivos de investigacao.

Tabela 2 — Tipo de procedimento de recolha de dados segundo os objetivos da investigacao

. . Observacoes das Gravacgoes Producdes dos  Ficha de
Objetivos Observacoes A AR L
colegas de estagio audiovisuais alunos avaliacéo
1 v v v
v v v v
v
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CAPITULO 4
INTERVENGCAO PEDAGOGICA

O Capitulo 4 deste relatorio, denominado de Intervencao Pedagogica, esta dividido em trés
subcapitulos: Avaliacao Diagnodstica, Ensino de equacoes e inequacoes fracionarias e Avaliacao
das Aprendizagens. Neste capitulo sao aprofundadas questdes relativas a minha intervencao
pedagogica, e tendo em conta que nao € possivel aprofundar todos os pormenores, foi feita uma
selecao rigorosa dos elementos mais importantes que deveriam estar presentes neste relatorio. A
escolha dos elementos da intervencao foi feita tendo em vista os objetivos propostos para a minha

intervencao.

4.1. Avaliacao diagnéstica

A analise realizada esta dividida em trés partes: na primeira parte trata da resolucao
analitica de equacdes (questdes 1 e 3); na segunda, da resolucao analitica de inequacdes (questao
2) e, por ultimo, na terceira da resolucao grafica de equacdes e inequacdes (questdes 4 e 5). Em
cada uma das partes, apresenta-se uma tabela, onde se encontram as percentagens de respostas
corretas, parcialmente corretas, incorretas e ininteligiveis nas diferentes questdes, incluindo-se
também as nao respostas. Por fim, referem-se o0s erros e estratégias usadas pelos alunos.

Em todos os itensla), 1b), 1c), 2a), 2b), 3, 4 e 5 considerou-se como resposta correta
aquela em que os alunos chegaram ao resultado pretendido, mesmo que nao tenham indicado o
conjunto solucéo; considerou-se como reposta parcialmente correta, a resposta em que o aluno
comecou a resolver a questdo, mas interrompeu o processo sem o completar; como resposta
ininteligivel aquela em que nao se percebia qual era o raciocinio do aluno; e, finalmente, nas nao

respostas incluiram-se os alunos que nao responderam ao item.

4.1.1. Resolucao analitica de equacoes

Questao 1. Resolve, em IR, cada uma das equacdes seguintes e escreve, em extensao, o
respetivo conjunto de solucao:

a)3(2x —5) = g; b) x? = x; c) (z+2)? =4
Questao 3. Escreve uma expressdo matematica que traduz o seguinte problema e ndo o
resolvas:

O José pensou num numero, multiplicou-o por 7 e ao resultado obtido adicionou-lhe 13
unidades. No final obteve 0 nimero 790. Em que nimero pensou o José?
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Na questdo 1, o objetivo era resolver analiticamente as trés equacdes, apresentando
corretamente o conjunto solucdo; enquanto na questao trés, o objetivo era traduzir o problema da
linguagem corrente para linguagem simbodlica.

Na Tabela 1 podem-se observar as percentagens dos tipos de respostas dadas pelos alunos

nos itens 1a), 1b), 1c) e 3, bem como de nao respostas.

Tabela 3 — Percentagens dos tipos de resposta nos itens 1a), 1b), 1c) e 3

Tipo de resposta

ftens Correta Parcialmente correta  Incorreta  Ininteligivel Nao respondeu
la) 48 13 39 0 0
1b) 30 9 52 0 9
lc) 39 9 39 9 4
3 83 4 4 0 9

No item 1a), nas resolucdes consideradas como corretas, 5 alunos ndo indicaram o
conjunto de solucdo. Em relacdo aos erros cometidos, observou-se que 3 alunos reduziram mal
ao mesmo denominador, como se pode observar na Figura 1, e 1 aluno aplicou mal a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacao a adicdo e comutativa da multiplicacao. Pode observar-se

ainda que nenhum aluno deixou de responder a esta alinea.

a) 3(2x-5) :% o

D Cx —¢5 =X D
2

G Cx-X - ¢5 D
& &
(=25

G @x- X =g
(=) = (5

) %7 5 R: 0 com‘ijJ‘O & Acfogoc < ‘5’;%
«

Figura 1. Resolucao do item 1a) pelo aluno Al4.

No item 1b), nas respostas corretas, um dos alunos nao indicou o conjunto de solucao.
Ainda relativamente as respostas corretas, 2 alunos usaram a férmula resolvente para resolver a
equacao e 4 alunos decompuseram o polindmio em fatores para aplicar a lei do anulamento do
produto. Nas respostas incorretas pudemos observar que a maior dificuldade é isolar a variavel (8

alunos), o erro de transposicao (1 aluno), a substituicao da variavel por valores (2 alunos), o erro
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na decomposicdo do polindmio em fatores (1 aluno) e ainda a omissao de uma solucao (2 alunos),

como exemplifica a Figura 2. Observou-se ainda que 3 alunos ndo responderam a questao.

b) X2=X G Ve S e, GRS VR - T (O 1" o e Rt
Figura 2. Resolucao do item 1b) pelo aluno A22.

No item 1c), 9 alunos responderam corretamente, mas 3 nao indicaram o conjunto de
solucao. Nas respostas corretas pode ainda observar-se que 5 alunos decompuseram o polindmio
em fatores e 4 alunos usaram a férmula resolvente para resolver a equacdo. Em relacao aos erros
cometidos, 1 aluno cometeu um erro de célculo numa diferenca e um outro aluno nao conseguiu

isolar a variavel, como podemos observar na Figura 3.

©) FHF =4 ® Comuds & 3&@5:1@1
= 22} 2.2+ 424w

=) 22t Yz - Lot
= 22‘} bz =0 @)
() 22 42 =0 =
@®e2=0w
e z2=0 1
Figura 3. Resolucao do item 1c) pelo aluno A5.
Ainda, 4 alunos aplicaram mal o quadrado do bindmio, 3 alunos cometeram o erro da
transposicdo, um aluno decompdés mal o polinémio em fatores e, por ultimo, um dos alunos omitiu
uma das solucdes, como se pode observar da Figura 4.

) A=t o Fera)® =G

& E+R =
&S ' =O

CS = {og

Figura 4. Resolucéo do item 1c) pelo aluno A23.

Na questdao 3, 19 alunos responderam corretamente a questdo, apesar de nao terem
indicado que a incognita da equacao era 0 numero em que o José pensou. Um outro aluno
respondeu de forma correta, tendo o aluno separado a equacao pretendida em duas equacdes,
como podemos observar na Figura 5.

X - nieere @ QR RIS

X x?=4 Vo vessrods entede @ (X F

vz =P
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Figura 5. Resolucao da questao 3 pelo aluno Al6.

Para além de nao ser claro o significado da letra y, deve notar-se que a consideracdo do
sistema das duas equacoes lineares permite resolver corretamente a questdo colocada, o que o

aluno nao referiu, talvez porque tenha ndo se tenha apercebido disso.

4.1.2. Resolucao analitica de inequacdes

Questao 2. Resolve, em IR, cada uma das seguintes inequac0es, indicando o respetivo
conjunto solucao sob a forma de intervalo de nimeros reais:

a)-2y +3<7 b)3-—2>1.

Na questao 2, o objetivo era resolver analiticamente as duas inequacoes apresentadas.
Na Tabela 2 podem-se observar as percentagens dos diferentes tipos de respostas dadas

pelos alunos nos itens 2a) e 2b), bem como das nao respostas.

Tabela 4 — Percentagens dos tipos de resposta nos itens 2a) e 2b)

Tipo de Reposta

ltens Correta Parcialmente correta Incorreto Nao respondeu
2a) 26 4 65 4
2b) 4 9 83 4

Na questao 2a) 6 alunos responderam corretamente a questao, dos quais 3 nao indicaram
0 respetivo conjunto de solucéo. Dos 15 alunos que responderam incorretamente a questao, 13
cometeram o erro da propriedade da monotonia parcial da multiplicacdo em R, como podemos
observar na Figura 6, e outros 2 cometeram o erro de representacdo dos intervalos respetivos, tal
como podemos observar na Figura 7. Por ultimo, pode ainda observar-se que apenas um aluno

nao respondeu a questao.

a) —2y+3<7
® -2y+3F -3 coO
e -3dYy-Yeo
® -~y ¢y

=) | 9
(€ y £ ==
® Ye-ga

Figura 6. Resolucdo do item 2a) pelo aluno Al.
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Figura 7. Resolucao do item 2a) pelo aluno A2.

No item 2b) pode observar-se que apenas um aluno respondeu corretamente a pergunta,
nao apresentando o respetivo conjunto solucao. Dos alunos com resposta incorreta, 14 cometeram
um erro de sinal, como se pode observar na Figura 8, 2 alunos reduziram mal ao mesmo
denominador, outros 2 alunos cometeram o erro da propriedade da monotonia parcial da

multiplicacdo em /R e outro considerou uma equacao em vez da inequacdo dada.

e
ey = 1’2Y>/5L=) : | i ,
=) = 27)/ 20 A Coj)or\\o X SR * 1-00; %‘l
e - B
Gy S _g_

Figura 8. Resolucao do item 2b) pelo aluno Ab.

4.1.3. Resolucao grafica de equacdes e inequacoes

PARTE Il
Usa a calculadora grafica para responderes as questdes desta parte do teste.
Na resposta deves:
- transcrever para a tua folha de papel o(s) grafico(s) necessarios para responder a pergunta,
devidamente identificados e assinalando os eixos do referencial utilizado;
- descrever o processo utilizado para obter a resposta;
- assinalar a solucédo ou solucdes no(s) grafico(s) reproduzidos anteriormente;
- apresentar a resposta
Questao 4. Resolve, com recurso a calculadora grafica e seguindo os procedimentos
anteriores definidos, a equacdo 2x —1=3. Na tua resposta apresenta o ecra da
calculadora, a janela de visualizacao e indica a solucao da equacao.

Questao 5. Resolve, com recurso a calculadora grafica e seguindo os procedimentos
anteriores definidos, a inequacao x2 > 6. Apresenta o conjunto solucéo sob a forma de
intervalos de numeros reais. Na tua resposta apresenta o ecra da calculadora e a janela de
visualizacao.
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Nas questdes 4 e 5, o objetivo era resolver graficamente a equacao e a inequacdo dadas,
com o suporte da calculadora grafica, em que o aluno, para além de ter de apresentar a resposta,
também tinha de apresentar a respetiva janela de visualizacao, assim como a equacao usada e o
esboco do gréafico.

Na Tabela 3 podem-se observar as percentagens de respostas dadas pelos alunos, nas

questdes 4 e 5, bem como das nao respostas.

Tabela 5 — Percentagem dos tipos de respostas obtidas nas questdes 4 e 5

Tipo de Reposta

Questao Correta Parcialmente correta Incorreta Nao respondeu
4 22 9 52 17
5 0 13 17 70

Nestas questoes, para além do que que é referido no inicio do capitulo, considerou-se como
resposta correta aquela em que os alunos apresentaram o esboco correto do grafico, assim como
a respetiva janela de visualizacdo e o conjunto solucdao; como parcialmente correta, a resposta
com o eshoco do grafico incompleto (devido a janela de visualizacdo) ou que ndo apresentavam o
conjunto de solucao; como resposta incorreta considerou-se a resposta com um esboco do grafico
incorreto, um conjunto solucao incorreto ou uma equacao incorreta.

Como se pode observar na Tabela, muitos alunos ndo responderam a estas questdes, o que
talvez se deva a que eles ndo sabem como usar as capacidades graficas da calculadora para
resolver este tipo de questoes.

Na questéo 4, nas 5 respostas consideradas corretas, os alunos indicaram corretamente o
conjunto solucao, indicaram a janela de visualizacao e 2 alunos recorreram ainda a resolucao
analitica da equacao. Nas respostas parcialmente corretas, 2 alunos fizeram um esboco correto
do grafico, mas nao indicaram os pontos importantes, nem a solucdo da equacdo. Numa das
resolucbes que considerei parcialmente correta, um aluno recorreu a resolucdo analitica da
equacao, apresentando um esboco do grafico correto, mas acrescentou que “Quando y € 0 0 x
€ 2, logo a reta ira passar pelo ponto A(2,0)"” (A13), o que revela que o aluno ndo percebeu bem
0 que se pretende com a resolucao grafica da equacado, como podemos observar na Figura 9. Nas
respostas incorretas, 7 alunos resolveram analiticamente a equacao, 3 deles desenharam a reta
de equacdo x = 2 e outro a reta de equacao x = 0, tendo cometido um erro de calculo aquando
da resolucao analitica da equacao, e 2 desenharam a reta de equacéo y = 2. Um aluno néo fez
0 esboco correto da reta, ndao chegando a nenhuma resposta. E ainda dentro das respostas
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incorretas, um aluno cometeu um erro de transposicao quando estava a calcular a expressao que
ia inserir na calculadora, obtendo assim um grafico incorreto. Pode ainda observar-se que 4 alunos

nao responderam a questao.

ue visualizacao e indica a solucao da equagao.

‘ o
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Figura 9. Resolucao da questao 4 pelo aluno Al13.

Na questdo 5, podemos observar, através da Tabela 3, que nenhum aluno respondeu
corretamente a questdo. Nas 3 respostas parcialmente corretas, um dos alunos, fez o esboco
correto do grafico, mas apenas considerou parte dele, tendo obtido um conjunto solucao
incompleto, e os outros dois, devido a janela de visualizacao usada, s6 puderam visualizar parte

do grafico, chegando também a uma resposta incompleta, como mostra a Figura 10.

\,‘ \ x* 7)/ é 2’

-

@'53—00,0:} 3

Figura 10. Resolucao da questao 5 pelo aluno A10.

Nas 4 respostas incorretas, dois dos alunos resolveram incorretamente a inequacao,
analiticamente, chegando assim a uma conclusao incorreta e a um grafico incorreto, como se

pode observar na Figura 11.
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Figura 11. Resolucao da questao 5 pelo aluno A5.

Dos dois restantes alunos, um fez o esboco incorreto do grafico e outro, apesar de ter um
esbhoco correto do grafico, indicou um conjunto de solucdo incorreto. Por fim, salienta-se ainda

que 16 alunos ndo responderam a esta questdo
4.2. Ensino de equacoes e inequacdes fracionarias

Neste subcapitulo sera feita uma analise das aulas lecionadas ao longo da intervencao
pedagogica. A intervencdo foi feita ao longo de 6 blocos de 90 minutos cada, nos quais foi
lecionado o tema “Operacdes com funcdes racionais. Equacdes e inequacdes fracionarias”,
incluido no programa de 11.° ano de Matematica A, de 2002. Na Tabela 6 sao apresentadas as

aulas lecionadas e os contetidos abordados em cada uma delas.

Tabela 6 — Planificacdo da intervencéo do projeto

Data Conteiidos abordados.

21 Janeiro Teste diagnostico. Revisoes.

4 Fevereiro Exercicios sobre equacdes fracionarias. Utilizacao da calculadora
grafica.

11 Fevereiro Inequacdes fracionarias. Utilizacao da calculadora gréfica.

15 Fevereiro Exercicios sobre a matéria dada na aula anterior. Aplicacao do estudo

das funcdes racionais (e em particular de equacdes e inequacoes) a
situacdes concretas. Utilizacdo da calculadora gréafica.

17 Fevereiro Aula pratica. Questao aula.

29 Fevereiro Teste de avaliacao.

Das 6 aulas lecionadas, 4 serdo analisadas neste subcapitulo, pois a aula referente ao teste
diagndstico foi analisada na primeira seccao deste capitulo e as referentes a questdo aula (parte

dessa aula) e ao teste de avaliacdo serdo analisadas nos subcapitulos seguintes.
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4.2.1. Resolucao analitica e grafica de equacoes fracionarias

Para iniciar o estudo das equacdes fracionarias, foi previamente abordada a resolucao de
equacoes simples, passando depois para a resolucao de equacdes fracionarias. No decorrer das
aulas, foram feitas perguntas diretas aos alunos tendo em vista que eles ultrapassassem as
dificuldades encontradas no teste diagnostico e no decorrer da observacao das aulas.

Por decisdo minha e da orientadora foi estabelecido ndo mandar nenhum aluno ao quadro
na primeira aula, devido ao tempo e as dificuldades dos alunos, tendo sido eu a escrever as
resolucdes das tarefas no quadro.

A analise seguinte foi feita tarefa a tarefa para perceber melhor o desenvolvimento dos
alunos, sendo que nao foram apenas selecionadas aquelas onde houve mais interacdo entre os

alunos e a professora. Para tal, foram apresentadas as seguintes tarefas aos alunos:

Tarefa 1. Resolva as seguintes equacoes:
2x—6
3

a)
b) 2x—6 — 0;

xX—2

:4;

x%2-5x+6

c)

d)

0;

x=2
—-2x 1
x2-9  x2+3x’

Como se pode observar, a tarefa foi iniciada pela resolucao de uma equacao simples, de

forma a introduzir, posteriormente uma equacao fracionaria.

a)

2x—6
3

=4

Professora: Como se resolve este tipo de equacdes?
A20: 1solamos o x.
A19: Passamos o 4 para o outro lado e reduzimos ao mesmo denominador.

Neste dialogo, podemos observar que o aluno 20 usa cegamente o método de transposicao

referido por Kieran (1992), ndo operando sobre a equacdo como um objeto matematico.
b)

A alinea b) foi abordada de forma a que os alunos percebessem a diferenca ou o que

2x—6
x—2

distingue as equacdes fracionarias das equacdes simples (Figura 12). Nesse sentido, foi enfatizado
que na resolucao de equacdes fracionarias temos de ter em atencdo o dominio da funcao.
Professora: Que equacao é esta?

A7 E uma equacao fracionaria.
Professora: E o que a distingue das equacdes que estamos habituados a resolver?
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A7: 0O x esta a dividir.

Professora: E ter o x no denominador vai interferir com alguma coisa?

Professora: Neste caso, temos de ter em atencao o dominio da funcéo, pois nem
todas as solucdes que encontramos podem pertencer ao dominio.

Figura 12. Reproducéo do caderno do aluno Al4.

x%-5x+6
xX—2

~
I
(@]

Figura 13. Reproducédo do caderno do aluno A22.

Nesta alinea foi feita uma sintese, com a colaboracao dos alunos, sobre os procedimentos
de resolucao de equacdes fracinarias, em teriam de calcular o dominio, passar todos os elementos
da equacdo para um dos membros, reduzir ao mesmo denominador, resolver a equacao e por
ultimo verificar se as solucdes obtidas pertenciam ao dominio. Também se pode constatar que foi
feita uma observacdo acerca da resolucdo de equacdes do segundo grau, onde se enfatiza que
ndo ¢ sempre necessario usar a formula resolvente para a resolucdo das mesmas, dando-se o

exemplo que um aluno referiu.
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Professora: Esta equacado do segundo grau é completa ou incompleta? E como a
podemos resolver?
A22:lcompleta. Aqui podemos pbr o x em evidéncia.

Esta observacao foi feita pois, no teste diagnostico, os alunos usavam sempre a fomula
resolvente, mesmo na equacdes do segundo grau imcompletas, o que conduzia frequentemente

a erros nos calculos.
d)

Agquando do calculo do dominio da equacéo, um aluno fez a seguinte pergunta:

—2x __ 1
x2-9  x2+43x

A19 Se é 0 ou —3 porque aparecem os dois na excecdo do dominio?
Professora. Porque ambos anulam o denominador.

Ao longo da exploracao desta tarefa, foi ainda feita uma revisao dos casos notaveis, tal como

se pode observara na Figura 14.

Figura 14. Reproducéo do caderno do aluno A22.

Tarefa 2. Na Figura 1 esta representada, num referencial 0.n. Oxy, parte da hipérbole que é o

grafico de uma fungéo f, de dominio R\{2}.

As retas de equacdo x = 2 e y = —1 s@o as assintotas do grafico da funcéo f.
A 1
\rs
ol | .
____________________ T X
Figura 1

Qual ¢ o valor de k, para o qual a equacao f(x) = k é impossivel?

(Teste intermédio, marco de 2013)
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Nesta tarefa os alunos tiveram duvidas se consideravam k = —1 ou k = 2. Assim, foi
entdo feita uma analise acerca das assintotas do grafico da funcdo, o que levou os alunos a

responderam corretamente. Seguidamente foi colocada a seguinte questao:

Professora; Existe alguma imagem cujo o objeto é 2?
AZ0. Nao. Sim.

Em seguida, a professora apontou para o grafico dando um exemplo de um objeto cuja a

imagem ¢é 2.

Professora. O que representa o f(x)?
Alunos: 0 y.

Professora. Entdo? Qual é o valor de k?
A3 —1

A20. Como assim?

Professora. O que representa o f(x)?

A20. y.

Professora. exatamente! Ou seja, a imagem. Entdo qual € a imagem que nao tem
objeto?

A20. Ha! O —1.

Aqui podemos observar a confunsao dos alunos com objetos e imagens.
Numa outra aula foi usada a seguinte ficha de trabalho, que foi previamente enviada para
os alunos. Em relacdo a essa aula, foi previsto que os alunos ndo saberiam como usar as

capacidades gréficas da calculadora para resolver este tipo de tarefas.

Tarefa 1. No referencial 0.n. Oxy da figura estdo representadas as fungdes f e g definidas por

=27

eg(x)=x
Os pontos A e B sdo pontos de intersecdo dos dois graficos, sendo A um ponto de ordenada

negatva, e C é o ponto de intersecdo do grafico de f com o eixo Ox.

f

\ 0

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2\ 0o 1 2 3 4 5 6 7
-1

-2

a) Localiza, nos gréficos das funcdes f e g, os pontos 4, B e C.
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b) Determina analiticamente as coordenadas dos pontos A, B e C.

¢) Utiliza a calculadora gréfica, para determinar os resultados obtidos na alinea anterior.

Neste caso, a tua resposta deve incluir uma composicao matematica que contenha:

e 2 expressao que traduz o problema;

e grafico ou graficos, devidamente assinalados, que permitem resolver o problema, bem como
a janela de visualizacao utilizada;

e assinalar no(s) grafico(s) o(s) ponto(s) que permitem responder ao problema;

e a solucédo do problema.

Tarefa 2. No referencial 0.n. Oxy da figura esta representado um triangulo [AOP].

-2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

O vértice P tem abcissa positiva e desloca-se ao longo do grafico f, funcéo definida por f(x) =

x+1

Simultaneamente, o ponto A desloca-se ao longo do semieixo positivo Ox de tal modo que a
abcissa de A excede a abcissa de P em duas unidades.

Designe por g a funcéo que a abcissa x do ponto P faz corresponder a area do tridngulo [AOP].

a) Mostre que g(x) = %.

b) Determine as coodenadas de A e P de forma a que a area do triangulo [AOP]seja igual a
21
—

b, ) Resolve esta alinea analiticamente.
b,) Com recurso a calculadora grafica.

Neste caso, apresenta a composicao como foi pedido no exercicio anterior.

Esta tarefa foi realizada, questionando repetidamente a turma, de forma a chegar-se a uma

conclusdo aceite por todos. As alineas foram resolvidas no quadro pelos alunos e discutidas na
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turma. Em termos dos objetivos das tarefas, pretendeu-se perceber se os alunos conseguem
resolver problemas envolvendo equacdes fracionarias e perceber quais as equacdes a usar.

Relativamente & alinea a), foi observado o seguinte dialogo:

Professora: Onde fica o ponto C?

A19:Na origem.

A8:No —2.

Professora: Onde fica o ponto C, A21?

AZI: Nao sei.

Professora; Entao |é o enunciado.

A21: C é o ponto de intersecao do grafico de f com o eixo Ox.

Professora. Entdo onde fica o ponto C? Onde é que o gréfico de f interseta o eixo
Ox?

A21:E no —2.

Neste dialogo podemos concluir que a dificuldade dos alunos em encontar a localizacao do
ponto C estd na ma interpretacao do grafico.

Para localizar os restantes dois pontos foi 0 aluno A8 ao quadro, tendo sido depois discutidas
na turma as suas respostas .

Na alinea b) foi usado o mesmo método de questionar os alunos acerca do método de
resolucao, tendo-se veridicado que usaram o método correto de resolucao, provavelmente
influenciados pela localizacdo do ponto na alinea a).

Professora. Como vamos determinar as coordenadas dos pontos?

AL lgualamos.

Professora. Igualamos o qué?

AL f(x) = g(x).

Professora: Portanto, a vossa colega esta a sugerir para igualar f(x) a g(x). Todos
concordam?

Alunos. Sim.

Professora: Esta expressdo vai servir para determinar que pontos?

Alunos. A e B. Os pontos de intersecao.

Ao longo da resolucdo analitica desta alinea foi enfatizado que a multiplicacdo de dois numeros
negativos da um numero positivo, pois foi um dos erros cometidos pelos alunos no teste
diagnostico.

Professora. Reparei aqui numa coisa que se esqueceram. Antes de comecar a

resolver este tipo de equacdes, o que é que temos de calcular?

Alunos. O dominio.

Professora:. Calcular o dominio.
A6 E obrigatorio?
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Professora. Sim, porque as solucdes podem ndo pertencer ao dominio. Imagina que
ao resolveres a equacao obtinhas trés solucdes e uma das solucdes nao pertencia ao
dominio. Como é que sabias quais eram a abcissas dos pontos A e B?

A8 Olhando para o gréfico.

Professora. Imagina que nao tinhas o grafico da funcdo. Nao saberias quais das
solucdes eram as abcissas dos pontos. Neste caso é importante saber o dominio para
eliminar uma solucao.

Figura 15. Reproducéo do caderno do aluno A20.

Podemos observar na Figura 15 que o aluno A20 nao calculou o dominio da funcéao.

A alinea c) foi resolvida em conjunto (na turma) de forma a que os alunos se entreajudassem
no uso da calculadora, isto é, de forma a saberem quais 0s comandos que deviam ser usados.
Assim, os alunos foram questionados sobre quais as funcdes a introduzir na calculadora e de que
formam conseguiam chegar ao resultado pretendido, isto €, as coordenadas dos pontos. Nesta
alinea ainda era pedido uma pequena composi¢cao matematica que mostrasse como chegaram ao

resultado.
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Figura 16. Reproducéo do caderno do aluno A21.

Como se pode observar na Figura 16, o aluno A21 fez uma composi¢cao matematica onde
constavam as funcdes introduzidas na calculadora, graficos das funcdes devidamente assinaladas,
assim como 0s pontos importantes para a resolucdo da tarefa, a estratégia usada e a janela de
visualizacao devidamente assinalada.

Ab5: Como faco uma composicao matematica?

Professora: Ora vamos ver o que diz o enunciado. Diz aqui “a expressdo que traduz

o problema”. Quais foram as expressdes introduzidas na calculadora?

x+2
Alunos: y; = — eY2=x.

Professora: Entao na resolucao temos de escrever isso mesmo. E depois vamos
seguir os passos indicados no enunciado e construindo a nossa composicao.

Ao longo da resolucao desta alinea também foi observado que os alunos tinham dificuldades
em introduzir corretamente as funcdes na calculadora e também nao sabiam como indicar a janela
de visualizacdo, como foi observado também no teste diagndstico.

A tarefa 2 foi iniciada discutindo a formula da area do tridngulo, pois g(x) é a expressao
que traduz a area do triangulo. Tendo em vista definir a base do tridngulo, questionaram-se os
alunos sobre as coordenadas dos pontos A e P, enfatizando a relacdo entre as suas abcissas,
obtendo-se assim a base o triangulo. Em seguida, os alunos foram questionados em relacdo a

ordenada do ponto P, sendo que esta corresponde a altura do triangulo.
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Professora. Como fazemos para calcular a ordenada do ponto P? Sabemos que ele
se desloca ao longo da funcdo f. Se a abcissa do ponto P é x, a que ¢ igual a
ordenada?
A7 f(x).

Professora. E, neste caso, a que € igual f(x)?
6
A7 —

x+1'
Assim, os alunos puderam concluir acerca da altura do triangulo e definir a equacao de

g(x).

Relativamente a alinea b,), os alunos conseguiram concluir que para calcular as

coordenadas dos pontos A e P tinham de resolver a equacdo g(x) = %, obtendo, assim, as

abcissas dos pontos. De seguida, faltando calcular a ordenada do ponto P, pois ja tinham
concluido que a ordenada do ponto A era 0,recorreram a fungéo f (x) para calcularem a ordenada
do ponto P. No calculo da abcissa do ponto P foi abordada a regra do pneu de forma a recordarem
essa mesma regra, pois foi necessario aplicar essa regra.

A abordagem da alinea b,) foi idéntica a adotada na tarefa 1c) da questdo anterior, em

termos de processos de resolucdo na calculadora. Para tal, os alunos consideraram a funcéo g(x)

- 21 . . . »
e a funcdo constante < © determinaram as coordenadas do ponto de intersecado dos graficos

correspondentes. Deste modo, os alunos associaram, erradamente, as coordenadas dos pontos
obtidos na calculadora as coordenadas dos pontos pretendidos, pois g(x) é a funcéo que define
a area do triangulo e nao a funcéo esbocada no enunciado. Assim, perante esta dificuldades, foi

necessario esclarecer os alunos do seu erro e calcular novamente a ordenada do ponto P.

4.2.1. Resolucao analitica e grafica de inequacoes fracionarias

Para iniciar o estudo das inequacoes fracionarias, foi previamente abordada a resolucao de
inequacdes simples, usando um exemplo do teste diagnostico, passando-se depois para a
resolucado das equacdes fracionarias. Nesta abordagem comecou-se por usar processos analiticos
e, seguidamente, processos graficos. Adicionalmente, no decorrer das aulas, foram colocadas
questdes diretas, tendo em vista que os alunos ultrapassassem as dificuldades encontradas no
teste diagnostico e no decorrer da observacao das aulas.

Analise seguinte foi feita tarefa a tarefa para perceber melhor as dificuldades e as estratégias
adotadas pelos alunos.

Inicialmente, foi apresentada a seguinte tarefa aos alunos:
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. . ~ 1-2x . .
Tarefa 1. Considere a inequacdo 3 — — = 1, resolva-a e escreva o respetivo conjunto de

solucéo sob a forma de intervalos de numeros reais:

1. Por processos analiticos;

2. Com recurso a calculadora grafica, confirme o resultado anteriormente obtido. Para tal,
apresente um esboco do(s) grafico(s) adequados a resolucao do problema, incluindo as

assintotas.

Na exploracdo da tarefa 1a) verificou-se o seguinte dialogo:

Professora: Primeiro, 0 que tenho de fazer para resolver esta inequacao?

Alunos: Reduzir tudo ao mesmo denominador.

Professora: Depois de reduzir ao mesmo denominador...

Professora: E agora?

Alunos. Cortam-se os 3.

Professora: Os denominadores.

Nesta tarefa também foi salientado que o sinal menos antes do traco fracao vai alterar os
sinais do numerador da fracdo, depois de se eliminarem os denominadores, o que se deveu ao
fato de muitos alunos terem errado no calculo dos sinais nesta tarefa. Os alunos também foram

questionados em relacao ao sinal de desigualdade quando a incdgnita tinha o sinal negativo (Figura

17).

Figura 17. Reproducéo do caderno do aluno A10.

A alinea b) foi abordada fazendo uma comparacao com a resolucao grafica de equacoes.
1-2x
3

Assim, os alunos concluiram que tinham de introduzir as equagdes y; = 3 — e y,=1,

calcular a intersecdo dos graficos e fazer uma composicdo matematica onde teriam de constar as
expressdes usadas, o grafico ou graficos, devidamente assinalados, bem como a janela de
visualizacao utilizada, o ponto de intersecao dos graficos, a estratégia usada e o conjunto solucéo
do problema.

Ainda sobre a resolucao grafica, os alunos questionaram se podiam passar tudo para o
primeiro membro e ter apenas uma equacao, ao que a professora respondeu que podiam,
ressalvando que seriam contas desnecessarias pois 0 objetivo era resolver a inequacao apenas

graficamente, sendo, por isso, desnecessario efetuar calculos. No caso em que os alunos
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obtiveram apenas uma equacao, eles concluiram que teriam de calcular os zeros e ver onde é que
a funcdo tomava valores superiores ou iguais a zero.

Os alunos também questionaram se na calculadora ndo dava para alterar o sinal de
igualdade pelo sinal de desigualdade, ao qual a professora respondeu que era uma outra possivel
forma de resolucdo. Simultaneamente, foi também salientado que nem sempre a calculadora
grafica nos da valores exatos, que neste caso difere da resolucdo analitica, que nos da um valor

exato, tal como se pode observar na figura seguinte.

Figura 18. Resolucao da alinea 1a) pelo aluno A22.

Na Figura 18 podemos observar a resolucédo da tarefa 1 pelo aluno A22. Em relacao a alinea
b), podemos observar que o aluno tracejou o grafico da funcao de forma a concluir acerca do
conjunto solucdo. Também se pode ainda observar que o aluno ndo assinalou a janela de

visualizacao nem a estratégia usada.
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De seguida foi proposta a seguinte tarefa:

Tarefa 2. Considere o seguinte grafico de uma funcéo f:

T

a) Determine sob a forma de intervalo de nimeros reais, os valores de x para os quais

f(x)=0.

2x—4 , ~ -, -
b) Sabendo que y = —— é uma expressao analitica de f, resolva, analiticamente, a
xX—4

. . 2x—4
inequacdo —— > 0.
quacao ——- =

Objetivo da alinea a) desta tarefa era responder a questdo observando somente o grafico
dado e concluir acerca do conjunto solucao da inequacao, seguindo-se a resolucao analitica na
alinea b). Aqui podemos observar que o processo de resolucdo da inequacao foi inverso ao da
tarefa 1, comecando pela resolucdo grafica e confirmando com a resolucdo analitica.

Relativamente a alinea a), a questdo foi debatida com o grupo turma, tendo todos
contribuido para a sua resolucado e concluido acerca dos do conjunto solucdo. O maior debate
ocorreu sobre se o valor 2 ¢, ou nao, elemento do conjunto solucao, tendo os alunos conluido, por
fim, que seria solucdo da inequacao.

Professora. O que é que peco? Os valores de x para os quais a funcdo é maior ou

igual a zero. Qual é a imagem do ponto x = 2?

Alunos: E 0.

Professora: Entao é aberto ou fechado no 2?

Alunos. Fechado.

Professora: E em 4 é aberto ou fechado?

Alunos: Aberto.

Professora: Porqué?
Alunos. Porque 0 4 nao pertence ao dominio.

Relativamente a alinea b), os alunos foram questinados acerca do tipo de funcao, concluindo

que era uma funcao fracionaria.

Professora: Quando temos equacdes fracionarias, temos de ter em atencdo a qué?
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Al Ao dominio.

Professora: Portanto, no caso da resolucdo de inequacdes deste tipo, serd que
podemos tirar os denominadores?

A13:Nao porque precisamos para o dominio.

Al19. Entdo se eu calcular o dominio ja posso tirar o denominador.

Professora: Nas equacdes inteiras, porque é que nds podemos tirar o denominador?
Porgue o conjunto solucdo n&o se altera. Agora imagina que eu tenho isto assim (3 >
2), isto é verdade. Se eu multiplicar ambos por um numero positivo?

Alunos: Continua a ser verdade.

Professora; E agora se eu multiplicar por um numero negativo.

Alunos. Ja nao é verdade.

Professora;. Aquilo que eu fazia na resolucao de equacdes, quer se multiplique por
um numero negativo quer se multipligue por um numero positivo a igualdade
continua. No caso das desigualdades, se eu multiplicar por um numero positivo o
gue é que acontece ao sentido da desigualdade?

Alunos. Fica igual.

Professora; E se eu multiplicar por um nimero negativo?

Alunos. Inverte.

Professora. Agora vamos ver quando eu tenho % > 1, eu tenha de multiplicar por

quanto?

Alunos. Por x.

Professora; Entdo mantenho o sentido da desigualdade ou troco?

Alunos. Nao se sabe.

A19 Entao como resolvemos.

Professora. Vamos ter de resolver sem tirar o denominador, a ndo ser que eu conheca
0 sinal.

Neste dialodo é evidente a dificuldade dos alunos em perceber que o dominio altera o
conjunto solucdo. Assim, os alunos concluiram que no caso da resolucdo de inequacdes
fracionarias nao podiam retirar os denominadores.

De seguida, estudaram-se os sinais do numerador e do denominador, construindo uma
tabela de sinais. Nesta fase foi sentida alguma dificuldade pelos alunos acerca do estudo da
funcdo, pois nao tinham a nocédo do aspeto grafico das funcdes, mais precisamente, tinham

dificuldade em associar o declive de uma funcao afim ao sinal dessa funcao.
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Figura 19. Resolucao da tarefa 2 pelo aluno A22.

Em termos da metodologia de resolucao analitica de inequacdes fracionarias, na Figura 19
podemos observar que o aluno referiu 0 uso de uma tabela de sinais , tal como foi concluido em
conjunto com a turma. Ainda nesta alinea, os alunos foram questinados acerca dos zeros e dos

valores sem sigifiacado da funcéo fracinaria.

Tarefa 3. Resolve a seguinte inequacao fracionaria:

X x+1
>
x+ 12 20

Por processos analiticos.

Nesta questdo foi dado tempo aos alunos para a resolverem individualmente no lugar ou
discutindo com o colega do lado, podendo ainda recorrer a ajuda da professora e das professoras
assistentes.

Nesta tarefa foi observado que os alunos continuavam a resolver esta inequacao fracionaria
como se de uma inequacao inteira se tratasse, isto €, tirando os denominadores, mostrando assim
falta de atencao. Também foi observado que alguns alunos continuavam a nao ter em atencédo o
sinal menos antes do traco fracédo, nao trocando os sinais dos termos do numerador, de também

nao saberem associar a concavidade da parabola ao sinal do coeficiente de grau dois.
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Figura 20. Resolucao da tarefa 3 pelo aluno A22.

Figura 21. Resolucao da tarefa 3 pelo aluno A21.
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Nas Figuras 20 e 21 podemos observar dois tipos de resolucéo: o aluno A22 passou todos
0s termos para o primeiro membro da inequacao, enquanto o aluno A21 passou todos os termos
para o segundo membro da inequacao. Estes dois tipos de resolucao, foram abordados no quadro
e discutidos com a turma de forma a perceberam que pode existir varias formas de resolver a
mesma inequacao.

Na aula seguinte exploraram-se mais alguns exemplos de inequacdes, como se exemplifica

a seguir:

Tarefa 1. Resolve, analitica e graficamente, cada uma das seguintes inequacdes:
a) 7+5x=>1

1
b) X > 2

x%-1
x2-8

c) =0

Esta tarefa foi entregue aos alunos para a resolverem em casa. O objetivo era resolverem as
inequacdes analiticamente e confirmarem graficamente. Contudo, como podemos observar
na Figura 22, os alunos apenas resolveram a tarefa analiticamente, nao apresentando em

nenhuma alinea qualquer esboco grafico.

Figura 22. Resolucao da tarefa 2 pelo aluno A21.

Apesar desta tarefa ter sido corrigida no quadro e discutida em conjunto com a turma, na
aula seguinte constatou-se que muitos alunos apenas corrigiram a parte referente a resolucao

analitica das inequacdes e ndo passaram a resolucao grafica.
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Relativamente a alinea 2a), na aula seguinte, foi pedido a um aluno para a resolver no

quadro, tendo sido apresentada a resolucao seguinte:

7+5x21@7—1+5x20®6+5x20@5x26@x2§

No final a resolucdo foi perguntado aos alunos se estava certo e como ndo estava,
perguntou-se onde tinha errado. Os alunos concluiram que o sinal do 6 tinha de ser negativo pois
tinha passado para o outro membro.

Na parte referente a resolucéo grafica, os alunos foram questionados acerca do método de
resolucdo, tendo respondido que tinham de introduzir as equacdées y; =7 +5x e y, =1,
calcular a intersecao e concluir acerca do conjunto solucéo. Foi ainda salientado que, na resolucao
grafica, a calculadora nem sempre nos da uma solucdo exata, sendo a resolucédo analitica o
método a seguir para obter o valor exato e a calculadora grafica um método para confirmar o
resultado antes obtido, ainda que em termos aproximados.

Na alinea 2b) os alunos foram questionados acerca do tipo de inequacdo, ao que eles
responderam tratar-se de uma inequacao racional. Seguidamente, foram questionados acerca da
metodologia a seguir neste tipo de inequacdes e qual era a diferenca com a metodologia de
resolucao de inequacoes inteiras. No final da discussao foi feita uma sintese, que se pode observar

na figura seguinte.

Figura 23. Reproducao do caderno do aluno A6.

Na resolucao grafica desta alinea foram seguidos os mesmos procedimentos, com a

diferenca de terem sido questionados acerca da representacao grafica da funcao % pois ao longo

das aulas notou-se uma grande dificuldade por parte dos alunos em visualizarem o aspeto grafico
das funcoes.

Nesta alinea também foi salientado, em conjunto com a turma, que um numero positivo a
dividir por zero nao tinha significado e que zero a dividir por um numero positivo era zero.

A seguir a correcao do trabalho de casa, foram ainda propostas algumas tarefas em que os
alunos tinham de resolver inequacdes. Em cada alinea foi pedido a um aluno que a resolvesse no

quadro, seguindo-se a discussao na turma.
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Apresenta-se, a seguir, a inequacdo que causou mais discussao, que tinha sido proposta

antes no teste diagnostico.

d. x?>9

Nesta alinea os alunos foram questionados acerca do tipo da inequacao, referindo eles

tratar-se de uma inequacao inteira do segundo grau.

Professora: Que inequacao é esta?

Al19: Inteira do segundo grau.

Professora. E agora, como faco para resolver este tipo de inequacao?
A3:x >3Vx>-3

A19:Nao.

Professora, Pois ndo. Imagina que eu digo que x = —5. Aqui, o teu conjunto solucao
é] — 3; +oo[. Logo se eu disser que x = —5, x? = 25 nao ¢ maior que 9?
Alunos:E.

Professora: Entao o que afirmaste nao é verdade. Portanto, como posso resolver este
tipo de inequacdes? (...) Neste tipo de inequacdes também usamos uma tabela de
sinais.

A19: Professora é calcular os zeros e depois estudar os sinais...

Professora: Exatamente!

De seguida procedeu-se a resolucdo no quadro, sempre discutindo com o grupo turma.
Ainda nesta alinea, os alunos perguntaram se podiam resolver fazendo um esboco do grafico, ao
que a professora respondeu que era outro método que poderiam usar, tal como se pode observar

na figura seguinte.

Figura 24. Resolucao da alinea 2d) pelo aluno A6.
No final desta tarefa, em jeito sintese, observou-se o seguinte dialogo:

Professora: Portanto, posso resolver analiticamente todas as inequacdes da mesma
forma?
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A3 Nao.

Professora: Logo, se eu tiver uma inequacao inteira do primeiro grau?

A3 Normalmente, passo a incégnita para um membro o resto para o outro e resolvo.
Professora: E se for uma inequacao inteira do segundo grau?

Al Fazemos o grafico ou a tabela.

A3 Mas primeiro temos de calcular os zeros.

Professora: Exatamente! E uma inequacao fracionaria?

Alunos: Passamos tudo para o primeiro membro, reduzimos ao mesmo
denominador, calculamos os zeros e fazemos a tabela.

Professora: Exatamente! Entao esta tudo esclarecido!

4.3. Avaliacao das aprendizagens

4.3.1. Questao aula

A questao aula foi pontuada com o total de 50 pontos, sendo que o resultado obtido por
cada aluno poderia ou ndo ser usado no final do periodo caso o aluno precisasse de mais alguns
pontos para subir a nota. Esta questdo também permitiu aos alunos perceberem onde erraram
para posteriormente melhorarem o seu desempenho no teste de avaliacdo sumativa. Para tal,
aquando da correcdo da questdo, foram feitas observacdes que levassem os alunos a reconhecer
e a refletir sobre as suas dificuldades.

A analise da questao aula esta dividida em duas partes: na primeira trata-se da resolucao
analitica de inequacdes (questdo 1) e na segunda trata-se da resolucéo grafica de uma inequacao
(questao 5).

De seguida, apresenta-se a primeira questao, os critérios de correcao usados, assim como
um pequeno resumo das cotacdes obtidas. Por ultimo, apresentam-se os erros e estratégias

usadas pelos alunos.

Questao 1: Resolva analiticamente cada uma das seguintes inequacoes, indicando o conjunto

solucao sob a forma de intervalo de nimeros reais:

a)
x+2 3x
b) — 2

2
x“—16

= 0;
2x2-8x

<1

Nesta questdo o objetivo era resolver analiticamente a inequacao dada, apresentando
corretamente o seu conjunto solucéo.
Os critérios de avaliacao usados na questao 1a) foram:
(15 pontos)
e Determina o zero do numerador; (2 pontos)

e Determina o zero do denominador; (2 pontos)
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e Constroi a tabela de sinais; (7 pontos):
o Coloca corretamente os sinais do numerador; (1 ponto)
o Coloca corretamente os sinais do denominador; (1 ponto)
o Coloca corretamente os sinais da fracao; (3 pontos)
o Conclui que os pontos x = 0 e x = 4 nao pertencem ao dominio (2 pontos)
e Apresenta o conjunto solucdo sob a forma de intervalo. (4 pontos)

A média das classificacdes obtidas pelos alunos foi de 10,1 pontos (num total de 15 pontos),
em que 2 alunos obtiveram a pontuacdo maxima, 16 tiveram entre 8 e 14 pontos e 4 tiveram
entre 0 e 7 pontos.

Na questdo 1a), 4 alunos usaram a formula resolvente para calcular os zeros do

denominador, embora se tratasse de uma incompleta, e trocaram o sentido da concavidade da

. - 0

parabola, 1 resolveu como se tratasse de uma equacao, 3 cometeram o erro de e 0 (zero sobre
. 0 . e -

zero é zero), 2 cometeram o erro de =5 (zero sobre um nuimero positivo ndo tem significado),

ou seja, que ndo pertence ao dominio, 1 cometeu o erro de % = 0 (um numero negativo a dividir

por zero é zero) 4 incluiram 0 x = 4 no dominio, 1 nao deixou espacos na tabela entre os zeros
e os infinitos (—oo e + 00), 3 erros de calculo e 1 ndo mostra como calculou os zeros. Nas Figuras

25 a 30 exemplificam-se 0s erros e as estratégias usadas pelos alunos na resolucdo desta alinea.

Figura 25. Resolucao da questdo 1a) pelo aluno A2.
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Como podemos observar, na Figura 25, o aluno usou a férmula resolvente para calcular os
zeros do denominador, sendo que nao era necessario pois trata-se de uma equacado do segundo
grau incompleta; os sinais do numerador na tabela estdo trocados, o que leva a pensar que o

aluno trocou o sentido da concavidade da parabola; e também se pode observar que o aluno

. 0 . e
considerou que 1= 0 (zero sobre um numero positivo é zero).

Figura 26. Resolucao da questao 1a) pelo aluno A6.

Aqui, podemos observar que o aluno resolve a inequacdo como se tratasse de uma equacao.

Figura 27. Resolucao da questdo 1a) pelo aluno Al6.

Na Figura 27, podemos observar que o aluno apenas determinou o zero positivo do

. 0
numerador e considerou que i 0.
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Figura 28. Resolucao da questdo 1a) pelo aluno A19.

Nesta resolucao do aluno podemos observar que ele afirmou que os zeros do denominador

e do numerador sdo zeros da funcdo, nao respeitou corretamente os espacos na tabela e

. 0
considerou i 0.

Figura 29. Resolucao da questao 1a) pelo aluno A20.

Aqui podemos observar que o aluno nao apresenta como calculou os zeros do numerador

e do denominador, podendo os ter calculado usando a calculadora grafica, e fé-lo incorretamente.
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. . 0 - . .
Também podemos observar que considerou S =Sseques= 0 (um numero negativo sobre

Zero € zero).

Figura 30. Resolucao da questao 1a) pelo aluno A21.

Neste exemplo podemos observar que o aluno cometeu um erro de notacdo ao considerar

a inequacao equivalente a conjuncao de duas equacoes.

Agora, no caso da questao 1b), os critérios de avaliacdo usados foram:
(15 pontos)
e Passa todos os termos para o 1° membro; (1 ponto)

e Reduz ao mesmo denominador; (1 ponto)

o (Obtém . = 0 (ou equivalente); (3 pontos)

Xt
(—x?-2)
e Determina o zero do numerador; (1 ponto)
e Determina o zero do denominador; (1 ponto)
e Constrdi a tabela de sinais; (6 pontos):
o Coloca corretamente os sinais do numerador; (1 ponto)
o Coloca corretamente os sinais do denominador; (1 ponto)
o Coloca corretamente os sinais da fracéo; (2 ponto)
o Conclui que os pontos x = -2 ,x=0e x= V2 nzo pertencem ao
dominio (2 pontos)
e Apresenta o conjunto solucdo sob a forma de intervalo. (2 pontos)

A média dos alunos foi de 8,2 pontos (num total de 15 pontos), em que 15 alunos tiveram

entre 8 e 14 pontos, e os restantes 7 alunos entre os 0 e 7 pontos.
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Nesta questdo, 7 alunos erraram ao calcular o minimo multiplo comum entre os
denominadores, 11 cometeram erros de calculo, mais concretamente nos sinais, 1 cometeu outro
tipo de erro de calculo que sera mostrado mais abaixo, 1 omitiu parte de um dos denominadores,
4 incluiram o valor x = 0 no seu conjunto solucéo e 1 concluiu erradamente o conjunto solucao.

Seguidamente apresentam-se exemplos dos erros e das estratégias dos alunos.

Figura 31. Resolucao da questao 1b) pelo aluno A2.

Na Figura 31, podemos observar que o aluno fatorizou incorretamente o denominador da
segunda fracao, levando-o a reduzir mal os outros fatores. Para além deste erro de calculo, o aluno
ndo multiplicou corretamente os fatores todos da primeira fracdo quando reduziu ao mesmo
denominador. Quando preencheu o sinal de cada fator do 2.° grau (parabola), na tabela, ndo
colocou corretamente todos os sinais, devendo ter confundido com os zeros. Considerou, ainda,

0 . o, . . 0
que — = — (zero sobre um numero negativo € um numero negativo) e T = +( zero sobre um

numero positivo € um numero positivo). No final ndo concluiu corretamente o conjunto solucao.
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Figura 32. Resolucéo da questdo 1b) pelo aluno A4.

Podemos observar que o aluno A4 (Figura 32) cometeu um erro de omissdo, ignorando o
—4 da equacdo. Quando foi concluir o conjunto solucdo o aluno trocou o sinal de desigualdade,

devendo ter sido um erro de distracao.

Figura 33. Resolucéo da questdo 1b) pelo aluno A6.

Nesta resolucao, da autoria do aluno A6 (Figura 33), podemos observar que ele concluiu
mal o minimo multiplo comum entre os denominadores, o que complicou os calculos. Nao efetuou

corretamente as multiplicacdes dos fatores e nao trocou todos os sinais na ultima fracdo. Também
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pode observar-se que na tabela de sinais ndo incluiu o numerador, tendo usados apenas o

denominador para concluir acerca do conjunto solucao.

Figura 34. Resolucéo da questdo 1b) pelo aluno AS8.

Nesta resolucao, da autoria do aluno A8 (Figura 34), podemos observar que ele nao calculou
corretamente o minimo multiplo comum entre os denominadores, tendo feito uma decomposicao

errada do denominador da segunda fracao.

Figura 35. Resolucao da questado 1b) pelo aluno A15.
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Nesta resolucéo, realizada pelo aluno Al5 (Figura3b), pode observar-se que ele néo
decomp0s corretamente o denominador da segunda fracdo, o que resultou num minimo multiplo
comum dos denominadores errado. Quando multiplicou —1 pelo minimo multiplo comum omitiu
erradamente os parénteses que tinha e, por ultimo, quando concluiu acerca do conjunto solucao,

incluiu erradamente (face a sua resolucao) o valor x = 2 no dominio.

Figura 36. Resolucéo da questdo 1b) pelo aluno Al6.

Podemos observar que o aluno Al6 (Figura36) ndo concluiu corretamente acerca do
minimo multiplo comum entre os denominadores, o que dificultou as contas. Trocou o coeficiente
do monomio de grau 2 e que conclui que Na tabela o aluno nao incluiu os zeros todos e afirma

erradamente que f = + (um numero negativo sobre um numero positivo é igual a um numero

positivo). Quando conclui acerca do conjunto solucdo inclui o valor zero.
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Figura 37. Resolucéo da questdo 1b) pelo aluno A20.

Podemos observar que o aluno A20 (Figura 37) néo aplicou corretamente a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacao a adicao algébrica omitindo alguns nimeros, o que o levou
a obter a proposicao falsa 1 < 0. Também se pode observar que nao especificou de que funcao

calculou os zeros.

Figura 38. Resolucdo da questdo 1 b) pelo aluno A22.

Nesta resolucdo, realizada pelo aluno A22 (Figura 38), podemos observar que ele conclui
erradamente acerca do sentido de concavidade da parabola e troca alguns sinais do denominador,

podendo isso dever-se ao desconhecimento do aspeto grafico de uma funcdo de grau 3.
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Questao 2: Usando exclusivamente as capacidades da sua calculadora gréfica, resolva a seguinte

inequacao:

2 1

+

>1
x2—4 x+2

Na sua resposta deve incluir:

e A funcao ou funcodes a utilizar;

e (O esboco do(s) grafico(s), devidamente assinalado(s);
e (s pontos importantes para resolucao da inequacao;
e Ajanela de visualizacao;

e 0 conjunto solucao sob a forma de intervalos de numeros reais.

Nesta questao, usaram-se os seguintes critérios de avaliacao (20 pontos):
e Escrever todos os tdpicos; (3 pontos)
e Indicar janela de visualizacao; (2 pontos)

e Representacdo grafica: (11 pontos)

2
x2-4

o de + ﬁ incluindo as assintotas; (3 pontos)

o dey =1 (2 pontos)

o assinalar os graficos; (2 pontos)

o assinalar os eixos coordenados (2 pontos)

o as coordenadas dos dois pontos de intersecao; (2 pontos)
e Indicar a estratégia de resolucao; (1 ponto)
e Apresentar a resposta sob a forma de intervalos. (3 pontos)

A média dos alunos foi de 7,5 pontos (num total de 20 pontos), em que 1 aluno obteve a
pontuacao maxima, 8 tiveram entre 10 e 19 pontos, 10 tiveram entre O e 6 pontos e 3 alunos néo
apresentaram qualquer resolucéo. De seguida, apresentam-se 0s erros e estratégias usadas pelos
alunos.

Nesta questao, 5 alunos nao assinalaram quais as funcdes usadas, 8 ndo usaram a janela
de visualizacdo mais adequada, 2 nao apresentaram todos os pontos de intersecdo, 3 nao
assinalaram os eixos e a origem do referencial, 3 ndo assinalaram a estratégia usada, 1 esbocou
apenas parte do grafico da funcéo, 4 cometeram erros de contas, ndo concluindo a resolucao, e

2 resolveram analiticamente a questao.
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Figura 39. Resolucao da questdo 2 pelo aluno A2.

Nesta resolucao, efetuada pelo aluno A2 (Figura 39), podemos observar que o aluno néo
indica quais as funcoes usadas, a janela de visualizacdo nao ¢ a mais adequada e falta assinalar
um ponto de intersecao. Também podemos observar que inicialmente ia resolver analiticamente

a questao, mas depois riscou e resolveu analiticamente.
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Figura 40. Resolucao da questdo 2 pelo aluno A6.

Na resolucado do aluno A6 (Figura 40), podemos observar que o aluno efetuou calculos
desnecessarios, cometendo, assim, alguns erros de calculos. Também podemos observar que a

forma como apresenta a janela de visualizacao nao é a mais adequada.

Figura 41. Resolucdo da questdo 2 pelo aluno A10.
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Na resolucdo do aluno AlQO (Figura 41), pode observar-se que este aluno, tal como
aconteceu com o aluno A6, efetuou algumas operacdes que nao eram necessarias, tendo também
cometido alguns erros de contas. Também se pode observar que o aluno nao inclui as assintotas

no esboco do grafico e ndo é claro como chegou ao conjunto solucao.

Figura 42. Resolucao da questado 2 pelo aluno Al3.

Na resolucao do aluno A13 (Figura 42), pode observar-se que ele nao assinalou as funcdes
no esboco do grafico, assim como as assintotas. Assinalou os pontos de intersecao, mas nao disse
como chegou as suas coordenadas. Por ultimo, a janela de visualizacao usada por este aluno nao

foi a mais adequada.
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Figura 43. Resolucéo da questdo 2 pelo aluno A15.

Na resolucdo do aluno A15 (Figura 43), pode observar-se que ele esbocou apenas parte da
funcao, o que pode dever-se a ma escolha da janela de visualizacao. Ainda no esboco do grafico,
ele nao assinalou a funcao. Também néo referiu qual a estratégia usada para chegar ao ponto de

intersecao. Por Ultimo, nao concluiu nada acerca do conjunto solucéao.
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Figura 44. Resolucéo da questdo 2 pelo aluno A21.

Na resolucdo do aluno A21 (Figura 44), pode observar-se que, tal como aconteceu com 0s
alunos A6 e Al0, ele efetuou algumas operacdes que ndo eram necessarias, tendo também
cometido alguns erros de contas. No final escolheu, erradamente, o numerador para uma funcao

e 0 denominador para outra.
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Figura 45. Resolucao da questao 2 pelo aluno A22.

Na resolucdo do aluno A22 (Figura 45), pode observar-se, tal como no caso do aluno A21,
uma ma escolha das funcdes a introduzir na calculadora. Neste caso, o aluno também nao indicou
qual a estratégia usada e no esboco do grafico nao indicou as funcdes, a origem e 0 nome dos
eixos, assim como o ponto de intersecao.

4.3.2. Teste de avaliacao sumativa

A analise do teste de avaliacdo sumativa esta dividida em trés partes: a primeira trata da
resolucdo analitica de equacdes e inequacdes (questdes 3 e 4c)); a segunda envolve uma
resolucdo analitica e a interpretacédo de um grafico dado (questéo 4d)); por ultimo, a terceira, trata
da resolucdo grafica de uma inequacéo (questdo 5).

Em cada parte, apresenta-se o enunciado da respetiva questao, os critérios de correcao
usados, assim como um pequeno resumo das cotacbes obtidas. Por ultimo, apresentam-se

exemplos dos erros e estratégias usadas pelos alunos.

- . x%-4 1 - . -
Questao 3: Resolve, em R, a equacao P = — eescreve, em extensao, o conjunto solucao.

Nesta questdao o objetivo era resolver analiticamente a equacao dada, apresentando
corretamente o conjunto solucéo no final.

Os critérios de avaliacdo usados nesta questdo foram:

(14 pontos)

e Determina o dominio em que é valida a equacéo; (2 pontos)
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e Determina o m. m. c.; (2 pontos)

e Desembaraca denominadores; (2 pontos)

e Escreve a equacdo na forma canonica; (2 pontos)
e Obtém as solucdes da equacdo anterior; (2 pontos)
e |Indica a solucdo da equacao dada; (3 pontos)

e Define, em extensdo, o conjunto solucdo. (1 ponto)

A média dos alunos foi de 9,4 pontos (num total de 14 pontos), em que 2 alunos obtiveram
a pontuacao maxima, 13 tiveram entre 8 e 13 pontos e 7 tiveram entre O e 6 pontos.

Nesta questao os alunos nao determinaram corretamente o minimo multiplo comum entre
0s denominadores, 11 nao calcularam o dominio, 9 ndo multiplicaram bem o numerador da
segunda fracdo pelo minimo multiplo comum dos denominadores, 2 nao escreveram o conjunto
solucado, 2 transformaram a equacdo numa inequacdo, 1 “cortou” elementos do numerador e do
denominador quando ndo podia e 2 omitiram um elemento na equacao. Estes trés ultimos erros

serdo mais discutidos abaixo.
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Figura 46. Resolucao da questao 3 pelo aluno Al1l.

Podemos observar que o aluno Al1 (Figura 46) errou quando multiplicou o numerador da
segunda fragéo, isto ¢, quando fez a operagdo (—1)(x — 2). Ainda na Figura 12 pode observar-

se que o0 aluno nao calculou o dominio e resolveu a equacdo como sendo uma desigualdade.
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Figura 47. Resolucao da questao 3 pelo aluno Al.

Como podemos observar, o aluno Al (Figura 47) “cortou” o x? do numerador com o x do

denominador, ndo tendo em atencdo que sé se podem simplificar fatores.

ij’b‘ xl“‘l - ..'I_(:;

x(x) ¥
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®  x (- 33 Oy
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Figura 48. Resolucao da questdo 3 pelo aluno Al7.

Podemos observar que o aluno Al7 (Figura 48) nao determinou corretamente o minimo
multiplo comum entre os denominadores, no calculou o dominio e “cortou” o binémio (x2 — 4),

tanto no numerador como no denominador, quando no numerador tinha uma adicao algébrica.
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Figura 49. Resolucao da questao 3 pelo aluno A21.

Podemos observar um outro método de resolucdo. Aqui, o aluno A21 (Figura 49) decompde
o numerador do primeiro membro e corta (x — 2) do numerador e do denominador, a seguir

multiplica desnecessariamente (pois ja tinham o mesmo denominador) ambos os numeradores
por x e nao indica o conjunto solucao.

= 2
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<€ [9]

Figura 50. Resolucao da questao 3 pelo aluno A22.

0 aluno A22 (Figura 50), apresenta o conjunto solucdo como sendo o intervalo cujos limites
sd0 os zeros do numerador da fracdo. Embora tenha também calculado os zeros do denominador,

um deles errado, nao tira quaisquer consequéncias desses valores.
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Figura 51. Resolucao da questao 3 pelo aluno Alb.

Pode observar-se que o aluno A15 (Figurab1) erra nos calculos auxiliares quando determina

0s zeros do numerador, omitindo o valor 1 no bindmio discriminante.

Questao 4: Considere a funcéo f, de dominio R\{—2}, definida por f(x) = —4 + i.

a) Indique o dominio de f.

b) Escreva, recorrendo exclusivamente a intervalos de nimeros reais, o conjunto dos nimeros
reais x que verificam a condicdo f(x) = 3.

¢) Na figura, estao representados, num referencial 0.n. x0y:

v

Y o

e parte do grafico de funcéo f;

e asretas r e s, assintotas do grafico de f;
e 0 quadrilatero [ABCD].

Sabe-se que:

e A e B sao pontos de intersec¢ao do grafico da fungdo f com os eixos coordenados;
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e ( éoponto de interseccao das retas r e s.
e D é o ponto de intersecao da reta r com o eixo Oy.

Determine a area do quadrilatero [ABCD].

O objetivo na questdo 4a) era calcular os zeros do denominador e concluir acerca do
dominio da funcao. Na questao 4b) tratava-se de resolver a inequacéo por processos analiticos.
Na questao 4c) esperava-se concluir que a area do quadrilatero [ABCD] podia ser obtida através
da area do trapézio [OBCD] menos a area do tridngulo [OAB], efetuando os calculos
necessarios.

Os critérios de avaliacdo usados nesta questao foram:

a) (6 pontos)
e |dentifica o zero do denominador; (2 pontos)
e Escreve o dominio (que pode ou ndo ser escrito sob a forma de intervalo de
numeros reais). (4 pontos)
b) (15 pontos)
e Passa todos os membros para o 1° membro; (1 ponto)

e Reduz ao mesmo denominador; (2 pontos)

—-7x
X+

e Obtém

;8 = 0 (ou equivalente); (2 pontos)

e Determina o zero do numerador; (1 ponto)

e Determina o zero do denominador; (1 ponto)

e Constrdi a tabela de sinal; (6 pontos):
o Coloca corretamente os sinais do numerador; (2 pontos)
o Coloca corretamente os sinais do denominador; (2 pontos)
o Coloca corretamente os sinais da fracdo; (2 pontos)

e Apresenta o conjunto solucdo sob a forma de intervalo. (2 pontos)

c) (15 Pontos)

e Reconhecer que C(—2,—4); (1 ponto)

e Concluir que A(0,—1); (1 ponto)

e (Calcular as coordenadas do ponto B: (3 pontos)

o Escreve f(x) = 0 e refere que D = R\{—2}; (1 ponto)

o Concluique x = —%e refere que B(—%, 0); (2 pontos)
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e (Calcula a area do trapézio: (6 pontos)
o Escreve corretamente a férmula; (2 pontos)
o Conclui que CD = 2; (1 ponto)

o Conclui que OB = %; (1 ponto)

o Conclui que altura é 4; (1 ponto)
o Determina o valor da area; (1 ponto)
e (Calcula a area do triangulo: (3 pontos)

o Conclui que OB = %; (1 ponto)

o Conclui que 04 = 1; (1 ponto)
o Determina a area do triangulo; (1 ponto)

e Determina a area do quadrilatero [ABCD]. (1 ponto)

Na questdo 4a) a média obtida pelos alunos foi de 4,3 pontos (num total de 6 pontos), em
que 14 alunos obtiveram a pontuacdo méaxima, 4 obtiveram O pontos e os restantes 4 obtiveram
3 pontos.

Ainda sobre esta questdo podemos observar que dos alunos que obtiveram 3 e O pontos, 1
considerou que as retas de equacao x = —2 e y = —4, respetivamente a assintota vertical e a
assintota horizontal da funcdo, interferiam no seu dominio (Figura 52), 1 que apenas a assintota
horizontal interferia no dominio da funcéo (Figura 53), 2 erraram ao interpretarem o significado da
assintota vertical (Figura 54), 1 considerou parte da funcdo e 2 ndo consideraram qualquer
assintota (Figuras 55 e 56). Nas Figuras 52, 53 e 54 os alunos podem ter interpretado mal o

esboco do grafico que Ihes era proporcionado no enunciado.

EI:'R\‘J*J, 'L'-l‘:

Figura 52. Resolucao da questao 4a) pelo aluno A3.

hA Bt D) R\ (-4

Figura 53. Resolucao da questdo 4a) pelo aluno Ab.

h.A) .
Wc ﬂDf:IH:—[‘ZJ H““L

Figura 54. Resolucao da questao 4a) pelo aluno AlQ.
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Figura 55. Resolucao da questao 4a) pelo aluno Al8.

G1) 0g=)-00; teol

Figura 56. Resolucao da questao 4a) pelo aluno Alb.

Na questao 4b) a média obtida pelos alunos foi de 10,32 pontos (num total de 15 pontos),
em que 10 alunos obtiveram a pontuacao maxima, 6 obtiveram entre 10 e 14 pontos e os
restantes 6 obtiveram entre O e 2 pontos, e destes Ultimos 3 ndo responderam.

Dos alunos que nao obtiveram a pontuacdo total, 3 trocaram a ordem dos zeros do
denominador e do numerador na tabela de sinais (Figura 57), 1 cometeu uma erro de transposicao
ao calcular os zeros do numerador (Figura 58), 1 apenas apresentou um conjunto solucéo, que
estava errado, o que leva a supor que usou calculadora grafica (Figura 59), 1 cometeu um erro de
calculo (Figura 60), 1 resolveu como se se tratasse de uma igualdade, mas escreveu o conjunto
solucéo corretamente, o que leva a supor que possa ter usado calculadora grafica (Figura 61), 1
determinou mal o sinal do numerador na tabela de sinais (Figura 62) e outro resolveu como se

fosse uma mistura entre uma inequacao e uma equacao fracionaria (Figura 63).

- P23 = 41k 3 =

A

-~ A\ E
Xt2 () - AR

=2ax=44 +e 0 (= =2X-¥% o

AR A2

. Gl o 2

~ IR - =0 (® IN=F (= _A=_%
7

Hi2=0 (» N=-2
-0 (-% | |-2 [+0aD
FPA-8| -

o B

f’____
g [+ + lﬁ—[ O—11—

Nt &

3y -
IA-K

?
X322 =19 l*’ S.5 L
| |

Figura 57. Resolucéo da questdo 4b) pelo aluno A2.
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. 8
Como podemos observar na Figura 57, o aluno trocou a ordem dos zeros —-e —2 na

tabela de variacao de sinal.

4.3 fm)k.’; ) =4+ 6. %3
ni2

¢y -1+ L S0 ¢ 1xu-1416 S0 ¥
o) N+ 2 nt o

3 ~31x-8 ¢
nel

Y9-8 20 8 =%
T

nx Ji=0. Gl U 24

A e £ 2 e S (A 3 [ 2
2R ’ e
-uii 8 S5 | e | C\ -
K‘LI | '
A xd-z,g]

Figura 58. Resolucao da questao 4b) pelo aluno A6.

Na Figura 58, podemos observar que o aluno A6 ao calcular o zero do numerador, passou

o coeficiente de x a dividir, mas também alterou o seu sinal.

£J2 J-4=44]
Figura 59. Resolucao da questao 4b) pelo aluno A7.

Na Figura 59 podemos observar que o aluno A7 apenas apresentou o conjunto solucao,

que estava errado, o que leva a supor que possa ter usado a calculadora grafica para resolver esta

alinea.
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Figura 60. Resolucéo da questdo 4b) pelo aluno Al1.

Na Figura 60, podemos observar que o aluno Al11 cometeu um erro de calculo ao juntar os

termos do numerador.

.3 tcxx

xi2
N I V)‘Dc 6*6*37(' 6 2o &> FA-T =g (=yX =M
3 s Lk s> IS comXalF L

Figura 61. Resolucao da questao 4b) pelo aluno A16.

Na Figura 61, podemos observar que o aluno Al6 resolveu a inequacdo como se de uma

equacao se tratasse, apresentando, no entanto, o conjunto solucdo sobe a forma de intervalo de

ndmeros reais.
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Figura 62. Resolucao da questao 4b) pelo aluno A20.

Na Figura 62, podemos observar que o aluno A20, determinou erradamente o sinal do
numerador, isto &, determinou o sinal como se a reta tivesse declive positivo.

N
(

IR - '~4"‘| v o
\ 3

\
|
- L i

Figura 63. Resolucao da questao 4b) pelo aluno A21.

Na Figura 63 podemos observar que o aluno A21 resolveu a equacdo como se fosse um
misto entre equacao e inequacao, isto &, retirou o denominador aquando da resolucdo da
inequacao, embora tenha excluido o zero do denominador do conjunto solucao.
Na questédo c) a média obtida pelos alunos foi de 5,9 pontos (num total de 15 pontos), em
que 2 alunos obtiveram a pontuacéo maxima, 6 obtiveram entre 8 e 14 pontos e os restantes 14
obtiveram entre O e 7 pontos.
Ainda sobre esta questao, 4 alunos nao responderam a questao, 5 determinaram apenas
algumas coordenadas de pontos, 2 consideraram o quadrilatero [ABCD] como sendo um trapézio

(Figura 64), um calculou a area como sendo a soma de quatro vetores (Figura 67), outro como
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sendo a multiplicacdo do comprimento dos quatro lados (Figura 68), 3 erraram a formula da area
do trapézio ou do triangulo (Figura 69 e 71), 3 cometeram erros de contas esclarecidos mais
abaixo (Figuras 66, 68, 69 e 70), 2 usaram os zeros da funcao obtida na alinea anterior para
calcular a abcissa do ponto B (Figura 70 e 71) e, por ultimo, 6 usaram um processo de resolucao
diferente do esperado, que também sdo mostrados mais abaixo (Figuras 65, 66, 70 e 71).
Seguidamente apresentam-se exemplos que ilustram os erros e as estratégias de resolucao dos
alunos.
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Figura 64. Resolucao da questao 4c) pelo aluno A®6.

Nesta figura, podemos observar que o aluno A6 calculou a area do quadrilatero [ABCD]

como se tratasse de um trapézio.
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Figura 65. Resolucao da questdo 4c) pelo aluno AS8.

Na Figura 65, podemos observar que o aluno A8 dividiu o quadrilatero em dois triangulos e

um retangulo.
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L NETL
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':[bCDA]_ bkt laevhl T
(=) E[Bébl\] = p) (=) A T:f[gem] =Y
- y (:)A - A—A,“
Mator s ‘W Ber) 57
N gl

< ¢
A 05 ¥ LA ’
P R
A 246 ,1e . L omA - 6
eyl 3 "% [apcv] 74

Figura 66. Resolucao da questdo 4c) pelo aluno AlQ.

Na Figura 66 podemos observar que o aluno considerou a area de dois triangulos e de um
retangulo. De seguida, adicionou a area do retangulo com a de um triangulo e, por ultimo, & soma
obtida retirou a area do outro tridngulo que tinha calculado antes. Para além desta diviséo da

figura, podemos observar que o aluno cometeu o mesmo tipo de erro quando calculava a area dos

triangulos. Ao multiplicar S por 4, primeiro reduziu os dois numeros ao mesmo denominador 2 e,

de seguida, multiplicou apenas os numeradores.
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Figura 67. Resolucéo da questdo 4c) pelo aluno A11.

Na Figura 67 podemos observar que para calcular as abcissas do ponto B, o aluno usou

uma inequacao e para calcular a area do quadrilatero adicionou os quatro vetores definidos pelos

vertices do quadrilatero.
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Figura 68. Resolucédo da questdo 4c) pelo aluno A12.

Podemos observar que, ao calcular a ordenada do ponto A, o aluno Al2 omitiu os
denominadores, apos ter reduzido as parcelas ao mesmo denominador. Por ultimo, multiplicou o

comprimento dos quatro lados para calcular a area do quadrilatero [ABCD].
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Figura 69. Resolucao da questao 4c) pelo aluno Alb.

woil

Na Figura 69 podemos observar que a férmula da area do trapézio que o aluno Al5

escreveu esta errada. Além disso, também ao calcular a divisdo de duas fraces usou mal a “regra
do pneu”.
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Figura 70. Resolucéo da questdo 4c) pelo aluno Al7.

Podemos observar que o aluno A17 usou uma regra de trés simples para calcular a abcissa

do ponto A e usou os zeros calculados na alinea anterior para definir a ordenada do ponto B. A

estratégia usada por este aluno consistiu em calcular a area do retangulo [ORCD], considerando

as coordenadas do ponto R(—2,0), e, de seguida, subtrair as areas dos triangulos [BRC] e
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Figura 71. Resolucao da questao 4c) pelo aluno Al9.

Na Figura 71 podemos observar que o aluno A19 usou os zeros calculados na alinea anterior
para definir a ordenada do ponto B, aplicou uma férmula errada para o calculo da area do triangulo

e usou a mesma estratégia de resolucao que o aluno anterior (A17).

Questao 5: Considere a funco g definida por g(x) = —x? + 2x + 8.

. . " 1
Determine os valores de x para os quais se verifica g(x) = s

Resolva este exercicio com calculadora grafica, apresentando o resultado com aproximacao
as centésimas.
A sua resposta deve conter os tdpicos para uma composicdo matematica que inclua:

i) A expressao ou expressdes matematicas a utilizar para resolver o problema;
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A janela de visualizacao;

Uma representacdo grafica da funcéo (ou funcdes) que permite(m) resolver o problema,
devidamente assinaladas;

A estratégia utilizada para a resolucao do problema;

A representacao do(s) ponto(s) que permite(m) obter as solucdes do problema, no grafico
representado em iii);

A resposta, sempre que possivel, sob a forma de intervalos reais.

O objetivo desta questdo era usar a calculadora grafica para resolver a inequacao

fracionaria, indicando todos os topicos assinalados.

Os critérios de avaliacao usados nesta questao foram:
(16 pontos)
Escrever todos os tépicos; (3 pontos)
Indicar a janela de visualizacao; (1 ponto)
Representacao grafica: (4 pontos)
o de g; (1 ponto)
o dey= ﬁ; (2 pontos)
o assinalar os graficos; (1 ponto)
Indicar a estratégia de resolucao; (1 ponto)
Determinar as abcissas dos trés pontos de intersecéo; (3 pontos)
Assinalar nos graficos as abcissas dos pontos de intersecao; (1 ponto)
Apresentar a resposta sob a forma de intervalos reais. (3 pontos)

Nesta questao a média obtida pelos alunos foi de 6,6 pontos (num total de 16 pontos), em

que nenhum aluno obteve a pontuacdo maxima, metade dos alunos teve uma pontuacao entre 8

e 12 pontos e a outra metade entre os 0 e 7 pontos, dos quais 4 alunos ndo resolveram a questao.

Podemos ainda observar que houve 1 aluno que ndo escreveu o conjunto solucao, 10 que

nao assinalaram a assintota vertical nos seus esbocos graficos (Figuras 72, 76 e 78), 8

determinaram apenas um ou dois dos trés pontos de intersecado (Figura 73), 1 ndo determinou

qualquer ponto de intersecao (Figura 78), 1 n&o indicou qual a estratégia que usou, 5 nao

assinalaram as funcdes ou eixos (Figuras 74 e 76), 1 nao concluiu a questao, 3 nao indicaram a

janela de visualizacao ou esta nao era adequada (Figuras 76 e 77), 1 tinha o esboco do grafico
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incompleto (Figura 77), 4 comecaram por resolver analiticamente obtendo uma so funcao (Figuras
74, 76, 77 e 79), 1 ndo introduziu corretamente a funcdo na calculadora (Figura 78), 7
assinalaram o conjunto solucao errado (Figura 75) e outro separou o numerador e o denominador
da funcéao e introduziu-os separadamente na calculadora grafica, como se fossem funcdes distintas

(Figura 79). De seguida, apresentam-se exemplos de erros e estratégias de resolucdo dos alunos.
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Figura 72. Resolucao da questao 5 pelo aluno A2.

Podemos observar a auséncia da assintota vertical, o que pode ter levado o aluno a uma

errada interpretacdo do grafico e, em consequéncia, a escrever o conjunto solucao errado.
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Figura 73. Resolucao da questéo 5 pelo aluno A3.

Podemos observar pela Figura 73 que o aluno A3 apenas determinou um ponto de intersecao.
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Figura 74. Resolucao da questao 5 pelo aluno A4.

Na Figura 74 podemos observar que o aluno seguiu uma estratégia de resolucao diferente,
comecando por tentar obter uma sé funcdo. Contudo, o aluno errou ao reduzir a0 mesmo

denominador os termos da inequacéo, tendo errado especificamente no grau do monomio x2 (x —

2).
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Figura 75. Resolucao da questao 5 pelo aluno Al1l.

Na Figura/75 podemos observar que, apesar de ter todos os dados para conseguir concluir
acerca do conjunto solucdo, o aluno Al1 escreveu-o erradamente, o que nos leva a concluir uma

interpretacao errada desses dados.
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Figura 76. Resolucdo da questdo 5 pelo aluno A13.
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Pela Figura 76 verifica-se que o aluno Al13 optou por usar apenas uma funcdo, mas nao
indica qual a janela de visualizacao usada, nem a assintota, o que o leva a concluir erradamente

0 conjunto solucao.
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Figura 77. Resolucao da questao 5 pelo aluno A15.

Na Figura 77 podemos observar que a janela de visualizacao estabelecida nao foi a mais
adequada, fazendo com que pareca que a assintota do grafico faz parte do proprio grafico.

Também podemos observar que o aluno omitiu uma parte do grafico.
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Figura 78. Resolucao da questdo 5 pelo aluno A19.

Na Figura 78 podemos observar que o esboco do grafico da funcao x%z localiza-se nos

quadrantes pares, quando devia situar-se nos quadrantes impares, o que leva a supor que 0 aluno
tenha introduzido incorretamente na calculadora a respetiva expressao. Para além disso, o aluno

também né&o calculou os pontos de intersecao, o que leva a supor que ele nao percebeu o objetivo

do exercicio.
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Figura 79. Resolucao da questao 5 pelo aluno A20.

Na Figura 79, podemos observar que o aluno comecou por tentar obter apenas uma funcao,
mas nesse processo errou num sinal. De seguida, ao invés de por a funcéo obtida na calculadora,
separou 0 numerador e o denominador em duas funcoes.

Finalmente, em termos globais, a média dos alunos no teste foi de 9,2 valores, sendo que
a média das positivas foi de 11,4 valores e a média das negativas de 6,5 valores. Por outro lado,

54.5% dos alunos obteve classificacao positiva e 45,5% obteve classificacao negativa.
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CAPITULO 5
CONCLUSOES, IMPLICACOES, RECOMENDAGOES E LIMITACOES

Este capitulo esta dividido em cinco subcapitulos. No primeiro subcapitulo faz-se uma breve
sintese do estudo, relembrando os objetivos e as estratégias usadas para atingir esses mesmos
objetivos. O segundo, terceiro e quarto subcapitulos tratam dos resultados principais obtidos na
intervencdo pedagogica, organizados em torno dos respetivos, objetivos confrontando-os, sempre
que possivel, com a literatura. Por ultimo, no quinto subcapitulo, apresentam-se implicacoes,

recomendacdes e limitacdes deste projeto.

5.1. Sintese do Estudo

O principal objetivo deste projeto de intervencdo pedagdgica era desenvolver as capacidades
de resolucdo analitica e grafica de equacdes e inequacdes fracionarias dos alunos de uma turma
do 11.° ano. Para tal, foram propostos trés objetivos a atingir:

1. Estabelecer uma abordagem analitica e grafica para o ensino de equacdes e

inequacdes fracionarias.

2. Estudar as dificuldades dos alunos na resolucao de equacdes e inequacdes através

das abordagens analitica e grafica.

3. Avaliar a aprendizagem dos alunos na resolucdo de equacdes e inequacoes
fracionarias.

Para avaliar a consecucao destes objetivos recorreu-se a diversos métodos de recolha de
dados. No caso do objetivo 1, foram estudadas e preparadas cuidadosamente seis aulas, de
noventa minutos cada. Relativamente ao objetivo 2, foram realizados trabalhos de casa, que foram
corrigidos e discutidos no grupo turma nas aulas seguintes, assim como foram realizadas diversas
tarefas durante as aulas da intervencdo pedagogica. Relativamente ao objetivo 3, focado na
avaliacdo das aprendizagens dos alunos sobre a resolucao de equacdes e inequacdes fracionarias,
foram elaboradas e aplicadas duas formas de avaliacdo: uma questao-aula, proposta com o intuito
dos alunos melhorarem as suas prestacées na avaliacdo sumativa, e trés questées incluidas no
teste de avaliacdo sumativa (Anexos Ill e V). Para documentar devidamente as atividades,
procedeu-se a gravacao audiovisual das aulas, assim como a fotocopias dos cadernos diarios dos
alunos, da questéo aula e do teste sumativo.

As estratégias utilizadas tiveram em conta o contexto no qual foi feita a intervencdo
pedagodgica, assim como a leitura de varios livros e artigos relacionados com o tema em estudo,

que permitiram um melhor desenvolvimento do projeto. Ao longo da intervencao, os alunos
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trabalharam individualmente, em pequenos grupos e em no grupo turma, tendo sido avaliados no
final da intervencéo pedagogica.
Seguidamente apresentam-se 0s principais resultados obtidos no estudo, organizados

segundo cada um dos objetivos propostos.

5.2. Objetivo 1. Estabelecer uma abordagem analitica e grafica para o ensino de
equacoes e inequacoes fracionarias

Nas tarefas exploradas nas aulas da intervencdo pedagogica teve-se em conta os trés
momentos referidos na estratégia de intervencédo: no primeiro fez-se a apresentacao da tarefa,
onde cada aluno teve de a interpretar individualmente; no segundo os alunos resolveram a tarefa
individualmente ou em pequenos grupos e a professora foi circulando pela sala de aula,
observando o trabalho desenvolvido pelos alunos; e, por ultimo, no terceiro foi feita a discussao e
a sintese dos resultados obtido, tendo em vista a institucionalizacao do conhecimento matematico.

Antes de iniciar o estudo das equacdes fracionarias foi abordada a resolucao de equacdes
simples. Seguidamente, depois de recordada a resolucdo de equacdes simples, passou-se para a
resolucdo de equacdes fracionarias, salientando que no caso destas ultimas equacdes tinhamos
de ter em conta o dominio da funcdo, pois algumas das solucdes encontradas poderiam nao
pertencer ao dominio. Depois de resolvidas as tarefas, procedeu-se a discussao da sua resolucédo
a partir da apresentacao das resolucdes representativas dos alunos. Concluida a discussdo das
tarefas relacionadas com a resolucdo analitica de equacdes fracionarias, foi feita uma sintese, com
a colaboracao da turma, sobre os procedimentos de resolucdo de equacdes fracionarias numa
otica institucional.

Seguidamente foi abordada a resolucéo de problemas, em que os alunos tinham de aplicar
0s seus conhecimentos adquiridos aquando da resolucdo analitica de equacdes fracionarias e
aquando da resolucao grafica deste tipo de equacoes. A estratégia usada na resolucao grafica de
equacoes, basicamente, consistiu em introduzir na calculadora a funcdo ou funcdes que nos
permitem resolver o problema, calcular o ponto ou pontos de interseccao e concluir acerca do
conjunto solucao.

Na resolucéo grafica de equacdes foi sugerido ao alunos que escrevessem uma pequena
composicao matematica, onde tinham de incluir: a expressao que traduzia o problema; o grafico
ou graficos, devidamente assinalados, que permitissem resolver o problema, bem como a janela
de visualizacao utilizada; assinalar nos graficos os pontos que permitem responder ao problema;

as estratégias usadas e, finalmente, a solucdo do problema. Ainda sobre esta abordagem, os
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alunos foram instruidos acerca dos procedimentos a utilizar com a calculadora grafica, isto &, que
comandos deveriam de utilizar para chegarem aos seus objetivos. De acordo com Demana e Waits
(1994), foi ainda salientado que a resolucao grafica poderia ser usada em jeito de confirmacao da
resolucao analitica e que o método de resolucdo analitica poderia ser usado em jeito de
confirmacao da resolucéo grafica.

Tal como no caso das equacoes, antes de iniciar o estudo das inequacdes fracionarias foi
abordada a resolucao de inequacoes simples, usando um exemplo do teste diagndstico, e so
depois se passou para a resolucdo das equacdes fracionarias. Nesta abordagem comecou-se por
usar processos analiticos, seguido de processos graficos e foi feita uma comparacao entre os dois
processos, salientando-se a desvantagem da calculadora poder apresentar valores aproximados,
enquanto a resolucdo analitica garante a obtencao de valores exatos. Na resolucao analitica de
inequacdes foi salientado que o dominio da funcdo pode alterar o conjunto solucdo sendo,
portanto, necessario estudar a funcao através de uma tabela de sinais, onde os alunos foram
questinados novamente acerca dos zeros e dos valores sem significado da funcao fracionaria.

A estratégia usada na resolucao grafica de inequacdes foi a de introduzir na calculadora a
funcdo ou funcdes que nos permitem resolver o problema, em semelhanca com as equacdes,
calcular o ponto ou pontos de interseccéo e, finalmente, concluir acerca do conjunto solucao,
apresentando-o sob a forma de intervalos de nimeros reais. Em conformidade com a resolucao
grafica de equacdes, foi pedido aos alunos uma pequena composicdo matematica, onde tinham
de constar as expressdes usadas, o grafico ou graficos, devidamente assinalados, bem como a
janela de visualizacao utilizada, o ponto de intersecao dos graficos, a estratégia usada e o conjunto
solucao do problema.

Ainda a respeito da resolucao grafica, os alunos questionaram se podiam passar tudo para
0 primeiro membro, obtendo assim apenas uma equacao, ao que a professora respondeu que
podiam, ressalvando que seriam contas desnecessarias pois 0 objetivo era resolver a inequacao
apenas graficamente, sendo, por isso, desnecessario efetuar calculos. Aqui foi ainda salientado
que na calculadora grafica, no menu que permite resolver graficamente as inequacoes, era
possivel alterar o sinal de igualdade pelo sinal de desigualdade, sendo este outro método possivel
de resolucdo e, uma vez mais, foi salientando que a calculadora grafica pode ndo nos apresentar
valores exatos, ao contrario do que acontece com a resolucao analitica de inequacoes.

Em seguida procedeu-se a resolucao grafica de inequacdes, apresentando aos alunos o

esboco do grafico, sendo que posteriormente tiveram de confirmar os resultados obtidos por
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processos analiticos, continuando a alternar a ordem dos processos analiticos e graficos nas
tarefas seguintes. Uma vez mais, foi salientado a resolucdo grafica poderia ser usada em jeito de
confirmacao da resolucéo analitica e que o método de resolucéo analitica poderia ser usado em
jeito de confirmacao da resolucdo grafica (Demana & Waits, 1994).

Adicionalmente, no decorrer das aulas, foram colocadas questdes diretas, tendo em vista
que os alunos ultrapassassem as dificuldades encontradas no teste diagnéstico e no decorrer da
observacao das aulas.

Em relacao a metodologia de trabalho, os alunos trabalharam em pares e/ou grupos e
quando os alunos usaram calculadoras, as interacdes foram mais frequentes em relacéo a aspetos
técnicos da calculadora, tal como também observaram Fernandes, Almeida, Viseu e Rodrigues

(1999).

5.3. Objetivo 2. Estudar as dificuldades dos alunos na resolucao de equacoes e
inequacoes através das abordagens grafica e analitica

Para responder a este objetivo, analisamos as respostas dos alunos no teste de avaliacao
diagndstico, cuja analise se encontra no ponto 4.1 deste relatério, bem como durante o periodo
de lecionacdo. A analise das respostas permitiu identificar algumas dificuldades sentidas pelos
alunos em relacao as resolucdes grafica e analitica de equacdes e inequacoes.

Através da analise do teste diagnostico verificou-se que alguns alunos depois de resolverem
as equacdes e inequacdes nao escreviam o conjunto solucao, nao sabiam reduzir corretamente
as fracées ao mesmo denominador, aplicavam mal a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacao a adicao e comutativa da multiplicacao, nao sabiam como isolar a variavel, substituiam a
variavel por valores numa estratégia de tentativa e erro, nao sabiam decompor corretamente o
polindmio em fatores, cometiam o erro de transposicdo e omitiam uma solucdo, ndo sabiam
aplicar o quadrado do bindmio e cometiam o erro da propriedade da monotonia parcial da
multiplicacdo em R. Observou-se ainda o uso da férmula resolvente para resolver equacdes do
segundo grau incompletas, quando poderiam usar outro método de resolucao que nao os fizesse
cometer tantos erros de contas. Por ultimo, quando o enunciado pedia concretamente a resolucao
grafica de equacdes, alguns alunos resolviam analiticamente a tarefa e ainda nao sabiam a forma
correta de indicar a janela de visualizacdo. Em geral, muitos destes tipos de erros foram
observados em variados estudos (e.g., Hall, 2002; Kieran, 1992; Soares, 2005).

No decorrer do periodo de lecionacao observou-se que 0s alunos usavam cegamente o

método de transposicdo, referido por Kieran (1992), ndo operando sobre a equacdo como um
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objeto matematico, confundiam objetos com imagens, ndo interpretavam corretamente graficos e
ndo aplicavam os métodos de resolucdo mais adequados. Foi também sentida alguma dificuldade
dos alunos acerca do estudo de funcdes, concretamente nédo tinham a nocao do aspeto grafico
dessas funcdes, o que decisivo na resolucdo grafica de equacdes e inequacoes.

Em relacao ao uso da calculadora, observou-se que muitos alunos ndo sabiam como usar
as suas potencialidades, nao sabendo, por exemplo, como introduzir a funcdo ou funcdes, tal
como observou Consciéncia (2014), como calcular pontos de intersecdo ou saber concluir qual a
janela mais adequada para uma melhor observacao grafica do problema, também observado por
Consciéncia (2014).

Os erros de escrita na calculadora, que surgiram na edicdo da expressdo, estavam
relacionados, essencialmente, com a introducdo do sinal negativo ou dos paréntesis, tal como foi

observado por Zucula (2016).

5.4. Objetivo 3. Avaliar a aprendizagem dos alunos na resoluciao de equacoes e
inequacoes fracionarias

A avaliacdo das aprendizagens dos alunos na resolucao de equacdes e inequacdes foi feita
em dois momentos: na realizacdo de uma questao aula e a partir de alguns itens incluidos no teste
de avaliacao sumativa.

E de salientar que a questdo aula foi resolvida individualmente com o intuito de os alunos
perceberem onde erraram, para posteriormente melhorarem o seu desempenho no teste de
avaliacdo sumativa. Para tal, aquando da correcdo da questdo, foram feitas observacdes que
levassem os alunos a reconhecer e a refletir sobre as suas dificuldades. A questdo aula estava
dividida em duas partes, em que a primeira tratava de resolucao analitica de inequacdes
fracionarias e a segunda da resolucao grafica de inequacdes fracionarias.

Nesta questdo, aquando da resolucédo analitica de inequacdes, observou-se que os alunos
ainda usavam a formula resolvente para resolver equacdes do segundo grau incompletas, quando
estas poderiam ser resolvidas usando outros métodos envolvendo menos calculos, resolviam as
inequacdes como se de uma equacdo se tratasse, tal como observaram Zucula (2016) e
Tsamir(1998), cometiam erros de calculo ao multiplicarem fatores e nos sinais de desigualdade e
de operacdes, fatorizavam mal os denominadores, chegando assim a um minimo multiplo comum
dos denominadores errado, e incluiam no conjunjo solucdo valores que nao pertenciam ao

dominio.
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Apesar de se ter notado uma melhoria em relacdo ao teste diagndstico, alguns alunos ainda
ndo tinham o conhecimento do aspeto grafico das funcdes, chegando a sinais da funcao errados.
Por ultimo, e ainda aquando do estudo do sinal da funcao, concluiam erradamente acerca dos
valores dos zeros do numerador e do denominador.

Em relacdo a resolucado grafica das inequacdes fracionarias, observou-se que, apesar de ser
ter explorado por diversas vezes esta questao, alguns alunos continuavam a nao seguir todas as
recomendacdes sugeridas para a elaboracao de uma composicao matematica, nao assinalando
as funcdes usadas, as estratégias de resolucao usadas, assim como a forma de apresentacéo da
janela de visualizacdo. Notou-se também a dificuldade dos alunos em escolher uma janela de
visualizacdo adequada, sendo que, em consequéncia, era esbocado apenas parte do grafico,
levando-os a concluir erradamente acerca do conjunto solucéo, tal como observaram Consciéncia
(2014), Hodges e Kissane (1994), Silva e Seixas (2010) e Rocha (2000) e Magalhaes (2010).
Também se observou que ainda resolviam uma inequacao, em parte ou na totalidade, por
processos analiticos, obtendo, por vezes, expressdes de funcdes erradas. E, por ultimo, observou-
se gue um aluno introduziu o numerador e o denominador da expressao separadamente na
calculadora, como se de duas funcdes distintas se tratasse.

Finalmente, também a ficha de avaliacdo sumativa foi realizada individualmente, para
verificar em que medida os alunos aprenderam os contelidos abordados nas aulas da intervencéo
pedagogica.

Em relacdo a resolucao analitica de equacdes, verificou-se que alguns alunos, embora em
pequeno numero, continuavam a calcular mal o minimo multiplo comum dos denominadores, nao
consideravam o dominio da funcdo, cometiam erros de calculo e ainda omitiam elementos da
equacdo dada. Em relacdo a resolucao analitica de inequacdes, alguns alunos, também em
pegueno numero, ndo tinham em consideracao o dominio da funcao, cometiam erros de contas,
resolviam a inequacao como se de uma equacao se tratasse. Também se se observou uma
confuséo acerca das férmulas das areas e uma ma interpretacao do grafico fornecido.

Em relacao a resolucao grafica de inequacdes, observou-se que os alunos nao concluiram
a tarefa, especificamente ndo indicaram o conjunto solucao, nao incluiram as assintotas e nao
indicaram as funcdes envolvidas e selecionaram uma janela de visualizacao inadequada, levando
a um esboco grafico errado das funcdes e, por consequéncia, a um conjunto solucdo errado.

Também se se verificou que um aluno, a semelhanca da questao aula, introduziu o numerador e
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o denominador separadamente na calculadora, como se de duas funcdes distintas se tratasse,
ndo tendo em atencdo as observacdes feitas sobre a questdo aula.

Comparativamente com o teste diagndstico, em qualquer caso, notou-se uma boa melhoria
dos resultados; contudo, comparando os resultados obtidos na questdo aula com os resultados
obtidos nos itens do teste de avaliacdo sumativa, verificou-se que as melhorias ndo foram tao
salientes, o que se pode dever ao fato de os alunos ndo terem tomado em consideracdo as

anotacdes sugeridas na resolucao da questao aula.

5.5. Limitacdes, recomendacdes e implicacdes

Deste estudo e tendo em conta a pertinéncia deste projeto, sobressairam algumas
implicacdes para o ensino e aprendizagem das equacdes e inequacdes fracionarias no 11.° ano
de escolaridade.

Na implementacao da intervencao pedagogica os alunos puderam desenvolver o espirito de
equipa, cooperacao e a autoconfianca na resolucao das atividades dado que os alunos recorriam,
essencialmente, ao seu par para ultrapassar as dificuldades que surgiam. Também favoreceu o
desenvolvimento de atitudes mais positivas dos alunos em relacdo a Matematica, motivando-os e
tornando o ambiente de sala de aula mais ativo, mais dinamico e mais estimulante.

A estratégia de trabalho em pequenos grupos, através de interacdes que favorecem a
partilha, a negociacdo de significados, a inter-relacionacdo e a mobilizacdo de saberes, permitiu
explorar melhor as questdes e problemas, tal como verificaram Silva e Seixas (2010). Ainda,
segundo Silva (1996), com as calculadoras, quase todos os procedimentos usuais de calculo se
tornam triviais, deslocando o foco para o pensar o que fazer e como interpretar os resultados. A
partir dos resultados obtidos, confirmou-se as convic¢des da investigadora sobre a importancia da
calculadora gréfica no processa ensino/aprendizagem, numa sociedade cada vez mais tecnoldgica
e que requer competéncias de gestao de informacao.

Realizar aulas com recurso a tecnologia requer muito tempo pois 0s alunos nem sempre
sabem quais os procedimentos a usar com a mesma. Obter uma sintese ou uma conclusao com
a colaboracéao ativa dos alunos, também requer um certo tempo devido a discussao necessaria e
a forma como os alunos comunicam em matematica.

No que respeita as limitacoes desta investigacao, é de referir o tempo previsto para a
aplicacao deste projeto, que foi de seis blocos de 90 minutos. Este tempo foi muito reduzido,
considerando as dificuldades sentidas pelos alunos aquando da resolucdo analitica e da

experimentacao com a calculadora grafica. Apesar disso, o tempo estipulado para esta intervencao
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teve em conta o extenso programa de Matematica A, do 11.° ano (Ministério da Educacao, 2002),
gue mesmo assim nao foi cumprido na totalidade, ndo permitindo a abordagem de tarefas ainda
mais diversificadas.

Ao longo da intervencdo pedagogica foi se tentando explorar, sempre que possivel, tanto
uma abordagem analitica como uma abordagem gréfica das equacdes e inequacdes fracionarias,
tal como sugerido por varios autores (e.g., Consciéncia, 2014; Demana & Waits, 1994; Douady,
1986; Fernandes & Vaz, 1999; Finney, Tomas, Demana & Waits, 1994; Hembree & Dessart,
1986; Ministério da Educacdo 2001; Teixeira, Soares & Andrade, 2010; Tynan & Asp, 1998;
Zucula, 2016), de forma a perceberem as vantagens e as desvantagens da utilizacdo de ambos
0S processos.

Possivelmente, com um periodo de tempo mais alargado, teria sido possivel atender mais
as dificuldades sentidas pelos alunos, que advinham de anos anteriores e da necessidade de
explorar melhor as capacidades graficas da calculadora, nomeadamente aprofundar mais a
questdo da janela de visualizacao, realizar tarefas mais diversificas de modo a colmatarem as suas
dificuldades e explorar situacdes mais concretas de forma a desenvolverem o seu raciocinio.
Explorar melhor as vantagens e as desvantagens dos processos analiticos e graficos da resolucéo
de equacdes e inequacdes fracionarias, permitindo-os concluir individualmente qual o melhor
processo a usar em situacdes diferentes. Portanto, em futurar investigacdes, sugere-se que o aluno
escolha qual o melhor processo de resolucao e que explique o porqué, na sua opinidao, de esse
método de resolucao ser o mais adequado.

Também é de salientar, que professores com conhecimento dos varios tipos de erros dos
alunos estdo mais habilitados para prevenir tais erros, pois eles devem de ser discutidos e
explorados, tal como se procurou fazer na implementacdo pedagdgica. A exploracado dos erros
cometidos pelos alunos é importante pois previne que eles os repitam futuramente, assim como
que consolidem raciocinios incorretos. Os erros devem de ser encarados como algo inerente ao
processo ensino/aprendizagem e nao como algo indesejavel e penalizavel, tal como afirma Borasi
(1992, citado por Soares, 2005). Esses erros devem de ser refletidos discutidos pelo professor
em conjunto com o grupo turma sem inibicdes, de forma a favorecer uma atitude de
guestionamento critico sobre o conhecimento.

Outra recomendacao do presente estudo decorre da interacdo verificado entre alunos e
professor, relativamente a comunicacéo. Foi observado que quando os alunos sdo questionados

acerca dos meétodos de resolucdo o processo de ensino/aprendizagem é mais facilitado,
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enriquecendo a aula e tornando os alunos mais ativos e refletidos, contribuindo mais e tendo uma

visao mais positiva da matematica.
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ANEXO |

Pedido de autorizacao aos Encarregados de Educacao
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Exmo(a). Senhor(a) Encarregado(a) de Educacao
No ambito do Mestrado em Ensino de Matematica, da Universidade do Minho, enquanto
professora estagiaria, pretendo desenvolver experiéncias de ensino que potenciem a aprendizagem
dos alunos no tema “Equacdes e inequacdes fracionarias”. O desenvolvimento dessas
experiéncias implica a recolha de dados, que serdo obtidos através da resolucao de tarefas e da
observacao das aulas. Para uma melhor compreensao das atividades que se desenvolvem na aula
de Matematica, necessito de proceder a recolha de dados através de gravacdes (audio e video).
Para esse fim, venho desta forma solicitar a autorizacdo para proceder ao registo em suporte audio
e video dos dados necessarios a concretizacao das experiéncias de ensino e de aprendizagem na
sala de aula do seu educando.
Comprometo-me a usar os dados apenas para fins académicos e a ndo divulgar o nome da escola
e dos alunos, nem expor qualquer indicador que envolva o seu educando. S6 me interessa a
informacdo que me ajude a melhorar as minhas estratégias de ensino. Os dados das gravacdes
serdo apenas usados para efeitos do estudo a realizar e ndo terdo qualquer influéncia nas
classificacdes escolares dos alunos. Comprometo-me ainda a proceder a destruicdo de todas as
gravacoes apos a realizacao dos trabalhos.

Agradeco a colaboracao

Braga, 26 de Janeiro 2016

A estagiaria de Matematica,

(Claudia Catarina Oliveira Ferreira)

TP , encarregado de
€dUCACA0 dO AIUND .eveiiiiiiiie e do 11°5,
autorizo nao autorizo

gue se faca o registo em audio e video das atividades de ensino e aprendizagem nas aulas de
Matematica que envolvem o meu educando desde que seja salvaguardado o anonimato do seu
nome e de qualquer indicador que o indicie.

Braga, ........... de janeiro de 2015

O Encarregado de Educacao
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ANEXO 1l

Avaliacao diagnéstica
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Avaliacao diagnéstica

Nome: Turma: N.°:

PARTE |
Deves resolver as questdes desta parte do teste por processos analiticos, sem recorrer a calculadora.

1. Resolve, em IR, cada uma das equacOes seguintes e escreve, em extensdo, o respetivo

conjunto de solucao:

a) 32x—5) =7

21

b) x?2=x

c) (z+2)*=4
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2. Resolve, em IR, cada uma das seguintes inequacdes, indicando o respetivo conjunto-solucao
sob a forma de intervalo de numeros reais:

a) —2y+3<7

b) 3—%2 1,

3. Escreve uma expressao matematica que traduz o seguinte problema e nao o resolvas:
0 José pensou num ndmero, multiplicou-o por 7 € ao resultado obtido adicionou-the 13

unidades. No final obteve o numero 790. Em que numero pensou o JoSe!
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PARTE 1I
Usa a calculadora para responderes as questdes desta parte do teste.

4. Resolve, com recurso a calculadora grafica e seguindo os procedimentos anteriores definidos,
a equacao 2x —1 =3. Na tua resposta apresenta o ecra da calculadora, a janela de

visualizacao e indica a solucao da equacao.

5. Resolve, com recurso a calculadora grafica e seguindo os procedimentos anteriores definidos,
a inequacdo x? > 6 . Apresenta o conjunto-solucdo sob a forma de intervalos de numeros

reais. Na tua resposta apresenta o ecrad da calculadora, a janela de visualizacao.
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ANEXO 1l

Questio aula
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Questao Aula

Nome:

Turma: N.°:

1.

Resolva, analiticamente, cada uma das seguintes inequacgdes, indicando o conjunto

solucdo exclusivamente sob a forma de intervalo de nimeros reais.

2_16
a) X2 >0

2x2-8x

x+2 3x

x x2-2

<1

Resolva, usando as capacidades da sua calculadora grafica, a seguinte inequacao:

2
+

>1
x2—4 x+2

Na sua resposta deve incluir:
e Afuncdo ou funcgdes a utilizar;

e 0O esboco do(s) gréfico(s), devidamente assinalado(s);
e Os pontos importantes para a resolucdo da inequacao;

e Ajanela de visualizagdo;

e O conjunto solucdo, exclusivamente sob a forma de intervalos de nimeros reais.
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ANEXO IV

Itens do teste de avaliacao
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Teste avaliacdo sumativa

. x%-4 1 - . -
3. Resolve, em R, a equacao o = _eescreve, em extensao, o0 conjunto solucao.

4. Considere a funcéo f definida por f(x) = —4 + %

4.1.Indique o dominio de f.
4.2.Indique o limite de f(x) quando x tende para +oo. Explique como procedeu.
4.3.Escreva, recorrendo exclusivamente a intervalos de numeros reais, o conjunto dos

numeros reais x que verificam a condicdo f(x) = 3.
4.4.Na figura, estdo representados, num

referencial o.n. xOy:

° parte do grafico de funcéo f;

° asretas r e s, assimptotas do grafico de
f

e O quadrilatero [ABCD].

>

Sabe-se que:

A e B sdo pontos de interseccao do grafico dalfun(;éo f com os eixos
coordenados;
C é o ponto de interseccao das retas r e s;
D é o ponto de intersecao da reta r com o eixo Oy.
Determine a area do quadrilatero [ABCD]
5. Considere a funcéo definida por g(x) = —x% + 2x + 8
5.1.Determine os valores de para os quais se verifica g(x) = ﬁ Resolva este exercicio
com calculadora grafica, apresentando o resultado com aproximacao as

centésimas.

A sua resposta deve conter os tdpicos para uma composicao matematica que

inclua:

i) a expressao ou expressdes matematicas a utilizar para resolver o problema;

i) a janela de visualizacao;

iii) uma representacdo grafica da funcdo (ou funcdes) que permite(m) resolver o

problema, devidamente assinaladas;

iv) a estratégia utilizada para a resolucao do problema;
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V) a representacao do(s) ponto(s) que permitem obter as solucdes do problema, no
grafico representado em iii); vi) a resposta, sempre que possivel sob a forma de

intervalos reais.

118



