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Resumo

Num mundo onde as mudancas climaticas e os crescentes conflitos sociais sao
uma realidade, é essencial uma gestao adequada dos recursos naturais escassos. A
analise de séries temporais de dados meteorolégicos tem assumido um interesse
crescente em muitas dreas, em particular no problema da irrigacao. Este estudo
realizado no contexto do projeto “TO CHAIR - Os Desafios ()ptimos na Irrigacao”,
financiado pelo Fundo Europeu de Desenvolvimento Regional (FEDER), do Pro-
grama Operacional Competitividade e Internacionaliza¢ao (POCI) e pela Fundagao
para a Ciéncia e a Tecnologia (FCT), tem como principal objetivo identificar os
modelos de previsao mais adequados para modelar séries meteoroldgicas que tém
impacto no processo de evapotranspiracao e da humidade no solo, por forma a
planear de forma mais eficiente o uso da dgua nos sistemas de irrigacao. Para isso,
é necessério estimar e prever varidveis meteoroldgicas (velocidade média do vento,
temperatura minima e maxima do ar e precipitagdo) em tempo real (didrio) para
uma determinada localizacao, sendo, neste caso, numa quinta em Carrazeda de
Ansiaes, situada no distrito de Braganca, no Norte de Portugal. Os dados em estudo
sao registos diarios observados no periodo de 1 de janeiro de 2010 até ao dia 23 de
abril de 2019. Assim, neste estudo, apresenta-se uma comparagao de dois métodos
de previsao, os modelos TBATS (transformagao Box-Cox, erros ARMA, tendéncia
e componentes sazonais trigonométricas) e os modelos de regressao linear com erros
correlacionados. Estes modelos foram selecionados devido a sua capacidade para
modelar flutuagoes sazonais fortemente presentes nos dados meteorolégicos, em
particular, em lidar com séries temporais com padroes sazonais complexos.

Palavras-chave: Irrigacao, Séries temporais, Varidaveis meteorologicas, Previ-
sao, TBATS, Regressao com erros correlacionados.
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Abstract

In a world where climate change and growing social conflicts are a reality, proper
management of scarce natural resources is essential. There is a growing interest in
time series analysis of meteorological data in many areas, in particular regarding
the problem of irrigation. This study is carried out in the context of project “TO
CHAIR - Optimum Challenges in Irrigation” — funded by the European Regional
Development Fund (ERDF), the Competitiveness and Internationalization Operati-
onal Program (COMPETE 2020) and the Foundation for Science and Technology
(FCT) — and its main objective is to identify the most suitable forecasting models
for modeling weather series that have an impact on the evapotranspiration process
and on soil humidity, in order to more efficiently plan the use of water in irrigation
systems. For this, it is necessary to estimate and forecast meteorological variables
(average wind speed, minimum and maximum air temperature and precipitation) in
real time (daily) for a given location: in this case, a farm in Carrazeda de Ansiaes,
in the district of Braganca in the north of Portugal. The data under study consist
of daily records observed from January 1, 2010 to April 23, 2019. This study
presents a comparison of two forecasting methods, the TBATS models (Box-Cox
transformation, ARMA errors, trend and trigonometric seasonal components) and
the linear regression models with correlated errors. These models were selected
due to their ability to model seasonal fluctuations strongly present in meteorologi-
cal data, in particular when dealing with time series with complex seasonal patterns.

Keywords: Irrigation, Time series, Meteorological variables, Forecasting,
TBATS, Regression with correlated errors.
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Capitulo 1

Introducao

Num mundo onde a mudanga climética e os crescentes conflitos sociais sao uma
realidade, uma gestao adequada dos recursos existentes é vital. E necessério discutir
o uso da agua, procurando encontrar as melhores solugoes técnicas, para melhorar a
eficiéncia do seu uso, em particular nos sistemas de rega, em resposta as preocupacoes

ambientais e de sustentabilidade.

A maioria dos sistemas de rega no mercado baseiam-se no controlo on-off sem
técnicas de previsao associadas. O sistema dispara o ciclo de rega quando um valor
critico minimo da humidade do solo é detetado e suspende-o quando um maéaximo
definido é atingido (por vezes, perto da saturacao). O excesso de dgua no solo é, fre-
quentemente, uma consequéncia desta técnica sendo responsavel por um desperdicio
de agua significativo. Desta forma, a modelacao matematica para compreender o
comportamento da humidade no solo permite, entre outras, o planeamento eficiente
do uso da dgua dos sistemas de rega (Lopes, 2018). De acordo com o Instituto
Portugués do Mar e da Atmosfera (IPMA), a 30 de setembro de 2017, cerca de
81% do territério de Portugal Continental se encontrava em seca severa, 7,4% em
seca extrema, 10,7% em seca moderada e 0,8% em seca fraca. O ano de 2017 foi
um ano extremamente seco e, considerando os dados de 1 de janeiro de 2017 a 27
de dezembro de 2017, encontrava-se entre os 4 anos mais secos desde 1931 (todos
ocorreram apés 2000) e com uma precipitacao total anual média de 60% menor do
que é considerado normal. A quantidade de dgua doce disponivel no nosso planeta
é de apenas 2,5% do volume total disponivel, sendo que cerca de 70% desta é usada
na Agricultura. Assim, muito deve ser feito para se economizar dgua, uma vez que

esta ¢é vital para o nosso planeta.

Este estudo foi realizado no ambito de uma bolsa de investigacao (BI) do Projeto
POCI-01-0145-FEDER-028247, intitulado “TO CHAIR - Os Desafios Optimos na Ir-
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rigacao”, financiado pelo Fundo Europeu de Desenvolvimento Regional (FEDER),
do Programa Operacional Competitividade e Internacionalizagao (POCI) e pelo Or-
camento da Fundagao para a Ciéncia e Tecnologia (FCT). O projeto envolve 4 Uni-
versidades, a Universidade do Minho, a Universidade de Aveiro, a Universidade do
Porto e a Universidade Tras-os-Montes e Alto Douro, envolvendo 19 investigadores
e varios bolseiros. Este projeto pretende compreender e analisar o comportamento
da humidade no solo através da modelacao matematica e estatistica com o objetivo
de tracar um planeamento eficiente dos recursos hidricos. Para tal, é necessario
desenvolver modelos de previsao para diferentes varidveis climéticas, em tempo real
(por dia) para um local especifico, no caso em estudo, uma quinta em Carrazeda de
Ansiaes, situada no Norte de Portugal. Neste estudo sao, assim, analisados dados da
Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro e do Instituto Portugués do Mar e da
Atmosfera (IPMA), com o objectivo de estimar e prever adequadamente as perdas

de agua por evapotranspiragao.

A evaporatranspiragao é o processo pelo qual a dgua é transferida da terra para
a atmosfera por evaporacao do solo e por transpiracao das plantas. A quantificacao
da evaporatranspiracao é fundamental para as atividades ligadas a gestao das bacias
hidrogréficas, na modelacao meteorolégica e hidroldgica e, em particular, no plane-
amento da irrigacao das culturas agricolas. Os modelos estatisticos mais utilizados
para analisar as séries meteorolégicas s@o os modelos lineares (generalizados) e os

modelos de séries temporais.

O principal objetivo do projeto é identificar os modelos de previsao mais adequa-
dos para modelar as séries meteoroldgicas que tém impacto no processo de evapo-
transpiracao, procedendo-se ao seu estabelecimento e comparagao em termos da sua
capacidade explicativa e preditiva. Estas séries temporais, geralmente, apresentam

um comportamento com forte tendéncia e sazonalidade de alta frequéncia.

Dada a natureza das séries e o seu comportamento, o estudo apresentado nesta
dissertacao apresenta uma comparacao de dois modelos, os modelos TBATS que in-
corporam componentes de transformacao Box-Cox, erros ARMA, tendéncia e com-
ponentes sazonais trignométricas e os modelos de regressao linear com erros cor-
relacionados. Estes modelos foram selecionados dada a sua capacidade para lidar
com dados com padroes sazonais complexos. De referir que para a aplicacao das

metodologias aos dados recorreu-se ao software R.

Os fatores meteorolégicos de extrema importancia para a Agricultura e, por sua
vez, utilizados para os planos de irrigagao sao: a radiacao solar, a temperatura ma-

xima do ar, a temperatura minima do ar, a precipitacao e a velocidade do vento.



Desenvolvimento de Modelos de Previsao de Varidveis Climéticas

Estas variaveis sao utilizadas para calcular a evapotranspiracao de referéncia. Neste
projeto sao estudadas apenas quatro destas varidveis meteorologicas. A temperatura
méxima do ar (°C), a temperatura minima do ar (°C), a precipitagdo (mm) e a velo-
cidade média do vento (m/s). Tratam-se de registos didrios observados no periodo
de 1 de janeiro de 2010 até dia 23 de abril de 2019 para uma quinta, chamada de
Senhora da Ribeira, em Carrazeda de Ansiaes no distrito de Braganca no Norte de
Portugal.

Quanto a organizacao do conteudo da dissertacao, é apresentada uma breve revi-
sao da literatura (Capitulo 2), referente aos métodos de previsao de séries temporais,
alguns exemplos de aplicagao destes métodos, bem como, alguns critérios necesséarios
a avaliagao dos métodos. Nos Capitulos 3 e 4 descrevem-se, de forma introdutéria,
os conteudos tedricos relacionados com os métodos de previsao de séries temporais,
os métodos que sao aplicados aos dados e as medidas de avaliacao utilizadas para
selecionar o método mais adequado ao estudo realizado. A aplicagao pratica das me-
todologias, apresentadas nos capitulos anteriores, aos dados é exposta no Capitulo
5e¢6. E apresentada uma andlise exploratéria dos dados (didrios) no Capitulo 5,
seguindo-se a aplicagdo das duas metodologias selecionadas: o modelo TBATS e o
modelo de regressao com erros correlacionados no Capitulo 6. E realizado um estudo
comparativo da capacidade preditiva dos dois métodos aplicados, através das medi-
das de avaliacao apresentadas. As consideragoes finais sao apresentadas no Capitulo

7 e no Capitulo 8 sao apresentadas as propostas para trabalho futuro.
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Capitulo 2
Revisao de Literatura

"Em locais de escassez de agua, o foco nao é apenas a gestao do abastecimento
de agua, mas o uso eficiente dos recursos hidricos disponiveis. Uma vez que, mais de
70% da agua que consumimos em todo o mundo vai para a agricultura, que havera
cerca de 11 mil milhoes de bocas para alimentar até 2100, melhorar a eficiéncia
de irrigacao terd um impacto potencialmente significativo no uso global de agua”
(Alexandratos et al., 2019).

Um artigo da Agéncia Europeia do Ambiente (2012) refere que "Um dos dominios
em que as novas praticas e politicas podem dar um contributo significativo em
matéria de ganhos de eficiéncia na utilizacao dos recursos hidricos é o da irrigagao
das culturas. Em paises do sul da Europa, como a Grécia, Italia, Portugal, Chipre
e Espanha, e no sul de Franca, as condicoes aridas ou semiaridas impoem o recurso
a irrigagao. No entanto, nao é necessario que a utilizagao de agua na irrigacao seja
tao intensiva. Atualmente, ja se conseguem ganhos de eficiéncia na utilizagao da
agua em toda a Europa, quer através da eficiéncia do transporte (a percentagem de
agua captada e fornecida aos campos) e a eficiéncia da utilizagao no terreno (a dgua
efetivamente utilizada numa cultura, em comparacao com a quantidade total de agua
fornecida a essa cultura). Na Grécia, por exemplo, a melhoria da eficiéncia das redes
de transporte e distribuicao permitiu obter um ganho de eficiéncia estimado em 95%
na utilizagao da agua em comparacao com os métodos de irrigacao anteriormente
utilizados.”

No artigo de Wang e Cai (2009) é possivel ler-se que "O planeamento da irriga-
¢ao, determina o tempo e a quantidade de dgua necessaria a aplicar a uma terra
cultivada durante a estacao de crescimento”. O artigo explora o uso de previsoes de
variaveis meteorolégicas no planeamento da irrigacao usando métodos de simulacao

e otimizacao, comparando os ganhos registados com essas previsoes para aqueles
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registados usando um esquema de irrigagao recuperado, o que indica o real com-
portamento do agricultor. Muitos estudos anteriores abordaram o uso de previsoes
meteorolégicas no planeamento da irrigacao. Uma grande énfase da pesquisa foi
identificar o horizonte de previsao, (i.e., sazonal, duas semanas, 7 dias) que é o mais
provéavel para melhorar o planeamento. Vendaladinen et al. (2005) examinaram a uti-
lidade das previsoes climaticas sazonais a partir de modelos atmosféricos numéricos
para suplementar ou substituir dados meteorolégicos medidos para a modelagao da
humidade e irrigagao do solo. Descobriram que os erros nas previsoes sazonais da

chuva podem ter um efeito importante na previsao da irrigagao.

Atualmente, ja existem intumeras plataformas online que fazem excelentes previ-
soes das varidveis meteorolégicas, como a temperatura maxima e minima, a precipi-
tacao, a velocidade do vento, entre muitas outras. Como exemplo, a nivel nacional, o
IPMA é um instituto publico que assume as responsabilidades ao nivel do territério
nacional nos dominios do mar e da atmosfera. A nivel internacional, ja existem mui-
tos sites, por exemplo o site APIXU, que abrangem dados meteorolégicos de todo
o planeta. As previsoes sao feitas com base em dados histéricos de muitos anos que
asseguram que as previsoes meteroldgicas sejam precisas. Estes sites de previsao

utilizam métodos de interpolacao, modelos matematicos e geofisicos.

Na literatura, facilmente se encontram intimeras aplicacoes de andlise de séries
temporais, na saude, economia, financas, engenharia, agricultura, entre outras. Uma
série temporal é uma sequéncia de valores de uma variavel registada com igual pe-
riodo de tempo. Os desenvolvimentos tedricos das séries temporais comegaram muito
cedo com o desenvolvimento dos processos estocasticos. A primeira aplicagao de mo-
delos autorregressivos a dados foi resultante do trabalho de Yule e J.Walker nos anos
20 e 30 do século passado. Inspirados por estes trabalhos, Box e Jenkins (1970) de-
senvolveram uma abordagem pratica para a construcao de modelos autorregressivos

integrados e de médias moveis, designados por Autorregressive Integrated Moving
Average Models (ARIMA).

Na dissertagao de Lima (2018) ¢é estudado um conjunto de séries temporais do
segmento do retalho com fortes tendéncias e padroes sazonais. O objetivo da tese
consistiu em avaliar a precisao de vérios métodos de previsao, na area da mode-
lacao de séries temporais, aplicados a dados do segmento do retalho. Apresenta
um estudo comparativo da precisao entre os modelos autorregressivos e de médias
moveis Autorregressive Moving Average Models (ARMA) e respetivas extensoes, 0s
modelos de decomposicao classica associados a modelos de regressao linear miltipla

e métodos de alisamento exponencial. A escolha recaiu sobre estes modelos, uma
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vez que, apresentam capacidade de modelar tendéncias e flutuacoes sazonais. Para
avaliar a capacidade preditiva do método foram utilizadas diversa medidas de ava-
liacdo. Entre as quais, o erro quadratico médio (EQM), a raiz do erro quadréatico
médio (REQM), o erro percentual absoluto médio (EPAM), o erro escalado absoluto
médio (EEAM) e estatistica de U de Theil.

Alpuim e El-Shaarawi (2008) referem que estimar e testar tendéncias em séries
temporais é um procedimento comum em diferentes campos da aplicacao da Esta-
tistica como, por exemplo, a epidemiologia, a econometria e a estatistica ambiental.
Geralmente, a estimacao é feita com recurso a modelos de regressao que incluem
tempo e/ou fungdes de tempo como varidveis independentes e, por vezes, em con-
junto com outras variaveis. Contudo, acontece frequentemente os residuos serem
autocorrelacionados o que pode levar a estimacoes incorretas da variancia dos esti-

madores de minimos quadrados ordinarios (OLS).

No artigo Alpuim e El-Shaarawi (2009) sdo examinadas médias mensais de séries
temporais de temperatura em duas cidades Europeias, Lisboa (1856-1999) e Praga
(1841-2000). Neste artigo, ondas seno e cosseno foram incluidas como varidveis inde-
pendentes para descrever o padrao sazonal da temperatura e as ondas seno e cosseno
multiplicadas pelo tempo foram usadas para descrever o aumento da temperatura
correspondente aos diferentes meses. O modelo também tem em consideracao a es-
trutura autorregressiva, AR (1), encontrada nos residuos. Um teste da significancia
das variaveis que descrevem a variacao do aumento de temperatura mostra que Lis-
boa e Praga tiveram um aumento de temperatura diferente de acordo com o mes.

Os meses de Inverno mostram um aumento maior que os meses de Verao.

Na dissertagao Monteiro (2017) pode ler-se que "O aquecimento global e, em par-
ticular, o dos oceanos é um assunto de extrema importancia, atendendo a atualidade
das alteracoes climaticas e da consequente necessidade de adaptagao das populagoes
face a este fendmeno. As séries temporais de variaveis fisicas, como por exemplo
a temperatura a superficie do mar, permitem estudar e interpretar estes fenéme-
nos ao procurar modelos matematicos para os descrever e prever, quando possivel”.
Nesta dissertacao sao utilizadas técnicas estatisticas de andlise de séries temporais
no estudo da temperatura a superficie do mar. Para cada regiao foram explorados
modelos de séries temporais, nos quais se incluem os modelos de decomposicao clas-
sica e de Holt-Winters e, ainda, os modelos ARIMA sobre a série residual, resultante
do ajustamento de uma tendéncia linear e de uma componente sazonal a série tem-
poral inicial. A selecao do melhor modelo foi efetuada por medidas de ajustamento

disponiveis para este tipo de analise.
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Um dos fatores na determinacao das previsoes corretas para um determinado
fenémeno é a selecao do modelo apropriado. Os modelos mais comuns sao os mo-
delos ARMA, ARIMA e SARIMA (Box e Jenkins (1970), Lee e Ko (2011), Pappas
et al. (2008), Chen et al. (1995)) e modelos de alisamento (ou suavizagdo) expo-
nencial (Taylor (2003) e Kostenko e Hyndman (2008)). A utilizacao destes modelos
é perfeitamente apropriada, desde que as séries a trabalhar nao apresentem pra-
droes sazonais complexos. A solucao para este problema é o modelo Trignometric,
Boz-Coz Transformation, ARMA errors, Trend, and Seasonal components(TBATS),

introduzido hé alguns anos por De Livera et al. (2011).

Murat et al. (2018) fazem previsdes de séries temporais didrias meteorologicas
usando os modelos ARIMA e de regressao. Trabalharam séries temporais didrias
da temperatura do ar e de precipitacao, recolhidas entre 1 de janeiro de 1980 e
31 de dezembro de 2010, em quatro sites europeus, provenientes de diferentes re-
gioes. Utilizaram para modelar e prever, os métodos Box-Jenkins e Holt-Winters
sazonal autorregressivo de médias moveis, modelos ARIMA com regressores externos
na forma de termos de Fourier e modelos de regressao, incluindo componentes de
tendéncia e sazonalidade. Referem que a previsao de eventos futuros, de variaveis
meteoroldgicas, com base em séries temporais historicas é de grande importancia
para a modelacao agrofisica (Lamorski et al. (2013), Baranowski et al. (2015) e
Murat et al. (2016)). Muitas vezes os métodos de previsao de séries temporais sao
baseados nestas analises de dados histéricos. Estes métodos assumem que os pa-
droes do passado podem ser usados para prever eventos futuros. Falam no facto, de
nos ultimos anos, um dos modelos mais utilizados ser o autorregressivo integrado de
médias méveis (ARIMA) e que tém como objetivo o estudo rigoroso e cuidado das ob-
servagoes do passado de uma série temporal para desenvolver modelos aproximados
que permitam a previsao de valores futuros para as séries. Estes modelos tém trés
constantes de controlo: a irregular, a tendéncia e sazonalidade. Os modelos de erros
correlacionados surgem da incapacidade dos modelos ARIMA nao conseguirem lidar
com sazonalidades com periodo superior a 200. Nestes modelos, sao adicionados

regressores externos na forma de termos de Fourier para modelar a sazonalidade.

Apesar dos modelos escolhidos nao conseguirem prever exatamente os valores da
temperatura e precipitacao, eles dao informacgao que ajuda a devenvolver estratégias
para um planeamento sustentavel e apropriado para a Agricultura, ou serem ape-
nas utilizados como uma ferramenta suplementar no planeamento de estratégias. De
forma a mitigar as limitagoes dos modelos de espago de estados quanto a previsao de

séries temporais com padroes sazonais complexos, tais como problemas de sazonali-
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dade de alta frequéncia, periodos sazonais multiplos, sazonalidade com periodos nao
inteiros, efeitos de duplo calendério, os modelos de espaco de estados tradicionais
sofreram algumas modificagdes. De Livera et al. (2011) introduziram duas novas
estruturas, BATS como acrénimo para os principais recursos do modelo: Box-Cox
Transformation, ARMA errors, Trend, and Seasonal components e TBATS como
acrénimo para os principais recursos do modelo: Trignometric, Boz-Cox Transfor-
mation, ARMA errors, Trend, and Seasonal components. Estas modificacbes vao
desde a introducao de transformacgoes Box-Cox, representacoes de Fourier com co-
eficientes a variar no tempo e correcoes de erros ARMA. Expressoes analiticas e
avaliacao por maxima verosimilhanca, conduzem a uma abordagem mais simples
e compreensiva para previsao de séries temporais com padroes sazonais complexos.
Uma das maiores vantagens desta abordagem ¢é a reducao da carga computacional
na estimacao da Maxima Verosimilhanca e a enorme aplicabilidade e versatilidade,
como ilustram em trés estudos empiricos diferentes. Ainda, realcam o facto de a
formulagao trigonométrica proposta ser apresentada como um meio de decompor
séries temporais complexas e mostram que esta decomposicao leva a identificacao
e extracao das componentes sazonais que, por si s6, nao seriam apresentadas no

grafico da série temporal.

BroZyna et al. (2018) apresentam um artigo que descreve a capacidade do mo-
delo TBATS, que nao possui restri¢oes de sazonalidade, de criar previsoes detalhadas
e de longo prazo. Referem que, quer se pretenda prever precos de agoes, taxas de
desemprego ou temperaturas, é importante escolher o modelo que melhor descreve
o fenémeno no passado, que sera melhor para prever no futuro. Dependendo da sua
natureza, uma série temporal é constituida por: tendéncia, movimentos sazonais, mo-
vimentos ciclicos e componente irregular. As séries temporais sao frequentemente
analisadas usando os dados agregados para obter uma unica sazonalidade e um pe-
riodo de previsao adequado. Por exemplo, dados mensais para o préximo ano podem
ser previstos com base em dados mensais de algumas dezenas de anos anteriores; e
os dados para as proximas semanas podem ser previstos com base em dados de algu-
mas duzias de semanas ou meses prévios. O artigo pretende apresentar a capacidade
do modelo TBATS trabalhar com sazonalidade usando séries temporais especificas,
por exemplo, com dados horarios recolhidos ao longo de um periodo de varios anos
e, assim, gerar uma previsao de médio prazo com a especificidade de uma previsao
de curto prazo. Para esta andlise, foram usados dados horarios sobre a procura de
energia elétrica na Poldnia, a partir de um periodo de 14 anos, que permitiu observar

e incorporar trés padroes sazonais diferentes.
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Outro exemplo, em Naim et al. (2018), estes apresentam um estudo compara-
tivo entre o modelo BATS e TBATS para previsoes a curto prazo de séries com
padroes sazonais complexos. Referem que, uma série temporal pode ter um padrao
sazonal unico e/ou complexo. Padroes complexos incluem sazonalidade de periodo
nao inteiro, varios periodos sazonais e efeitos de duplo calendario. Os métodos de sé-
ries temporais tradicionais, como o método Naive, o método Drift, o método Holt, o
método Holt com drift e ARIMA sao usados com sucesso para modelar séries univari-
adas. Os métodos ETS e SARIMA sao métodos muito utilizados e eficientes quando
as séries temporais apresentam um unico padrao sazonal, mas nao conseguem um
desempenho satisfatorio quando existe um padrao sazonal complexo. Relembram
que, atualmente, as séries temporais com padroes sazonais complexos sao um fené-
meno comum. Por exemplo, o consumo de eletricidade, o consumo de gés natural
para uma organizacao, a taxa de chegada em call centers por hora ou por dia, etc.,
nao tém periodicidade regular, mas sim uma sazonalidade dinamica. Considerando
este facto, o objetivo do artigo foi desenvolver um modelo de previsao univariado
de curto prazo mais eficaz usando os métodos BATS e TBATS para prever padroes

sazonais complexos.

No que respeita a estudos comparativos de analise, modelacao e previsao da ve-
locidade do vento, Benth e Benth (2010) propuseram um modelo ARMA para a
série temporal do vento de uma localizacao espacial tinica e estimaram com dados
na amostra (in-sample) registados em trés regides diferentes de parques edlicos, no
estado de Nova lorque. A série é constituida por observacoes medidas de trés em
trés horas e utilizaram médias de velocidade de vento diarias. Conseguiram demons-
trar que existem grandes discrepancias no comportamento das observacoes médias
diarias e das observacoes recolhidas de trés em trés horas. A avaliacao baseada em
observagoes out-of-sample, reflete que os modelos propostos sao confiaveis e que po-
dem ser usados em diferentes aplicagoes, como exemplo, previsao do tempo, geragao
de energia produzida pelo vento, entre outras. Compararam o poder de predi¢ao
da velocidade do vento de trés em trés horas com o das médias didrias. Para tal,

calcularam o erro de predi¢ao quadratico médio (MSPE).

Noutro exemplo, Jain (2018) implementa um modelo ARIMA para a previsao
da velocidade do vento. Os resultados sao comparados com o modelo respetivo, i.e.,
um modelo ETS (Ezponential Trignometric Smoothing). O autor pretende fazer
previsao das condi¢oes do tempo na India. Apos a abordagem ARIMA, surge a
necessidade da decomposicao sazonal. Para tal, utilizou o modelo TBATS introdu-

zido por De Livera et al. (2011). Segue com a abordagem ETS. Como resultado,
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identifica que a abordagem ARIMA é mais eficiente, ja que captura de forma mais efi-
ciente o comportamento dinamico das propriedades da velocidade do tempo, quando
comparado com o modelo ETS. Apesar da anédlise preliminar concluir que o modelo
ARIMA é melhor em detrimento do ETS, considera de extrema necessidade uma
investigagao mais profunda.

Na tese de doutoramento de Puindi (2018) percebe-se que modelos estruturais de
espaco de estados sao bastante eficientes para modelar séries com padroes sazonais
complexos. Contudo, quando o objetivo é a previsao, sabe-se que qualquer infor-
macao adicional, disponivel em variaveis de influéncia externa, podera melhorar as
previsoes. Neste contexto, trabalhos sobre modelos de previsao de séries temporais
com sazonalidade complexa e que integram os efeitos das covariaveis sao pratica-
mente inexistentes. Refere ainda que, apenas existe um modelo formulado para
lidar com séries temporais de sazonalidade complexa, trata-se do modelo TBATS.
Esta tese contribuiu para a formulacao de modelos estruturais dinamicos com a in-
tegracao dos efeitos das covariaveis. Foram construidos dois modelos estruturais
baseados na formulagao de miiltiplas fontes de aleatoriedade. O primeiro modelo,
SCov, redefine métodos tradicionais de alisamento exponencial sazonal simples. O
segundo modelo, denominado por TSCov é uma extensao do modelo TBATS formu-
lado para acomodar as séries temporais com sazonalidade complexa. Os modelos
sao formulados através das trés componentes nao observaveis: nivel, tendéncia e
sazonalidade que sao consideradas aleatérias e variantes no tempo.

Shu et al. (2014) referem que os modelos ARIMA sao os modelos mais utilizados
em séries temporais. Com o objetivo de aumentar o nivel de precisao do modelos, no
estudo que apresentam, sugerem uma abordagem para minimiar os residuos através

da modificagdo com recurso as séries de Fourier.
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Capitulo 3
Séries Temporais

Uma série temporal é um conjunto de observacoes medidas sequencialmente ao
longo do tempo. Os desenvolvimentos tedricos das séries temporais comecaram
muito cedo com o desenvolvimento dos processos estocéasticos. Inspirados pelos tra-
balhos de Yule e de J. Walker, Box e Jenkins (1970) desenvolveram uma abordagem
pratica para a construcao de modelos autorregressivos integrados e de médias méveis,

designados por Autorregressive Integrated Moving Average Models (ARIMA).

Uma das principais caracteristicas das séries temporais é a importancia da ordem
em que as observagoes sao registadas. Regra geral observacgoes sucessivas observa-
das ao longo tempo sao correlacionadas. Estas observacoes podem ser registadas de
forma continua ou de forma discreta, no tempo. A priori, a medida de diversas quan-
tidades, como a temperatura do ar, podem ser feitas de forma continua mas muitas
vezes as medidas sao recolhidas de forma discreta no tempo, ou seja, recolhidas em
determinados momentos de tempo, com igual espagamento (dias, semanas, meses,
anos, etc). Para além disso, as séries temporais também podem ser classificadas
em univariadas, se sao constituidas por apenas uma so variavel, e em multivariadas
quando, em cada instante, se observam mais do que uma variavel. Na pratica, os da-
dos registados de forma continua no tempo sofrem uma discretizacao em intervalos
de tempo iguais para poderem ser trabalhados, nomeadamente em termos computaci-
onais; tendo sempre em considera¢ao que o intervalo desta amostragem seja pequeno,
evitando a perda significativa de informacao. Em todas as areas, existem fenémenos
cuja andlise do comportamento ao longo do tempo é importante, bem como, perceber
0 como essas variagcoes se comportam e qual é o desenvolvimento desses fendémenos
ao longo do tempo. Assim, na atividade de determinada industria, na qualidade de
sono de uma pessoa, nas flutuacoes de precos, fenémenos meterolégicos, entre mui-

tos outros, a andlise, estimagao e previsao de séries temporais é fundamental. Na
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meteorologia a andlise das séries temporais é especialmente importante. A anélise
temporal permite melhorar o conhecimento de fenémenos meteorolégicos tornando
posivel uma melhor percecao do tempo para determinada area geografica ou a pos-
sibilidade de prever fenémenos extremos. A analise de dados meteoroldgicos é ttil
em areas como a Agricultura, no controlo de transito, nas mudancas climéticas, em
calculos estruturais na Engenharia, na estimacgao de recursos naturais, entre muitos

outros.

3.1 Objetivos da Analise Temporal

Considera-se como principal objetivo da andlise de séries temporais, o desenvol-
vimento de modelos matematicos que expliquem/descrevam de forma plausivel os
dados de um determinado fenémeno, Shumway e Stoffer (2017).

Tendo em conta todas as caracteristicas de uma série temporal, existem imensos
propésitos na sua utilizagao. Chatfield (2000) descreve que os principais objetivos

passam pela:

a) Anadlise descritiva dos dados: descrever o comportamento dos fenémenos associ-
ados a série, de forma a obter e compreender o mecanismo que a gerou, através

da andlise dos dados usando estatisticas sumérias e/ou métodos graficos;

b) Modelagao: encontrar um modelo estatistico adequado para descrever a evolu-
¢ao da série temporal, seja ele um modelo univariado ou um modelo multiva-

riado;

c¢) Previsao: prever o comportamento futuro da série, ou seja, estimar os valores
futuros da série. Estas previsoes podem ser a 1-passo, previsoes para a obser-

vagao seguinte ou previsoes a multi-passos, para varias observagoes seguintes;

d) Controlo: previsdes adequadas permitem que sejam aplicadas medidas para
controlar um determinado processo, sendo tteis em processos industriais, eco-

némicos, entre outros.

3.1.1 Componentes de uma Série Temporal

Chatfield (2000) descreve que, de maneira resumida, a decomposigao da varia¢ao
de uma série temporal pode ser efetuada considerando quatro componentes. A

componente Tendéncia (7'), a componente sazonal (5), a componente ciclica (C) e
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a componente irregular/residual (I). Estas componentes podem ser combinadas de

maneiras diferentes, de forma multiplicativa ou aditiva, respetivamente, por

Y, = TxCxSxI, (3.1)
Y, = T+C+S+1. (3.2)

Um modelo aditivo é apropriado quando a magnitude das oscilagoes sazonais nao
varia com o nivel da série. Por sua vez, se estas oscilagoes aumentam ou diminuem
proporcionalmente com a tendéncia da série, entao um modelo multiplicativo é o
mais adequado (Wheelwright et al., 1998).

Por vezes, a transformacao dos dados é necesséaria, nomeadamente a logaritmica,

de forma a converter um modelo multiplicativo num modelo aditivo, i.e.,
logY; = log T, + log S; + log I;.

Desta forma, constréi-se um modelo multiplicativo por ajustamento de um mo-
delo aditivo ao logaritmo dos dados, que nao deve ser aplicado a séries temporais de
valores negativos ou nulos. Os modelos de decomposicao aditivo e multiplicativo nao
sao as unicas formas de decomposicao de séries temporais. Estes modelos podem
ser misturados, originando outros modelos que incluem relagoes tanto aditivas como

multiplicativas, e.g., um modelo multiplicativo com erros aditivos, i.e.,
}/t - Tt X St + It'

A decomposicao de séries temporais pode ser feita de forma totalmente automatica e
simples no ambiente R, como por exemplo a funcao decompose, que permite avaliar
as diversas componentes separadamente e, assim, ajudar a identificar o comporta-

mento individual das mesmas.

A Tendéncia (T) é o padrao, a inclina¢do, que uma série temporal apresenta
ao longo do tempo. A tendéncia pode ser positiva ou negativa, linear ou nao li-
near, dependendo se apresenta um padrao crescente ou um padrao decrescente, ao
longo do tempo. Se uma série temporal nao exibir um comportamento crescente ou

decrescente, a série diz-se estacionaria em média.

A Sazonalidade (S) sdo as flutuages regulares que se repetem, aumentos e
diminuicoes, e ocorrem na série durante um periodo de tempo especifico. Estas
flutuagoes devem-se a fatores sazonais, que apresentam padroes de comportamento

semelhantes e que surgem em muitas séries temporais. Geralmente, este periodo é
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anual mas também pode ser semanal, mensal, trimestral, ou seja, padroes semelhan-
tes observados em épocas do ano. Chatfield (2003) refere como exemplo pratico, o
padrao de vendas de gelado é sempre alto no Verao. A sazonalidade pode ser aditiva,
se nao depende do nivel da série, ou multiplicativa , quando é proporcional ao nivel.
O ajustamento sazonal aplica-se quando se pretende remover esta fonte de variacao
na série que pode estar a omitir outras componentes relevantes, como a tendéncia.

A Componente Ciclica (C) é a componente representada pelos movimentos
oscilatorios de longo prazo, com periodicidade nao regular. Esta componente é dificil
de prever, uma vez que, é recursiva e nao periodica, ou seja, os tempos entre os picos
é nao regular. Esta componente, frequentemente, é ignorada para séries "curtas”.

A Componente Irregular/Aleatéria (I) é uma componente irregular de na-
tureza aleatdria também designada por ruido branco ou residuo. Esta componente

representa tudo o que nao se consegue modelar ou definir.

3.2 Processos Estocasticos

Um processo estocastico é um fenémeno estatistico que evolui no tempo de acordo
com leis probabilisticas. O processo estocastico é a extensao do conceito de varidavel

aleatdria.

Definicao 1 Um processo estocdstico ¢ qualquer colecao ou familia de varidveis
aleatorias definidas por {Y (t),t € T}, em que Y(t) é uma varidvel aleatéria (ou
conjunto de varidvei aleatorias) com contradominio S, denominado por espaco de
estados. T' ¢ um conjunto de indices ordenados representado o tempo e é denominado

por espago de parametros (Alpuim, 2003).

Formalmente, define-se uma série temporal como o conjunto de observacoes de
um processo estocastico {Y (t),t € T'}, nos instantes ¢y, ta, .. ., t,. As observagoes sao
observadas em intervalos de tempo regulares, considerando-se o t inteiro (i.e.,t =
0,£1,£2,...). Sendo que, para T = Z ou T = N o processo é de tempo discreto.
Para T =R ou T' = R™ o processo é de tempo continuo.

Existem duas formas de caracterizar um processo estocastico. Uma das formas
é especificar a distribuicao de probabilidade conjunta das suas n variaveis aleatorias
(Y(t1),...,Y(t,)) para todos os inteiros n e pontos ti, ..., t,. Mas esta maneira de
caracterizar o processo estocdstico é de extrema dificuldade e, na prética, nao viavel.

A alternativa passa pela caracterizacao do processo estocastico a partir das fun-
¢oes deterministicas a ele associadas. Estas fungoes deterministicas sao particular-

mente importantes para a caracterizacao do comportamento do processo, ou seja, 0s
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momentos do processo. Em particular, descrever o primeiro (valor médio) e segundo

momentos (fungao de autocovariancia) designados por
— u(t) =FE[Y(t)], para t=0, £1, £2, ...,
=ty t2) = E[(Y(t) — pu(t1))(Y(E2) — u(t2))], t=0,£1,42,....

A variancia 0%(t) = Var[Y(t)] para t = 0, £1, £2, ..., é um caso particular da
funcao autocovariancia quando t; = t,.

Na inferéncia estatistica sobre a estrutura de um processo estocastico, baseada
nos valores observados é usual assumir-se algumas suposi¢oes. A mais importante
das suposicoes é a estacionariedade. Os processos estocasticos dividem-se em estaci-

onarios e nao estacionarios.

3.2.1 Processos estacionarios

A ideia mais simples de estacionariedade é a de que a lei de probabilidade subja-
cente ao comportamento do processo nao se altera ao longo do tempo. Um processo
estacionario é um processo estocastico, em que os valores da variavel aleatoria se
distribuem no tempo, em torno de um valor médio constante e a independéncia entre
os valores observados em diferentes instantes ¢ é assumida. Neste tipo de processos
a média e a variancia sao constantes, nao sendo, assim, necessario o conhecimento
do valor na origem da série (Alpuim, 2003).

Para um processo estaciondrio {Y(¢),¢ € T'} com variancia finita, V¢t € T

Definem-se dois tipos de estacionariedade. Estacionariedade forte ou estrita-

mente estacionério e estacionariedade fraca ou de segunda ordem (Shumway e Stoffer
(2017)).

Definicao 2 Um processo estaciondrio {Y (t),t € T'} diz-se estritamente estaciond-
rio (ou fortemente estaciondrio) se a distribuicao conjunta de (Y (t1),...,Y (t,)) €
igual a distribuicao conjunta de (Y (t1+90), ..., Y (t, +9)) qualquer que seja o n-iplo

(t1,...,t,) € para qualquer 0, i.e.,

F(Y(tl),...,Y(tn))(yla e yn) = F(Y(t1+5),..‘,Y(tn+6))(yla ey yn)7 em todos os pontos (?/1, o yn)‘
(3.3)

A condicao de estacionaridade restrita implica o conhecimento de todas as distri-
buig¢oes marginais, o que torna a verificagao muito dificil na pratica, além disso, nao é

aplicdvel a maioria das séries temporais (Alpuim, 2003). Desta forma, é usual aplicar
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a definicao mais simples que impoe condigoes apenas nos dois primeiros momentos

da série temporal (estacionaridade de segunda ordem).

Definigao 3 Um processo Y (t),t € T diz-se estaciondrio de sequnda ordem
(ou fracamente estaciondrio) se todos os momentos até a sequnda ordem de
(Y(t1),...,Y(t,)) existem e sdo iguais aos momentos correspondentes até a sequnda
ordem de (Y(t; +0),...,Y (t, + 0)). Desta forma, um processo Y (t) € fracamente

estaciondrio (de sequnda ordem) se:

1. u(t) = p, o valor médio nao depende de t;
2. o*(t) = 02, a varidncia nao depende de t;

3. Cov[Y (t1),Y (t2)] = (|t —t1]), a covariancia depende apenas do desfaza-
mento ty — ty.

Um processo estritamente estacionario, com variancia finita é também um pro-

cesso estacionario de segunda ordem. A reciproca pode nao se verificar.

3.2.2 Funcoes de autocovariancia, autocorrelagao e autocor-

relacao parcial

A funcao de autocovariancia é a funcao de covariancia entre realizagoes de um
processo estocastico observadas em diferentes horizontes de tempo e desfasadas em

k unidades de tempo (lag).

Definicao 4 A funcdo de autocovariancia, para um processo estaciondrio, € defi-
nida por
T = CovlYy, Y] = E[(Ye — 1) (Yegr — )]

Se o processo € de tempo continuo, v € definida para k € R, se processo ¢ de

tempo discreto vy € definida para k € 7.

O estimador da funcao de autocovariancia para um processo estacionario de
segunda ordem ¢é dado por

n—k

= S V= V)Y ),

t=1

S

Quanto maior o valor de k, maior o desvio entre o valor estimado 4, e o valor da

funcao 7. Desta forma, deve-se estimar 4 apenas para os primeiros 7 valores de k

(Chatfield, 2000).
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A funcao de autocovariancia deve respeitar as seguintes propriedades:
1. v0 = CovlY,, Y] = Varly,] = 0%

2. Ve = Yok;

3. Vx| < 4o como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz, |E[XY]| <
E(X?)E(Y?);

4. B semidefinida positiva, S, > i aiay([t; = t5]) > 0, onde ay, ..., a, Tepre-

sentam um conjunto de nimeros reais e ti, ..., t, os instantes de tempo.

A funcao de autocorrelacao mede a correlacao entre realizacoes de um processo
estocastico observadas em diferentes horizontes de tempo e desfasadas em k unidades
de tempo (lag). Desta forma, interpreta-se p, como uma medida da semelhanga
entre cada realizacao e a mesma realizacao deslocada k unidades de tempo iguais
(Murteira et al., 2000).

Definicao 5 A funcdo de autocorrelagio (FAC), para um processo estaciondrio, é
definida por
CovlYy, Yisw] _ Cov[Yy, Yik] e

=Corr|Y,,Y; + k| = = .
& Yo Yo+ A VVarlYVar(Y, ] Var[Yy] Yo

O estimador da funcao de autocorrelagao para um processo estacionario de se-

gunda ordem é representado pela seguinte expressao

b= b _ i (Y = Y) (Vi — Y)

A funcao de autocorrelagao deve respeitar as seguintes propriedades:
1. po=CorrlY, Y] =1,

2. pp=p-k;

w

. |pk] <1, como consequéncia da desigualdade de Cauchy-Schwarz, |E[XY]| <
E(X?)E(Y?);

4. B semidefinida positiva, Y7, > i aiajp(|t; —t5]) > 0, onde ay, ..., oy, repre-

sentam um conjunto de nimeros reais e ti, ..., t, os instantes de tempo.
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Defini¢ao 6 A fun¢ao de autocorrelagao parcial (FACP), para um processo estaci-
ondrio ou conjunto de autocorrelagdes parciais de desfasamento (lag) k é dado por
{rr : k=1,2,...} onde

¢kk = COT’T’[YL Y2+k|Yt+1,Yt+2, cee ;Yt—i-k—l] =

e PY € a matriz k x k de autocorrelagoes onde a ultima coluna € substituida por

(o1 p2 - pi|T. A matriz Py é dada por

1 pr P2 Pr—1

P1 1 P Pe—2

Po=1 p2 po 1 - prs
| Pe-1 Pr—2 copr 1

obtendo-se as seguintes propriedades:

1. ¢11 = p1;
p2—p3
2' ¢22 - 1710% )

3. ¢ _ p3(1=p)+p1(pi+p3—2p2)
P s (1=p2) (1+p2—20%)

O correlograma tedrico é a representacao grafica de p em funcao de k. A analise
do correlograma é uma ferramenta de extrema utilidade na identificacao de varias
carateristicas de uma série temporal e constitui um auxiliar importante na escolha
do modelo que lhe é mais adequado. O aumento de k traduz-se no decréscimo de
pr €, consequentemente, de v , ou seja, excetuando casos especiais, o aumento de k

implica o decréscimo de ~; e de py, isto é

k — 400, pr — 0e pr — 4o00.

3.2.3 Ruido Branco

Definigao 7 O processo estaciondrio designado de ruido branco, {e;,t € Z}, o qual
¢ definido como a sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas, de média e variancia constantes. Desta forma, um processo estocdstico

€ um ruido branco se satisfaz as condicoes:
1. E(g;) = pe(usualmente, . = 0);
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2. Var(e) = o;
3. COU(Et,EH_k) = Yk = O, k= Il:l, I|:2, e

Como a média e a funcao de autocovariancia nao dependem do tempo, o processo é
estacionario de segunda ordem.

Adicionalmente, se as variaveis aleatorias seguem uma distribuicao Normal, i.e.,
g; ~ N(ue,0?), entdo o processo &, é designado por ruido branco Gaussiano. Este
processo é muito 1til na construcao de modelos estocasticos, embora dificilmente se
observe em séries reais. Um bom modelo de previsao devera produzir erros de previ-

sao com comportamento semelhante ao de um ruido branco, dada a imprevisibilidade

inerente ao ruido branco.

Simulacdo de um ruido branco de média nula e variancia unitaria

0 20 40 60 80 1(;0
Tempo
(= ~
— o
i w i
o | Q
wo e < o ‘ ‘ A B ‘ |
- o T
< o~ g -° \ | ‘ '
e | 1 L\ — - 1 — T D‘? o~ N
('] g
e e BE— T i T T T T
0 5 10 15 20 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 3.1: Simulacdo de um ruido branco e repectivas FAC e FACP empiricas.

Na Figura 3.1 encontra-se representada uma trajetéria de um processo de ruido

branco e as respectivas FAC e FACP estimadas.

3.3 Modelos para Processos Estacionarios
3.4 Processos Médias Méveis (MA)
Seja £; um processo ruido branco de média nula e variancia constante.

Definigao 8 O processo {Y;, t € T} é considerado um processo de médias mdveis
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(MA), com ordem gq, se

Yi=e+bhea+... + 01+,

onde p; é a média da série temporal Yy, 6; € Rie = 1,...,q. O modelo é

representado por MA(q). A média de Y; € dada por
q
E(Y;) = E(z) + Y _0,E(e—;) = .
j=1

Se py =0, entao E(Y;) =0, entdo a variancia é dada por

q
Var(X;) = Var(e) + ZHJQ-VCLT(&},J-) =(1+64+... +6%0°

Jj=1

A fungao de autocovariancia (com 0y = 1) é dada por

0 ) k > q
v = Cov(Yy, Yiig) = v
" o? Z}L’S 004 k=0,...,q

Como a média e a varidncia sao constantes, a fun¢ao de autocorrelagio (FAC)

para k >0 € dada por

1 k=0
a—k g o
PR 5 > = (T
Jj=0"j
0 Jk>q+1

O processo € estacionario de segunda ordem, com média e variancia constantes
e a autocovariancia independente do instante ¢, para qualquer valor possivel de
61,...,0, Se adistribuicdo do processo aleatério, e;, for Normal (Gaussiana) diz-se

que o processo é estritamente estacionario.

Utilizando o operador atraso B, definido por

BY, =Y, ; Vj=0,...,q.

Define-se o polinémio ©(B), de ordem ¢ em B, por
0,B)=1+6,B+0,B>+ ...+ 0,B".
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Assim,
Y;=(14+60,B+0,B%+ ...+ 0,B)s; = O,(B)e;.

Existem 29 modelos possiveis para ©(B) = 0 que terdo a mesma func¢ao de
autocorrelagao, mas apenas um tera raizes da equagao fora do circulo unitario. Ou
seja, o processo de Médias Méveis de ordem q (M A(q)) é invertivel, quando todas
as ¢ solucoes (0y,...,0,) de ©(B) = 0 sejam |0;| > 1, i = 1,...,q (Metcalfe e
Cowpertwait (2009)).

3.5 Processos Autorregressivos (AR)

Definigao 9 Um processo estaciondrio {Y;,t € T} € considerado um processo au-

torregressivo (AR), com ordem p, se
Yi=p1Yi 1+ ...+ gbth_p + &t (3.4)
onde, €; € um processo de ruido branco e ¢; , i =1,...,p, sao constantes reais.

O modelo é representado por AR(p). Os processos autorregressivos sao modelos
lteis para explicar séries temporais em que o valor da variavel, para um determinado
instante ¢, pode ser explicado por p valores passados, Y;_1,Y;_9,...,Y;_, adicionado

de um erro aleatorio €; associado. O processo ¢; € discreto puramente aleatério com

2

~ constante. Os parametros autorregressivos sao valores

média p. = 0 e variancia o
reais, i.e., ¢; € R, comi=1,...,p.

Utilizando o operador atraso, B, tem-se
Yi=¢g B+ ..+ ¢,B” +e < (1 — 1B — ¢B> — ... — ¢,B)Y; = ¢,

que pode ser reescrito como

D(B)Y, = =Y, = = ®(B)e,.

Como no caso do modelo MA | existem 27 solugdes possiveis para ®(B) = 0 e ape-
nas um modelo tem todas as raizes desta equacao fora do circulo unitario, tornando
o modelo invertivel. O polinémio ®(B) é chamado de polindmio caracteristico do
processo e as suas raizes determinam quando o processo é estacionario. O processo é
estacionario para o modelo ®(B) = 0 se apresenta as suas raizes fora do circulo uni-

tario. Assim, o processo AR(p) ¢é invertivel, quando todas as p solugoes (a, . .., a,)
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de ®(B) =0 sejam |¢;| > 1,i=1,...,p (Metcalfe e Cowpertwait (2009)).

Para um processo estacionario AR(p) tem-se a
e funcgao de autocovariancia: v, = E(Y;, Yin) = > 0 dive—i .k >0, ¢ea

e funcao de autocorrelagao: pp = Zle Qipr—i k> 0.

3.6 Processos Autorregressivos e de Médias Mo-
veis (ARMA)

Os modelos autorregressivos e de médias mdveis designam-se por ARMA (p,q) e

incluem tanto termos autorregressivos como de médias moveis.

Definigao 10 Um processo estaciondrio {Y;,t € T} € considerado um processo au-

torregressivo e de médias mdveis (ARMA), com ordem p e g, se

)/t = ¢1Yt_1 + ..+ pryt_p + &+ 01615_1 + ...+ qut_l, (35)
oU G equacao
3,(B)Y; = 0,(B)z. (3.6)
onde €; € um ruido branco de média nula, independente de Y;_y para todo o k > 1,
¢,(B)=1—¢B—---—¢,B? e O,(B)=1+4+60,B+---+6,B? sio os polindmios
autorregressivo e de médias moveis de ordens p e q, respetivamente e ¢;, 1 =1,....,q
eb;,1=1,...,p sao constantes reais.

3.7 Modelos para Processos nao Estacionarios

A maioria das séries temporais, na pratica, é nao estacionaria. Quanto tal acon-
tece, é necessario remover dos dados as fontes de variagao nao estacionarias, tais
como a tendéncia e sazonalidade, de forma a permitir o ajustamento de um modelo
estacionario. Se uma série é nao estacionaria na variancia é necessario proceder a sua
estabilizacao. Para tal, pode utilizar-se um método de transformacao paramétrica,
conhecido como transformacao de Box-Cox, sendo as mais comuns a transforma-
¢ao inversa, a transformagao logaritmica e a transformacao quadratica. Se a série
temporal observada for ndo estacionaria em média, pode aplicar-se uma (ou véarias)
diferenciagao (regular) & mesma. Assim, V?Y; = (1 — B)?Y;, com d > 1, é a série es-

tacionaria depois de diferenciada d vezes, substituindo Y; por V¢Y; na equacao (3.6),
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obtém-se um modelo designado por ARIMA capaz de descrever séries nao estaciona-
rias. Este tipo de modelo ¢é designado de modelo "integrado”, uma vez que o modelo
estacionario ajustado aos dados diferenciados deve ser somado ou "integrado”. Estes
modelos podem, também, a semelhanca dos modelos ARMA, ser generalizados para

incluir termos sazonais, dando origem aos modelos SARIMA.

3.8 Processos Autorregressivos Integrados e de
Médias Méveis (ARIMA)

Uma das abordagens mais utilizadas em séries temporais é a modelacao autor-
regressiva integrada de médias moéveis (ARIMA), popularizada por Box e Jenkins
(1970) e Box e Tiao (1975) para previsao de séries temporais. Esta abordagem repre-
senta a combinag¢ao de trés modelos matematicos, usando modelos autorregressivos
(AR), integrados (I) e de médias mdveis (MA) para séries temporais. "Autorre-
gressivo” porque representa os lags da série diferenciada que aparece na equacao de
previsao, "médias moveis” sao os lags dos erros de previsao e "integrados” referentes

aos niveis de diferenciacao que tornam a série temporal estacionaria.

Esta metodologia reune diferentes métodos ja existentes de maneira a produzir
modelos capazes de descrever o comportamento de uma grande variedade de séries
temporais de forma parcimoniosa e cujos resultados tém grande poder preditivo,
quando comparados com outros métodos (Morrettin e Toloi (2006)). A ideia é a de
que cada valor da série temporal pode ser explicado pelos seus valores anteriores, ou
seja, de que existe uma certa dependéncia entre valores proximos no tempo. Desta
forma, o modelo é representado por ARIMA(p, d, q), onde p é parametro autorregres-
sivo (ntmero de lags da série diferenciada), d é o nivel de diferenciacdo que torna
a série temporal estaciondria em média, chamado de parametro de integracao. O
numero de [ags dos erros de previsao é chamado de parametro de médias médveis q.

Os modelos AR(p), M A(q) e ARM A(p, q) impoem a condicao de estacionaridade,
consequentemente isto implica que séries temporais que nao sejam estacionarias se-
jam alteradas, removendo a fonte de nao estacionaridade, seja a tendéncia ou a
sazonalidade. Esta alteracao, é resultado da diferenciacao que reduz a nao estacio-
naridade integrada no modelo (Ehlers, 2009). Neste caso temos a diferenciagao que

reduz a nao estacionariedade integrada no modelo
Wi = v, = (1 - B)%,.
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O processo autorregressivo ARIMA(p, d, q) é dado pela equagao

®(B)(1 - B)%Y, = 6(B)I,.

A diferenciacao transforma a série original numa série estaciondria, e a condicao
de invertibilidade também é imposta a este tipo de modelos. Esta equacao é ade-
quada para modelos nao sazonais, eficaz para séries que possuam uma tendéncia que
seja retirada pela diferenciacao.

Assim, um modelo ARIMA(p,d, q) pode explicar a dependéncia temporal de

varias formas:

a) A série temporal é diferenciada com ordem d para torné-la estacionaria. Se
d = 0, as observacoes sao modeladas diretamente, se d = 1, as diferencas entre

as observagoes consecutivas sao modeladas;

b) A dependéncia do tempo do processo estacionario Y; é modelada pela inclusao

de modelos autorregressivos p;

¢) O termo de médias méveis ¢ considera a observagao de erros anteriores.

Com a combinacao destes trés modelos, obtém-se o modelo ARIMA. Assim, a forma

geral dos modelos ARIMA ¢é dada por
p q
}/t = C—’_qui Yt—i+29j Et—j, (37)
i—1 j—1

onde Y; é um processo estocastico estaciondrio, ¢ a constante que determina o nivel da
série temporal, €; é 0 erro ou termo de perturbacao do ruido branco, ¢; o coeficiente
autorregressivo, com ¢ = 1,...,p e 0; o coeficiente de médias moveis, com j =
1,...,q. Para uma série temporal sazonal, estas etapas podem ser repetidas de

acordo com o periodo do ciclo, independentemente do intervalo de tempo.

3.8.1 Processo Autorregressivo Integrado e de Médias Moé6-
veis Sazonal (SARIMA)

Em algumas séries nao estaciondrias, as variagoes induzidas pelos fatores sazo-
nais podem dominar as variagoes da série original. Para estas séries temporais que
possuem uma componente sazonal, utilizam-se os modelos ARIMA sazonais, desig-

nados por modelos autorregressivos integrados e de médias moéveis sazonal SARIMA.
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Os Modelos ARIMA sazonais sao obtidos pela inclusao no modelo ARIMA(p, d, q)
da componente sazonal obtendo um modelo SARIMA de ordem (p,d, q)(P, D, Q)s.

Nestes modelos, a estacionariedade é obtida através de multiplas diferenciagoes
do padrao sazonal S. A diferenciagao sazonal é representada por V£ em que D é o
numero de diferenciagoes sazonais. Os dois tipos de diferenciacao podem ser usados
simultaneamente V,V%.

O modelo SARIMA ¢ representado da seguinte forma
®(B)®(B*)V4VEY; = O(B)O(B®)e;.

Os valores das ordens d e D removem, respetivamente, a tendéncia e a sazona-
lidade. Geralmente, para tornar a série temporal estacionaria estes valores nao sao
superiores a 1. As restantes ordens, p, P, g e (0, podem ser determinadas com base
nas fungoes de autocorrelagao e autocorrelagao parcial.

O método Box-Jenkins é o tradicionalmente utilizado, trata-se de um pro-
cesso iterativo de trés etapas (identificagao, estimacao e diagndstico) que identifica
o modelo através da andlise da representacao gréafica dos dados e respetivas FAC e
FACP empiricas. Se a série temporal nao é estaciondria, esta deve ser diferenciada
gradualmente até que seja considerada estacionéria. Assim, o valor d do modelo é
obtido.

Desta forma, existem trés etapas bdsicas no processo para se obter um modelo
ARIMA ou SARIMA:

1. Identificacao dos modelos possiveis

a) Andlise da funcdo de autocorrelagao (FAC) e fungao de autocorrela¢ao par-

cial (FACP) para identificar os termos nao sazonais;

b) Verificar se a série temporal é estaciondria. Caso nao o seja, a série devera so-
frer uma transformacao como a diferenciacao para a tornar estacionaria. Para
os modelos autorregressivos(AR) é mandatério que o médulo das raizes do po-
linémio AR sejam superiores a unidade. No caso dos modelos de média moveis
(MA), é mandatério que sejam invertiveis e para tal, também é necessério que

as raizes do polinémio (MA) se encontrem fora do circulo unitério;

¢) Ao diferenciar as séries temporais sazonais percebe-se a ordem de diferenci-
acao necessaria para tornar a série estacionaria e identificar o modelo ARMA

apropriado.
2. Estimacao
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Nesta etapa, os parametros do modelo sao estimados. Atualmente, com
todos os avancos das tecnologias, a estimacao dos parametros ¢é realizada com
o recurso a ferramentas computacionais como softwares STATA, SPSS e R,

entre outros.

. Avaliacao

Esta etapa envolve um processo rigoroso de avaliagao por aplicacao de testes
estatisticos para cada um dos modelos. Modelos diferentes podem comportar-
se de forma semelhante e as formulagoes alternativas devem ser retidas para

posterior avaliacao da capacidade de predicao e previsao dos modelos.

Existem diversos métodos para avaliar os modelos. Os mais utilizados sao a re-

presentacao grafica dos residuos do modelo estimado no sentido de detetar eventuais

valores que possam afetar o modelo, ou existéncia de problemas de autocorrelacao

e a representacao da FAC e FACP dos residuos para verificar a adequabilidade do

modelo. Os residuos do modelo deverao ter uma distribuicao Normal e devem apre-

sentar um comportamento idéntico ao de um ruido branco e satisfazer o pressuposto

de nao correlagao.

Estas condigoes (Normalidade e ndo correla¢ao) podem ser analisadas recorrendo

as seguintes formas:

e Testar a normalidade recorrendo a métodos gréaficos e testes estatisticos.

Quanto as representacoes graficas, a representagao do histograma e o QQ)—plot,
o histograma devera apresentar um comportamento da funcao densidade da
distribuicao Normal e o grafico Q@ — plot, representagao grafica dos quantis re-
ais e dos teoricos, este deve apresentar um conjunto de pontos que se localizem
sobre um reta. Os testes estatisticos tradicionais sao os testes de Shapiro-Wilk

e o teste de Kolmogorov-Smirnov.

O teste Ljung-Box é aplicado aos residuos da série temporal, apds o ajusta-
mento de um modelo. Sao analisadas as h autocorrelagoes dos residuos e estas

nao devem ser significativamente diferentes de zero. As hipdteses de teste sao

Hy:pr=pos=..=ppr=0 vs Hy:3k, €{l,...,h}: pp #0

e a estatistica de teste (), é definida por
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e segue aproximadamente uma distribuicao Qui-Quadrado com h — m graus de li-
berdade, pp é a autocorrelagao e m é o nimero de parametros estimados.

Teoricamente, seria possivel ter qualquer periodo de sazonalidade numa série,
uma vez que o numero de parametros a serem estimados nao depende da ordem
sazonal. No entanto, a diferenciacao sazonal de ordem muito alta nao faz muito
sentido, note-se o exemplo para dados diarios, estes envolvem a comparacao do que
aconteceu hoje com o que aconteceu hé exatamente um ano e nao existe nenhuma
restricao de que o padrao sazonal é bom. Na pratica os modelos SARIMA nao tém
capacidade para lidar com séries temporais com longos periodos sazonais s > 200. As
versoes sazonais do modelos ARIMA sao utilizados em casos com periodos sazonais
mais pequenos, como por exemplo para um periodo de 12 meses.

Para este tipo de casos, De Livera et al. (2011) sugerem a abordagem da regressao
dinamica com termos de Fourier, onde o padrao sazonal é modelado usando termos
de Fourier com dinamicas de séries temporais de curto prazo permitidas no erro

ARMA, que serao apresentados no capitulo seguinte.
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Existem diversas abordagens para modelar séries temporais com um padrao sa-
zonal tinico. Entre estes, existem os modelos de regressao com erros correlacionados
(Alpuim e El-Shaarawi (2009)), modelos de alisamento exponencial (Winters, 1960),
modelos ARIMA sazonais (Box e Jenkins (1970)), os modelos de espago de esta-
dos (Harvey e Fernandes (1989)) e as inovagoes aos modelos de espaco de estados
(Hyndman et al., 2008).

4.1 Modelos de Regressao com Erros Correlacio-

nados

Uma abordagem importante na modelagao de séries temporais, particularmente
de séries meteorologicas, ¢ o ajustamento de modelos de regressao. Os modelos
de regressao sao originalmente baseados em modelos lineares, mas que permitem
que componentes de tendéncia e sazonalidade sejam incorporados nos modelos. A
componente tendéncia é considerada deterministica e pode ser explicada através de
funcoes polinomiais do tempo. No caso da componente sazonal, esta pode ser mo-
delada através de uma descricao qualitativa do padrao sazonal utilizando variaveis
indicatrizes ou utilizando fungoes harmonicas, com ondas sinusoidais. Para os mo-
delos de regressao serem validos, os termos do erro devem ser nao correlacionados,
apresentarem média nula e variancia constante (i.e., um ruido branco). O modelo
de regresao linear simples traduz a relacao entre uma variavel independente e uma

variavel dependente da seguinte forma

}/t:ﬁo—i_ﬁlxt—i_gt; t:1727"'7n'
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O modelo de regressao linear simples representa uma relacao linear entre a variavel
dependente Y; e a variavel independente X;, 5y e 1 s@o os parametros ou coefici-
entes de regressao e g, é o erro associado ao valor esperado de Y;. O coeficiente
[o representa a ordenada na origem e representa o valor esperado da variavel de Y;
quando a variavel explicativa é nula, ; representa o declive e é a variacao do valor
esperado de Y; por cada acréscimo unitario na variavel X;. O modelo de regressao
linear multipla representa a relagao entre uma ou mais variaveis independentes e

uma variavel dependente da seguinte forma
Y, = 50 + ﬁlth + 52th St 5pr + &

O modelo de regressao assume uma relacao linear entre a variavel dependente Y; e as
p varidveis independentes X', X2 ..., X? em que [y, 1, ..., B, sdo os parametros
ou coeficientes de regressao e €; é o termo de erro (um ruido branco). Este termo
captura possiveis fatores que influenciam Y;, para além das p variaveis explicativas.
O coeficiente By representa o valor esperado da variavel de Y; quando as varidveis
explicativas sao simultaneamente nulas e 3;,7 = 1,...,p, é a variacao do valor
esperado de Y; por cada acréscimo unitério na varidvel X7, permanecendo constantes

as restantes variaveis explicativas. A forma matricial do modelo é

Y =X +e,
onde,
Y) 1 Xll Xf Bo €1
.| e 1 X! ... XP . By e
() A 1 F O] (e Tl ()

Os modelos de regressao para séries temporais permitem a inclusao da informa-
¢ao de observacoes anteriores, mas nao a inclusao de outras informagcoes que também
possam ser relevantes. Estes modelos de regressao permitem a inclusao de muitas
informagoes relevantes das variaveis explicativas, mas nao permitem captar a dina-
mica subtil da série temporal que pode ser analisada, por exemplo, com os modelos
ARIMA. Assim, surgem os modelos de regressao com erros correlacionados. Estes
modelos permitem que os erros da regressao apresentem autocorrelacao. Para re-

presentar esta mudanca de perspectiva, o termo g; é substituido por d; na equagao.
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Assim, os erros d; seguem um modelo ARIMA, (Alpuim e El-Shaarawi (2008)), e o

modelo é dado por
Vi=Bo+BiX} + B XP ...+ B X +dyy, t=1,...,n.

Como exemplo, se d; segue um modelo ARIMA(1,1,1) a equacao é (1—¢;B)(1—
B)d; = (1 + 0, B)ey, onde &, é um ruido branco.

Regressao com erros correlacionados e termos de Fourier

Em séries temporais, observacoes sucessivas usualmente estao correlacionadas.
Desta forma, o ajustamento de modelos de regressao a dados de séries temporais
pode levar a falhas nos pressupostos dos modelos, nomeadamente, a falha do pressu-
posto de indepedéncia dos erros. A existéncia de autocorrelagao torna os estimadores
de minimos quadrados nao eficientes, ainda que se mantenham, em geral, consisten-

tes e nao enviesados.

Alpuim e El-Shaarawi (2008) mostram que, sob determinadas condigoes da ma-
triz de planeamento X, os estimadores dos minimos quadrados e os estimadores
de méaxima verosimilhanca sao assintoticamente equivalentes e totalmente eficien-
tes. Desta forma, o conjunto das p varidveis explicativas no tempo t, X! =

(X}, X2, ..., X7P), deve verificar uma relagio linear recursiva do tipo
Xt - \I/Xt_l, (41)

onde ¥ é uma matriz p X p de coeficientes constantes. Na maioria das vezes, as
variaveis independentes usadas em modelos lineares verificam esta relagao recursiva,
como acontece nos casos de tendéncias lineares e polinomiais, ondas sinusoidais,

varidveis indicatrizes, etc. (Alpuim e El-Shaarawi (2009)).

Referem ainda que para um modelo linear que verifique a condigéo (4.1), o vetor
dos estimadores dos minimos quadrados é assintoticamente Normal com matriz de

variancias e covariancias dada por

3 1

Var[s] = o2 [®(B)X"®(B)X] (4.2)

a

2

onde o

representa a variancia do ruido branco a;, X representa a matriz de pla-
neamento, isto é, a matriz que contém o conjunto das variaveis independentes, e
®(B)X representa a matriz onde cada elemento é obtido através da aplicacao do

operador ®(B) ao elemento correspondente da matriz X. O elemento genérico da
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matriz ®(B)X é dado por

X" =0B)X] =X} - X] | — - — & X],, (4.3)
para j =1,....,pet =Fk+1,...,n. Na pratica, os valores dos coeficientes autor-
regressivos, ¢, ..., ¢, e da variancia do rufdo branco, ¢, sao desconhecidos. No

entanto, para amostras grandes (n elevado), estes podem ser substituidos por esti-
madores consistentes, o que permite realizar um teste assintotico a significancia de
cada varidvel explicativa, baseado na distribuicdo Normal (Alpuim e El-Shaarawi
(2009)).

Assim, ao modelo de regressao é aplicada a série de Fourier para modelar o padrao
sazonal usando termos de Fourier com dinamicas de séries temporais de curto prazo

permitidas no erro, considerando-se o seguinte modelo:

2mit 2mit
Yr = Po + Z |:05le”_ @0087 + dy, (4.4)

onde d; é um processo ARIMA, «; e §; correspondem aos coeficientes de Fourier e
m o periodo sazonal. O termo K representa o niimero de pares de senos e cosenos
de Fourier (equivalente a incluir varidveis indicatrizes). Este termo é determinado
fazendo variar o valor de ¢ (usualmente ¢ = 1,...,5) e escolhe-se 0 modelo com o
valor de K que, otimiza um critério de avaliagao dos modelos, geralmente baseado

nas medidas do erro de previsao.

Deve ter-se em atencao que uma curva cosseno com um certo periodo, deve ser
sempre incluida ou eliminada juntamente com a curva seno correspondente com o
mesmo periodo e vice-versa. Esta exigéncia é feita de forma a que o modelo verifique
a equagao (4.1), garantindo que os estimadores dos minimos quadrados sejam 6timos
e que a férmula para a variancia dos estimadores (4.2) possa ser aplicada (Alpuim e
El-Shaarawi (2009)).

Da mesma forma que a variancia dos estimadores precisa de alteragoes quando
existe autocorrelacao nos erros, também os intervalos de previsao devem ser calcula-
dos tendo isso em consideragao. Para tal, basta substituir na expressao original do
intervalo de previsio a matriz (X’ X)~! por (®(B)X ®(B)X)!.

O intervalo de confianga a (1 —«)100% para a previsao pontual de Yj tem limite

inferior dado por

Vi~ tie gy /0? (1 xL(@(B)XT9(B)X) 1x).
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e limite superior dado por

Vit hiognop11/07 (14 XL (@(B)XTB(B)X) xy),

onde 6% é a variancia estimada dos erros, e t; s, , 1 é 0 quantil (1 —a/2) de uma
distribuicao ¢t-Student com n — p — 1 graus de liberdade.

Dokumentov et al. (2015) referem que as maiores vantagens desta abordagem
sao: a elevada capacidade do modelo permitir qualquer dimensao de sazonalidade
para dados com mais do que um periodo sazonal, a inclusao de termos de Fourier
com diferentes frequéncias, o padrao sazonal é suave para valores pequenos de K e
os termos de curto prazo sao faceis de lidar com a aplicagao dos erros ARMA.

A desvantagem desta abordagem, quando comparada com a abordagem tradi-
cional dos modelos ARIMA, é a de que a sazonalidade é assumida como fixa. O
padrao sazonal nao pode mudar ao longo do tempo. Mas, na pratica, a sazonalidade
geralmente é constante, o que nao se torna uma grande desvantagem, exceptuando

as séries temporais muito longas.
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4.2 Alisamento Exponencial

O alisamento exponencial é um método que foi proposto no final da década de
50 (Brown, 1959; Holt, 1957; Winters, 1960) e motivou alguns dos processos de
previsao mais populares e utilizados para a formulacao de modelos.

Os métodos de alisamento exponencial constituem um conjunto de métodos de
previsao capazes de acompanhar mudancas no declive, no nivel e no padrao sazo-
nal. Desta forma, sao técnicas estatisticas que descrevem a série baseando-se no
estudo das mudancas que se produzem na mesma, em vez de construir um modelo
matematico explicito que tenha gerado os dados que a constituem. As previsoes pro-
duzidas usando os métodos de alisamento exponencial sao combinagoes ponderadas
de observacoes passadas, com os pesos decaindo exponencialmente a medida que as
observagoes se tornam mais distantes. Ou seja, quanto mais recente a observagao,
maior o peso associado. Desta forma, o nome alisamento exponencial reflete que no
calculo da previsao, os pesos de observagoes passadas diminuem exponencialmente,
Makridakis et al. (2008).

Estes métodos sao amplamente utilizados uma vez que geram modelos simples,
que se adequam a uma grande variedade de séries temporais e que possuem uma ca-
pacidade de previsao confidvel (Hyndman e Athanasopoulos, 2013), o que apresenta
grande importancia para diversas aplicacoes praticas.

O método de alisamento exponencial mais basico é o método de Alisamento Ex-
ponencial Simples para o qual apenas é necessaria a estimagao de um parametro.
Como métodos mais complexos, destacam-se o método linear de Holt, que usa dois
parametros, e o método de Holt-Winters com trés parametros. O método de alisa-
mento exponencial simples aplica-se a séries temporais sem tendéncia e nao sazonais.
Na presenca de alguma destas componentes, tendéncia ou sazonalidade, os métodos

mais adequados sao os métodos lineares de Holt ou de Holt-Winters.

4.3 Alisamento Exponencial Simples

O alisamento exponencial simples (Simple Exponential Smoothing (SES)), desen-
volvido por Brown (1959), é um método que usa valores exponencialmente alisados
l;, et =1,2,...,n. Estes valores, sao designados de nivel da série, representam a
média ponderada dos dados, em que o peso das observacoes mais recentes é maior e
decai exponencialmente para valores mais antigos, Morettin e Toloi (2006). O nivel
da série é dado por

Lh=aY+ (1 — o),
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onde, « é a constante de alisamento associada ao nivel e € [0,1]. No processo de
alisamento exponencial considera-se primeiro a componente tendéncia, que é uma
combinagao o nivel (I;) e do declive (b;). A previsao é Yt+h|t no instante ¢ a h passos
de y;, a tendeéncia de previsao T} e o parametro de amortecimento 0 < ¢ < 1. O
método de alisamento exponencial simples assume que os dados tém origem de m
modelo com média constante, ou seja, que os dados tenham sido gerados por um
modelo da forma y; = u; + €, onde ¢; é um ruido branco e o nivel pu; pode mudar
lentamente com o tempo, no entanto, a constante y fornece um modelo razoavel da
série temporal. Dado [;_1, onde [; é o estimador do nivel no tempo ¢ e y;, 0 método
de alisamento exponencial simples atualiza o estimador de nivel através da seguinte
equacao
L =oay + (1 —a)l_,

onde 0 < o < 1 é o parametro de alisamento que determina o peso dado a cada uma
das componentes para gerar previsoes. Quanto maior o seu valor, maior o peso que
a observacao y; recebe, ou seja, o estimador torna-se mais sensivel a mudancas no

nivel. A previsao de h passos a frente é igual ao nivel da tltima observacao, ou seja
Yigne =10, h>0

A vantagem deste método estd na sua aplicagao simples e flexivel. E ainda possivel
adequar o valor de o para obter um melhor ajustamento. Uma das suas desvantagens,

é nao ser aplicavel em séries que apresentem tendéncia ou sazonalidade.

4.4 Alisamento Linear de Holt

Holt (1957) desenvolveu um método que permite lidar com séries temporais com
tendéncia, que é uma extensao do método de alisamento exponencial simples. Este
método, designa-se por método linear de Holt, ou método de Holt. O método de
Holt é recomendado para séries temporais que apresentam tendéncia linear (positiva
ou negativa). Esta técnica apresenta semelhancas ao alisamento exponencial simples,
com a atualizagao de duas componentes em cada periodo ¢, o nivel e declive. Trés

equagdes caracterizam este modelo (Hyndman e Athanasopoulos, 2013):

Nivel: lt = CKY; + (1 — Oé)(ltfl + btfl),
Declive: by = B(l; — ;1) + (1 — B)b_1,
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Previsao: Yt+h =lypby, h=1,2,...

onde as constantes de alisamento a e 8 €]0, 1].

Este modelo apresenta as mesmas vantagens do modelo anterior, com o acrés-
cimo da capacidade para efetuar modelacao de séries temporais com tendéncia. Por
outro lado, a desvantagem principal é a dificuldade em determinar os valores mais

adequados para as constantes de alisamento.

4.5 Alisamento de Holt-Winters

Quando existe sazonalidade nos dados, os métodos descritos anteriormente nao
apresentam um bom comportamento. Neste caso, surge o método de alisamento
de Holt-Winters. O método de Holt-Winters é uma extencao do método de Holt,
proposta para os casos em que os dados apresentam nao s6 tendéncia, mas tam-
bém sazonalidade. Desta forma, o método compreende a equacao de previsao e trés
equacoes de atualizacao uma para o nivel, uma para o declive e outra para a sazona-
lidade. Existem dois métodos de Holt-Winters, o método Holt-Winters aditivo e o
método de Holt-Winters multiplicativo, dependendo do tipo de sazonalidade (aditiva

ou multiplicativa).
Holt-Winters Aditivo

O método de decomposicao aditivo define-se por
1/;5 = Tt + St + &¢.

A preferéncia pelo método aditivo ocorre quando as variagdes sazonais sao indepen-

dentes do nivel da série. As equagoes que constituem este método sao:
Previsao: }A/Hh =1l; + hb; + St sthts h=12,..,

Nivel: lt = O[(}/t — Stfs> -+ (1 — Oé)(lt,1 -+ btfl),
Declive: bt = ﬁ(lt — lt_1> + (1 - B)bt—b
Efeito Sazonal: s; = y(Y; — ;) + (1 — ) s4—s,

onde 0 <vy<1l—aeh!=[h—1) mod s|]+ 1.
Para se iniciar o método aditivo de Holt-Winters é necessario definir os valores

iniciais para o nivel, o declive e para os indices de sazonalidade. As equacoes sao as
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seguintes:

=1
2s s
s (e,
i=s+1 =1
§i:3/;—is,parai:1,...,s.

Holt-Winters Multiplicativo

O modelo de decomposi¢cao multiplicativo define-se por
Y, =T, x Sy + <.

O método multiplicativo é preferivel nos casos em que as variagoes sazonais se al-
teram de forma proporcional ao nivel da série. As equagbes que constituem este
método sao:

Previsio: Yiap = (I + hby)s,_, s h =1,2,...,

Y,

Nivel: [, = « + (1 —a)(l—1 + bi—1),

St—s

Declive: bt = B(lt - ltfl) + (1 - 5)bt,1,
: Y,

Efeito Sazonal: S; = T + (1 —7)s,_.-
t

Para se iniciar o método multiplicativo de Holt-Winters, é necessario definir os valo-
res iniciais para o nivel, declive e para os indices de sazonalidade. As equacoes sao

as seguintes:

=1
2s s
(30w 3o
i=s+1 =1
LY ,
si:Z—, parat=1,...,s

A escolha 6tima das constantes de alisamento («, 3, ) é feita por métodos numé-
ricos de otimizacao de modo a minimizarem o erro quadratico médio das previsoes

a 1 — passo.
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4.6 Modelos de Alisamento Exponencial para Da-

dos com Sazonalidade Complexa

Os modelos de alisamento exponencial com um tnico fator sazonal, consideram-
se Gtimos para uma classe de inovagdes dos modelos de espago de estados ((Ord et
al., 1997), (Hyndman et al., 2002)). Os modelos de alisamento exponencial sdo os
mais utilizados para previsao. Estes modelos admitem a possibilidade do calculo da
verosimilhanca, da derivacao de intervalos de predicao consistentes e da selecao do

modelo baseado nos critérios de informagao.

Os modelos sazonais sao frequentemente aplicados na estrutura das inovacgoes dos
modelos de espaco de estados que incluem aqueles subjacentes aos bem conhecidos
métodos de Holt-Winters aditivo e multiplicativo. Taylor (2003) incorporou, na

versao linear de Holt-Winters, uma segunda componente sazonal, do seguinte modo

Y = ltfl + btfl + Sgl) + 8%2) + dt,
ly = li—1 + b1 + ady,

by = b1 + Bd,
Sgl) = Sglf)ml + ’yldta
s = s, + dy, (4.5)

onde m, e my sao os periodos dos ciclos sazonais e d; € uma variavel aleatéria de
ruido branco que representa o erro de predi¢ao (ou perturbagao). As componentes
l; e by representam o nivel e a tendéncia da série temporal no tempo ¢, respectiva-
mente. A componente 55") representa a i-ésima componente sazonal no tempo ¢t. Os
coefficientes «, B, 71 e 72 sao os parametros de alisamento. As variaveis de estado
iniciais sao dadas por [y, by, {s§1_)m1, e 3(()1)} e {552_)7,&, . 382)}'

Os parametros e os valores iniciais devem ser estimados, mas quando o nimero
de componentes sazonais ¢ elevada esta estimacao é complexa. Este problema é
parcialmente resolvido observando a existéncia de uma redundancia quando mqy é
um inteiro multiplo de m;. Considerando uma série temporal {y;}, que consiste
em sequeéncias repetidas de constantes cy, . .., ¢, , uma para cada periodo no menor
ciclo. Entao as equagoes sazonais podem ser escritas da seguinte forma

) (1)

s 4y = (8¢, +7¢) +71d,
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5§2) — Y = (8§2—)m2 +7¢) 4 Ydy.

O efeito de y; desaparece quando estas equacoes se somam. Assim, o efeito
sazonal do vetor inicial m; para o menor ciclo sazonal pode ser considerado nulo
sem constrangimentos.

Apesar desta correcao, um nimero elevado de valores sazonais iniciais permanece
para ser estimado quando alguns dos padroes sazonais tém periodos longos, o que
leva a sobreparameterizacao do modelo. Para séries temporais com sazonalidade
dupla, Gould et al. (2008) tentaram reduzir este problema dividindo o valor do
periodo sazonal mais longo em ciclos subsazonais que tenham padroes semelhantes.
Contudo, para além da adaptacao ser relativamente complexa, também s6 pode
ser utilizada para padroes sazonais duplos em que nenhum comprimento sazonal
¢ um multiplo do outro (Hyndman, 2013). Para evitar o problema de otimizagao
potencialmente grande, os valores iniciais sao aproximados com varias heuristicas
(Taylor (2003), Taylor (2010) e Gardner Jr e McKenzie (1985)), uma pratica que
nao conduz a valores iniciais éptimos.

Os modelos usados no alisamento exponencial assumem que os erros {d;} sdo nao
correlacionados. Contudo, por vezes pode nao se verificar. Num estudo empirico,
usando o método multiplicativo Holt-Winters, Chatfield (1978) mostrou que quando
os erros sao correlacionados estes podem ser descritos por um processo AR(1). Ou-
tros como Taylor (2003), Gardner Jr (1985) e Gilchrist (1976) também mencionaram
este problema dos erros correlacionados e da possibilidade de melhorar a precisao
das previsoes procedendo a modelacao dos erros.

As versoes nao lineares dos modelos de espaco de estados com base no alisamento
exponencial, apesar de muito utilizadas, apresentam algumas fraquezas. Algumas
das versoes nao lineares podem ser instaveis e ter variancias de previsao infinitas,
quando o horizonte de previsao ultrapassa determinado limite, Akram et al. (2009).
Outra das lacunas destes modelos é o facto dos resultados analiticos das distribui-
¢oes de previsao nao serem conhecidos. O problema destes modelos é que nenhuma
das aproximacoes pode ser usada para lidar com padroes sazonais complexos, como
sazonalidade nao inteira, efeitos de calendario ou séries temporais com padroes sa-
zonais nao aninhados. Uma das solugoes para estes problemas é proposta por De
Livera et al. (2011).
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4.7 Modelos Modificados

Padroes sazonais complexos, tais como periodos sazonais multiplos, sazonalidade
com periodo nao inteiro, efeitos de duplo calendério e sazonalidade de alta frequen-
cia, sao cada vez mais frequentes nas séries temporais. A necessidade de modelos
com capacidade para lidar com estes problemas levou a introducao de modificagoes
aos modelos de espaco de estados de alisamento exponencial. Surgiram dois novos
métodos propostos por De Livera et al. (2011): BATS (Boz-Cox Transformation,
ARMA errors, Trend, and Seasonal Components) e TBATS (Trigonometric, Box-
Cox Transformation, ARMA errors, Trend, and Seasonal Components). Tendo em
consideracao os problemas da nao lineariedade, vao-se considerar apenas os modelos
lineares homocedasticos, mas permitindo alguns tipos de nao lineariedade usando as
transformagoes Box-Cox, Box e Cox (1964). Desta forma, ao modelo 4.5 foi incluida

a transformagao Box-Cox, erros ARMA e T padroes sazonais da seguinte forma:

yy—1
w L b (.U 7& 07
) = { E (4.6)

log y;, w=20
T .
u =l o+ Y st +di, (4.7)
i=1
lt = lt,1 + betfl -+ Oédt, (48)
b = (1 — @)by—1 + ¢bi1 + By, (4.9)
st = s, + il (4.10)

p

q
dt = Z (pdt_i + Z eigt_i + &4, (411)
=1

=1

onde ¥, é a observagao original da série temporal observada no instante t,t = 1,...,n,

w ~ ’ ~ ~
y,g ) representa a observagao transformada (w é o parametro de transformacao Box-

Cox), myq, ..., mp representam os periodos sazonais, [; é o nivel estocdstico local,
b ¢ a tendéncia de longo prazo, b; é a tendéncia de curto prazo no periodo t, sgl)
representa a i-ésima componente sazonal no tempo t e d; é um processo ARM A(p, q)

2

e €, ¢ um ruido branco com média zero e variancia ¢ constante. Os parametros

de alisamento sao dados por «, e 7y, i = 1,...,T. O nimero de padroes sazonal
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da série temporal é representadoor T'. Foi adotada a tendéncia de amortecimento,
Gardner Jr e McKenzie (1985), com parametro de amortecimento ¢, mas seguindo
a sugestao de Arca et al. (2006) de completar com uma tendéncia de longo prazo
b. Esta mudanca assegura que as previsoes dos valores futuros da tendéncia a curto
prazo b, convergem para a tendéncia a longo prazo b, em vez de convergirem para
zero. Os valores iniciais dos estados sao ly, by, {3, 82, ..., 50%}, {88, 88, -+, 502}, - -
, {sb, 83, ...,50"}, (De Livera et al., 2011).

4.7.1 Modelo BATS

O modelo BATS é acrénimo para as principais funcionalidades do modelo: Boz-
Cox Transformation, ARMA errors, Trend, and Seasonal Components e representa-
se por

BATS(w,p,q, 0, my,mag, ..., mr).

Os parametros do modelo sao w,p, q, ®, mi,ma,...,mp. O parametro de transfor-
macao Box-Cox é representado por w, quando w = 1 nao existe tranformacao, Box
& Cox (1964). O parametro de amortecimento é representado por ¢, quando ¢ = 1
ou préximo de 1 o parametro nao tem efeito, Gardner Jr e McKenzie (1985). Os
erros sao modelados por um processo ARM A(p, q) (Anderson (1976), Chen et al.
(1996)) e my, ..., my sao os periodos sazonais usados no modelo. O modelo BATS
é a generalizacao mais proxima dos modelos modificados sazonais tradicionais que
permitem periodos sazonais multiplos. Contudo, tem limitacoes, é incapaz de lidar
com sazonalidade de periodo nao inteiro e com sazonalidade de alta frequéncia e
pode envolver um numero grande de estados. A componente sazonal inicial sozi-
nha contém myp estados nao nulos, isto leva a um grande ntimero de valores para
padroes sazonais de periodos longos. Nao consegue incorporar variaves explicativas
o que pode ser uma desvantagem, uma vez que em problemas de previsao, sabe-se
que a informagao adicional pode estar disponivel na forma de variaveis de influéncia
externa. A suposi¢ao de ; ~ N(0,0?) pode nao ser vélida.

Assim, a transformagao Box-Cox permite lidar com os problemas de nao lineari-
edade dos dados. O processo ARMA sobre os residuos permite resolver o problema
da autocorrelacao. Estes tem a capacidade de obter nao sé a previsao pontual, como
também os intervalos de previsao. Nao é necessério definir valores iniciais e o desem-
penho do modelo é significativamente melhor, quando comparada com um modelo
de espaco de estados tradicional.

Por exemplo, o modelo BAT'S(1,1,0,0,my) representa o bem conhecido modelo
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de Holt-Winters aditivo sazonal, De Livera et al. (2011).

O modelo BATS é totalmente automatico, encontra-se implementado no package
forecast do software R, Hyndman et al. (2018). A generaliza¢ao do modelo BATS é
o modelo TBATS, em que o modelo BATS difere do TBATS nos T padroes sazonais.

4.7.2 Modelos Sazonais Trigonométricos (TBATS)

A existéncia de séries temporais com padroes sazonais complexos e as limitagoes
do modelo BATS, como a incapacidade de lidar com séries temporais de sazonalidade
de periodo nao inteiro e a fraca capacidade de lidar com modelos de sazonalidade
de alta frequéncia, conduziu a formulagdo do modelo TBATS. O modelo TBATS
¢ introduzido através da representagao trignométrica de componentes sazonais ba-
seadas em séries de Fourier, Harvey e Fernandes (1989); West e Harrison (1989),

representadas da seguinte forma:

ki
st =D s (4.12)
j=1
sglz = 55'271 COoS )\y) + S;(Ql sin )\g-i) + Wli)dt, (4.13)
s;(ti) = —5;4-1 sin )\y) + sj(ﬁl cos )\g-i) + ’yéi)dt, (4.14)
onde ny), ’yg) sao os parametros de alisamento e )\§-i) = fnﬂ (7 =1,...,k;), sendo

k; o nimero de termos de Fourier necessario para os termos trigonométricos na i-

ésima componente sazonal, t = 1,...,T. O nivel estocéstico da i-ésima componente

(i)
Jit
sazonal que é necessario para descrever a mudanca na componente sazonal ao longo

4 *(i)
do tempo é dada por sjj :

sazonal é descrito por s;; e o crescimento estocastico no nivel da i-ésima componente

O modelo TBATS representa-se por

TBATS(w,p,q, ¢, {m1,ki},{ma, k1},...,{mrp, kr}).

TBATS é o acréonimo para as principais funcionalidades do modelo: Trigonometric,
Box-Cox Transformation, ARMA errors, Trend, and Seasonal Components.

O parametro de transformacao Box-Cox é representado por w, quando w = 1 nao
existe tranformacao. O parametro de amortecimento é ¢, quando ¢ = 1 ou muito
préximo de 1 ndo tem efeito. Os erros sao modelados por um processo ARM A(p, q),

mai, ..., myp sao os periodos sazonais usados no modelo e kq, ..., kr sao os nimeros
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correspondentes aos termos de Fourier usados em cada periodo sazonal.

O modelo apresenta algumas fraquezas, nomeadamente, a suposicao de &; ~
N (0, 0?) pode nao ser vélida. Pois, quando p = ¢ = 0 0 modelo TBATS ¢ equivalente
ao modelo de alisamento exponencial aditivo (TETS - Trigonometric Ezponential
Smoothing). E, ainda, incapaz de incorporar variaveis explicativas. O desempenho
do modelo para obter previsoes de longo prazo nao é muito robusto e o custo em
termos computacionais é elevado, se a dimensao dos dados for grande. Os inter-
valos de confianca das previsoes podem também ser bastante grandes. O modelo
TBATS tem todas as potencialidades do modelo BATS com o acréscimo da ja refe-
rida capacidade de lidar com sazonalidade com periodo nao inteiro e sazonalidade de
alta frequéncia. Consegue, ainda, usar sazonalidade multipla sem aumentar muito

o numero de parametros do modelo.

4.8 Formulacao em Espaco de Estados

Os modelos descritos nas Secgoes anteriores sao casos particulares de modelos em
espagos de estados (Anderson e Moore (1979)), adaptados, neste caso, para incor-
porar a transformacao de Box-Cox para resolver os problemas de nao lineariedade.
Assim, o modelo tem a seguinte forma, com a equacao de observacao e a equacao de

estado seguintes

yt(w) = w'a:t_l + Et, (415)
Ty = cmt_1+g€t, tzl,...,n (416)

onde w’ é um vetor linha conhecido, g é um vetor coluna, F' é a matriz de transicao e
x; é o vetor dos estados nao observaveis no tempo t. De forma mais pormenorizada,
veja-se Apéndice A, De Livera et al. (2011).

4.9 Estimacao do Modelo em Espaco de Estados

O processo de estimagao implica a formulacao dos modelos em espaco de estados,
que requer a estimagao das matrizes dos seus sistemas.

A estimacao dos parametros desconhecidos do modelo linear em espaco de es-
tados, como os parametros de alisamento e o parametro de amortecimento é feita
usando a soma dos quadrados dos erros (minimos quadrados) ou a fungao de mé-

xima verosimilhanca Gaussiana. No contexto dos modelos BATS e TBATS ainda
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é necessario estimar o parametro desconhecido de transformacao Box-Cox (w) e os
coeficientes do processo ARMA.

Geralmente, os valores iniciais dos modelos em espaco de estados sao tratados
como vetores aleatérios. Assim, para determinados valores de ¢ e o2, a taxa de
crescimento de curto prazo dos valores iniciais assumem-se com uma distribuicao
N(0,6%/(1 — ¢*)). Contudo, como a maioria dos estados siao nao estaciondrios,
assume-se que tém distribuicoes Gaussianas com variancias arbitrariamente elevadas,
Ansley e Kohn (1985). O filtro de Kalman geralmente ¢ utilizado para obter os erros
de previsao a um passo e as variancias associadas necessarias para avaliar os critérios
de ajustamento, em particular a significincia dos parametros. Apesar disto, o filtro
de Kalman necessita de equacgoes adicionais para lidar com estados nao estaciondrios.

De uma forma mais simples, a alternativa encontra-se no contexto das inovacoes
dos modelos em espaco de estados. Condicionando todos os valores iniciais e assu-
mindo que se tratam de parametros fixos desconhecidos, o alisamento exponencial
pode ser utilizado em detrimento do filtro de Kalman para gerar os erros de predigao
a um passo, necessarios para a avaliacao da verosimilhanca. Assim, os parametros
e os valores inciais sao selecionados para maximizar a funcao de verosimilhanca
condicional resultante.

A func@o de verosimilhanga condicional dos dados observados y = (y1,...,Yn)
é definida assumindo que &; ~ N(0,0?). Assim, a densidade da série transformada

y,fw) ~ N(w'z;_1,0%) e a densidade dos dados transformados é dada por

n

@ g, 9, 0?) = @) gy_q,9,02) = g)=——=— exp | =—= ) &
Py | @g, 9, 0%) t]:[lp(yt | 21,9, 07) gp( )= Grony P | 22 ; ;
onde ¥ é um vetor contendo o parametro Box-Cox, os parametros de alisamento e
os coeficientes do processo ARMA. Assim, a densidade da série original, usando o

Jacobiano da tranformacao Box-Cox é dada por

p(y | 0,9, 0%) = p(y) | w0, 9, 0?) |det = p(u” | @0, 9, 0°) [ [ ™" =
t=1

1 —1 ) 2 w—1
= (a7 o | gz L& | 11w

Considerando a variancia o2 com a sua estimativa de méxima verosimilhanca resulta

6% = n_lzg,?. (4.17)
t=1
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Desta forma, a log-verosimilhanca é dada por
2y _ I 2 1 & -
L(wo, 9, 0%) = —-log(210”) — — ;gt +(w-1) ;bg Ur. (4.18)

Substituindo 4.17 em 4.18, multiplicando por -2 e omitindo os termos constantes,

obtém-se . .
Lx(xg, ) = nlogE:»st2 —2(w—1) Zlog Y. (4.19)
t=1 t=1

O objetivo é minimizar a quantidade 4.18 para obter as estimativas de maxima ve-
rosimilhanca. Contudo a dimensao do vetor xg dos valores iniciais torna o processo
computacionalmente desafiador. A abordagem a este problema é baseada na obser-
vacao de que g; é uma funcao linear do vetor de valores iniciais xg. Desta forma,
¢é possivel concentrar os valores iniciais fora da verosmilhanca, reduzindo de forma
substancial a dimensao do problema de optimizacao numérica. A partir da equagao
de transicao 4.15 a inovacao ¢; pode ser eliminada, obtendo-se xy = Dx¢_1 + gy,
onde D = F — gw’. A equacao para o estado, obtida por resolucao recursiva da

equacao para o periodo 0, pode ser utilizada em conjugagao com a equagao de medida

para obter
t—1
e =y —w' > DiT'gy —w' D" g (4.20)
=1
N (%) 'z ’
= Y —WILt1 — wt_lmO
= U — w,,g_lwm
onde §; = 4\ — w'&_1, # = DTr_1 + gy, w, = Dw'y_1, € =0 e wj) = w'.

Assim, a relacao entre a relagao entre cada erro e o vetor de estado inicial xq € linear.
Pela equacao 4.20, também se percebe que o vetor de estados inicial g corresponde a
um vetor de coeficientes de regressao e que, desta forma, também pode ser estimado
usando o método de estimacao linear de minimos quadrados. Assim, o problema

reduz-se a minimizar a seguinte funcao em relacao a 9
L*(9) = nlog(SSE*) —2(w — 1) Zlog Yt, (4.21)
t=1

SSE* é o valor otimizado da soma do quadrado dos erros para os valores dos parame-
tros. Esta abordagem concentra-se nos valores iniciais da funcao de verosimilhanca,

deixando apenas para otimizacao o menor dos vetores de parametros, o que permite
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a obtencao de melhores previsoes. Outra das vantagens é a reducao dos tempos
computacionais, uma vez que se estima diretamente o vetor de estados iniciais nao

sendo necessario recorrer a um otimizador numeérico.

4.10 Predicao

A distribuicao de predi¢ao no espago transformado para um periodo futuro n+ h,

dado o vetor de estados final z,, ¢ dados os parametros 9, o2, é Gaussiana. A va-

riavel aleatéria associada é designada por y( b hln” A sua média E(y (w +)h| ) e variancia
V(yfl +)h‘n) sao dadas, apos a transformacao Box-Cox pelas seguintes equagoes, Shens-
tone e Hyndman (2005):
BE(y",,) = w F" 'z, (4.22)
v (w) - 0%, seh=1 (4.23)
yn—f—h\ h—1 :
[1+Z]13], se h >2

— o i1
onde ¢; = w'F'™ g.
A distribuicao de predi¢ao #,4pn, nao é Normal. Contudo, as previsoes pontu-

ais e os intervalos de previsao devem ser obtidos usando a transformacao inversa de

(w)
n+hln’

desta maneira é a mediana, um preditor do erro absoluto médio minimo. Os inter-

Box-Cox dos quantis apropriados da distribuicao y O ponto de previsao obtido
valos de predigao retém a cobertura de probabilidade necessaria sob transformacao
inversa, uma vez que, a transformacao de Box-Cox aumenta de forma mondtona.
Os parametros e o estado final sao substituidos pelas suas estimativas na férmula
descrita. Desta forma, o impacto do erro de estimacao ¢é ignorado, mas o ultimo é

um efeito de segunda ordem na maioria dos contextos praticos.

4.10.1 Selecao do Nimero de Harmonicos nos Modelos Tri-

gonométricos

As previsoes do modelo TBATS dependem do nimero de harménicos, k;, usados
na componente sazonal . Na procura de encontrar a melhor das combinacoes é
impraticdvel considerar todas as combinagbes possiveis. Hyndman et al. (2008)

sugerem a utilizacao de regressao linear dada por
k;

T
Z agl cos(A )t +b sm()\(z)t)
J=1

=1
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Para tal, estes autores descrevem os seguintes passos

1. iniciar o processo com um unico harmoénico. De forma gradual, vao
adicionando-se mais, testando a significancia de cada um usando testes F.
Seja ki é o nimero de harmoénicos significativos (com valor de prova < 0,001)

para a i-ésima componente sazonal;
2. entao ajusta-se o modelo aos dados com k; = k e calcula-se o respectivo AIC;

3. considerando apenas uma componente sazonal de cada vez, o modelo é aju-
dado repetidamente a amostra de estimacao, aumentando gradualmente o k; e
mantendo todos os outros harmonicos constantes para cada i, até que o menor

valor de AIC seja alcancado.

Esta abordagem baseada na regressao linear multipla, é preferivel a abordagem
em que se assume k7 = 1 para cada componente, que é pouco pratica e consome

muito tempo.

4.10.2 Selecao das Ordens p e ¢ do Processo ARMA

No processo de selecao do modelo é necessaria a determinacao dos valores adequa-
dos para as ordens p e ¢ do processo ARMA. Esta selecao utiliza um procedimento

em duas etapas:

1. seleciona-se um modelo adequado sem a componente ARMA. Depois aplica-se
o algoritmo ARIMA automatico de Khandakar e Hyndman (2008) aos residuos
do modelo selecionado a fim de escolher as ordens adequadas p e ¢, assumindo

os residuos estacionarios;

2. 0 modelo selecionado é ajustado novamente, mas com a componente de erro
ARM A(p, q), em que os coeficientes ARMA sao estimados em conjunto com
os restantes parametros do modelo. A componente ARM A é utilizada apenas
se o modelo resultante do ajustamento apresentar um menor AIC, quando

comparado com o modelo sem esta componente.

De Livera et al. (2011) mostraram que este procedimento de duas etapas apresenta
melhores previsoes (fora da amostra), em comparagdo com outras abordagens alter-

nativas.
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4.11 Selecao de Modelos

Na modelagao de uma série temporal, podem existir mais do que um modelo
a verificar os diferentes critérios de validacao, o que dificulta o processo de selecao
do melhor modelo. Desta forma, é necessario recorrer a critérios de selecao que
considerem as estatisticas baseadas nos residuos do modelo ajustado.

Sao varios os critérios, baseados na funcao de verosimilhanca, existentes na li-
teratura, sendo os mais utilizados o critério de informacao de Akaike (Akaike’s in-
formation criterion,AIC), o critério de informacao de Akaike corrigido (Corrected
Akaike’s information criterion, AICc) e o critério de informagao Bayesiano (Baye-

sian information criterion, BIC).

Critério de informacao de Akaike

Akaike (1974) introduziu um critério baseado na quantidade de informagao, para
avaliar a qualidade de um ajustamento. Considere-se que um modelo com p para-

metros foi ajustado a uma série com n observagoes, o critério é definido por
AIC = —2log L + 2p, (4.24)

onde L ¢é a verosimilhanga.

Bozdogan (1987) propos uma corregao ao critério AIC, definindo AICc por

p(p+1)

AlCc = —2log L +2p + 2 ,
n—p—1

(4.25)

O modelo escolhido, devera ser o que apresente menor AIC. Nesses casos, deve
optar-se pelo modelo mais simples, de forma que seja parcimonioso ou para obter
um melhor ajustamento do modelo.

Critério de informacao Bayesiano

Schwarz (1978) propoe o critério de informagao Bayesiano, definido como
BIC = —2log L + plog(n), (4.26)

onde L é a verosimilhanca, p é o nimero de parametros do modelo e n é a dimensao
da amostra.
O BIC depende da dimensao da amostra, n. Para uma amostra de dimensao

superior a 7, a penalizacao do BIC é superior a penalizacao do AIC. Consequente-
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mente, a minimizagao do BIC leva, em geral, a selecao de modelos com um menor
nimero de parametros do que os obtidos pela minimizacao do critério AIC, evitando,

a sobrestimacao do nimero de componentes.

4.12 Medidas de Avaliacao

Uma série temporal, geralmente, ¢ dividida em dois periodos amostrais: uma
amostra de treino (para ajustar o modelo) e uma amostra de teste (para avaliar a
qualidade das previsdes). A dimensao da amostra de teste é usualmente cerca de
20% da dimensao da amostra total. No entanto, este valor depende da dimensao da
amostra e do horizonte temporal para a previsao. A dimensao da amostra de teste
deve ser, pelo menos, igual ou superior ao horizonte temporal de previsao pretendido.

Considerando uma série temporal de dimensao n, {Y,...,Y,} e um horizonte
temporal de previsao, h, divide-se a série em série de treino {Yi,...,Y,_»} e em
série de teste {Y,_pi1,..., Yn}

Para a avaliacao da qualidade preditiva usualmente consideram-se previsao a
1-passo e previsao multi-passos a frente. A previsao a 1-passo, tal como o nome
indica, prevé uma unidade temporal & frente (h = 1) da tltima observacao. Isto é,
se Y; é a observagao no instante t e Y; a sua estimativa obtida usando as observagoes
Y1,Ys, ..., Y1, entao Y, éa previsao a 1-passo de Y;. Da mesma forma, utilizando
todas as observagoes até ao tempo t (inclusive), é possivel obter a previsdo h-passos
a frente, f/t+h|t.

Um erro de previsao € a diferenca entre o valor observado e a sua previsao. De
forma geral, o erro de previsao (a h-passos) pode ser escrito como e, = Y}Jrh—f@rh‘t.
Se se considerar h = 1, ou seja, a previsao a 1-passo, o erro de previsao a 1-passo é
dado simplesmente por e; = Y; — SA/;

Hyndman e Koehler (2006) classificam as medidas de avaliagdo em trés tipos:
medidas dependentes da escala, medidas de erros percentuais e medidas de erros
escalados.

Medidas dependentes da escala

Estas medidas de precisao baseadas possuem uma escala que depende da escala
dos dados e, por isso, nao devem ser utilizadas para comparar dados com diferentes
escalas. As medidas mais utilizadas, dependentes da escala, sao baseadas em erros

absolutos ou erros quadraticos:

o 1 & 1 .
Erro Médio: EM = - tzlet = - Z(Y} -Y),

= t=1

o1
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1< 1 < A
Erro Quadratico Médio: EQM = — E e; = — E (Y, — ;)2
n n
t=1 t=1
Por vezes, a raiz do erro quadratico médio, REQM = \/EQM, é preferida ao EQM

porque permite reduzir a grandeza dos valores para a mesma escala dos dados.

Na comparacao entre métodos de previsao, considera-se que o método mais pre-
ciso é o que apresenta menor EQM e, consequentemente, menor REQM. A REQM e
o EQM sao as medidas mais utilizadas, no entanto, estas medidas sao mais sensiveis
a outliers quando comparadas com outras do mesmo tipo, como por exemplo, o erro

absoluto médio.

n

1 1 & .
Erro Absoluto Médio: EAM = - Z led] = - ; ‘Yt -Y;

Medidas de erros percentuais

As medidas de erros percentuais sao independentes da escala e sdo frequente-
mente usadas para comparar o desempenho da previsao entre diferentes séries. A
medida mais utilizada é o

n

1Y Y,
Erro Percentual Absoluto Médio: EPAM = — Z %100 (%),
n Y:

t=1

que representa a percentagem média do erro de previsao em relagao a grandeza das
observagoes, sendo assim, uma medida de erros percentuais.

Tal como acontece no EQM, quanto menor for o EPAM mais preciso é o método
de previsao. Apesar de possibilitar a comparagao da precisao entre diversas séries,
esta medida nao pode ser calculada quando existem zeros na série. Também quando
as observagoes se aproximam de zero, o EPAM apresenta valores extremos.

Medidas de erros escalados

As medidas de erros escalados foram propostas por Hyndman e Koehler (2006),
como alternativa a medida dos erros percentuais. Comparam a qualidade preditiva
de séries com diferentes escalas, uma vez que, o erro escalado é independente da

escala dos dados. Um erro escalado é dado por

qt = et/Qa

onde () é o erro absoluto médio da previsao naive sazonal e é dado por ) =

1\ . )
—— > i ei1|Ys = Y|, onde s é o periodo sazonal.
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O erro escalado absoluto médio (EEAM) define-se por

n

1 « 1
Erro Escalado Absoluto Médio: EEAM = — Z lg:| = — Z
n
t=1

n
t=1

Y, - Y,
LS Y - Y

Quanto a interpretacao do EEAM, valores superiores a 1 indicam que as pre-
visoes para o método sao menos precisas, em média, do que as naive e, portanto,
quanto mais préximo de zero maior é a precisao do método. Desta forma, na compa-
racao entre diferentes métodos de previsao, considera-se que o mais preciso é o que

apresenta o menor EEAM.

4.13 Valores em Falta

Bases de dados reais, geralmente, apresentam valores em falta. Trabalhar com
séries temporais com dados em falta pode ser muito problematico. Estes surgem
por diversos motivos, aleatérios ou nao, como falhas na recolha dos dados, erros
nas medigoes ou amostragens insuficientes. A auséncia destes valores conduzem a
enviesamentos no modelo de estimagao e/ou previsao. Algumas técnicas permitem o
estabelecimento do modelo que se pretende implementar com a existéncia de valores
em falta, sem causar problemas, como por exemplo, os métodos "naive”, os modelos
ARIMA, os modelos de regressao dinamica, entre outros. Contudo, outros processos
de modelagao nao conseguem lidar com dados em falta em particular, funcoes no
software R como ets() , stif() e tbats() .

De forma alternativa, pode substituir-se os valores em falta por estimativas. A
fungao na.interp(),do package forecast do software R é desenhada com este propdsito
e funciona de forma bastante eficaz quando comparada com outros métodos de
imputagao de dados automaticos (Moritz et al., 2015).

Usualmente, para dados sem sazonalidade ¢é utilizada a interpolacao linear sim-
ples para preencher os valores em falta. A interpolacao linear é o método que ajusta
um segmento de reta entre dois pontos, os pontos finais entre as lacunas dos dados.
Esta permite que os valores ausentes sejam calculados diretamente usando a equagao
do segmento de reta. A equacao do método de interpolacao linear, Chapra e Canale

(1998), é dada por

f(l‘) = fzo + H(xl - .2?0),

onde x; e xy sao os valores conhecidos da varidvel independente, f(z) é o valor da

variavel dependente para um valor x desconhecido da varidavel independente.
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Na presenca de sazonalidade é utilizada, usualmente, uma decomposi¢ao STL
(Seasonal-Trend Decomposition by Loess), STL é o acrénimo para a decomposi¢ao
sazonal e de tendéncia usando Loess. Apds uma decomposicao STL, segue-se com
uma interpolacao linear aplicada aos dados ajustados sazonalmente e, no final, a
componente sazonal é adicionada novamente. A decomposicao STL é um método
versatil e bastante robusto para decompor séries temporais baseada em regressao
local robusta. Este método consiste na ideia de que uma série temporal pode ser de-
composta em trés componentes: a componente sazonal, a componente de tendéncia
e a componente do erro. Este método foi desenvolvido por Cleveland et al., (1990).
Denotanto os dados, a componente tendéncia, a componente sazonal e a componente
do erro por Y,, T,, s, e R,, respetivamente, para v = 1, ..., n equacao do modelo é
representada por

Y,=T,+5,+ R,.

Este método é robusto na presenca de outliers, impedindo que estas observagoes
afetem as estimativas das componentes da tendéncia e da sazonalidade. No entanto,
a componente do erro é sempre afetada pelos outliers. Computacionalmente é de

facil utilizacao, mesmo para séries temporais longas.
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Analise Exploratoria de Dados

A andlise descritiva é o primeiro e muito importante passo em qualquer estudo
estatistico. Esta andlise permite identificar as caracteristicas intrinsecas dos dados
em estudo. O presente estudo tem como foco a analise de quatro varidveis meteoro-
légicas a temperatura maxima (°C), a temperatura minima (°C), a velocidade média
do vento (m/s) e a precipitacdo (mm) registadas numa estagdo meteorolégica locali-
zada numa quinta designada por Senhora da Ribeira em Carrazeda de Ansiaes, no
distrito de Braganca, no Norte de Portugal. Sao observagoes didrias, recolhidas no
periodo de 1 de janeiro de 2010 a 23 de abril de 2019 (o que corresponde a 3400 dias).
Neste periodo de tempo apenas dois anos foram bissextos: 2012 e 2016. Assim, ape-
sar das metodologias implementadas neste estudo, nomeadamente o modelo TBATS,
conseguirem incorporar na componente sazonalidade de periodo de 365 dias, os anos
bissextos (com 366 dias), seguiu-se a sugestao de Benth e Benth (2010) de remover as
observagoes registadas a 29 de fevereiro. Na Figura 5.1 estao representadas as séries
temporais para as 4 variaveis em estudo, no periodo observado. E clara a existéncia
de um padrao sazonal forte, principalmente nas séries da temperatura maxima do
ar e da temperatura minima do ar. As representacoes graficas da precipitacao e da
velocidade média do vento mostram um comportamento volatil e com uma enorme

variabilidade.
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Figura 5.1: Representacao gréafica das
observado.
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A Tabela 5.1 apresenta as estatisticas descritivas das séries temporais em estudo
para o periodo observado. As varidveis temperatura maxima, minima e precipita-
¢ao tém 114 valores em falta. A velocidade média do vento é a varidvel que mais
observagoes em falta tem, como é possivel ver graficamente, com um total de 422
dias sem observagoes.

No periodo observado houve 2404 dias em que o valor da precipitacao registado
foi nulo (nado choveu). As estatisticas descritivas apresentadas na Tabela 5.1, rela-
tivamente a precipitacao, foram calculadas para os valores observados diferentes de
zero, i.e., dias com precipitagao (no total 882 dias). A velocidade média do vento
caracteriza-se por uma elevada variabilidade, o desvio padrao é de 18,05 m/s. As
temperaturas maximas registadas no local em estudo apresentam uma média de
22,90 °C e, pelo menos, 75% das temperaturas sao superiores 15,70 °C. Em contra-
partida, a média das temperaturas minimas ronda os 10,99 °C e, pelo menos, 25%

delas estao situadas abaixo dos 6,50 °C.

Tabela 5.1: Estatisticas descritivas das observagoes didrias das varidveis em estudo.

Varidvel Min. Max. 1.2 Quart. Med. 3.2 Quart. Média Desvio Assim. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias)

Temp. Min. -4,10 25,50 6,50 10,90 15,80 10,99 5,91 0,03 0,83 3400 114

Temp. Méx. 1,70 45,00 15,70 22,80 31,80 23,66 9,52 0,12 -1,03 3400 114

Precip. 0,20 80,80 0,60 2,20 5,80 4,70 7,20 4,07 26,45 3400 114

Vel. Méd. Vento 0,00 190,40 3,80 5,40 7,80 9,01 18,05 6,65 47,36 3400 422

Na Figura 5.2 estao representados os diagramas em caixas de bigodes de cada uma
das variaveis em estudo. Por observacao grafica, é possivel perceber que a varidavel
temperatura maxima e temperatura minima nao apresentam valores outliers. Por
sua vez, as variaveis precipitacao e velocidade média do vento apresentam muitos
valores outliers. No caso da precipitacao, destaca-se o valor registado de precipitacao
de 80,80 mm no dia 10 de marco de 2014 e de 62,40 mm no dia 11 de maio de 2014.
No caso da velocidade média do vento, o maior valor registado foi de 190,40 m/s no
dia 12 de setembro de 2014 e um valor de 175,30 m/s no dia 2 de setembro de 2014.

Os histogramas da Figura 5.3 mostram que a distribuicao das varidveis nao se
comportam como uma distribuicao Normal. As distribuicoes da velocidade média
do vento e da precipitacao sao assimétricas positivas com uma tendéncia de um
acumular de frequéncias para valores préximos de zero (75% dos dados sdo inferiores
ou iguais a 5,8 mm e 7,8 m/s para a precipitagao e para a velocidade média do vento,

respectivamente).
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Figura 5.2: Distribuicao das varidveis em estudo.
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Como ja referido anteriormente, as variaveis nao seguem uma distribuicao Nor-
mal. Desta forma, o método utilizado para testar a associacao entre as variaveis em
estudo, é o teste de correlacao ordinal de Spearman. Na Tabela 5.2 sao apresentadas
as correlacoes de Spearman para as variaveis em estudo. Como resultado verifica-se
que, as temperaturas maximas estao correlacionadas de forma estatisticamente sig-
nificativa com as temperaturas minimas e com a precipitacao. A precipitacao apre-
senta, ainda, uma correlacao significativa com a temperatura minima. As tnicas
variaveis que nao apresentam uma correlagao ordinal estatisticamente significativa
sao a temperatura maxima e a velocidade média do vento. De referir, ainda, que
seria expectavel que todas as correlacoes calculadas fossem estatisticamente signifi-
cativas, dada a elevada dimensao da amostra em estudo e a natureza das variaveis.
A relagao ordinal negativa entre a temperatura maxima e a precipitacao indica que

a medida que as temperaturas maximas aumentam a precipita¢gao diminui.

Tabela 5.2: Correlagao ordinal de Spearman.

Variavel 1 2 3 4
1. Temp. Maxima 1 - - -
2. Temp. Minima 0,87H** 1 - -
3.Precipitacao -0,33%*F - _0,13%H* 1 -
4. Velocidade Média do Vento 0,03 0,15%F% 0,14*** 1

) < 01 ; 7Fp <, 001

5.1 Analise das Subséries Mensais e Anuais

5.1.1 Temperatura Maxima

Na Figura 5.4 esta representada a série temporal da temperatura maxima no
periodo total observado: entre 1 de janeiro de 2010 a 23 de abril de 2019. A repre-
sentacao grafica sugere que a série temporal exibe um forte comportamento sazonal,
como expectavel dada a natureza dos dados. Os dados diarios exibem uma forte sa-
zonalidade anual (periodo de 365 dias, ja que os dias 29 de fevereiro foram excluidos

do periodo de observagao) com picos de temperatura nas estagoes quentes.
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Figura 5.4: Série temporal da distribuicao didria da temperatura méaxima, para o periodo obser-
vado.

A Tabela 5.3 apresenta as estatisticas descritivas da série temporal da tempera-
tura maxima diaria para o periodo observado, por més. Como esperado, a média das
temperaturas é superior no meses de Verao e apresenta valores inferiores nos meses
de Inverno. O desvio padrao mensal indica uma variabilidade superior durante o
meés de maio, junho, julho e outubro. Realca-se ainda, que nos meses de Verao nao se
verificam valores em falta. Observando as amplitudes, destaca-se o més de outubro

que apresenta uma amplitude de 26,20 °C.

Tabela 5.3: Estatisticas descritivas das temperaturas maximas didrias das subséries mensais.

Meés Min. Ma&x. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assim. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114 )
janeiro 1,70 20,50 18,80 9,80 12,70 14,70 12,07 3,80 -0,54 -0,06 408 16
fevereiro 2,50 24,90 22,40 12,60 15,20 17,70 15,19 3,60 _0,21 0,45 363 33
margo 7,90 30,30 22,40 15,70 18,40 22,23 18,85 4,30 0,18 -0,52 394 30
abril 10,80 32,80 22,00 18,12 22,00 25,98 22,18 4,89 0,09 -0,83 400 7
maio 15,10 38,00 22,90 22,40 26,80 30,30 26,80 5,18 -0,16 -0,83 393 0
junho 19,00 43,80 24,80 28,02 31,60 35,77 31,78 5,32 -0,08 -0,62 384 0
julho 22,80 45,00 22,20 32,75 35,80 38,60 35,60 4,29 -0,24 -0,38 393 0
agosto 24,60 44,30 19,70 33,20 36,20 39,00 35,93 3,95 -0,24 -0,40 393 0
setembro 20,20 44,10 23,90 26,50 32,45 35,08 32,03 4,62 -0,30 -0,18 384 0
outubro 10,60 36,80 26,20 20,90 24,40 27,90 24,55 5,30 0,03 -0,44 383 10
novembro 4,20 23,80 19,60 13,90 16,50 18,88 16,33 3,63 -0,34 0,05 384 0
dezembro 2,20 21,40 19,20 9,70 12,60 14,90 12,28 3,66 -0,24 -0,48 375 18

Pela observacao da Figura 5.5 as subséries mensais apresentam um padrao sa-
zonal evidente. As temperaturas medianas, como expectavel, vao aumentanto de
forma crescente a medida que se passa dos meses de Inverno para os de Verao. De
facto, pela representacao grafica é possivel observar que as temperaturas mais altas
se verificam nos meses de julho e agosto. Consegue-se, ainda, identificar outliers em

alguns meses (janeiro, fevereiro, julho, setembro e novembro).
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Figura 5.5: Diagramas em caixa de bigodes para as subséries mensais da temperatura maxima, no

periodo observado.

A Tabela 5.4 apresenta as estatisticas descritivas das subséries temporais das
temperaturas maximas diarias, no periodo observado, por ano. O ano 2019 apenas
tem observacoes registadas até dia 23 de abril, o que leva a que os valores das
estatisticas nesse ano nao correspondam a um ano completo, o que deve ser tido em
consideracao na comparacao dos valores dos restantes anos. De uma forma geral, as
temperaturas médias ao longo do ano nao apresentam grandes diferencas. Variam
entre os 23 °C e 25 °C. Contudo, é possivel afirmar que o ano 2017 foi o mais
quente, com uma média de 25,34 °C e com uma amplitude térmica elevada. De
facto, e "segundo a NASA e a Organizagado Mundial de Meteorologia (OMM), 2017
foi 0 segundo ano mais quente desde 1880, ano quando comecaram a ser feitos os
registos” (Joao Dias, (2018)).

Tabela 5.4: Estatisticas descritivas das temperaturas maximas didrias por ano.

Ano Min. Maéx. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assi. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114)
2010 3,40 45,00 41,60 14,15 20,65 33,48 23,32 10,79 0,35 -1,16 360 5
2011 2,50 42,30 39,80 16,00 25,60 32,50 24,19 9,51 .0,17  -1,09 361 4
2012 4,10 43,00 38,90 16,30 22,80 31,20 23,54 9,12 0,14 -1,02 364 2
2013 2,20 43,10 40,90 14,88 21,90 32,15 23,20 9,86 0,22 -1,09 356 9
2014 5,90 41,10 35,20 16,75 25,30 30,35 24,09 8,33 -0,12 -0,96 327 38
2015 2,70 43,10 40,40 15,75 23,00 31,75 23,52 9,56 0,05 -0,99 363 2
2016 3,20 44,10 41,40 16,65 23,10 32,75 24,52 9,70 0,17  -1,12* 322 44
2017 1,70 43,80 42,10 18,15 26,20 33,10 25,34 9,36 -0,15  -1,00 355 10
2018 5,00 44,30 39,30 15,20 21,10 32,30 23,37 9,33 0,26 -1,23 365 0
2019 1,90 26,60 24,70 13,90 17,50 21,70 17,17 5,84 -0,70 0,001 113 0

Ter em consideragao que no ano 2019, apenas existem observagoes até dia 23 de abril.
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5.1.2 Temperatura Minima

Na Figura 5.6 esta representada a série temporal da temperatura minima no
periodo total observado (1 de janeiro de 2010 a 23 de abril de 2019). Novamente, a

representacao grafica sugere um comportamento fortemente sazonal da temperatura:

uma sazonalidade de 365 dias. A Tabela 5.5 apresenta as estatisticas descritivas da
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Figura 5.6: Série temporal da distribuicao diaria da temperatura minima, para o periodo observado.

série temporal das temperaturas minimas didrias, no periodo observado, por més. O

desvio padrao mensal indica uma variabilidade superior durante o més de novembro,

dezembro, janeiro e fevereiro. Assim, a variabilidade do comportamento da série pa-

rece ser superior nas estacoes frias relativamente a variabilidade das estagoes quentes.

O maior valor do coeficiente de variacdo para a temperatura minima é de 79,00%

no meés de fevereiro e o menor de 11,90 °C%, no més de agosto. A temperatura

minima apresenta uma distribuigdo quase simétrica (apresenta valores perto de zero

do coeficiente de assimetria amostral), por més. Novamente, nao ha valores em falta

nos meses de Verao.

Tabela 5.5: Estatisticas descritivas das temperaturas minimas didrias, das subséries mensais.

Meés Min. Miéx. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assi. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114)
janeiro -2,90 13,80 16,70 1,70 4,40 6,90 4,41 3,47 0,20 -0,60 408 16
fevereiro -4,10 15,70 19,80 2,10 4,40 6,60 4,38 3,46 0,21 0,14 363 33
margo 0,70 13,90 13,20 4,70 6,55 8,43 6,60 2,67 0,02 0,50 394 30
abril 3,00 16,80 13,80 7,90 9,50 11,38 9,563 2,36 -0,07 -0,26 400 7
maio 4,80 23,50 18,70 10,40 12,40 14,30 12,27 2,93 0,12 0,29 393 0
junho 9,10 24,90 15,80 13,50 15,60 17,80 15,81 3,08 0,40  -0,20 384 0
julho 10,70 25,50 14,80 16,85 18,60 20,30 18,56 2,65 -0,05 -0,07 393 0
agosto 12,40 24,50 12,10 17,05 18,50 20,00 18,49 2,20 -0,04 -0,10 393 0
setembro 10,20 22,90 12,70 14,43 16,30 17,70 16,00 2,39 -0,27  -0,39 384 0
outubro 5,00 20,00 15,00 10,40 12,40 14,50 12,35 2,90 -0,07 -0,31 383 10
novembro  -1,10 16,40 17,50 5,45 8,00 10,38 7,83 3,45 _0,15  -0,45 384 0
dezembro  -2,60 12,70 15,30 2,80 5,50 7,40 5,23 3,30 -0,15  -0,64 375 18
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A Figura 5.7 apresenta os diagramas em caixa de bigodes das temperaturas
minimas didrias, por més. Sao identificados alguns outliers nos meses de fevereiro,
abril, maio, junho, julho, agosto e setembro. As temperaturas minimas alcancam os

valores mais baixos nos meses de janeiro, fevereiro e dezembro, como expectéavel.
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Figura 5.7: Diagramas em caixas de bigodes para as subséries mensais da temperatura minima, no
periodo observado.

A Tabela 5.6 apresenta as estatisticas descritivas da série temporal das tempera-
turas minimas diarias, no periodo observado, por ano. No ano de 2010 foi registada
a temperatura minima de —2,90°C, a temperatura mais baixa observada. Cerca de
75% das temperaturas minimas no ano 2017 foram superiores a 6,45 °C e o desvio

padrao anual indica uma variabilidade superior nos anos de 2013 e 2017.

Tabela 5.6: Estatisticas descritivas das temperaturas minimas didrias por ano.

Ano Min. Méx. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assim. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114)
2010 -2,60 24,50 27,10 6,68 10,65 16,10 10,99 6,08 0,01 0,79 360 5
2011 -1,30 24,20 25,50 6,90 11,40 15,00 11,10 5,36 -0,12 -0,71 361 4
2012  -4,10 24,90 29,00 5,70 10,50 15,70 10,30 6,18 0,11 -0,93 364 2
2013  -1,00 25,50 26,50 5,80 10,10 15,80 10,56 6,28 0,14 0,93 356 9
2014  -2,10 22,30 24,40 7,95 12,10 16,10 12,01 5,06 0,16 0,81 327 38
2015 -1,50 23,00 24,50 7,15 11,20 15,90 11,29 5,84 0,11 0,86 363 2
2016 0,70 24,20 23,50 7,90 11,80 16,45 11,96 5,29 0,14 -0,85 322 44
2017 -2,90 24,90 27,80 6,45 11,40 16,90 11,40 6,52 -0,09 -0,96 355 10
2018 -2,40 23,70 26,10 6,80 10,80 16,80 11,27 5,78 0,02 0,98 365
2019 -1,70 16,80 18,50 62,80 5,40 7,70 5,18 3,66 0,27 -0,16 113

Ter em consideragdo que no ano 2019, apenas existem observacgdes até dia 23 de abril.

5.1.3 Precipitacao

Na Figura 5.8 esta representada a série temporal da precipitagao para o periodo

total em estudo. Esta série apresenta uma enorme variabilidade ao longo do periodo
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observado, com varios valores extremos.
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Figura 5.8: Série temporal da distribuicao diaria da precipitagio, para o periodo observado.
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A Tabela 5.7 apresenta as estatisticas descritivas da série temporal da precipita-

¢ao diaria durante o periodo observado por més. Para a andlise descritiva dos dados

foram considerados apenas os dias em que ocorreu precipitacao, no total 882 dias

(25,94% do periodo observado). O desvio padrao mensal indica uma variabilidade

superior durante o meés de fevereiro e marco. Os maiores valores médios de preci-

pitacao sao observados no meés de fevereiro e outubro. Os meses que apresentam

valores em falta s@o os meses de janeiro, fevereiro, marcgo, outubro e dezembro. O

meés fevereiro apresenta o maior coeficiente de variagao amostral (CV=191,89) e o

meés de janeiro o menor (CV=102,17)

Tabela 5.7: Caracteristicas amostrais da precipitagao das subséries mensais.

Més Min. Max. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assim. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114)
janeiro 0,20 14,60 14,40 0,80 2,20 5,25 3,69 3,77 1,32 0,82 230 16
fevereiro 0,20 80,80 80,60 1,00 2,60 6,40 5,92 11,36 4,99 28,78 1098 33
marco 0,20 62,40 62,20 0,80 2,80 6,60 6,31 10,37 3,30 12,34 203 30
abril 0,20 37,20 37,00 0,25 2,30 6,20 4,35 6,18 3,10 12,16 206 7
maio 0,20 27,40 27,20 0,60 1,60 4,60 3,45 4,46 2,59 8,88 179 0
junho 0,20 38,00 37,80 0,40 1,90 6,10 4,45 6,76 2,68 8,83 152 0
julho 0,20 36,40 36,20 0,40 1,10 3,80 3,86 6,60 2,99 9,95 128 0
agosto 0,20 20,80 20,60 0,60 2,80 7,60 4,77 5,61 1,33 0,74 130 0
setembro 0,20 32,00 31,80 0,55 1,80 7,30 5,79 8,32 1,72 1,96 143 0
outubro 0,20 29,80 29,60 0,60 2,60 5,75 5,09 7,01 2,13 4,08 187 10
novembro 0,20 32,20 32,00 0,80 2,40 5,80 4,99 6,29 2,21 5,62 196 0
dezembro 0,20 27,00 26,80 0,80 2,60 6,90 4,87 5,75 1,88 3,74 193 18

Por observacao da Figura 5.9 identifica-se a presenga de muitos outliers em todos

os meses do ano. As precipitagoes medianas mantém-se aproximadamente constantes

ao longo dos meses (variam entre 1,10 mm e 2,80 mm).
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Figura 5.9: Diagramas em caixa de bigodes para as subséries mensais da precipitacao, no periodo
observado.

A Tabela 5.8 apresenta as estatisticas descritivas da série temporal da precipi-
tagao diaria durante o periodo observado, por ano. Como referido anteriormente,
para o calculo das estatisticas descritivas foram considerados apenas os dias em que
houve precipitagao. O valor minimo de precipita¢do é de 0,20 mm (observado em

vérios anos), sendo o valor maximo de precipitacdo registado no ano de 2014 (80,80

mm).
Tabela 5.8: Caracteristicas amostrais da precipitagao por ano.
Ano Min. Maéx. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assim. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114)
2010 0,20 21,60 21,40 0,80 2,10 4,90 3,71 4,57 2,04 4,18 360 5
2011 0,20 19,60 19,40 0,40 1,60 4,70 3,18 3,79 1,81 3,48 361 4
2012 0,20 29,60 29,40 0,40 1,20 3,50 3,65 6,02 2,61 6,63 364 2
2013 0,20 29,60 29,40 0,60 2,60 7,60 5,10 6,36 1,81 3,02 356 9
2014 0,20 80,80 80,60 0,80 2,60 6,75 7,17 13,77 3,55 13,40 327 38
2015 0,20 38,00 37,80 0,40 1,90 4,50 4,05 6,43 3,03 10,54 363 2
2016 0,20 36,40 36,20 0,80 2,80 8,20 6,41 8,24 1,83 2,84 322 44
2017 0,20 13,40 13,20 0,80 2,20 5,15 3,39 3,28 1,27 1,01 355 10
2018 0,20 37,20 37,00 1,00 2,90 7,90 5,31 6,72 2,57 8,17 365 0
2019 0,20 12,60 12,40 0,40 2,20 5,00 3,62 3,86 0,97 -0,26 113 0

Ter em consideragdo que no ano 2019, apenas existem observagdes até dia 23 de abril.

5.1.4 Velocidade Média do Vento

Na Figura 5.10 esta representada a série temporal da velocidade média do vento
para o periodo total observado. A representacao grafica mostra claramente a exis-
téncia de muitos valores em falta. A velocidade média do vento apresenta um com-
portamento bastante particular. E visivel no ano de 2014, um periodo com uma

enorme variabilidade e apresentando valores muito elevados de velocidade média do
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Figura 5.10: Série temporal da distribui¢do didria da velocidade média do vento, para o periodo
observado.

Na Tabela 5.9 sao apresentadas as estatisticas descritivas da série temporal da

velocidade média do vento diaria durante o periodo observado, por cada més do ano.

O desvio padrao do meés de setembro destaca-se dos restantes meses, uma vez que

tem um valor muito superior. Contudo, em termos de variacao relativa é o més de

outubro que tem um coeficiente de variagao superior (CV=234%).

Tabela 5.9: Caracteristicas amostrais da velocidade média do vento das subséries mensais.

Meés Min. Maéx. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assi. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (114)
janeiro 0,20 88,40 88,20 3,00 4,80 7,80 7,20 9,13 5,23 36,90 310 100
fevereiro 0,40 25,90 25,50 3,60 5,40 7,90 6,51 4,31 1,79 4,14 282 61
marco 0,50 29,70 29,20 4,50 6,10 8,48 7,01 3,91 1,84 5,34 310 48
abril 1,30 24,00 22,70 4,70 6,15 8,60 6,92 3,28 1,45 3,12 293 7
maio 1,00 27,10 25,20 4,30 5,70 7,90 6,55 3,40 2,22 7,72 393 -
junho 0,00 35,70 35,70 4,30 5,40 8,10 7,22 5,76 2,48 7,28 384 25
julho 1,90 130,70 128,80 4,90 6,20 8,20 8,68 10,76 7,18 68,47 279 26
agosto 1,80 154,40 152,60 4,70 6,00 8,20 13,77 24,93 3,53 12,10 279 14
setembro 1,30 190,40 189,10 3,78 5,10 6,93 22,90 47,49 2,34 3,68 384 30
outubro 0,00 155,90 155,90 2,60 3,80 5,90 9,66 22,56 4,64 22,41 383 32
novembro 0,60 25,10 24,50 2,98 4,45 6,50 5,34 3,70 2,27 7,08 384 30
dezembro 0,80 30,30 19,50 2,90 4,65 8,10 4,65 4,89 1,60 2,81 375 49

Na Figura 5.11 estao representados os diagramas em caixa de bigodes da preci-

pitagao diaria por mes, identificando-se um grande ntimero de outliers, em todos os

meses do ano.
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Figura 5.11: Diagramas em caixa de bigodes para as subséries mensais da velocidade média do
vento, no periodo observado.

Na Tabela 5.10 estao descritos os valores das estatisticas descritivas da série

temporal da velocidade média do vento diaria, no periodo observado, por ano. Em

2014 destaca-se o valor médio muito superior aos restantes anos, bem como um

desvio padrao de 50,49 m/s e uma amplitude 180,50 m/s, o que representa uma

enorme variabilidade de velocidade média do vento neste ano.

Tabela 5.10: Caracteristicas amostrais da velocidade média do vento por ano.

Ano Min. Max. Ampli. 1.°Quart. Med. 3.°Quart. Média Desvio Assim. Curt. Total NA’s
Padrao (em dias) (422)
2010 0,00 25,90 25,90 3,88 6,00 8,60 6,99 4,67 1,47 2,42 360 5
2011 0,20 29,70 29,50 4,00 6,10 8,20 6,65 4,27 2,31 8,72 361 4
2012 0,90 18,90 18,00 4,83 7,00 9,40 7,38 3,32 0,77 0,62 334 31
2013 1,20 24,00 22,80 5,30 7,80 10,35 8,19 3,71 0,80 1,26 147 218
2014 1,90 190,40 188,50 6,80 16,20 49,15 39,75 50,49 1,44 0,60 258 107
2015 1,40 30,30 28,90 3,95 5,20 6,30 5,80 3,46 2,98 12,79 363 2
2016 0,00 88,40 88,40 3,50 4,60 6,08 6,03 7,30 6,99 64,76 322 43
2017 0,80 18,50 17,70 3,50 4,70 5,70 4,78 2,11 1,64 6,73 355 10
2018 1,10 14,10 13,00 3,40 4,60 5,60 4,66 1,74 0,87 2,10 365 -
2019 1,30 17,10 15,80 3,10 4,20 5,50 4,66 2,42 1,96 6,18 113 -

Ter em consideragao que no ano 2019, apenas existem observagGes até dia 23 de abril.
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Capitulo 6

Aplicacao dos Modelos TBATS e
de Regressao com Erros

Correlacionados

Apos realizada a andlise preliminar das séries temporais e conhecendo melhor as
suas caracteristicas, procede-se a aplicagao aos dados das metodologias descritas no
Capitulo 4.

As séries temporais analisadas apresentam correlagao temporal forte e sazonali-
dade complexa. Assim, é necessario aplicar modelos flexiveis que permitam integrar
as varias caracteristicas dos dados e que contemplem a incorporacao destas compo-
nentes.

O modelo TBATS e o modelo de regressao com erros correlacionados possuem
esta flexibilidade pela sua estrutura versatil, que permite integrar as varias caracte-
risticas dos dados e podem ser aplicados a séries nao estaciondrias (como as deste
estudo).

Assim, neste Capitulo sao apresentados os resultados da aplicacao destes mode-
los para as séries temporais da temperatura maxima, da temperatura minima, da
precipitacao e da velocidade média do vento. As séries temporais foram divididas
em série de treino e série de teste com o objetivo de testar a precisao dos modelos de
previsao propostos. O periodo da série de treino foi de 1 de janeiro de 2010 a 31 de
dezembro de 2017 (2923 dias) e o periodo da série de teste foi de 1 de janeiro de 2018
a 23 de abril de 2019 (os tltimos 477 dias). Esta abordagem possibilita a compara-
cao das medidas de avaliacao da qualidade das predigoes e previsoes dos diferentes
métodos. Todo o processo de estimacao e previsao dos modelos foi efetuado com

recurso ao software R, package forecast Hyndman et al. (2019). Além da utilizagao
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de funcoes ja existentes, foi necessaria a implementacao de algumas novas.

As observagoes em falta condicionam a utilizacao de alguns métodos de modela-
¢ao e previsao. Neste caso, a fungao do software R construida para o modelo TBATS
nao suporta séries que contenham dados omissos. Por predefini¢ao, a funcao tbats
(para implementar o modelo TBATS) e de forma automética seleciona parte da
série que nao contenha quaisquer valores em falta e modela apenas para essa sub-
série. Mas nao é isso que se pretende neste estudo, assim foi necessario proceder
a um método de imputagao de dados utilizando a fungao do software R, na.interp,
ja abordada no Capitulo 4. Trata-se de um método completamente automéatico que

estima os dados em falta através de uma decomposicao STL, Hyndman et al. (2019).

Neste Capitulo serao apresentados os resultados da modelacao TBATS e da re-
gressao com erros correlacionados para cada uma das séries temporais. O desempe-
nho destes processos de modelagao, para cada uma das séries temporais em estudo
(da temperatura minima, da temperatura maxima, da precipitacao e da velocidade
média do vento) foi avaliado através de medidas de avaliagdo e pela andlise dos

residuos.

Neste estudo considera-se, em todas as decisoes, um nivel de significancia de 5%.

6.1 Temperatura Minima

Para completar a série temporal da temperatura minima, com 114 valores em
falta, procedeu-se a imputacao de dados pelo método ja descrito anteriormente. Na
Figura 6.1 estd representada a série temporal da temperatura minima ja completa

(a vermelho encontram-se os valores calculados dos dados em falta).

ra
(=1

Temperatura (°C)

2010 2012 2014 2016 2018
Tempo (dias)

Figura 6.1: Série valores originais e valores imputados (a vermelho) da temperatura minima.
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Modelo TBATS

Os dados da temperatura minima sao observados de forma diaria e apresentam
um forte padrao sazonal anual, ou seja, um periodo sazonal de 365 dias (m; = 365).
A série vai ser definida por um modelo de decomposicao aditivo, pois a amplitude das
oscilagoes sazonais nao varia com o nivel da série. Na Figura 6.2 estd representada a
divisao da série temporal (2932 dias para treino e 477 dias para teste). Para analisar
a dependéncia temporal das séries foram calculadas as fungoes de autocorrelacao
(FAC) e autocorrelagao parcial(FACP) amostrais da série de treino da temperatura
minima.

Temperatura Minima

Temperatura (°C)

2010 2012 2014 2016 2018
Tempo (dias)

Figura 6.2: Série de treino (a preto) e série de teste (a vermelho) da temperatura minima.

Lag Lag

Figura 6.3: FAC e FACP da série de treino da temperatura minima

O modelo TBATS ¢é automatico, desta forma, nao exige a pré-especificagao dos
valores iniciais, uma vez que o modelo os calcula de forma automatica. A funcao
thats aplicada a série de treino calcula as estimativas de maxima verosimilhanca dos
valores de estados iniciais, as estimativas dos parametros de alisamento, seleciona o
nimero de harmoénicos necessario para modelar a componente sazonal e escolhe a

ordem (p, q) do processo ARMA.
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Assim, o modelo obtido que minimiza o critério de informagao (AIC) é o modelo
TBATS(1,{0,5},1,{365,1}). O parametro w = 1 indica que nao foi aplicada uma
transformacao Box-Cox aos dados da série temporal, ou seja, nao foi necessaria uma
tranformacao para lidar com possiveis nao lineariedades da série. Os valores estima-
dos f = 0 e ¢ = 1 traduzem uma taxa de crescimento puramente deterministica,
sem efeito de amortecimento. A componente irregular da série é correlacionada e
modelada por um processo ARMA(0,5). As estimativas dos parametros do modelo

TBATS para a temperatura minima sao apresentadas na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Parametros do modelo TBATS selecionado.

Parametros o Y1 Yo 01 02 03 04 05

Estimativas 0,04794 0,00011 -0,00014 0,64795 0,36503 0,23238 0,11614 0,03265

A estimativa do desvio padrao do ruido branco associado ao modelo é 6 = 2, 1273
e o valor de AIC= 27771, 49.
Desta forma, as equagoes do modelo TBATS para a temperatura minima sao as
seguintes:
yt(l) =lp—1 + b1 + Sil_)365 + dy,

lt - lt—l + bt—l + 0, 04794dt,
bt = btfla

sg-}t) = 55-?_1 cos \jM) + S;(tl) sin )\5-1) +0,00011d,,

s;(tl) = —5j,-1 sin )\§1) + s;(tl_)l cos )\§-1) + (—0,0014)d,,

onde )\§1) = %, d; é um processo ARMA(0,5) e a, B, 71 € 72 s@o os parametros
de alisamento. No processo de modelacao da sazonalidade foram utilizados 19 para-

e e . 1 *(1 . N . 1
metros (17 valores iniciais para 35-3 e Sj(()) e dois parametros de alisamento, fy} ) e

1
D).

A equagao do processo ARMA(0,5), ou seja, do processo de média méveis MA(5)
é dada por

dy =0,64795 ;-1 + 0,36503 £, + 0,23238 £,_3 + 0, 11614 £,_4 + 0,03265 €,_5 + &4,

onde g, ~ N(0, (2,1273)?).
Na Figura 6.4 estdo representados os valores observados da série temporal (a
preto) e os valores estimados pelo modelo TBATS (a vermelho), no periodo de

treino. Por observagao grafica, o modelo ajusta-se de forma bastante satisfatéria

72



Desenvolvimento de Modelos de Previsao de Varidveis Climéticas

aos dados.
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Figura 6.4: Valores observados e valores estimados pelo modelo TBATS.

Apos encontrado o modelo TBATS para a série de treino foram calculadas as
previsoes para o periodo de teste. Ou seja, foram calculadas as previsdes para um
passo de h = 477 dias. Na Figura 6.5 estao representados os valores observados da
temperatura minima, as estimativas no periodo de modelacao (periodo de treino), as
previsdes no periodo de previsao (periodo de teste) e os intervalos de previsao para

um nivel de confianca de 80% e 95%, resultantes da aplicacao do modelo TBATS.

40

Observados

Estimados

Previstos

Intervalo de Confisnga

30

Temperatura (°C)

T T T T T T T T T T
2010 201 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019

Tempo (dias)

Figura 6.5: Valores observados, estimados e previstos (com intervalos de confianga de 80% e 95%)
para a temperatura minima resultante do modelo TBATS.

Para facilitar a visualizagao grafica, serd apresentada uma janela de visualizacao
das 250 ultimas observagoes. A Figura 6.6 mostra os valores observados e previsoes
(com limites de confianga de 80% e 95%) para a temperatura minima resultantes
do modelo TBATS. A maioria das observagoes encontra-se dentro dos intervalos de
previsao, com excecao do primeiro trimestre onde ha alguns valores que estao fora
dos limites do intervalo de previsao. Na Tabela 6.2 sao apresentadas as previsoes
e os respetivos intervalos de previsao para os primeiros 7 dias do periodo de teste.

Percebe-se que os primeiros trés valores observados nao pertencem aos intervalos de
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previsao. Os intervalos de previsao apresentam uma amplitude elevada. Wang e Cai
(2009) referem que tal nao é de estranhar, uma vez que, os intervalos de previsao

tendem a ser conservadores, i.e., com margens de erro grandes.

Temperatura (°C)

20175 2018.0 20185 2019.0
Tempo (dias)

Figura 6.6: Valores observados e previsoes (com limites de confianca de 80% e 95%) para a tempe-
ratura minima resultantes do modelo TBATS.

Tabela 6.2: Valores previstos e respetivos intervalos de previsao a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos as temperaturas minimas.

Valores previstos  Intervalo de Confianga a 80%  Intervalo de Confianga a 95%  Valores observados

3,872 (1,145; 6,598) (-0,298; 8,041) 10,40
3,477 (0,155; 6,798) (-1,603; 8,557) 13,80
3,324 (-0,212; 6,859) (-2,083; 8,731) 12,90
3,399 (-0,248; 7,047) (-2,179; 8,978) 7,20
3,479 (-0,228; 7,168) (-2,186; 9,126) 4,50
3,446 (-0,274; 7,165) (-2,243; 9,135) 4,60
3,409 (-0,324; 7,142) (-2,300; 9,118) 2,20

Para validar o modelo escolhido é necesséario realizar uma analise de residuos.
Idealmente, estes devem apresentar um comportamento proximo de uma distribuicao
Normal, de média nula e variancia constante e nao apresentar correlacao temporal.
O histograma da Figura 6.7 sugere que os residuos tém uma distribuigao ligeiramente
assimétrica a esquerda, apesar disso, o teste de Kolmogorov-Smirnov nao rejeita a
hip6tese da normalidade (valor de prova = 0,08776), para um nivel de significancia
de 5%. Além disso, de acordo com a representacao grafica da série dos residuos,
estes assumem valores em torno de zero, com variancia constante e sem correlagao
temporal. Quanto a independéncia, o teste de Ljung-Box é aplicado a série de
residuos e os resultados do teste mostram que a independéncia nao é rejeitada (valor

de prova = 0,06373).
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Figura 6.7: Residuos, funcao de autocorrelacao, histograma dos residuos e fungao da autocorrelagao
parcial associados ao modelo TBATS da temperatura minima.

A decomposicao da série da temperatura minima, obtida dos valores ajustados
pelo modelo TBATS, é apresentada na Figura 6.8. A presenga de uma componente
de tendéncia nao é considerada (a série é estaciondria na média). No entanto, na
decomposigao da série é nitida a necessidade de incorporagao no modelo de uma

componente sazonal.

observed

level

season
0
L

T
2010 2012 2014 2018 2018

Tempo

Figura 6.8: Decomposicao série temporal temperatura minima, obtida pela estimacao do modelo
TBATS.
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Modelo de Regressao com erros Correlacionados

Para a modelagao TBATS as séries nao podem apresentar valores em falta, sendo
necessaria a utilizacao de métodos de imputacao de dados. No caso dos modelos de
regressao esta condicao nao precisa de ser verificada, pois estes modelos conseguem
ser aplicados a séries com valores em falta. Assim, a modelacao com modelos de
regressao com erros correlacionados vai ser realizada com as séries com lacunas.

Os modelos de regressao com erros correlacionados conseguem modelar dados
com padroes sazonais complexos, através da introducao de regressores externos na
forma de termos de Fourier. Assim, o modelo de regressao considerado é o modelo
na sua forma basica y;, = b; + s; + ¢, onde b; e s; representam as componentes
tendéncia e sazonalidade da série temporal no tempo ¢t. Para o modelo de regressao
com erros correlacionados é preciso determinar o termo K que representa o niimero
de pares de senos e cosenos de Fourier e a ordem do processo ARIMA. Este termo
¢ determinado fazendo variar ¢ = 1,...,5, através do ajustamento de um modelo
ARIMA com regressores externos.

Assim, ajustaram-se cinco modelos ARIMA a série de treino, verificando-se que
o modelo com K = 4 pares de senos e cosenos apresenta o menor valor do critério
de informagao AICc. Considerando a série residual com K = 4, obtém-se a ordem
do modelo ARIMA. Este processo ¢ feito de forma automatica com recurso a funcao
ARIMA do package forecast (Tabela 6.3).

Tabela 6.3: Ordem do processo ARIMA, valor de K, valor AICc e valor BIC.

Modelo K AlCe BIC

Regressao com erros ARIMA(0,0,5
Regressao com erros ARIMA(0,0,5

(00,5 1 1232447 1237823
(0,0,5)
Regressao com erros ARIMA(0,0,5)
(0,0,5)
(0,0,5)

2 14603,35  14663,08
3 12300,66  12378,28
4 12297,86 12387,40
5 14614,40  14709,90

Regressao com erros ARIMA(0,0,5
Regressao com erros ARIMA(0,0,5

O valor de AICc para o qual ¢; é um processo ARIM A(p,d, q) é de 12297.86
e trata-se de um processo ARIMA(0,0,5), ou seja, um processo de médias méveis
MA(5).

A Tabela 6.4 apresenta as estimativas dos parametros e os respetivos erros padrao,
para o modelo de regressao com erros MA(5). No modelo final, a estimativa do desvio

padrao do ruido branco associado ao modelo foi de 6 = 4, 44 e o valor AIC=12297, 70.
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Tabela 6.4: Estimativas dos parametros resultantes do modelo de regressao com erros correlacio-
nados e respetivos erro padrao.

Parametros 91 02 93 64 95 50 (03]

Estimativas  0,6735 0,3983 0,2676 0,1464 0,0504 11,0147 -3,2423
Erro padrao  0,0190 0,0227 0,0222 0,0216 0,0186 0,1020 0,1446

Parametros 51 Q9 B Qg B3 Qy B4

Estimativas -6,4428 0,8064 -0,1582 -0,0926 -0,0185 0,3223  0,1919
Erro padrao  0,1437 0,1440 0,1441 0,1443 0,1434 0,1432  0,1440

Desta forma, o modelo obtido é

ot ot drt
Y, = 11,0147 + (—3,2423) sin %5 + (—6,4428) cos % +0,8064sin ——

365
47t ort omt
—0. 1582 — —0.09206) sin — —0.018> —
(=0, 1582) cos 32w + (=0, 0926) sin 37 + (=0, 0185) cos 7
8t 8t
223 sin — 191 —+d
+0,3 3sm365+0, 9 9(308365+ .

onde d; é um processo MA(5) descrito pela seguinte equagao
dy = 0,6735¢,_1 + 0,3983¢;_9 + 0,2676e,_3 + 0, 1465¢4_4 + 0.0504¢,_s5,

onde g; ~ N(0, (4,44)%).
Na Figura 6.9 estao representados os valores observados da série temporal (a

preto) e os valores estimados pelo modelo (a vermelho). Por observacao gréfica o

modelo parece ajustar-se de forma bastante satisfatéria aos dados.

AWV
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Figura 6.9: Valores observados e valores estimados pelo modelo de regressao com erros correlacio-
nados.
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Figura 6.10: Valores observados e previsoes (com intervalos de confianga de 80% e 95%) para a
temperatura minima resultante do modelo de regressao com erros correlacionados.

Na Figura 6.10 estao representados os valores observados da temperatura minima,
as estimativas no periodo de modelagao (periodo de treino), as previsdes no periodo
de previsao (periodo de teste) e os intervalos de previsao para um nivel de confianga
de 80% e 95%, resultantes da aplicacao do modelo de regressao com erros correlaci-
onados. A previsao foi calculada a h=477 passos (dias). A Figura 6.11 mostra as
previsoes (no perfodo de teste), pontuais e intervalares (80% e 95%) e estimativas
pontuais (no periodo de treino) obtidas através do modelo de regressdo com erros
correlacionados e de forma mais ampliada (janela com as tltimas 250 observagoes).
No primeiro trimestre existem alguns valores que estao fora dos limites do intervalo
de previsao, i.e., a taxa de cobertura dos intervalos de previsao nao é de 100%. Na
Tabela 6.5 sao apresentadas as primeiras sete previsoes resultantes do modelo ob-
tido de regressao com erros correlacionados. Paralelamente ao que aconteceu com
o modelo TBATS, os trés primeiros valores observados estao fora dos limites dos

intervalos de previsao.

Termperatura (°C)
-

20175 2018.0 20185 2019.0
Tempo (dias)

Figura 6.11: Valores observados e previsdes (com limites de confianga de 80% e 95%) para a
temperatura minima resultantes do modelo de regressao com erros correlacionados.
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Tabela 6.5: Valores previstos e respetivos intervalos de previsao a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos as temperaturas minimas.

Valores previstos Intervalo de Confianga a 80%  Intervalo de Confianga a 95%  Valores observados

4,227 (1,526; 6,927) (0,097; 8,356) 10,40
4,088 (0,833; 7,344) (-0,891; 9,067) 13,80
4,064 (0,635; 7,492) (-1,180; 9,307) 12,90
4,270 (0,766; 7,774) (-1,089; 9,629) 7,20
4,490 (0,963; 8,016) (-0,903; 9,882) 4,50
4,529 (1,001; 8,058) (-0,867; 9,926) 4,60
4,526 (0,997; 8,055) (-0,871; 9,923) 2,20

Quanto a analise de residuos, o histograma da Figura 6.7 sugere que os residuos
apresentam uma ligeira assimetria negativa, ou enviesamento a esquerda, suficiente
para que o teste de Kolmogorov-Smirnov rejeite a hipétese da normalidade (valor
de prova = 0), para um nivel de significancia de 5%. Este comportamento pode,
também, ser explicado dada a dimensao da amostra em estudo (n=2932 dias). Como
a dimensao da amostra é elevada, conduz a rejeicao da normalidade. Quanto a
independeéncia, o teste de Ljung-Box é aplicado a série de residuos e conclui-se que a
hipétese é rejeitada (valor de prova = 0). Desta forma, do ponto de vista inferencial,

os pressupostos do modelo nao sao verificados.

ACF
count
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5}
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0.075
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Figura 6.12: Residuos, funcao de autocorrelacao, histograma dos residuos e funcao da autocor-
relagao parcial associados ao modelo de regressao com erros correlacionados da temperatura
minima.
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Figura 6.13: Série original e respetivas FAC e FACP, residuos e respetivas FAC e FACP.

Avaliagao da precisao dos modelos

O comportamento dos residuos na modelacao dos processos é consistente com
o processo de ruido branco, apenas no caso do modelo TBATS (Figura 6.7). Do
ponto de vista inferencial, o modelo de regressao nao cumpre os pressupostos, como

mostra a Figura 6.12.

A Tabela 6.6 mostra o resultado das medidas de precisao calculadas para o
periodo de treino e o periodo de teste, dos dois métodos aplicados as séries temporais
em estudo. O desempenho dos modelos concorrentes (TBATS e MR com erros
correlacionados) foi avaliado utilizando o EM, REQM, EAM e EEAM. Os resultados
obtidos mostraram que, no periodo de treino, o modelo TBATS apresenta melhor
desempenho do que o modelo de regressao com erros correlacionados. Por sua vez,
o modelo de regressao com erros correlacionados, que requer menos parametros a

serem estimados (mais parcimonioso), tem um desempenho ligeiramente melhor ao
do TBATS no periodo de teste.

Tabela 6.6: Medidas de avaliacdo do modelo TBATS e do modelo de regressdo, para o periodo de
teste e de treino.

Modelo EM REQM EAM EEAM

TBATS -0,00475 2,12730 1,66916 0,93086 Periodo de Treino
MR com MA(5) -0,00533 2,14421 1,69319 0,92200 Periodo de Treino
TBATS 0,76651  2,74411 2,15127 1,19972 Periodo de Teste

MR com MA(5) -0,05331 2,67814 2,10762 1.14767 Periodo de Teste
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6.2 Temperatura maxima

Na Figura 6.14 estd representada a série temporal da temperatura maxima ja

completa, com os valores em falta estimados (a vermelho).

40

Temperatura (°C)

2010 2012 2014 2018 2018
Tempo (dias)

Figura 6.14: Série valores originais e valores imputados (a vermelho) da temperatura méxima.

Modelo TBATS

A Figura 6.15 representa a série de treino (de 1 de janeiro de 2010 até 31 de
dezembro de 2018) e a série de teste (de 1 de janeiro de 2018 a 23 de abril de 2010),
novamente, considera-se o periodo sazonal de 365 dias (m; = 365). Na Figura 6.16

estao representadas as respetivas FAC e FACP da série de treino.

Temperatura Maxima
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Figura 6.15: Serie de treino (a preto) e série de teste (a vermelho) da temperatura maxima.
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Lag Lag

Figura 6.16: FAC e FACP da série de treino da temperatura maxima

Para a  temperatura  maxima, o modelo TBATS final foi
TBATS(1,0,4,1,{365,6}). Nao foi aplicada nenhuma tranformacao Box-Cox
(w = 1). Os valores de § = 0 e de ¢ = 1 indicam a auséncia de um efeito

de amortecimento, a componente irregular da série é correlacionada e modelada
por um processo ARMA(0,4), ou seja um processo de média mdveis MA(4). As
estimativas dos parametros obtidas para o modelo TBATS da temperatura maxima

sao apresentadas na Tabela 6.7.

Tabela 6.7: Parametros do modelo TBAT'S selecionado.

Parametros « Y1 Yo 01 02 03 04

Estimativas 1,31888 -0,00015 -0,00009 -0,55716 -0,06879 -0,22371 -0,08824

A estimativa do desvio padrao do ruido branco associado ao modelo é 6 = 2,93
e o valor de AIC = 29664, 02.

Assim, as equacoes do modelo sao as seguintes:
ygl) = ltfl + btfl + 559365 + dt,

lt == lt—l + bt—l + 1, 31888dt,
bt - btfla
st =50 cos AV + 55 sin A 4 (—0,00015)d,,

s — —Sj4—1 Sin )\g»l) + S;(tl_)l cos )\5‘1) + (—0,00009)d,

onde /\§1) = %, d; um processo ARMA(04) e o, 8, 71 € 72 os parametros de

alisamento. A sazonalidade foi modelada por 19 parametros (17 valores iniciais para
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(1)

Sig € s*(
3,0 J

)

Y e dois parametros de alisamento ”yil) e ’yél)).

A equagao do processo de médias méveis MA(4) é dada por
dy = (—0,55716) £;-1 + (—0,06879) ;o + (—0,22371) g;_3 + (—0,08824) ;4 + ¢,

onde g; ~ N(0, (2,93)%).

A representagao dos valores observados da série temporal e os valores estimados
pelo modelo TBATS para a temperatura méaxima estao representados na Figura
6.17. A representacao grafica sugere um ajustamento bastante satisfatorio do modelo

TBATS aos dados da série temporal da temperatura maxima.

e Observados
I Estimados

Temperatura (°C)
10 20 30 40 50

0
|

T T T T T T T T
2010 201 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Tempo (dias)

Figura 6.17: Valores observados e valores estimados pelo modelo TBATS para a temperatura
maxima.

Os valores observados da temperatura maxima, as estimativas no periodo de
modelagao (periodo de treino) e os intervalos de previsdo para um nivel de confianga
de 80% e 95%, resultantes da aplicacao do modelo TBATS estao representados na
Figura 6.18. No primeiro trimestre do ano de 2018 verifica-se que algumas previsoes

ultrapassam os limites dos intervalos de previsao, tal é visivel na Figura 6.19.

revistos
Intervalo de Confianca

Temperatura (°C)
10 20 30 40 50 60
]

0
!

Tempo (dias)

Figura 6.18: Valores observados, estimados e previstos pelo modelo TBATS para a temperatura
maxima.
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Figura 6.19: Valores observados, estimados e previstos pelo modelo TBATS para a temperatura
maxima.

Na Tabela 6.8 mostra-se os valores previstos, intervalos de confianca resultantes
do processo de previsao e, ainda, os valores observados para os primeiros 7 dias do
periodo de teste. Os primeiros trés valores observados nao pertencem ao intervalo

de previsoes.

Tabela 6.8: Valores previstos e respetivos intervalos de previsao a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos as temperaturas maximas.

Valores previstos

Intervalo de Confianca a 80%

Intervalo de Confianca a 95%

Valores observados

4,227 (1,526; 6,927) (0,097; 8,356) 10,40
4,088 (0,833; 7,344) (-0,891; 9,067) 13,80
4,064 (0,635; 7,492) (-1,180; 9,307) 12,90
4,270 (0,766; 7,774) (-1,089; 9,629) 7,20
4,490 (0,963; 8,016) (-0,903; 9,882) 4,50
4,529 (1,001; 8,058) (-0,867; 9,926) 4,60
4,526 (0,997; 8,055) (-0,871; 9,923) 2,20

Pela andlise de residuos do modelo, verifica-se que o pressuposto da normali-
dade é rejeitado (valor de prova = 0,00379 do teste de Kolmogorv-Smirnov). O
pressuposto da independéncia foi avaliado estimando a fungao de autocorrelagao e a
funcao de autocorrelacao parcial dos residuos. Pelo teste Ljung-Box, aplicado a série
dos residuos, existe evidéncia estatisticamente significativa, a um nivel de significan-
cia de 5%, para rejeitar a independéncia dos erros (valor de prova = 0,01313). O
histograma dos residuos sugere, ainda, que os residuos apresentam uma assimetria

negativa (ou enviesamento a direita), com uma cauda pesada a esquerda.
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Figura 6.20: Residuos, funcao de autocorrelagao, histograma dos residuos e fun¢ao da autocorrela-
¢ao parcial associados ao modelo TBATS da temperatura méxima.
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Figura 6.21: Decomposicao série temporal temperatura maxima, obtida pela estimacao do modelo
TBATS.

A decomposigao da série da temperatura maxima, obtida dos valores ajustados

do modelo TBATS, é apresentada na Figura 6.21. A presenca de uma componente

de tendéncia ¢é negligenciada e um padrao sazonal ciclico é evidente.
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Modelo de Regressao com erros Correlacionados

Para a temperatura méaxima, o nimero K de pares de senos e cosenos de Fourier,
para o qual o valor de AIC do modelo ARIMA se torna minimo é de K = 2 (Tabela
6.9).

Tabela 6.9: Ordem do processo ARIMA, valor de K, valor AIC corrigido e BIC.

Modelo K AlICc BIC
Regressao com erros ARIMA(1,0,1)
Regressao com erros ARIMA(1,0,1)
Regressao com erros ARIMA(1,0,1)
(0,0,4)
(0,0,4)

1 14161,06  14196,91
2 14100,96 14148,75
3 14103,36  14163,40
4 17869,90 1794752
5 17873,93 1796347

Regressao com erros ARIMA(0,0,4
Regressao com erros ARIMA(0,0,4

O valor de AICc para o qual g, é um processo ARIMA(1,0,1) é de AICc =
14103,36. Na Tabela 6.10 sao apresentadas as estimativas dos parametros e os
respetivos erros padrao, para o modelo de regressao com erros ARIMA(1,0,1). No
modelo final, a estimativa do desvio padrao do ruido branco associado ao modelo é
de 6 = 9,26 e o valor de AIC = 14802, 64.

Tabela 6.10: Estimativas dos parametros resultantes do modelo de regressao com erros correlacio-
nados e os erros padrao correspondentes.

Parametros 01 0, Bo Qo () B B2
Estimativas  0,6734 0,0747 23,6349 -3,9918 2,0099 -11,2822 -0,9514
Erros padrao 0,0192 0,0256 0,1822 0,2583 0,2568  0,2565  0,2565

Desta forma, o modelo obtido é dado pela seguinte equacao

27t 27t At
— 23,6349 + (—3. 9918) sin = + (—11, 2822) cos 1~ + 2. 0099 sin —~
Y = 23,6349 + (=3, 9918) sin 2w 4 (— 11, 2822) cos o + 2, 0099 sin 5

4rt
— 14 — +d
+ (—0,9514) cos 65 + d;,

onde d; é um processo ARMA(1,0,1) descrito pela seguinte equagao
dt = O, 6734dt_1 + 0, 0747575—17
onde &; ~ N (0, (9,26)?).
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Na Figura 6.22 é possivel ver a representacao dos valores observados da série
temporal (a preto) e dos valores estimados pelo modelo (a vermelho). Percebe-se
que o modelo se ajusta de forma satisfatéria aos dados, conseguindo acompanhar o

comportamento fortemente sazonal da série da temperatura maxima.

—— Observados
—— Estimados

M
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Temperatura (°C)
10 20 30 40 50 60
1

o

Tempo (dias)

Figura 6.22: Valores observados e valores estimados pelo modelo de regressao com erros correlaci-
onados.

Na Figura 6.23 apresentam-se os valores observados da temperatura maxima, as
estimativas no periodo de modelagao (periodo de treino), as previsoes no periodo de
previsao (periodo de teste) e os intervalos de previsao para um nivel de confianga de
80% e 95%, resultantes da aplicagao do modelo de regressao com erros correlaciona-
dos. Na Figura 6.24 é possivel verificar que alguns valores estao fora dos limites do

intervalo de previsao.
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Figura 6.23: Valores observados e previsoes (com intervalos de confianga de 80% e 95%) para a
temperatura maxima resultante do modelo de regressao com erros correlacionados.
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Figura 6.24: Valores observados e previsdes (com limites de confianga de 80% e 95%) para a
temperatura maxima resultantes do modelo de regressao com erros correlacionados.

Na Tabela 6.11 sao apresentados os valores previstos e respetivos intervalos de
previsao a 80% e 95% e valores observados, para os primeiros 7 dias de previsao para

a temperatura maxima, resultante do modelo de regressao com erros correlacionados.

Tabela 6.11: Valores previstos e respetivos intervalos de previsao a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos as temperaturas méaximas.

Valores previstos  Intervalo de Confianca a 80%  Intervalo de Confianca a 95%  Valores observados

13,662 (9,937; 17,387) (7,965; 19,359) 18,00
12,956 (8,303; 17,608) (5,840; 20,071) 20,40
12,491 (7,474; 17,508) (4,818; 20,163) 17,40
12,190 (7,016; 17,363) (4,277; 20,102) 14,60
11,999 (6,757; 17,243) (3,981; 20,019) 11,80
11,887 (6,612; 17,161) (3,820; 19,953) 11,20
11,826 (6,537; 17,114) (3,738; 19,914) 11,60

Apoés a escolha do modelo final, é importante verificar se estes cumprem os pres-
supostos associados aos modelos de regressao. Na Figura 6.25 esta representada
a andlise de residuos. Pelo teste Ljung-Box, aplicado a série dos residuos, existe
evidéncia estatisticamente significativa, a um nivel de significancia de 5%, para se
rejeitar a independéncia dos erros (valor de prova = 0,03739). Para o pressuposto da
normalidade dos residuos foi aplicado o teste Kolmogorov-Smirnov e como resultado
conclui-se que os residuos nao seguem uma distribuigao Normal (valor de prova = 0).

Assim, do ponto de vista inferencial nao se verificam os pressupostos do modelo.
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Figura 6.25: Residuos, funcao de autocorrelacao, histograma dos residuos e funcao da autocor-
relagao parcial associados ao modelo de regressao com erros correlacionados da temperatura
maxima.
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Figura 6.26: Série original e respetivas FAC e FACP, residuos e respetivas FAC e FACP.

Avaliagao da precisao dos modelos

A Tabela 6.12 mostra o resultado das medidas de avaliacao calculadas para os
periodos de treino e teste dos dois métodos aplicados as séries temporais em estudo.
Para o periodo de teste 0 MR com ARIMA (1,0,1) apresenta melhor desempenho,
por sua vez no periodo de treino os dois modelos comportam-se de forma semelhante.
O modelo TBATS apresenta melhor valor de REQM e EAM e o modelo RM com
ARIMA (1,0,1), o melhor valor de EM e EEAM.
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Tabela 6.12: Medidas de avaliagdo do modelo TBATS e do modelo de regressao, para o periodo de

teste e de treino.

Modelo EM REQM EAM  EEAM

TBATS 0,00793 2,93148 2,32264 0,94806 Periodo de Treino
MR com ARIMA(1,0,1) -0,00045 2,96170 2,35666 0,93767 Perfodo de Treino
TBATS _1,96582 4,54560 3,54778 1,44952 Perfodo de Teste
MR com ARIMA (1,0,1) -0,12670 4,04458 3,28463 1,30689 Perfodo de Teste

6.3 Precipitacao

Na Figura 6.27 esté representada a série temporal da precipitacao, com os valores

calculados dos dados omissos representados a vermelho.
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Figura 6.27: Série valores originais e valores imputados (a vermelho) da precipitacao.

Modelo TBATS

Os dados da precipitagao sao observados de forma diaria e apresentam forte

periodo sazonal (m; = 365). Na Figura 6.28 estd representada a série de treino (de
1 de janeiro de 2010 até 31 de dezembro de 2018) e a série de teste (de 1 de janeiro
de 2018 a 23 de abril de 2010). Na Figura 6.29 estao representadas as respetivas

FAC e FACP da série de treino original.
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Figura 6.28: Série de treino (a preto) e série de teste (a vermelho) da precipitacao.
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Figura 6.29: FAC e FACP da série de treino da precipitagao.

Para a precipitacao, o modelo TBATS obtido foi TBATS(1,2,0,1,{365,6}). O
parametro w do modelo indica que nao foi necessario aplicar nenhuma transformacao
Box-Cox a série temporal. Os valores estimados para § = 0 e ¢ = 1 indicam que
o modelo nao sofreu efeito de amortecimento e a componente irregular da série é
correlacionada e modelada por um processo ARMA(2,0), ou seja, um autorregressivo
de ordem 2. As estimativas dos parametros obtidas do modelo TBATS para a

precipitacao sao apresentadas na Tabela 6.13.

Tabela 6.13: Parametros do modelo TBATS selecionado.

Parametros o 1 Y2 ©1 P2

Estimativas 0,00595 -0,00068 0,00050 0,27043 -0,00951

A estimativa do desvio padrao do ruido branco associado ao modelo é 6=3,798
e o valor de AIC= 31167, 78.
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Assim, as equacoes do modelo sao as seguintes:
yil) = ltfl -+ bt71 -+ Sgl_)365 -+ dt,

lt - lt—l + bt_l + O, 00595dt,

bt = bt—lv

55.’12 = 55',115)71 cos \jM + s;(tl) sin )\g-l) + —0,00068d;,

(1) _

51 = —s;1 sin A 4 55 cos AN+ 0,000504,

onde )\5-1) = %, d; um processo ARMA(2,0), ou seja, um AR(2) e «, B, 71 € 72
os parametros de alisamento. No processo de modelacao da sazonalidade foram
utilizados 17 parametros (15 valores iniciais para s% e 3;(01) e dois parametros de
alisamento 7%1) e fyél)).

A equagao do processo autorregressivo AR(2) é dada por
d, = 0,27043d,_; + (—0,00951)d,_s + &,

onde g; ~ N(0, (3,80)?).

Na Figura 6.30 estao representados os valores observados da série temporal (a
preto) e os valores estimados pelo modelo (a vermelho). A observagao gréafica mostra,
claramente, a dificuldade de uma tentativa de estabelecimento de um processo de
modelagao desta variavel (precipitagdo). Apenas modelos estatisticos ndo conseguem

traduzir de forma eficiente o comportamento, muito particular, deste tipo de variavel.
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Figura 6.30: Valores observados e valores estimados pelo modelo TBATS para a precipitagao.

Na Figura 6.31 sao apresentados os valores observados da precipitagao, as estima-

tivas no periodo de modelacao (periodo de treino) e os intervalos de previsao para
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um nivel de confianga de 80% e 95%, resultantes da aplicacao do modelo TBATS.
A volatilidade existente nesta série temporal acaba por influenciar os resultados ob-

tidos, dando origem a previsoes pouco precisas no dominio temporal em que esta se

observa.
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Figura 6.31: Valores observados, estimados e previstos pelo modelo TBATS para a precipitagao.
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Figura 6.32: Valores observados, estimados e previstos pelo modelo TBATS para a precipitacao.

Na Tabela 6.14 encontram-se as primeiras 7 previsoes para o periodo de teste e
os respetivos intervalos de previsao (a 80% e 95%) resultantes do modelo. Os valores
observados da precipitagao encontram-se contidos nos intervalos de previsao.

Tabela 6.14: Valores previstos e respetivos intervalos de confianga a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos a precipitagao.

Valores previstos Intervalo de Confianga a 80%  Intervalo de Confianga a 95%  Valores observados

1,305 (-3,562; 6,172) (-6,139; 8,749) 0,00
1,667 (-3,377; 6,711) (-6,048; 9,382) 0,00
1,738 (-3,316; 6,793) (-5,992; 9,469) 0,00
1,736 (-3,320; 6,791) (-5,996; 9,467) 5,40
1,712 (-3,344; 6,768) (-6,020; 9,444) 0,00
1,679 (-3,376; 6,735) (-6,053; 9,411) 0,20
1,641 (-3,415; 6,696) (-6,091; 9,372) 0,00

93



Capitulo 6. Aplicacdo dos Modelos TBATS e de Regressdo com Erros Correlacionados

A validacao do modelo foi avaliada pela andlise dos residuos, representada na
Figura 6.33. O pressuposto da independéncia foi avaliado estimando a funcao de
autocorrelagao e a funcao de autocorrelacao parcial dos residuos. Pelo teste Ljung-
Box, aplicado a série dos residuos, conclui-se que existe evidéncia estatistica, a um
nivel de significancia de 5%, para rejeitar a independéncia dos erros (valor de prova
0). Para o pressuposto da normalidade dos residuos foi aplicado o teste Kolmogorov-
Smirnov, a um nivel de significancia de 5%, verificando-se que os residuos nao seguem

uma distribuigao Normal (valor de prova ~ 0).
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Figura 6.33: Residuos, funcao de autocorrelagao, histograma dos residuos e fun¢ao da autocorrela-
¢ao parcial associados ao modelo TBATS da precipitacao.

A decomposicao da série da precipitacao, obtida dos valores ajustados do modelo
TBATS, é apresentada na Figura 6.34.
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Figura 6.34: Decomposicao série temporal da precipitacao, obtida pela estimagdao do modelo
TBATS.
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Modelo de Regressao com Erros Correlacionados

Na Tabela 6.15 estao apresentadas as ordens dos processos ARIMA estabelecidos,
os valores para K, bem como, o valor AICc e o valor BIC para a selecao do modelo
para a precipitagao. O valor de K para o qual o valor de AICc do modelo se torna

minimo é o de K = 2.

Tabela 6.15: Ordem do processo ARIMA, valor de K, valor AIC corrigido e BIC

Modelo K AlCec BIC

Regressao com erros ARIMA(2,0,3) 1  15567,22  15620,98
2 15561,89 15621,62
3 15564,70  15642,32
4 15563,79  15647,37
5

15567,19  15662,69

(2,0,3)
Regressao com erros ARIMA(2,0,2)
Regressao com erros ARIMA(2,0,3)
Regressao com erros ARIMA(2,0,2)
Regressao com erros ARIMA(2,0,2)

O valor de AICc, para o qual ¢, é um processo ARIMA(2,0,2), é de AICc =
15561,89. Na Tabela 6.16 sao apresentadas as estimativas dos parametros e os
respetivos erros padrao, para o modelo de regressao com erros ARIMA(2,0,2).

Tabela 6.16: Estimativas dos parametros resultantes do modelo de regressao com erros correlacio-
nados e os erros padrao correspondentes.

Parametros 01 V2 01 ) Bo ! B

Estimativas  0,9598 -0,0346 -0,7042 -0,1667 1,0685 0,1982 0,4805
Erro padrao 0,1613  0,1069  0,1608 0,0838 0,1244 0,1746 0,1734

No modelo final, a estimativa do desvio padrao do ruido branco associado ao
modelo é de 6 = 14,29 e o valor de AIC' = 15565, 61.

Desta forma, as equacoes para o modelo obtido sao dadas por
27t 27t
= 1,0685 + (—0,1982) sin — + (0, 4805 —+d
y =1, + (-0, )s1n365+(, )cos365+ 4
onde d; é um processo ARM A(2,0,2) descrito pela seguinte equagao

dy = 0,9598d,_1 + (—0,0346)d;_5 + (—0, 7042)e;,_1 + (=0, 1667)e,_s,

onde g, ~ N(0, (14,29)%).
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A Figura 6.35 mostra os valores observados da série temporal (a preto) e os valo-
res estimados pelo modelo de regressao com erros correlacionados para a precipitagao

(a vermelho), no periodo observado.
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Figura 6.35: Valores observados e valores estimados pelo modelo de regressao com erros correlaci-
onados.

Na Figura 6.36 estao representados os valores observados da precipitacao, as es-
timativas no periodo de modelagao (periodo de treino), as previsoes no periodo de
previsao (periodo de teste) e os intervalos de previsao para um nivel de confianga
de 80% e 95%, resultantes da aplicacao do modelo de regressao com erros corre-
lacionados a precipitacao. Ainda, por inspecao gréafica da Figura 6.37, percebe-se
que claramente o modelo nao consegue captar de forma eficiente o comportamento

volatil da precipitacao.
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Figura 6.36: Valores observados e previsoes (com intervalos de confianga de 80% e 95%) para a
precipitacao resultante do modelo de regressao com erros correlacionados.
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2018.0

2019.0

Figura 6.37: Valores observados e previsdes (com limites de confianca de 80% e 95%) para a
precipitagao resultantes do modelo de regressao com erros correlacionados, em particular iltimas

250 observagoes.

Na Tabela 6.17 sao apresentadas as primeiras sete previsoes resultantes do mo-

delo de regressao com erros correlacionados obtido para a precipitagao. Tal como

no modelo TBATS, os valores observados da precipitacao encontram-se contidos nos

intervalos de previsao.

Tabela 6.17: Valores previstos e respetivos intervalos de previsao a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos a precipitagao.

Valores previstos

Intervalo de Confianga a 80%

Intervalo de Confianga a 95%

Valores observados

1,030
1,376
1,405
1,420
1,434
1,447
1,459

(-3,815; 5,875)
(-3,625; 6,377)
(-3,601; 6,410)
(-3,588; 6,428)
(-3,576; 6,444)
(-3,565; 6,459)
(-3,554; 6,472)

(-6,379; 8,440)
(-6,272; 9,024)
(-6,251; 9,060)
(-6,239; 9,079)
(-6,228; 9,096)
(-6,218; 9,112)
(-6,209; 9,127)

0,00
0,00
0,00
5,40
0,00
0,20
0,00

A anélise de residuos mostrou que pelo teste Ljung-Box existe evidéncia estatis-

tica, a um nivel de significancia de 5%, para se rejeitar a independéncia dos erros

(valor de prova ~ 0). Pela aplicacao do teste Kolmogorov-Smirnov, conclui-se que os

residuos nao seguem uma distribui¢ao Normal (valor de prova = 0). Assim, percebe-

se que do ponto de vista inferencial os pressupostos do modelo nao sao verificados.
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Figura 6.38: Residuos, fungao de autocorrelacao, histograma dos residuos e fungao da autocorrela-
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Figura 6.39: Série original e respetivas FAC e FACP, residuos e respetivas FAC e FACP.

Avaliagao da precisao dos modelos

Para se proceder a comparacao das metodologias, quanto a qualidade das pre-

visoes foram calculadas as medidas de avaliacao. A Tabela 6.18 mostra os valores

das medidas de avaliacao calculadas para o periodo de treino e periodo de teste dos

dois métodos aplicados as séries temporais em estudo. No periodo de treino, em
termos de erro quadratico médio (REQM) e erro médio (EM), o modelo TBATS
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apresenta melhor desempenho. Por sua vez para o mesmo periodo de treino, o MR
com ARIMA(2,0,2) apresenta melhor desempenho nas medidas de erro absoluto mé-
dio (EAM) e de erro escalado absoluto médio (EEAM).

Tabela 6.18: Medidas de avaliagao do modelo TBATS e do modelo de regressao, para o periodo de
teste e de treino.

Modelo EM REQM EAM EEAM

TBATS -0,06482 3,79789 1,61094 1,07389 Periodo de Treino
MR com ARIMA(2,0,2) 0,00110 3,85192 1,56417 1,01822 Periodo de Treino
TBATS 0,76699  4,06740 1,72774 1,15175 Periodo de Teste

MR com ARIMA (2,0,2) 0,22338 3,96320 1,98855 1,29448 Periodo de Teste

6.4 Velocidade Média do Vento

Na Figura 6.40 esta representada a série temporal da velocidade média do vento
completa (com os valores calculados a vermelho). De todas as varidveis em estudo,
a velocidade média do vento é a que apresenta um maior nimero de valores em falta,
como ja foi dito. E também a série temporal com um comportamento mais irregular

e, por isso, a partida dificilmente sera obtido um bom ajustamento e previsao.

Velocidade (mfs)

N At L,Jw’ ) i ik

2010 2012 2014 2016 2018
Tempo (dias)

Figura 6.40: Série valores originais e valores imputados (a vermelho) da velocidade média do vento.

Modelo TBATS

Os dados da velocidade média do vento sao observados de forma diaria e apresen-
tam um forte periodo sazonal (m; = 365). Na Figura 6.41 estd representada a série
de treino (de 1 de janeiro de 2010 até 31 de dezembro de 2018) e a série de teste (de
1 de janeiro de 2018 a 23 de abril de 2010). Na Figura 6.42 estdo representadas as
respetivas FAC e FACP da série de treino ja completa.
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Velocidade Média do Vento
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Figura 6.41: Serie de treino (a preto) e série de teste (a vermelho) da velocidade média do vento.

FACP

Figura 6.42: FAC e FACP da série de treino da velocidade média do vento.

Para a velocidade média do vento, o modelo TABTS obtido foi:
TBATS(1,5,4,0.9,{365,7}). No modelo nao foi aplicada nenhuma transformagcao
Box-Cox (w = 1) aos dados da série temporal, foi utilizado um parametro de amor-
tecimento de valor ¢ = 0,9. O parametro de amortecimento é incluido no nivel.
A componente irregular da série temporal é correlacionada e foi modelada por um
processo ARMA(5,4). O periodo sazonal é de 365 dias e foram utilizados 7 termos
de Fourier para este periodo. As estimativas dos parametros obtidos para o modelo
TBATS sao apresentadas na Tabela 6.19.

Tabela 6.19: Parametros do modelo TBATS selecionado.

Parametros « I} ¢ Y1 Y2 P1 P2
Estimativas -0,00609 0,02319 0,89966 0,00077 -0,00055 0,93647 -0,27314

Parametros 3 V4 s 04 02 03 04
Estimativas -0,02877 -0,63985 0,51606 -0,16802 -0,01101 0,14014 0,71736
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A estimativa do desvio padrao do ruido branco associado ao modelo é 6 = 5,62
e o valor de AIC= 33498, 94.

Desta forma, as equagoes do modelo sao dadas por
gt = 1,1 4 0,89966b,_1 + 55 + di,

Iy = l,_1 + 0,89966b,_1 + (—0,00609)d;,
by = (1 — 0,89966)b + 0, 89966b,_1 -+ (—0,00609)d,,

sg}t) = 35.’1271 cos AjV + S;(tl) sin )\5-1) + (0,00077)dy,
= —sj1 sin A 457 cos AW 4 (-0,00055)d,

1 _ 2nj
onde a componente \;’ = &,

parametros de alisamento. A sazonalidade foi modelada por 27 parametros (25

valores iniciais para 3% e s;’(l) e dois parametros de alisamento 751) e vél)).

A equagao do processo ARMA(5,4) é dada por

d; é um processo ARMA(54) e «, B, 71 e 72 08

dy = (0,93647) di_y + (—0,27314) dy_s + (—0,02877) dy_3 + (—0, 63985) d;_,

+0,51606 d;_5 + (—0,16802) ;-1 + (—0,01101) &, + (0, 14014)
+ei3+ (0,71736) €4 + &4,
onde g, ~ N(0, (5,62)?).
Na Figura 6.43 estao representados os valores observados da série temporal (a

preto) e os valores estimados pelo modelo (a vermelho), para a velocidade média do

vento no periodo observado.

200
|
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Estimados

150
|
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1

Velocidade (m/s)
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2010 20M 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Tempo (dias)

Figura 6.43: Valores observados e valores estimados pelo modelo TBATS para a velocidade média
do vento.
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Na Figura 6.44 sao apresentados os valores observados da velocidade média do
vento, as estimativas no periodo de modelagao (periodo de treino) e os intervalos de
previsao paa um nivel de confianga de 80% e 95%, resultantes da aplica¢ao do modelo
TBATS. A Figura 6.45 mostra, em particular, as 250 dltimas observacoes. No pri-
meiro trimestre do ano de 2018, verifica-se que alguns valores previstos ultrapassam

os intervalos de confianga.
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Figura 6.44: Valores observados, estimados e previstos pelo modelo TBATS para a velocidade
média do vento.
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Figura 6.45: Valores observados, estimados e previstos pelo modelo TBATS para a velocidade
média do vento.

Tabela 6.20: Valores previstos e respetivos intervalos de previsao a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos a velocidade média do vento.

Valores previstos Intervalo de Confianga a 80%  Intervalo de Confianga a 95%  Valores observados

4,588 (-2,617; 11,793) (-6,431; 15,607) 2,80
3,793 (-5,288; 12,873) (-10,095; 17,680) 5,30
3,008 (-6,634; 12,650) (-11,739; 17,754) 3,10
2,530 (-7,431; 12,492) (-12,704; 17,765) 4,30
2,6556 (-7,525; 12,836) (-12,914; 18,225) 6,30
3,158 (-7,161; 13,475) (-12,623; 18,938) 7,90
3,683 (-6,860; 14,226) (-12,442; 19,807) 3,40
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O modelo foi avaliado através da andlise dos residuos representada na Figura
6.46. Para o pressuposto da independéncia o teste Ljung-Box, aplicado a série dos
residuos, verifica que nao existe evidéncia estatistica para assumir a independéncia
dos erros (valor de prova = 0). Para o pressuposto da normalidade dos residuos foi
aplicado o teste Kolmogorov-Smirnov, verificando-se que a um nivel de significancia

de 5%, os residuos nao seguem uma distribui¢cdo Normal (valor de prova = 0).

2016 2018

ACF

T U —— T T o [
0 50
residuals

0.10

L(Ij ____________ ‘_-_ _____________________________________ -__‘____-_-______-______‘- ______ [ ______________________________________
2 I | . |
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Figura 6.46: Residuos, funcao de autocorrelagao, histograma dos residuos e fungao da autocorrela-
¢ao parcial associados ao modelo TBATS da velocidade média do vento.

A decomposicao da série da velocidade média do vento, obtida dos valores ajus-
tados do modelo TBATS, é apresentada na Figura 6.47.
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Figura 6.47: Decomposicao série temporal da precipitacao, obtida pela estimagdao do modelo
TBATS.
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Modelo de Regressao com Erros Correlacionados

Na Tabela 6.21 estao apresentadas as ordens dos processos ARIMA, os valores
de K (para i = 1,...,5), os valores AICc e BIC para a selegdo do modelo para a
velocidade média do vento. O valor de K para o qual o valor de AIC do modelo se

torna minimo ¢ de K = 1, como se pode observar na Tabela 6.21.

Tabela 6.21: Ordem do processo ARIMA, valor de K, valor AIC corrigido e BIC

Modelo K AlICc BIC

Regressao com erros ARIMA(5,1,0) 1 16176,33 16224,12
Regressao com erros ARIMA(5,1,0) 2 16177,51 16237,23
Regressao com erros ARIMA(5,1,0) 3  16177,63  16249,28
Regressao com erros ARIMA(5,1,0) 4  16178,10  16261,68
Regressao com erros ARIMA(5,1,0) 5  16180,10  16275,59

Para o valor de AICc = 16177,51, &, é um processo ARIMA(5,1,0).
A Tabela 6.22 mostra as estimativas dos parametros e os repetivos erros padrao,
para o modelo de regressao com erros ARIMA(5,1,0). No modelo final, a estimativa

do desvio padrao do ruido branco associado ao modelo é de & = 31,78 e o valor de

AIC = 16176, 33.

Tabela 6.22: Estimativas dos parametros resultantes do modelo de regressao com erros correlacio-
nados e respetivos erro padrao.

Parametros ©1 P2 ©3 P4 2 Qg I
Estimativa  -0,1734 -0,2977 -0,1477 -0,1504 -0,1629 -4,0868 -2,0551
Erro padrao 0,0198  0,0198 0,0205 0,0198 0,0197 4,8661 5,0190

Assim, as equacoes do modelo resultante sao dadas por
. 2mt 27t
Y = (—4,0868) sin 365 + (—2,0551) cos 365 + d;,
onde d; é um processo ARM A(5,1,0) descrito pela equagao
dy = (—0,1734)d;_1+(—0,2977)d;_o+(—0, 1477)d;_3+(—0, 1504)d;_4+(—0, 1629))d;_s5,

onde g; ~ N(0, (31,78)?).
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A Figura 6.48 mostra os valores observados da série temporal e os valores estima-
dos pelo modelo. A representacao grafica sugere que o modelo se ajusta de forma

satisfatoria aos dados.
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100
1
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Figura 6.48: Valores observados e valores estimados pelo modelo de regressao com erros correlaci-
onados.

Na Figura 6.49 estao representados os valores observados da velocidade média
do vento, as estimativas no perfodo de modelacao (periodo de treino), as previsoes
no periodo de previsao (periodo de teste) e os intervalos de previsao para um nivel
de confianga de 80% e 95%, resultantes da aplicagao do modelo de regressao com
erros correlacionados. A Figura 6.50 mostra de forma mais visivel o comportamento

descrito.
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Figura 6.49: Valores observados e previsoes (com intervalos de confianca de 80% e 90%) para a
velocidade média do vento resultante do modelo de regressao com erros correlacionados.
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Figura 6.50: Valores observados e previsdes (com limites de confianga de 80% e 95%) para a
velocidade média do vento resultantes do modelo de regressao com erros correlacionados.

Na Tabela 6.23 sao apresentados os resultados para as primeiras 7 observacgoes
do periodo de teste. Percebe-se que os intervalos de previsao apresentam amplitudes

elevadas.

Tabela 6.23: Valores previstos e respetivos intervalos de previsdo a 80% e 95% e valores observados,
para os primeiros 7 dias de previsao, relativos a velocidade média do vento.

Valores previstos  Intervalo de Confianga a 80%  Intervalo de Confianga a 95%  Valores observados

4,657 (-2,567; 11,882) (-6,392; 15,707) 2,80
4,457 (-4,916; 13,830) (-9,878; 18,792) 5,30
4,026 (-6,180; 14,233) (-11,583; 19,636) 3,10
3,444 (-7,406; 14,293) (-13,149; 20,037) 4,30
3,446 (-7,929; 14,820) (-13,950; 20,842) 6,30
3,658 (-8,072; 15,388) (-14,281; 21,598) 7,90
3,679 (-8,587; 15,945) (-15,080; 22,439) 3,40

Pelo teste Ljung-Box, aplicado a série dos residuos existe evidéncia estatistisca
para rejeitar a independéncia dos erros (valor de prova = 0). Para o pressuposto da
normalidade dos residuos foi aplicado o teste Kolmogorov-Smirnov que, a um nivel
de significancia de 5%, mostra que os residuos nao seguem uma distribui¢ao Normal

(valor de prova ~ 0).
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Figura 6.51: Residuos, fungao de autocorrelagao, histograma dos residuos e fungao da autocorrela-
¢ao parcial associados ao modelo de regressao com erros correlacionados da velocidade média
do vento.
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Figura 6.52: Série original e respetivas FAC e FACP, residuos e respetivas FAC e FACP.
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Avaliagao da precisao dos modelos

A Tabela 6.24 mostra o resultado das medidas de precisao calculadas para os

periodos de treino e teste dos dois métodos aplicados a série da velocidade média

do vento. Para o periodo de treino o modelo TBATS apresenta melhor desempe-

nho (com exce¢ao da medida EEAM) e no periodo de teste o modelo com melhor
desempenho é o MR com ARIMA(5,1,0).

Tabela 6.24: Medidas de avaliacdo do modelo TBATS e do modelo de regressao, para o periodo de

teste e de treino.

Modelo EM REQM EAM EEAM

TBATS -0,00456 5,62211 2,90183 0,98449 Periodo de Treino
MR com ARIMA(5,1,0) -0,00636 6,08616 3,07085 0,96318 Periodo de Treino
TBATS 1,16325  5,24639 3,85687 1,30851 Periodo de Teste
MR com ARIMA (5,1,0) -0,78076 4,05068 3,32293 1,04224 Periodo de Teste
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Consideracoes Finais

Este trabalho foi dedicado a andlise de séries temporais de varidveis meteoro-
légicas, nomeadamente na analise da temperatura maxima do ar, da temperatura
minima do ar, da precipitacao e da velocidade média do vento, no periodo de 1 de
janeiro de 2010 até 23 de abril de 2019 registadas numa quinta em Carrazeda de
Ansiaes, no Norte de Portugal.

O principal objetivo deste estudo foi identificar os modelos de previsao mais
adequados, procedendo-se ao seu estabelecimento e comparacao em termos da sua
capacidade explicativa e preditiva. Para isso, realizou-se, entao, um estudo compa-
rativo da capacidade preditiva do modelo TBATS e do modelo de regressao linear
com erros correlacionados, através da avaliacdo de quatro medidas distintas (ME,
REQM, EAM, EEAM) para cada uma das variaveis em estudo.

Da analise efetuada foi possivel concluir que o modelo de regressao com erros cor-
relacionados, que requer menos parametros a serem estimados (mais parcimonioso)
tem um desempenho ligeiramente melhor (no periodo de teste) no caso da tempera-
tura maxima, da temperatura minima e da velocidade média do vento. Por sua vez,
no periodo de treino o modelo TBATS apresenta um comportamento ligeiramente
melhor para a modelacao da temperatura maxima e da velocidade média do vento.
No caso da precipitacao os dois modelos apresentam um desempenho semelhante no
periodo de treino e de teste. De referir ainda, que apenas o modelo TBATS para a
temperatura minima cumpre os pressupostos do modelo do ponto de vista inferen-
cial (i.e., residuos com distribuigdo Normal de média nula e variancia constante e
independentes).

As amplitudes dos intervalos de previsao sao grandes, mas apesar disso, apenas
no caso da velocidade média do vento a taxa de cobertura é de 100%. Todas as

restantes apresentam alguns valores fora dos limites de previsao, como é de esperar
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uma vez que foram calculados intervalos de confianca a 80% e a 95%.

Em suma, o modelo TBATS e o modelo de regressao com erros correlacionados
(para modelar e prever séries temporais com padroes sazonais complexos) podem
de forma eficiente capturar o comportamento fortemente sazonal da temperatura
maxima e da temperatura minima do ar. Por sua vez, para a precipitagao e veloci-
dade média do vento, dificilmente as metodologias utilizadas por si s, conseguiriam
lidar com caracteristicas tao volateis como as que estao presentes neste tipo de da-
dos. Esta volatilidade acaba por influenciar os resultados obtidos, dando origem a
previsoes pouco precisas para o dominio temporal em que as séries se observam.

Tal mostra que apenas a modelacao matematica e estatistica baseada no histé-
rico ou comportamento estocastico recente, sem a consideragao de modelos fisicos e
geofisicos, é insuficiente para modelar e prever comportamentos meteorolégicos com

tanta variabilidade e tao particulares como o das séries em estudo.
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Trabalho Futuro

O estudo desenvolvido fica com alguns desenvolvimentos e investigagoes por fazer
e que nao puderam ser realizados no ambito deste trabalho. Nomeadamente, para
alcancar o objetivo final do projeto “T'O CHAIR - Os Desafios Optimos na Irrigagao”,
é necessaria a obtencao de previsoes mais precisas a 7 dias para o planeamento da
irrigacao. Assim, para investigacao futura sera necessario e interessante considerar-

se:

e A construcao de intervalos de previsao para um horizonte temporal, h =
1,2,...,7, ou seja, calcular a previsao em janela a 1-passo até h-passos para

cada uma das variaveis em estudo;

e Desenvolver modelos de calibragao baseados no filtro de Kalman para melhorar
a qualidade preditiva das previsoes obtidas combinando varias fontes como as
do site APIXU ou do IPMA, entre outros, para um horizonte temporal, h =
1,2,...,7. Por exemplo, o site APIXU abrange dados meteoroldgicos de todo o
planeta e as previsoes sao obtidas com base em dados histéricos de muitos anos,
que asseguram que as previsoes meteorolégicas sejam precisas, combinados com

métodos de interpolacao e de modelos matematicos e geofisicos.
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Apeéendice A

Modelo TBATS (De Livera et al.
(2011))

O vetor de estados do modelo TBATS com termo

de crescimento nao-estacionario, pode ser definido como
1 T /
x: = (1, by, Sg )a ey 31(3 )9 diydi_1y0e ey di_pi1,EtyE€L—1y00+, €t—q+1) onde
s,@ é o vetor linha (sgzi, sg}, e s,(;i)’t, sif;), 8;7(;)’ o ,sz(lt))
Sejam 1, = (1,1,..,1) e 0, = (0,0,...,0) vetores linha de dimen-

sio 7, N =4, A =401, v = (P48), v = (D, D),

Y = (9019 P2y eeesy Sop) e® = (913 02, ..., Op)

Ainda, considerando O, ,, uma matriz de zeros de ordem u x v , I, , uma matriz
retangular diagonal de ordem u x v com elementos 1 na diagonal e a® = (14,, O,)

e seja a = (aV,...,a®).

E também necessdrio definir as matrizes B = v’ , C = v'© e

c® g
—8@ @

- O,,.._ 1
P = ; A; = o
Tpi1 O

mi—l

e A= @?:lAi, onde C® e §@) sao k; x k; matrizes diagonais com elementos
cos(/\gi)) e sin(Ag-i)), respectivamente, para j = 1,2,....k; e ¢ = 1,...,T e onde &
representa a soma direta das matrizes. Considere-se 7 = 2 Z;Trzl k;.

Assim, as matrizes do modelo TBATS podem ser escritas como
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w = (19 @, a, p, 0),7 g = (a3167'77 1, Op—17 1, Oq—l), €

1 o} 0, ap af

o,/ 0, A B C

F=1]0 0 0, ¥ 0
Op—l, Op—l, Op—lﬂ' Ip—l,p Op—l,q
0 0 0- 0, 0Oq

! !
_Oq—l Oq—l Oq—l,T Iq—lap Oq—l,q_

Estas matrizes aplicam-se quando todas as componentes estao presentes no mo-
delo. Quando uma componente é omitida, os termos correspondentes também o

Sao0.

A.0.1 Modelo BATS

A formulagio em  espago de estados do  modelo  BATS
pode ser obtida considerando sgi) = ( sgi), sg?l, e sgi) (mi71)) ,

a® = (0, ,,1), YD = (75, 0pn,_,), A = EB,T:lAi e substituindo 2k; por

m; nas matrizes apresentadas anteriormente para os modelos TBATS.
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