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Fibras com comprimento entre 30 e 60 mm, 

preponderantemente em aço, têm sido usadas 

na tentativa de eliminar parcialmente, ou mes-

mo totalmente, armaduras de convencionais 

de esforço transverso. Investigação experi-

mental tem demonstrado este potencial não 

somente em protótipos de pequena e média 

escala [1-8], mas também em vigas de escala 

real [9, 10]. Só recentemente se tem explora-

do outro tipo de fibras que não as de aço no 

reforço ao corte de vigas de betão armado 

[11], bem como a utilização de mais do que 

um tipo de fibras [12]. Diversos modelos têm 

sido desenvolvidos para prever a resistência 

ao corte de vigas de betão reforçado com fibras 

(FRC), incluindo armadura de flexão, e podendo 

apresentar, ou não, armadura convencional de 

esforço transverso (este tipo de vigas será 

designado neste trabalho pela abreviatura R/

FRC) [13-16]. A maior parte destes modelos 

têm uma base semi-empírica, não consideran-

do de forma explícita os principais mecanismos 

de reforço das fibras, nomeadamente a lei 

constitutiva que governa o arranque da fibra do 

seio da matriz envolvente e sua dependência 

da orientação da fibra. A capacidade preditiva 

destes modelos é, em geral, aferida com base 

num relativo pequeno número de ensaios 

realizados ou coletados pelos autores desses 

modelos, pelo que a sua adoção generalizada 

carece de ser demonstrada.

O Model Code 2010, aqui abreviado por MC2010 

[17], inclui uma formulação para determinar a 

resistência ao corte de vigas de R/FRC, em que 

o contributo dos mecanismos de reforço das 

fibras é quantificado através de parâmetros 

de resistência residual à tração por flexão 

utilizados na determinação da classe de te-

nacidade do FRC. Apesar de o valor médio do 

rácio entre a resistência ao corte determinada 

experimentalmente (V
teste

) e prevista com o 

modelo (V
modelo

), λ=V
teste

/V
modelo

 poder ser acei-

tável no quadro do projeto deste tipo de vigas 

[18], a capacidade preditiva desta formulação 

começa a diminuir significativamente quando 

as vigas são pré-esforçadas, têm secção I ou T, 

e são executadas em betão auto-compactável 

reforçado com fibras.

No presente trabalho é descrito um modelo 

que tem em conta os principais fenómenos 

que afetam a resistência ao corte de uma viga 

R/FRC, nomeadamente a orientação das fibras 

e a lei constitutiva de arranque de fibras para 

as suas possíveis orientações, bem como a 

orientação e abertura da fenda crítica de rotura 

(FCR). Para avaliar a capacidade preditiva do 

modelo desenvolvido, foi montada uma base 

de dados com 122 vigas de R/SFRC (betão 

reforçado com fibras de aço), incluindo vigas 

com secção transversal retangular, em forma 

de T e I, algumas delas submetidas a pretensão 

de compressão.

No presente trabalho é descrito o modelo 

desenvolvido (mais detalhes podem ser encon-

trados em [19]) e avaliada a sua capacidade 

preditiva, a qual é ainda comparada com a ob-

tida com a aplicação da formulação do MC2010.

Formulação do modelo

introdução

O modelo desenvolvido baseia-se na seguinte 

estratégia: i) determinação do perfil de orien-

tação de fibras segundo o modelo proposto por 

Oliveira [20]; ii) determinação da tensão resis-

tente assegurada pelas fibras que atravessam 

a fenda de rotura por corte (CDC), f
fuk

 (w), 

considerando a lei constitutiva de arranque de 

fibras segundo as recomendações de Ng et al. 

[21, 22]; determinação da abertura última da 

CDC a meia altura da secção transversal da 

viga, w
u
, recorrendo à teoria modificada do 

campo de compressões (MCFT) [23].

Na presente fase, o modelo está calibrado para 

betão reforçado com fibras de aço (SFRC), mas 

está conceptualmente concebido para poder 

ser adaptado a betão reforçado com qualquer 

tipo de fibras, desde que o perfil de orientação 

e a lei constitutiva de arranque da fibra sejam 

ajustados ao tipo de fibra a ser utilizada.
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equações Fundamentais

A resistência ao corte de um elemento de betão 

reforçado com fibras e incluindo armaduras 

convencionais de flexão e corte (R/FRC) é 

determinada segundo a seguinte equação 

proposta no MC2010:

(1)

em que

(2)

representa o contributo do betão (V
Rd,c

) e do 

reforço proporcionado pelas fibras (V
Rd,f

):

(3)

(4)

enquanto V
Rd,s

 representa o contributo da ar-

madura convencional de resistência a esforço 

transverso (MC2010).

Na Eq. (2) é introduzido o parâmetro k
f
 que 

pretende simular o contributo do banzo de 

compressão para a resistência ao corte em 

vigas de secção I e T [24]. Este parâmetro é de-

terminado a partir da seguinte equação (Fig. 1):

(5)

em que b
w

 é a largura da alma da secção da 

viga e,

(6)

(7)

(8)
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> Figura 2: Significado físico das variáveis da Eq. (13) [31].

(9)

(10)

sendo A
l
 e d

l
, e A

p
 e d

p
 a secção transversão e 

o braço interno das armaduras passivas e de 

pré-esforço, respetivamente.

Na Eq. (3) k
p
 é um parâmetro que simula o 

efeito favorável da compressão na resistência 

ao corte, adaptado da recomendação de [10]:

(11)

em que s
cp

 = N
sd

 / A
c
 < 0.2 f

ck
 / g

c
 é a tensão média 

atuando na secção de betão do elemento, A
c
, 

para uma força axial, N
sd

, devida a carga exte-

rior ou pretensão (N
sd

 > 0 para compressão), 

f
ctk

 e f
ck

 representam o valor característico da 

resistência de tração e de compressão do FRC, 

e   é o fator de segurança afeto à resistência à 

compressão do FRC (=1.5 segundo o MC2010).

Na Eq. (3) k
v
 é um parâmetro que pretende ter 

em conta a dimensão da secção do elemento, 

e o efeito favorável de embricamento dos 

agregados na resistência ao corte, sendo 

determinado a partir de:

(12)

em que e
x
 é a extensão longitudinal calculada a meia altura da secção (Fig. 2):

(13)

> Figura 1: Representação das variáveis que definem o parâmetro que simula o contributo do banzo de compressão 

para a resistência ao corte de vigas de secção T e I.
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Nesta equação M
Ed

, V
Ed

 e N
Ed

 são os valores de cálculo do momento fletor, esforço de corte e esforço 

axial atuando na secção, respetivamente. O momento fletor e o esforço de corte são considerados 

positivos; o esforço axial é positivo se de tração e negativo se de compressão. A excentricidade 

do eixo da viga em relação à meia altura da secção (De) é positiva quando posicionada acima do 

centro de geométrico da secção. Para elementos reforçados com armadura longitudinal passiva 

(subíndice “ l”) e pré-esforçada (subíndice “p”), a profundidade efetiva de corte, z, que participa 

nas Eqs. (3), (12) e (13) determina-se a partir da seguinte equação:

(14)

em que z
l
 = 0.9d

l
 e z

p
 = 0.9d

p
 são os braços efetivos da armadura passiva e de pré-esforço, res-

petivamente (Fig. 2).

Na Eq. (12) k
dg

 simula o efeito do embricamento dos agregados na resistência ao corte, sendo 

obtido a partir de:

(15)

em que d
g
, em mm, é a máxima dimensão dos agregados. Na Eq. (12) r

w
 = A

sw
 / (b

w
 . s

w
 . sina) é 

a percentagem de armadura de esforço transverso, em que   é a área dessa armadura na sec-

ção,   o seu espaçamento ao longo do eixo da viga,   a sua inclinação em relação ao eixo da viga. 

Na mesma equação, flyk representa o valor característico da tensão de cedência da armadura 

principal longitudinal de flexão:

(16)

sendo e
lyk

 e e
pyk

 os valores característicos da extensão de cedência da armadura longitudinal 

passiva e de pré-esforço, respetivamente, e f
po

 é a pré-tensão aplicada.

A inclinação da biela de compressões, q, que participa na Eq. (13) é uma adaptação do MCFT de 

forma a integrar o efeito favorável do reforço das fibras e da força axial de compressão [10]:

(17)

Na Eq. (4) F
fuk

 [w
uv

(w
u
)] é determinado considerando o perfil de orientação das fibras (POF), a 

lei constitutiva de arranque da fibra (LCF) para cada intervalo de orientação em que o POF é de-

composto e o correspondente número de fibras atravessando a fenda de rotura por corte (CDC). 

A parcela w
uv

(w
u
) significa que F

fuk
 é avaliado para a variável w

uv
, (movimento vertical das duas 

faces da CDC, a qual depende de w
u
 (abertura última de fissura na ortogonal ao plano da CDC).

Na Eq. (4) g
F
 é o fator parcial de segurança afeto à parcela de resistência ao corte proporcionado 

pelo reforço das fibras, igual a 1.5 segundo o MC2010.

O valor de cálculo da resistência ao corte não pode exceder o valor limitado pelo esmagamento 

do betão das bielas de compressão:

(18)

em que k
c
 = k

e 
h

fc
, k

e
=0,55 e:

(19)

PerFil de orientação das FiBras

A contribuição das fibras que atravessam a 

CDC para a resistência ao corte do elemento 

R/SFRC (Eq. (4)) é obtida a partir de:

(20)

em que nDj é o número de divisões no interva-

lo [0-90º] adotado para o perfil de orientação 

de fibras, e P
fuk,ji

(w
u
) é a força suportada pela 

percentagem de fibras com a inclinação j
i
, 

obtida para a abertura representativa de con-

dição de rotura por corte, w
u
 (Fig. 3), em que j

i
 

é o ângulo entre a direção das fibras represen-

tativas do intervalo i de orientação de fibras e a 

ortogonal ao plano da fenda (Fig. 3b-f).

A Fig. 3 ilustra o conceito proposto para o caso 

em que o domínio de orientação de fibras é 

decomposto em quatro intervalos iguais de 

22.5º (nDj = 4; Dj = 22.5º). A força P
fuk,ji

(w
u
) 

é avaliada no centro de cada intervalo consi-

derando o número de fibras com orientação 

nesse intervalo, pelo que a Eq. (20) fica:

(21)

em que P
fuk,ji

 [w
uv 

(w
u
)] (j

i
 = 11.25º, 33.75º, 

56.25º e 78.75º) são as forças suportadas 

pela percentagem de fibras com orientação 

nos intervalos [0-22.5º[, [22.5º-45º[, [45º-

-67.5º[ e [67.5º-90º], respetivamente, para 

deslocamento w
u
.

A força P
fuk,ji

 [w
uv 

(w
u
)] determina-se a partir de:

(22)

em que P
ji

    [w
uv 

(w
u
)] é a força de resistência 

de arranque para abertura de fissura w
u
 das 

fibra com inclinação j
i
, cuja determinação se 

apresenta na próxima secção, e N
f,ji

 é o número 
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de fibras atravessando a CDC no intervalo de 

orientação j
i
±Dj

i
/2:

(23)

(24)

em que A
f
, V

f
 e h

j
 representam a secção trans-

versal da fibra, a percentagem em volume de 

fibras do FRC, e o fator de orientação das fibras, 

respetivamente.

Na Eq. (23) A
sec

 representa a área da CDC (Fig. 

3a):

(25)

enquanto C(j
i
) representa o rácio entre o 

número de fibras no intervalo j
i
±Dj

i
/2 que 

atravessam a CDC e o número total de fibras 

atravessando esta, cuja determinação se en-

contra detalhadamente descrita em [20], pelo 

que no presente trabalho apenas os conceitos 

e equações relevantes são apresentados, 

nomeadamente:

(26)

em que f(j
i
) é a frequência de fibras no in-

tervalo j
i
±Dj

i
/2, e F

RE
(h

j
) representa o erro 

que resulta da adoção de intervalos discretos    

Dj
i
 em detrimento de abordagem contínua no 

processo de cálculo, sendo obtido através de:

(27)

que depende do fator de orientação de fibras, 

h
j

. No presente modelo, h
j

 é obtido por uma 

metodologia baseada na proposta de Krenchel 

[25], na qual são introduzidos melhoramentos 

para ter em conta o facto de este fator variar 

com a orientação da CDC, q, durante o processo 

iterativo intrínseco ao modelo desenvolvido, 

bem como o efeito de parede, como explicado 

em [19, 20].

O cálculo de f(j
i
) é obtido a partir de:

(28)

> Figura 3: Representação esquemática da abordagem proposta para simular o contributo das fibras que atravessam 

a CDC: a) variáveis relevantes; e b) conceito de F
fuk

[w
uv

(w
u
)]; b) a f) exemplo em que o domínio de orientação das fibras 

está decomposto em quatro intervalos iguais de 25º de amplitude – contribuição do reforço das fibras com orientação: 

b) todo o intervalo ([0º-90º]), c) [0-22.5º[, d) [22.5º-45º[, e) [45º-67.5º[, e f) [67.5º-90º].

(e) (f)

(c) (d)

(a) (b)

JBarros
Realce
24

JBarros
Realce
Na Eq. (23)

JBarros
Realce
frequência de ocorrência de fibras com orientação 



44      construção magazine 90     MARÇO/ABRIL 2019

betão estrutural

em que F(j
i 
, j

m 
, s(j

m
)) é a distribuição 

acumulada da distribuição normal padrão em  

j
i 
 = (j

i 
+ j

i–1
)/2, com:

(29)

(30)

representando o ângulo de orientação média 

e correspondente desvio padrão, respetiva-

mente.

lei constitutiva de arranque de FiBra

A avaliação da força de arranque das N
f, ji

 fibras 

orientadas a j
i
, para abertura de fissura w,  

P
ji          

(w) é efetuada segundo o “unified variable 

engagement model (UVEM)” proposto por em 

[21, 22], enquanto a abertura da CDC na rotura 

(w
u
), a meia altura da secção transversal da 

viga (z/2), é determinada segundo a MCFT. 

Segundo [26], as fibras N
f, ji

 orientadas a j
i
, 

são ativadas quando o deslocamento vertical 

relativo entre as faces da CDC é igual ao valor 

dado por:

(31)

em que g
u,i

 é o ângulo entre a direção da carga 

(V) e a orientação da fibra (na verdade repre-

senta todas as fibras no intervalo de orienta-

ção i, N
f, ji

 ), como mostrado na Fig. 4, enquanto 

g
u
         é o seu máximo valor, ambas as entidades 

calculadas em condições de rotura por corte 

(identificadas pela utilização do subíndice 

u). Na Fig. 4 j
i 
 representa a orientação das 

fibras do intervalo i (em relação à ortogonal 

ao plano da CDC, considerada positiva no 

sentido dos ponteiros do relógio), w e s são a 

abertura e deslizamento das faces da CDC, e 

f representa a orientação do carregamento 

em relação à ortogonal ao plano da CDC. Dado  

que o deslocamento relativo das faces da 

CDC é praticamente vertical em condições 

rotura, é assumido f=q. Da Fig. 4 pode-se 

ainda extrair:

(32)

(33)

Quando as fibras rompem por deslizamento (que é o mecanismo que deve ser promovido), este 

ocorre pelo lado da fibra com menor comprimento de embebimento, admitindo-se que a outra parte 

se encontra em condições de aderência perfeita. Estatisticamente provou-se que o comprimento 

médio da fibra por onde ocorre deslizamento (L
bf,o

) é l
f
/4 [27].

De acordo com a UVEM, P
ji         

(w) é obtida a partir da seguinte equação:

(34)

em que

(35)

com (Fig. 4):

(36)

Na Eq. (35) L
cru,i

 é o comprimento crítico de embebimento da fibra, acima do qual a fibra rompe 

em vez de deslizar, sendo determinado através de [26]:

(37)

FPCL

max

> Figura 4: Mecanismo cinemático de arranque de fibra de acordo com a UVEM.
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Nesta equação, t
bu,i

 é a resistência média de 

arranque da fibra, a qual tem em conta os 

mecanismos de reforço relevantes das fibras 

[28-30], e s
fu

 é a resistência efetiva à tração 

da fibra:

(38)

sendo s
fu

 a resistência à tração uniaxial da 

fibra.

Com base em resultados experimentais de 

ensaios de arranque em fibras de aço lisas 

e de extremidades dobradas [26, 28-30], foi 

proposto [22]:

(39)

em que f
cm

 é a resistência média à compressão do betão, f = 4.5 MPa é a máxima resistência de 

atrito da fibra, e k
b
 é um parâmetro cujos valores se encontram na Tabela 1.

determinação das condições cinemáticas de rotura Por corte

O MCFT é utilizado para avaliar a abertura de fenda a meia altura da profundidade efetiva da sec-

ção da viga (z/2) na fase correspondente a rotura, w
u
, (valor ortogonal ao plano da CDC). O MCFT 

baseia-se no seguinte procedimento iterativo:

1) Assumir valor inicial para e
x
 (representado por e

x,i
).

2) Calcular o valor do parâmetro k
v
 através das Eqs. (12), (14), (15) e (16).

PU
B.

> tabela 1: Valores de k
b
 para fibras de aço (adaptado de [21]).

Tipo de matriz
Tipo de fibra

HE HE-HS S C, FE e S-HS

Argamassa 0.67 0.75 0.3 0.5

Betão 0.8 1.0 0.4 0.6

nota: HE: Fibras com extremidades dobradas; HE-HS: Fibras de elevada resistência à tração (s
fu

 > 1750 MPa) com extremidades dobradas; 

C: Fibras onduladas; FE: Fibras com extremidades planas; S: Fibras lisas; S-HS: Fibras lisas de elevada resistência à tração (s
fu

 > 1750 MPa).
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3) Avaliação de q de acordo com a Eq. (17);

4) Calcular a abertura de fenda em z/2, ortogonal à CDC, w
u
:

(40)

 

 e sua correspondente componente vertical, w
uv

 (direção da abertura de fenda em condição 

de rotura por corte para este tipo de vigas, Fig. 4), de acordo com a Eq. (36). 

5) Calcular k
p
 a partir da Eq. (11).

6) Calcular V
Rd,c

 segundo a Eq. (3).

7) Calcular V
Rd,f

 segundo a Eq. (4), com F
fuk

(w
u
) obtida através da Eq. (20).

8) Calcular k
f
 segundo a Eq. (5).

9) Calcular V
Rd,F

 através da Eq. (2) (e adicionando a componente V
Rd,s

 determinada segundo o 

MC2010 caso a viga inclua armadura convencional de esforço transverso).

10)  Calcular V
Rd

 segundo a Eq. (1). Verificar se V
Rd

 não excede o valor máximo correspondente ao 

esmagamento da biela de compressão, V
Rd,max

, obtido através das Eqs. (18) e (19).

11)  Determinar a nova estimativa de exten-

são a meia altura da secção da viga (e
x
) 

para a corrente iteração e
x,i+1

, através da 

Eq. (13), adotando: V
Ed

=V
Rd

, M
Ed

 = V
Rd

(a–

d
eq

) e a força axial, N
Ed

.

12)  Se |(e
x,i+1

 – e
x,i

)|/e
lyk

 ≤ e
tol

, a solução con-

vergiu, caso contrário retorna-se ao 

passo 2 com e
x,i

 = e
x,i+1

. (e
tol

 = 1x10-6) até 

a convergência ser garantida.

Este processo iterativo fornece a resistência ao 

corte do elemento, V
Rd

, e suas subcomponentes 

V
Rd,F

 (composta de V
Rd,c

 e V
Rd,f

) e V
Rd,s

. A capacidade 

de carga do elemento é a menor entre a resis-

tência ao corte e à flexão (esta última obtida 

segundo as recomendações do MC2010). 
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