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Introducao

Numerosas e importantes questdes em assuntos diversos conduzem &
resolucdo de uma equagao nao linear. O problema de encontrar os zeros
reais de uma dada fungao foi intensivamente estudado durante muitos anos
e existem véarios métodos descritos na literatura para a sua resolugdo. Sao
em geral métodos que envolvem conceitos relativamente simples e que levam
a interpretacOes gréificas bastante interessantes. Recentemente em Alefeld
e Potra [1] e em Alefeld, Potra e Yixun Shi [2] e [3] foram apresentados
alguns métodos intervalares para a resolugao numérica de uma dnica equagao
de uma varidvel real. As propriedades de convergéncia que estes métodos
exibem sao bastante apelativas e o seu desempenho prético é comparével ao
desempenho de eficientes métodos hd muito conhecidos, tais como os méto-
dos de Dekker [9] e Brent [7]. Neste trabalho faremos a descri¢do daqueles
métodos e uma anélise detalhada das suas propriedades de convergéncia.
A interpolagdo polinomial constitui um processo simples de obter aproxi-
.magGes para uma funcio e é fundamento de vérios métodos numéricos para
calcular zeros de fungoes. Se aliarmos a técnicas de interpolagao a seguranca
do método da bissecgio conseguem-se construir métodos bastante eficientes.
Os métodos que descreveremos no Capitulo 1, designados por métodos I a
VII, caracterizam-se, em cada iteragao, por passos de interpolagio linear e
interpolagdo quadrética ou interpolacdo cibica inversa, seguidos de passos
tipo bissec¢do. Dada a equagio f (z) = 0, sendo f : [a,b] — IR uma funcao
continua com um zero z* em [a,b], os métodos I a VII constroem uma
sucesséo de intervalos {[an,bn]}ne, tal que

z* € [an41,bnt1] C [an,bn] C ... C [ag, bo]

lim (b, —a,) =0,

n—oo
em que o intervalo inicial [ag, bg] = [a,b] satisfaz a condi¢do de f (a) e f (b)
terem sinais contrarios.
Sem uma anédlise cuidada do efeito dos erros de arredondamento nao
é possivel garantir a inclusdo do zero z* num intervalo final [an,b,] com
b, — an, < 26, sendo § uma tolerancia especificada. No final do primeiro
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INTRODUCAO ' iv

capftulo faremos referéncia ao critério de paragem usado e apresentaremos
um breve estudo sobre o efeito de alguns erros de arredondamento.

No capftulo 2 estudaremos as propriedades de convergéncia da sucessdo
{[an,bn]}oep gerada pelos métodos I a VII. Comegaremos por introduzir
os conceitos de Q-ordem e de R-ordem de convergéncia de uma sucessio,
optando por defini¢bes inteiramente semelhantes as dadas em Potra [15].
Devidos a Schmidt [24], seguem-se importantes resultados relacionados com
a R-ordem de convergéncia de uma sucessdo. Aceitando uma sugestdo dada
em Ralston [23], veremos igualmente que o fndice de eficiéncia computacional
de um método iterativo se pode definir por &g, onde ¢ é a Q-ordem ou
R-ordem de convergéncia do método e p é o mimero de avaliagdes da fungao
f (ou das suas derivadas) necessdrio assimptoticamente em cada iteragao.

Exigindo condi¢des comuns de suavidade & funcdo f, apresentaremos
resultados que mostram que a sucesséo {(b, — a,)}, converge para zero

- com Q-ordem de convergéncia pelo menos 2 e 4, respectivamente para
os métodos I eIl e

- com R-ordem de convergéncia pelo menos igual a 3.3027 ... no método
111, 2.4142. .. no método IV, 4.2360... no método V, 2.7320... no método
VI e finalmente 4.6457 ... no método VII.

Os fndices de eficiéncia computacional dos métodos I a VII serdo
respectivamente: 1.4142..., 1.5874..., 1.4892... , 1.5537..., 1.6180...,
1.6528...¢e1.6685.... Veremos assim que o método VII apresenta o maior
fndice de eficiéncia computacional entre todos os métodos e, por iltimo,
mostraremos que este método, tal como o método V, é um método
6ptimo dentro de uma certa famflia de métodos.

O capftulo 3 destina-se & apresentacdo de alguns problemas numeéricos
cuja resolugao exemplifica o comportamento pratico dos métodos I a VII.
Faremos primeiro referéncia as conclusGes dos autores relativas as suas
experiéncias numéricas que evidenciam o que se esperava: o método VII
é de facto o método mais eficiente entre todos os métodos, apresentando em
alguns problemas vantagem sobre os métodos de Dekker e Brent.

Para as nossas préprias experiéncias realizdmos uma implementacio dos
algoritmos no programa Mathematica. Iremos referir algumas caracterfsticas
deste programa, nomeadamente a capacidade de representacio arbitraria de
numeros reais que usaremos para testar os exemplos numéricos de resolugdo
de equagoes nao lineares apresentados.

No iltimo capftulo apresentaremos breves conclusdes a respeito das
condicoes de aplicagao e propriedades de convergéncia e eficiéncia dos
métodos I a VIL.

Reservamos trés apéndices para incluir um resumo sobre interpolagao de
Neville, alguns resultados relativos a matrizes ndo negativas e a listagem do
programa que desenvolvemos no Mathematica.



Capitulo 1

Inclusao de zeros de funcoes
continuas

1.1 Introducao

O problema de determinar os zeros reais de uma dada fungdo contfnua
aparece frequentemente em vdrios domfnios da matemsdtica. A resolugdo
numérica de uma equagdo nao linear é assim um dos problemas fundamen-
tais em anélise numérica.

Neste capftulo consideraremos o cdlculo de uma aproximagao Z para a
raiz da equagdo nio linear,

f(z) =0, (1.1)

onde f denota uma funcao real de varidvel real contfnua. Por raiz de (1.1),
ou zero da funcdo f, entende-se um nimero z* tal que f(z*) = 0.

Os diferentes métodos iterativos que tém sido estudados podem ser clas-
sificados em dois grupos - métodos de intervalo aberto e métodos de encaixe.
O primeiro grupo engloba métodos localmente convergentes como o método
do ponto fixo simples e métodos de interpolagao linear inversa como o de
Newton e o da secante. A maior parte dos métodos do segundo grupo séo
métodos globalmente convergentes e caracterizam-se por definir, em cada
iteracdo, um intervalo encaizado no intervalo anterior e que contém a raiz.
Como exemplos temos o método da bissecgdo, da falsa posigdo e modificacoes
deste dltimo.

O mais simples método de encaixe é o método da bissecgio. Trata-se de
um método que é aplicdvel a classe de todas as fungdes que mudam de sinal
num certo intervalo [a, b]. Contudo, embora sendo absolutamente seguro que
nio falhe, este algoritmo é muito lento. Para outras classes de fung¢des como,
por exemplo, fungbes suficientemente suaves com duas ou mais derivadas
contfnuas e com zeros simples, é normalmente possfvel aplicar um método
de convergéncia mais rdpida como o método de Newton ou o da secante.
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Um dos melhores algoritmos para determinar um zero real de uma fungao
contfnua combina de forma interessante num eficiente esquema computa-
cional a garantia de convergéncia do método da bissecgdo com a maior
rapidez de convergéncia dos métodos da secante e interpolacao quadréti-
ca inversa. Este algoritmo foi inicialmente publicado por Dekker [9] em
1969 e melhorado mais tarde por Brent [7]. Trata-se de um algoritmo um
pouco complicado podendo, no entanto, as suas principais caracteristicas
ser vistas numa versdo simplificada, método de Dekker-Brent, apresentada
por Vandergraft [28]. Uma implementagdo em Fortran da versao completa
desenvolvida por Brent pode ser encontrada em Forsythe [12]. Para este
dltimo algoritmo temos a garantia de que nunca é mais lento do que o da
bissec¢do e de que € mesmo mais rdpido nos casos em que f é uma funcao
suave.

As ideias que estao na base dos algoritmos de Dekker e Brent serviram de
motivagdo para outros mais recentes desenvolvidos por Alefeld e Potra (1] e
Alefeld, Potra e Yixun Shi [2] e [3]. Neste capitulo faremos a descrigao de sete
métodos iterativos de encaixe propostos por estes autores os quais designare-
mos simplesmente por método I a método VII. Os passos envolvidos em
cada iteragao sao relativamente simples - os métodos I a V baseiam-se num
passo secante duplo e no uso de técnicas de interpolagio quadrdtica (excepto
o primeiro) associados a reducoes apropriadas dos sucessivos intervalos de
inclusdo de z*. Os métodos IV e V constituem melhores versées do método
IT. Aplicar interpolacao cibica inversa em vez de interpolacao quadrética
sempre que possivel & o que se acresce na implementagao dos métodos VI e
VII, constituindo versoes tltimas melhoradas dos métodos anteriores.

As experiéncias numéricas j4 realizadas pelos autores evidenciam que
estes métodos tdm um desempenho tao bom e, em certos casos, mesmo
melhor que os métodos de Dekker e Brent. O método VII apresenta o
melhor comportamento de todos, especialmente quando a tolerancia exigida
para o erro é pequena. Verifica-se assim que com um pequeno acréscimo
na complexidade dos algoritmos se vao obtendo melhorias na rapidez de
convergéncia. -

O critério de paragem aplicado assim como uma pequena anélise do efeito
dos erros de arredondamento serao apresentados no final do capftulo.

Serd apenas no préximo capitulo que apresentaremos os resultados rela-
tivos & ordem de convergéncia e eficiéncia computacional dos métodos referi-
dos. Veremos entao mais tarde que, sob certas condigbes de suavidade da
funcao f, estes métodos atingem indices de eficiéncia muito bons.

1.2 Meétodos intervalares

Os métodos de encaixe para a resolugdo da equacdo (1.1), também de-
signados por métodos intervalares ou de inclusdo, tentam determinar uma
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sucessao de intervalos que converge para a solugdo x*. Isto é, conhecido
um intervalo inicial [a,b] a que pertenca x*, os sucessivos intervalos devem
conter =* e a sua amplitude convergir para zero.

Uma importante vantagem dos métodos intervalares é que limites rigoro-
sos para o erro |T — z*| estdo sempre disponiveis. De facto, se [an,b,] é um
intervalo que contém a solucdo z* e T € [an, by}, entdo | — z*| < b, — a,.
Além disso, com um intervalo inicial apropriado, a maior parte dos métodos
intervalares tem garantia de convergéncia e poder4 ser encontrado um inter-
valo de inclusao de z* tao pequeno quanto permita o sistema de numeracéo
de virgula flutuante usado.

A principal desvantagem de um método intervalar tem a ver com a neces-
sidade de um trabalho prévio de localizagdo da raiz z*. De facto, a exigéncia
de um intervalo inicial que contém a raiz pode limitar um pouco a aplicabi-
lidade destes métodos.

Em todos os métodos que iremos descrever, serd assumido que para uma
dada fungdo contfnua f : [a,b] — IR a condigio

fla)f(b) <0 (1.2)

é sempre satisfeita. Sendo f uma funcdo contfnua no intervalo [a,b], pelo
teorema do valor intermédio esta condigao garante a existéncia de pelo menos
um zero de f em (a,b) . O objectivo destes métodos serd assim procurar nao
por um zero de f mas por um intervalo estreito no qual f mude de sinal.

1.2.1 Alguns métodos recentes - métodos I a VII

Seja f : [a,b] — IR uma fungdo contfnua com um zero simples! z* em [a, b].
Comegando com um intervalo inicial [ag, bp] = [a, b] satisfazendo (1.2), con-
sideraremos o problema de construir uma sucesséo de intervalos {[an, b,]}5>,
tal que

Z* € [ant1,bnt1] C [an,bn] C ... C [ao,bo] = [a,b] (1.3)
e '
lim (b, — a,) =0. (1.4)

Nas secgOes seguintes apresentaremos métodos desenvolvidos recente-
mente para cuja aplicacao nao se exigem condi¢oes de convexidade e que
satisfazem (1.3) e (1.4) . Embora estes métodos sejam igualmente aplicdveis
a problemas mais genéricos envolvendo fun¢oes ou derivadas descontinuas,
fungdes com zeros muiltiplos, etc., as propriedades de convergéncia sé6 se ve-
rificam no caso de f ser suficientemente suave e ter um zero simples z* em
[a,b].

z* & um zero de multiplicidade m de f € C™)[z* — r,z* + 7] se e 56 se f(z*) =0,

F@)=5"(@)=-=f"V(*)=0e f™™(z*) £0.

Se m =1 z* diz-se um zero simples.
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Os primeiros trés métodos, que passaremos a designar por métodos I,
IT e III, foram propostos por Alefeld e Potra [1]. Comecaremos pela sua
descricao.

Meétodo I

Seja [a,b] um intervalo de inclusao do zero z* e considere-se um ponto
¢ € [a,b]. Tendo em conta apenas o sinal de f(c), podemos facilmente
" partir” o intervalo [a, b]. E o0 que implementa o procedimento partir_intervalo
- constréi um novo intervalo [@,b] C [a,b] que continua a conter =*. Consiste
no seguinte:

partir_intervalo ([a, b], c)
se f(c) = 0 entao escrever c;
se f(a)f(c) <0 entdo [a,b] = [a,(];
senao [E,ﬂ = [c,b];
devolver [E,ﬂ .

Se os valores de f em a e em b forem conhecidos entdo cada chamada a
partir intervalo requer apenas a avaliagdo de um valor de f.

No método da bissecgao este procedimento é repetido sucessivamente
escolhendo-se ¢ = 3 (a+b) até se obter um intervalo de inclusio téo es-
treito quanto se deseje. O objectivo de se realizarem repetidas chamadas a
partir_intervalo exige, portanto, incluir um critério de paragem.

Designando por § a tolerdncia que se espera obter para o erro absoluto
na aproximacgao de z*, poderemos entao construir um novo procedimento,
partir_intervalol, que implementard também o teste de convergéncia. Serd
da forma:

partir_intervalol ([a, ], ¢)
se f(c) = 0 entao escrever c e parar;
se f(a)f(c) <0 entdo [a,b] ={a,;
sendo [a,b] = [c,d];
se b —a < 26 entdo escrever [E,H e parar;
devolver [E,ﬂ .

Pormenores sobre a implementagdo deste critério de paragem seréo
analisados numa sec¢io mais a frente.
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Consideremos a primeira iteragdo do método I iniciada com o intervalo
[ao, bo] = [a,b]. O primeiro passo consiste no uso da férmula do método da
secante para determinar um ponto c € [a, b}, isto &, calcular

c=a- fla,b™ f(a),

onde a notagdo f [z x;] designa a diferenga dividida de primeira ordem de
f em z1 e £ que é definida por

florza) = L@ F@1) (1.5)

T2 — T

Efectua-se de seguida partir_intervalol ([a, b], c) e obtém-se um novo inter-
valo de incluséo [@,b] C [ao, bo)-

No préximo passo tenta-se obter um melhor intervalo de inclusao da raiz
usando um ponto ¢ calculado através de um passo secante duplo, isto &,
determinando € da forma

{ se |f(@)| < |f(b)|entaou—a sendo u = b; (1.6)

t=u-— 2f[aj f(u).

Deve notar-se que € é a abcissa do ponto de intersec¢do com o eixo dos
zz da recta que passa no ponto (u, f(u)) e tem declive % f [E,?ﬂ - a recta
de equagao

y= )+ 3/ 5] (@ -w) (17)

e é importante observar que ¢ pertence sempre ao intervalo [ﬁ,ﬂ . Com
efeito,

- se |f(@)| < |f()|, a equagio em (1.7) ficay = f(a) + 1f[ab] (= —E_)
e os pontos (@, f(a@)) e (5 M)pertencem a esta recta, M
ters sempre o sinal de f(b) e, uma vez que f(@)f(d) < 0, o ponto ©
pertence a [, b];

- se|f(@)| > | ()|, a equagdo em (1.7) ficay = f(B)+ 3 f [@,b] (z—b) e
os pontos (E, M) e (5, f (5)) pertencem a esta recta; analogamente,
m ters o sinal de f(@) e, dado que f(@)f(b) < 0, o ponto € per-

tence a [a, b];

- se |f(@)| = |f(®)|, u = b e, como f(@) e f(b) tém sinais contrarios,
y(@) =0, isto é,c=a.
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Segue-se também de (1.6) e de (1.5) que

g b-T
e T RAR
e sendo )
1@ = 12wy pw),
L @t F-a )
o) = I LMo f()j‘()+f()
= j|1_2f@- ) b-a 18)

c—-u  f(b) - f(@)

Supondo que f é continuamente diferencidvel em [a, b] e que os pontos @, b,
u e € pertencem a uma pequena vizinhanca do zero simples z*, entdo

b—a T-u

Assim, de acordo com (1.8) e notando que, sendo z* um zero simples, se
tem f'(z*) # 0, vird

f@) = fu) |1-2f"(z") (*) —f(u),

0 que mostra que z* estd entre € e .

Teremos entdo que, se [@,d] & um intervalo suficientemente pequeno con-
tendo um zero simples de f, a férmula em (1.6) pode ser usada para obter
um melhor intervalo de inclusdo de z*, fornecendo um ponto ¢ € [a,d] tal
que

z* € [min{u, ¢}, max{u,c}|. (1.9)
Dado que |f(u)| = min {|f(@)], l f (5)|}, podemos admitir que z* est4 mais
perto de u e passar para um intervalo de inclusdo em que um dos extremos
seja u parece ser o mais eficiente.

O passo seguinte seria invocar partir_intervalol ([E, b],E) . Mas antes os
autores consideram ainda determinar ¢ da forma

se [c—u|>05(0—a) entdoc=0.5(b+ a);
senao ¢ = ¢,

seguindo-se entdo partir_intervalol ([E,E],'c") de que resulta [6,3] C [a,b).
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Se ocorrer a situagéo em (1.9), definir ¢ da forma apresentada garante
que [@, b] tenha sempre amplitude ndo superior a [¢ — u| e no maximo igual a
metade da amplitude de [@, b]. De facto, se |¢ — u| < 0.5(b—@) entdo teremos
{’d,?;} = {c,u} e b-a= |c — u| . Caso contrério, obteremos melhor fazendo

uma bissecgao de [E,FJ , caso em que b— @ = 0.5(b —@) < |¢ —u|. Assim,
acontecerd sempre R
b—a<|c—yl,

quando j4 se estd suficientemente perto da raiz x*.
O 1ltimo passo desta iteragdo consiste em determinar o intervalo de
incluséo [a;,b;] da forma seguinte:

seb-a < p(bo—aq) (1.10)
entao [a;,b1] = [’d,?;] ;

sendo [a1,b1] = partir_intervalol ([6,3] ,0.5 (3+’d>> )

onde p & um parametro que deve satisfazer 0 < p < 1. Normalmente, os
autores consideram a escolha y = 0.5.

A préxima iteragdo comecgaria com o intervalo [aj,b;] repetindo-se os
ImMesmos passos.

Realizar um ultimo passo como descrito acima, com u < 0.5, garante
que o método I produz intervalos que satisfazem pelo menos

bn+1—an+1§0.5(bn—an), 'n=0,1,...,

o mesmo que em cada iteracdo do método da bissecgdo.

De qualquer forma, no caso em que ji se estd suficientemente préximo
de z*, a condigdo em (1.10) é sempre satisfeita (veja-se sec¢do 2.4.1, teore-
ma 2.4.3) e, portanto, a ultima bissec¢do ndo se realizard, ficando sempre

o~

[@n+1,bn+1] = [6n, bn] . Teremos, assim, que o método I requer por iteracio,

- no pior dos casos, 3 avaliagoes da funcdo f, correspondentes a trés
chamadas a partir_intervalol, e

- assimptoticamente, 2 avalia¢oes da funcio f, dado ndo se realizar a
chamada a partir_intervalol no \ltimo passo.

Em resumo, podemos dizer que o método I garante sempre convergéncia
desde que se inicie com um intervalo que inclua a raiz e, no pior dos casos,
por iteracgdo, pode precisar de trés vezes mais avaliagoes de f do que requer
o método da bissecgio.
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A presentamos de seguida uma descricio pormenorizada do algoritmo
do método I. '

Algoritmo I (Alefeld-Potra, 1992)

[a07 bO] = [aa b] >
paran=1,2, ... até n = nmaz fazer
1.1 cp, =an — f [a‘nab‘n]_l f(an)§
1.2 [@n,bn] = partir_intervalol ([an,bs] ,cn);
1.3 se |f(@n)| < | f(bn)| entdo up, =ayp;
senio u, = by;
_ _ = q-1
14 T =up — 2f [Gn,bn] " flun);
1.5 se [cp — un| > 0.5(b, — @s) entdo &, = 0.5 (b, + @) ;
Senao ¢, = Cp;
1.6 [an,Zn] = partir_intervalol ([Gn,bn] ,E);
1.7 € by — Gn < pt (bn — @n)
entao [an+1,bn+1] = [anagn] >

$enao [an+1,bnt+1] = partir_intervalol ([’a\n,/l;n] ,0.5 (Zn + ?in)) .

fpara

Deve observar-se que em casos de convergéncia o algoritmo I terminaré
sempre nalguma chamada a partir_intervalol, no passo 1.2, 1.6 ou 1.7.
Ao especificar-se um nimero méximo de iteragbes com o pardmetro nmaz
pretende-se apenas precaver contra situagoes em que, por algum motivo, ndo
esteja a verificar-se convergéncia.
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A figura 1.1 ilustra a interpretacao geométrica do método I.

Figura 1.1 Método I

Meétodo 11

Para o intervalo [a,,b,] considerem-se os primeiros dois passos de uma ite-
ragdo do método I,

Cn =__an - f [ana bn]—l f(an);

[@n, bn] = partir_intervalol ([an,bn) , cn) - (1.11)

Uma iteracdo do método II comeca igualmente por realizar estes passos.

Uma vez que f foi avaliada em trés pontos distintos, a,, b, e c,, parece
razodvel utilizar essa informagdo. Uma forma de o fazer serd através do uso
de interpolagdo quadratica.
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Seja entéo p, , .. o polinémio quadrético interpolador da funcdo f
nos pontos an, b, € ¢,. Uma vez que [6,,,5,,] = [an,cn) ou [Zin,En] = [cn, bn),
segue-se que

p(“n;bnycn) (an)p(an,bn.cn) (En) = f(an)f(-l;n) < O’

ou seja, este polinémio tem uma mudanga de sinal em [@n,br) e, portanto,
tem um tdnico zero em [a,,b,]. Com a resolucéo exacta da equagio quadrati-
ca

Planbnsen) () =0, (1.12)

determinamos este zero, obtendo assim um novo ponto ¢, € [En,En] .

Apés o célculo de ©,, o passo seguinte serd reduzir o intervalo [a,,,'E,,]
para |Gn,bn| a0 fazer partir_intervalol ([@n,bn] ,Cn) . Teremos assim que,
no método II, a (1.11) se seguem 0s passos

€n = tinico zero de p,, , . () pertencente a [@n,bn];

5] = parti intervalo. ([, ] ).

e prossegue-se de forma semelhante aos passos 1.3 - 1.7 do método I.
Vejam-se os detalhes do algoritmo na pégina seguinte.

Da mesma forma que no método I, a condi¢do no passo 2.9,
by — n < p(bn — an),

com 0 < p < 1, é sempre verificada a partir de um certo n (veja-se secgo
2.4.1, teorema 2.4.4). Assim, neste ultimo passo, quando j4 se estiver perto
da raiz z*, partir_intervalol nao serd invocado e ficaremos sempre com

[@nt1,bnt1] = ?in,bn] . Sendo assim, o método II exige em cada iteracao
mais uma avaliagdo da fungdo f do que o método I, isto &,

- o célculo de 4 valores da fung¢ao f, no pior dos casos, e

- assimptoticamente, o cdlculo de 3 valores de f.

Com o método II a convergéncia estd também assegurada. Em cada ite-
racdo a amplitude do intervalo de incluso [ant1, by +1] € pelo menos reduzida
para metade da do intervalo [a,,b,] e, portanto, relativamente ao método
da bissecgdo, o método II, pode ser, no pior dos casos, quatro vezes mais
lento por iteracao.
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Segue-se a apresentagao do algoritmo do método II.

Algoritmo II (Alefeld-Potra, 1992)

[ao,bo] = [a,b];
paran=1,2, ... até n = nmaz fazer
2.1 cn =y = f[an,ba] ™" flan);
2.2 [En,zn] = partir_intervalol ([an,bn) ,cn);
2.3 ¢, = tUnico zero de p,, , . () pertencente a [En,l_)n] ;

24 [an,Zn] = partir_intervalol ([@n,bn] , %) ;

entao u, = ay,;

2.5 se |f(@n)| < | F ()

senao u, = Zn;
~7-1
2.6 an =Up — 2f [ana b‘n] f(un),

2.7 se |Gy — Up| > 0.5(b, — @n) entdo &, = 0.5(b, + Gn);

sSenao ¢, = Cy;
2.8 [’dn,gn] = partir_intervalol ([an,Zn] ,En) ;
2.9 se by — dn < by — an)
ent3o [ans1, bnia] = [a'n,’z?n] ;

senao [an41, bny1] = partir_intervalol ([’dn,gn] ,0.5 (Zn + ?in)) .

fpara

Na figura 1.2 esta representada graficamente uma iteragdo do método II.
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Y=P(an,bn,ca) (X)

Figura 1.2 Método II

Meétodo III

No método III o primeiro ponto ¢, é escolhido como sendo simplesmente o
ponto médio do intervalo [an, bs]. Os primeiro passos de cada iteragdo serdo
entao,

¢n = 0.5(an + by);

[@n,bn] = partir_intervalol ([an,bn] ,cn),

isto é, comega-se com uma bissecgdo do intervalo inicial [an, by] .
Os passos seguintes sdo como em 2.3 - 2.6 do método II e termina-se com

[@n+1,bn41] = partir_intervalol ([En,gn] ,’c}) } (1.13)

Isto significa que, em relagdo ao método I, os passos 2.7 a 2.9 se substituem
por (1.13).
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Veremos que esta simplificagdo do método II (sec¢éo 2.4.1, teorema 2.4.5)
resulta numa perda de rapidez de convergéncia. No entanto, o método III
requer sempre trés avaliacdes da fungdo f por iteragéo, enquanto que o méto-
do II, embora apenas no pior dos casos, mas pode exigir quatro avaliacoes
de f numa iteracao.

Assim, uma vez que se garante que em ambos os métodos acontece
bpy1 — @ny1 < 0.5(bp —a,) (n=0,1,...), o método III poderd ser, por
iteragdo, apenas trés vezes mais lento do que o método da bissecgio, en-
quanto que o método II poderd ser quatro vezes mais lento.

Os pormenores do algoritmo sdo apresentados a seguir.

Algoritmo III (Alefeld-Potra, 1992)

[ao, bo] = [a,b];

paran =1,2, ... até n = nmaz fazer
3.1 ¢, = 0.5(an + by);
3.2 [En,gn] = partir_intervalol ([an,bs) ,cn);

3.3 €, = tnico zero de p(ammen)(x) pertencente a [Emgn] ;
3.4 [am/l;n] = partir_intervalol ([En,zn] ,En) ;

3.5 se |f(@n)| < ‘ £

entao u, = Gp;

senao U, =3n;
R .11
3.6 Co = un = 2f [Gn, 0] flun);

3.7 [@n+1,bn41] = partir_intervalol ([ﬁn,/l;n] ,En>.

fpara

Pode ver-se na figura 1.3 a interpretacao gréfica do método III.
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Y
— A
an=an =dan
Cn:bn
— A
anbn =Up :bn+1
A
Cn=4an+1
t f
¢ "
! |
| |
b {
|
!
Y=P(au,bu,cn) {X)

Figura 1.3 Método III

Os métodos que iremos apresentar nas duas secgoes seguintes podem
considerar-se versoes melhoradas do método II. Sao devidos a Alefeld, Potra
e Yixun Shi [2] e passardo a ser designados por método IV e método V.

Método IV

Cada iteragdo do algoritmo II exige a resolugdo exacta de uma equagéo
quadrética, equagdo (1.12), e apenas é escolhida a raiz que pertence ao
intervalo [a,,,Bn] . Podemos assim considerar que existe algum desperdicio
de célculo.



CAPITULO 1. INCLUSAO DE ZEROS DE FUNCOES CONTINUAS 15

O método IV em vez de determinar exactamente os zeros do polinémio
interpolador p, , . usa duas iteracbes do método de Newton para obter
uma aproximagao conveniente apenas do zero existente em [an,B,,] .
Esta modificagao, do ponto de vista computacional, evita o cdlculo de rafzes

quadradas e torna mais simples a implementagao do algoritmo.

Comegaremos por descrever dois procedimentos que permitirdo intro-
duzir a alteragdo apresentada.

Seja novamente [a,b] um intervalo em que a condigéo f (a) f(b) < 0 se
satisfaz. Considere-se agora o polinémio quadratico p(,p,q) interpolador da
func@o f nos pontos a, b e d, com d ¢ [a, ] e assuma-se que se satisfazem as
condicoes

sed<a entdo f(d)f(a)>0;

sed>b entdo f(d)f(b) > 0. (1.14)

Se usarmos a férmula de interpolagdo de Newton, o polinémio p(, 44y fica
definido pela expressao

Paba)(®) = f(a)+ fla,b)(z —a) + fla,b,d](z — a)(z - b)
= f(a)+ B(z —a) + A(z — a)(z — b),

onde

B = flay=10FCD o 4 fopq- =Sl

d—a

Uma vez que f(a)f(b) <0 e sendo P(a,b,d) (a) = f(a) e P(a,b,d)(b) = f(b),
existe um tnico zero 7 de p(4 5 4) 10 intervalo (@, b]. E imediato verificar que
se A =0,

r=a— B f(a).

Se A # 0, podemos obter uma aproximagao para r usando um nimero k de
iteragdes do método de Newton.

O procedimento newton_quadradtico, que apresentamos na pagina seguinte,
implementa o cédlculo de r da forma que acabdmos de expor.

Com a finalidade de garantir convergéncia monétona do método de
Newton, a aproximagao inicial rg é escolhida atendendo ao sinal de

p(a b,a)(T) = 2A e ao valor de p(gp.q)(a) = f(a).
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newton_quadrdtico (a,b,d, k)

A= fla,b,d];

B = f[a,b];

se A=0entdo r =a — B~ f(a);
senao

se Af(a) > 0 entao rp = q;
senao g = b;

fse
para:=1,2,....,k fazer
i =Tiq— ]j(a,b,d)(”'i—l) =g Plap,a (ri-1) .
Pavor) BT ACr—a D)
fpara
T =Tk
fse
devolver r.

Dado um ponto ¢ € [a,b], o procedimento partir_intervalo2 constréi
um novo intervalo [@,b] C [a,b] com f (@) f (5) < 0 e, além disso, fornece
um ponto d ¢ [a,b] tal que

sed<a entdo f(d)f(@) >0;

sed>b entdo f(d)f(d) > 0. (1.15)

Tal como o procedimento partir_intervalol (veja-se pag. 4), também
partir_intervalo2 incluiré o critério de paragem. Define-se como segue: -

partir_intervalo2 ([a, b], c)
se f(c) = 0 entao escrever c e parar;
se f(a)f(c) <0 entdo [a,b] =[a,c]; d =b;
sendo [a,b] = [c,b]; d = q;
se b—a < 26 entdo escrever [E,-Iﬂ e parar;
devolver {[a,b] ,d}.

Convém finalmente observar que partir_intervalo2 fornece um ponto d
nas condigbes exigidas para a aplicagdo de newton_quadrdtico ao intervalo

[@,9] .
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Dado [an,by] uma iteragdo do método IV comegard pelos passos

¢n, = newton_quadrdtico (an,bn,dn,2);

{[@n,bn] ,dn} = partir_intervalo2 ([an,bn),cn), (1.16)

isto &, com o uso de duas iteragoes do método de Newton para obter uma
aproximacao ¢, € [h‘n,l_)n] do zero do polinémio interpolador p, ao
que se segue partir_intervalo ([an, bs),cn) .

Em comparagdo com o método II, exceptuando na primeira iteragao,
deixa de se aplicar inicialmente a férmula do método da secante, eliminan-
do-se assim os passos correspondentes a 2.1 e 2.2. Apenas para n = 1 se terd

c=a- fla,}]" f(a);
{la1,b1],d1} = partir_intervalo2 ([a,b],c),

bﬂ..Cﬂ)

uma vez que é necessdrio determinar um primeiro ponto d; para se poder
usar newton_quadratico.

Os passos que se seguem a (1.16) sdo os correspondentes aos passos 2.5
a 2.7 do método II. Por tltimo teremos

o~ o~

{ [En, bn] ,dn} = partir_intervalo2 ([En,l_)n] )

se b, — G, < w1 (by, — an) (1.17)

entdo {[an+1,bnt1],dnt1} = {[ana?;n] , En};
senao {[an+1,bn+1],dnt1} = partir_intervalo2 ( [En,gn] ,0.5 (Zn + En)) .

A iteragdo n+1 inicia-se com a aplicagdo de newton_quadratico ao intervalo
[@n+1,bn41] com o ponto dni1.

Também para este quarto método a condigdo em (1.17) é sempre ver-
dadeira a partir do momento em que o intervalo [a,,b,] de inclusdo de z*
ja é suficientemente pequeno (veja-se secgdo 2.4.2, teorema 2.4.9). Assim,
dado que acontecerd {[an+1,0n+1),dnt1} = {[En,gn] , En}, o método IV
requer, por iteracao,

- 3 valores da fung¢éo f, no pior dos casos, e

- assimptoticamente, 2 valores da funcéo f.

O método IV preserva a garantia de convergéncia do método II, mantém
a propriedade bp41—an41 < 0.5 (b, — a,) e apresenta sensivelmente o mesmo
indice de eficiéncia (veja-se pag. 72). O algoritmo IV é assim considerado
uma melhor versao do algoritmo II uma vez que é mais simples e exige menos
uma avaliacio da funcdo f por iteragao.



CAPITULO 1. INCLUSAO DE ZEROS DE FUNCOES CONTINUAS 18

Apresentamos de seguida o algoritmo completo do método IV.

Algoritmo IV (Alefeld-Potra-Yixun, 1993)

[ao, bo] = [a, b] ;
co = ap — f [ao, bo] ™ F(ao);

{la1,b],d1} = partir_intervalo2 ([ag, bo], co) ;

paran=1,2, ... até n = nmaz fazer
4.1 ¢, = newton_quadratico (an,bn,dn,2);
4.2 {[En,l_)n] ,En} = partir_intervalo2 ([an,bn),cn) ;

4.3 se |f(@n)| < |f(bn)| entdo u, = @n;

senao u, = I_)n;
_ £ -1
4.4 T =up — 2f [Gn,bn] " f(un);

4.5 se [Cn — un| > 0.5(bp — ap) entdo &, = 0.5 (b +n) ;

senao ¢, = Cp;

4.6 {[ﬁn,gn] ,C/[n} = partir_intervalo2 ([an,gn] 7En) :
A7 se by —Gn < 12 (bn — an)

ento {[ans1,bn41],dni1} = {[ﬁnﬁn] ’ Jn};

senao {[an+1,bn+1] , dny1} = partir_intervalo2 ([ﬁn,gn] ,0.5 (Zn + En)) .

fpara
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Os passos do algoritmo IV podem ser acompanhados pela figura 1.4 para

n>1
Y
- A
Cnhn=a@n=Un=8an=2an.1
bn=5n=(/\jn=dn.
- Y=P(a,,b,,d,) (X)
an=dn
- A A
cn=cn:bn=h1¢1
f f t e~ X
d’n a:n Cn Cn bn
i |
| |
Figura 1.4 Método IV
Método V

O método V é construfdo a partir do método IV com repeticiao dos passos
4.1 e 4.2, o que significa que em cada iteragdo se usa interpolagao quadratica
duas vezes - uma segunda vez logo apés a primeira.
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Cada iteragao do método V comega igualmente por considerar o polinémio
quadrético p(,,, b,.d,) interpolador de f nos pontos an,bn € d, e realiza

¢n = newton_quadrdtico (ap,bn,d,,2);

{[En.5n] @} = portir_intervalo (o, bal,ca). 19

Considera-se de seguida o polinémio PG nsda) interpolador de f nos pontos

Qn, by, e d,, repetindo-se de novo

¢n = newton_quadratico (’dn,gn,glvn, 3) ;

- — ~ 1.19
{[’dn,bn] ,dn} = partir_intervalo2 ([?in,bn],'én) . (1.19)

Note-se que em (1.18) se obtém a aproximagdo ¢, € [an,b,] para o zero
do polinémio p(, b, 4,) 2plicando duas iteragdes do método de Newton,

enquanto que em (1.19) para obter a aproximacdo ¢, € [&n,En] do zero do
polinémio PG bnda) 5 aplicam trés iteracoes.

Ap6s (1.18) e (1.19) prossegue-se da mesma forma que nos passos 4.3 a
4.7 do algoritmo IV.
Veja-se a descrigdo completa do algoritmo V na pédgina seguinte.

Introduzir esta modificagdo ao método IV nao altera a certeza de con-
vergéncia e veremos igualmente (secgio 2.4.2, teorema 2.4.11) que no passo
5.9 se terd sempre {[@n+1,bn41],dnt1} = { [an,Bn] , El;} , para n suficiente-
mente grande.

Embora seja necessdrio mais uma avaliacao da fungao f em cada iteragao,
isto &,

- no pior dos casos, 4 avaliagoes da fungao f e

- assimptoticamente, 3 avaliagoes da funcao f,

veremos (pag. 73) que o fndice de eficiéncia do método V é superior ao do
método IV.

Mostraremos também na sec¢ao 2.6 que o método V é um método éptimo
no sentido em que se se fizerem mais repeticées dos passos (1.18) nao se
melhora a eficiéncia do método.
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Segue-se a apresentagdo do algoritmo V e a figura 1.5 com uma descri¢ao
geométrica para n > 1.

Algoritmo V (Alefeld-Potra-Yixun, 1993)

[007b0] = [aab] >
co = ao — £ a0, bo] ™" f(ao);
{[a1,b1],d1} = partir_intervalo2 ([ag, bo), co) ;
paran=1,2, ... até n = nmaz fazer
5.1 ¢, = newton_quadrdtico (an,bn,d,,2);
5.2 {[’dn,gn] ,d, } = partir_intervalo2 ([an, by, cn) ;
5.3 ¢, = newton_quadrdtico (5n,i,’n,gn,3) ;
5.4 {[En,gn] ,En} = partir_intervalo2 ([an,Zn],“c’n) ;

5.5 se |f(@n)| < |f(bn)| entdo un, = @p;

senao u, = by,;

56 ¢, = U, — 2f [amgn]_l f(un);

5.7 se [Cn — Un| > 0.5(bp — @) entdo T, = 0.5 (b, + @) ;

sendio &, = z,;

5.8 {[an,Bn] ,dn | = partirintervalo? ([an,Bn] , )
5.9 se by, — G < (b — an)

entdo {[any1,bnt1],dns1} = {[an,gn] , Jn};

senao{|an+1,bnt1] ,dny1} = partir_intervalo2 ([a,,,Zn] ,0.5 (Zn + fin)) )

fpara
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Y

Cn=a~n=an
bn=k;n=5n=a1=dn 1
an=d~n  Y=P(an,bu, dn) (X)

} t

\\dl'n\a:n n
|
| |

Figura 1.5 Método V

Uma outra ferramenta bdsica na resolugao de equagGes nao lineares € a
interpola¢do inversa - considera-se um polinémio interpolador néo da fungao
f mas da funcdo inversa f~!. Alefeld, Potra e Yixun Shi [3] sugeriram ainda
mais dois métodos, método VI e método VII, que fazem uso de interpo-
lacdo ciibica inversa sempre que possivel, em vez de interpolagao quadratica
- alteragdo que introduzem aos métodos IV e V, respectivamente.

Meétodo VI

Suponhamos que no intervalo [a,b], f satisfaz as condigdes do teorema da
fungio inversa, isto é, em particular f (x) # 0, para = € [a,b]. Assim,
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sendo y = f (z) podemos escrever
z=f"1@y), =zcla,b],

onde f~! ¢ a fungéo inversa de f. Desta forma, determinar f~1(0) é equi-
valente a encontra o zero z* de f em [a, b].

Para estimar f~!(0) o que faremos é aproximar f~! por um polinémio
de grau trés - interpolagao cibica inversa - e interpolar no ponto y = 0,
obtendo assim uma aproximagdo para z* = f~1(0). Embora possamos usar
o processo de interpolaco inversa mesmo que f’ (xz) = 0 em [a, b], neste caso
a precisdo obtida podera ser muito pobre dado que f~! pode nao existir.

Comegcaremos por descrever um procedimento que implementa esta
técnica de interpolagio.

Considerem-se entao quatro pontos c, d, e e l pertencentes ao intervalo
[a,b]. Mesmo que f néo seja invertivel, se f(c), f(d), f(e) e f(I) forem
distintos podemos sempre construir o polinémio interpolador cibico Pinverso
nos pontos (f(c),c), (f(d),d), (f(e),e) e (f(I),1). Pela férmula de Newton
com diferengas divididas, a expressao deste polinémio serd

p'inverso(y) = c+ f-l [f(c)a f(d)] (y - f(c))
+f7Hf(0), £(d), f()] (y = () ~ £(d)) (1.20)
+f7Hf(e), £(d), fe), FW] (y = F()(y — F(d))(y — f(e))

onde
- d-—c
f 1[f(c): f(d)] = WC—),
£ 1700, 5(@), 0] = LA LU0, 10)
e . e o c e

Assim, poderemos sempre calcular

T = Pinverso (0),

que constituird uma solugio aproximada da equagdo f(z) = 0, embora T
possa néo pertencer a [a,b).

Estamos, portanto, interessados no caso em que f(c), f(d), f(e) e f(I)
sejam distintos e T pertenca a [a, b].

Uma vez que temos o objectivo de determinar o valor do polinémio
Pinverso apenas em y = 0, é mais eficiente utilizar um algoritmo de interpo-
lagdo especificamente indicado para esta tarefa e nao para a determinagao
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explicita da expressao formal do préprio polinémio pinyerso dada por (1.20).
Um exemplo deste tipo de algoritmos é o algoritmo de Neville cuja descri¢ao
pode ser vista no apéndice A.

Apresentamos a seguir o procedimento zero_pinyerso qUe constituiu uma
pequena modificagdo do algoritmo de Neville que permite evitar alguns erros
de arredondamento desnecessdrios no célculo directo de T (veja-se apéndice
A, pags. 103-105).

ZET0-Pinverso (Cv d,e l)

e . SO
Qu=lVm—fy = @y
~ g f B 3 fd) .
Doy = (d - )f( = @) Q22 = (D21 Qu)f(l) @
ceea—tO . gD
Q31 = ( d)f(d)—f(c)’ D3y = ( d)f(d TRy
Q32 = (D31 — Q21)f—(zjf(_C)TC); D3y = (D31 — Q21)?®f'%;
fle) .
Q33 = (D32 — Q22)m 1
T =c+(Q3 + Q32+ @33);
devolver Z.

A ideia bésica do método VI é a de que se fard uso de interpolagéo
inversa sempre que for possivel, aplicando-se o procedimento zero_p;nyerso
em vez de newton._quadrdtico no método IV.

Considere-se entdo que numa dada iteragdo n temos o intervalo [ay, by
de inclusdo de z*. O passo 4.1 do método IV consiste em determinar ¢, da
forma

¢n = newton_quadratico (an,bp,dn,2), (1.21)

isto &, uma aproximagéo para o zero do polinémio interpolador p(a,, 5,,d,)-
Em substitui¢do, sempre que haja possibilidade de o fazer, o primeiro passo
do método VI efectua o célculo de ¢,, da forma

Cn = zero—pinverso(an, bn, d,,_, en)7 (122)

onde e, é mais um ponto que, tal que como d,, pertence ao intervalo
[@n—1,bn—1] mas ndo ao intervalo [a,,b,]. Isto significa que se considera
o polinémio interpolador p{y(a,),f(bn),f(dn),f(en)} ‘MVeTso de f nos pontos

(f (a‘ﬂ) aaﬂ) ) (f (bﬂ) abﬂ)a (f (dﬂ) adﬂ) € (f (eﬂ) aeﬂ) €a a'proxjma@éo
Cn = P{f(an),f(bn).f(dn),f(en)} (0}

obtida com o procedimento zero_pinyerso-
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Os casos em que néo serd possfvel usar ¢, calculado por (1.22), isto &,
quando

- f(an), f(bs), f(dn) e f(en) nao séo todos distintos ou
- Cp ¢ [an, bn] 3

resolvem-se mantendo-se a interpolagdo quadrética com o uso de (1.21). O
mesmo se faz na primeira iteracdo, para n = 1, uma vez que ainda néo se
dispbe de um ponto e; para a interpolagao ctibica inversa.

Os passos seguintes de cada iteragao sdo os mesmos que os passos 4.2 a
4.6 do método IV. No idltimo passo, a escolha do ponto e,; parece natural
fazer-se da forma

se by — 8n < 1 (bn — an)
entdo {[ns1,bn41], dus1} = {[@n,0n], dn};

€ntl1 = dy;
senao {[an+1,bnt1],dny1} = partir_intervalo2 ([an, bn] ,0.5 (bn + Zin)) ;
€nt+l = ‘im

existindo assim, apds a iteracdo n = 1, quatro pontos an+t1,bnt1, dny1 €
en+1 Dara a aplicagao de (1.22) na iteragdo n + 1.

Passamos agora a descrever os pormenores do algoritmo e apresentamos
a figura 1.6 com a respectiva ilustragao grafica para n > 1.

Algoritmo VI (Alefeld-Potra-Yixun, 1995)

[ao, bo] = [a, b] ;
co=ay—f [GO, bO]_l f(aO);

{la1,b1),d1} = partir_intervalo2 ([ag, bo], co) ;

paran=1,2, ... até n = nmaz fazer

6.1 se n =1 ou f(an), f(b,), f(dn) e f (en) ndo sdo todos distintos
entao ¢, = newton_quadratico (an,bn,dn,2);
senao ¢, = ze"'o—pinverso(ambmdmen)§

se ¢, ¢ [an,by] entao ¢, = newton_quadrdtico (an,bn,dn,2);
6.2 {[@n,bs] ,dn} = partir_intervalo2([an,bn], cn);

6.3 se |f(@n)| < |f(bn)| entdo u, = @p;

sSenao u, = byp;
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64 ¢, =u, — 2f [Emzn]_l f(u‘n)

6.5 se [, — up| > 0.5(b, — @n) entdo &, = 0.5 (by + @) ;

bl

senao ¢, = Cn;
6.6 {[Zin,gn] ,En} = partir_intervalo2 ([@n,bn] ,n)
6.7 se by —an < pt (b — an)
entdo {[an+1,bn+1),dnt1} = {[an,’l;n] ,gn} ;

ent1 = dn;

’

sendo{[an+1,bn+1] , dny1} = partir_intervalo2 ([&n,gn] ,0.5 (3,, + Zin>> :

€ntl = dy.

fpara

X=D(£ (a,), £ (ba), £ (d,), £ (e,)) (Y)

Figura 1.6 Método VI
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No caso da funcgéo f ser suficientemente suave em [a,b] e z* € [a,b] ser
um zero simples de f , iremos mostrar que no passo 6.1 a interpolagao cibica
inversa serd sempre realizada pelo algoritmo VI (veja-se sec¢ido 2.4.3, lema
2.4.14). Veremos também que, tal como para todos os métodos apresentados
atrds, a condi¢do no passo 6.7,

b — 8n < (b — an),

é igualmente verificada a partir de uma dada iteragio n (veja-se sec¢ao 2.4.3,
teorema 2.4.15), tendo-se sempre

{[an+17lin+1] yAny1} = {[anagn] ,gn};

€ntl1 = dn.

O método VI néo altera assim o nimero de avaliacdes da fungio f exigidos
por iteragao, comparativamente com o método IV.

Embora ndo haja melhoria quanto & exigéncia no cdlculo de valores da
fungdo f, veremos (pag. 73) que o método VI apresenta um fndice de efi-
ciéncia superior ao método IV.

Método VII

Este 1ltimo método, método VII, obtém-se do método VI de forma com-
pardvel & que permitiu construir o método V comegando com o método IV,
isto &, introduzindo a repeticdo de dois passos - os passos 6.1 e 6.2.

Assim, em cada iteragdo do método VII, dado o intervalo [an, b,] e de-
terminado ¢, como em 6.1 do método VI, realiza-se

€n = dy;

{[5n,gn],gn} = partir_intervalo2 ([ap,br],cn), (1.23)

de forma a poder repetir a interpolagao ciibica inversa nos pontos ( f (@) ,an)
(f (En) ,5,1) , (f (Jn) ,Eivn) e (f(en),€n), coma determinagéo de ¢, por
Ch = ZET 0 Pinverso (anygn) &vn) En) . (124)

Novamente, caso isto ndo seja possivel, usa-se a interpolacdo quadratica
calculando o
¢, = newton_quadratico (511, b, dy, 3) .

Segue-se
{[@n,bn] ,dn} = partir_intervalo2 ([h'n,gn],’c"n) ,

de forma semelhante a 6.2 do método VI. E prossegue-se de maneira inteira-
mente idéntica aos passos 6.3 a 6.7 do método VI.

-
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Embora exigindo mais um valor de f por iteragio, veremos que esta
alteracao, em termos de eficiéncia, produz uma ligeira melhoria em relagao
método VI . De facto, o método VII é o método que revela um fndice de
eficiéncia mais elevado (veja-se pag. 73). Mostraremos também que se trata
de um método 6ptimo dentro de uma certa classe de métodos - métodos que
implementam a repeti¢do dos passos descritos em (1.23) e (1.24) um nimero
arbitrdrio k de vezes (veja-se secco 2.6).

Apresentamos de seguida o algoritmo do método VII.

Algoritmo VII (Alefeld-Potra-Yixun, 1995)

[ao, bO] = [aab];
co=ayg—f [C'IO;bO]—-1 f(ao);

{la1,b1],d1} = partir_intervalo2 ([ag, bo), co) ;

paran = 1,2, ... até n = nmaz fazer
7.1 se n =1 ou f(ay,), f(b,), f(dn) e f(en) ndo sdo todos distintos
entao ¢, = newton_quadratico (an, bn,dn,2);

Senao ¢, = 2ero_Pinverso(Gn,bn,dn, €n);

se ¢, ¢ [an,by) entdo ¢, = newton_quadrdtico (an, by, dn,2);
7.2 en =dp;
{[En,gn],gn} = partir_intervalo2 ([an, bn], cn) ;
7.3 se f(an), f (Zn) , f (Jn)e f (€,) ndo sdo todos distintos
entdo ¢, = newton_quadrdtico (a'n,Zn,Jn, 3) ;

Senao ¢, = 2er0_Dinverso (an,bn,dn,en) ;

):

sec, ¢ [Zin,gn] entao ¢, = newton_quadrdtico (6n, bn,dn,3

7.4 {[Enyzn] ,En} = partir_intervalo2 ([Zin,'l;n],gn) ;

7.5 se |f(@,)| < |f(bn)| entdo u, = n;

senao u, = by;

7.6 Tn = tp — 2f [@n,Bn] " Flun);
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7.7 se |Gn — un| > 0.5(bn, — an) entao ¢, = 0.5 (_bn‘ +En) ;
Senao ¢, = Gy;
7.8 {[&n,gn] ,En} = partir_intervalo2 ([@n,by) ;) ;
7.9 se by — Gy < (bn, — an)
entao {[an+17bn+1] ,dn+1} = {[an,/l;n] 7311} ;

Entl1 = dn;
sendo {[an+1,bn+1] , dnt1} = partirintervalo2 ([&n,gn] ,0.5 (Bn + En));
€n+1 = a\n-

fpara

Uma interpretagao geométrica do método VII & ilustrada na figura 1.7.

£(an)

£(ba)

£(dn)
f(en)

X=P(f (au) £ (bo) £ (dy) o £ (en)) (V)

Figura 1.7 Método VII
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1.2.2 Implementagao do critério de paragem

Tal como é usado em Brent [7], o critério de paragem escolhido combi-
na uma tolerancia para o erro relativo (4¢) e uma tolerancia para o erro
absoluto (2tol) . Em cada chamada a partir_intervalol (ou partir_intervalo2)

considera-se o valor _
6 =6(a,b) = 2 [u| + tol,

onde u € {a,b} & tal que |f(u)| = min {|f(@)|,|f(®)|} (melhor aproximagéo
para z*), € é a precisdo relativa da maquina ('~ ou %ﬂl_t para uma
aritmética de virgula flutuante na base § com t digitos, de corte ou de
arredondamento, respectivamente) e tol é um parametro ndo negativo que
constitui a tolerancia absoluta desejada. Termina-se com o intervalo [E,ﬂ

quando ~ _
b—a<26 (a, b) . (1.25)

Esta escolha de § previne contra as consequéncias de exigir valores irrealistas
para a tolerancia tol face a precisao da mdquina usada. Em particular pode-
remos fazer tol = O para forgar a determinagio do mais pequeno intervalo
de inclusao possivel.

O valor 2¢ pode ser aumentado se se pretender aceitar um erro relativo
mais elevado, mas nfo se deve tornar inferior dada a influéncia dos erros de
arredondamento.

De acordo com este critério de paragem, na implementacao do procedi-
mento partir_intervalol (ou partir_intervalo2) é natural introduzir algu-
mas modificagbes. A sugestao apresentada pelos autores dos algoritmos é a
seguinte:

partir_intervalol ([a,b], c) (ou partir_intervalo2 ([a,b], c))
a=MA(a,b);
se b—a < 4a entao ¢ = “—‘2"—”;
senao
se c < a+ 2a entao ¢ =a + 2¢;
senao
se ¢ > b—2a entao c = b — 2¢;

se f(c) = 0 entdo escrever c e parar;
se f(a)f(c) <0 entdo @ =a, b=c,(d=b);

sendo @ =c, b =b,(d = a);
seb—a <26 (E,I_)) entao escrever [E,a e parar;
devolver [a,b].

Neste procedimento A é um pardmetro que deve ser escolhido de forma
a satisfazer 0 < A < 1. Nas suas experiéncias os autores referidos utilizam
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A = 0.7. Assim, facilmente se compreende esta modificagio:

- no caso em que b—a < 4\é (a,b) < 46 (a,b), ao considerarmos ¢ = %”
fica praticamente garantido que de seguida o critério de paragem se satisfaz,
quer seja para o intervalo [E,E] = [c,b] ou para [&,5] = [a,(];

- quando acontece ¢ — a < 2A6(a,b) < 26(a,b), ao alterarmos c para
¢ = a+ 2)\6(a,b) continuamos a garantir a precisdo desejada no caso de
x* € [a,c] = [E,FJ ;

- 0 caso em que ¢ > b— 2)\§ (a,b) é semelhante ao anterior, agora para o
subintervalo [c, b] .

Quando se estd j& perto de verificar o critério de paragem (1.25), esta
alteragao dos procedimentos partir_intervalol e partir_intervalo2 permite
assim que nao sejam realizadas iteragoes desnecessérias.

1.2.3 Efeito dos erros de arredondamento

Quando um método iterativo para a resolugdo da equagdo f(z) = 0 con-
verge, a Unica limitacao inerente para a precisdo da aproximagéo a rafz =*
& o nimero de digitos usados na computagao, isto é, a presenca de erros de
arredondamento.

Apés um nimero k de iteragdes, quando o critério de paragem (1.25) se
verifica, os algoritmos apresentados terminambcom um intervalo [a, by] de
ar + 0

inclusao de =*. Podemos considerar = =
com erro

uma aproximacgao para *

|.'L‘* — ."L‘\I <é (ak,bk) .

No entanto, se tivermos em conta os erros de arredondamento, este limite
para |z* — T| deve ser ligeiramente aumentado.

Suponhamos que num sistema de numeragédo de virgula flutuante, para
os nimeros T e y, as operagdes aritméticas satisfazem

fllzxy)=zy(1l+¢e) (1.26)

e
fllz+y) =x(l +e2) £ y(1 +e3), (1.27)
onde fl(x) representa a aproximagio para x no sistema considerado, sendo
leil < e, ¢ = 1,2,3 com ¢ = unidade de erro de arredondamento ou

de corte (precisdo relativa do sistema), (veja-se por exemplo Wilkinson [30]).
Os algoritmos calculam aproximagoes

m = fl(b—7a)

26 (a,) = fl (4 |u| + 2tol),
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terminando apenas quando
i < 26 (a,b) (1.28)

(a menos que se tenha encontrado o zero z* ao fim de um nimero finito de
iteragbes, caso em que T = *).
Assumir(1.26) e (1.27) permite-nos obter

m = b(l+e)—a(l+er), le|<e i=1,2
(b —a) — (aeq — bey)

(b —3) — [aez — bey|

(b —2a) — (ae2 + [bea])

(b—a) —e([al+|p]) .-

v v IV

Como 0 < 1—¢€ <1, podemos também escrever
7> (6 -a) —e (1 + [f]) (L -<).
De forma andloga, obtém-se

25 (3,0) = fl(4eul(1+e3)(1+ea) +2tol (1+e5)),
= delu|(1+e3)(1+e€4) (1+€6) +2tol (1 +¢5) (1+¢€7),

com |g;| <¢€, i =3,4,5,6,7, donde
26 (a,B) < (4¢ |u| + 2tol) (1 +¢)3.
Assim, estes dois ultimos resultados e (1.28) implicam que
((b—1a) —e(fal + |p])) (1 — &) < (4 Jul + 2tol) (1 +e¢)?,
donde

(b-a) < (l—i(-:) (4¢ |u| + 2tol) (1 +€)* + ¢ (| + |E|)‘.

a+b L
Escolhendo 7 = 5 como aproximagao para z*, vem
|lz* — Z| < E (b—7)
2
e, portanto,
|z* —Z| <

(_1%?) (2€ |ul + tol) (1 +€)° + % (al + [2]) -
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Uma vez que < 1+ 5¢ para 0 < £ <0.1, podemos escrever

(1 +s)3
1

|z* — &| < (2 Ju] + tol) + % (1l +[3)) ,

desprezando os termos de ordem etol e €2 [u| . Ao considerarmos |Z| ~ |@| ~
|b|, poderemos escrever

lz* — &| ~ 3¢ [5] + tol. (1.29)

E claro que um limite mais rigoroso para o erro |z* — Z| deveria também
incluir o efeito da propagacgao dos erros de arredondamento noutros célculos,
nomeadamente no célculo da fungao f. Sendo assim, admitindo que os algo-
ritmos descritos sdo implementados de maneira a nao tornar significativa a
acumulagdo de erros de arredondamento, o limite em (1.29) apenas garante
que se encontrou um zero T da fungdo computdvel f com uma precisdo
estimada em 3¢ |Z| + tol.



Capitulo 2

Convergéncia dos métodos 1
a VII

2.1 Introducao

Embora haja vdrios métodos de inclusdao para resolver a equagao

f(z)=0, (2.1)
onde f é uma funcdo contfnua num dado intervalo [a,b] e com um zero
simples z* em [a,b] = [ag, bp), na major parte destes métodos a sucessdo

{(bn — an)}seq das amplitudes dos sucessivos intervalos de inclusdo [ay, by]
(n=0,1,...) nio apresenta propriedades de convergéncia atractivas. E o
caso do metodo de Dekker em que as amplitudes b, — a, podem permanecer
majores do que uma certa quantidade positiva relativamente grande ate a
tltima, iteragdo (veja-se um exemplo em [7, pag. 49]).

Além disso, com o método de Dekker, assim como com outros, tais como
o método de Brent, o método da falsa posicio ou o método de Illinois!,
apenas foi estudada a ordem de convergenc1a da sucessdo {|zn —z*|}re,,
onde z, representa a aproximagdo para z* obtida na iteracdo n, e nédo a
ordem de convergéncia da sucessdo {(bn ie-

Contudo, determinar a ordem de convergéncia da sucesséo {(bn — an)}reg
é muito importante uma vez que na implementagdo da maioria dos algo—
ritmos de resolugao de equagées nao lineares o critério de paragem é definido
em termos da amplitude b, — a, do intervalo de incluséo [a,, by] .

Neste capftulo iremos estudar as propriedades de convergéncia da sucesséo
{(bn — an)}ory gerada pelos métodos I a VII, métodos descritos no capftu-
lo anterior. Foi ja anteriormente observado que para todos estes métodos

!1Um estudo detalhado sobre as propriedades de convergéncia do método da falsa
posigdo e de algumas variantes deste, como por exempo o método de Illinois, pode ser
visto em [23, pags. 338-344].

34
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acontece sempre
lim (b, —a,) =0.
n—oo

Comegaremos por apresentar os conceitos de Q-ordem e de R-ordem de
convergéncia de uma sucessao, adoptando defini¢oes andlogas as usadas em
Potra [15]. Extrafdos de [24], seguir-se-do0 resultados importantes para o
estudo da R-ordem de convergéncia nos métodos III a VII.

Alefeld e Potra [1] mostram que a sucesséo {(bn — an)}, ., converge para
zero pelo menos Q-quadraticamente, no método I, com Q-ordem de con-
vergéncia pelo menos 4, no método II, e com R-ordem de convergéncia pelo
menos igual a 0.5 (3 + \/ﬁ) = 3.3027.. ., no método III.

Para os métodos IV e V, Alefeld, Potra e Yixun Shi [2] provam que
{(bn, — an)}neq converge para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos
igual a 1 + V2 = 24142..., no método IV, e pelo menos igual a
2+ /5 =4.2360..., no método V.

Por ltimo, em relagdo aos métodos VI e VII, prova-se em Alefeld, Potra
e Yixun Shi [3], que a sucessdo {(b, —an)},., converge para zero com
R-ordem de convergéncia pelo menos igual a 1++/3 = 2.7320... ., no método
VI, e pelo menos igual a 2 + /7 = 4.6457..., no método VII.

Num método iterativo, além do estudo da rapidez de convergéncia para
a solugdo, é fundamental considerar também o esforco de célculo envolvi-
do em cada iteragdo. Veremos que faz sentido definir indice de eficiéncia
computacional de um método iterativo por

IndE fic = &/, (2.2)

onde q é a Q-ordem ou R-ordem de convergéncia do método e p é o nimero de
avaliacoes da fungdo f (ou das suas derivadas) necessério assimptoticamente
em cada iteragao. |
Usando a defini¢do em (2.2), os correspondentes fndices de eficiéncia dos
métodos I a VII serdo respectivamente: /2 = 1.4142..., /4 = 1.5874...,

3/0.5 (3 +v13) =1.4892...,V1+ 2 =1.5537..., V/2 + 5 = 1.6180. ...,
1+v3=16528...e v/2++/7=1.6685.... |

Por 1ltimo mostraremos que os fndices de eficiéncia dos métodos V e VII
sdo 6ptimos dentro de uma certa classe de métodos.

2.2 Conceitos basicos

Um conceito fundamental que permite caracterizar a rapidez de convergéncia
de um método iterativo é a sua ordem de convergéncia.

Existem vérias nogdes de ordem de convergéncia de um método e nem
sempre siao equivalentes. Apresentaremos de seguida as defini¢cbes de
Q-ordem e de R-ordem de convergéncia que adoptamos e que serdo as uti-
lizadas no estudo sobre a convergéncia dos métodos I a VII.
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Considere-se um espago métrico (X,d) com X C IR. Dizemos que uma
sucessdo {zn},.y de pontos de X converge para um ponto ¢ € X se

lim d(z,,{) = 0.

As propriedades de convergéncia da sucesséo {zn}ar irdo depender da dis-
tancia d em X. Mas para uma dada distancia d, a rapidez de convergéncia
da sucessdo {zn}.o, para ¢ é caracterizada pela rapidez de convergéncia
para zero da sucessio de nimeros nio negativos d(zy, ¢).

Nas definigdes que se seguem consideraremos sucessoes {e,, },- o de nime-
ros nao negativos convergindo para zero e que tém ordens de convergéncia
maiores ou iguais a um.

A mais importante medida para caracterizar a rapidez de convergén-
cia de sucessées obtidas através de um processo iterativo é a Q-ordem de
convergéncia.

Definigdo 2.2.1 Diz-se que a sucessio {e,},—, converge com Q-ordem pelo
menos T > 1 se existir uma constante positiva b tal que

€n+1Sb€;r“ n=0,1,....
Se 7 =1 deve ter-se b < 1.

A nocgao de R-ordem de convergéncia representa também uma nogao
alternativa importante para medir a rapidez de convergéncia de um método
iterativo.

Definigdo 2.2.2 Diz-se que a sucessio {en}pq converge com R-ordem pelo
menos T > 1 se existirem constantes b> 0 e 6 € (0,1) tais que

en<bOT,  n=0,1,....

E imediato notar que para 7 = 1 esta defini¢do nio revelaria interesse.

Facilmente se observa que a R-ordem de convergéncia constitui um con-
ceito menos preciso que a Q-ordem de convergéncia.

Consideremos, por exemplo, que para um dado método iterativo de
resolugéo de (2.1) se obtém a sucessdo {en}rry = d(Zn,2*), onde z* repre-
senta a solucdo exacta da equagdo. Suponhamos que {e,};,-, converge para
zero com Q-ordem pelo menos 7, sendo a distancia d(x,,z*) definida por

d(zp,z*) = |z, — x*|.

Poderemos assim avaliar quanto ao ganho, em termos de preciséo, para a

aproximagao r,41 =~ x* relativamente i aproximacao anterior x, =~ z*.
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Pela definicdo, podemos afirmar que o erro absoluto ept1 = |Tpt1 — z*| é
aproximadamente igual a be], = b|z, — z*|" . Isto equivale a dizer que

. En+1
lim =2t ~p

n—00 5;

)

ou, de forma assimptética,
Ent1 ™~ bE,‘,rl.

Assim, cada iteragdo aproximadamente eleva a T o erro absoluto €,, 0 que
implica que o nimero de digitos correctos que se garantem para Z,4i €
aproximadamente multiplicado por 7 em cada iteracao. Se 7 = 1, a redugao
do erro e,41 € linear e tanto maior quanto menor for a constante b.

Com informacgao apenas sobre a R-ordem de convergéncia do método nao
se pode tirar o mesmo tipo de conclusdes. Se a R-ordem de convergéncia
da sucessdo {en}oe, € pelo menos 7, significa que {en}oe, é comparada
Com uma sucessio que converge para zero com Q;oréioem pelo menos 7. De
facto, notando que ™ = (§"" )", a sucessao {6” }n=0 converge para zero
com Q-ordem pelo menos 7, e a nogao de R-ordem de convergéncia apenas
garante que na iteragio n o erro absoluto €, & ndo superior a b§”" . Assim,
nao é possivel avaliar de forma tao rigorosa o decrescimento do erro em cada
iteragao.

No entanto, podemos dizer que para ambos os conceitos quanto maior
T, mais rdpida a convergéncia.

A seguir serao apresentados resultados relativos & R-ordem de convergén-
cia de sucessées relacionadas entre si através de um determinado sistema de
desigualdades.

2.3 R-Ordem de convergéncia de sucessoes rela-
cionadas entre si

Consideremos que para um dado método iterativo um elemento z* & apro-
ximado por um conjunto de s sucessées

{zn1}, {@nz2},---,{zns}-

Suponhamos que um sistema de desigualdades da forma
]

[@n+1i — 2% < @i [[len; — =
j=1

* My .
|4 i=1,...,s,

onde m;; > 0 se verifica para as s sucessoes referidas.

Nesta sec¢do vamos mostrar que sob certas condigoes a R-ordem de con-
vergéncia das sucessdes {Zn,1}, {Zn2},...,{Zn,s} € pelo menos igual ao raio
espectral p(M) da matriz M = (my;), (¢,j =1,...,s). Recorde-se que

p(M) = max {JA| : A é valor préprio da matriz M} .
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Apresentaremos também resultados relativos & R-ordem de convergéncia
derivados das desigualdades

S
|Tnt1 — 2% < H Iwn—j - w*lmj ’
3=0

que surgem como caso particular para o conjunto das s + 1 sucessoes

{.’L‘n} ) {wn—l} IR {wn—S} .

No que se segue iremos considerar as sucessdes {e, ;} definidas por

Eni=|Tni—2"|, i=1,...,s,

cuja rapidez de convergéncia para zero caracteriza a rapidez de convergéncia
para z* das sucessdes {zn;} (i=1,...,s).

Teorema 2.3.1 (Schmidt [24]) Sejam {en 1}, {en2},...,{ens} sucessées
que convergem para zero satisfazendo o sistema de desigualdades

S
0<ent1i <o [[ends  i=1L...,s e n>n, (2.3)
j=1
onde a; >0 emy; >0 parai,j=1,...,s.
Assuma-se que a matriz M = (my;) tem um valor préprio T > 1 com um
vector prépriou > 0, isto é, ug > 0,u2 > 0,...,us; > 0 parau = (uy,... ,us)T.

Entdo ezistem constantes 8 € (0,1) e y; > 0,779 > 0,...,7, > 0 e eziste
n1 > ng lais que

€ni <7047 param >ny>mngei=12,...,s. (2;4)

Antes de prosseguirmos com a demonstragao deste teorema é importante
ter em consideragdo as seguintes notas.

Nota 2.3.1 Pela defini¢do 2.2.2 de R-ordem de convergéncia, (2.4) assegu-
ra que as sucessoes {en 1}, {enz2},--.,{ens} convergem com R-ordem pelo
menos 7. De facto, como 6 € (0,1) eu; > 0, tem-se 0 < 0; = 0% < 1

(i=1,2,...,8) e escolhendo b; > max ’yi,%; n=0,1,...,n1—1} vem
g;

€ni <biol paran=0,1,... e i=12,...,s.

Nota 2.3.2 Sendo M wuma matriz ndo negativa, isto é m;; > 0
(i,7=1,2,...,8), o raio espectral p(M) é um valor préprio de M (veja-se
apéndice B, teorema B.1.1). Se p(M) > 1 e se u > 0, para um correspon-
dente vector prdprio u, entdo este teorema pode ser aplicado.
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Nota 2.3.3 Nas condi¢des indicadas, isto é, sendo M uma matriz ndo ne-
gativa e u > 0,

Mu = Tu, u> 0 implica que T = p(M),

(veja-se apéndice B, coroldrio B.1.3) o que significa que as sucessées {en1},
{enz2},...,{ens} tém R-ordem de convergéncia pelo menos igual ao raio
espectral da matriz M.

Usaremos indugdo para demonstrar este teorema.

Demonstragdo. Uma vez que as sucessdes {en1}, {en2},.--,{ens} con-
vergem para zero, se, por exemplo, fixarmos v; > 0 (¢ = 1,2,...,s) é sempre
possfvel encontrar ny; > ng e 6 € (0,1) tais que

u; T :
Enyi S0, i=1,...,8.

Considere-se, entdo, v, > 0 (i = 1,2,...,s) fixo e seja 0 < § < ;. Dado que
as sucessoes {€n 1}, {€n,2},---,{€ns} convergem para zero, existe ny > ng
tal que

Eni <Y —6, 1=12,...,s.

Ora, sabendo que quando # — 1 temos v;8%™ ' — ~,, podemos escolher
6 € (0,1) para o qual acontece 7,057 > v,— § e teremos

7
Enyi X =6 S0,

como se pretendia.
Suponhamos agora que (2.4) se verifica para n > ny > ny, isto &,

En,i _<_ 71‘9“‘.7-", 1= 1727 .8 €. mn Z n1. (25)

Entéo, de (2.3) e da hipétese de indugéo (2.5) vem

8
mes
Entli S o4 H Enj
j=1

8

o [ (v;6%7")™

i=1

s
_ Mij omgju; T™
= o I I'Yj grists
j=1

IA

s
™ E miju;

s

mg; :

= oy H’YJ vl18 i=t
i=1

Dado que 7 é um valor préprio de M, Mu = Tu equivale a

8
E Miju; = TUs;, 1=1,...,8.
j=1
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Segue-se
2 +1
Entli < o H ,y;_nij 9114‘,1’1;
j=1
S ,yigu,-T"+1,
se 1 > 0,79 > 0,...,v, > 0 satisfizerem
S
a; H'y;-"” <%, i=1,...,8. (2.6)
j=1
De facto, existem solugdes de (2.6), por exemplo, da forma
v = %A i=1,...,s,
escolhendo A < 0 de acordo com
A< min —B%
i=l,..,s (T — 1)y
Com efeito, como 7 — 1> 0 e u; > 0, tem-se
AMr =1y < ~-lna;,
ou, de forma equivalente,
Ina; +uw;TA < wA.
Donde
elnai+ui‘r/\ S eui/\
o aieui‘r,\ < e'u.,-,\
Zs: MU A
& el < eui,\
& o ﬁ emijujz\ < eui,\
Jj=1
8
& H (euj,\)mij < i
Jj=1
Atendendo a que v; = €%* (i = 1,...,s) temos precisamente o resultado

pretendido em (2.6) .
Fica assim completa a demonstragdo do teorema. O
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Coroldrio 2.3.2 (Schmidt [24]) Seja {e.} uma sucessdo convergente para
zero e que satisfaz

8
0<éep1 <a Henij, n > ng, (2.7)
=0
coma>0,mg>0,.... mg>0empg+mi+---+myg> 1.
Entdo a R-ordem de convergéncia da sucessio {en} € pelo menos igual a
T > 1, onde T é a Unica solugdo positiva da equagdo

A = mod® +ma X 4 m A 4 m. (2.8)
Demonstragao. A condigdo em (2.7) é equivalente a escrever
s+1
0_<_5n+1,'isa'i]:[5:;'j, i=1,...,s+1,
j=1
denotando
€n,1 =€n, €n2 =&En—1,---, En,s+1 = En—s,
e fazendo
a; = o,
my; = mj—1, Jj=1,...,8+1,
a = 1, 1=2,...,84+1,

e = lsei=j+1
E Osei#j+1 °

De facto, ficamos com o sistema de desigualdades

i=2,...,s+1; j=1,...,s+ 1.

s s+1
— Y- m;
0 < ent11=¢6n1 < ]___[En_j =0 ]___[En,j
s+1
my;
0 < €nt1,2 = E€n <eéen= €n,1l = 02 Hen’jj
Jj=1
s+1
Mat1,j
0 < Entl,s+1 = Entl—s S Entl—s = Enys = Qg1 Hen‘;’ ’
Jj=1

Com esta apresentagdo estamos em condi¢Ges de poder aplicar o teorema
2.3.1, desde que a matriz M = (my;), (i,j =1,...,s+ 1) dada por

mg My -0 Mg My
1 0 - 0 0

M=l0 1 -0 o0
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tenha um valor préprio 7 > 1 ao qual esteja associado um vector préprio
u > 0. Vamos ver que isto acontece.
E conhecido que os valores préprios A de M sao as solugdes da equacgao

X = med® +m A - m_ A+ .

Designando p(\) = A oA —ma A = —m_1 A —my, se usarmos a
Regra dos Sinais de Descartes verificamos que p tem um tnico zero positivo.
Seja T esse zero. Como

p(l)=1—(mp+my+--+me-1+ms) <0

,\BToop(A) =t
T pertence a (1,+00) e é a tnica solugdo positiva da equagdo em (2.8).

Dado M = (m;;) ser uma matriz ndo negativa, p(M) é um valor préprio
de M ao qual estd associado um vector préprio néo negativo (veja-se apéndice
B, teorema B.1.1). Assim, como 7 é o Unico valor préprio positivo de M,
vem que p(M)=7> 1.

E também fécil verificar que todo o vector préprio u > 0 correspon-
dente a 7 satisfaz u > 0, isto &, u3 > O,us > 0,...,usy; > 0 para
u= (ul,ug,...,us.l_l)T. Se suposermos que u tem uma componente u;,
i € {1,...,s+ 1}, nula chegamos a uma contradigéo. De facto, de Mu = Tu

vem )
mot1 +mMiug + ... +Mgllgy] = TU]

U1 = TUuy

4 Uj—1 = TU;

Ui = TU41
L\ Us = TUs4l.
Sendo u; = 0, vem u;—; =0, ..., u; = 0 e dado que 7 # 0 temos também
u;41 = 0 0 que implica que uj42 =0, ..., us11 =0, isto &, u = (0,0,... ,O)T,

o que contradiz a defini¢do de vector préprio.

Assim, estdo satisfeitas as condigbes para podermos aplicar o teorema
2.3.1. Em particular, para a sucessdo {en1} = {en} teremos que existem
constantes 6 € (0,1) e y; > 0 tais que

6-,1Sb10"fn paran=0,1,...,

€ .
com o0; = 8" e by > max fyl,;f—,,; n=0,1,...,n1—1}. Ou seja, a

sucessdo {e, } converge para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos
igualaT>1.0
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2.4 Propriedades de convergéncia dos métodos I a
VII

Considere-se uma fungdo real f contfnua num intervalo [a,b] e assuma-se
que f(a) f (b) <O.

Recordemos os métodos I a VII apresentados no capftulo 1. Iremos
mostrar que estes métodos, comecando com o intervalo inicial
[a0, bo] = [a,b] , produzem uma sucessdo de intervalos {[an,bs]},~, tal que

[an+1,bn41] C [an,ba] € f(an+1) f (bnt1) <O.

Assim, a sucessdo das amplitudes dos intervalos [a,, by],

oo
{(bn - an)}n:O y
convergiré para zero, o que significa que as sucessdes {@n},—o € {bn}n—g
convergirao para z*, sendo * um zero de f em [a,b]. E teremos também

lim |z* —=Z,| < lim (bp —a,) =0,

para qualquer aproximacao Z, € [an, by] -

O teorema que de seguida apresentamos evidencia estas propriedades
bésicas de convergéncia dos métodos I a VII e retine resultados apresentados
em Alefeld e Potra [1] e Alefeld, Potra e Yixun Shi [2] e [3].

Teorema 2.4.1 Seja f uma fungdo real de varidvel real continua no
intervalo [a,b] e que satisfaz f (a) f (b) < 0. Considere-se qualquer um dos
algoritmos I, 11, 111, IV, V, VI ou VII.

Entdo, ou um zero de f é encontrado ao fim de um nimero finito de iteragées
ou a sucessdo de intervalos {(an,bp)}ne o produzida satisfaz

T* € [an+1,bn41] C [an,bn] C ... C [ag, bo] = [a, ] (2.9)
e ‘
JLI&(bn —an) =0, (2.10)

em que £* é um zero de f em [a,b].

A demonstragio deste teorema é imediata e serdo omitidos os pormenores.

Demonstragao. Cada iteragao dos algoritmos I a VII inicia-se com um in-
tervalo [an,bs] (n =0,1,...) tal que f(as) f (bn) <0, 0 que garante a exis-
téncia de pelo menos um zero z* de f em [an, by]. Os passos realizados numa
iteracdo caracterizam-se pelo célculo de determinados pontos que pertencem
sempre ao intervalo [a,, bs] €, com estes pontos, por algumas chamadas ao
procedimento partir_intervalol (veja-se pag. 4). Produzem-se assim inter-
valos de inclusdo intermédios de z* que estdo sempre contidos em [an, bn],
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obtendo-se por fim o intervalo [ap+1,bn+1] que satisfaz f (an+1) f (bns1) <O
e com o qual se inicia a iteragdo seguinte.

Analisaremos com algum detalhe apenas o exemplo do algoritmo II
(veja-se pag. 11). Para este algoritmo temos

Cn S [an7bn]7

dado que ¢ =0n — f [anabn]_l f(an) e f(an) f (bn) <O.
Com (@, by = partir_intervalol ([an, by] , cn) vird

[@n,bn) C [an, b

e f(@n)f (l_)n) < 0, por construgao do procedimento partir_intervalol.
Segue-se o célculo do wnico zero €, do polinémio p, , . existente no

intervalo [En,l_)n] (veja~se pag. 10), tendo-se, portanto,
Cn € [@n, b
e, apés partir intervalol ([a,,,B,,] ,En) , obtém-se
[@n, Bn] C [@n,Bal,
sendo f (@) f (En) < 0.

~1-1
Pelo apresentado na pag. 5, teremos que ¢, = u, — 2f [’dn, bn] f(un),

com U, = G, se |f(a,)] < |f(3n) ou U, = by, se |f(@n)| > If@") , & tal que

@ € [@n, bn),

podendo acontecer ¢, = @, ou ¢, = 3,, Fazendo ¢, = ¢, ouc, = 0.5 (Zin +3n) ,
teremos também R
Cn € [n, by,

e com [Ein, bn] = partir_intervalol ([a,,,@,,] ,En) acontece
[an,gn] _C_ [an)/l;‘n]7

com f (an) f (En) <0.

Finalmente, poderemos terminar com [a@n41,bnt+1] = [En,bn] ou

[@n+1,bnt1] = partir_intervalol ([Ein,gn] ,0.5 (En + En)) , pelo que

[@n+1,bnt1] C [5n,3n] e  f(an+1) f (bny1) <O.

Assim, em cada iteragdo do método II é sempre verdade que
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zr € [an+1, bn+1] c [an,gn] c [anagn] C [Enazn] C [an,bn], n= 0,1,. cee

Para os restantes métodos o estudo é inteiramente anédlogo, obtendo-se
sempre o resultado

[@n+1,0n41] C [an,bn] com  f(ant1) f (bns1) <O.

Destas observagdes segue-se (2.9) .

Notemos também que a sucessdo de intervalos {[an,bs]}, >, produzida
pelos algoritmos I a VII satisfaz, pelo menos,
bnt+1 — @nt1 < pq (bp — an) paran >0, (2.11)

onde y; = max {y,0.5} (veja-se o primeiro passo de uma iteragéo no algo-
ritmo III e o dltimo passo nos restantes algoritmos). Teremos assim que

bn_anS/jll(b—'a'), n=0,1,...
e, sendo 0 < p < 1, decorre imediatamente que

lim (b, — an) =0,

n—oo
isto é, (2.10) é sempre vélido. O

Por (2.11) est4 garantido que a sucesséo {(b, — an)} o, converge para
zero com Q-ordem pelo menos igual a 1 (convergéncia linear). Impostas
certas condi¢oes de suavidade & fungdo f, consideradas comuns, obtém-se
melhores resultados.

2.4.1 Métodos I, II e TII

Os teoremas que se seguem referem-se as propriedades de convergéncia dos
algoritmos I, II e III. Iremos mostrar que a sucess&o {(bn — an)}re, converge
para zero com Q-ordem de convergéncia pelo menos 2 e 4,respectivamente
para os algoritmos I e II, enquanto que para o algoritmo III apresenta
R-ordem de convergéncia pelo menos igual a 0.5 (3 + \/ﬁ) .

De acordo com o que j4 foi anteriormente exposto (veja-se pag. 6)
podemos estabelecer o seguinte lema.

Lema 2.4.2 (Alefeld e Potra [1]) Seja f uma fungdo continuamente dife-
rencidvel em [a,b] tal que f (a) f (b) <0 e seja =* um zero simples de f em
[@,b] . Suponha-se que o algoritmo I (ou o algoritmo II ou o III) ndo termina
ao fim de um nimero finito de iteragédes.

Entdo existe um inteiro positivo n; tal que u, e ¢, definidos nos passos 1.3
e 1.4 do algoritmo I (ou u, e G, definidos nos passos 2.5 e 2.6 do algoritmo
II ou em 3.5 e 3.6 do algoritmo III) satisfazem

f(@)f(un) <0 (ou  f(&)f(un) <0) para n2n;.
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O préximo teorema estabelece a Q-ordem de convergéncia para o
algoritmo I (veja-se pag. 8).

Teorema 2.4.3 (Alefeld e Potra [1]) Suponhamos que f é uma fungdo
duas vezes continuamente diferencidvel em [a,b] com f (a) f (b) < 0 e seja
x* um zero simples de f nesse intervalo. Assuma-se que o algoritmo I nao
termina ao fim de um nimero finito de iteragdes.

Entdo a sucessdo das amplitudes {(bn — an)},.., converge para zero pelo
menos Q-quadraticamente, isto é, existe uma constante v > 0 tal que

2
bn+1"an+1_<_'7(bn_an) y n=0,1,....
Além disso, existe um inteiro positivo ny tal que para n > n, se tem
Ant1 = a, e bnt1 = bn.

Antes de prosseguirmos com a demonstragao deste teorema, recordemos
que f [zg,z1], diferenca dividida de primeira ordem de f relativa aos argu-
mentos xg e z1, é definida por

f(z1) — f(=zo)
Tg,r1) = ————=,
f [z, z1] 1 — 7o
Diferencgas divididas de ordem superior de f definem-se recursivamente. A
diferenca dividida de ordem n relativa aos argumentos distintos zg,z1, ...,

z, é representada por f[zg,Z1,...,2Z] e definida pela férmula
Floo,s,. . ma) = LBV sZl 2 B0 csat] g 4
In — o

Prova-se que as diferengas divididas de ordem n ndo dependem da ordem
pela qual os argumentos séo referidos em (2.12) , isto é, sdo fung¢des simétri-
cas dos seus argumentos. Prova-se também que se f tem derivadas continuas
até & ordem n em [a,b] entéo

(n)
f ["1"07"1"17' .- 7"1"11] = 'Ji—h—!'(_g_), (213)

onde £ € (min {zg,z1,...,Zn},max {Zg,Z1,...,Zn}).
Passamos agora a demonstrar o teorema apresentado.

Demonstragao. Recordando que no passo 1.1 do algoritmo I se tem
en = Gp — fanba] ! f(a,), vem

(C‘n - an) f [an, bn] = _f(an)~
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Assim,

flea) = flcn) = f(@an) = Flan,bn] (cn — an)
= (flan,cn] = flan,bs]) (cn — an)
= (flan,cn] = f[bn,an]) (cn — ayn)
= f[bn,an,cn)(ca —bn) (crn —an).

Por (2.13),  [bu, an,c] = L (5)

e, designando

com { € (min {b,,ap,cn},max {bp,an,c})

L

T2 = 2 mE[a b]

(:1:)‘ (2.14)

segue-se que
|f(cn)l < valen — bl len — anl.

Como ¢, € [an,bys) e

[z = an) @ = bo)| = 7 (b — )’ (2.15)
vem 1
|flen)] < 772 (b —an)*. (2.16)

Uma vez que

Jdim = i b=t o £ 40

existe um ndmero inteiro positivo n; tal que

max | f [w,y]'1’ <7, n2m, (2.17)
z,y€[an,bn)

com y; > , pois acontece hm flz, y] ! =

1

7 * $* .
&) e 7
Se n; for suficientemente grande, de acordo com o lema 2.4. 2 podemos
assumir que

f(@n)f(un) <0, n2mny,

o que significa que o zero z* est4 entre ¢, e uy,.
Entao, dos passos 1.4 a 1.6 do algoritmo I e do facto que u,, T, € [En, bn] ,
deduz-se que

o~

bp —Gn < [Ch —upn|, n>n;g. (2.18)

Por outro lado, ¢, € {a-,,,z,,} implica que

|f(ca)l = | f(un)| (2.19)

(vejam-se passos 1.2 e 1.3).
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Desta forma, de (2.18), do passo 1.4 do algoritmo I, de (2.19), de (2.16)
e (2.17) segue-se que

bn —@n, < |-c-'n. - unl = ’2f [anal—)n]—l f(un)
< 2|f[@, 5] [ If ()
< 3(bn—an)?, n>mny, (2.20)

_1
com ¥z = 57172-
Se n; for suficientemente grande também acontece

Zn"an<,u'(bn_an), n 2> ni,
(veja~se passo 1.7), o que deriva imediatamente de (2.20) e do facto que
Y3 (bn —an) < p, n2mny,

uma vez que liT (bp — an) = 0. Isto prova que para n > n; se tem
n—-+1+00

Gny1=0pn € byyg =3n. (2.21)

Tomando

(biy1 — Giy1) . }
> max y——— 1 =0,1,...,m —1
7= {’73 (b; — a;)* '

e usando (2.20) e (2.21) teremos
bn+1 — @ny1 53,, —@n < v (by —an)2, v>0 e n=0,1,...,

o que significa que no algoritmo I a sucessio {(b, — an)},, converge para
zero com @J-ordem de convergéncia pelo menos 2 ou, por outras palavras,
converge pelo menos Q-quadraticamente para zero. O

O teorema seguinte refere-se & Q-ordem de convergéncia do
algoritmo II (veja-se pag. 11). -

Teorema 2.4.4 (Alefeld e Potra [1]) Considere-se uma fungdo f trés
vezes continuamente diferencidvel em [a,b] com f(a) f(b) < O e seja z*
um zero simples de f nesse intervalo. Assuma-se que o algoritmo II nao
termina ao fim de um ndmero finito de iteragdes.

Entdo a sucessGo das amplitudes {(bp, — an)},, converge para zero com
Q-ordem de convergéncia pelo menos 4, isto é, existe uma constante ¥ > 0
tal que

bn+1_an+1S7(bn—an)4a n=0,1,....

Além disso, existe um inteiro positivo no tal que para n > ng se tem

any1 = ?in e bn+1 = bn
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Demonstragao. Tal como na demonstragdo do teorema 2.4.3 podemos
assumir que existe um inteiro n; tal que (2.17) acontece. De forma corres-
pondente, se n; é suficientemente grande teremos também

f@)flun) <0, n>mny,

e, atendendo aos passos 2.6 a 2.8 do algoritmo II, vird

o~

bp —@p <|Ch —upn|, n>n1. (2.22)
Com os passos 2.4 e 2.5 temos que ¢, € {En,gn} e

£ @)l = | £ (un)] - (2.23)
A partir do passo 2.6, de (2.23) e de (2.17) , segue-se que

e =al = |21 [an,Bu) )
SR e (TN
< mlfen)l. (224)
Seja
1 1
Ve = 37 X, |f (x),,

e considere-se o polinémio quadrético interpolador da fungdo f nos pontos
an, bn € cn que designamos por p, , . (veja-se passo 2.3). Atendendo a
conhecida férmula para o erro de interpolagiao obtém-se

If(an)l = ’f(_én) - p(an,b,,,c,.)(—é‘n)‘

= S| O —anllen=ballen—cal,  (229)
com £ € (min {an,bn,cn},max {an,bn,c}).
Como
[en —cal = |Flen, ] (f(@n) = £(cn)
< |f ezl (F @ + £ D,

de (2.17) vem
[En — enl < 11 (1f (@) + £ (en)]) - (2.26)
Com (2.15) e com as desigualdades (2.25) e (2.26) obtém-se

FEl < 37 0n = an) 3, (@) + 15
= 75 (b — an) (1 @)| + If(e)), (2:27)
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fazendo v5 = %7471.
Porque lir_P (b, — an) = 0, podemos assumir que existe um inteiro
n—1+oo

positivo ny > n; tal que

, n>my. (2.28)

[N

75 (bn — a)? <
Assim, de (2.27) e (2.28) temos
@) < 75 (bn — an)? 17(20)] +75 (b — an)? | (en)]
< 1A+ 75 (bn — an)? [ f(en)],

0 que equivale a ter

1F@)l < 275 (bn — @)’ | f(ca)l,  n 27 (2.29)
Por (2.22), (2.24), (2.29) e usando, como visto em (2.16),

1
|f(c‘n)| S 1'72 (bn - an)2 ) (230)
vem finalmente,
by —Tn < [Cn— unl
< 2 |f(@)l
< 41175 (bn — an)* |f(cn)|
< MY (e —an)*,  n=ma. (2.31)

Novamente, se ny é suficientemente grande, de (2.31) e do facto que

Y1727s (b — an)3 <p, mn2=ng,

dado que lim (b, —ay) =0, vem
n—+o00

Zn—an<l—lf(bn—an)a n >Ny
(veja-se passo 2.9). Isto prova que para n > ng se tem
an41 = Hn (5] bn+1 = gn. (232)

Se considerarmos

biy1 —a; .
72max{717275,w; z=0,1,...,n2—1}
(b —ai)

e usarmos (2.31) e (2.32) teremos
bn+1—an+1Sgn—?ingﬁ(bn—an)‘i, 7>0 e n=0,1,...,

o que significa que no algoritmo II a sucesséo {(b, — an)};=, converge para
zero com @-ordem de convergéncia pelo menos 4. O
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Finalmente para o algoritmo III (veja-se pag. 13), prova-se a seguir que
tem R-ordem de convergéncia pelo menos igual a 0.5 (3 + v 13) .

Teorema 2.4.5 (Alefeld e Potra [1]) Considerem-se as mesmas condigdes
do teorema 2.4.4 e assuma-se que o algoritmo III ndo termina ao fim de um
nimero finito de iteragées.

Entdo a sucessio {(bn —an)},—, converge para zero com R-ordem de
convergéncia pelo menos igual a 0.5 (3 + \/ﬁ) = 3.3027....

Demonstragao. As desigualdades

Iaﬂ_un| 32'71 lf(an)l, n 2 n,

|f (@) < 275 (bn —an)2 If(en)l, m2>mn2>mny,

vistas em (2.24) e (2.29), respectivamente, ndo dependem de uma escolha
particular de ¢, € [an,bn].
Entéo, para qualquer ponto ¢, € [an,by| teremos

[En = un| <76 (bn — an)® | f(ea)l (2.33)

com vg = 4717s.
Usando novamente o lema 2.4.2 podemos assumir que

f@n)f(un) <0, 7n2ng2ny,

para ng suficientemente grande.
Assim, de acordo com os passos 3.5 a 3.7 do algoritmo III, temos

{@n+1,bnt+1} = {un, G}, n>ns. (2.34)

Entédo, definindo

o~

_Ont1tbpy1  untn
Cht1 = 2 = 2 ’

vem

Cp — Un
R
A partir do passo 3.6 do mesmo algoritmo temos

(8 = un) £ [@n,Bu] = ~2f(un).

Cntl — Up =

Assim,
2 (ens1) = 2f (Ent1) = 2f(tn) = @ = tn) £ [, Bu]
= 2f [tm,Cnga] (enst = ) = [ B (B = )
= flunsena] (B = un) = £ [@n,Bu] (@ = )

(@ = n) (£ [tmy coa] = f [n,Bu ) (2.35)
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Usando (2.13) e aplicando o teorema do valor médio, vem
[ [tmscnsa] = £ [En, )| = [£(6) - £1(&)
= | ©|le-al,

com &, &3 € (an;bn> e § € (min {£;, £}, max {£;,45}) -
Sendo 5 como dado em (2.14), segue-se que

| £ [unsnsa] = £ [,
Assim, de (2.35), (2.33) e de (2.36) vem
FCnst)l = 5[0 =l | fimsnsa] = [ 0]

< 7 (0n—an)[flea)l, n2m, (2.37)

< 275 (bn —an). (2.36)

com y7 = Yg7e-
Defina-se
€n=bn—an € 77n=|f(cn)|, n=0117"°1

e note-se que {e,} e {7, } sdo sucessdes de termos néo negativos que con-
vergem para zero.
A partir de (2.34) e (2.33) deduz-se que

Entl = bny1—ang
= [cn ~ un
2

S Y6€nTns

A

e, a partir de (2.37),

M1 = |f(ent1)| < V2305,
com n > ns.
Denotando €,1 = €, € €52 = 7, ficamos com o seguinte sistema de desigual-
dades |
’765121,1511,2

3
Y7€n,16n,2-

Ent11 <
En+1,2 <
De acordo com o teorema 2.3.1, as sucessGes {€n,1}7eq € {€n2}nr, tém

R-ordem de convergéncia pelo menos igual ao raio espectral 7 da matriz
2 1 .
M = 3 1 > que é igual a 0.5 (3+ \/13) > 1. De facto, 7 € um va-
lor préprio da matriz M ao qual estd associado, por exemplo, o vector
U= (1,0.5 (\/ 13 - 1))T, cujas componentes sao todas positivas.
Em particular, fica demonstrado que a sucessao {en}nrq = {(bn — @n) }oeg
converge para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos 0.5 (3 + v 13) .a
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2.4.2 MétodosIVeV

Nesta secgao consideraremos as propriedades de convergéncia dos algoritmos
IV e V (vejam-se pags. 18 e 21). Iremos provar que a sucessio {(b, — an)}neg
converge para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos
1+ /2 = 2.4142..., no caso do algoritmo IV, e com R-ordem de con-
vergéncia pelo menos 2 + V5 =4.2360. .., no caso do algoritmo V.

Recorde-se que entre os algoritmos IV e II a diferenca bésica é que o
primeiro, ao contrério do segundo, nao usa a solugao exacta de uma equacgéo
quadrética em cada iteragdo. Em vez disso, usa duas iteragoes do método
de Newton para obter uma aproximagao conveniente.

Dada uma funcdo f definida num intervalo [a,b] com f (a) f (b) < 0,
considere-se entdo o polindmio quadrético p(, s q) interpolador de f nos pon-
tos a, b ed, com d ¢ [a,b] . Recordemos o procedimento newton_quadratico
(vejam-se pags. 15 e 16) que determina uma aproximagao r para o tnico ze-
ro z do polinémio p, 5 4y pertencente a [a,b] , usando k iteracdes do método
de Newton.

Comegaremos por apresentar um lema que estabelece um limite superior
para o erro absoluto |z — 7.

Lema 2.4.6 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Considere-se o procedi-
mento newton_quadrdtico e seja z € [a,b] um zero do polinémio P(a,bd)-

(i) Dada a escolha feita para a aprozimagdo inicial ro, o valor obtido r = 7,
apds k iteragdes do método de Newton satisfaz r € (a,b) e tem-se
r 2.

(13) Suponhamos que f é duas vezes continuamente diferencidvel num in-
tervalo [e,l] com f'(x) # 0 para x € [e,l]. Se {a,b,d} C [e,!] e se

6= min |f'@)] - 6-a) max |{"@)| >0,

entao .
|2—"I‘| S’\L(b—a’)z )
onde 1
Azézmax'f”(a:)| e L=2F_-1.

e<z<l

Demonstragdo. (i) resulta da convergéncia monétona do método de
Newton para polinémios do segundo grau. Refira-se que escolher inicialmente
ro € {a,b} de forma que p’(’a,b)d) (T0) P(apd) (T0) > 0 assegura a convergéncia
para a raiz 2, acontecendo sempre pz apd) (i) > 0 ou p’(a’b, 4 (r;) < 0e
r; € [a,2] ou r; € [2,b], parai=0,1,...k.
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Para mostrar o resultado em (ii) notemos que
Paba)@) = f(a)+fla,b] (z —a)+ fla,b,d] (z — a)(z —b)
= f(a)+ B(z —a)+ A(z — a)(z — b),
e, por (2.13) temos

1
< — max
2 e<z<l

£

41 =1fla,b,d] = |15

'@,

uma vez que § € (min {a,b,d} ,max {a,b,d}) e {a,b,d} C [e,!].
Temos também que, para z € [a, ],

’p’(a,b,d) (m)l = |B+ A2z —a - b)|
> |B|-|A|[]2z —a—b|
> |B|—|A[(b—a)

|fla, b]| — | fla,b,d]| (b - a)
@) -5 €| (t-a), &e@b) etyentreabed
> min | (@)] - (6~ 0) max |1'()|

= §>0, paraz€lel]D]a,b].

Por simplicidade, no que se segue o polinémio p(, 4y serd abreviado por p.
Considere-se a seguinte expressdo para o polinémio p (série de Taylor de
2% ordem de p no ponto 7x_1):

p(z) = p(ri-1) + (@ — 1) P (rh—1) + (@ —741) A.

Como p(2) =0 e p' (rk—1) # 0, podemos escrever

p(Tr—1) 2__A
e — =2+ (2=Tk-1)" 57—
TP () Em ey P {re-1)
isto &, A
T = Z+(z_rk—1)2m.
Assim,
2 4]
z—7 = 2 —Tk— Tod (e N
R B e e ]
1 " 1
< |z-— 2= P (re—1)|
< |z =7l gjgfé‘zlf (m)' P (r&-1)
1 "
< - =
< |z rk—ll 26 612:%(1 f (IE)|

= IZ - ’I'k_1|2 A
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Aplicando este resultado sucessivamente, tem-se
lz—r|=|z—1K| < /\L|z—1"0|2,c S)\L(b—a)zlc ,

onde L=1+2+...+21=02k_1. DO

Continuaremos com mais dois lemas antes de podermos apresentar os
teoremas que se referem a R-ordem de convergéncia dos algoritmos IV e V.

Lema 2.4.7 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Seja f uma funcdo con-
tinuamente diferencidvel em [a,b] tal que f(a) f () < 0 e seja z* um zero
simples de f em [a,b]. Suponha-se que o algoritmo IV (ou o algoritmo V)
ndo termina ao fim de um nidmero finito de iteracdes.

Entao existe um inteiro positivo n3 tal que para u, e ¢, definidos nos passos
4.3 e4.4 (ou em 5.5 e 5.6) satisfazem

f (@) f(un) <0 para n>nsg.

Este resultado, tendo sido j4 anteriormente mencionado para os algo-
ritmos I, II e III, considera-se provado.

Lema 2.4.8 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Considerem-se as condi¢ées
do lema anterior e assuma-se que f é trés vezes continuamente diferencidvel
em [a,b].

Entao

(i) para o algoritmo 1V, existe uma constante vy > 0 e ny tais que
|f ()l < 71(bn = an)? (Bno1 — @n1), 2,
onde ¢, estd definido no passo 4.1;
(i1) para o algoritmo V, existe uma constante ro > 0 e ny tais que
|f @)l <72 (b0 = an)* (bno1 — @n-1), 71 >ng,
onde ¢, estd definido no passo 5.3.
Demonstragao. Pelo teorema 2.4.1, recorde-se que se tem sempre

lim (b, —an) =0 e z*€ (an,bn).

n—oo

Assim, quando n é suficientemente grande acontece

f' (z) # 0 para z € [ap, by],

uma vez que f' é contfnua em [a,b] e f'(z*) # 0. Por uma questio de
simplicidade, vamos assumir que f' (z) # 0 para z € [a, ] .
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Seja Ao = r<nir<1b |f' ()| e fixe-se 0 < § < Ag. Existe um inteiro n; tal que
asTs

para n > n; acontece simultaneamente

b, —a, <1 (2.38)
e
(b, — ayn) Jax, |f" (z)] < Ao —6.
Assim,

6n = o — (bn — ay) max |f"(z)] >6>0, n>n. (2.39)

(i) Consideremos n > ny. Para o algoritmo IV, suponhamos que z, é o
tinico zero do polinémio p(,, b, d,) €M [an,bs] . Pela férmula para o erro de
interpolagao, tem-se

If (z0)] = lf(zn) — P(an,bn,dn) (Zn)l

< Mz = anl |20 = bl |20 — dnl,

onde A\; = — m[%)lc)] ‘f’”( )‘

Notando que Zn € [@n,bn] C [@n-1,bn_1] € dn € [an_1,bn_1], temos

1
|zn - anl 'zn - an S Z (bn - an)2

Izn - dn' < bn—l —Qan—1.
Segue-se . |
|f (za)l < 321 (00 — an)? (bn-1 — @n-1) - (2.40)

Seja ¢, a aproximagao para o zero 2z, obtida através da chamada a
newton_quadrdtico com k = 2, isto é, com duas iteragcées do método de
Newton (veja-se passo 4.1). Observando (2.39), se usarmos o lema 2.4.6,
temos

1
_ < " _ 4
2ol < (5 o If (m>|) (b — an)?.
< /\2(bn—an)4, n > ny,

— ]‘ " 3
onde Ag = (% Igaicb|f (m)]) , dado que 8, > 6.
Por (2.38) e, dado que [an,bn] C [an—1,bn—1] se tem by — an < bp_1 — an-1,

podemos escrever

(bp — an)* < (bn — an)? (bn — @n) < (bp — ap)? (bno1 — @n_1),
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e vird
lcn - an < Ao (bn - an)2 (bn_1 - an_l) , n2>ni. (2.41)
Sendo
|f ()l = 1f ()l _ |f(en) = f(za)l _
< =
el S Rzl ) Ocameen < @ @)
ou seja,

|f ()] < (argg%cb |f (m)l) len — 2| + | f (20)]

se combinarmos (2.41) e (2.40) ficamos com
|f (ea)] <71 (bn = an)? (b1 — Gn-1), n>my, (2.42)
= d 1
onde r| = ’\%Igf%‘b |f' ()] + 321 > 0.

(ii) Consideremos novamente n > n;. Para o algoritmo V, temos igual-
mente

|f (cn.)l S T1 (bn - an)2 (bn—l - an—l) 9 n Z na, (243)
uma vez que ¢, € definido no passo 5.1 do algoritmo V que coincide com o
passo 4.1 do algoritmo IV.

Suponhamos que Z, é o inico zero do polinémio P ndn) = Planba,cn)

em [an, b ] Tal como visto para o algoritmo II na demonstragio do teorema

2.4.4 em (2.29), fazendo corresponder Z, a ¢, e sendo ¢, definido no passo
5.1, existe ng (podemos escolher ng > n,) tal que

£ (Za)] < 23 (bn = @n)?|f(ca)l, 2 mg (2.449)

1 1 1 1 121

onde A3 =5 x 37 max |f (m)| X T@ ~ 2%
Seja ¢, a aproximacgao para o zero z, obtida através da chamada a

newton_quadrdtico com k = 3 (veja-se passo 5.3). De forma andloga a
(2.41), usando novamente o lema 2.4.6 e (2.39) podemos escrever

G-l < (amlrel) (o)’

< /\4(b'n._an) 3 nZnQa

28 a<z<b
Por (2.38) e dado que b, — @, < b, — ap < bp_; — an_1, pois
[an,b ] C [an,bn) C [@n-1,bn—1] , tem-se

7
onde 8§, = Ao—(bn —6n) Igaicb|f” ()| >bn>berg= (i max |f” (m)|> .

'~ 8
(b,, - an) < (bn = an)® < (bn — @n)* (b — an) < (bn — @n)* (but — 1) ,
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[€n — Zn| < Mg (bn — an)4 (bp—1 — @n-1), n>na. (2.45)
De forma semelhante a (2.42) , combinando (2.45), (2.44) e (2.43) obtém-se

r@l < (sl @) 6 -2l +17 G
< ( max |fl (.’1:)|> /\4 (bn - an)4 (bn-l - an—l) + A3 (bn - an)2 lf (Cn)l

a<z<b
< 1o (bn - an)4 (bn—l - a‘n—l) » n 2 ng,
onde 79 = Ay max |f' ()| + Asr1 > 0. O
a<lz<b

O resultado sobre a R-ordem de convergéncia do algoritmo IV deriva
como corolério do teorema seguinte.

Teorema 2.4.9 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Assuma-se que f é trés
vezes continuamente diferencidvel em [a,b] e suponhamos que f(a) f(b) <0
sendo x* um zero simples de f em [a,b].

Entdo a sucess@o {(bn — an)}nwq produzida pelo algoritmo IV converge para
zero e existe uma constante Ly > 0 tal que

bn+1 —an+1 < Ly (bn - an)2 (bn—l — an_l) , n=12,....
Mais ainda, eriste um inteiro Ny tal que para n > Ny se tem
Anyl = an [ bn+1 = bn.

Demonstragao. Tal como na demonstracgao do lema 2.4.8, vamos assumir,
sem perda de generalidade, que f’ () # 0 para z € [a,b]. ‘

Seja N; tal que N; > max {n;,n3}, onde ng e nq sdo referidos nos lemas
2.4.7 e 2.4.8, respectivamente. A partir dos passos 4.4 a 4.6 do algoritmo IV
e do facto que u,, ¢, € [En,f)n] deduz-se que

by —Gn < [Cn —un|, 7>Ny. (2.46)
Do passo 4.4 obtém-se
_ _ -1
[En —un| = |2f [Gn,0n] " f (un)

‘If(un)l, £ € (@nb)

(2.47)

- 7

2
/\_O |f (U‘n)l »

IA

onde \g ficou atrds definido por Ag = min |f’ (z)|.
a<lz<b
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Finalmente, uma vez que ¢, € {a,,,z,,} e atendendo aos passos 4.3 e 4.2,
temos

|f (un)| < 1 £ (cn)] - (2.48)
Combinando (2.46), (2.47) e (2.48) vem

~ 2
bn—@n < = |f(ea)l, n2 M
0

Pelo lema 2.4.8(¢) temos
|f(cn)l S T1 (bn - an)2 (bn—l - an—l) ) n 2 Nl,

donde 5
bp = @n < =71 (bn — an)? (bp—1 — an_1), n>Nj. (2.49)
0

Uma vez que a sucessdo {(b, —an)}a., converge para zero, se Ny é
suficientemente grande teremos

Zn_an<#(bn_an)7 nZva

2
pois acontecerd pWE! (bn — an) (bn—1 — @n—-1) < p.
0

Assim, para n > N; tem-se

o~

Ap41 = Zin e bn+1 = 0p (250)
(veja-se passo 4.7).
Tomando
2 bir1 — a; .
L1 Zmax{—rl, ( +21 a+1) ;Z=1,...,N1—1}
Ao (b — ai)® (i1 — aic1)

e usando (2.49) e (2.50), temos o resultado pretendido

bp+1 — An+1 S?;n —-a, <Ly (bn —an)2 (b -1 - an_l) , n=12,....0
(2.51)

Coroldrio 2.4.10 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Considerem-se as
condigdes do teorema 2.4.9. A sucessio {en}rq = {(bn — an)}neq converge
para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos 1+ /2 = 2.4142. ...

Demonstracgao. Este resultado segue directamente do coroldrio 2.3.2, dado
que a sucessdo {ep} o, converge para zero e por (2.51) se tem

0<eps1 < Llef,sn_l, n=12,....

Assim, a R-ordem de convergéncia de {e,},-, é pelo menos igual & unica
solucdo positiva da equagdo A2 = 2\ +1 que éigual a 1 ++/2. O
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Por fim, apresentamos o teorema que permite concluir sobre a R-ordem
de convergéncia do algoritmo V.

Teorema 2.4.11 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Assumam-se as mes-
mas condi¢des do teorema 2.4.9.

Entdo a sucessdo {(by, — an)}aw, produzida pelo algoritmo V converge para
zero e existe uma constante Ly > 0 tal que

4
bn+1_an+1 SL2(bn"'an) (b —l—an—l), n=1,2,....
Mais ainda, existe um inteiro Ny tal que para n > Ny se tem
an4+1 = ’dn € bn+1 = bn.

Demonstracao. A demonstracao é semelhante 4 do teorema 2.4.9. Vamos
igualmente assumir que f’ (z) # 0 para z € [a,b].

Seja Nj tal que Ny > max {ng,n3}, onde ng e ny sdo referidos nos lemas
2.4.7 e 2.4.8, respectivamente. Entao, & semelhanca do caso do algoritmo
IV, tem-se

o~

~ 2,
n_anS/\—lf(Cn)|a n > No.
0

S

Pelo lema 2.4.8(ii) acontece
|f @] < 72(bn = an) (oot = Gna),  n2 Ny,

e virg

o~

2
b —@p < WL (bp — an)* (bp_1 —an_1), 71> Ny (2.52)

Usando o mesmo tipo de raciocfnio que anteriormente, dado que a sucessao
{(bn — an)}o2, converge para zero, se Ny é suficientemente grande teremos

by — Gn <plby,—as), mn>Ny,

e, assim, para n > Ny ter-se-4

An41 = an e bn+1 = /l;n. (253)
Considerando
bitt — as
L22ma.x{—2—r2, (z+41 %t1) ; i=1,...,N2—1}
/\0 (bl - ai) (b'_l — ai_l)

e usando (2.52) e (2.53) , temos o resultado desejado

bn'-l-l — Qn+41 S /l;n _an S L2 (bn - an)4 (bn—l - an—l) ’ n= ]-a 23 .... 0O
(2.54)
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Coroldrio 2.4.12 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [2]) Considerem-se as
condigdes do teorema 2.4.11. A sucessdo {en} ey = {(bn — an)}or, converge
para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos 2 + /5 = 4.2360.. ..

Demonstragdo. Uma vez que a sucessdo {&, }o0, converge para zero e por
(2.54) se tem
4
0S€n+1 SL2€n€n—ln n= 1727"'7

podemos aplicar o coroldrio 2.3.2. Assim, a R-ordem de convergéncia da
sucessdo {en},—q é pelo menos igual & tnica solu¢do positiva da equagio
M =4 +1queéigual a2+ /5.0

2.4.3 Meétodos VI e VII

Consideremos os algoritmos VI e VII (vejam-se pags. 25 e 28) . Nesta sec¢do
iremos provar que a sucessdo {(b, —an)},., converge para zero com
R-ordem de convergéncia pelo menos 1+ /3 = 2.7320..., no caso do algo-
ritmo VI, e com R-ordem de convergéncia pelo menos 2 + /7 = 4.6457 ...,
no caso do algoritmo VII.

Recorde-se que os métodos VI e VII constituem versoes melhoradas dos
métodos IV e V, respectivamente, e que as melhorias sdo conseguidas através
do uso de interpolacdo cuibica inversa em vez de interpolacdo quadritica,
sempre que possivel. Vamos comegar por verificar que impostas certas
condigdes 4 fungdo f, a interpolagdo ciibica inversa serd sempre realizada
a partir de uma dada iteracao n.

Seja y = f(x) uma funcdo continuamente diferencidvel num intervalo
[a, b] e considerem-se quatro pontos ¢, d, e e [ pertencentes a [a, b]. Supondo
que f'(z) # 0 para todo o x € [a,b], f & estritamente moné6tona em |[a, ]
e existe a fungdo inversa z = f~!(y). Assim, f(c), f(d), f(e) e f(I)
serdo todos distintos e poderemos construir o polinémio interpolador de f~1
em (f(c),c), (f(d),d), (f(e),e) e (f(l),!). Designando este polinémio por
Dinverso, @ SUa expressdo serd dada por

Pinverso(y) = ¢+ fHf(c), f(d)] (y — £(0))
+f7Hf(e), £(d), fe)] (y — £(0))(y — £(d))
+f7HF(0), £(d), £(&), FD) (y = F()y — F(d))(y = f(e))-

Se f(a) f(b) < 0 entdo existe um dnico zero simples z* de f em |a,b]
e uma aproximagio para x* pode ser obtida calculando T = Pjnyerso(0).
Recordando o procedimento zero_pinverso (veja-se pag. 24), que foi especifi-
camente desenvolvido para calcular o valor de um polinémio interpolador
em 0, obtemos assim

¥ & T = 2ero_Pinverso (¢,d, €,1) € [a,b].
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Se assumirmos também que f(® existe e é contfnua em [a,b] , a férmula
para o erro de interpolacdo permite-nos escrever

lf - .’E*l = lpim.verso (0) - fw1 (0)|
1 @)
< 3 ma P WIO[IF@IF @I @I 0159

Aplicando o) conhecido teorema da derivada da funcdo inversa temos

-1/
w) = f()

obtém-se

e, juntamente com outras regras de derivagao adequadas,

107 () ' (@) " (@) =15 [ " (w)] [f @] 1 @
[f @) ’

paray € f([a,b]) ={2:2= f(z), z € [a,b]} com z = f~! (y) € [a,b].
Designando

[ @)? =

M = mrél[?z‘?l{)] f (.’L‘)’,

My = mex |f ()|,

M; = max |f" (a:)’ (2.56)
z€[a,b]

My = max |fO ()
z€[a,b|

my = a:ren[zlzr,})] fl(w)‘a

deduz-se, a partir de (2.55), que

onde M = 0M1MaMs + 15M5 + MM,
24m]

Suponhamos agora que o algoritmo VI ou VII é aplicado & determinagao
de uma aproximagdo para o zero simples z* de f em [a,b]. Seja [an,bn] 0
intervalo de inclusdo de z* com que se inicia a iteragao n. Iremos provar a
seguir que em ambos os algoritmos, a partir de n é suficientemente grande,
acontecerd sempre que

f(an), f(bn), f(dn) e f (en) sdo todos distintos

Ch = ze"'o—pinverso(ana bn, dn, en) S [arn bn] )
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onde dp e e, pertencem ao intervalo [a,_1,b,—1] (vejam-se passos 6.1 do
algoritmo VI e 7.1 do algoritmo VII).
Para o algoritmo VII teremos também que no passo 7.3

f@an), f (gn) f ([{n) e f (€,)sdo todos distintos

Ch = 2€T0_Pinverso (ana bnadnagn) € [anabn] .

Isto significa que nos passos referidos nunca se usar4 interpolagio quadratica
mas sempre interpolagio cibica inversa.

Observemos primeiro que o lema 2.4.7 referente aos algoritmos IV e V é
também claramente aplicdvel aos algoritmos VI e VII.

Lema 2.4.13 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [J]) Seja f uma fungdo con-
tinuamente diferencidvel em [a,b] tal que f(a) f(b) < 0 e seja z* um zero
simples de f em [a,b]. Suponha-se que o algoritmo VI (ou o algoritmo VII)
ndo termina ao fim de um niumero finito de iteragoes.

Entdo eziste um inteiro positivo ng tal que para uy, €€, definidos nos passos
6.3 € 6.4 (ou em 7.5 e 7.6) satisfazem

f@) f(ur) <0 para n > ns.
Resultado correspondente ao lema 2.4.8 é apresentado no lema seguinte.

Lema 2.4.14 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [5]) Seja f uma fungdo quatro
vezes continuamente diferencidvel em [a,b] tal que f(a) f(b) < 0 e z* um
zero simples de f em [a,b]. Suponhamos que o algoritmo VI ou VII néo
termina ao fim de um numero finito de iteragoes. ‘
Entao

(7) para o algoritmo VI, existe l; > 0 e ny tais que ¢, no passo 6.1 serd
sempre obtido através da chamada a 2ero_pinyerso paran > n; e

1f (o) <1 (bn = @n)? (b1 — an—1)?,  n>my; (2.58)

(i2) para o algoritmo VII, eziste la > 0 e ny tais que ¢, no passo 7.1 e ¢,
no passo 7.3 serdo sempre obtidos através da chamada a 2ero_pipyerso
paran > ng €

|f (En)l S 12 (bn - an)4 (bn—l - an—1)3 , n Z 9. (259)
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Demonstragao. Pelos resultados anteriormente apresentados, temos
z* € [an,b,] e  lim (b, —a,)=0.
mn—o0

(i) Tal como na demonstragdo do lema 2.4.8, dado que =* é um zero
simples de f , vamos assumir por simplicidade que f'(z) # 0 para todo o
x € [a,b]. Com isto, f é estritamente monétona em [a,b] e, portanto, os

valores f(a,), f(b,), f(dn) e f (en) (veja-se passo 6.1) serdo todos distintos.
Assim, c, serd sempre obtido através do procedimento z2ero_pinverso desde
que acontega ¢, € [@n,bs]. Vamos provar que de facto existe um inteiro n,
a partir do qual isto acontece.

A partir de (2.57) tem-se

len — 2| < M |f (@n)||f (ba)l | f ()l |f (€n)]- (2.60)

Como,
f(an) — f(:l?*)
x*

Anp —

= ()], €€ (an,bn),

é equivalente a escrever
|f (an) = | (©)] lan — =",
dado que f (z*) =0, vem
|f (an)| < M1 (bn — an), (2.61)

onde M, estd definido em (2.56) .
De forma andloga se obtém

If (b‘n)l S Ml (bn - an) . (262)
Como dp, e, € [an—1,bn—1] , vemn igualmente

[f(dn)l < Mi(bo1—an1) e L (263)
|f(en)] < Mi(bn—1—an-1)-

Desta forma, (2.60) conduz a
len — 2| < M (M)* (b — an)? (bp1 — an-1)*. (2.64)
Uma vez que =* € (a,b), existe € > 0 tal que
[z* —e,2* + €] C (a,b)

e, dado que lim (b, —an) = 0, temos por (2.64) que existe um inteiro
n—oo
positivo 7@ tal que
IC-n_ - 113*' < €,
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isto &,

Cn € [2* —€,2* +€] C (a,b), n>7
(note-se que ¢ fica fixo & partida, ndo depende de n). Assim, a desigualdade

|f (en)] € Mi|cn — 27|, (2.65)
verifica-se para n > 7. Se voltarmos a usar (2.60) , pode obter-se
|f (ea)l < M (M1)* (b — @n) (Bn-1 — an-1)* | f (an)|,
assim como

|f (cn)] € M (M1)* (bn — @) (b1 — @n—1)* | £ (bn)] -
Novamente porque lin;o (bn — a,) = 0, podemos escolher n; > 7 tal que
n—

M (M1)4 (bn — an) (bn-1 — an_1)2 < 1 paran > ny, e vird

cn € (a,0) e [|f(co)l <min{|f(an)l,[f(®)l}, n2=m1.  (2:66)

Uma vez que f é estritamente monétona em [a,b] e f (an) f (bn) < 0, (2.66)
implica que
Cn € [an,bn]a n2>ni,

0 que permite concluir que ¢, no passo 6.1 serd sempre obtido através do
procedimento 2ero_Pinverso-

O resultado em (2.58) segue imediatamente de (2.65) e de (2.64) com
I =M (M)°.

(ii) Argumentos semelhantes aos acabados de apresentar podem ser apli-
cados para mostrar que existe um inteiro ng > n4 tal que ¢, no passo 7.1 e
¢, no passo 7.3 seréo sempre obtidos através do procedimento zero_pinverso-
Teremos, portanto, ¢n,Cn € [an,bn] € poderemos escrever

If @) £ Mifén -z
MM | @)l | £ (o) || ()] 17 @)
= MM |f (an)||f (bn)l | f (cr)l 1f (dn)l,

observando que {?in,gn,gn,'én} = {an,bn,cn,dn} (veja-se passo 7.2).
Usando de novo (2.61), (2.62) e (2.63) vem

|f @)l < MIM (bn — an)* (bn-1 = an—1) | (cn)]
Por fim, por (2.58),

|f @) <12 (ba = an)* (Bp-1 —an-1)®, n 2y

com ly = MEMl = (M) M2. O

IA




CAPITULO 2. CONVERGENCIA DOS METODOS I A VII 66

O teorema seguinte permitird estabelecer que a R-ordem de convergéncia
do algoritmo VI é pelo menos igual a 1 ++/3 = 2.7320....

Teorema 2.4.15 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [§]) Considerem-se as
mesmas condigbes do lema 2.4.14. A sucessdo {(bn —an)}ney produzida
pelo algoritmo VI converge para zero e existe uma constante Ry > 0 tal que

b1 — @nt1 < Ri (b —an)? (b1 —an—1)?, n=1,2,.... (267
Mais ainda, existe um inteiro Ny tal que para n > Ny se tem
Gnt1=8n € bpy1 = by
A demonstracio deste teorema é praticamente o decalque da demons-

tracao do teorema 2.4.9.

Demonstragao. Assuma-se que f' (z) # 0 para todo o z € [a,b}. Seja N;
tal que N7 > max {n;,n3g}, onde n3 e n; sdo referidos nos lemas 2.4.13 e
2.4.14, respectivamente. Seguindo exactamente a primeira parte da demons-
tracdao do teorema 2.4.9 chegamos a

~ N 2
bn_ans |f(cn)|, n.>_Nh
mi

onde m; ficou definido em (2.56).
Agora, pelo lema 2.4.14(i) tem-se

~ 2
bn — Gp < m—lz1 (b — @n)? (b1 — an-1)?, n>Ni. (2.68)

Porque sucessao {(bn — an)}neq converge para zero, se Np é suficientemente
grande teremos
bp—@n < p(bn—an), n>N,

2
pois acontecerd —1 (b, — ap) (bp—1 — @n- 1) < p,com p >0 (veja—se passo
my

6.7 do algoritmo VI) Assim, para n > N ter-se-4

an+1 = an e bn+1 = bn. (269)
Escolhendo
bz Gy .
Rlzmax{2ll, ( +1 a+1) "L=1,...,N1—1}
(b - az) (bz—l - az—l)

e recorrendo a (2.68) e a (2.69), obtemos (2.67). O

Coroldrio 2.4.16 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [3]) Considerando as
condigdes do teorema 2.4.15, a sucessdo {en}prg = {(bn — an)}neq converge
para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos 1+ /3 = 2.7320....
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Demonstragao. Acabdmos de provar com o teorema anterior que
0<enps < Rigdea_;, n=12,....

Assim, segue directamente do corolédrio 2.3.2 que a R-ordem de convergéncia
de {€,}5%, & pelo menos igual a 1 + /3 que & a tnica solugéo positiva da
equagao A*=2A+2.0

Falta apresentar os resultados que permitem concluir que a R-ordem de
convergéncia do algoritmo VII & pelo menos 2 + /7 = 4.6457... .

Teorema 2.4.17 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [§]) Considerem-se as
mesmas condi¢ées do lema 2.4.14. A sucessio {(bn — an)}req produzida
pelo algoritmo VII converge para zero e eriste uma constante Ry > 0 tal que

bpt1 — g1 < R2 (bn — an)* (b1 —an_1)®, n=1,2,.... (2.70)
Mais ainda, eziste um inteiro Ny tal que para n > Ny se tem
any1 = an € b‘n+1 = bn.

A demonstragao deste teorema é inteiramente idéntica & do teorema
2.4.15.

Demonstragao. Vamos assumir que f’'(z) # 0 para todo o z € [a,b] . Seja
N, tal que N2 > max {ng2,n3}, onde n3 e ny sio referidos nos lemas 2.4.13
e 2.4.14, respectivamente. Mais uma vez, podemos afirmar que sendo

f(@n) f(un) <0, n2Ng,

a partir dos passos 7.7 e 7.8 e do facto que u,, ¢, € [En,zn] (vejam-se os
passos 7.5 e 7.6), temos

bn_anS|En—un|, n 2> Na.

Pelos passos 7.5 e 7.6, dado que ¢, € {En,gn} , vermn
2
|En - Unl S —_ |f(un)| (271)
my

2 ~
< — >
< @) nzM

onde m; ficou definido em (2.56).
Pelo lema 2.4.14(i%) segue-se

~ 2
bn — an S E‘l‘l2 (bn - an)4 (bn—l - an—1)3 ) n 2 N2.

O resto da demonstragao é semelhante & parte correspondente no teore-
ma 2.4.15 e escolhendo

2 (bit1 — @it1) : }
Ry > max{ —lo, ;i=1,...,Na—1
2= {ml 2 (b; — a;)* (biz1 — as—1)? 2

obtém-se o resultado pretendido em (2.70).0




CAPITULO 2. CONVERGENCIA DOS METODOS I A VII 68

Coroldrio 2.4.18 (Alefeld, Potra e Yixun Shi [3]) Considerando as
condigdes do teorema 2.4.17, a sucessdo {en}nr g = {(bn — an)}oey converge
para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos 2 4+ /7 = 4.6457 .. ..

Demonstragao. Mais uma vez, dado que
4.3
0S6n+1 SRgenen_l,, n=1,2,...,

segue-se que a R-ordem de convergéncia de {e,}n., é pelo menos igual a
2 + /7 , tinica solugdo positiva da equagdo A? = 4\ + 3. O

Fica assim concluido o estudo sobre a ordem de convergéncia dos métodos
I a VII. Na préxima secgdo iremos referir-nos a eficiéncia computacional que
cada método apresenta.

2.5 Eficiéncia Computacional

A eficiéncia computacional de um método iterativo é determinada fundamen-
talmente pelo esforgo computacional envolvido no cédlculo de cada
iteracdo e pela rapidez de convergéncia para a solugdo. Embora possamos
comparar métodos iterativos com base apenas na sua ordem de convergéncia,
faz mais sentido comparar a sua eficiéncia computacional pois, ao considerar
o trabalho computacional total no cdlculo da solugéo, é um conceito mais
completo.

Com o objectivo de chegar a uma defini¢ao de eficiéncia computacional
seguimos uma sugestdo apresentada em Ralston [23, pags. 336 e 337] intro-
duzindo, no entanto, algumas adaptagoes que consideramos convenientes.

2.5.1 Definicao de indice de eficiéncia

Consideremos dois métodos iterativos 1 e 2 para determinar uma aproxi-
magcao de uma raiz « da equagéo f (z) = 0, comecando com o mesmo valor
inicial zg. Suponhamos que as sucessoes ‘

6%1)=|.'En—a| e 6512)=|xn—a|, n=0,1,...,

correspondentes aos métodos 1 e 2, convergem para zero com Q-ordem de
convergéncia pelo menos p; > 1 e py > 1, respectivamente, isto &, existem
constantes c;, cg > 0 tais que

p
el <a (65,1)) Y on=0,1,...,
num caso, €
P2
65,24).1 <ec (653)) , n=0,1,...,

noutro.
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Para n suficientemente grande, podemos considerar vélidas as aproximacoes

el = (aS}’)m (2.72)
© (2 Pz
Ent1 = C2 (553)) : (2.73)
dado que 5511) e 5512) convergem para zero.
Sejam
Sn=—ln5$ll) e Tn=—lne$l2), n=0,1,....
Entao

Sn+1 = —In 55114)-1

- o ()

= -lncl—pllneg)
= —Inei+p1S,, n=0,1,..., (2.74)

e, analogamente,
Thy1=—Incp+pT,, n=0,1,....
Vamos mostrar por indugdo que
pP-1

1

Sp=8p —Incf*™, n=1,.... (2.75)
Para n = 1, vem por (2.74)
51 = —Inc; + p15o,

que corresponde exactamente & expressdo em (2.75) quando n = 1.
Suponhamos agora que (2.75) é vélido para n. Entéo,

Sn+1 = —lInec +p1Sa
o1
= —lnc +pm (S’op’f - lncfl_l)
pmHl_py
= —lInc; + Sopi*t —In¢, M7
Pt
= Sopitt —lne, M7t

0 que prova o resultado pretendido.
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De igual forma, temos

n

pa-1

T, =Toph ~Inc*™', n=1,.... (2.76)

Uma vez que estamos a considerar que ambos os métodos comegam no mes-
mo ponto inicial g, vem

(1)

So=—-lngy’ = —lne(2) To. (2.77)

Sejam I e J o nimero de iteragOes necessdrias para alcangar a precisao
desejada, respectivamente, para os métodos 1 e 2. Entao, 6(1) e e(J) podem
ser considerados iguais e, portanto, também Sy e 1. Usando as férmulas

em (2.75) e em (2.76) assim como (2.77), de St = Ty temos

I_4 pd—1

pa—1

mo1
Sopt —Inel ™" = Sopd —Inef?7t,

P

ou seja,
(Pz "1)/(1’2 1)

I _ —

Se 8 e ¢ representam respectivamente a quantidade de cédlculo necessério
por iteragao nos métodos 1 e 2, entao o custo computacional total é 81 e ¢J,
respectivamente. Embora 8 e ¢ possam ser estimados a partir das férmulas
iterativas dos métodos, (2.78) néo nos d4 uma forma 6bvia de comparar I e
J. Pode normalmente assumir-se que o segundo termo em (2.78) é pequeno
comparado com o primeiro (0 que acontece, por exemplo, se ¢; e ¢c2 sdo
ambos préximos de 1). Neste caso, tem-se

So (p] —p3) =0,
ou
Pl ~p3,
ou ainda,
I J

inp: ~ 1/lnps’ (2.79)

Designando as quantidades em (2.79) por k , temos

1
8l ~ 0—k
T Inpy e ¢ ¢lnp2

Assim, para um método cuja Q-ordem de convergéncia é pelo menos

p > 1 e cujo custo por iteragdo é 6, uma medida do custo total pode ser

dada por
1
0—.
Inp
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O indice de eficiéncia, que serd o inverso do custo, pode ser definido como

IndEf = 2P,
0
ou, usando uma defini¢do mais comum,
IndEf = p% ,

. Inp 1
Jdqueed =pod.

E importante notar que uma vez que as aproximacdes em (2.72) e em
(2.73) s6 se verificam quando j4 se estd perto da rafz «, o indice de eficiéncia
mede apenas o quanto o método é bom quando estd préximo de convergir,
o que significa que se trata de uma nogao assimptética de convergéncia. Na
verdade, em aplicagoes préaticas, métodos com fndices de eficiéncia inferiores
podem ter um desempenho melhor do que métodos com fndices de eficién-
cia superiores. Isto deve-se ao facto de na prética se parar ao fim de um
determinado nimero de iteragoes. De qualquer forma, dados dois métodos
iterativos e exigindo-se uma dada preciso na solugio, podemos dizer que o
método com maior fndice de eficiéncia terd de realizar menor quantidade de
célculo para atingir essa precisao.

Em geral, a maior percentagem do esforgo computacional depender4 do
nimero de avaliagées da fungdo f e das suas derivadas que cada iteragédo
requer, e ndo entrard em conta com as operagOes aritméticas necessérias
para combinar essas quantidades de acordo com a férmula iterativa. Desta
forma, dado um método iterativo com Q-ordem de convergéncia pelo menos
P > 1 e com o célculo assimptético de g valores de f (ou das suas derivadas)
por iteragao, iremos usar para fndice de eficiéncia o valor dado por

IndEfic = pa. (2.80)

Conjectura-se que quando um método tem R-ordem de convergéncia pelo
menos p, o indide de eficiéncia se define da mesma forma. ‘

2.5.2 Indice de eficiéncia dos métodos I a VII

De acordo com a definicdo em (2.80), para estabelecermos os fndices de
eficiéncia dos métodos I a VII é necessdrio contarmos o nimero de avaliagoes
da funcdo f que ocorre assimptoticamente por iteragdo em cada um dos
métodos.

Se em cada iteragdo se guardarem os valores de f que vao sendo calcula-
dos, cada chamada ao procedimento partir_intervalol ou partir_intervalo2
exige apenas o célculo de um novo valor de f. Sendo assim, é féicil veri-
ficar que o calculo assimptético dos valores de f por iteragao corresponde ao
nimero de chamadas ao procedimento partir_intervalol ou partir_intervalo2
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que se realiza assimptoticamente. Recorde-se que j4 se fez referéncia a este
assunto quando se descreveram os métodos.

Com os resultados ja conhecidos sobre a Q-ordem ou R-ordem de con-
vergéncia dos métodos, fica entdo possfvel calcular o fndice de eficiéncia dos
mesmos.

Método 1

Invocando o teorema 2.4.3, para n > n; o método I ndo realiza a chama-
da a partir_intervalol no tltimo passo de cada iteragdo, pelo que requer
assimptoticamente o cdlculo de 2 valores da funcéo f por iteragdo. Como a
sucessdo {(bn — an)} o, converge para zero pelo menos Q-quadraticamente,
temos que o fndice de eficiéncia do método I é dado por

IndE fic; = V2 =14142....

Método II

Pelo teorema 2.4.4, o método II requer o célculo assimptético de trés
valores de f e a sucessao {(bn, — an)}, converge para zero com Q-ordem
de convergéncia pelo menos 4. Assim, o fndice de eficiéncia do método II é

IndE fic;p = ¥4 =15874.. ..

Método II1

O teorema 2.4.5 estabelece que a R-ordem de convergéncia do método
III & pelo menos 0.5 (3 —+ \/13) e, sendo necessdrio o cédlculo de trés valores
de f por iteragdo, o indice de eficiéncia deste método é

IndE ficyyr = {05 (3 n \/ﬁ) = 1.4892....

Método IV

~ Usando o teorema 2.4.9 e o corolério 2.4.10, sabemos que o método IV
tem R-ordem de convergéncia pelo menos 14 /2 e exige assimptoticamente
o célculo de dois valores de f por iteracdo. Assim, o fndice de eficiéncia tem

o valor
IndEficry =/1+v2=15537....
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Método V

Sabemos, pelo teorema 2.4.11 e pelo coroldrio 2.4.12, que o método V
calcula assimptoticamente 3 valores de f e tem R-ordem de convergéncia
pelo menos 2 + v/5, pelo que o seu fndice de eficiéncia é

IndE ficy = v/2+v5 = 1.6180....

Método VI

Pelo teorema 2.4.15 e corolério 2.4.16, o método VI requer assimptotica-
mente apenas dois valores de f por iteragdo e tem R-ordem de convergéncia
pelo menos 1+ /3. Assim, o fndice de eficiéncia do método VI é dado por

IndE ficyr = \/1+V/3=1.6528....

Método VII

Usando o teorema 2.4.17 e corolério 2.4.18, o método VII requer o cél-
culo assimptético de trés valores de f por iteragao e possui R-ordem de
convergéncia pelo menos 2 + /7, pelo que o seu fndice de eficiéncia é

IndE ficyrr = /2 + V7 =1.6685. ...

2.6 Meétodos V e VII - dois métodos 6ptimos

Nesta secgéo iremos mostrar que os métodos V e VII (vejam-se pags. 21 e 28)
sao considerados métodos 6ptimos no sentido em que apresentam o maior
indice de eficiéncia possfvel dentro de uma determinada classe de métodos.
Vamos primeiro referirmo-nos ao método V e depois ao método VII.

Como vimos, o fndice de eficiéncia do método V é 1.6180... e superior
ao do método IV que é 1.5537.... E imediato verificar que esta melhoria
é conseguida através da repeticdo dos passos 5.1 e 5.2 nos passos 5.3 e 5.4,
que constitui a unica alteragado introduzida ao método IV para se obter o
método V. Ou seja, se em cada iteragao realizarmos interpolagao quadrética
duas vezes e nao apenas uma, calculando para isso mais um valor da fungao
f, a eficiéncia computacional do método & melhorada. E’se repetirmos a
interpolagdo quadratica um nimero arbitrario de vezes? E de esperar que
haja um nimero éptimo.

Apresentamos a seguir o algoritmo Vy que resulta do algoritmo V com
a repeticao dos passos 5.1 e 5.2 num total k de vezes.
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1.1

1.2

1.3

14

Algoritmo Vi

lag, bo] = [a, b};

co = ap — f [ao, bo] ™" £(ao);

{la1,b1],d1} = partir_intervalo2 ([ag, bo), co) ;
paran=1,2, ... até n = nmaz fazer

¢n = newton_quadrdtico (agn, bn,dn,2) ;

{[ag),bg)] ,dS,l)} = partir_intervalo2 (fan,bn],cn) ;

V) = newton_quadratico (ag), o, 3) ;

{ [aslz),bslz)] ,dS,z)} = partir_intervalo2 ([aS),bS)],aﬁ”) ;

1.2k — 1 ¢, = newton_quadradtico (aslk_l),bslk—l),dslk—l),k + 1) ;

1.2k

{[a,,,B,,] ,En} = partir_intervalo2 ([aﬁ,k‘l),bﬁ,"‘”],an) ;

1.2k +1 se |f(@,)]| < |f(5n)| entao u, = Gp;

senao u, = by;

1.2k +2 &, = u, — 2f [En,gn]_l fun);

1.2k + 3 se |¢, — un| > 0.5(b, — @,,) entdo ¢, = 0.5 (I_)n +En) ;

Senao ¢, = Gy;

-~

1.2k + 4 { [En,gn] ,dn} = partir_intervalo2 ([@n,bn] , &) ;

12k +5 se b, —d, < (b, —an)

entdo {[ant+1,bn+1],dnr1} = { [@;,E;] ) En} ;

sendo {[an+1,bn+1],dn+1} = partir_intervalo2 ([En,gn] ,0.5 (Zn + En>>

fpara

74

)
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Os métodos IV e V sdo casos particulares do método Vi em que k =1
e k = 2, respectivamente. Com os resultados que se seguem vamos mostrar
que a escolha k = 2 é a que conduz a um fndice de eficiéncia mais elevado,
o que significa que o método V pode ser visto como um método 6ptimo.

Lema 2.6.1 Seja f uma func¢do trés vezes continuamente diferencidvel em
[a,b] tal que f(a) f(b) < O e seja x* um zero simples de f em [a,b]. Su-
ponhamos que o algoritmo Vi ndo termina ao fim de um nimero finito de
iteragoes.

Entao existe uma constante ry, > 0 e ny, tais que

17 @) <7k (bn — @n)** (bn_1 —@ne1), n>m com k=1,2,...,
(2.81)
onde ¢, estd definido no passo 1.2k — 1.

Este lema é uma generalizagao do lema 2.4.8 e estdo, portanto, provados
os caso em que k = 1 ou k = 2. Para obtermos uma demonstragao para k > 2
vamos usar o mesmo tipo de argumentos que foram usados anteriormente,
e por isso serao omitidos alguns detalhes.

Demonstragao. Seja k > 2. Pelo lema 2.4.8(ii) e com os devidos ajustes
de notagao, temos

‘f (cg))’ <7y (b, — an)4 (bp—1 —an-1), n>mng, (2.82)
com 12 > 0 e onde 09) estd definido no passo 1.3 do algoritmo Vy.

Seguindo exactamente os mesmos passos da demonstragao do lema 2.4.8(i7)
com referéncia s mesmas constantes, podemos escrever

‘ f(z,(f))‘ < A3 (bn — an)? | f(c$3>)| . n>ns, (2.83)

2 - o
onde 29 representa o tnico zero do polinémio p (aSE) el d$,2)) =p (aS,” ae) CS,”)

em [ag),bg)] e ng > ng.
(2)

Continuando de forma inteiramente andloga, sendo 0,12 a aproximagao para
0 Zero zflz) obtida através de newton_quadrdtico (an), bslz),d,(zz)A) podemos

obter
lcgz) - Zg)l < As (bn - an)6 (bn—l - a‘n—l) 3 (284)

1 15
onde A5 = (-2—5 max | (x)l) -

Finalmente, dado que

7)) = (mag b @) 62 2]+ |1 ()]
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se combinarmos (2.82), (2.83) e (2.84) vem
‘f (0512))’ S T3 (bn - an)6 (bn—l - an—l) y T Z ns,

onde 73 = \g aril:?%{b |f’ ()] + Agrg > 0.

Aplicando sucessivamente estes passos, obtemos

FD)] <ra(bn = an)® (bpo1 —an-1), n>ng>ns,
7 ()]

_ / _{ = 1
onde T4_/\6a12:?%{b|f ()| +Asr3 > 0e Xg = (26:;13%(1:” (x)|> ,

1F @l = |£ ()| < 7 (on = a)? 247D Bnoy = an1), 02k > i,

k41
1 2 -1
onde i = My 1, | (2) HAgrics > 00 Mok = (% max | (x)l) .
O

O teorema seguinte generaliza, como se esperava, o resultado apresentado
no teorema 2.4.11.

Teorema 2.6.2 Considerem-se as mesmas condigées do lema anterior. A
sucess@o {(bn — an)}owq Produzida pelo algoritmo Vi converge para zero e
eziste uma constante Ly > 0 tal que

2k
bnt1 — any1 < Li (bn_an) (bn—l _an—l)a n=12,....
Mais ainda, existe um inteiro N3 tal que para n > N3 se tem
n+1 =0n € byy; =by.

Demonstragao. Comecemos por verificar que o lema 2.4.7 se aplica igual-
mente ao método Vi com k > 2. Seja entdo N3 tal que
N3 > max {ng,n3}, onde ni e n3 sdo referidos nos lemas 2.6.1 e 2.4.7,
respectivamente. Se percorrermos os passos da demonstragdo do teorema
2.4.11 com as alteragbes convenientes e por fim aplicarmos (2.81), obtere-
mos o resultado pretendido, considerando

bit1 —a; ,
L 2 max E-Tk, ( -gllc %it1) ;t1=1,...,N3—15.
Ao (B — a;)*" (Bie1 — ai-1)

O resto da demonstragao é andloga 4 parte correspondente no teorema 2.4.11
e serd omitida. O
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Coroldrio 2.6.3 Considerem-se as mesmas condi¢ées do teorema 2.6.2.

A sucessao {en}nrg = {(bn —an)}ney produzida pelo algoritmo Vi con-

verge para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos k + /1 + k2 para
k=1,2,....

Demonstragao. Basta observar pelo teorema anterior que sendo
0< < L =1,2
S Entl S Lk€p En-1,, n=1,4...

a R-ordem de convergéncia de {en}n.q € pelo menos igual a 7 = k++/1 + k2
que é a tnica rafz positiva da equagdo A2 —2kA—1=0(k=1,2,...). O

Uma vez que o algoritmo Vy requer assimptoticamente k + 1 avaliagoes
da funcdo f por iteragao, o seu indice de eficiéncia & dado por

1
IndE ficy, = (k +V1+ k?) B>

1 1
O lema seguinte mostra que (k +V1+ kz) M« (2 +vV1+ 22) P k#2,
o que significa que o valor méximo de IndFE ficy, é conseguido para k = 2.

1
Lema 2.6.4 Seja I, = (n+ V1 +n2) n+1 para n € IN. Entio Iy > I,
paran # 2.

A demonstragédo é simples e serd feita por indugao.

Demonstragao. Sendo I = 1.618..., I; = 1.553... e Is = 1.575...,
temos, portanto, In > I) e I3 > I3.
Suponhamos que I, < I, para n > 3, isto é,

n+y1+n2<ptl, n>3. (2.85)

Como 2n < n? e n+ 1 < v/2n paran > 3, vem

n+l+y/1+(n+1)?2 = n+1+/2+n2+2n

< n+1+v2y/1+n?

< V2 (n +v1+ nz) .

Utilizando a hipétese em (2.85) e dado que v/2 < I segue-se
V2 (n+V1+n2) < VaEH < I+,

1
Logo (n+\/1+n2)"+1 <L paran#2. 0



1.1

1.2

CAPITULO 2. CONVERGENCIA DOS METODOS I A VII 78

Assim, o mais elevado fndice de eficiéncia computacional possfvel para

1
este tipo de algoritmos serd (2 + \/5) 3 que é alcangado com k = 2, isto é,
com a implementagao do algoritmo V.

A verificagdo de que o método VII é também um método 6ptimo, segue
o mesmo tipo de abordagem que acabou de ser feita para o método V.
Analogamente, se compararmos os fndices de eficiéncia dos métodos VI e
VII, 1.6528... e 1.6685..., respectivamente, é imediato constatar que o
método VII melhora a eficiéncia computacional do método VI por conter a
repeticdo dos passos 7.1 e 7.2 nos passos 7.3 e 7.4. Isto significa que realizar
interpolagdo cubica inversa por duas vezes em cada iteragdo constitui um
esquema mais eficiente do que realizar apenas uma vez, embora isso exija
mais um valor da fungao f por iteragao.

O algoritmo VIIy que apresentamos de seguida obtém-se do algoritmo
VII repetindo um nimero k de vezes os passos 7.1 e 7.2. Iremos mostrar que
o caso em que k = 2 é o caso 6ptimo, isto é, conduz a um algoritmo com o
fndice de eficiéncia computacional mais elevado.

Algoritmo VII

[ao, bo) = [a,b];
co = ag — f a0, bo] ™" f(ao);

{[a1,b1],d1} = partir_intervalo2 ([ao, bo], co) ;

paran =1,2, ... até n = nmax fazer

se n =1 ou f(a,), f(by), f(d,) e f(exn) ndo sdo todos distintos
entao ¢, = newton_quadrdtico (an,bn,dn,2);
Senao ¢, = 2ero_Pinverso (an, by, dn, en);
se ¢, ¢ [an, bs] entao ¢, = newton_quadrédtico (an,bn,dn,2);
el = dy;

{ [ag) , bg)] , dg,l)} = partir_intervalo2 ([an,bs), ¢n) ;
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1.2k —2 e = 2,
{[aS,’“‘”,bS,"‘”],dS,’“‘”} partir_intervalo2 ([a('c -2 b('c 2)],c$lk—2))'

1.2k -1 se f(a('c 2 ) f(bslk_l)), f(d,(f_l)) e f(e(k—l)) nao sdo todos distintos
entao ¢, = newton_quadrdtico ( (k=1) bslk—l), dslk_l), k+ 1) ;
senao En = 2€eT'0-Pinverso (a’Slk 1), bglk_l)a dS‘lk_l), eglk_l)) H
se &, ¢ [ o1 bglk_l)]

entao ¢, = newton_quadrdtico | a ( (k=1) bS{“”, d,(f—l), k+ 1) ;

1.2k {[an, n] d, } = partir_intervalo2 ([a('c b b('c 2 ] E,,)
1.2k + 1 se |f(@n)| < |f(bn)| entdo u, = Gn;

senio u, = bp;
1.2k 42 T = ttn — 2f [@n, 5] flun);
1.2k + 3 se [En — un| > 0.5(b — @n) entdo &, = 0.5 (b + @) ;

Senao ¢, = Gy;

1.2k +4 {[an,A ] } partir_intervalo2 ([an, n] c,,)

1.2k + 5 se bn —8n < p(bn —an)
entdo {{an+1,bn41],dns1} = {[anazn] ,gn} ;
en+1 = dn;
senao {[any1,bn+1],dnt1} = partir_intervalo2 ([En,/l;n] ,0.5 (Zn + ?in));

€n+1 = dn.

fpara

Como facilmente se verifica, os métodos VI e VII sdo casos particulares
do método VI, com k = 1 e k = 2, respectivamente. Os resultados a
seguir evidenciam que o método VII é de facto o método 6ptimo.
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Lema 2.6.5 Seja f uma fungdo quatro vezes continuamente diferencidvel
em [a,b] tal que f(a) f (b) <0 e x* uma ratz simples de f () =0 em [a,b].
Suponhamos que o algoritmo VII; com k > 2 ndo termina ao fim de um
nimero finito de iteragées.

Entao eriste Iy > 0 e ny tais que ¢, no passo 1.1, csll) no passo 1.3, ...,
cslk_l) = ¢, no passo 1.2k — 1 serdao sempre obtidos através da chamada a
ZETO0_Dinverso PATA N > Nk €

1f (@] < b (bn — @n)* 72 (bpoy —an1)®,  n 2>y (2.86)

Este lema generaliza o resultado apresentado na alfnea (i7) do lema 2.4.14
referente ao método VII. Assim, o caso corresponde a k = 2 j4 est4 provado
e a demonstracao para k > 2 seguird os mesmos passos. Alguns detalhes
ficarao por incluir por serem idénticos aos ji apresentados.
Demonstragao. Veja-se a demonstra¢do da alfnea (i) do lema 2.4.14 e
assumam-se as mesmas condi¢gbes. Podemos usar argumentos semelhantes
para mostrar a primeira parte deste lema, isto é, que existe um inteiro
ng > ng_1 > ... > N2 > np tal que, para n > ng, acontece

cn € [an,bn] ,c) € [agl),bs,l)] yeon, k) g [aslk_l),bslk—l)] ,

e, como se assume que f é estritamente monétona em [a, b], estdo reunidas
as condicOes para que ¢, no passo 1.1, 0511) no passo 1.3, ... (k N _ = Cn
no passo 1.2k — 1 sejam sempre obtidos através da chamada a zero_pmvers,,
para n > ng.

Para obtermos (2.86) vamos seguir os mesmos passos da demonstragao
do lema 2.4.14 (ii) , mencionando as mesmas constantes. Considere-se k > 2

e n > ng. Pelo apresentado no lema 2.4.14(i7) temos

£ ()| < la(bn—an)* o1 —anr)?, n2mi,  (287)

comly >0e csll) definido no passo 1.3 do algoritmo VII.

Como ¢? € [an, by temos
(@) 5wl

mn |1 (a)] | (52)] |7 ()] |1 ()]

an | (o) | (o)1 ()]} ()]

e dV) pertencem a [ay, b,], vem

IA

Uma vez que a,(ll), bsll)

1 (49)] < - ()], 2
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(notar que d,, ¢ [an,bn] mas dE,l),dﬁz), ... ,dslk_l) € [an,bp)).
Agora, usando (2.87) ficamos com

£ ()] < 1 (bn = @n)” Buor = ana)®, 02,

onde I3 = M{Ml,.
Seguindo sucessivamente estes passos, obtemos

|f (6513))’ <ly(bp —n)"® (bpo1 —an_1)®, 1>y,

onde Iy = MfMl_g,

1 @)l = [£ (E0)| < b (oo = an) I 5y —an 1), 2,

onde Il = MfMlk__l. ]

Do teorema, seguinte poderemos concluir qual a R-ordem de convergéncia
do algoritmo VII.

Teorema 2.6.6 Considerem-se as mesmas condi¢des do lema anterior. A
sucessdo {(bn — an)}oe, produzida pelo algoritmo VII, com k > 2 converge
para zero e eriste uma constante Ry > 0 tal que

3k-2 3
bn+1 —any1 < R (bn - a'n) (bn—l - a’n—-l) ’ n=12,....
Mais ainda, existe um inteiro N3 tal que para n > N3 se tem
an41 = ?in e b’n+1 = bn.

Demonstragao. E imediato verificar que o lema 2.4.13 & aplicdvel também
ao método VIIy para £ > 2. Considere-se entdo N3 tal que
N3 > max {ng,n3}, onde ni e ng séo referidos nos lemas 2.6.5 e 2.4.13,
respectivamente. Introduzindo as modificagoes adequadas, podemos seguir
os passos da demonstragdo do teorema 2.4.17 e aplicar o lema 2.6.5.
Escolhendo

biy1 — a; .
R > max —2—lk, (3:_12 ait1) 3 t=1,...,N3 - 15,
m1 (b —a;)™ 7 (bi—1 — @i-1)

obtém-se o resultado desejado.
O que falta para completar esta demonstragdo é semelhante i parte
correspondente no teorema 2.4.17. O
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Como coroldrio deste teorema segue que o algoritmo VII; com k > 2

tem R-ordem de convergéncia pelo menos 7 = 3"—2_2 +4/3 + (352:2)2, que é
a tinica rafz positiva da equagdo A2 — (3k —2) A —3 = 0.

Coroldrio 2.6.7 Considerem-se as mesmas condigoes do teorema 2.6.6. A

sucessio {en}meg = {(bn — an)}ep Produzida pelo algoritmo VII; converge

b 3k—2 / 3k—2)2
para zero com R-ordem de convergéncia pelo menos 352 + /3 + (3£:2)
para k= 2,3,....

E igualmente ficil verificar que o algoritmo VII, requer assimptotica-
mente k + 1 avaliacoes da fungdo f por iteragdo. Assim, o seu fndice de
eficiéncia é dado por

1
E+1
IndE ficyrr, = (3k2——2 +14/3+ (L2_2)2) , k>2

Pelo lema que vamos mostrar a seguir, IndE fy;, tem valor médximo quando
kE=2.

1
ntl
Lema 2.6.8 Seja I, = (% +4/3+ (%)2> para n € IN. Entdo

I > I, paran > 2.

Demonstragao. Acontece I > I3 pois I =1.668...e I3 =1.649....
Suponhamos que I,, < Iz, para n > 3, isto &,

o2 4 (/34 (222 <2t n>3. (2.88)

Como 3n + 1 < v/2(3n — 2) é vélido para n > 3, temos

2
mil g o () < YDy fy (L)
< G 4642 (52)"

n— n—2\2
= Va2 4\ (22)7)
Aplicando agora a hipétese em (2.88) e o facto de que V2 < Iy, tem-se

va (32 4\ (22)7) < vERT < 13

1
n41

Assim, <3"2_2 +1/3+ (%)2) <I, n>2.0

O método VII é portanto, entre todos os métodos apresentados, o que
tem o mais elevado fndice de eficiéncia computacional.



Capitulo 3

Resultados Numeéricos

Neste capftulo apresentaremos alguns exemplos numeéricos de aplicagdo dos
métodos I a VII & resolugdo de uma equagdo nao linear. Com a apresen-
tacdo destes exemplos teremos apenas o intuito de ilustrar a convergéncia dos
métodos e ndo pretenderemos realizar um estudo comparativo do compor-
tamento dos mesmos. Isso foi j& exaustivamente concretizado pelos autores
Alefeld, Potra e Yixun Shi em [3].

Os resultados das vérias experiéncias numéricas exibidos em (3, pags.
342 e 343] confirmam os fndices de eficiéncia dos métodos I a VII. Deve, no
entanto, fazer-se uma ressalva em relagdo ao método Il uma vez que com os
métodos III e IV se obtém em geral melhores resultados do que com aquele.
Essas experiéncias mostram igualmente que o método VII evidencia o melhor
comportamento de todos os métodos, especialmente quando a tolerdncia
exigida é pequena, o que alids estd de acordo com o facto do fndice de
eficiéncia ser um conceito assimptético de convergéncia.

O desempenho dos métodos I a VII foi também comparado com o de-
sempenho de outros métodos tais como os eficientes métodos de Dekker
e Brent. Embora possam apresentar um comportamento pior em alguns
problemas, foi igualmente encorajador para os autores verificarem que o
comportamento pratico dos métodos I a VII pode considerar-se comparsvel
ao comportamento dos métodos de Dekker e Brent. Poderemos mesmo até
afirmar que sobretudo os métodos VI e VII apresentam alguma vantagem
sobre os métodos de Dekker e Brent.

As experiéncias referidas foram realizadas com um conjunto de diversos
problemas teste - um total de 154 problemas. Para a tolerdncia tol testaram-
-se diferentes valores (tol = 107, 1071%, 10715 e 0) e para os parametros
e A foi sempre escolhido ¢ = 0.5 e A = 0.7. Todos os algoritmos foram
implementados em Fortran e foi usado um computador AT&T 3B2-1000
Modelo 80, com precisao dupla.

83
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Dada a estrutura dos algoritmos, claramente se compreende que nio
faz sentido comparar o mimero de iteragbes efectuadas por cada algoritmo.
Daf que as conclusoes acabadas de apresentar se baseam na comparacao
do mimero total de avaliagoes das fungdes necessdrio para se atingir uma
determinada precisao nas solugées de todos os problemas teste.

Passaremos entao de seguida a apresentar os problemas que seleccionamos
para exemplificar o desempenho dos algoritmos I a VII. A implementacao
dos algoritmos foi feita na linguagem de programacao do Mathematica num
Pentium 233 Mhz MMX. Antes, porém, iremos referir-nos a alguns pormeno-
res relativos a esta implementagao assim como a algumas caracteristicas do
Mathematica.

3.1 Implementacao dos algoritmos no programa
Mathematica

O Mathematica é um sistema algébrico computacional que permite também
fazer cédlculo numérico, representagoes grificas e inclui uma linguagem de
programagao prépria. Todas estas capacidades podem ser usadas de mo-
do integrado e a interaccao com o este sistema é relativamente simples e
bastante agradavel.

3.1.1 Numeros e precisao no Mathematica

O Mathematica define precisdo de uma quantidade numérica como o mimero
de dfgitos decimais significativos do mimero. No caso de inteiros, racionais
e simbolos considera-os de precisao infinita.

Os ndimeros reais séo representados aproximadamente e distinguem-se
dois tipos de nimeros reais aproximados: nimeros de precisdo fixa
(chamada precisdo de maquina) e nimeros de precisdo arbitrdria. Numeros
de precis@ao fixa contém um nimero finito e fixo de dfgitos. Nimeros de
precisao arbitraria podem conter qualquer mimero de digitos.

Os reais de precisio de méquina sdo representados internamente no
sistema de virgula flutuante de precisao dupla. Nos cédlculos com mimeros de
virgula flutuante o Mathematica usa as capacidades especiais do hardware
e a principal vantagem é a rapidez de execugao.

As varigveis $MachinePrecision e $MachineEpsilon indicam respectiva-
mente o nimero de digitos decimais de precisdo nos ndmeros de precisdo
de méquina e a precisdo relativa da méquina. No computador que usamos
os valores correspondentes a essas varidveis sdo $MachinePrecision=16 e
$MachineEpsilon = 2.220445 x 10716,

A representacao de mimeros e a aritmética de precisao arbitraria é imple-
mentada em software. Estd definida uma varidvel global $MaxPrecision que
estabelece um limite superior na precisao de nimeros que o Mathematica
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pode usar. O valor atribufdo a esta varidvel é 50 000. Para definir o limi-
te inferior na precisdo arbitriria destes nimeros existe também a varigvel
$MinPrecision cujo valor atribuido é 0.

Em célculos com nimeros de precisao arbitraria o Mathematica controla
a precisao dos resultados em cada operagao apresentando apenas os digitos
que se sabem serem correctos face & precisdao dos dados. Para fazer isto
por vezes é necessdrio executar as operagoes intermédias internas com maior
precisdo. A varidvel global $MaxExtraPrecision especifica quantos dfgitos
adicionais devemn ser permitidos em tais cdlculos intermédios. O valor que
lhe est4 atribuido é 50. A computagdo com nimeros de precisdo arbitréria
é assim bastante mais lenta do que com nimeros de precisdo de maquina.

Os resultados de célculos envolvendo somente mimeros de precisdo de
miquina tém também precisao de maquina, ndo havendo garantia que todos
os algarismos sejam significativos. Os resultados de célculos envolvendo
apenas mimeros de precisdo arbitrdria sdo também mimeros de precisdao
arbitrdria. Se determinado célculo envolve mimeros de precisio fixa e, ou
valores de precisao arbitriria o resultado é um nimero de precisdo fixa.

Fazendo $MaxPrecision = $MinPrecision = n podemos forgar a que
todos os nimeros de precisdo arbitraria tenham uma precisio fixa de n digi-
tos. De facto, o que isto faz é obrigar o Mathematica a tratar os mimeros
de precisao arbitrdria do mesmo modo que trata os nimeros de precisao de
méquina, mas com mais digitos de precisao, isto é, simulam-se os célculos
numa méquina com n digitos de precisdo. Computagdo com precisao fixa
conseguida desta forma pode tornar os célculos mais eficientes, mas sem uma
anélise cuidada néao se pode ter a certeza de quantos digitos estdo correctos
no resultado que se obtém.

Todas estas caracterfsticas foram tidas em conta na implementagao dos
algoritmos I a VII e tentou-se explorar o melhor possivel as suas vantagens.

3.1.2 Alguns pormenores de implementacao dos algoritmos

Alguns detalhes na implementacao dos algoritmos I a VII merecem ser men-
cionados por serem aplicdveis em situagOes em que se pretende evitar a per-
da considerdvel de algarismos significativos e também por incluirem algumas
fungoes especfficas do Mathematica. ~

e O ponto ¢ de bissecgdo do intervalo [a, b] é calculado por

b—a
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seguindo o principio geral de que é sempre preferfvel usar férmulas
que expressem a quantidade desejada como uma pequena correcgio de
outra quantidade.

e Para o célculo do ponto secante

b—
e=a- i@’ ©

usamos a férmula mais segura

@ /(@
c=a= (-7 @ f@)’

quando |f (a)| < |f (b)], ou

a8/ -48).

no caso em que |f (b)| < |f (a)].

O mesmo rearranjo das férmulas é considerado para o célculo do ponto
secante duplo

b-
F(b) - (—)
assim como para as quantidades Q;; (j =1,2,3; i = 4,7 +1,3) e D;;
( =1,2,3; i =j+1,3) no procedimento zero_pinyerso-

f(u) paraue {6,5} ,

c=u-—

e Para construir o polinémio interpolador quadrético pe no conjunto de
pontos (a, fa), (b, fb) e (¢, fc) com fofy < 0, tal como para o célculo
exacto do zero z deste polinémio pertencente ao intervalo [a, b] , usamios
fungoes j4 definidas no Mathematica para esse fim. Temos assim que
p2 serd obtido por

p2 [z] = Interpolating Polynomial [{{a, fo},{b, fo},{c; fe}}, 2]

e z através de

Solve[plz] == 0,z].

e Para a construgao do procedimento newton_quadrdtico recorremos
a funcdo FiredPoint também definida no Mathematica. Usando a
aproximagdo inicial 9 € {a,b}, a aproximagdo z, =~ z apés k
iteracées do método de Newton é conseguida com

zy, = FizedPoint [:c —p3 [z] /s [2], 20, k] ,

interpertando o método de Newton como um método iterativo do
Ponto Fixo.
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3.2 Exemplos Numéricos

Para a resolugdo dos problemas que apresentaremos nesta secgdo optamos
também pela escolha u = 0.5 e A = 0.7. Para a tolerancia tol usamos o valor
minimo tol = 0 e os cdlculos foram realizados em precisdo de maquina.

Exemplo 3.2.1 O polinémio p(z) = 4x1% — 328+ 423 — 24+ 102 -3 tem um
zero positivo simples r pertencente ao intervalo [0,1]. Para a inclusdo deste
zero, comegando com o intervalo inicial [ag,bp] = [0,1] obtiveram-se os
sequintes resultados:

Método I
[a1,b;) = [0.2142857142857143,0.3233244755079274]
[a2,b9] = [0.2904417749029658,0.2916234305145753]
[as,b3] = [0.2910372720661937,0.2910374433881488]
[a4,b4] = [0.2910373577394956,0.2910373577394992]
[as,bs5) = [0.2910373577394974,0.2910373577394974]

Nidmero de avaliagdes de p: 12.

Método IT
[a1,b1] = [0.2852239762556765,0.2933859223735257]
[ag,b0] = [0.2910373577333796,0.2910373577456081]
[a3,b3] = [0.2910373577394974,0.2910373577394974]

Ntumero de avaliagdes de p: 9.

Meétodo IIT
[a1,b1] = [0.2666861556101159,0.3129053428428521]
[ag,bs] = [0.2910372692748982,0.2910374452491657]
[a3,bs) = [0.2910373577394974,0.2010373577394974]

Nimero de avaliagées de p: 11.

Meétodo IV
[a1,b1) = [0.2904060062218650,0.2916465111393461]
[a2,b9) = [0.2910373529855352,0.2910373624920377]
[a3,b3) = [0.2910373577394974,0.2910373577394974]

Nidmero de avaliagées de p: 9.
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Método V
[a1,b1] = [0.2910216669409782,0.2910524969975664]
[a2,b2] = [0.2910373577394974,0.2910373577394974]

Numero de avaliagdes de p: 8.

Meétodo VI
[a1,b1] = [0.2904060062218650,0.2016465111393461]
[a2,ba] = [0.2910373577173989,0.2910373577615892]
[as,bs] = [0.2910373577394974,0.2910373577394974]

Nimero de avaliagbes de p: 8.

Método VII
[a1,b1] = [0.2910358637284803,0.2910388513036857]
[a2,b2) = [0.2910373577394974,0.2910373577394974]

Numero de avaliagdes de p: 7.

Se aplicarmos os algoritmos usando uma precisdo arbitrdria de 45 digitos
verificamos que os 16 digitos na aprozimagdo

r = 0.2910373577394974
sdo todos significativos.

Exemplo 3.2.2 A equagao

1 1 9 T
g () —Elog (m +z ) +arctan(10x)—§ =0

tem uma raiz simples v no intervalo [1,2]. Com o intervalo inicial

[ao, bo] = [1,2] obtivemos os seguintes resultados:
Método 1
[a1,b1] = [1.064057334871195,1.128114669742390)
l[az,b2) = [1.090650761011914,1.091615775555831]
las,bs] = [1.091126653444566,1.091126881078098]
laa,bs] = [1.091126767234820,1.091126767234833]
[as,bs] = [1.091126767234826,1.091126767234826)

Niumero de avaliagées de g: 11.
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Método I
[a1,b1] = [1.090573624862357,1.091734911747263]
[ag,b2] = [1.091126767234809,1.091126767234844]
[a3,b3] = [1.091126767234826,1.091126767234826]

Numero de avaliagdes de g: 9.

Método III
la1,b1] = [1.085985895506722, 1.096778395144883]
[a2,b2] = [1.091126764910473,1.091126769570936]
[as,bs] = [1.091126767234826,1.091126767234826]

Nimero de avaliagoes de g: 10.

Método IV
[@1,b1] = [1.090575536828470,1.091732809682600]
[az,be] = [1.091126756972451,1.091126777503284]
[as,b3] = [1.091126767234826,1.091126767234826]

Numero de avaliagdes de g: 8.

Método V
[a1, 1] = [1.091126158068559,1.091127436980172]
[az,b2] = [1.091126767234826,1.091126767234826]

Numero de avaliagdes de g: 9.

Método VI
[@1,b1] = [1.090575536828470,1.091732809682600]
[a2,b2] = [1.091126767188606,1.091126767281074]
[as,b3] = [1.091126767234826,1.091126767234826] .

Numero de avaliagdes de g: 8.

Método VII
[a1,1] = [1.091126710568544,1.091126829536338]
[ag,b2] = [1.091126767234826,1.091126767234826]

Nimero de avaliagoes de g: 7.
Com uma precisio arbitrdria de 45 digitos, é possivel verificar que

r = 1.0911267672348262117

com 20 digitos de precisdo, o permite concluir que todos os digitos nos
intervalos finais acima sdo correctos .
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Exemplo 3.2.3 A equacdo seguinte, ezemplo extratdo de [,
(2i - 5)
= -2 =
Z —

tem 19 rafzes r;, com r; entre i* e (i+ 1)2 (t=1,...,19). Embora estas
ratzes sejam simples, a funcdo f apresenta um comportamento diftcil devido
as singularidades nos pontos x; = i e ao facto da sequnda derivada se
anular entre i2 e (i +1)% (i=1,...,19).

Pretendemos obter uma aprozimacdo para a raiz ro entre 4 ¢ 9. Com o
intervalo inicial [ap,bg] = [4+1074,9 — 1074] obtivemos os resultados que
se apresentam de seguida.

Meétodo 1
[a1,b1] = [6.500000000000549,8.999900000000000]
[az,b2] = [6.500000000000808, 7.749950000000404]
[a3,b3] = [6.670496766194921,7.210223383097663]
[as,b4] = [6.680895960445692,6.685369243477806]
[as,b5] = [6.683752636320451,6.683754484693690]
[as,b6] = [6.683753560807906,6.683753560808250]
[a7,b7] = [6.683753560808074,6.683753560808078]

Niumero de avaliagdes de f: 18.

Meétodo 11
[a1,b1] = [6.500000000000635,8.999900000000000]
[az,b0] = [6.501506653503350,7.750703326751675]
[as,b3] = [6.681491747976976,7.216097537364325]
[ag,b4] = [6.683753185310698,6.683753770132070]
[as,b5] = [6.683753560808074,6.683753560808078] :

Numero de avaliagées de f: 19.

Método II1
[a1,1] = [6.500000000000260, 8.999900000000000]
[az,b7] = [6.665007736418061,7.749949999998908]
[as,b3] = [6.665007736418061,6.702146847146303]
[as,bs] = [6.683753531033791,6.683753590353396]
[as,b5] = [6.683753560808077,6.683753560808079]

Numero de avaliagdes de f: 17.
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Meétodo IV
[a1,01] = [6.500000000000635, 7.749950000000318]
[a2,b2] = [6.665007736418024,7.207478868208559]
[as,b3] = [6.665007736418024,6.701520143586745]
[a4,b4] = [6.683735119663583,6.683771869912038]
[as,b5] = [6.683753560804993, 6.683753560811163]
[ag,b6] = [6.683753560808074,6.683753560808078]

Numero de avaliagdes de f: 17.

Método V
[a1,b1] = [6.656573628462709,6.813147256924958]
[a2,b2] = [6.683753012987743,6.683754072056632]
[as,b3] = [6.683753560808078,6.683753560808082]

Numero de avaliagbes de f: 12.

Meétodo VI
[a1,b1] = [6.500000000000635, 7.749950000000318]
[az,bs] = [6.682835013783069, 7.216392506891694]
[as,bs] = [6.683752726478106,6.683754025618520)]
[as,bs) = [6.683753560808078, 6.683753560808082]

Numero de avaliagbes de f: 13.

Método VII
[a1,b1] = [6.682839340556704, 6.684630026172250]
laz,b) = [6.683753560808076,6.683753560808080] -

Nimero de avaliagées de f: 9.

Se para cada intervalo final considerarmos o ponto médio, trata-se de
uma aprozimagdo para ro com 15 ou 16 digitos correctos, pois, seleccionando
uma precisao arbitréria de 100 digitos, é posstvel saber que a aprorimagdo

ro ~ 6.6837535608080780814
tem 20 algarismos significativos.

Deve observar-se que a inclusdo nos intervalos finais da raiz exacta dos
problemas apresentados se verifica a menos de erros de arredondamento.
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O préximo exemplo pretende mostrar que embora os métodos I a VII
possam ser aplicados ao célculo de uma raiz nio simples (mas de multipli-
cidade fmpar), nestes casos podem ter um comportamento bastante pobre.

Exemplo 3.2.4 A seguinte fung¢do

h(z) = 8sin(z) + 8z — 87

tem um zero em r = T com multiplicidade trés, isto é, h(m) = 0,
K (r) =0, k' (r) = 0 e h"' (7) # 0. Comegando com o intervalo inicial
[ao,bo] = [3.1,3.2] vejamos como se comportam os métodos.
Método I

(a1, b1] [3.129009357636714, 3.164504678818357]

[a2,b2] = [3.136148685731457, 3.150326682274907]

[as,b3] = [3.139553671249750, 3.144940176762329]

[ag,b4] = [3.140806774657345, 3.142873475709837]

[as,b5] = [3.141292445701568, 3.142082960705702]

[a6,b6] = [3.141477664650806,3.141780312678254]

[a7,b7] = [3.141548672513368, 3.141664492595811]

[as,bs] = [3.141575613364345,3.141620052980078]

[ag, bo] [3.141584501287491, 3.141584501287491]

Nimero de avaliagdes de h: 27.

Método I

a1, b1]
[a‘?, b2]
[a3, b3]
a4, b4]
[0'5, b5]
[aﬁ, b6]
a7, b7]
[as, bs]
[ag, bg]

[3.129694561114365, 3.164847280557183]
[3.136459533347272, 3.150653406952228]
[3.139583287582339, 3.145118347267283] .
[3.140810947578233, 3.142964647422758]
[3.141288452832100, 3.142126550127429]
[3.141474263592845, 3.141800406860137]
[3.141546577274426, 3.141673492067282]
[3.141574533305357, 3.141624012686319]
[3.141581601788352, 3.141581601788352]

Niumero de avaliagées de h: 35.
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Método III

[a1,b1]
[az, b2
[as, bs]
[a4’ b4]
[as, b5)
[as, be)
[az, b7]
[as, bs]

[3.100000000000000, 3.149026582073565]
[3.128418259576993, 3.142749188492327]
[3.137259769705270, 3.142544298760013]
[3.141335406234587, 3.142544298760013]
[3.141335406234587, 3.141797147212124]
[3.141567473806139, 3.141797147212124]
[3.141576948287509, 3.141659060459387]
[3.141594994981600, 3.141594994981600]

Nimero de avaliagées de h: 26.

Método IV

[a‘la bl]
[az, b2
[as, bs)
[a4’ b4]
[as, bs)
[aﬁ’ bﬁ]
[az,b7]
[as, bs]

[3.129698357051064, 3.164849178525532]
[3.129698357051064, 3.142766723215205]
[3.136216656587453, 3.142734956123841]
[3.140083602181071, 3.142489839392020]
[3.141439375402337, 3.142489839392020]
[3.141452230635881, 3.141971035013951]
[3.141541354326400, 3.141710895206392]
[3.141583902557472, 3.141583902557472]

Nimero de avaliagdes de h: 24.

Método V

[a1,81]
[az, bs]
[as, bs)
[a4, b4)
[as, bs)
[as, be]

[3.133491356819307, 3.166745678409653]

[3.133491356819307, 3.142783430805059]

[3.137656581487524, 3.141821806155741]
[3.139933668601941, 3.141811880279214]
[3.141396694347796, 3.141604287313505]
[3.141591172420537, 3.141591172420537]

Nidmero de avaliagoes de h: 23.

93
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Meétodo VI
[a1,b1] = [3.129698357051064, 3.164849178525532]
[a2,b2] = [3.136039082738311,3.150444130631922]
[as,b3] = [3.139552443822693,3.144998287227307)
[as,b4) = [3.140797761792289, 3.142898024509798]
[as,b5) = [3.141288806504419,3.142093415507109]
[as,b6] = [3.141475996685579, 3.141784706096344]
[a7,b7] = [3.141547833073559,3.141666269584952]
[as,bs] = [3.141575223867734,3.141620746726343]
[ag,bg] = [3.141581188559851,3.141581188559851]

Numero de avaliagdes de h: 28.

Método VII
[a1,b1] = [3.132691799119504, 3.166345899559752]
[a2,b2] = [3.137177710959511,3.151761805259631]
(as,bs] = [3.139500017489695, 3.145630911374663]
[as,bs] = [3.140677517360420,3.143154214367541]
[as,bs] = [3.141225859822983,3.142190037095262]
las,bs] = [3.141451423237323,3.141820730166293]
[a7,b7] = [3.141538700503475,3.141679715334884]
[as,bs] = [3.141571420984795, 3.141625568159840]

[ag,bg] = [3.141580950935227,3.141580950935227]
Niumero de avaliacées de h: 37. |

Sendo m ~ 3.141592653589793 com 16 digitos correctos, nenhum dos
métodos produz aprorimacées com mais de 6 dfgitos de precisdo. FEstes
resultados sdo realmente insatisfatérios e devem-se ao efeito significativo da
acumulagdo de erros durante os célculos, sem deizar de salientar a prépria
instabilidade inerente do problema, que se manifestam sobretudo quando se
estd jé perto da solugdo (em todos os métodos apenas na dltima iteragdo
se deiza de verificar a inclusdo do valor 7). E considerdvel o aumento do
numero de iteragoes realizadas pelos algoritmos e o seu o comportamento
ndo reflete os indices de eficiéncia.

Se aplicarmos os algoritmos com uma precisdo fiza de 40 digitos jd é
possivel obter uma aprorimagdo para a solu¢do com 16 dfgitos de precisdo,
sendo embora necessdrias 151 avaliacées da fungdo.h.
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Poderfamos acrescentar ainda outros exemplos que exibissem um melhor
ou pior desempenho dos métodos I a VII, mas julgamos serem j4 represen-
tativos os exemplos que acdbamos de expor.

As diferentes experiéncias que realizdmos com os algoritmos usando as
capacidades de representagao arbitrdria de mimeros do Mathematica, ndo
acrescem nada de novo as conclusdes jé apresentadas sobre a convergéncia
dos métodos. Também nao era este o objectivo quando decidimos uma
implementacdo naquele programa. Permite-nos, isso sim, obter aproxi-
magdes para a solugdo de uma equagdo real de uma varidvel real f(z) =0
com extraordindria precisao, sendo para isso necessdrio apenas um pequeno
acréscimo no nimero avaliagoes da fungdo f. A tftulo de exemplo, se para
resolvermos a equagao do exemplo 3.2.2 com o algoritmo VII indicarmos
uma precisdo arbitrdria de 100 digitos, poderemos obter uma aproximagao
com quase 40 digitos de precisao, exigindo-se o cdlculo de apenas mais 3
avaliagGes da funcao g .



Conclusoes

Quando pretendemos resolver uma equagdo néo linear f(z) = 0 dispomos
geralmente a priori de informagdo suficiente sobre a raiz procurada para
assegurar que a convergéncia ndo seja um problema se usarmos métodos
localmente convergentes. Caso essa informacao seja pobre, é geralmente
aconselhdvel usar um método que, embora mais lento, convirja independen-
temente dos valores iniciais, até que uma boa aproximagao seja obtida, e
depois passar para um método de convergéncia mais répida.

Os métodos I a VII sdo métodos intervalares que combinam aquelas
ideias: garantia de inclusdo do zero de f e rapidez de convergéncia. Sao
assim métodos globalmente convergentes e dependem de se encontrar um
intervalo [a,b] tal que f (a) e f(b) tenham sinais contrdrios. Uma vez en-
contrado esse intervalo, independentemente da sua amplitude, estes métodos
irdo prosseguir até que a raiz seja determinada. Contudo, se f tem virios
zeros em [a,b], entdo diferentes intervalos iniciais tém de ser encontrados
para determinar, se o pretendermos, cada zero separadamente, o que pode
nao ser facil sem o auxflio de um programa com capacidades gréaficas. Ainda,
se se tratar de uma zero de multiplicidade par nao hd possibilidade, a néo
ser por acaso, destes métodos convergirem ou mesmo poderem ser aplicados.

Como exemplos de métodos localmente convergentes para a resolugio de
equagoes nao lineares temos os métodos de Newton e da secante, que aplicam
simplesmente interpolagdo linear, e o método de Muller, com o uso de
interpolacdo quadratica. E bem conhecido que estes métodos tém fndices de
eficiéncia assimptética muito bons: o método de Newton tem fridice de efi-
ciéncia v2 = 1.414. . ., o método da secante 1.618. .. e 0 método de Muller
1.839.... Mas, tratando-se de métodos localmente convergentes, podem ter
um comportamento bastante erréneo no caso da aproximacéo inicial nao
estar suficientemente préxima da raiz. Nos métodos I a VII esta dificuldade
é naturalmente removida.

Tanto quanto se conhecia até ao momento, o fndice de eficiéncia
assimptética do método V, 1.618....., era o mais elevado indice de eficién-
cia computacional para métodos iterativos de resolucao de uma equagao
nao linear com ordem de convergéncia superior a 1 e que produzem uma
sucessdo monétona de intervalos de inclusdo para zeros simples de fun¢des
suficientemente suaves e sem exigéncias de convexidade. Os métodos VI e
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VII melhoraram ainda este {ndice de eficiéncia. Com o método VII obtém-se
um {ndice de eficiéncia de 1.669....

Os resultados numéricos mostram que realmente o método VII tem um
desempenho pratico muito bom. E um método robusto e bastante eficiente.
Sem se exigir convexidade & fungdo f, as condi¢bes que garantem aquele
ndice de eficiéncia podem consider-se comuns. Para o célculo de rafzes néo
simples, sendo a multiplicidade fmpar, nao se conseguem evitar os sempre
diffceis problemas de instabilidade numérica.

Para a implementagao dos algoritmos I a VII nio fizemos uma anslise
global dos erros de arredondamento que ocorrem durante a sua execugao num
computador. Por isso, a inclusdo da raiz de uma equagio no intervalo final
ndo é uma garantia total e apenas o poder4 ser para a fungdo computavel
f. No entanto, nas diversas experiéncias que realizdmos, com o auxflio das
capacidades de representagao arbitrdria de ntimeros reais do Mathematica,
verificdmos que, no caso de rafzes simples, a acumulagdo de erros durante
os cdlculos ndo é significativa. Obtém-se resultados préticos muito bons.

Métodos de inclusdo baseados em ferramentas de andlise intervalar foram
na maior parte primeiramente desenvolvidos para lidar com os efeitos de
erros de arredondamento envolvidos na computagio, permitindo assim garan-
tir correc¢do nos resultados. Estes métodos nao pretendem substituir os
métodos convencionais, pelo contrério, incorporam estes métodos de forma
extensiva. Para a resolugdo de uma equagdo nao linear, algumas versoes
intervalares do método de Newton e de métodos de interpolagao lidam com
sucesso com o caso de fungoes nao convexas, garantindo a inclusido da raiz
no intervalo final (veja-se [5] e [18]). Contudo, o uso de aritmética intervalar
pode tornar-se muito dispendioso.

Em [4], Alefeld, Potra e Volker introduziram trés novas versdes inter-
valares do método de Newton, que tém as mesmas propriedades de
convergéncia e inclusdo. O primeiro tem também eficiéncia assimptética
V2 = 1.414..., o segundo tem eficiéncia 1.618... e para o terceiro método
obtém o valor 1.839... A diferente estrutura destes métodos ndo permite
facilmente fazer uma comparagao como os métodos I a VII e também nio
incluimos esse objectivo neste trabalho. Além disso, poderemos dizer que o
foco da computagdo intervalar tem sido direccionado dos erros de arredonda-
mento para lidar também com os erros nos dados iniciais, isto &, para o
desenvolver de uma conveniente e eficiente ferramente de anélise de dados,
em alternativa a outros modelos. Certamente, serio estas as dreas de apli-
cagao de andlise intervalar dominantes nos préximos anos.



Apéndice A
Interpolacao de Neville

Sejam xg,z1, ...,Zn, 7+ 1 pontos pertencentes a [a,b] C R e fo = f(zo),
fi = f(z1),.-., fn = f(xy) os correspondente valores de uma fungio real f
definida em [a,d].

Neste apéndice iremos analisar um algoritmo que permite construir re-
cursivamente o polinémio p,, interpolador de f em x¢,x, ..., Z,, através da
definicao de polinémios interpoladores parciais, isto é, polinémios que inter-
polam f em alguns dos pontos xp,21, ...,Zn. Este algoritmo é apresentado,
por exemplo, em Stoer e Burlirsch (27, pags. 40-43] e tem como ferramenta
bdsica um lema que nos permite representar um polinémio interpolador de
grau k + 1 em termos de dois tais polinémios de grau k.

A.1 Lema de Aitken

Seja W = {x¢,21,...,Zn} 0 conjunto de todos os pontos de interpolagao.
Ps denotar4 o polinémio interpolador de f nos pontos z; pertencentes a S,
onde S representa um subconjunto de W. Assim, se S contém k + 1 pontos,
Pgs é o dnico polinémio de grau nao superior a k que satisfaz :

Ps(xi) = fi, z; € S.

Lema A.1.1 Sejam S e T dois subconjuntos préprios de W tendo todos os
pontos em comum excepto os dois pontos x; € S e x; € T. Entdo

_ (&—2)Pr(z) - (z —2;)Ps(z)

P SuUT (Al)
Demonstragao. Sejam S e T dois subconjuntos de W com m + 1 pon-
tos que satisfazem as condigdes do lema. Assim, Ps e Pr sdo polinémios
interpoladores de grau < m.
Denotando por P a expressao do lado direito de (A.1) é imediato verificar
que P tem grau < m + 1. Vamos mostrar que P interpola f em todos os
pontos pertencentes a SUT.
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Seja rx, € SNT. Uma vez que

Ps(zx) = Pr(zk) = fi,

o (2 = 2) i — (@k — 7).
Ty — ) fi — (T — x5
P(zy) = ~* £ L
Tj — T4
Para z = z;, temos
\_ —(zi —=z;)Ps(m:) _ B
P(.'E-,) = T; — T —PS(xz)_fz
e, analogamente, para r = z; vem
z; — ;) Pr(z;
P(.'L'z) — ( 7 ) T( J) =PT(:L']) = f]

Ty — 4
Logo, P = Psur dada a unicidade do polinémio interpolador.O

Exemplo A.1.1 Se S = {z;} e T = {z;}, SNT é vazio e teremos

(& — 2;) Pg ;3 (z) — (T — 25) Pieyy ()

P{:z:i,:tj} x] —z;
_ E-z)fi-(z-z)fi
T; — T )

O lema (A.1.1) permite-nos gerar o polinémio interpolador p, sucessiva-
mente a partir de polinémios de graus mais baixos. Temos ainda liberdade
de escolher os conjuntos S e T usados para obter o polinémio final Py = p,.
Duas escolhas tornaram-se generalizadas - uma deve-se a Aitken e outra a
Neville. O esquema proposto por Aitken é raramente usado. na prética e
tem sido substituido pelo muito usado algoritmo de Neville.

Ainda, este lema pode ser aplicado de duas formas. Podemos usé-lo para
obter uma representaciao explicita do polinémio interpolador ou podemos
usé-lo para obter o valor do polinémio num dado ponto x.

A.2 Algoritmo de Neville

Existem aplicacGes em que o conjunto de nés de interpolagio tem de ser fre-
quentemente alterado e em que se pretende unicamente o valor do polinémio
interpolador num dado ponto. Nestes casos, é mais adequado resolver o
problema de forma directa evitando a representacdo formal do polinémio
interpolador.

O algoritmo de Neville tem como objectivo a determinagdo do valor do
polinémio interpolador num dado ponto x e é menos indicado para deter-
minar o préprio polinémio interpolador. Para esta iltima tarefa existem
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outros algorimos mais eficientes como é o caso da férmula de Newton com
diferengas divididas.

No que se segue iremos passar a denotar por P, .., © polinémio inter-
polador P{zioy$i1.~-~,mik} em que {ig 11, ...,%} C {0,1,...,n}.

O valor do polinémio interpolador p,(z) = Poi2. »n(z) para um dado
ponto z fixo é calculado pelo algoritmo de Neville recursivamente com base
na férmula iterativa fornecida pelo lema A.1.1 :

P(z) = fi, i=0,1,...,n (A.2)
P (T — Ziy) Piyiy...ix (T) — (T = Tiy ) Pigiy...ix_, (T)
01... 2% xik . :1:,'0 .

Este algoritmo constréi uma tabela dos valores numéricos dos polinémios
P,yi,..i;, no ponto x, que vao sendo sistematicamente calculados até que
finalmente resulta Ppi2.n(z). A forma sugerida por Neville para construir
esses polinémios é a apresentada na tabela seguinte no caso em que n = 3.

k=0 1 2 3

zo | fo= Po(z)
Por(x) \

71 | fi = Pi() (A.3)
Pia(z) / Poias(z) - '

z2 | f2 = Pa() Pio3(z)
Po3(z)

z3 | f3 = P3(x)

A primeira coluna da tabela contém os valores f;. As colunas seguintes sao
preenchidas calculando-se cada entrada a partir das duas entradas vizinhas
na coluna anterior de acordo com (A.2). Por exemplo, Py 2(z) é dado por

Poia(z) = (- IO)P12(§Z ::(;:; — z9)Py (:1:)

De seguida iremos apresentar algumas variantes do algoritmo de Neville.

A.3 Variantes do algoritmo de Neville

Uma versao do algoritmo de Neville tem por base o uso da seguinte abre-
viatura

Tik =P ri-ks1,.4&), k=0,1,...,nji=kk+1,...,n,

em que T ; designaréd o polinémio de grau < k interpolador nos k + 1 nés
Ti—kyTi—k+1,- - - ,&; calculado no ponto z.
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Com esta notagao o valor prentendido pn(z) = Poi2..n(x) é designado por
Tnn € a tabela em (A.3) ficars

k=0 1 2 3 4

zo | fo = Too
T

z1 | fi=To iy
Ty T33 ™\,

ze | fo=Tao T2\, Tys ~
T31 \, Ty /

z3 | fa=T3 "\, Tye /
Ty /

x4 | fa=Tao /

As setas indicam como uma diagonal T;y,T;1, - . ., T;; pode ser calculada

se um par (z;, f;) for acrescentado a tabela.
A férmula iterativa em (A.2) pode ser modificada permitindo uma avali-
ac@o computacional mais eficiente. Teremos

To =fi, i=0,1,...,n

(@ — zi—k)Tig—1 — (x — z3)Tim1 k-1

T =
T — Ti—k
-zt ri— i) Tip—1 — (& —2)Tic1 51
Ti — Tik (A.4)
(x —2:) (Tig—1 — Tic16-1)
=dik-1+
Ty —Tik
T 4 Tik—1 — Tic1 k-1
Tl T g iyt -3
r —XT;
Tik—1—Tic1e—1 . )
=1djk-1+ T =T % , 1=12,...,n;k=1,2,...,1.
il N | )
r —I;

Deve notar-se que a forma como se fizeram variar os fndices i e k sugere
a construcao da tabela em diagonal. Também é importante observar que
com esta modificago se reduziu o nimero de divisdes/multiplicacbes que é
necessério realizar.

Outra modificagdo do algoritmo de Neville permite de alguma forma
melhorar a precisdo do resultado final.
Sejam as quantidades Q;x e D;; definidas por

Qio = Dy := f;, i=0,1,...,n

Qir =Tk — Tij-1 (A.5)
Dik = ik‘—n—l,k—la i=1,2,...,n;k=1,2,...,i.
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Usando os resultados intermédios dados em (A.4) poderemos escrever
Qir =T —Tir
i — Ti—k

= (Tik—1 — Tic1,k-1) -
r; —T

= (D; k-1 — Qi—1,5-1) p

?
i~k — T

r—Ir;

pois

Dir1-Qicip-1 = Tigp-1—Ticip—2—Ticip—1 +Tic1 k-2

= Tig-1—Tiyk-
Teremos também
Dy =T —Ti-1 51
=Tik-1+ (::_— a:,)k (Tie-1 — Tim1p-1) — Tic k-1

T —x; T —x;
Ty (14 22 ) T (22241
T — Ti—k Ti— Ti—k

r—I;
= (Tikp-1 — Tic1,5-1) (—1 + 1)
Ty — Ti—k
Tri—k—T
=(D;1_1—-0Q;_1p4_1) ——ee,
( i,k—1 Qz 1,k 1) Tip — T

Assim a férmula iterativa para Tjx em (A.4) dard lugar a

Q’iO :=D‘i0 :=f'i, ’I:=O,].,...,Tl
Qix = (D; —Q; ) LT
ik t,k—1 i—1,k—1 Tip — T |
Tifp — T
D,'k = (Di,k—l - Qz’—l,k—l) ;’E—, i= ]., 2, R k= ]., 2, ‘e ,i.
Ti—k— T4
(A.6)
Se pretendermos organizar as quantidades @;; € D;; numa tabela ficard
k=0 1 2 3
fo =Qoo
o = Doo
Qu
Dy,
z i =Qw Q22
= Dyo Do2
Q21 '\ Q33
D3 Ds3
fo =Q2 Q32
T2
= Dy D3,
Q31
D3 /
f3 =Q30
s = D3
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Deve ser observado que Qi € D; vao sendo calculadas pela férmulas en
(A.6) sem que as quantidades Tj; sejam determinadas explicitamente. Por

exemplo,
Ir3 —<T
= (Daq —
@32 = (D31 — Q2,1) P
€ T1—T
= (D3q — 1
D33 = (D31 Q2,1)x1 ——
Finalmente,
Tan = pn(x)
n
= fat Z Qnk-
k=1

Com efeito, aplicando a definigdo em (A.5),

fn+Zan = fn+Qn1+Qn2+---+an
k=1

fn+Tn1_Tn0+Tn2—Tn1+---+Tnn

= Thn-

- Tn,n—l

Se os valores fy, fi1,..., fn s80 préximos uns dos outros, as quantidades
Qix serdo pequenas comparadas com os valores f;. Basta observar, por exem-
plo, que Q1,7 > 1 (e D;;) sdo obtidos a partir da diferenca f; — f;1 re-
sultando valores pequenos comparados com f;. Nos sucessivos cédlculos de
Qik, k > 1 obtém-se também valores pequenos. Isto sugere formar a soma
das correcgées Qn1,@n2,---,@nn primeiro (contrariamente a férmula em
(A.4)) e depois adicionar a f,, evitando-se assim a acumulacdo de erros de

arredondamento desnecessarios.

Por fim, se x = 0 as férmulas em (A.4) e em (A.6) simplificam respecti-

vamente para

,I"iO :=f‘i, '1::-0,1,...,774

Tig-1—Ti1 8-
’I:ik = i,k—1+ ‘l,k:;i—k oLk 1, i=1,2,"',n;k=1,2,"',i,
= !
(A7)
e
Qi = Dio:= fi, N i=0,1,...,n
v =(Djp—1— Qi_1p—1) ———
sz ( J—1 Qz 1,k 1) -'L'i?rk._xi
Dy = (Di,k—l - Q‘i—l,k—l) —1TL, = 1,2,' L k= 1,2,...,:
Ti—k — T4

(A.8)
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A.4 Interpolacao Inversa

O problema de encontrar o valor x tal que para um dado y temos f(z) =y
pode ser resolvido por interpolacao inversa. Considerando o conjunto de
pontos (z;,y; = f(z;)); ¢ = 0,...,n, simplesmente interpolamos a fungéc
inversa z = f~!(y), trocando os papéis de z e y. Contudo, isto apenas faz
sentido se a funcao f for invertfvel no intervalo de interpolagdo. O algorimo
de Neville é adequado para a resolucao deste problema.

Iremos analisar o procedimento zero_pinyerso, introduzido aquando ds
apresentagao dos método VI e VII (veja-se pag. 24), que constitui um exem-
plo de aplicagdo de interpolacao inversa usando a variante do algoritmo de
Neville que acabdmos de expor.

Sejay = f(z) uma funcdo real invertfvel definida em [a, b]. Consideremos
quatro pontos zg = I, 1 = e, T2 = d e 3 = c pertencentes a [a,b] e
yo = f(zo0), y1 = f(z1), y2 = f(z2) e y3 = f(x3) os correspondentes valores
de f. Estamos interessados em obter uma aproximagao da solugdo da equagao
f(z) = 0 usando interpolacdo cibica inversa.

Designemos por = = g3(y) o polinémio interpolador de f~! nos pontos

(yo,il?o), (y1,$1), (y2,x2) € (y3,x3)

(f(),1), (f(e),e)),(f(d),d) e (f(c),c).

Apenas pretendemos obter o valor do polinémio g3 quando y = 0, isto &,
obter uma solucfo aproximada Z de z = f~1(0) dada por

T = q3(0).
Aplicando a férmula simplificada dada em (A.8) obtém-se
Q'iO = D’i0=x'i) { =0)1)2)3; :
n N fle)
= (Dyo— =(x1—= =(e—1) —F—;
Qu (Do = Qo) (1 =) Yo — Y1 ( )f(l) — f(e)

Y (oo O
w-un_ V-

Dui = (D10 - Qoo)

_ _ SN S S kf(d) ,
Qu = (Do =) g = =) iy = @ )f(e)—f(d)’
_ _ 1 —e f(e) .
D= (Do =Quo) o = (=) oy 7y
y fd .
Q2 = (Da—-Qu) 7 —2y2 = (D21 — Qu1) - @
Dy = (Da—Qn) oo (D21 ~ Q) U0

% — 1 TOESICK
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Q= (Do~ Qu) yzlfys = (#s = 22) yzlfys =C-97 (C)f(C)'
Dsi = (Dso= Q) yzy—2 kY (d{(d)f(C).
U2 = (Dn = Qu) yllfy = (Do1 = Qo) f(e)f(C)f(C)'
Duz = (D - Q) -2 = (D = Qu) 7
Qss = (D32 —Q22) yogf e (D32 — Q22) (l)f ) o)
Das = (Do) 22 = (P~ Q) 75 .
Convém notar que as quantidades Dy, i = 1,2, ...,n nunca sio utilizadas e

o seu cdlculo deve ser omitido.
Finalmente, temos

T = p3(0)
z3 4+ Q31 + Q32 + Q33
= c+ Q3 + Q32+ Qs33.

Com este exemplo, os passos do procedimento 2ero_pPinverso ficam
esclarecidos por completo.



Apéndice B

Resultados sobre matrizes
nao negativas

Neste apéndice iremos apresentar, sem demonstrar, apenas trés resultados
vélidos para matrizes ndo negativas extrafdos de Abraham (6] e que foram
referidos no capftulo 2 para a demonstragdo do teorema 2.3.1 e corolério
2.3.2.

B.1

Definigao B.1.1 Sejam A = (a;;) e B = (b;;) duas matrizes n x r. Entdo,
A 2 B se a,-ij,-j, i=1,...,n;j=1,...,r,
A > B se a;>b;, i=1,...,n j=1,...,1

Se O é a matriz nula e A > O (> O), dizemos que A é uma matriz nao
negativa (positiva).

Teorema B.1.1 Se A é uma matriz quadrada ndo negativa, entdo

(a) p(A), o raio espectral de A, é um valor préprio de A,

(b) A tem um vector préprio ndo negativo correspondente a p (A);

(c) AT tem um vector préprio ndo negativo correspondente a p (A).
Teorema B.1.2 Para A > O,
ar < Az, x>0 (com pelo menos uma componente positiva) => a < p (A)

e
Az <fz, z>0 = p(A)<p.

Coroldrio B.1.3 Se x ¢ um vector proprio positivo de uma matriz ndo
negativa A, entdo x corresponde a p (A).
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Apéndice C

Implementacao dos
algoritmos: listagem do
programa e dois exemplos de
utilizacao
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BeginPackage["EquacoesNaolLineares "]

Algoritmol: :usage = "Algoritmol[f,a,b] procura um intervalo de inclusio da
solucdo da equacdo f(x)=0 comegando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que £ é uma fungido real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f (b)<O0.

A opgdo Tolerancia refere-se a amplitude do intervale de inclusdo final.
Tolerancia ->
erro significa que a amplitude do intervalo final sera ndo superior a 2xerro.
MaxIteracoes constitui o numero maximo de iterag¢des que serido realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisao que deve ser usada nos calculos, podendo
a aritmética ser de precisdo fixa (PrecisaoFixa->True)
ou variavel (PrecisaoFixa->False).
LambdaTol e Miu sdo opgdes referentes a parametros usados na implementacgio
do algoritmo e devem tomar valores positivos e inferiores a 1.
A opcdoc MostrarIteracoes (True ou False) permite
que todas as iterag¢des possam ser apresentadas.";

Algoritmo2: :usage = "Algoritmo2[f,a,b] procura um intervalo de inclusdo da
solucdo da equacido f(x)=0 comecando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que f é uma fungdo real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f(b)<O.

A opg¢do Tolerancia refere-se a amplitude do intervalo de inclusdo final.
Tolerancia ->
erro significa que a amplitude do intervalo final sera ndo superior a 2xerro.
MaxIteracoes constitui o numero maximo de iteracdes que serido realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisao que deve ser usada nos calculos, podendo
a aritmética ser de precisdo fixa (PrecisaoFixa->True)
ou variavel (PrecisaoFixa->False).
LambdaTol e Miu sd3o op¢des referentes a parametros usados na implementacido
do algoritmo e devem tomar valores positivos e inferiores a 1.
A op¢dao MostrarIteracoes (True ou False)
permite que todas as iteragdes possam ser apresentadas.";

Algoritmo3: :usage = "Algoritmol[f,a,b] procura um intervalo de inclusdo da
solugdo da equagao f(x)=0 comegando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que f é uma fungao real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f (b)<O0.
A op¢ado Tolerancia refere-se a amplitude do intervalo de inclusido final.
Tolerancia ->

erro significa que a amplitude do intervalo final sera nio superior a 2xerro.
MaxIteracoes constitui o numero maximo de iteragdes que serido realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisao que deve ser usada nos calculos, podendo

a aritmética ser de precisdo fixa (PrecisaoFixa->True)

ou variavel (PrecisaoFixa->False).
LambdaTol & uma opcdo referente a um parametro usado na implementacgdo

do algoritmo e deve tomar um valor positivo e inferior a 1.
A op¢ao MostrarIteracoes (True ou False)

permite que todas as iteragdes possam ser apresentadas.";

Algoritmod: :usage = "Algoritmod([f,a,b] procura um intervalo de inclusdo da
solugdo da equagdao f£(x)=0 comegando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que f é uma fungao real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f (b)<O0.
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A opg¢ao Tolerancia refere-se a amplitude do intervalo de inclusdo final.
Tolerancia ->
erro significa que a amplitude do intervalo final sera nido superior a 2xerro.
MaxIteracoes constitui o numero maximo de iterag¢des que serio realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisao que deve ser usada nos calculos, podendo
a aritmética ser de precisao fixa (PrecisaoFixa->True)
ou variavel (PrecisaoFixa->False).
LambdaTol e Miu s3o opgoes referentes a parametros usados na implementagdo
do algoritmo e devem tomar valores positivos e inferiores a 1.
A opg¢ao MostrarIteracoes (True ou
False) permite que todas as iterag¢des possam ser apresentadas.";

Algoritmo5: :usage = "Algoritmo5[f,a,b] procura um intervalo de inclusao da
solugdo da equagdo f(x)=0 comegando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que f é uma fun¢do real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f (b)<0.

A op¢do Tolerancia refere-se a amplitude do intervalo de inclusdo final.
Tolerancia ->
erro significa que a amplitude do intervalo final serd ndo superior a 2xerro.
MaxIteracoes constitui o nimero maximo de iterag¢des que serdo realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisao que deve ser usada nos calculos, podendo
a aritmética ser de precisdo fixa (PrecisaoFixa->True)
ou variavel (PrecisaoFixa->False).
LambdaTol e Miu sdo op¢gdes referentes a parametros usados na implementacgio
do algoritmo e devem tomar valores positivos e inferiores a 1.
A opgdo MostrarIteracoes (True ou False)
permite que todas as iteragdes possam ser apresentadas.";

Algoritmo6: :usage = "Algoritmoé6[f,a,b] procura um intervalo de inclusdo da
solugdo da equagdo f(x)=0 comegando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que £ é uma fungdo real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f(b)<0.

A op¢do Tolerancia refere-se a amplitude do intervalo de inclusdo final.
Tolerancia ->
erro significa que a amplitude do intervalo final sera ndo superior a 2werro.
MaxIteracoes constitui o numero maximo de iterag¢des que serdo realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisao que deve ser usada nos calculos, podendo
a aritmética ser de precisdo fixa (PrecisaoFixa->True)
ou variavel (PrecisaoFixa->False).
LambdaTol e Miu sdo op¢des referentes a parametros usados na implementacgdo
do algoritmo e devem tomar valores positivos e inferiores a 1.
A opg¢ao MostrarIteracoes (True ou False) permite
que todas as iterag¢des possam ser apresentadas.";

Algoritmo7: :usage = "Algoritmo6[f,a,b] procura um intervalo de inclusdo da
solugdo da equagdo f(x)=0 comegando com o intervalo de extremos a e b.
Assume-se que f é uma fun¢ao real de uma variavel
real continua no intervalo inicial considerado e que f(a)f(b)<0.
A op¢do Tolerancia refere-se a amplitude do intervalo de inclusdo final.
Tolerancia ->

erro significa que a amplitude do intervalo final sera ndo superior a 2+erro.
MaxIteracoes constitui o numero maximo de iterag¢des que serdo realizadas.
PrecisaoUsada indica a precisaoc que deve ser usada nos calculos, podendo

a aritmética ser de precisdo fixa (PrecisaoFixa->True)
ou varidvel (PrecisaoFixa->False).
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LambdaTol e Miu sdo opgdes referentes a parametros usados na implementacgio
do algoritmo e devem tomar valores positivos e inferiores a 1.

A op¢ao MostrarIteracoes (True ou False) permite

que todas as iteracgdes possam ser apresentadas.";

Begin[" Private™"];

Clear[Algoritmol, £, a, b, opcoes] ;
Options[Algoritmol] = {
Tolerancia -> 10" -6,
LambdaTol -> 7 /10,
Miu-»>1/2,
MaxIteracoes -> 15,
PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -> False,
MostrarIteracoes ~> False

Algoritmol[f_Symbol, a_, b_, opcoes___] :=
Module[{intervalos, a0, b0, niter=1,
result, erro, lambdaErro, miul, maxiter, prec, ver, fix, pmax, pmin},
(
{erro, lambdaErro, miul, maxiter, prec, ver, fix, a0, b0} =
tratarOpcoes[algoritmol, a, b, opcoes] ;

If[prec != 16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pmin = $MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)] ;

intervalos = {{a0, b0}}:
result = {"CONTINUAR", {a0, b0, £[a0], £[b0], £, erro, lambdaErro, miul, prec}};

While[result[[1]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,
(niter++;
result = iteracaol[result[[2]]];
intervalos = Insert[intervalos, {result[[2, 1]], result[[2, 2]1]}, -1]

)1
If[prec !=16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];

If([ver,
Print["\n Algoritmo I \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]]]:;
Print["\nNamero de avaliag¢des da fungdo: ", nfuncoes];]

If[niter > maxiter, Print["Nao se obteve convergéncia
com a tolerancia desejada apds ", maxiter, " iteracgdes."]]:
N([intervalos[[niter]], prec]
)
1;
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Clear[bracket, a, fa, b, £fb, ¢, fc, £, erro, lambdaErro, prec];
bracket[f Symbol, a_, fa_, b_, fb_, ¢ , fc_, erro_, lambdaErro_, prec_] :=
Module[{alfa, u, mc, fmc, novolInterv, epsilon},
(
nfuncoes = nfuncoes + 1;
If[Min[fa, fb] ==fa, u=a, u=b];

If [prec == 16, epsilon = $MachineEpsilon, epsilon =5%10" (-prec)];
alfa = lambdaErro* (2 *xepsilon *Abs[u] + erro) ;

{mc, fmc} = ajustarc[a, b, ¢, fe, alfa, £];

Which[fmc == 0,
novoInterv = {mc, mc, £fmc, fmc},
Sign[fa * fmc] == -1,
novolnterv= {a, mc, fa, fmc},
True,
novolnterv = {mc, b, fmc, £b}

1;

If [Min[novoInterv[[3]], novoInterv[[4]]] == novoInterv[[3]],
u = novoInterv[[1l]], u = novoInterv[[2]]]:
If[ novoInterv([[2]] - novoInterv[[1l]] <= 4 *xepsilon+Abs[u] + 2 * erro,
{novoInterv[[1]], novoInterv[[2]], "terminar", "terminar"},
(*elsex)
Table[novoInterv[[i]], {i, 4}]11]

Clear[ajustarc, a, b, ¢, fc, alfa, £f];
ajustarc[a_, b_, ¢, fc_, alfa , £ Symbol] :=
Module[{cm},
(If[b-a<=4~+~alfa,
{ecm=a+(b-a)/2, flcm]},
(velsex)
If[c<a+2*xalfa,
{ecm=a+2xalfa, f[cm]},
(xelsex)
If[ec>=b-2xalfa,
{ecm=b-2+alfa, f[cm]},
(xelgex)

{c, £e}1]]
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Clear[iteracaol, £, a, b];
iteracacl[{a_, b_, fa_, fb_, £ Symbol, erro , lambdaErro_, miul , prec_}] :=
Module[{c, al, bl, fal, fbl, u, aux, q},
(
If[Abs[fa] < Abs[£fDb],
(gq=fa/fb; c=a-(b-a)*xq/(1-q)),
(xelsex)
(gq=fb/fa; c=b-(a-b)*q/(1-q))];

{al, bl, fal, fbl} = bracket[f, a, fa, b, fb, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec] ;
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, b1}}]]:

If [Abs[fal] < Abs[fbl],
(u=al;g=fal/fbl; c=al-2+x(bl-al)*xqg/(1~-q)),
(xelsex)
(u=bl;gq=fbl/fal; c=bl-2%(al-bl)xq/(1-4q))]:

If[Abs[c-u] > (1/2)*(bl-al), c=al+ (bl-al)/2];
{al, bl, fal, fbl} = bracket[f, al, fal, bl, £fbl, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec] ;
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, b1l}}]]:

If[bl -al >=miul+ (b-a), {al, bl, fal, £bl} =
bracket[f, al, fal, bl, £bl, aux =al + (bl - al) /2, £[aux], erro, lambdaErro, prec];
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl1}}]];

1:

{"CONTINUAR", {al, bl, fal, £bl, £, erro, lambdaErro, miul, prec}}

)
1:

Clear[tratarOpcoes, list, a, b];
tratarOpcoes[algoritmo , a_, b_, opcoes__ ] :=
Module[ {erro, lambdaErro, miu2, maxiter, prec, ver, £ix, a0, b0},
(

Clear[nfuncoes] ; nfuncoes = 2;
erro = Tolerancia /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2];
lambdaErro = LambdaTol /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2];
IF[Not[algoritmo === algoritmo3], miu2 = Miu /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2]];
maxiter = MaxIteracoes /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2];
prec = PrecisaoUsada /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2];
fix = PrecisaoFixa /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2]:;
ver = Mostrarlteracoes /. {opcoes} /. Options[Algoritmo2];

erro = SetPrecision[erro, prec];
lambdaErro = SetPrecision[lambdaErro, prec] ;
miu2 = SetPrecision[miu2, prec]:;
If [Precision[{a, b}] < prec,
a0 = SetPrecision[a, prec];
b0 = SetPrecision[b, prec],
(xelsex)
a0 = N[a, prec]:;
b0 = N[b, prec];
1:

If[Not[algoritmo === algoritmo3],
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{erro, lambdaErro, miu2, maxiter, prec, ver, fix, a0,
{erro, lambdaErro, maxiter, prec, ver, £ix, a0, b0}]

Clear[Algoritmo2, £, a, b, opcoes] ;
Options[Algoritmo2] = {

b0},

Tolerancia -> 104 -6,

LambdaTol -> 7/10,

Miu->1/2,

MaxIteracoes -> 15,

PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -»> False,
MostrarIteracoes -> False

Algoritmo2([f_, a_, b_, opcoes ]:=

Module[{intervalos, a0, b0, niter=1,
result, erro, lambdaErro, miu2, maxiter, prec, ver, £ix, pmax, pmin},
(
{erro, lambdaFErro, miu2, maxiter, prec, ver, £ix, a0, b0} =
tratarOpcoes[algoritmo2, a, b, opcoes] ;

If [prec != 16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pnin = $MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)];

intervalos = {{a0, b0}}:
result = {"CONTINUAR", {a0, b0, £[a0], £[b0], £, erro, lambdaErro, miu2, prec, £ix}};

While[result[[1l]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,
(niter++;
result = iteracao2[result[[2]]]:
intervalos = Insert[intervalos, {result[[2, 1]], result[[2, 2]]}, -1]

)17
If [prec !=16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];

If[ver,
Print["\n Algoritmo II \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]]]:
Print["\nNGimero de avaliag¢des da fung¢do: ", nfuncoes ] ;]

If[niter > maxiter, Print["Ndo se obteve convergéncia
com a tolerancia desejada apds ", maxiter, " iteracgdes."]]:;
N[intervalos[[niter]], prec]
)
1;



metodoslaVIl.nb 114

Clear[iteracao2, £, a, b, fa, fb, £, erro, lambdaErro, miu2, prec, fix];
iteracao2[{a_, b_, fa_, fb_, £_Symbol, erro_, lambdaErro_, miu2_, prec , fix }] :=
Module[{c, fc, al, bl, fal, £fbl, sol, tam, u, aux, q},
(
If[Abs([fa] < Abs[fb],
(gq=fa/fb; c=a-(b-a)*q/(1-q)),
(velsex)
(q=fb/fa; c=b-(a-b)*q/(1-q))];

{al, b1, fal, £fbl} = bracket[f, a, fa, b, £b, ¢, fc = £f[c], erro, lambdaErro, prec];
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]:

If [Not[MemberQ[{a, b, ¢}, al]], c=al; fc=£[c]]:
If [Not[MemberQ[{a, b, ¢}, bl]], c¢=bl; fc=£[c]]:

(» Interpolacdo quadratica )
sol = {};
If [Length[Union[{a, b, c}]] == 3,
c = Solve[InterpolatingPolynomial[{{a, fa}, {b, £b}, {c, £c}}, x] == 0, x];
If [Not[fix] && Precision[c] < prec, c = SetPrecision|[c, prec]],
(*elsex)
c={}]:
tam = Length[c];
Which([tam==2, sol={x /. c[[1]], x/. c[[2]]}, tam==1, 80l ={x/. c[[1]]}];
c = Select[sol, (al<#=x<bl&)];
If[c!={},
c=c[[1]],
(velsex)
Print(
"Nio se fez interpolagdo quadratica em [" , N[a, prec], ",", N[b, prec], "]"];
c=al+ (bl-al)/2]);

{al, bl, fal, fbl} = bracket[f, al, fal, bl, £bl, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec];
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]:

If [Abs[fal] < Abs[fbl],
(u=al;g=fal/£fbl; c=al-2«+(bl-al)+q/(1-q)),
(velsex)
(u=bl;gq=fbl/fal; c=bl-2+%(al-bl)+xq/ (1-q))];

If[Abs[c-u] > (1/2)*(bl-al), c=al+ (bl-al)/2];
{al, bl, fal, fbl} = bracket[f, al, fal, bl, £fbl, ¢, f[c], erro, lambdaErro, prec];
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]:;

If[bl -al>=miu2x(b-a),
{al, bl, fal, £fbl} =
bracket[f, al, fal, bl, £bl, aux=al + (bl -al) /2, £f[aux], erro, lambdaErro, prec];
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]]:

{"CONTINUAR", {al, bl, fal, £fbl, £, erro, lambdaErro, miu2, prec, £ix} }

)
1
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Clear[Algoritmo3, £, a, b, opcoes];
Options[Algoritmo3] = {
Tolerancia -> 10" -6,
LambdaTol -> 7/10,
MaxIteracoes -> 15,
PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -> False,
MostrarIteracoes -> False

};

Algoritmo3[f_, a_, b_, opcoes___ ] :=
Module[{intervalos, a0, b0, niter =1,
result, erro, lambdaErro, maxiter, prec, ver, fix, pmax, pmin},
(
{erro, lambdaErro, maxiter, prec, ver, fix, a0, b0} =
tratarOpcoes[algoritmo3, a, b, opcoes]:;

If[prec !=16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pmin = $MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)] ;

intervalos = {{a0, b0}};
result = {"CONTINUAR", {a0, b0, £[a0], £[b0], £, erro, lambdaErro, prec, £ix}};

While[result[[1]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,
(niter++;
result = iteracao3[result[[2]]]:
intervalos = Insert[intervalos, {result[[2, 1]], result[[2, 2]]}, -1]

)1
If[prec != 16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];

If[ver,
Print["\n Algoritmo III \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]]]:
Print["\nNumero de avalia¢des da fung¢do: ", nfuncoes ] ;]

If[niter >» maxiter, Print["Nio se obteve convergéncia
com a toleradncia desejada apés ", maxiter, " iterag¢des."]]:;
N[intervalos[[niter]], prec]
)
1;

Clear[iteracao3, £, a, b, fa, fb, erro, lambdaErro, prec, £ix];
iteracao3[{a_, b_, fa_, fb_, £ Symbol, erro_, lambdaErro_, prec , fix }] :=
Module[{c, fc, al, bl, fal, fbl, tam, sol, u, aux, x, q},
(
c=a+(b-a)/2;

{al, bl, fal, £bl} = bracket[f, a, fa, b, fb, ¢, fc = £[c], erro, lambdaErro, prec]:

If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]:

If [Not[MemberQ[{a, b, ¢}, all]], c=al; fc=£f[c]]:
If[Not[MemberQ[{a, b, ¢}, bl]], c=bl; fc=f[c]]:
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(» Interpolagdo quadratica )
sol = {}:
If[Length[Union[{a, b, c}]] == 3,
c = Solve[InterpolatingPolynomial[{{a, fa}, {b, fb}, {c, fc}}, x] ==0, x];
If[Not[fix] && Precision|c] < prec,
c = SetPrecision[c, prec]],
(xelsexr)

e={}1;

tam = Length[c] ;
Which[tam ==2, sol ={x /. c[[1]], x/.c[[2]]}, tam==1, sel={x/. c[[1]11}]:

c =Select[sol, (als#sbl&)]:;
If[c!={},
c=c[[1]],
(velsex)
Print[
"Nio se fez interpolagdo quadratica em [" , N[a, prec], ",", N[b, prec], "]1"];
c=al+ (bl-al)/2];

{al, bl, fal, fbl} = bracket|[f, al, fal, bl, £fbl, ¢, f[c], erro, lambdaErro, prec];
If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]];

If [Abs[fal] < Abs[fbl],
(u=al;gq=fal/fbl; c=al-2x(bl-al)xqg/ (1-4q)),
(velsex)
(u=bl;g=fbl/fal; c=bl-2x(al-bl)*q/(1-4q))]:

{al, bl, fal, fbl} = bracket[f, al, fal, bl, fbl, c, £[c], erro, lambdaErro, prec]:;

If[fal == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, b1}}]]:
{"CONTINUAR", {al, bl, fal, fbl, f, erro, lambdaErro, prec, fix}}
)
1;

Clear[Algoritmod, £, a, b, opcoes];
Options[Algoritmod4d] = {
Tolerancia ->» 104 -6,
LambdaTol -> 7 /10,
Miu->1/2,
MaxIteracoes -> 15,
PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -»> False,
MostrarIteracoes -> False

}:

Algoritmo4[f_, a , b_, opcoes ] :=
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Module[{intervalos, a0, b0, cl, a2, b2, d2, fa2, fb2, £fd2, fa0, £fb0, niter=1,
result, erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, fix, pmax, pmin, q},
(
{erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, fix, a0, b0} =
tratarOpcoes{algoritmod4, a, b, opcoes];

If[prec !=16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pmin = $§MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)];

intervalos = {{a0, b0}};
fal0 = £{a0];
fbO = £[b0] ;
If [Abs[fal0] < Abs[fDbO],
(g=fa0/fb0; cl=a0~ (b0-al) *xq/ (1-q)),
(velsex)
(@q=£fb0/fal; cl1=b0- (a0-bO0) *q/ (1-q))]:

{a2, b2, d2, fa2, fb2, £d2} =
bracket2[f, a0, fa0, b0, £fb0, cl, £[cl], erro, lambdaErro, prec];
If[d2 == "terminar",
intervalos = Insert[intervalos, {a2, b2}, -1],
(*elsex)

result =
{"CONTINUAR", {a2, b2, d2, fa2, fb2, £fd2, £, erro, lambdaErro, miu, prec}}:;

While[result[[1l]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,

(niter++;
result = iteracaod[result[[2]]];

intervalos = Insert|[ intervalos, {result([[2, 1]], result[[2, 2]]}, -1]

)1
1;

If[prec !=16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];

If[ver,
Print["\n Algoritmo IV \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]]]:
Print["\nNumero de avaliagdes da fungdo: ", nfuncoes];]

If ([niter > maxiter, Print["Nao se obteve convergéncia
com a toleradncia desejada apdés ", maxiter, " iteragdes."]]:;

N[intervalos[[niter]], prec]

)
1-

Clear[bracket2, a, fa, b, fb, ¢, fc, erro, lambdaErro, prec];
bracket2[f Symbol, a_, fa_,b_, fb_, ¢c_, fc_, erro_, lambdaErro_, prec ] :=
Module[{alfa, u, mc, fmc, novoInterv, epsilon},

(

nfuncoes = nfuncoes + 1;

If [Min[fa, fb] ==fa, u=a, u=b];

If [prec == 16, epsilon = $MachineEpsilon, epsilon =5%10* (-prec)];
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alfa = lambdaErro* (2 * epsilon *Abs[u] + erro) ;

{mc, fmc} = ajustarc[a, b, ¢, £fc, alfa, £f];

Which[fmec == 0,
novolnterv = {mc, mc, mc, fmec, fmec, fmec},
Sign[fa*fmc] == -1,
novolnterv = {a, mc, b, fa, £fmc, £fb},
True,

novolnterv = {mc, b, a, fmc, £fb, fa}

1;

If [Min[novolInterv[[4]], novoInterv[[5]]] == novoInterv[[4]],
u = novolnterv[[1l]], u=novolInterv[[2]]];

If[ novolInterv[[2]] - novoInterv[[l]] <=4 *epsilon*Abs[u] + 2 xerro,
{novolInterv[[1]],

novolInterv[[2]], "terminar", "terminar", "terminar", "terminar"},
(*elsex)

Table[novoInterv[[i]], {i, 6}]]

K

Clear[difDiv, n];

difDiv[{x_, ¥y }, {fx_, £fy_}] :=difDiv[{x, y}] = (fy-£x) / (y -x);
difDiv[x_List, y List] :=Module[{n = Length[x]},

difDiv[x] = (difDiv[Drop[x, 1], Drop[y, 1]] -

difDiv([Drop[x, -1], Drop[y, -1]1) / (x[[n]] -x[[1]])
] /; Length[x] > 2 && Length[x] == Length[y]:;

Clear [newtonQuadratic, a, b, d, fa, fb, £d, prec, k]’
newtonQuadraticfa ,b_,d , fa_, fb_, fd_,

k_? ((IntegerQ[#] &&# > 0)&), prec ] :=
Module[{A, B, r0, poli, frec},

A =difDiv[{a, b, d}, {fa, fb, £d}];
B =difDiv[{a, b}, {fa, fb}];
If[A==0, r=a-(1/B) xfa,
If[A«xfa>0, xr0=a, xr0=Db];
poli[x ] = fa+B (x-a)+A*(x-a)*(x-b);

frec[x_] =N[x-poli[x] /(B+A (2x-a-Db)), prec];
FixedPoint[frec, x0, k]

1:

Clear[iteracao4, £, a, b, d, fa, fb, £d, £, erro, lambdaErro, miu, prec];

iteracaocd4[{a_, b_, d_, fa_, fb_, £fd_, £ _Symbol, erro_, lambdaErro_, miu_, prec_}] :=
Module[{c, al, bl, fal, £fbl, dl, £d1, u, aux, q},

(

c = newtonQuadratic[a, b, d, fa, fb, £d, 2, prec];
{al, bl, d1, fal, £fbl, £d1} =

bracket2[f, a, fa, b, fb, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec];
If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, b1}}]];
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If [Abs[fal] < Abs[£fbl],
(u=al;g=fal/fbl; c=al-2*(bl-al)*q/(1-q)),

(xelsex)
(u=bl;gq=fbl/fal; c=bl-2%(al-bl)*xq/(1-q))]:;

If[Abs[c-u] > (1/2)*(bl-al), c=al+ (bl-al)/2];

{al, bl, d1, fal, £bl, £d1} =

bracket2[f, al, fal, bl, £fbl, c, £[c], erro, lambdaErro, prec] ;
I1£[{dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}1}:

If[ (bl -al) >=miux (b-a), {al, bl, d1, fal, fbl, £dl} =
bracket2[f, al, fal, bl, fbl, aux=al+ (bl -al) /2, £[aux], erro, lambdaErro, prec]
If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]1]:

{"CONTINUAR", {al, bl, dl, fal, fbl, £dl, £, erro, lambdaErro, miu, prec}}

)
1;

Clear[Algoritmo5, £, a, b, opcoes];
Options[Algoritmo5] = {
Tolerancia -> 10%-6,
LambdaTol -> 7/ 10,
Miu->1/2,
MaxIteracoes -> 15,
PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -> False,
MostrarIteracoes -> False

};

Algoritmo5(f , a_, b_, opcoes ] :=
Module[{intervalos, a0, b0, cl1, a2, b2, d2, fa2, fb2, £d2, fa0, £fb0, niter =1,
result, erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, £fix, pmax, pmin, q},
(

{erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, £ix, a0, b0} =
tratarOpcoes[algoritmo5, a, b, opcoes] ;

If [prec !=16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pmin = $MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)];

intervalos = {{a0, b0}};
fa0 = £[a0] ;
£b0 = £[b0] ;
1f [Abs[£a0] < Abs[£b0],
(gq=£fa0/fb0; cl=a0- (b0-a0) *xq/ (1-q)),
(velsex)
(q=£b0/£a0; cl=b0- (a0-b0) xq/ (L-q))];

{a2, b2, d2, fa2, £fb2, £d2} =
bracket2[£f, a0, fa0, b0, fb0, cl, £[cl], erro, lambdaErro, prec]:;
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If[d2 == "terminar", intervalos = Insert[intervalos, {a2, b2}, -1],
(xelsex)
result =
{"CONTINUAR", {a2, b2, d2, fa2, fb2, £fd2, £, erro, lambdaErro, miu, prec}}:;

While[result[[1]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,
(niter++;
result = iteracao5[result([[2]]];
intervalos =
Insert[ intervalos, {result[[2, 1]], result[[2, 2]]}, -1]
Y1
1;:

If [prec != 16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];

If([ver,
Print["\n Algoritmo V \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]l]]:
Print["\nNimero de avaliag¢des da fungdo: ", nfuncoes];]

If [niter > maxiter, Print["Nao se obteve convergéncia
com a tolerancia desejada apés ", maxiter, " iteragdes."]]:;
N[intervalos[[niter]], prec]
)
1;

Clear[iteracao5, £, a, b, d, fa, fb, £d, erro, lambdaErro, miu, prec];
iteracao5[{a_,b_,d , fa_, fb_, £d_, £_Symbol, erro_, lambdaErro_, miu_, prec_}] :=
Module[{c, al, bl, fal, fbl, d1, £d1l, u, aux, q},
(

¢ = newtonQuadratic[a, b, d, fa, fb, fd, 2, prec]:;

{al, bl, d1, fal, fbl, £d1} =

bracket2[f, a, fa, b, fb, ¢, f£[c], erro, lambdaErro, prec] ;

If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]:

¢ = newtonQuadratic[al, bl, d1, fal, fbl, £dl, 3, prec];

{al, bl, d1, fal, fbl, £d1} =

bracket2[f, al, fal, bl, fbl, ¢, f[c], erro, lambdaErro, prec] ;
If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]1];

If[Abs[fal] < Abs[fDbl],
(u=al;g=fal/fbl; c=al-2%(bl-al)*xq/(1-q)),
(xelsex)
(u=bl;qgq=fbl/fal; c=bl-2x(al-bl)*q/ (1-q))];

If[Abs[c-u] > (1/2)*(bl-al), c=al+ (bl-al)/2];

{al, bl, d1, fal, £fbl, £d1} =

bracket2{f, al, fal, bl, fbl, ¢, £f[c], erro, lambdaErro, prec];
If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]1]:

If[ (bl -al) >=miux (b-a), {al, bl, d1, fal, fbl, £d1} =
bracket2[f, al, fal, bl, fbl, aux=al+ (bl-al) /2, f{aux], erro, lambdaErro, prec]
If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]1];
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{"CONTINUAR", {al, bl, dl1, fal, £fbl, £d1, £, erro, lambdaErro, miu, prec}}
)

Clear[Algoritmo6, £, a, b, opcoes] ;
Options[Algoritmo6] = {
Tolerancia -> 10* -6,
LambdaTol -> 7/ 10,
Miu->1/2,
MaxIteracoes -> 15,
PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -> False,
MostrarIteracoes -> False

}:
Algoritmo6[f_, a_, b_, opcoes__ ] :=
Module[{intervalos, a0, b0, cl1, a2, b2, d2, fa2, fb2, £d2, fa0, £fb0, niter=1,
result, erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, £fix, pmax, pmin, q},
(
{erro, lambdaFrro, miu, maxiter, prec, ver, fix, a0, b0} =
tratarOpcoes[algoritmo6, a, b, opcoes]:;

If[prec !=16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pmin = $MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)];

intervalos = {{a0, b0}}:
fa0 = £[a0];
£fb0 = £[b0] ;
If[Abs[£fa0] < Abs[£fb0],
(q=£fa0/fb0; cl=a0- (b0-a0)+«q/ (1-q)),
(velsex)
(q=£fb0/fal0; cl=b0-~- (a0-b0) *xq/ (1-q))]:

{a2, b2, d2, fa2, fb2, £d4d2} =
bracket2[f, a0, fa0, b0, £fb0, c1, f[cl], erro, lambdaErro, prec]:

If[d2 == "terminar",
intervalos = Insert{intervalos, {a2, b2}, -1},
(velsex)

result =
{"CONTINUAR", {a2, b2, d2, d2, fa2, fb2, £d2, £d2, f, erro, lambdaFrro, miu, prec}}:

(«Para n=2 teremos sempre interp. quadraticalx)

While[result[[1]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,

(niter++;
result = iteracao6[result[[2]]];

intervalos = Insert[ intervalos, {result[[2, 1]], result[[2, 2]]}, -1]

)1
1;

If[prec != 16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];
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If[ver,
Print["\n Algoritmo VI \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]]];
Print["\nNumero de avaliagdes da fungdo: ", nfuncoes];]

If [niter » maxiter, Print["Nac se obteve convergéncia
com a tolerancia desejada apds ", maxiter, " iterac¢des."]]:;
N[intervalos[[niter]], prec]

)
1;

Clear[ipzero, a, b, ¢, d];
ipzerofa_,b_,c_,d ,fa , fb , fc , £d_] :=
Module[{qgll, g21, g31, d21, d31, q22, q32, d32, q33, q, aprox},

If]
Abs[fc] < Abs[fd], gq=fc/fd; qll= (c-d)* q/ (1-q), qll=(c-d) * fc/ (fd-£c)];
If[
Abs[fb] < Abs[fc], gq=fb/fc; q2l = (b~c)*q/ (1-q), q21 = (b-c) *fb/ (fc-£fb)];
If[Abs[fa] <Abs[fb], gq=fa/fb; q31=(a-b)*q/ (1-q), g31 = (a-b) *xfa/ (fb - fa)
If[
Abs[fc] < Abs[fb], gq=fc/fb;d21 = (c-b)*q/ (1-q), d21= (b-c) *fc/ (fc-£fb)];
If [Abs[fb] < Abs[fa], gq=fb/fa;d31 = (b-a)*q/(1-q), d31=(a-b) *fb/ (fb - fa)
If [Abs[fb] < Abs[fd],
gq=fb/£fd; q22 = (d21-qll)*q/ (1-q), gq22 = (d21 ~qll) »fb/ (fd-£fb)];
If[Abs[fa] < Abs[fc],
g=fa/fc; g32=(d31-q2l1) *xq/ (1-q), 932 = (d31-q21) xfa/ (fc-fa)];
If[Abs[fc] < Abs[fa],
g=fc/fa; d32= (q21-d31) *xq/ (1-q), d32 = (d31-q2l1) *xfc/ (fc~fa)];
If[Abs[fa] < Abs[£fd],
g=fa/fd; q33 = (d32-q22) *xq/ (1 -q), q33 = (d32-q22) vxfa/ (fd-fa)];
aprox = a + q31 +g32 + g33
1:

Clear[zeroP2ouP3, a, b, d, e, fa, fb, fd, fe, prec];
zeroP2ocuP3[a_,b_,d_,e_, fa_, fb_, fd_, fe_, prec_] i=
Module[{c},
If[Length[Union[{fa, fb, £d, fe}]] < 4, newtonQuadratic[a, b, d, fa, fb, £d, 2, prec],
(xelsex)
c = ipzero [a, b, d, e, fa, fb, fd, fe];
If[(c-a) (c-Db) >=0, newtonQuadratic[a, b, d, fa, fb, £d, 2, prec], c]

Clear[iteracao6, a, b, d, e, fa, fb, £fd, fe, £, erro, lambdaErro, miu, prec];
iteracao6|[

{a_,b_,d_,e_,fa , fb_, fd_, fe_, £ Symbol, erro_, lambdaErro_, miu_, prec_}] :=
Module[{c, al, bl, d1, fal, fbl, £d1, u,

a2, b2, d2, fa2, fb2, £d2, a3, b3, d3, e3, fa3, fb3, £d3, fe3, aux, g},
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¢ = zeroP2ouP3[a, b, d, e, fa, fb, £fd, fe, prec];
{al, b1, d1, fal, fbl, £dl} = bracket2([f, a, fa, b, fb, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec]

If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, b1}}]];

If[Abs[fal] < Abs[£fbl],
(u=al;gq=fal/fbl; c=al-2x(bl-al)xq/(1-q)),
(velsex)
(u=bl;gq=fbl/fal; c=bl-2%(al-bl)*q/ (1-q))];

If[Absf[c-u] > (1/2)*(bl-al), c=al+ (bl-al)/2];

{a2, b2, d2, fa2, £fb2, £d2} =

bracket2[f, al, fal, bl, £bl, ¢, f[c], erro, lambdaErro, prec];
If[d2 == "terminar", Return({"TERMINAR", {a2, b2}}]];

If[(b2 -a2) <miux (b-a),
{a3, b3, d3, e3, fa3, fb3, £d3, fe3} = {a2, b2, d2, d1, fa2, £b2, £d2, £d1},
(xelsex)
{a3, b3, d3, e3, fa3, fb3, £d3, fe3} = Insert[Insert[bracket2[f, a2, fa2, b2, £b2,
aux = a2 + (b2 - a2) /2, f[aux], erro, lambdaErro, prec], d2, 4], £d42, -1];
If[d3 == "terminar", Return[{"TERMINAR", {a3, b3}}]1]]:;

{"CONTINUAR", {a3, b3, d3, e3, fa3, £b3, £d3, fe3, f, erro, lambdakrro, miu, prec}}

Clear[Algoritmo7, £, a, b, opcoes];
Options{Algoritmo7] = {
Tolerancia -> 10* -6,
LambdaTol -> 7/ 10,
Miu->1/2,
MaxIteracoes -> 15,
PrecisaoUsada -> $MachinePrecision,
PrecisaoFixa -> False,
MostrarIteracoes -> False

};

Algoritmo7[f_, a_, b_, opcoes___ ] :=
Module[ {intervalos, a0, b0, cl1, a2, b2, d2, fa2, fb2, £fd2, fa0, £b0, niter=1,
result, erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, fix, pmax, pmin, q},
(
{erro, lambdaErro, miu, maxiter, prec, ver, fix, a0, b0} =
tratarOpcoes[algoritmo7, a, b, opcoes] ;

If [prec != 16 && fix, (pmax = $MaxPrecision;
pnin = $MinPrecision; $MaxPrecision = prec; $MinPrecision = prec)] ;

intervalos = {{a0, b0}};
fa0 = £[a0];
£b0 = £[b0] ;
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If[Abs[fa0] < Abs[£fDbO0],
(q=£fa0/£fb0; cl=al0-(b0-al0)*xq/ (1-q)),
(*elsex)
(gq=£fb0/fad; cl1=b0- (a0-b0) *gq/ (1 -4q))]:

{a2, b2, d2, fa2, fb2, £d2} =
bracket2[f, a0, fa0, b0, £b0, cl, f[cl], erro, lambdaErro, prec];

If[d2 == "terminar",
intervalos = Insert[intervalos, {a2, b2}, -1],
(xelsex)
result =
{"CONTINUAR", {a2, b2, d2, d2, fa2, £b2, £d2, £fd2, £, erro, lambdaErro, miu, prec}};
(*Para n=2 teremos sempre interp. quadraticalx)

While[result[[1l]] != "TERMINAR" && niter <= maxiter,
(niter++;
result = iteracao7[result[[2]]]:
intervalos = Insert[ intervalos, {result[[2, 1]], result[[2, 2]]}, -1]
)1
1;

If[prec !=16 && fix, ($MaxPrecision = pmax; $MinPrecision = pmin)];

If([ver,
Print["\n Algoritmo VII \n "];
Print[TableForm[N[intervalos, prec]]];
Print["\nNumero de avaliag¢des da fungdo: ", nfuncoes] ;]

If[niter > maxiter, Print["Ndo se obteve convergéncia
com a toleradncia desejada apds ", maxiter, " iteragdes."]]:
N[intervalos[[niter]], prec]

)
1;

Clear[iteracao7, a, b, d, e, fa, £b, £d, fe, £, erro, lambdaErro, miu, prec];
iteracao7(

{a_,b_,d_,e_,fa ,fb_, fd , fe , £ Symbol, erro_, lambdaErro_, miu_, prec_}] :=
Module[{c, el, fel, al, bl, d1, fal, £bl, £fdl, u,

a2, b2, d2, fa2, £fb2, £d2, a3, b3, d3, e3, fa3, £b3, £d3, fe3, aux, q},

(

¢ = zeroP2ouP3[a, b, d, e, fa, £fb, £fd, fe, prec]:

{al, bl, d1, fal, £bl, £d1l} = bracket2[f, a, fa, b, fb, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec]

If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]];

el =d;

fel = £d4;

¢ = zeroP2ouP3[al, bl, dl, el, fal, £bl, £d1, fel, prec];

{al, bl, d1, fal, £bl, £d1} =

bracket2[f, al, fal, bl, £bl, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec] ;
If[dl == "terminar", Return[{"TERMINAR", {al, bl}}]]:

If[Abs[fal] < Abs[£bl],
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(u=al;g=fal/fbl; c=zal-2»x(bl-al)xq/ (1-q)),
(*elsex)
(u=bl;g=fbl/fal; c=bl-2x(al-bl)xq/(1-4a))]:;

If[Abs[c-u] > (1/2)*(bl-al), c=al+ (bl-al)/2];

{a2, b2, d2, fa2, fb2, £d2} =

bracket2[f, al, fal, bl, fbl, ¢, £[c], erro, lambdaErro, prec];
If[d2 == "terminar", Return[{"TERMINAR", {a2, b2}}]];

If[ (b2 -a2) <miux (b-a),
{a3, b3, d3, e3, fa3, £b3, £d3, fe3} = {a2, b2, d2, d1, fa2, fb2, £d2, £d41},
(xelsex)
{a3, b3, d3, e3, fa3, fb3, £d3, fe3} = Insert[Insert[bracket2[f, a2, fa2, b2, £fb2,
aux = a2 + (b2 - a2) /2, £[aux], erro, lambdaErro, prec], d2, 4], £d2, -1];
If[d3 == "terminar", Return[{"TERMINAR", {a3, b3}}]]]:

{"CONTINUAR", {a3, b3, d3, e3, fa3, £fb3, £d3, fe3, £, erro, lambdaErro, miu, prec}}

End[];
EndPackagel[];
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In[3]:=

but[4]=

'Inf5]:=

Qut{5]=

In[6]:=

!
|
lout [6]=

|
iInf7]:=

but[7]=

Pn[B]:=

Lut[8]=

Dois exemplos de utilizagao do programa

Clear(g, xJ;
glx_] :=1/2%Log[1/100+x"2] +ArcTan[10x] -7/2
Algoritmo7[g, 1, 2, Tolerancia -> 0, PrecisaoUsada -> 45]

{1.0911267672348262116668380974523404057872,
1.0911267672348262116668980974523404057872}

Algoritmo7[g, 1, 2, Tolerancia -> 104-10, MostrarIteracoes -> True]

Algoritmo VII

1. 2.
1.091126710568544 1.091126829536338
1.091126767234826 1.091126767234826

Numero de avaliagdes da fungdo: 7

{1.091126767234826, 1.091126767234826}
Clear([f, x];
20
(2i-5)?
£[x_] :=-2 —_—
/1 (x-i*2)°
i=1

Algoritmo5[f, 4 +10%-4, 9-10%-4, Tolerancia -> 0, PrecisaoUsada -> 100]

{6.68375356080807808143026265054007171669369158973368197752751794973053
6.68375356080807808143026265054007171669369158973368197752751794973053

AlgoritmoS[f, 4+10%-4, 9-10*-4, MostrarIteracoes -> True]

Algoritmo V

4.0001 8.9999
6.656244756299385 6.812488112598389
6.683753005590974 6.683754405590978

Numero de avaliac¢des da funcdo: 9

{6.683753005590974, 6.683754405590978}

Algoritmo7[f, 4+10%-4, 9-10~-4, Tolerancia -> 0, PrecisaoFixa -> True,
PrecisaoUsada -> 45]

{6.6837535608080780814302626505400717166936916,
6.6837535608080780814302626505400717166936917}
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