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SUMARIO

E objectivo deste trabalho apresentar as possibilidades do processamento paralelo na
resolugdo de sistemas de equagdes lineares, tendo-se para o efeito seleccionado trés métodos
de resolugio de sistemas:

1 - Método da eliminagdo de Gauss

2 - Método da factorizagdo de Choleski

3 - Método iterativo dos Gradientes Conjugados
Para os métodos utilizados sdo apresentados resultados do Speedup e respectivas eficiéncias

em fungdo do nimero de processadores utilizados.

1. INTRODUCAO

Os problemas de Engenharia de anélise estrutural implicam, de um modo geral, a
resolugdo de sistemas de equagdes lineares de grandes dimensdes, a que corresponde uma
grande parte do tempo total de andlise. Por isso tem-se procurado desenvolver métodos que
conduzam a tempos cada vez menores para a sua resolugdo. De entre os métodos conhecidos
salienta-se o da eliminacdo de Gauss, por ser o de mais generalizada utilizagdo, o método de
factorizagdo de Choleski, que conduz a ganhos de tempo em relagdo ao da eliminagio de
Gauss necessitando da mesma quantidade de meméria, e o método iterativo dos gradientes
conjugados que para sistemas bem condicionados se revela de grande eficiéncia.

O estudo dos métodos de resolugdo de sistemas de equagdes lineares em processamento
paralelo, que constitui o objectivo deste trabalho, vai ter como base o estudo das eficiéncias
destes trés métodos sob as condigbes mais desfavoraveis, ou seja, a nio existéncia de termos

nio nulos na matriz dos coeficientes.
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2. SISTEMAS DE PROCESSAMENTO PARALELO

A necessidade de resolugdo de problemas que exigem grandes quantidades de célculo
impulsionou o aparecimento de computadores cada vez mais poderosos tanto em termos de
velocidade de célculo como em termos de capacidade de armazenamento de informagéo.

O primeiro passo para conseguir estes objectivos foi dado pela construgio de
computadores paralelos, m4aquinas que para além do processador central dispdem de um
processador aritmético partilhando ambos uma meméria central.

O passo seguinte foi dado pelos supercomputadores, méquinas com vérios processadores
mas apenas com uma memoria que é acedida por todos eles. Estes supercomputadores,
bastante répidos, tém o inconveniente de, a0 possuirem este tipo de meméria, se tornarem
pouco eficientes quando a ela chegam muitos acessos no mesmo instante.

O passo mais recente foi dado pelos multicomputadores, miquinas que tém vérios
processadores, dispondo cada um deles de uma memoria local. Nestas méquinas, os
processadores estdo ligados uns aos outros por uma rede de comunicagdes que permite que
os dados armazenados na memoria dum processador sejam transferidos para outro, sendo
necessario a existéncia de sincronismo entre eles para que esta comunicagdo se faga

correctamente.

2.1. Sistema existente na FEUP

A méquina actualmente existente na FEUP para processamento paralelo é um
multicomputador composto por 16 processadores T800, vulgarmente designados por
"TRANSPUTERS", por serem compostos por um processador central, um processador
aritmético, 2 Mbytes de memoria local e quatro ligagSes para comunicagio.

Um dos pontos fulcrais destes multicomputadores € o tipo e a forma das ligag6es entre
processadores. Elas podem ter as mais variadas formas respeitando sempre as quatro ligagdes
entrada/saida existentes em cada processador. A figura 1 ilustra alguns dos tipos mais comuns
de redes de processadores [1].

Depois de definida a rede de comunicag¢bes entre processadores ficam determinados os
percursos a percorrer de um processador até outro qualquer.

A linguagem de programagio paralela para este tipo de maquinas é o OCCAM, a qual
permite realizar todas as comunicagdes entre processadores seguindo as ligagdes previamente
definidas. Esta linguagem é caracterizada por ser uma linguagem de baixo nivel e trabalhar
ao nivel do hardware. Tal como todas as outras linguagens de baixo nivel é bastante dificil e

morosa a sua programagdo.

2.2. Linguagem de distribui¢@o de componentes (CDL)

Para superar as dificuldades, que advém do uso do OCCAM, esta méquina dispde de
um programa, 0 CDL, que permite definir novos tipos de comunicagbes entre processadores.
Na figura 2 encontram-se representados os tipos de ligagGes suportados por esta lingnagem.

Com este tipo de comunicagio podem utilizar-se canais definidos na linguagem C e
consequentemente utilizar esta linguagem que é mais ficil de ser manuseada. O tnico
inconveniente que se nos depara tem a ver com a perda de certos canais de comunicagio,
como é G caso da estrutura Farm em que ndo é permitida a comunicacio entre Slaves.



3. SPEEDUP E EFICIENCIA

A medida da qualidade dos algoritmos paralelos € usualmente quantificada através do
seu Speedup e da eficiéncia [2].

O Speedup S p dum algoritmo paralelo a correr em p processadores € dado pelo
quociente entre o tempo T 1 de resolugdo num s6 processador € o tempo 7T p de resolugio

em p processadores em funcionamento paralelo.

Sp=T1/Tp (1)

ParaTl gerahﬁcnte utiliza-se o tempo de resolugdo do algoritmo sequencial, apesar
deste ser diferente do algoritmo paralelo a correr apenas num processador.

O valor 6ptimo para o Speedup S pdeve serigual a p, pois isto quer dizer que o programa
paralelo a correr em pprocessadores demorou pvezes menos tempo que o sequencial. Esta
situagdo ideal , no entanto, ndo se verifica porque a comunicagio entre processadores gasta
muito mais tempo do que aquele que é necessdrio para uma quantidade significativa de
operagdes matematicas, pelo que S pé sempre menor que .

O Speedup pode assim ser interpretado como o niimero de processadores que estdo a
trabalhar a 100% comparativamente ao programa sequencial.

A eficiéncia £ pdum algoritmo paralelo é dada pelo quociente entre o Speedup Spe

o niimero de processadores .
Ep=Sp/p (2)
Esta quantidade assume sempre valores inferiores a unidade j4 que S pé menor que p.

4. METODO DE GAUSS

Como & sabido, 0 método da eliminagio de Gauss consiste na eliminagdo de todos os
elementos da matriz abaixo da diagonal principal. Isto é conseguido eliminando uma coluna
de cada vez até obtermos s6 valores nulos abaixo da diagonal principal, apds a qual a obteng¢io

da solugdo do sistema se faz por retrosubstituicio.

4.1. Tempo de cdlculo do algoritmo sequencial

Para a medida da eficiéncia dos algoritmos paralelos para o0 método de Gauss em banda
simétrica fol necessério, dadas as limita¢bes de memdria de um s6 processador, extrapolar
os valores do tempo de resolucio do algoritmo sequencial, baseando-se esta extrapolagdo no
nimero de operagdes efectuadas por este algoritmo.

A climinagdo de Gauss para uma matriz em banda simétrica conduz a:

S=1/2*N*¥LSBR"2+1/2*N*[SB~-1/3*1SB"3+1/3*LSB-N (3)

somas ¢ subtracgbes e



P=1/2¥*N*]SB"2+3/2*N*[SB-1/3*LSB"3~1/2%¥LSB"2+35/6*LSB~-2*N
(4)
multiplicagSes e divisdes, sendo N o niimero de equagdes do sistema e LS B a largura da sua

semi-banda.
Para a obtengio dos valores extrapolados, admitiu-se que o tempo de extrapolagdo,

pode ser obtido por:

t=(ys)*S+(yp)*P C)

Os coeficientes (ys)e (yp) foram aferidos a partir dos tempos medidos em célculos
compativeis com a capacidade de meméria de um processador, tendo-se constatado uma boa
consténcia para o conjunto de sistema seleccionado até 1500 equagdes, nlimero méximo que

é possivel resolver num s processador.
A retrosubstitui¢io para uma matriz simétrica em banda necessita de:

S=N*.SB-1/2%¥LSB"2-N+1/2*1SB (6)

somas e subtracgdes
P=N*[SB-1/2*¥LSB"2+1/2*LSB (7)

multiplicagdes e divisdes.
Os valores extrapolados, para o tempo de retrosubstitui¢do, foram obtidos pela
expressdo
t=(y)*(S+P) (8)

que mostrou ser bastante eficiente dada a grande constancia do coeficiente (y)

4.2. Algoritmo paralelo

Para o desenvolvimento do algoritmo de resolugdo do sistema de equagdes em
processamento paralelo adoptou-se a estrutura Farm. Como se pode depreender desta
estrutura, é-se obrigado a elaborar dois algoritmos, um para correr no processador Master e
outro para correr nos processadores Slaves.

O Master encarrega-se de enviar informagio para os Slaves, estes procedem aos cdlculos
inerentes a essa informagdo apds os quais enviam para o Master os consequentes resultados,
repetindo-se este processo o nlimero de vezes necessério até ser resolvido o sistema.

A forma ideal de distribuigdo da matriz dos coeficientes pelos Slaves devera ser tal que
o processador i tenha as linhas i, i+p, i+2p,.. , sendo p o nimero de processadores. Esta
distribui¢do conduz a um maior equilibrio da quantidade de informagio existente em cada
procesador, sendo por isso mais facil obter o sincronismo entre processadores.

4.2.1. Eliminagdo

O algoritmo para o Master encarrega-se de proceder ao envio de cada linha do sistema
para todos os processadores € em seguida receber dum deles a linha seguinte do sistema,

linha esta que serd enviada no passo seguinte.



Cada Slave 1& uma linha enviada pelo Master e para cada uma delas procede aos célculos

necessarios nas linhas armazenadas nesse processador.

Master Slave i

L=1,N

envia linha L para Slaves - recebe linha L

faz os cdlculos nas linhas que estdo no

seu processador

calcula em que processador p esté a ser calcula qual o processador que tem a

calculada a linha L+1 linhaL+1

recebe do processador p a linha L+1 « o processador respectivo envia a linha
L+1 para o Master

4.2.2. Retrosubstitui¢do

O algoritmo para o Master recebe uma incognita jé calculada e envia-a a todos os
processadores, até que se esgotem as incégnitas.

Os Slaves recebem uma incdgnita jd calculada e com ela procede a célculos nas linhas
que armazena. Seguidamente, um dos Slaves calcula a incognita que ird para o passo seguinte.

Master Slave i
L=N,1
calcula qual o processador que estd em - calcula qual o Slave estd em condigbes
condigdes de obter X(I) de obter X(I)

recebe do processador seleccionado a
incégnita X(I)

o Slave seleccionado procede ao céiculo
¢ envia X(I) para o Master

envia a incégnita X(I) para todos os
processadores

recebe a incdgnita X(1)

faz os célculos nas linhas que estdo no
seu processador




4.3. Resultados para matriz em banda simétrica

A figura 3 mostra que, como era de esperar, 0 tempo de eliminagio diminui & medida
que aumenta o nimero de processadores. Embora se constate que esta diminuigdo se atenua
com o niimero de processadores, por aumentar o tempo de comunicagio, pode observar-se
na figura 4 que se obtém uma muito significativa diminuigio do tempo de célculo em relagio
ao céleulo sequencial.

A figura 5 evidencia que, na gama dos célculos efectuados, a fase de retrosubstituigio,
por necessitar de um grande nimero de comunicages e um pequeno niimero de operagdes
mateméticas, € mais demorada que a correspondente sequencial, atenuando-se no entanto
com o aumento do nimero de equagdes. Pode ainda observar-se no entanto que o tempo
para esta fase é de um modo inferior a 10% do tempo da fase de eliminagio.

Em termos de eficiéncia constata-se, nas figuras 6 e 7, que esta € crescente com o nimero
de equagdes e que para sistemas de grandes dimensdes se obtém valores que se aproximam

da eficiéncia maxima.

4.4, Resultados para matriz simétrica cheia

Para o caso de matriz simétrica cheia podem extrair-se as mesmas conclusées que para
matrizes em banda simétrica, sendo de destacar o facto que para as cheias se obtém eficiéncias
muito maiores, devendo-se isto ao facto de se proceder a um maior nimero de operagdes
para resolver um sistema simétrico.

A figura 8 é exemplo disto, na qual se pode observar que a retrosubstituigio paralela,
para a gama de célculos efectuados, comega a gastar tempos da mesma ordem de grandeza
que a sequencial.

Na figura 9 € 10 observa-se que na eliminagdo paralela para matrizes simétricas as
eficiéncias tendem rapidamente para o seu valor méximo para quase qualquer gama de
sistemas, podendo-se concluir que o processamento paralelo € tanto mais vantajoso quanto

mais cheia for a matriz.

5.METODO DE CHOLESKI (FACTORIZACAO)

O método de Choleski baseia-se na decomposi¢io da matriz dos coeficientes no produto

de duas matrizes, ou seja:
A=L*L7 (9

sendo Zuma matriz triangular inferior e L7 a sua transposta [3] e [4].
Apbs a factorizagiio, a obtengdo da solucio do sistema far-se-4 com uma substituigio

progressiva € uma retrosubstituigdo, ou seja:

A*X =B (10)
(L*1L7)*X =B (11)
L*Y = B(substituicdo progressiva) (12)

LT*X =Y (retrosubstituicdo) (13)



5.1. Algoritmo sequencial

Admitindo que temos uma matriz simétrica e definida positiva, para cada coluna, este
método executa as seguintes fases na obtengio da matriz L:
- Transformagio apropriada do elemento da diagonal principal.
- Com o valor anterior calcula os restantes elementos da coluna em estudo.

5.2. Algoritmo paralelo
Tal como no método anterior, 0 Master encarrega-se essencialmente da comunicagdo
entre processadores, sendo os calculos necessdrios & obtengdo dos elementos da matriz L

efectuado nos Slaves.
Para a factorizagfo tem-se:

Master Slave i

L=1,N
calcula o elemento da diagonal principal
dalinha L
envia linha L para todos processadores - recebe linha L
faz os cdlculos na coluna L das linhas que
estdo no seu processador
recebe de cada processador a coluna L « envia a coluna L para o Master

A substituigio progressiva e a retrosubstitui¢fio sdo paralelizdveis de modo idéntico ao

feito para o método de Gauss.

5.3. Resultados para matriz simétrica

Do gréafico da figura 11 conclui-se que, neste método, os ganhos nos tempos de
factorizagdo para vérios processadores sdo, para este nimero de equagbes, pouco
significativos. Se se extrapolarem estes valores pode constatar-se que sé para sistemas muito
maiores € que comega a haver ganhos substanciais.

A principal conclusdo que se pode tirar do gréfico da figura 12 é uma consequéncia do
que foi dito para o gréfico anterior, constatando-se que as eficiéncias deste método para
sistemas desta ordem de grandeza sdo bastante baixas. Este método s6 se revela eficiente
para sistemas de dimensGes bastante maiores que as ensaiadas.



6. METODO DOS GRADIENTES CONJUGADOS (ITERATIVO)

Neste ponto faz-se referéncia ao método dos gradientes conjugados, um métodoiterativo
cujos fundamentos [5], dada a sua complexidade, se encontram fora do 4mbito deste trabalho.

6.1. Algoritmo sequencial
Em relagio ao algoritmo sequencial pode concluir-se que o tempo de cada iteragdo €
condicionado pelo tempo de um produto duma matriz A por um vector w, tal como pode

verificar-se no gréfico da figura 13. .
Conclui-se assim que a paraleliza¢io deste método deverd incidir essencialmente sobre

o produto A.w.

6.2. Algoritmo paralelo

Master Slave i

Enquanto erro > erro maximo

calcula o vector w

envia o vector w para todos Os - recebe o vector w

processadores

procede ao calculo de A.w

recebe o vector produto “ envia A.w para o Master

T

realiza os restantes célculos da iteracdo

calcula erro desta iteragio

|

6.3. Resultados para matriz em banda simétrica

A anélise do gréfico da figura 14 permite concluir que os tempos do algoritmo paralelo
sdo superiores ao do sequencial até as 600 equagdes, verificando-se a partir daf um ganho
crescente com o calculo em processamento paralelo.

O grafico da eficiéncia, figura 15, evidencia que, para a gama de sistemas ensaiados, as -
eficiéncias sdo baixas, sendo no entanto de esperar que para sistemas de maiores dimensoes,
em que o peso do tempo de comunicagSes diminui, se encontrem eficiéncias aceitaveis.
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7. ANALISE COMPARATIVA DOS METODOS

A comparagio entre 0s tempos totais, de resolugdo dos sistemas de equagdes ensaiadas,
para os métodos apresentados, sugere recomendagdes de ordem geral quanto ao interesse
da sua utilizagdo.

Para sistema de matriz simétrica em banda compara-se na figura 16 os resultados obtidos
com o método de Gauss e o método dos gradientes conjugados, constatando-se que este tiltimo
¢ substancialmente menos demorado. No entanto deve ter-se em conta que, sendo o método
dos gradientes conjugadositerativo, o tempo de calculo é proporcional ao niimero de iteragdes,
sendo este ntimero muito sensivel ao grau de condicionamento da matriz dos coeficientes e
ao nimero de equagdes. Deve ainda acrescentar-se que para problemas que envolvam mais
do que um segundo membro a situagdo apresentada se pode alterar, j4 que o nlimero de
operagdes envolvidas para o cilculo de outros segundos membros se reduz drasticamente no
método de Gauss.

No caso de sistemas com matrizes cheias a comparagdo que se apresenta na figura 17
mostra que o método de Choleski € um pouco mais rdpido que o de Gauss.

8. CONCLUSAO

Sendo o processamento paralelo relativamente recente nio se encontram ainda
generalizados algoritmos para a resolugio de sistemas de equagdes, ao contrdrio do que
acontece para os sequenciais, constituindo este trabalho uma contribui¢do no estudo das suas
possibilidades e vantagens.

Os algoritmos de resolugdo de sistemas de equagdes em processamento paralelo,
apresentados de forma sistemdtica ao longo deste trabalho, evidenciam que € necessério
idealizar um ou mais modos de funcionamento e elaborar dois algoritmos distintos, um para
correr no Master e outro nos Slaves. O algoritmo Master encarrega-se habitualmente da
distribuicdo das informacdes para os Slaves, enquanto estes se encarregam das operagdes
necessarias sobre a informagio neles armazenada. A elaboracdo destes algoritmos reveste-se
de cuidados especiais j4 que é necessario obter sincronismo entre as tarefas de todos os
processadores de modo a eles entrarem em funcionamento simultineo.

A paraleliza¢do dos métodos apresentados demonstrou que se obtém boas eficiéncias
tendo-se conseguido ganhos de tempo muito significativos relativamente ao processamento
sequencial. Conclui-se, ainda, que esta eficiéncia cresce com o aumento da dimensdo dos
sistemas ja que o peso das comunica¢es entre processadores diminui relativamente ao do
processamento aritmético,

No ambito dos ensaios efectuados conclui-se que para a resolugdo de sistemas de
equagdes cheios 0 método de Choleski apresenta vantagem em relagdo ao da eliminac¢do de
Gauss, € que para sistemas em banda o método iterativo dos gradientes conjugados € mais
vantajoso, embora se deva ter em atengdo que sendo este método iterativo é muito sensivel

ao grau de condicionamento e nlimero de equagdes do sistema.



9, REFERENCIAS

[1-

[2]-

Armando R.C. Almeida. "Distributed continuous simulation of large-scale systems", Ph
D Thesis, Joanesburgo, 1990. ,

Y. Robert. "The impact of vector and parallel architectures on the Gaussian elimination
algorithm", Manchester University Press, Grea Britain, 1990.

Humberto L. Soriano. "Sistemas de equagdes algébricas lineares em problemas
estruturais”, Seminério 280, LNEC, 1981,

Alves Filho. "The use of transputers based computers in Finite Element calculation”, Ph
D Thesis, University College of Swansea, Swansea, 1989.

Alvaro F.M. Azevedo e Joaquim A.O. Barros. "Anlise comparativa de métodos directos
¢ iterativos na resolugdo de grandes sistemas de equagdes lineares”, JPEE, Tema A,
LNEC, 1990.



00—

o ﬁ h m“ M M”_
2. Pipetne 3. Array 4. Arvore

Fig. 1 - Tipos de ligagdo de redes de processadores.

M - Master
s - Stave

e

1. Ring 2. Farm

Fig. 2 - Tipos para ligagio em CDL.

Fig.4-Gauss, simetrica, banda, paralelo

Tempo de eliminacao

Tempo (s) (Milhares)
30
= 2 pro.
26| 4~ 4 pro.
—*- 6 pro.
20| -8 8 pro.
—*- 10 pro.
15 - - 12 pro. S
—&- 14 pro.
10 || =& Ssequencial \
[
0 e 1 1

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Numero de equacoes

7000

Fig.3-Gauss, simetrica, banda, paralelo

Tempo de eliminacao

Tempo (s)

2000
- 2 pro.
—+ 4 pro.

1500 | =% 6 pro.
-8~ 8 pro.
== 10 pro.

1000 ¢~ 12 pro. f-—
-~ 14 pro.

500

0 1 ! 1 t 1 1 \ L \ \

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Numero de equacoes

7000

Fig.5-Gauss, simetrica, banda, paralelo

Tempo de retro-substituicao

Tempo (s)

200

= 2 pro.

—~t+— 4 pro.
150 | - 8 pro.

-8~ 8 pro.

—>*- 10 pro.
100 —% 12 pro.

—&~ 14 pro.

~Z- Sequencia} 1t
50

i i

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Numero de equacoes

7000



Fig.6-Gauss, simetrica, banda, paralelo
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Fig.10-Gauss, simetrica, cheia, paralelo
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Fig.14-G. C., simetrica, banda, paralelo
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Fig.15-G. C., simetrica, banda, paralelo
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Fig.17-Tempo total Gauss / Choleski
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