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Introdugdo

Historicamente, as origens do processamento de sinal estdo ligadas a
Engenharia Electrotécnica e, nesse contexto, geralmente um sinal significa
um sinal eléctrico transportado, por exemplo, por uma linha telefénica ou
por uma onda de radio.

Mais geralmente, contudo, um sinal é qualquer coisa que contenha
informag3do, por exemplo um discurso (fala), uma musica, uma imagem,
uma série de precos de mercado, um registo de temperaturas
maximas/minimas didrias, etc.

Matematicamente, um sinal é uma simples funcdo (eventualmente,
complexa) de uma ou mais variaveis.

Neste curso estudaremos sinais uni-dimensionais (i.e. fungdes de uma sé
varidvel).

E muito usual® associar a varidvel independente ao tempo (embora tal ndo
seja obrigatdrio, podendo ser mais natural, em certos contextos, ter
varidveis independentes associadas, por exemplo, ao espa¢o).

1E f4-lo-emos neste curso.
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Sinais analdgicos e sinais digitais

Os sinais sdo geralmente classificados em:

e Sinais analdgicos (ou sinais em tempo-continuo) se a varidvel
assume valores num continuo de pontos (i.e. num conjunto ndo
discreto, geralmente R, ou um seu subintervalo).

e Sinais digitais (ou sinais em tempo-discreto) se a varidvel assume
valores num conjunto discreto de pontos (geralmente Z ou um seu
subconjunto).

Assim, nesta disciplina, se nada for dito em contrério, os sinais analdgicos
sdo fungdes f : R — C, e os sinais em tempo-discreto sdo sucessodes

x = (xn)nez. Outras notagdes mais frequentes, em processamento de
sinal, para os sinais em tempo-discreto sdo x(n) (que serd esta a notagdo
que usaremos com mais frequéncia) ou ainda z[n].
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Introdugdo

No mundo real, os sinais analdgicos sdo os mais frequentes, mas o uso de
sinais discretos e de processamento de sinal digital é cada vez mais
importante.

Este curso é, essencialmente, dedicado a matemdtica envolvida no
processamento de sinal digital (PSD), ou seja, as estudo das ferramentas
matemdticas e dos algoritmos usados para processar (i.e. manipular,
tratar, modificar) sinais digitais.

O processamento pode ter diversos objectivos, como por exemplo:
supressdo de ruido num sinal sonoro, tratamento de uma imagem,
reconhecimento de fala, compressdo de dados para armazenamento e
transmissao, etc.
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Introdugdo

O processamento de sinal digital teve o seu inicio nos anos 1960/1970
com a acessibilidade de computadores digitais.

Nessa altura, os computadores eram caros e o PSD estava limitado a areas
de aplicacdo muito especificas: em radares, exploracdo de petrdleo,
exploragdo espacial e imagem médica.

A verdadeira revolucdo causada pela introducao dos computadores
pessoais iniciada na década de 1980 veio permitir um desenvolvimento
muito grande do PSD.

O PSD “chega hoje ao publico” em produtos tais como telemdveis, leitores
de CD, discos de computadores, modems, impressoras, etc (os quais
incluem microprocessadores de sinal adaptados aos algoritmos mais
utilizados em PSD: convolugdo, transformada de Fourier discreta, etc.).

f(t) = [CAD] — 2(n) — [PSD] — &(n) — [CDA] — f(t)
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SEED €2 e e s
Dado z = z + iy tem-se:
e Re(z) =2 Im(z)=y Z=x—1y
o r:=|z| = /22 + y? (em proc. sinal |z| é usualmente designado por
amplitude de z)
0 := Arg(z) = Arctan(y/x) (Arg(z) € (—m, 7] ) (em proc. sinal 6 é

usualmente designado por fase de z).
0

2z =r1r(cos@ +isenf) = re

@ e?le?2 = er1t22
°
ef =" = e = ¥ cosy + ie’ seny
= Re(e®) = e®cosy, Im(e®) =e"seny, |e°]=e® = ele?

o |e] = cos?f +sen?f =1
e {z:|z| =r} — circulo (circunferéncia) de centro em z =0 e raio r
e {z:|z| =1} — circulo unitério

0 —if i0_o—if >
@ cosf = &t — senf = “=—

2 ? 21
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Recorde...

@ No espaco vectorial R3 tem-se:
o Produto interno usual: (z,y) = x1y1 + x2y2 + T3y3 = Zzzl TEYk

o Norma: ||z|| = /(z,z) = /2% + 22 + 22
e x, y ortogonais se (z,y) =0

@ No espago vectorial C" (n € N):
o Produto interno usual: (z,y) = >, _, zx¥k

o Norma: |lz|| = /(z,z) = /> p_; |zx]?

e x, y ortogonais se (z,y) =0
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Introducdo Espacos funcionais

Facilmente se verifica que o produto interno em C" satisfaz as seguintes
propriedades:

VeeC" (z,2) >0 e (r,2)=0&2=0 (Positividade)

Ve,y e C" (z,y) = (y,x) (Hermiticidade)
Vo, € C,Vx,y € C" (ax + fr,w) = a(x, w)+L{x,w) (Linearidade)

O conceito de produto interno candnico pode generalizar-se para outros
“produtos internos”. Mais precisamente, sendo V' um espaco vectorial
complexo, chama-se produto interno em V' a toda a funcio

(-,*) : V. x V — C que satisfaga as propriedades acima mencionadas.
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Introducdo Espacos funcionais

Dado um produto interno (-,-) num espago vectorial V', a fungdo || - ||
definida por
]| = (2, z)

satisfaz as seguintes propriedades:
VeeV |z] >0 e |z[|=0 < =0
VaeC, Ve eV lazx|| = | [|z]]]
Ve,ye Voo e+l < flzf + [yl

Qualquer funcdo de V' em R que satisfaca as propriedades acima
mencionadas diz-se uma norma, e um espaco vectorial onde esteja definida
uma norma diz-se um espa¢o vectorial normado (e.v.n.).

Vemos, assim, que todo o espaco vectorial com produto interno é um
espaco vectorial normado.

De notar que, nem todas as normas estdo, no entanto, associadas a
produtos internos. '
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Introducdo Espacos funcionais

Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Se V' é um espago com produto interno e || - || é a norma associada, entdo
é vélida a chamada Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[(w, v)[ < [lull][v]]

Dado um produto interno (-,

-y em V, diremos que dois vectores x e y de
V' sdo ortogonais se (z,y) = 0.
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Introducdo Espacos funcionais

Um vector z = (x1,x2,...,x,) de C" pode ser interpretado como uma
funcdo, definida no conjunto S = {1,2,...,n}, que a cada inteiro k desse
conjunto associa a componente xy, isto é, x(k) = x. Com esta notacio,
o produto interno candnico e norma associada vém dados por

n

@)=Y ew® e ol = (Y lat?) "
k=1

k=1

Seja agora S um conjunto arbitrario, n3o vazio, e denotemos por C° o
conjunto de todas as aplicagdes de S em C.

Como é bem sabido, C° tem uma estrutura de espaco vectorial para a
adicdo de funcdes e de multiplicacdo de funcdes por um escalar definidas
de forma usual, isto é, pontualmente.
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Introducdo Espacos funcionais

e S={1,2,...,n} ~ vectores x = (x1,...,xy,) (C" espago de
dimens3o finita)

n

@)=Y e el = (3 leel?)”
k=1

k=1

@ Se S for um conjunto infinito, C? terd dimens3o infinita.
o S =17~ sequéncias x = (zx)rez = (Tk)7

o] oo 1/2
)= Y waw el = (0 lal?)
k=—o00 k=—o00

e S=R ~ fungbes f: R — C

o= [ swa@a 1a=([ " irora)”

— 00
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Espaco %(Z)

S = 7: Sequéncias x = ()72

—00

oo o0 1/2
_ - _ 2
@y = > war el = (X )
k=—00 k=—00
Problema: As séries acima envolvidas ndo convergem para todos as
sequéncias x,y € CZ.
Solucao: Considerar apenas o subconjunto H das sequéncias de
“norma’ finita, i.e

H={z=(x):)_|u|* < o0}.
k

Pode provar-se que, se x,y estdo em H, entdo a série que define (x,y) converge
e que, além disso, (xz,y) satisfaz os axiomas de um produto interno. Também n3o
é dificil mostrar que H é um subespaco vectorial de CZ.
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Introducdo Espacos funcionais

O conjunto H atras considerado € um espaco vectorial com produto
interno. Este espaco é chamado espaco das sequéncias (complexas) de
quadrado somavel e é denotado por 3(Z):

o0

*(z) = {m = (@) Y Jml< oo}.

k=—o00
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Espaco L?(R)

S =R ~~ fungdes f(t)

)= [ Zf(t)g(t)dt, £l = ( | If(t)|2dt)1/2.

—0o0

Existem dois problemas associados com estas definicdes.

A primeira dificuldade tem a ver com o facto de os integrais (usuais, no
sentido de Riemann) que definem (f, g) e || f|| ndo existirem, para a maior
parte das funcdes de R em C.

Existe, no entanto, uma generalizacdo do conceito de integral, conhecida
por integral de Lebesgue, que permite lidar com uma muito mais vasta
classe de fungses.
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Introducdo Espacos funcionais

A teoria de integracdo de Lebesgue é um pouco técnica e ndo temos tempo de a
desenvolver aqui...

Esta teoria baseia-se no conceito de medida, que é uma generalizagdo do conceito
de comprimento. A medida de Lebesgue de um subconjunto de R é, “grosso
modo” o seu comprimento total (por exemplo, a medida de Lebesgue de um
intervalo (a,b) é b— a).

Existem conjuntos que tém medida nula.? Quando uma propriedade se verifique
em todos os pontos de R, com excep¢ao de um conjunto de pontos que tenha
medida nula, diremos que ela se verifica quase sempre (q.s.) ou para quase todo o
t (para q.t. t).

Apenas para certo tipo de funcdes, ditas mensurdveis, faz sentido definir o
integral de Lebesgue. A classe de fungdes mensurdveis é, no entanto, muito vasta,
contendo, a bem dizer, todas as fun¢des que aparecem em aplicacdes praticas.
Assim, ao longo deste curso, assumimos tacitamente que todas as fungdes
referidas sao funcdes mensurdveis.

2Como exemplos de conjuntos de medida nula tém-se, para além de conjuntos
finitos, todos os conjuntos numerdveis, como Z e @, por exemplo. Existem também
conjuntos ndo numeraveis cuja medida de Lebesgue é nula; como exemplo, temos os
chamados conjuntos de Cantor. .

PsO TSI



Introducdo Espacos funcionais

Se f é mensuravel, o integral (de Lebesgue) que define || f|| faz sentido,
embora o resultado possa ser infinito. Assim, o conjunto

H = {f:/_i|f(t)\2dt<oo}

é um subconjunto bem definido de CE.
Pode também provar-se que, se f,g € H, o integral que define (f, g) é
finito.
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Introducdo Espacos funcionais

Contudo, temos agora uma nova dificuldade.

Consideremos, por exemplo, uma fung¢do f que se anule em todos os
pontos de R, com excep¢ao de um conjunto de pontos de medida nula.
Para uma func3o deste género, o integral de Lebesgue é nulo.

Assim, temos (f, f) =0, e, no entanto, f n3o é a fungdo nula.

Isto mostra que o produto interno proposto viola a condicdo de
positividade. A solucdo para este problema consiste em encarar quaisquer
duas fungdes mensuraveis f e g que difiram apenas num conjunto de
pontos de medida nula como sendo a mesma fungdo.
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Introducdo Espacos funcionais

Dito de um modo mais matematico, H n3o consistird entdo de simples
fungdes, mas de classes de equivaléncia de fungbes relativamente a relacao
definida por

fRg < f(t)=g(t) (paraq..?).

Naturalmente, identificaremos cada classe com uma func3o que a
represente e, caso haja um representante continuo, diremos que a
“funcdo” é continua, etc.

Continuaremos a escrever f = g com o significado de que f = g (g.s.).
Com este entendimento, (-,-) define, de facto, um produto interno em H.
Além disso, verifica-se facilmente que H é um espaco vectorial complexo.
Este espaco é chamado espaco das fungdes (mensuraveis) de quadrado
integravel, e é denotado por L?(R).
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2
Espaco L*[a,b]

Dada uma fungdo f, chama-se suporte de f, e designa-se por supp f, o
conjunto

supp f :={t e R: f(t) # 0},

onde A designa o fecho do conjunto A.
Diz-se que f tem suporte compacto se supp f for compacto.

Espaco L>[a,b]

O conjunto de todas as fungdes de quadrado integrdvel cujo suporte esteja
contido num certo intervalo [a, b] de R é denotado por L?[a,b].

Nesse caso, tem-se

o= [ swama, 1= ([ ropa)”
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Introducdo Espacos funcionais

o E mais conveniente, no entanto, redefinir o produto interno em
L?[a,b] do seguinte modo

b N
sl Orore

(f,9) =

@ Uma fungio f € L%[a,b] pode ser sempre estendida periodicamente a
todo o R (fungdo de periodo b — a).
Reciprocamente, se f é periddica de periodo b — a e
ff |f(t)|?dt < oo, entdo basta-nos considerar a restricio de f a [a, b].
Em resumo: L2[a,b] também pode ser visto como o espaco das
fungdes periddicas de periodo (b — a) tais que f; |f(t)]?dt < .
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Introducdo Espacos funcionais

Seja (V|| - ||) um espago vectorial normado.

@ Uma sucessdo (vp,)nen de elementos de V' diz-se uma sucessdo de
Cauchy, se ||vy, — vy|| = 0 quando m,n — oo

e Uma sucessdo (v, )nen diz-se convergente para v € H, e escreve-se
Uy, — v, se ||v, —v|| = 0 quando n — oo.

Toda a sucessdo convergente é uma sucessdo de Cauchy, mas o reciproco
n3o se verifica necessariamente.
Um espaco normado no qual toda a sucessdo de Cauchy convirja para um
elemento do espaco é chamado espaco normado completo ou espaco de
Banach.
Um espago com produto interno que seja completo para a norma induzida
pelo produto interno chama-se um espaco de Hilbert.

Pode provar-se que (*(Z), L>(R) e L?[a,b] sdo espacos de Hilbert.
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Espacos funcionais
Para p € N define-se:

’ 0(2) = { @) D lanl? < o0}
el = (3 bat?) "
e = {7 [ I <o}
I = ([ 1rcora)”

LP[a,b] = /waﬁ<m}

i1 = (5 [ Iwrar)’

5§
Estes espacos sao espacos de Banach
PSO Fevereiro 2001 23 / 220



Introducdo Espacos funcionais

Temos também

=(2) = {(xk)g;_oo sup{ |z} < oo}

[2]lco = sup{|ax|}

Espaco das sequéncias limitadas.

L*®(R) = {f ssupess |f| < oo}

[flloo = supess | f],

onde
supess |f| =inf{C : |f(t)| < C para q.t.t}.

Espaco das fun¢des (essencialmente) limitadas.
Estes espacos sao também espacos de Banach

PSO Feversiro 2001
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Introducdo Espacos funcionais

Em processamento de sinal:

e as fungdes de L?(IR) s3o chamados sinais (analdgicos) de energia
finita, sendo a energia definida

B - | T F Pt = 1)

—00

@ as sucessdes de ¢?(Z) sdo chamados sinais (digitais) de energia finita,
sendo a energia definida

E(x) =) |owl* = |l
k

@ as funcdes de L'(IR) s3o chamados sinais (analdgicos) estéveis

@ as sucessdes de ¢1(7Z) sdo chamados sinais (digitais) estéveis.
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o0

e _ oo Uma sequéncia de

Seja (V|| - ||) um espago normado e seja (vy,)
elementos de V.

. 7 (o]
Dizemos que a série > ° v, converge para v, e escrevemos

oo
v:Evn

n=—oo

« . N
se a sucessdo das somas parciais Sy = >

h—_ N Un CONverge para v
quando N — oo, isto é, se

N
] 3% ] <o

PsO Ty



Uma sequéncia (v,)52 _ ., num espa¢o de normado (V.|| - ||) diz-se uma
base de Schauder de V' se, para cada vector v € H, existe uma dnica
sequéncia de escalares (¢,)52 _ . tais que
o
v = Z cphn
n=—00

Por vezes, escrevemos ¢, = ¢,,(v) para indicar a dependéncia dos escalares
¢, do vector v. Os escalares ¢, (univocamente determinados) sdo
chamados coeficientes de v a respeito da base (vy,).

Nota: De agora em diante, sempre que nos referirmos a uma base de um espaco
normado V serd no sentido de uma base de Schauder.

Segue-se de imediato da definicdo de base de Schauder, que, dada uma
base (v,)52 _ ., do espago V, qualquer vector desse espago pode ser
aproximado, com precisdo arbitraria, por combina¢des finitas dos
elementos da base. :
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Introdugdo Bases ortonormadas

Consideremos agora o caso de estarmos num espaco de Hilbert H, com
produto interno (-, ).

De entre as bases de um espaco de Hilbert, tém particular importancia as
bases ortonormadas (0.n.), que passamos agora a caracterizar.

Seja (en)P2_ ., uma sequéncia o.n. de um espago de Hilbert H, isto é,

suponhamos que

1 sei=y

<6i’ej>:5i’j:{ 0 sei#3j.

Ent3do, as seguintes afirmacgdes sdo equivalentes:

@ (én)nez € uma base de H
eVheH h=3) (heney
oVheH Y, |(hen)|?=|h|> (Identidade de Plancherel).

Uma sequéncia ortonormada (e, )nez que verifique qualquer das trés
condicbes acima, diz-se uma base ortonormada ou base de Hilbert de ]—ﬂ
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Introdugdo Bases ortonormadas

Se (e,) € uma base o.n., entdo tem-se a seguinte igualdade (de Parseval):

<U; 'U> = Z(u? €n>m

n

Um espaco de Hilbert diz-se separavel se existir um subconjunto S de H,
numeravel e denso em H, isto &, tal que S = H onde S designa o fecho
de S em H.

Desde que nada seja dito em contrério, quando nos referirmos a um
espacgo de Hilbert, serd com o significado de espaco de Hilbert separavel.

Pode provar-se o seguinte resultado:
Todo o espaco de Hilbert admite uma base ortonormada.
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Exemplos

@ O conjunto das sequéncias {3, : n € Z}, onde §,, = ((9,)%)7>_, S30
definidas por

(5n)k = 5n,k
é uma base o.n. de (%(Z).

e O conjunto das fun¢des {e,, : n € Z} onde
en(t) _ eQm'nt

é uma base o.n. de L?[0,1].

Verificar que estas fungdes formam um conjunto o.n.e que estdo em L2[0, 1]
é muito simples. Mostrar que s3ao uma base n3o é — trata-se do teorema da
representa¢do de uma fung3o periddica de quadrado integravel em série de
Fourier.

e
R
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Introdugdo Bases ortonormadas

@ Seja
1, 0<t<j3
ht)=¢-1, 0i<t<1
0, restantes valores de ¢

Esta fungdo é a chamada fun¢do (6ndula) de Haar.

el —

05

. . . . .
-10 -05 05 1,0 15 20
|

-05F

-10

O conjunto das fungdes {h;x : j,k € Z} onde
hjk(t) = 27/20(27t — k)
forma uma base o.n. de L?(R) — base de Haar.
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Sinais e Sistemas digitais Introdugio

De volta aos sinais. . . digitais!

Um sinal digital ¢ uma sequéncia = = (x(n)),cz (geralmente em (1(Z) -
sinal estavel — ou em ¢%(Z) - sinal de energia finita).

Nota: Embora x(n) represente o termo de indice n da sucessdo,
referir-nos-emos, com frequéncia, a “sucessdo x(n)" (é um abuso de linguagem
idéntico ao que cometemos quando falamos na “fungdo f(¢)", onde, como
sabemos, f(t) designa a imagem por f de t). Estes abusos de linguagem
facilitam-nos muito a vida e usa-los-emos quando conveniente . ..

Pode mostrar-se que ¢'(Z) C ¢*(Z).3

Pode demonstrar este resultado recordando os critérios de comparagao de séries
de termos n3o negativos que estudou em Andlise (ou Célculo)!

E mais “exigente” estar em ¢! do que em (2.

Pense por exemplo, que a série ZneN - diverge, mas a série ) _\ - L
converge!

®N3o existe um resultado idéntico para os espacos L'(R) e L*(R); no temos :
L'(R) € L*(R) nem L*(R) C L*(R)! Para os espacos L'[a,b] e L*[a,d] tem-se “o KN
contrario”, i.e. L?[a,b] C L*[a,b]. B
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SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

@ Dirac Discreto ou (Sequéncia) Impulso Unitério

Immlsouuri!ério
1, =0

6(n) = "
0, n#0

@ (Sequéncia) Degrau Unitario
Degrau Unitario

0, <0

u(n) = .
1, >0
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4703 e (e =
© Sequéncia exponencial (real)
z(n) =a",a €R

Se |a] < 1, |z(n)| decrescente
|z(n)|

Se |a] > 1, |z(n)| crescente
é

Se o > 0, z(n) é sempre positivo
Se o < 0, x(n) toma valores alternadamente positivos e negativos

2n 3.

&) &)
. .

. .
. .
. .
] I
® e o n o o o ° n
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SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

2
_—\n
( ,3)
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Momentaneamente de volta ao caso continuo ..

Consideremos uma “onda sinusoidal”4
x(t) = cos(wot + @), t € R(wog > 0).
Temos

z(t) =z(t+T) < cos(wot + ¢) = cos(wot + ¢ + woT)
<— wol =2km,keZ
2k

— T=— kel
wo

e Para k =1, tem-se T = 2% — perfodo (fundamental).
0

@ O inverso do periodo é a frequéncia: f = % =32,

@ Também chamamos frequéncia (angular) a wyp.

@ ¢ é a fase (inicial).

*Chama-se onda sinusoidal mesmo quando tratando-se de um co-seno, tendo em .
conta em conta que cos(wot + @) = sen(wot + ¢ + 7/2). ‘
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SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

Se o tempo t estiver medido em segundos, a frequéncia angular vem

expressa em radianos por segundo e a frequéncia vem expressa em ciclos
por segundo (c.p.s.) ou Herz.

cos(2mt)

PsO Ty



SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

cos(4mt)
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SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes
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SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

De volta ao discreto...

© (Sequéncia) sinusoidal

x(n) = cos(won + ¢)

Temos que x(n) serd periddica de periodo N (N € Z) se e s6 se

z(n) =z(n+ N) <= cos(won + ¢) = cos(won + ¢ + woN)

<— wolN =27k, k€ Z
Mas

wo k wo
woN =27k —= — == — — Q.
0 2r N 27 Q

A sequéncia sinusoidal sé é periédica se 22

5= for um nimero racional!
Sendo £2 = £ (com k o menor inteiro possivel), tem-se que N = 27k ¢ o
periodo (fundamental).

e
SR
joana soares (dma) PSO
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SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

3n
COS(T n)
L] L] s L] L]
L] L] L] ° L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L ] L] L ] L]
n
28 -14 14 8
L] L ] L ] o0
L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L]
3 wo 3
wo -

joana soares (dma)
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N3o é periddical

joana soares (dma) PSO Fevereiro 2001 43 / 220



SNBSS EER-=IClll Alguns sinais importantes

© (Sequéncia) exponencial complexa
x(n) — e(UJriwo)n

Tem-se,

CE(H) :eaneiwon

= 7" cos(won) + isen(won)
( )

e Se o # 0, n3o é periddica.
e Se 0 =0, comporta-se como a sinusoidal (i.e., é periédica apenas se
W
2 Q)
Nota O pardmetro wy sera referido como a frequéncia da sinusoidal
ou exponencial complexa, mesmo quando estas n3o sdo periddicas.

Como cos(won + ¢) = cos((wo + 2km)n + ¢), Vk € Z, basta-nos considerar
as sinusoidais (e as exponenciais) com o valor do pardmetro wy restringido
a um intervalo de amplitude 27 (e.g. [0,27) ou [—m,)).
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SINEERRSIESNEERCIEG SIS Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)

No que se segue, denotamos por ¢(Z) o espa¢o de todas as sequéncias
complexas — ou sinais digitais — (para a adi¢do e multiplicagdo definidas da
forma usual). Os espacos /2(Z) e (}(Z) sdo, naturalmente, subespacos de
£(Z) (o espaco dos sinais de energia finita e o dos sinais estaveis,
respectivamente).

EM PSD, chamamos sistema a qualquer aplicagdo (ou se, preferirmos,
operador) T': ¢(Z) — £(Z). Normalmente, um sistema é descrito na forma

ou através com um diagrama do tipo

z(n) — — y(n)

O sinal z(n) é a entrada ou input e o sinal transformado y(n) é a resposta
ou output.
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)
Translagdo no tempo (shift, atraso ou deslocamento)

Para k € Z (fixo), chamamos (operador de) translagdo(ou shift ou atraso
ou deslocamento) a um operator T}, tal que

Ti(z(n)) = x(n — k).

O sinal y(n) = x(n — k) diz-se uma translagdo, shift ou deslocamento de
x(n). E imediato reconhecer que qualquer sinal x(n) se pode decompor
numa soma (em geral infinita, i.e. numa série) de impulsos unitarios
deslocados e multiplicados por uma constante:
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)
@ Se a aplicagdo L : ¢(Z) — ¢(Z) for uma aplicagdo linear, i.e. se
L(Cllj + 623}2) = ClL(.Z'l) + CQL(.%’Q),VCl,CQ € C,Vzr1,x9 € E(Z),

dizemos que L é um sistema linear.

@ Um sistema T diz-se invariante no tempo se comutar com qualquer
operador de translagdo T, i.e. se tivermos:

x(n)—>—>y(n)—>—>y(n—k)
x(n)—>—>m(n—k’)—>—>y(n—k)

Assim, T' é invariante no tempo se e sé se, para qualquer k € Z,
tivermos

T(a(n— k) = y(n — ),
onde y(n) = T(x(n)).
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)
Seja T um sistema LIT e seja h(n) a sua resposta ao impulso unitério
o(n), i.e.
h(n) = T(5(n)).
Seja x(n) € ¢(Z) um sinal arbitrdrio. Entdo, usando a decomposicdo
z(n) =3 1o x(k)d(n — k) e a linearidade e invaridncia no tempo de T,
tem-se

y(n) =T(x(n)) =T( > =(k)s(n—k))

= Y a(k)h(n—k)

k=—o00

SEstamos aqui implicitamente a assumir que a linearidade, obviamente vélida quando
aplicada a um ndmero finito de sinais, se estende quando temos o conjunto numerévk
de sinais d(n — k); pode provar-se que o resultado acima se verifica, por exemplo, se
h € £*(Z), bastando entdo que z € (*°(Z).
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)
Acabdmos de ver que um sistema LIT fica completamente definido desde
que conhecamos a sua resposta ao impulso unitdrio (a que chamamos,
habitualmente resposta impulsional).

Dados dois sinais z(n) e y(n), o produto de convolugio de z e v,
denotado por x x y, é definido como como

oo
(wxy)(n) = Y x(k)y(n—k) (2)
k=—o0

Nota: O produto de convolucdo sé estad definido quando a série acima for
absolutamente convergente; condi¢Ges suficientes para que tal acontega, sdo, por
exemplo, z(k) # 0 apenas para um niimero finito de termos, ou x,y € £*(Z) ou
z€lM(Z)ey€etP(Z),1<p<co.
Vemos assim que, se 7' é um sistema LIT com resposta impulsional h(n),
entdo a sua resposta a uma entrada x(n) é dada pela convolugdo de z(n)
com h(n):

y(n) =T(x(n) = Y a(k)h(n—k) = (z*h)(n). o
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)
Facilmente se provam as seguinte propriedades do produto de convolu¢io:
© Comutatividade
THY=Y*x

@ Associatividade
(xxy)xz=axx*(y*z)

© Neutro
Txd =21

© Translacao
x* (Tpd) = Trx
© Linearidade
(c1z1 + coxa) xy = c1(x1 * y) + ca(z2 % y) o
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SINEERRSIESNEERCIEG SIS Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo (LIT)

o Um sistema T diz-se estdvel, se a imagem de qualquer sinal que
esteja em (°°(Z) estiver também em (°°(Z).® Pode provar-se que um
sistema LIT com resposta impulsional h(n) é estdvel se e sé se
h(n) € £*(Z) (i.e. se h(n) for um “sinal estavel”).

@ Um sistema 1" diz-se causal, se o valor da resposta correspondente ao
indice n = ny depender apenas dos valores da entrada para n < ng.”
Pode provar-se que um sistema LIT com resposta impulsional h(n) é
causal se e s6 se

h(n) =0, paran <D0.

@ Um sistema diz-se sem memdria, se o valor da resposta
correspondente ao indice n = ng depender apenas do valor da entrada
correspondente a n = ny.

SEsta estabilidade é por vezes referida como estabilidade input limitado output
limitado (em inglés BIBO-stability: bounded input bounded output-stability).

"Para sistemas em tempo real em que n representa o tempo, a causalidade é
importante. A causalidade n3o é, no entanto, essencial em aplicagGes onde n nao
representa o tempo, por exemplo, em processamento de imagem.
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SNBSS EERC - =IElll Sistemas FIR e IIR

e Um sistema LIT diz-se de de resposta impulsional finita — FIR (do
inglés, Finite Impulse Response) se a sua resposta impulsional h(n)
tiver apenas um numero finito de termos n3o nulos, i.e. se existirem
inteiros M e N tais que h(n) =0 paran < M en > M.

@ Um sistema LIT diz-se de de resposta impulsional infinita — IR (do
inglés, Infinite Impulse Response) se a sua resposta impulsional h(n)
tiver um ndmero infinito de termos nao nulos.

Se um sistema é FIR, ent3o ele pode ser sempre implementado
directamente a partir da sua resposta impulsional, uma vez que a
convolu¢do

9] N
y(n) = Y h(k)a(n—k) =Y h(k)z(n— k)
k=M

k=—00

é obtida como uma soma com um nimero finito de parcelas. :
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SNBSS EERC - =IElll Sistemas FIR e IIR

Exemplo

O sistema definido por h(n) = (3 — n) (u(n) —u(n — 3)) é FIR:

3 n=0,

2 n=1

h(n) = ’

() 1 n=2
0, n#0,1,2

ou seja, tem-se h(n) = 30(n) + 26(n — 1) + §(n — 2). Entdo, dado
qualquer sinal z(n), tem-se

y(n) =3z(n) +2z(n — 1) + z(n — 2).

Fevereiro 2001
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SNBSS EERC - =IElll Sistemas FIR e IIR

O sistema do exemplo anterior é um exemplo de um sistema n3o recursivo,
isto é, um sistema em que a resposta y(n) a entrada x(n) é expressa
exclusivamente em termos de valores do sinal de entrada.

Outro exemplo de um sistema n3o recursivo (mas, IIR) é o seguinte:

y(n) :x(n)—i—éx(n—l)%—...—l—(;)kﬂc(n—k‘ﬂ-... - f: (;)kx(n—k)

k=0

A resposta impulsional deste sistema é

h(n):iG)k&(n@: 0 <o

isto €, tem-se
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SNBSS EERC - =IElll Sistemas FIR e IIR

Considere-se agora o seguinte sistema recursivo (i.e. um sistema em que o valor
da resposta no instante n, y(n), depende da resposta em instantes anteriores)

y(n) = a(n) + sy(n 1),

Vamos determinar a resposta impulsional deste sistema, supondo que ele é
causal: Tem-se

h(n) = 8(n) + %h(n 1), para todo o n

e h(n) =0, paran <O0.
Assim, vem
© n=0: h(0) = 6(0) + $h(-1) =140 =1
o n=1: h(l)=6(1)+ $h(0) =3
e n=2: h(2) :5(2)4_%}1(1) _ %% _ (%)2
o n=23: h(3)=06(3)+3h(3) =3 (%)2 _ (%)3 =
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SNBSS EERC - =IElll Sistemas FIR e IIR

Facilmente se conclui® que

h(n) = <;>n u(n).

Mais a frente iremos desenvolver métodos mais simples para determinar
h(n).

Vemos assim que este sistema (definido de forma recursiva) é o mesmo
(ou seja, tem a mesma resposta impulsional, logo d4 a mesma resposta a
qualquer sinal) que o sistema n3o recursivo anterior.

O primeiro sistema é n3o recursivo, mas necessita de um ndmero infinito
de atrasos para ser ser realizado e o segundo é recursivo e precisa apenas
de um atraso para ser realizado.

8A demonstracdo poderia fazer-se facilmente por inducéo.
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Sinais e Sistemas digitais Representa¢do no dominio da frequéncia

Nota: No que se segue (até que algo seja dito em contrario) os sinais
considerados serdo sinais estaveis, i.e. elementos de El(Z).

Dado um sinal z(n) € ¢1(Z), a sua transformada de Fourier (em tempo
discreto) — TFTD, denotada por Fx ou Z é definida por

[Fa] (w) = 2(w) = Y z(n)e ™",
Uma vez que |z(n)e™™“"| = |z(n)| e que Yo |z(n)| < 0o, o critério

M de Weierstrass® garante-nos que a série (de funcdes) considerada acima
converge uniformemente para uma certa funcdo.

°Se (fa) é uma sequéncia de funcdes definidas num certo conjunto A e existem
constantes positivas M, tais que |f,(z)| < M, para todoon € Z e todo o x € A ks
ZnGZM < 00, entdo a série >, ., fu(x) converge uniformemente em A
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Representagdo no dominio da frequéncia
~ .. A _ o} —iwn L.
A funcdo definida por Z(w) =) 2 x(n)e é:
@ periddica de periodo 2:

F(w+2m) = Z z(n)e it wt2mn
n=-—oo
— Z z(n)efiwnfi%rn — Z z(n)efiwnefi%rn
= Z z(n)e” " = & (w)
n=-—oo

@ continua (a convergéncia é uniforme e cada uma das fungdes é continua.)
e pertence a L[, 7]:

1 T 0 . 1 T - 2
% [ Z x(n)eilwn dw < %/7 Z |$(n)€*2wn} dw
L[ i lz(n)| | dw = |||
= — = 1 i
2 J_ e —oo “
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Notacoes!

Em PSD é muito frequente usar a notagdo X (e™) para a transformada de

Fourier de z, i.e. considerar
o

X (™) = Z z(n)e "
n=-—o0o
como definindo a TFTD de x. Se designarmos por T o conjunto dos
complexos situados no circulo unitdrio, i.e.

T={2€C:|z|=1}={2€C:2=¢" weR}

o que a definigdo anterior significa é que estamos a considerar uma fun¢do X de

uma varidvel complexa z, X(z) =Y.° __x(n)z~", mas definida apenas para

valores de z € T.

Esta notacdo tem a vantagem de permitir facilmente considerar a extensdo da

fungdo assim definida para outros valores de z € C, definindo a chamada

transformada Z (que iremos estudar posteriormente). E, no entanto, uma notacao

menos simples, pelo que tenderemos a usar a notacdo Z(w) (por vezes tambérﬂ

denotada por X (w)). —
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Dada uma funcdo f(w) € L'[—m, 7], a sua transformada de Fourier (em
tempo discreto) inversa (TFTDI) é definida, para n € Z, por

Fm) = Fn) = 5 [ fw)erde, ne

Dado um sinal x, se & for a sua TFTD, entdo a TFTDI de & é o préprio sinal, i.e.

1 s

Py #(w)e“"dw = x(n), Vn€Z.

Com efeito,
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GET]
A demonstracdo anterior envolveu uma troca do somatério com o integral que pode
mostrar-se que é valida nas condigdes em causa.
Para que tenha interesse, aqui fica a justificagdo, que é baseada no chamado Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue (aqui apresentado numa forma particular):
Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
Seja dada uma sequéncia de fungdes f, (t) tais que fm(t) — f(t) para g.t. t € I, onde
I designa um intervalo de R (limitado ou ilimitado, em particu/ar I =R). Suponhamos,
além disso, que existe uma fungio G >0, tal que fI t)dt < oo e, para todo o m,
fm(t)] < Gt )(paraqtten (>\<G<>
limy— o0 f] fm(t f] (limm f(2) f]
Como aplicar aqm?
As fungdes a considerar s3o :

@ fu(w) =37 a(k)e “Fe™" (somas parciais)

@ f(w) = Z(w) (a soma da série, i.e. o limite da sucessdo das somas parciais)

@ (G(w) é a fungdo constante ||z|

1, uma vez que

m m

@) =1 Y a(k)e ™ " < 3 Jak)| < |2l
k=-m k=—m
e T
/ 2|1 dw = 27||z|; < co. o
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

A TFTD goza das seguintes propriedades:
@ Linearidade: Flaxi(n) + fra(n)](w) = (e + B22)(w)
@ Deslocamento no tempo: A um deslocamento no tempo
corresponde uma modulacdo©

Fla(n —no)l(w) = d(w)e™™".

© Deslocamento na frequéncia: A multiplicacdo por uma exponencial
complexa corresponde um shift na frequéncia:

Fle™"z(n)](w) = #(w — wp).

°Que é o nome que, em processamento de sinal, damos & multiplicagdo por uma
exponencial e**. T
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

@ Conjugacao: A conjugaciao no dominio do tempo corresponde a
conjugac3o e reflexdo no dominio da frequéncia:

Flz(n)](w) = &(-w)

@ Se z(n) é real, entdo z(n) = T(n), donde, tem-se

#(w) = (),

Assim, se z(n) é real, a parte real da sua TFDT é uma fungdo par e parte
imaginaria da sua TFDT é uma fungdo impar, a amplitude de da sua
TFDT é uma fungdo par e o argumento da sua TFDT é uma fun¢do impar.
(= Para os graficos de @ s6 precisamos de considerar meio-periodo de &(w), 1
exemplo w € [0, 7].)
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

© Inversao no tempo: A uma inversdo no tempo corresponde uma
inversdo na frequéncia:

Fla(=n)] = 2(-w)

@ Se z(n) é real, entdo z(n) pode sempre decompor-se como soma de
uma parte par e de uma parte impar:

z(n) =xp(n)+ Xr(n),

ep(n) = gle(n) +o(-n)] e Xi(n) = Llx(n) — 2(-n)].

Ent3o, facilmente se prova que:
Flzp(n)] =Re(Z(w)) e Flzr(n)] =ilm(z(w)).

Assim, se sequéncia é real e par, a sua TFDT também ¢é real e pah
(= Sé precisamos de um grafico no intervalo [0, 7] para a representar.) .
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

O Convolucgao: Ao produto de convolugdo corresponde o produto na
frequéncia:
Flz1(n) * z2(n)](w) = 71 ()22 (w).

@ Preservacgao de energia (Teorema de Parseval) :
o0 1 T
Bo= 3 fan)f = 5 [ la)Pas.

n=—oo

Nota: A demonstragdo (de algumas) destas propriedades sera feita nas
aulas préaticas.
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

@ A demonstracio da linearidade é trivial.

@ Demonstragdo da propriedade: Flz(n — no))(w) = #(w)e "0,
Seja u(n) = z(n — no). Entdo
i(w) = Z u(k)e™“F = Z z(k —no)e “* = Z z(m)e”wimtno)
k=—o00 k=—oc0 m=—oo
= Z x(m)efwmefmo = gm0 Z :r(m)efi“’m = fﬂ(w)eﬂlno.
© Demonstracio da propriedade: F[e™°"z(n)](w) = #(w — wo).
Seja u(n) = e*°"z(n). Entdo
ﬁ(LAJ) — Z u(k)efiwk — Z 6iw0k$(k)€7iWk
k=—o00 k=—o00
= Z a(k)e @m0k — 2w — wo).
k=—o0
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@ Demonstragio da propriedade: Flz(n)](w) = &(—w)

Seja u(n) = z(n). Entdo

© Demonstragdo da propriedade: Flz(—n)] = &(—w).
Seja u(n) = z(—n). Entdo

a(w)

joana soares (dma)

u(k)e”“k = Z z(k)e "k = Z z(k)eiwk
k=—oc0 k=—o0
z(k)ewk = 2(—w)
Z u(k)efiwk _ Z 1'( k_)efiwk
k=—oc0 k=—o0
Z z(m)e'™ = i(—w)
PSO Fevereiro 2001
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n))(w) = Re(i(w))

Ent3o

—

@ Demonstracdo da propriedade: Flzp
Seja u(n) = zp(n) = 3z(n) + z(—n).

—
—_

w) + = &(—w)

>
—~
Sy
=
I
NO| =
1S3
—~
[

Mas, sendo z(n) real, tem-se &(—w) = &(w). Entdo
i(w) = 5(#(w) + 3() = 32 Re(#())] = Re(#(w).
De modo andlogo se prova o resultado relativo a z;(n).
@ Demonstragdo da propriedade: Flz1(n) * z2(n)](w) = 21 (w)z2(w).
Seja u(n) = z1(n) xxa(n) =Y oo ____xi(m)z2(n —m). Entdo

oo} (oo} (oo}

a(w) = Z u(k)e ™* = Z ( Z xl(m)xz(k—m))e_i“’k

k=—00 m=-—o00

k=—o0
= Z x1(m) Z zo(k —m)e "k

m=—oo k o
=Y w3 (e
m=—oo l=—00

Il
[t
8
5
=
3
2
!
€
3
8
[}
4
35
3
4}
.
€
~
I
§>
=
€
S
8,
N
2
€
S
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

o]

Y lz(m)

n=—oo n=—oo

Il
\Mg
8
=
g
z]
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Sobre a convergéncia da série que define a TFTD

Até agora assumimos que o sinal z(n) cuja TFTD estamos a calcular é estavel, i.e.
estd em ¢'(Z). Que acontece se, por exemplo, o sinal estiver apenas em ¢%(Z)?
Neste caso, pode mostrar-se que a sucessdo das somas parciais {Sy(w)}, onde
Sn(w) = Z;L—N z(k)e~ ™k, converge, em L?[—m, 7], para uma certa fungdo
#(w) € L2[—m, 7], i.e. tem-se limy o, [|Z(w) — Sop_ v 2(k)e™ k|2 = 0 ou, de

2

. . T | A N —iwk _
modo equivalente, limy_,o [ ’x(w) — > nxk)e dw = 0.
Naturalmente, continuaremos a escrever

k=—oc0

e a chamar a #(w) a TFTD do sinal z(n) € ¢*(Z), mas haverd que ter em
atencdo que a a convergéncia da série tem de ser interpretada como uma
convergéncia em norma e nio como uma convergéncia pontual.

De notar que, neste caso, a igualdade ainda é valida pontualmente, mas apen‘ﬂ
para q.t. w € [—m,7|.
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Convergéncia em LP[—m, 7]
Para z(n) € (P(Z) (p > 2) tem-se um resultado semelhante. Neste caso, a série
> x(k)e~"™“ converge, em norma p, para uma funcdo em LP[—, 7).

Convergéncia no sentido das distribuicoes

Existe ainda uma outra forma de convergéncia (mais fraca, num outro sentido)
para a qual podemos considerar a TFTD de sinais que ndo estejam em (P(Z),
desde que esses sinais ndo tenham um crescimento “demasiado rapido”; mais
precisamente, desde que o sinal z(n) tenha um crescimento, no maximo
polinomial, i.e. existam A > 0 e p € N, tais que |z(n)| < AnP. O sentido em que
em que a convergéncia da série que define a TFTD deve, nesse caso, ser
interpretado leva-nos ao conceito de distribuicao.

Para uma breve introducdo a teoria das distribuicdes, leia as notas sobre esse
assunto que lhe foram fornecidas.
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Resposta em frequéncia

Seja T' um sistema linear invariante no tempo e estdvel, cuja resposta
impulsional é h(n).

A transformada de Fourier em tempo discreto (TFTD) de h(n), h(w),
chamamos resposta em frequéncia do sistema 7.

Se x(n) € ¢1(Z) for a entrada do sistema e y(n) = [T'x](n) for a
respectiva resposta, entdo, como sabemos, tem-se

y(n) = (xxh)(n)

e portanto, tendo em atenc3do a propriedade P7 do produto de convolucao,
ter-se-3 a seguinte expressdo para a TFDT de y(n):

§(w) = Fla * h)(w) = &(w)h(w),

a qual pode ser vista como uma representacdo do sistema no dominio da

frequéncia. :
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

A resposta em frequéncia pode expressar-se em termos da sua parte real e
parte imagindria:
h(w) = Re(h(w)) + i Im(h(w))

ou em termos da sua magnitude (2(w)) e fase (Arg(h(w)):

h(w) = [h(w)|e! Aot

Note-se que, uma vez que §(w) = &(w)h(w), se tem

[§(w)] = |2@)] [h(w)] e Arg(j(w)) = [Arg(h(w))+Arg((w))] mod (27)

Isto mostra que a magnitude de Z(w), |#(w)|, tem um “ganho” | (w)|
quando o sistema actua e que a fase de Z(w) sofre uma translagdo de

Arg(h(w)).
A magnitude de h(w) é usualmente designada por ganho do sistema.
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Se usarmos a TFTDI, podemos escrever o sinal resposta do seguinte modo:

y(n) ! /7T Z(w)h(w)e™  dw.

:% .

Em particular, a resposta impulsional de um sistema discreto (LIT) pode
ser obtida a partir da sua resposta em frequéncia, através da férmula

h(n) = — /7r h(w)emd.

:% .
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Resposta a uma exponencial

Vejamos qual o efeito de um sistema com resposta impulsional h(n) (e,

portanto, com reposta em frequéncia h(w)) quando o sinal de entrada é
da forma x(n) = €*“°™. Temos,

y(n) = Y h(k)eorH

= (D2 hk)eT ok )etom — hfwg)eion

k=—0o0

Vemos assim que o sinal de saida é simplesmente o sinal de entrada

x(n) = e™o" modificado (multiplicado) pela resposta em frequéncia do
sistema calculada em wy.
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Resposta a uma sinusdide

Consideremos agora um sinal de entrada sinusoidal z(n) = A cos(won + ¢)
e vejamos qual a sua resposta (a um sistema com resposta em frequéncia
h(w)). Comecemos por expressar a sinuséide na forma

A

z(n) = Acos(won + ¢) = A gilwon+¢) 4 22 —i(won+¢)

(Relembre que cos(z) = %) Tem-se
@ A resposta a A ellwonte) & %}Az
A ) é

—i(won+¢

o) et wont9)

(w
@ A resposta a 4 gﬁ(_wO)e—Z(wonJrqﬁ)
0)

e Se h(n) for real, ent3o h(—wp) = h(wp) e, portanto, nesse caso

tem-se
y(n) = §(| B(wo)| e Areilwo)) ilwont) (o) |ei Arethlwo)) e*i(w0"+¢)>
= Alh(wo)| cos (won o+ Arg(h(wo)))
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Temos, ent3o

z(n) = Acos(won + ¢) — y(n) = A[ﬁ(wo)\ coS (won +¢+ Arg(ﬁ(w@))

A resposta é uma nova sinusdide com a mesma frequéncia wgy, com
amplitude com um “ganho”de |h(wp)| e cuja fase sofre um shift de

~

Arg(h(wp)).

PsO Ty



Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Exemplo

Considere-se um sistema com resposta impulsional h(n) = a™u(n), com
la| < 1. Vejamos qual a sua resposta em frequéncia.

Tem-se
o0 oo
h(w) = E h(n)e ™™ = g aen
n=-—o00 n=0
D
i\ T 1
N (T L—_—
: 1—aqe W
n:
3K
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Exemplo — Filtro passa-baixo ideal

Um sistema (discreto, LIT) cuja resposta em frequéncia é da forma

B(w) _ {1, lw| < we

0, we < |w| <

onde 0 < w, < m, é dito um filtro passa-baixo (ideal) (com frequéncia de
corte w,). Vejamos qual a resposta impulsional deste sistema.

1 (7. ; 1 [%
h(n) / h(w)e“"dw = e"“"dw

27 J_, 2w J_ .
1 e™mjwe 1 e —e7™e  gen(wen)
27 in l—w. nmw 23 nm
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Considere-se um sistema descrito por uma equac3do as diferencas

N-1 M-1
= Z agz(n — k) + Z bry(n — k)
k=0 k=1

Calculando a TFTD de cada um dos membros da equagdo anterior (e
atendendo as propriedades de linearidade e relagdo com a translacdo no tempo desta
transformada) tem-se

N—

T

k=

o
i
o

Tem-se, entdo

(1 — Z bke_wk) = (Z ape Zwk) (w),

donde se conclui que

2o g(w) Zk o age” Wk ;
h(UJ) A - M—1 ik N

(w) 11— e
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Sinais e Sistemas digitais [EENSPAN

Exemplo

Consideremos um sistema com resposta implusional
h(n) =0.3(0.7)"u(n).

Vamos determinar a representacdo do sistema por meio de uma equacio
as diferencas.

A resposta em frequéncia do sistema é

h(w)= Y h(n)e ™" =03 (0.7)"e "
n=—oo n=0
1 0.3

=0 e T T oo

Portanto, o sistema pode ser descrito pela seguinte equacdo as diferencas
y(n) = 0.3z(n) +0.7y(n — 1)

(sistema dado na forma recursiva)
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Transformada Z

Dado um sinal z(n) € ¢(Z), chama-se transformada Z desse sinal, e
denota-se por X (z) (ou, por vezes, por [Zz](z)), a fungdo definida pela
série

n=—oo

A transformada esta definida apenas para os valores de z € C pertencentes a
regido de convergéncia da série referida. Sendo esta série uma série de Laurent,
sabemos que a sua regido de convergéncia (RC) é uma regido anelar da forma

Ry < |z| < R2

onde R; > 0 e Ry < 00, podendo ser ainda uma anel “degenerado”da forma

|z| < Rz ou |z| > Ry ou mesmo todo o plano complexo (ou ainda o conjunto
vazio). Também sabemos que, para os valores de z pertencentes a regido de
convergéncia, a série converge absolutamente e define uma fungdo analitica (i.e.
infinitamente diferencidvel). As singularidades de X (z) estdo fora da regido defgj
convergéncia. s

PsO Ty T



Transformada Z Definicdo e RC

@ Se z(n) = 0 para n > 0 (sequéncia anti-causal) entdo

0

X(z) = Z x(n)z™" = Zx(—n)z”
n=0

n=—oo

é uma série de Taylor (i.e. tem apenas poténcias positivas de z) pelo
que a sua regido de convergéncia serd do tipo |z| < Ra, isto é, serd o
interior dum circulo. Neste caso, tem-se X (0) = z(0).

@ Se z(n) =0 paran > N (N € N), entdo teremos

00 N
X(z) = Z z(—n)z" + Z z "
n=0 n=1

A regido de convergéncia desta série serd do tipo da anterior, havendo
no entanto que excluir o ponto z = 0, isto é, serd da forma
0 < |z| < Ry. Neste caso, lim, o X(z) = occ. o
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Transformada Z Definicdo e RC

@ Se z(n) =0 para n < 0 (sequéncia causal) entdo
X(z) =) w(n)z" =) a(n)(z"")"
n=0 n=0

e a sua regido de convergéncia sera do tipo |z7!| < Ry isto é,
|z| > R1, ou seja, serad o exterior de um circulo.
Neste caso, lim,_, X (2) = z(0).

e Se xz(n) =0 paran < —M, (M € N), entdo

00 M
X(z) =) a(n)(z )"+ > x(-n)z"
n=0 n=1

e a sua regido de convergéncia sera do tipo da anterior, havendo no
entanto que excluir o ponto no infinito, i.e. a regido serd da forma
Ry < ‘Z‘ < Q.

Neste caso, lim, o, X (2) = 0.
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Transformada Z Definicdo e RC

Q Seja z(n) = a"u(n). Entdo, tem-se

= = 1 z
_ n,—n __ —1\n __ _
X(z)—Zaz —Z(az ) e e
n=0 n=0
para valores de z tais que |az~!| < 1 ou seja para |z| > |a.
@ Seja z(n) = —a"u(—n — 1). Entdo, tem-se
-1 00 00
X(z)=— Z a"z™" = — Za‘"z” =— Z (atz)"
n=-—00 n=1 n=1
= 1 a z
=1- )t =1 =1- =
nz:()(a ?) 1—a1z a—z z—a

para valores de z tais que [a~'z| < 1 ou seja para |z| < |a.
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Transformada Z Definicdo e RC

Nota: A transformada Z de ambas as sequéncia a"u(n) e —a"u(—n — 1)
tem a mesma expressdo algébrica -*—. No entanto, as suas regides de
convergéncia s3o diferentes. Isto mostra que, ao determinar a
transformada Z, é importante indicar qual a correspondente RC.

@ Vimos que Z[a"u(n)](z) = =% (com RC |z] > |a]). A transformada

Z de -

z(n) = na" tu(n)

é dada pela expressao que se obtém derivando _*- em ordem a q, i.e.

é dada por
z

(= —a)?
com a mesma RC, isto é, vélida para |z| > |a].
@ De modo anélogo, tem-se que a transformada Z de

o) = (1) utn)

m

¢é dada por
z Sk

z a1
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Transformada Z Rela¢do com a TFTD

Relacdo com a TFTD
Seja z(n) um sinal e

n=—00
a sua transformada Z. Se o circulo unitario
T={ze€C:z=¢", we[-mnr)}

estiver na regido de convergéncia de X(z), entdo a transformada de
Fourier de x(n) pode obter-se de X (z) considerando z = €*:
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Propriedades

A transformada Z goza das seguintes propriedades (no que se segue,
supomos que a regido de convergéncia de X (z) é da forma
R; < |z| < Ry):
o Z[alxl + (12$2](2’) = CLle(Z) + CLQXQ(Z); RC: RCzl ﬂRCxQ (no
minimo)
Q@ Z[z(n —k)](2) =27%X(z); RC: RC, (excepto z=0sek>0e
z =00 se k <0).

9 Zla"z(n)|(z) = X (é) : |a|Ry < |z| < |a|R2
Zlz(-n)l(z) = X (1); RC: R% <|z| < R%
Z[z(n)](z) = X (2); RC: RC,
Z[nz(n)|(z) = —zd);iz); RC: RC,
Z[z1 * x2](2) = X1(2)X2(2); RC: RC,, NRC,, (no minimo)

e
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Funcdo de transferéncia de um sistema LIT
Funcao de transferéncia

Considere-se um sistema LIT com resposta impulsional h(n). Sendo x(n)
um sinal de entrada e y(n) a respectiva resposta, entdo, como sabemos,
tem-se

y(n) = [h+z](n).

Assim sendo, tem-se a seguinte relacdo entre as transformada Z do sinal
de entrada, X (z), ea transformada da sua resposta, Y (z),

onde H(z) é a transformada Z da resposta impulsional h(n) do sistema.
A fungdo H(z) é chamada fungdo de transferéncia do sistema.
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Estabilidade

Sabemos que um sistema LIT é estavel sse h(n) € ¢}(Z) i.e. sse

o0

D |h(n)] < 0.

n=—oo

Seja H(z) a fungdo de transferéncia do sistema, i.e. a transformada Z de
h(n).
Um ponto z € C' estd na regido de convergéncia de H(z) sse a série

Yoo o h(n)z~™ convergir absolutamente, i.e. sse
o0
> @)z < oo
n=-—o0o

Ent3o, é imediato reconhecer que:
O sistema sera estavel se e s6 se o circulo unitdrio {z € C: |z| = 1}
pertencer a regido de convergéncia da sua fungdo de transferéncia, H (2o
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Causalidade

Por outro lado, sabemos que o sistema é causal sse a sua resposta
impulsional h(n) for uma sequéncia causal, i.e. tivermos h(n) = 0 para

n < 0.

Isto significa que a transformada Z de h(n), i.e., a fun¢do de transferéncia
H(z), terd uma regido de convergéncia da forma R; < |z| < oo (ou seja,
tem-se uma regido de convergéncia da forma |z| > R; e, além disso,
lim, o H(z) = h(0) < 00).

Ent3o, um sistema serd causal e estavel sse a sua regido de convergéncia
for da forma |z| > Ry com R; < 1.
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Transformada inversa

Sendo X (z) a transformada Z da sequéncia x(n) entdo é sabido!! que os
coeficientes z(n) sdo dados por

z(n) = L X (2)2"ldz
2mi Jo

onde C' é um contorno fechado simples (por exemplo, um circulo) com
z = 0 no seu interior, contido na regido de convergéncia e percorrido no
sentido contrdrio ao dos ponteiros do relégio.
A férmula anterior pode, assim, ser usada para inverter a transformada Z,
i.e. para determinar a sequéncia cuja transformada tem uma expressdo
dada (e sabida a RC).

"Trata-se de um resultado conhecido sobre séries de Laurent que deve relembrar..ﬂl
aceitar! .
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(D730
Para o célculo do integral anterior pode recorrer-se ao chamado Teorema

dos residuos, que recordamos:

Se C' é um contorno fechado simples (percorrido no sentido directo) e f(z) é uma
fungdo analitica em C' e no seu interior excepto num numero finito de
singularidades z1, ..., zy, entdo

N

2 o St

k=1

onde res(f; zx) designa o residuo da funcdo f em z.

No caso especialmente importante em que X (z) é uma fracg3o racional,
i.e. em que

P(z)

Q(z)’

com P(z) e Q(z) polinémios em z (ou em z~!), as singularidades da
funcdo integranda f(z) = X (2)z" ! a que aplicamos o Teorema dos
residuos serdo pdlos.

Convém entao recordar como se calculam os residuos quando as o
singularidades s3ao desse tipo.

PsO ool B
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Transformada Z Inversdo

Tem-se:

@ se z; é um podlo simples de f(z), entdo

res(f; 2x) = [f(2)(z — Zk)]z=2k

@ se z; € um podlo de ordem m, entdo

1 dn!

res(f;z) = (m — 1)1 1 [f(2)(z = 2)™] =,

PsO Feversiro 2001
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Exemplo

Considere-se um sinal cuja transformada Z é dada por

z
X() === |2l > lal.

Tem-se ) . "
z(n) = — iz"*ldz = — i
2 Joz —a 2 Joz—a

dz

em que o contorno C' é um circulo centrado na origem e de raio superior a
a. Entao:

@ para n > 0, a Unica singularidade de f(z) = 2" situada no interior

do contorno é z = a, sendo res[f;a] = a™; enztélz), temos z(n) = a”,
para n > 0.

@ paran = —1, tem-se que f(z) = % = ﬁ tem dois pdlos simples
(2 =0 e z = a) no interior de C. Para z = a, vem res[f;a] =1 e
para z = 0, vem res|f;0] = —%. Entdo, aplicando o Teorema dos pm
residuos, concluimos que z(—1) =21 -1 =0 I
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Transformada Z Inversdo

e Para n = —2, teriamos de calcular os residuos de f(z) = % em
z =0 (pdlo duplo) e em z = a (pdlo simples). Teriamos que
res[f;a] = % e res[f;0] = — 25, pelo que z(—2) = 0.

@ O processo poderia continuar... mas é muito macador!

Nota: Quando n < 0, é possivel efectuar uma mudanca de varidvel no integral,
definida por p = 27!, de modo a facilitar o seu célculo; como vamos descrever outros
processos de inverter a transformada Z que sdo, em geral, mais simples de usar, ndo

daremos mais pormenores sobre esse processo.
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Série de poténcias
Se a transformada X (z) estiver expressa como uma série de poténcias

n=—oo

com os coeficientes ¢(n) dados explicitamente, entdo, naturalmente

x(n) = c¢(n),Vn e o problema da invers3o estard resolvido. 1> O mesmo
acontece, se for possivel (recorrendo a expansdes conhecidas, por exemplo)
exprimir X (z) numa série de poténcias, mesmo que ela ndo esteja dada
inicialmente nessa forma. Por exemplo, suponhamos que

X (z) =log(1 4 az™1), |z| > |al.

Usando a expans3o conhecida para log(1 + ), obtemos

(_1)n+1anzfn

log(1+az™t) =
n

M8+

Il
_

n

donde concluimos que z:(n) = (=1)" "' < y(n — 1).
2Estamos implicitamente a usar a un|C|dade da representagdo de uma fungdo em .
série de Laurent.
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Inversio
Decomposicao em fraccoes parciais Consideramos agora o caso em que
X (z) é uma fracgdo racional da forma
P(z
Q(z)

com P(z) e Q(z) polinémios em z com grau(P) < grau(Q). *> Consideremos
a funcdo

X P
ry - X6 _ PG
z 2Q(z)
Comecemos por supor que Q(z) tem N as raizes simples r1,...,ry. Ent3o,
F(z) tem N + 1 pélos simplesem z =17r1,...,2=rx e 2 =0 e é possivel

expandir F'(z) na forma

N
F(z)zé-i-z A

zZ—T
k=1 k
onde

A =res[F;0] = [F(2)z],_, = X(0), Ay = res[F;ry] = [F(2)(z — )]

Z=T}

13Se inicialmente tivermos um polinémio do numerador com grau superior ao do
denominador, haverd que comegar por efectuar a divisdo para extrair a parte inteira.
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Transformada Z Inversdo

Nesse caso, tem-se
N
z
X(z)=A4 Ap————
(2) + ; Loy

Naturalmente, dependendo da regido de convergéncia, havera diversas
inversas possiveis.

@ Se considerarmos a regido de convergéncia |z| > R; onde Ry = max{|r;|},
a inversa (que serd uma sequéncia causal) serd dada por

N
xz(n) = Ad(n) + Z Agrpu(n)
k=1

@ Se consideramos a regido |z| < Rg, onde Ry = min{|r;|}, a inversa (que
serd uma sequéncia anti-causal) serd dada por

N
xz(n) = Ad(n) — ZAeru(—n -1
k=1
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Transformada Z Inversdo

@ O caso de uma regido de convergéncia anelar do tipo
R={z:R| <|z| <R}
(em que R n&o contém pdlos de X (z)) trata-se separando

N z
> A
Z—TE

k=1

em duas partes, adequadamente; ver exemplo seguinte.

Exemplo
Seja
z+2
222 —72+3
As raizes de Q(z) = 222 — 72 + 3 s3o r; = 1/2 e 75 = 3. Entdo tem-se:

X(z) =

°
X(z) z+2

z  22(z—1/2)(2 - 3)

e A=X(0)=2
(] A1:|:

z+2 :| —
22z(z—3) 2=1/2 -

PsO T 1G]
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Transformada Z Inversdo

Em resumo, temos
2 z 1 =z

g_z—l/2+§z—3'

X(2) =
@ Para a regido de convergéncia |z| > 3, temos

(n) = gé(n) _ (;)nu(n) + %3%(”)
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Transformada Z Inversdo

Pélos multiplos
Se, por exemplo, uma das raizes r;, de Q(z) tiver multiplicidade m, ent3o o

termo Z‘f’;k serd substituido por
>
o ()t
em que
1 dmle
By = [ — ((z - rk)mF(z)>]
(m—20)! |dz —

Para a inversdo de frac¢des da forma ﬁ (¢ > 1) pode usar-se o facto de a
transformada de (;)a™~"u(n) ser dada por -—5sr, para |z| > |al, e de
transformada de —(;)a" "™ u(—n — 1) ser s, para |2| < |af; ver tabela da

transformada Z.

PsO STl i /)



Transformada Z Inversdo

Exemplo
Seja X(Z) = m

Ent3o, vem: F(z) = XE:Z) = (2_1/2%(2,_1)2
A=X(0)=0

A= [ﬁ}zzl/Q =4

b= | ()., =

Bo = | =i, =2

X(z) =2F(z) =4 & :

—4
2—1/2 z-1

Assim, por exemplo, para |z| > 1, tem-se

#(n) = 4(%)%(11) — du(n) + 2nu(n)

_ {4(;)" 4+ Qn] u(n)

PsO
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Transformada Z Inversdo

Se o sistema ¢ definido por uma equacio as diferencas do tipo

N-1 M1
y(n) =Y axx(n—k)+ Y by(n — k),
k=0 k=1

se calcularmos a transformada Z de ambos os membros da equacao e
usarmos as propriedades dessa transformada, vem

N-1 M-1
Y(2)= Z arz R X(2) + Z V2 RY (2)
k=0 k=1

i.e. vem

M—1 N—1

(1 - bkz_k>Y(z) = (Z akz_k>X(z).

k=1 k=0

ou seja, tem-se
oo arz "
H(z) = = =
) D Prend M

PsO T



Transformada Z Inversdo

A equacdo anterior mostra que H(z) é uma funcdo racional em z~!

(quociente de dois polinémios em z~1) a qual pode, se preferirmos, ser
transformada no quociente de dois polinémios em z,

_ P2
H(z) = 00
onde
P(z) = 2N(apzN 1+ .. +an_1)
e

Qz) = 2MEML 4 by

A determinagdo da resposta impulsional h(n) (para uma dada regido de
convergéncia) pode entdo obter-se pelos processos descritos anteriormente
para a inversdo da transformada Z de uma fung3o racional.
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Transformada Z Sistemas de fase minima

Sistemas de fase minima

Um sistema diz-se invertivel se for possivel recuperar o sinal de entrada
x(n) a partir do sinal resposta y(n), i.e. se existir um sistema T}, (dito
inverso de T) tal que

Tinw T =1,

onde I é o sistema identidade (Ix = z, para todo o x).

Se T e T, forem ambos causais e estaveis diremos que T tem fase
minima.

Em resumo: O sistema tem fase minima se for invertivel, causal e estivel e
o seu inverso também for causal e estdvel. 14

1A razdo de se falar em fase minima tem a ver com o facto de se poder provar que,
de entre todos os sistemas causais e estdveis com a mesma magnitude de resposta e
frequéncia, o sistema de fase minima é o que minimiza o chamado group delay, o qulh
definido como o simétrico da derivada da fase, i.e. —d‘z(:), com ¢(w) a fase de h(w):"
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Transformada Z Sistemas de fase minima
No caso de um sistema LIT com resposta impulsional h(n), supondo que
Tiny tem resposta impusional hjn,(n), a equagdo T, T = I é equivalente
a ter-se

(Riny * h)(n) = d(n).
Calculando a transformada Z de ambos os membros dessa equac3o, vem
H;n,(2)H(z) = 1, donde se segue que

1

HZ'm,(Z) = m

Consideremos o caso em que H(z) é uma fungdo racional

P(z)
H =
SNVE
(com grau de P(z) igual ao grau de Q(z)). Entdo,
‘ _ Q=)
Hino(2) = 53
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Transformada Z Sistemas de fase minima

Nesse caso:

e H(z) = gg; é causal e estdvel sse os zeros de Q(z) (pdlos de H(z))
estiverem no interior do circulo unitario;

o Hipy = gg? é causal e estavel sse os zeros de P(z) (pdlos de

Hiny(z), zeros de H(z)) estiverem no interior do circulo unitério.

~—

Ent3o:

O sistema terd fase minima sse os zeros e pdlos de H(z) (ou seja zeros do

numerador e denominador de H(z) = 58) estiverem no interior do

circulo unitario.

PsO T



Série de Fourier

Estamos de volta aos sinais continuos!

Comegamos por analisar o caso de sinais periddicos (por simplicidade,
comegamos com sinais de periodo 27).

Relembremos que o espago L2[—, 7] é o espaco de Hilbert das fungdes
periédicas de periodo 27 e tais que || f||> = (f, f) < oo, onde o produto
interno (f, g) é definido por

(f,9) = % /_ ) F(t)g(t)dt.

Mais propriamente, trata-se, com ja referimos, de classes de equivaléncia de funcdes, em
que identificamos quaisquer duas fun¢des que difiram apenas num conjunto de medida
nula com sendo a mesma; assim a periodicidade significa apenas que f(t) = f(t + 2km)
(para q.t. t); quando referirmos que uma dada fungdo é continua, estamos a dizer que
ha um representante continuo na sua classe e que é esse que estamos a considerar.Em
paricular, nesse caso, ter-se-d f(mw) = f(—m). %
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Introducdo
J4 referimos que se pode provar que as funcbes definidas por

e,(t)=e™, neZ

constituem uma base o.n. de L?[—,7]. Assim, dada uma fung3o
f € L?[—n, 7], a sucessdo das somas parciais

N
= 3 fuem
n=—N
onde
fo=(fen) = / ft)e ™dt
converge para a fungdo f no sentido da norma em L2[—7, 7], i.e. tem-se

1 s
lim ||f — Sw|? = - / £(8) — Sn()Pdt =o.
N—oo 21 —r

Com esse sentido, escrevemos

L)
Z fn eint o

n=—oo
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A série
o
Sf(t) — § : fneznt
n=—oo

em que

fn = % / : f(t)e ™ dt

€ chamada série de Fourier de f e os fn sdo chamados coeficientes de
Fourier de f.

Comparando com o que ja falamos para sinais discretos, vemos que série Sy (t) é
a TFTD do sinal discreto x(n) = f_n e os coeficientes de Fourier de f, fn sao
obtidos pela TFTDI da funcio f(t) calculada em —n, i.e. f, = (F~1f)(—n).
Nota: Devido 3 periodicidade de f e das funcdes e, o integral que define os
coeficientes de Fourier, f,, = o= [7_ f(t)e="*dt pode ser substituido por
qualquer integral da forma == f:”w f(t)e~™tdt, por exemplo,

2
L 27 f(t)eimtdt. ,
Sk
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Séries de Fourier Convergéncia da série de Fourier

Os problemas associados com a convergéncia pontual (e uniforme) da série de
Fourier, nomeadamente a discussdo sobre as condi¢gdes minimas que garantem
este tipo de convergéncia despertaram o interesse dos matemdticos durante mais
de dois séculos e tiveram um impacto profundo nos fundamentos da Anélise.
Damos aqui um pequeno resumo de alguns resultados sobre a
convergéncia da série de Fourier.

@ Pode provar-se que, sendo f € L?[—m, ], entdo a sucessio das somas
parciais Sy (t) = 27]:[:71\7 fnei”t onde fn s3o os coeficientes de
Fourier de f, converge pontualmente para f(¢) para quase todo o ¢,
i.e. podemos escrever

N—oo

N
lim > fue™ = f(t) (pqt. t)
n=—N

Trata-se do chamado Teorema de Carleson, cuja demonstrac3o, apresentada
por Lennart Carleson em 1996, é extremamente dificil; este resultado foi
depois estendido para f € LP[—m,7],1 < p < o0, por R. Hunt, em 1968. B
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Séries de Fourier Convergéncia da série de Fourier

Relembre:

@ Uma funcdo f diz-se seccionalmente continua se, em cada intervalo
limitado [a, b], ela tiver apenas um nimero finito de descontinuidades,
todas elas de 12 espécie (i.e. tipo salto).

@ Uma fung¢do diz-se seccionalmente diferencidvel se for seccionalmente
continua e a sua derivada for também seccionalmente continua.!®

e Uma fungdo f : [a,b] — R diz-se de variagdo limitada em [a, b] se
existir uma constante M tal que, para qualquer particio
T:a=ty<t1 <...<t,=>bdo intervalo [a,b], se tenha

n

V() =Y 1£(t5) = f(t-1)] < M.

J=1

®Note-se que a derivada f’ pode ndo estar definida em todos os pontos z € R; p
exemplo n3o existe nos pontos onde f é descontinua.

PSO T



Convergéncia pontual da série de Fourier

Tém-se os seguintes resultados:

@ Se a fungdo f for seccionalmente diferenciavel, entdo a sua série de
fA) + f(t7)
5 :

@ Em particular, nessas condi¢coes, a série de Fourier converge
pontualmente para f(¢) em cada ponto ¢ que seja ponto de
continuidade de f.

@ Além disso, a convergéncia é uniforme em todo o intervalo fechado
que n3o contenha pontos de descontinuidade de f.

Fourier converge, em cada ponto t, para

@ Os resultados anteriores mantém-se validos se substituirmos a
condicdo “f seccionalmente diferencidvel” por “f de variacdo limitada
(em [—m,7])".
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O seguinte resultado é importante porque estabelece a unicidade de série
de Fourier.

Teorema

Sejam f,g € L?*[—7, 7] e sejam fn € §n s respectivos coeficientes de
Fourier . Ent3do, tem-se fn =g, paratodoonseesése f=g, ie see
sé se f(t) = g(t) (para q.t. t).
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A representacdo de f através da sua série de Fourier tem duas
caracteristicas importantes:

© a primeira é que ela nos dd a decomposicdo de f numa soma
(infinita) de componentes ortognais wy,(t) = fre™

@ além disso, as funcdes e, (t) = ¢ usadas nessa decomposicio s3o,
todas elas, obtidas a partir de uma funcio bésica e(t) := e a custa
de contracgées inteiras, isto é, tem-se

e,(t) = e(nt), n € Z.

Em resumo, podemos dizer que:
Toda a fungdo periddica de periodo 27 de quadrado integravel é gerada
pela sobreposicio de contracgdes inteiras de uma fungio basica e(t) = e.
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Da ortonormalidade das fun¢es e,, segue-se, de imediato (pela identidade
de Plancherel) que:

S RP= Y (el
:HfH2=217r/7;!f(t)|2dt<oo.

Temos, assim, que a sequéncia dos coeficientes de Fourier de
f € L?[—n, 7] é de quadrado somavel ou seja, estd no espaco (2(Z).
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Reciprocamente (como ja referimos quando faldmos da TFTD), dada uma
sequéncia c(n) € £%(Z), se considerarmos a série

Z C(n)eint

n=—oo

ela converge, no sentido da norma em L?[—m, 7], para uma funcio
f € L?[—n, 7], isto é, temos

f= ic(n)emt € L?[-m, 7).

Além disso, a sequéncia dos coeficientes de Fourier dessa funcao f é
precisamente a sequéncia inicial ¢(n) ou seja, tem-se

1 " —in _
271_/Wf(t)e tdt = c(n).
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SIEN NS  Suavidade e decaimento dos coeficientes de Fourier

Pode provar-se o seguinte resultado, conhecido como Lema de
Riemann-Lebesgue:
Se f € L*[—m, 7|, entdo os seus coeficientes de Fourier satisfazem

lim fn = 0.

n—+oo

@ Tem-se também o seguinte resultado mais forte:

Se f(") & continua e de variacdo limitada (onde ("), > 0, denota a

r-ésima derivada de f), entdo existe uma constante K tal que |fn| < ‘nllfﬂ

@ Existe uma espécie de reciproco do resultado anterior:

Se os coeficientes de Fourier de f, f,, satisfazem |fn| < KW’ €>0,

com K independente de n, entdo a fungdo f é pelo menos r vezes

continuamente diferencidvel, podendo a sua série de Fourier ser obtida

derivando termo a termo a série de Fourier de f, i.e.
(r) § : fn m r 1nt.
n=—oo
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Funcoes periddicas de periodo T

A teoria das séries de Fourier para fungdes periddicas de periodo 27 pode,

naturalmente, estender-se para funcdes periddicas de periodo arbitrdrio. Se
f € L?[0,T), entdo a sua série de Fourier serd dada por

)= Y fac" T

onde

fo = 1/Tf(t) iy
n—T ) e .

- i 21
Neste caso, as funcdes "' T t formam uma base ortonormada de LQ[O,T],
relativamente ao produto interno

T JRE—
)= [ soae

joana soares (dma)
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Transformada de Fourier em L!(R)

Seja f € L'(R). Chama-se transformada de Fourier de f a funcdo definida
por

:/ ft)e ™tdt, weR.

A transformada de Fourier de f é também denotada por Ff.1® Temos

) < / TR e dt = / o

pelo que, de facto, se f € L!(R), a funcdo f(w) estad definida para todo o
w.

16¢ preciso ter em atencdo que a definicdo de f n3o é uniforme na diversa literatu
matemadtica, peIo que é preciso ter cuidado ao consultar bibliografia; outras deflnlgoﬁ

usuais s3o f(w = [ f(t)e” ™" dt ou fw) ff fH)e ™tdt.
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RIENE SN ER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L' (R)

Note-se, no entanto, que a transformada de Fourier de uma funcao de
L'(R) n3o esta necessariamente em L!(RR). Por exemplo, consideremos a
funcdo
1 se [t] <1
=< =
X(-1.1)(0) { 0, se [t| > 1,

a qual estd, naturalmente, em LI(R). A sua transformada de Fourier é

dada por
o 2senw

X[=1,1](§) = 2sinc(w) := —

e pode mostrar-se que esta fun¢io n3o é uma fungdo do espaco L!(R).
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RIENE SN ER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L' (R)

Gréfico da fungdo 2sinc(w)

T RRVA

A demonstrac3o de que a fungdo sinc(w) n3o pertence a L*(R) pode ser vista, e.g. em
H. A. Priestley, Introduction to Integration (1997), p. 113-114.
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RIENE SN ER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L' (R)

Embora as transformadas de funcdes de L!(R) n3o estejam
necessariamente em L!(R), elas comportam-se “bem’" noutros aspectos.

Teorema
Seja f € L}(R). Entio:

~

QO VweR [f(w)]<Ifll
Q fé uma funcdo uniformemente continua em R

-~

Q limy 1o |f(w)| =0 (Lema de Riemann-Lebesgue).
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wensEdh db ey am L)
Uma das propriedades notdveis da transformada de Fourier é a relacdo
entre derivagdo e multiplicagdo por um mondémio.
Teorema

© Seja f tal que thf(t) € Ll(]R),Apara k=0,1...,r. Entdo, a
transformada de Fourier de f, f, é r-vezes continuamente
diferencidvel e tem-se

d* f(w) T

— = = (—)F(tk f(w); k=1,...,m

dw*
@ Suponhamos que f € C"(R) N L}(R) e que todas as derivadas
f®):k=1,2,...,r estio em L'(R). Ent3o,
FOW) = (W) flw); k=1,2,...,r
(= limy—s 00 [w[" f(w) = 0)

@ Se f € L'(R) tem suporte compacto, ent3o fAé infinitamente
diferenciavel.
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wensEdh db ey am L)
Segue-se uma lista de outras propriedades bdsicas da transformada de
Fourier, cujas demonstragdes podem, ser vistas, e.g. no ja citado livro de
H.A. Priestley.
Comecamos por introduzir trés operadores:

Translacao : (Tof)(t) = f(t—a), a€R.
Modulacio :  (E,f)(t) := e f(t), a€R.

Dilatacio : (Dof)(t) := |a|"Y2f(t/a), a €R, a #0.

(Note-se que chamamos operador de dilatacdo ao operador definido acima, ainda que o
resultado possa corresponder (quando |a| > 1) a uma contrac¢o da fungdo sobre o qual
actua.) Temos, ent3o, o seguinte resultado.

T f aﬂ = efiawf(w)
(T J/‘) fw—a)
Duf(w) = wgm = |a|1/2f<aw>.
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Produto de Convolucao

Dadas duas funcdes f,g € L'(R), entdo
(Feae)= [~ 5t =) g,

existe (para quase todo o t) e define uma fun¢do em L!(R), chamada
produto de convolucdo de f e g. Facilmente se verifica que o produto de
convolugdo é comutativo e associativo. Além disso, tem-se o seguinte
resultado.

Teorema

Se f,g € L'(R), entdo

~

Frgw) = flw)gw)

ou seja, a transformada de Fourier transforma convolu¢des em produtom

PsO Ty



wensEdh db ey am L)
Dada uma fungdo g € L*(R), chama-se transformada de Fourier inversa
de g e denota-se por § ou F'g, a funcio definida por
1 o0
) — wt
30 =5 [ gl
™ —0o0
O teorema da inversdo diz que, se f e f estdo em L!(R), entdo a
transformada inversa de f é a prépria funcdo f. Mais precisamente, tem-se

Teorema
Se fe L'(R) e fe L'(R), entdo tem-se

/ f e“tdw (para q.t. t);

em particular, a |gualdade pontual é vdlida em todos os pontos de
continuidade de f. Assim, se f for continua, a igualdade é vélida para
todo ot € R.

Nota Note-se que, como o integral do lado direito define uma funcdo continua, a qual
coincide com f (q.s.), entdo existe sempre um representante continuo na classe a que f
pertence. Nesse sentido, dizemos muitas vezes que, se f € L'(R), entdo f é uma [

fungdo continua.
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Transformada de Fourier (em tempo continuo) Transformada de Fourier em L' (R)

Como consequéncia imediata do teorema anterior, tem-se o seguinte
teorema importante.

Teorema R
Sejam f,g € L'(R) duas fungdes tais que f = §. Entdo, tem-se

f@)=9@) (at. 1)
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Transformada de Fourier em L (R)
Pode também provar-se o seguinte resultado, que estabelece uma relagdo
entre o decaimento de |f(w)| e a regularidade global de f.
Teorema
Se f é tal que
00 o~
| IF@ L el < o
(o]

entdo as derivadas de ordem k; K =1,...,r de f existem e sdo continuas
g.s. e tem-se

1 [ ~ :

90 = o [ @) Fwedo, (ot .
2 J_ &

Em particular, o resultado anterior verifica-se se existe uma constante K e

€ > 0 tais que

~

|fw)] < W

Também se conclui de imediato do resultado anterior que, se f tem
suporte compacto, entdo f é (i.e. coincide g.s. com) uma fungdo >
infinitamente diferenciavel. e
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RIENE SN ELER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L= (R)

Como vimos, a transformada de Fourier de f € L!(R) nio est4
necessariamente em L!'(R). A teoria &, assim, um pouco assimétrica.

Isto motiva-nos a estender a definicdo de transformada de Fourier ao
espaco L?(R), das funcdes mensuraveis de quadrado integravel.

A primeira dificuldade é que, estando f em L?(R), mas nio em L'(R), o
integral que define a transformada de Fourier ndo existe.

A transformada de Fourier para f € L?(R) vai ser definida como um limite
de transformadas de fungdes de L'(R) N L%(R).
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RIENE SN ELER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L= (R)

O teorema seguinte mostra-nos que o produto interno e a norma em L2(R)
sdo preservados (a menos de uma constante) pela transformada de Fourier.

Teorema (Férmulas de Parseval e Plancherel) Se f,g € L'(R) N L*(R),
entdo tem-se a seguinte féormula de Parseval:

(f.9) = 5-4F.9)

[ ra= g, [ T05

Em particular, é valida a seguinte identidade, conhecida por identidade de

Plancherel: R
£l = V2| f]|-

isto é,
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RIENE SN ELER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L= (R)

Pode mostrar-se que o conjunto L!(R) N L?(R) é denso em L?(R).
Assim, dada qualquer fun¢do f € L?(R), existe uma sucess3o (f,)nen de
funcdes de L'(R) N L%(R) convergente para f, isto é, tal que

lim,, 00 || fr. — fIl = 0. Sendo (f)nen convergente, serd de Cauchy, ou
seja, teremos || f,, — fm|| = 0 quando n,m — oc.

Ent3o, ter-se-a, aplicando a linearidade da transformada de Fourier e a
férmula de Plancherel

Fn = Tl = 1 F (i = Fi)ll = V27|l fr = funll,

0 que mostra que a sucessao (ﬁ)neN, formada pelas transformadas de
Fourier das fun¢des f,, também é uma sucessao de Cauchy.

Como L?(R) é completo, esta sucess3o convergira, ent3o, para uma certa
funcdo de L%(R).

Sera natural chamar a esta funcdo limite 17 transformada de Fourier da
funcdo f e denoté-la por Ff ou f como habitualmente.

"De notar que a funcdo limite depende apenas de f e n3o da sucessio particular
(fn)nen escolhida. ——
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RIENE SN ELER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L= (R)

Uma forma possivel de escolher as func¢des f, é tomar

fn(t) = f(t)X[=nn)(t), onde x4 designa a fungdo caracteristica do
conjunto A, i.e. x(t)=1sete Aex(t)=0set ¢ A.

Se escrevermos l.i.m. gy, (t) = g(t) com o significado de que ||gn, — g||2 — 0

quando n — 0o'®, podemos entdo escrever que
f(w) =Llim.f,(w) = lim. f(t)e ™tdt.
—n

Com um abuso de notag3o conveniente, continuaremos, no entanto, a
escrever, quando f € L*(R),

(Ff)w) / F(t)eit dt,

com o entendimento de que se trata de um processo limite como
descrevemos acima.

18] i.m. é usado para designar “limit in the mean”, em inglés.
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RIENE SN ELER R S A C RTINS M Transformada de Fourier em L= (R)

Convém referir que esta extenso da transformada de Fourier a L?(R)
satisfaz as férmulas de Plancherel-Parseval e, de um modo geral, as
propriedades anteriormente referidas para transformadas de funcdes em
L'(R).

E também possivel inverter a transformada de Fourier, do seguinte modo.
Definindo a transformada de Fourier inversa de f por

FA0) = ) = 3= [ f)ed

(onde o lado direito deve ser interpretado, de modo andlogo ao que
fizemos para definir a transformada de Fourier de f € L?(R), como um
processo limite) entdo tem-se o seguinte resultado

1 [ . ,
= 277/—00 flw)e™tdw.
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Transformada de Fourier (em tempo continuo) Principio de Incerteza

Principio de Incerteza de Heisenberg
Seja f € L*(R). Entdo, tem-se

| = wPlroPdex [ - w?liw)Ps = {1 = 5161

—0o0 —00

Nota: Se ||f|| = 1, tem-se

[ wpis@Pi < [ - wPlf)Pdo >

s
o0 — 00 2
O minimo ¢ atingido para a fun¢do (normalizada):

Gtowo (1) = gL/ giwot g (t—t0)?/2
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RIENSELER N SN RN LRSTNITYM  Transformada de Fourier de distribuicdes

Por vezes (embora raramente!) serd dtil considerar transformadas de
Fourier de distribuicdes. Nas notas sobre distribuicdes, refere-se, ainda que
de forma muito breve, como se pode estender o uso da transformada de

Fourier para as distribui¢des.
Para aquilo que necessitamos aqui, é importante recordar, em particular,

que se tem
0 =1,

onde a distribuicdo § (chamada delta-Dirac) satisfaz

/_ 7 6(0)3(t) = 6(0)
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Uma funcg3o f diz-se de banda limitada se existe uma constante 2 > 0
para a qual se tem
f(w) =0, para|w| > Q.
Se 2 é o menor valor para o qual tal se verifica, dizemos que f tem
Q

largura de banda 2(2; o valor v = 5~ é chamado frequéncia de Nyquist e

2v = % é dito taxa (de amostragem) de Nyquist.

Teorema de Amostragem de Shannon
Seja f € L?(R) uma fungio continua, de banda limitada com largura de
banda 2 e satisfazendo uma condi¢do de decaimento da forma

101 < 3)

Seja T := %19. Entdo, tem-se

ft)y="Y_ f(nT)sinc(Q(t —nT)), teR

n=—oo

YNote que T é o inverso da taxa de Nyquist, por vezes referido como periodo de
Nyquist
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Demonstracao

A condicio de decaimento (3) garante que f € L'(R).
Uma vez que que f é continua e de suporte compacto, tem-se f € L'(R).
O teorema de inversdo permite-nos ent3o escrever, para todo o t € R.

0o ) Q )
t) = 2171-/_ f(w)e“"tdw X % /_Q f(w)e“"tdw. (4)

A~

Seja F(w) a extens3o periddica (de periodo 292) de f(w)
F(w) é a fungdo periédica de periodo 22 que, em [—Q,

f(w).
A fungio F € L?[—, Q)] e admite, portanto, uma expansio em série de
Fourier, a qual coincide com F'(w) q.s.

atodoo R, i.e.
|, coincide com
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Teorema de Amostragem

Tem-se, assim

onde

n 1 “ —nmi/) 1 e —nmiw/
F,=— F(w)e dw = — f(w)e dw

F Z F eQnm/ (29) _ Z F enm/Q (q.t.w), (5)

n=-—oo n=—oo

_ 2T Q) — 2T T
= ﬁf(—mr/ )= 2Qf( nT),

onde, na pendltima igualdade, usdmos a Equacdo (4) e na dltima, a
definicdo de T.
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Teorema de Amostragem

Em particular, temos entdo, para q.t. w € [—£2, ],

fw) = oo 3 fnT)e

n=—oo

Substituindo esta expressio de f(w) na Equacio (4), vem

ft) = % /Q ( i f(nT)e_m“’T) e“tduw.

—Q

n=—oo
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Teorema de Amostragem

A condigdo (3) garante que a série dentro do integral converge
uniformemente podendo ser integrada termo a termo (i.e. podemos trocar
o sinal do somatério com o sinal de integral) e vem, entdo

1 L
[0 =55 S fnT) / HtnT ) g

n=-—00 -Q

Para estabelecer o resultado final basta apenas mostrar que
Q .
/ T gy = 2Q sine(Q(t — nT))
-Q

onde sinc(z) := *2*, o que deixamos ao cuidado dos alunos.
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Teorema de Amostragem

@ O teorema de amostragem mostra que um sinal de banda limitada
com largura de banda 22 pode ser totalmente reconstruido a partir
do conhecimento dos valores de uma amostra dos seus valores num
conjunto discreto de pontos:

f(nT),neZ, com T = %
@ Quando se obtém uma amostra f(nT) de um sinal f(t), T é o
chamado periodo de amostragem e a quantidade 7! é dita taxa de
amostragem.

@ O teorema mostra que um sinal de banda limitada com largura de
banda 2€) pode ser totalmente reconstruido se usarmos uma taxa de
amostragem igual a taxa de amostragem de Nyquist, %
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Sub-amostragem

Suponhamos agora que se tem uma amostra f(n1'),n € Z de um sinal f,

obtida com um certo periodo de amostragem 7' = & (ou seja uma taxa de

amostragem Q), mas que o sinal é de banda limitada mas com uma

T - - - i "
largura de banda ' > Q, ou seja, que o sinal foi “sub-amostrado” (a taxa
de amostragem usada foi inferior a taxa de Nyquist).
Se analisarmos a demonstracdo do Teorema de amostragem, vemos que as
igualdades assinaladas com (A) e (B) sdo as Unicas onde se usa o facto de
f(w) se anular para |w| > Q.
Suponhamos que a sub-amostragem ¢é relativamente “moderada”, por

exemplo, que se tem Q' < 3Q). Nesse caso, tem-se

1 v £ wwnT
f(nT) = Py Y flw)e dw
L™ Q@ 30
= %( o f(w)elwanw + /Q f(w)e“’"”wa _|_/Q f(w)eme w)

PsO I



Teorema de Amostragem

Efectuando uma mudanca de varidvel no primeiro e terceiro integrais,
facilmente se verifica que

f(nT) = % /_Z(f(w —20) + f(w) + f(w +2Q))emT“’dw

Entdo, a fungdo g € L?*(R) cuja transformada de Fourier é dada por

i) = {f(w—29)+f(w)+f(w+2§2), Wse

0, lw| > Q

tem largura de banda {2 e satisfaz

Q
2177/ G(w)e™ dw = f(nT).

g(nT) =
Assim, a série
Z f(nT) sinc(Q(t — nm))
n=-—oo
representa, neste caso, ndo a fungdo f, mas sim a fun¢do g cuja
transformada de Fourier se obtém da de f através de (7). Este efeito .

(mdesejavel) é conhecido conhecido por fenémeno de al:asmg
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Transformada de Fourier Discreta (TFD)

Consideramos agora o caso em que o sinal é discreto no tempo e finito, i.e.
é um vector = = (z(n))N-}' = (2(0),...,2(N — 1)) € CN. Dado = € CV
chama-se Transformada de Fourier Discreta de x, e denota-se por Fyx ou
&, o vector de CV dado por

N—-1
(Fnz)(n) = 2(n) = Z z(k)e 2N —0,1,...,N —1. (8)
k=0

Se designarmos por wy a seguinte N —ésima raiz da unidade
Wy =€enN (9)

entdo a TFD de x vem dada por

N-1
2(n) = > a(k)wy™ n=0,...,N -1 (@
k=0
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Transformada de Fourier Discreta (TFD) [EINZI[iTe=1e)

Dado um sinal 2(n) = (z(0),...,z(N — 1)) € CV, chama-se
transformada de Fourier discreta inversa (TFDI) desse sinal, e denota-se
por ]-"X,la: ou &, o vector de CV definido por

1 N—-1
(Fy'z)(n) = i(n =~ 2 n=0,...,N—1.  (11)
k=0

Teorema (da inversao)

Se aplicarmos a transformada de Fourier discreta inversa a transformada
de Fourier discreta de um sinal, recuperamos o sinal original, i.e. tem-se
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Dem:

Transformada de Fourier Discreta (TFD) [EINZI[iTe=1e)
N-1 N-1 N-1
s, nk _ nk —km
z(k)wh® = Wi z(m)wy
k=0 k=0 m=0
N-1 N-1
k(n—
= x(m) wN(n ™)
m=0 k=0
N-1 N(n—m)
k(n—m) W 1
g w = =0
N W™ )
k=0 N

uma vez que wi" = (W) =1"=1.

PsO
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Transformada de Fourier Discreta (TFD) [EINZI[iTe=1e)

Por outro lado, quando n = m, tem-se

N-1 N-1
k(n—m)

WN
k=0 k=0

I
]
2

o que estabelece o resultado.
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Transformada de Fourier Discreta (TFD) [EINZI[iTe=1e)

Consideremos agora um inteiro arbitrario m € Z e vejamos o que acontece
quando usamos a férmula que define a TFD do sinal z, &(m), para para
esse valor de m (e n3o apenas para 0,1,..., N — 1). Comecemos por
notar que m € Z pode ser sempre escrito na forma m = n + jN, com
j€Zene{0,1,...,N —1}. Vem, entdo,

N-1 N-1
#(m) =2+ jN) = Y z(k)wy "N = N a(k)wy Wl
k=0 k=0
N-1
= z(k)wy™ = @(n)
k=0

Isto que mostra que se aplicarmos a férmula da TFD para qualquer inteiro
obtemos uma sequéncia que satisfaz z(n + jN) = &(n), isto é, obtemos
uma sequéncia que é periddica de periodo N.
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Transformada de Fourier Discreta (TFD) [EINZI[iTe=1e)

De modo anédlogo, podemos usar a férmula da TFDI de um sinal para
qualquer inteiro em Z, sendo o resultado uma sequéncia periddica de
periodo N.

Além disso, facilmente se verifica que a férmula de inversdo aplicada a
sequéncia periddica obtida pela TFD define uma sequéncia peridédica de
periodo N que é a extensdo periddica de periodo N do sinal original

z = (2(0),...,2(N = 1)), i.e., é tal que

z(n+jN)=z(n),n=0,...,.N—1,j € Z.

Nota: No que se segue, passamos a identificar sempre os sinais finitos de
tamanho N, x = (2(0),...,2(N — 1)) com as suas extensdes periddicas
de periodo N, i.e. com os sinais (z(n)),cz tais que

z(n+jN) = xz(n),j € Z.2°, usando o mesmo simbolo para os representar.

2Ge preferirmos, podemos escrever, em alternativa, 2(m) = x(m mod N)
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Transformada de Fourier Discreta (TFD) [EINZI[iTe=1e)

Isto significa que tanto podemos ver a TFD (e a TFDI) como uma
aplicagio de CV em C¥ ou como uma aplicacio de ¢(Zy) em £(Zy),
onde ¢(Zy) designa o conjunto dos sinais (discretos) periédicos de periodo
N. Sendo as sequéncias z(n) e Z(n) peridédicas de periodo N, os dominios
das somas (8) e (11) que definem a TFD e TFDI, respectivamente, podem
ser transladados arbitrariamente. Em particular, se N for impar, i.e.

N =2M + 1, podemos considerar

M M

A —km _ 1 A m
Z(n) = k;Mx(k)ka , x(n)= M1 ;Mx(k)wfv .
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Introducdo
A TFD (vista como uma aplicacido de CV em C) pode ser definida

usando a seguinte matriz quadrada de ordem N (a que chamamos matriz
da DFT de ordem N),

My = (Mpy), Mg =i k,n=0,...,N—1,
i.e.
1 1 1 1
1 WN w?v w%il
M = 1 w?v wjlv w%Nfl)
N-1 2(N-1) (N 1)2
1 wy Wy e wy

E imediato reconhecer (basta atender a férmula que define a

transformada,recordar como se efectua o produto de matrizes e usar o
—kn __

facto de que wy wN ) que

Fnx =12 = Mnzx

PsO oAl )



Propriedades da TFD

Seja Fy : {(Zn) — L(Zy). Entdo Fy goza das seguintes propriedades,
cuja demonstracdo é deixada como exercicio.

Q Fy élinear, ie. Fy(az + by) = aFnx + bFNyY

@ Sex € l(Zn)eyel(Zy)étal que y(n) =z(n+ k), entdo

9(n) = wi'E(n).
© Dados z,y € ¢(Zn), chama-se produto de convolugdo (circular)

desses sinais, e denota-se por z * y, a sequéncia (periddica de periodo
N) definida por

2

(x*xy)( Zx

k=0
Tem-se o seguinte resultado:

(@ xy)l(n) = 2(n)j(n) —
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Propriedades da TFD (cont.)

© Tém-se as seguintes férmulas (Plancherel-Parseval):

> amyln) = - 3 #(n)in)
n=0 n=0
(S
N-1 1 N-1
S le)P = 1 X ()P
n=0 n=0

@ Se z é real, entio
(N — k) = z(k).

Em particular, se N é par, precisamos apenas de calcular
z(0),...,&(N/2).
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Relacéio com os coeficientes de Fourier
Suponhamos que f € L?[0,7T] e que conhecemos os seus valores
x(n) := f(t,) nos N pontos igualmente espagados

T
tn::nﬁ;nzo,l...,]\f—l, (12)

e que pretendemos usar esta informacdo para aproximar os coeficientes de
Fourier f,, de f. Por outras palavras, pretendemos calcular

T
fn = % /0 F(t)e 2t/ T gy (13)

Se aproximarmos o integral em (13) por uma soma de Riemann baseada
nos pontos t;, obtemos

~ ]_ Nl 727T’L'7Ltk, T
fnm > flte T x ~
k=0
1 N-1 4
_ N 2 x(k)ef%rmk/N. ({nf')
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RICUSECEN N SNTTANEI S NN Relacio com os coeficientes de Fourier

A férmula anterior mostra que o n-ésimo coeficiente de Fourier de f pode

ser aproximado por

~i(n),

N

onde (i(k))évgjl é a transformada de Fourier discreta (em N pontos) do

vector (z(n)))2) = (f(”%»nN:_ol'

Nota: A aproximacdo descrita pela férmula anterior tem de ser interpretada
cuidadosamente.

Note que o lado direito da férmula (14) tem periodo N na varidvel n e que o
mesmo n3o se passa com a sequéncia dos coeficientes de Fourier de f, (fn)
(como sabemos, fn — 0, quando n — 00). A aproximagdo (14) é geralmente
usada apenas para estimar os coeficientes f,, para [n| << N, e.g. para

|n| < N/8; para uma justificacdo desta regra empirica, veja e.g. J.S. Walker, Fast
Fourier Transforms, CRC Press (1996).
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MIEHSECER NSNS SN R Transformada de Fourier Répida (Fast Fourier Transform — FFT)

The Fast Fourier Transform — the most valuable algorithm of our lifetime.
Strang, 1993
O calculo da TFD em N pontos, através do uso da férmula (15) (ou
usando a matriz My) requer (N — 1)? multiplicagdes e N(N — 1) adicdes,
i.e. envolve um nimero de operacdes da ordem O(N?). Para N grande,
tal célculo envolve, portanto, um grande esforco computacional.
Em 1965, Cooley e Tukey 2! propuseram um algoritmo para calcular a
TFD que reduz o nimero de operac¢des envolvidas para O(N log, N),
quando N = 2",
Este algoritmo, que ficou conhecido como Fast Fourier Transform, teve um
grande impacto e foi responsavel pela utilizag3do intensiva de TFD's em
quase todas as dreas da computacdo cientifica, com particular énfase em
processamento de sinal digital.
De facto, a ideia bdsica da FFT tinha ja sido descoberta por Gauss em 1805, num
contexto muito diferente. Contudo, foi com a publicacdo de Cooley e Tukey que
se popularizou o uso da TFD.

A Cooley, J.W. e Tukey, J.W., An algorithm for the machine calculation of comple.
Fourler series, Math. of. Comput., 1965, 19, 297-301
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MIEHSECER NSNS SN R Transformada de Fourier Répida (Fast Fourier Transform — FFT)

FFT de decimacao no tempo de raiz 2

Tém surgido, entretanto, muitas variantes ao algoritmo bésico da FFT
proposto inicialmente por Cooley e Tukey.

Vamos descrever aqui, de modo breve, um dos algoritmos mais usados, o
chamado algoritmo de FFT de decimagdo no tempo de raiz 2.

No que se segue, assumimos que N é uma poténcia de 2, i.e. que N = 2",
com 7 um inteiro positivo.

Recordamos a férmula de célculo da TFD em N pontos de um vector

z = (x(k)p

N—
z(n) = 2 (k)wyt™, (15)
k=0

—_

onde wy = e2™/N  Por simplicidade, introduzimos a seguinte notac3o:
X, = z(n). -
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MIEHSECER NSNS SN R Transformada de Fourier Répida (Fast Fourier Transform — FFT)

Podemos partir a férmula (15) em duas somas, considerando os termos de
indice par e de indice impar separadamente:

N/2-1 N/2-1
Xn = Z (2m) ;,2’""4- Z z(2m + 1wy ~(@m+1jn
m=0 m=0
N/2-1 N/2-1
= Y 2@m)wy™ 4 ) 2(2m+ Dw M wy
m=0 m=0
N/2-1 N/2-1
= Z x(2m)wy N/2 " 4wy Z (2m + 1wy N/2 ,
m=0 m=0
T i 271
uma vez que wJQV = (ezT)2 = (647) = eN/Q) = Wny/2
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MIEHSECER NSNS SN R Transformada de Fourier Répida (Fast Fourier Transform — FFT)

Podemos, ent3o, escrever

X=X+ wy"Xn=0,...,N—1

n
onde, para j = 0,1,

N/2—1
Xh= > a@m+ ) (wyp) (16)

m=0

i,e. X%e X! s3oas TFD's em N/2 pontos dos sinais (de comprimento
N/2) formados pelas componentes de indice par e impar, respectivamente,
do sinal original.

Embora o indice n se estenda de n =0 até n = N — 1, uma vez que as
sequéncias X e X! sdo periédicas de periodo N/2 e que

—(n+N/2) _ —n —N/2 —n (2= x (=N

_ ( ) _,,—n —iw
CUN UJNCUN —CUNGN 2 —wNe

_ -n
= —wy'' podemos
escrever

X, =X +wy'X]} }
v in=0,...,N/2 -1,
Xnine = X) —wy" X3 / (ﬁ)
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MIEHSECER NSNS SN R Transformada de Fourier Répida (Fast Fourier Transform — FFT)

A TFD (X,,)_lescrita em termos das férmulas (17)-(16) pode ser
visualizada como

X2 — X2 +wy X,
Pt (18)
X! —X) - wy'X,

onde n =0,1,...,N/2 — 1. Este diagrama é conhecido como uma
borboleta.
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Transformada de Fourier Rapida (Fast Fourier Transform — FFT)
A borboleta (18) descreve a construcdo de uma DFT em Zy em termos
de duas DTF's em Zy», X%e X! Do mesmo modo, X? e X' podem ser
construidas em termos de um par de transformadas em Zy 4. Por exemplo,

X = X4 i, X0

0 00 01
Xopnya = Xn — WX,

paran=0,1,...,N/4—1, onde X é a TFD de

(2(0),2(4),...,2(N —4)) e X' é a TFD de (2(2),x(6),...,2(N — 2)).
Como N = 2", este processo pode repetir-se e, apés k = log, N — 1
passos, alcangamos um ponto em que precisamos de calcular N/2 TFD's
em 2 pontos. Estas transformadas em 2 pontos consistem simplesmente
na soma e subtrac¢do de dois nimeros.

Computacionalmente, é conveniente calcular as transformas em 2 pontos
primeiro, depois as transformadas em 4 pontos, etc. Uma anélise
cuidadosa (e magadora!) do nimero de operagdes envolvidas neste 0
processo mostra que ele é da ordem de O(N logy V).
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MIEHSECER NSNS SN R Transformada de Fourier Répida (Fast Fourier Transform — FFT)

Tabela de “Transformadas” de Fourier

Nome Dominio Transformada F = f Dominio
de f (e Inversa) de f
TF R fw) = [ ft)e“tdt R
F(t) = & fi Fw)etdu
SF Tr fo= % J§ f)e 2t Tat Z
((0,77) F() = X peg fae?™ T
TFTD Z fw)=>cz f(n)e=ine Tor
fn) =g fy" fw)em™edw | (0, 2n))
TFD Zn o= Sy fre 2mHRn/N Zn
(0. . N =1} | fi=§ X050 fo?™ /N | ({0, N ~1})

joana soares (dma)
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Transformada de Fourier com janela Representacdo na frequéncia

Dado f € L%(R), a sua transformada de Fourier
~ 0 .
fo)= [ s ar
—00
dad-nos o chamado espectro desse sinal, sendo w a varidvel que representa

a frequéncia (angular).
Note-se que, formalmente

ﬂwzjmfwemﬁzuwm

onde ‘
ew(t) = et
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Transformada de Fourier com janela Representacdo na frequéncia

F6)-5 fw)

Energia do sinal é preservada (a menos de uma constante):

1,4 1 -
E(f) = I11? = AP = - B

Sinal pode ser “recuperado "sabido o seu espectro:

[OE=T0

Representagdo no tempo / Representacdo na frequéncia
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Transformada de Fourier com janela Representacdo tempo/frequéncia

Funcao janela

f— Rf(t,w)

Ao conjunto
{(t,w) : t,w € R}

chamamos plano tempo-frequéncia.

Funcao Janela
Seja g € L?(R).
e Se tg(t) € L?(R), dizemos que g é uma janela no tempo.
e Se wj(w) € L3(R), dizemos que g é uma janela na frequéncia.
@ Se g for uma janela no tempo e uma janela na frequéncia, dizemos
apenas que g é uma funcdo janela. ‘
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Transformada de Fourier com janela Representacdo tempo/frequéncia

Se g é uma funcdo janela, entdo:
e gc LYR) e gec L'(R)
@ g é continua e ¢’ existe (q.s.) e é uma funcdo de L?(R).

Exemplo
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Centro e raio de uma janela

Seja g uma funcdo janela. Define-se:
o Centro de g:

2
Hg = H ||2/ t|g( )| dt

o= d [ ug>2|g<t>|2dt}1/2

@ Centro e raio da fungdo g sdo definidos de modo andlogo:

]. > ~ 2
ty = o | wlgle)Pde
19 J o

o= i [ mtapas)

PsO T
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Transformada de Fourier com janela Representacdo tempo/frequéncia

@ O centro gy € o valor médio da distribuicdo com fun¢do densidade de
probabilidade [g(t)|?/||g||*> (medida de localizacdo de g).

@ O raio g, € o desvio padrdo dessa mesma distribuicdo (medida de
dispersdo de g em torno do seu centro).

@ O centro e raio de § tém o mesmo significado para §.

Dada uma fungio janela g, considere-se o funcional linear 'y : L*(R) — C
definido por

Ly(f)=(f.9),  [feL*R) (19)

I'y dd uma “certa informagdo”acerca de f. 22

2De certo modo, a grandeza de I'y(f) = (f, g) da-nos uma medida da semelhang
entre f e g. e
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Transformada de Fourier com janela Representacdo tempo/frequéncia
Temos, entdo
Fg( / f

Hgtog
%/ f(t)g(t)dt.

g~ 0g
Mas, atendendo a férmula de Parseval

3R = 5 [ P
1 Bgtog
~ / w)g(w)dw
21 Sy o,
g g

Assim, a regido rectangular

R =[ng — 09, g + 0g] X [1tg — 04, 15 + 0]
€ a regido do plano tempo-frequéncia onde

(20)

I'y(f) da informagdo
significativa acerca de f e f. A regido (20) é chamada janela
tempo-frequéncia ou diagrama de Heisenberg de g.
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Transformada de Fourier com janela Representacdo tempo/frequéncia

Pg+0g-

A et

Figura: Diagrama de Heisenberg
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Transformada de Fourier com janela Representacdo tempo/frequéncia

Se g é uma funcdo janela, entdo dizemos que g esta localizada em torno
do ponto (g, i15) do plano tempo-frequéncia com incerteza dada por

1(9) = 0404 (21)

Pelo Principio de incerteza de Heisenberg, tem-se:

. 1
0405 2 5

(i.e. a drea da janela é limitada inferiormente). Também sabemos que o
limite inferior é atingido (apenas) por Gaussianas.
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Definicdo da Transformada de Fourier com janela
Transformada de Fourier com janela

Seja g uma funcdo janela. Chama-se transformada de Fourier com janela
(associada a janela g) (ou transformada de Fourier em tempo curto) de
f € L*(R) a fungdo

{FofHrw f fg(t —T)e ™tdt, T,w € R

Nota Para cada 7, temos

{Fof}(rmw) ={F([T-9)}(w)

Temos também

{FofHrmw) = (f,grw)

onde
Grw(t) = eyt — 1)
ou seja
grw(t) = EuTrg s
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Transformada de Fourier com janela Definicdo da Transformada de Fourier com janela

@ Em geral, g é uma funcido real, pelo que, na definicdo, ndo ha
necessidade de considerar o conjugado de g(t — 7).

@ Quando se usa uma Gaussiana para fungdo janela na transformada de
Fourier com janela, esta toma o nome de transformada de Gabor.

@ Ao operador que, a cada f € L?(R), associa a fungdo {F,f}
chamamos operador de transformada de Fourier com janela
(associado a janela g).
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Transformada de Fourier com janela Propriedades de localizagdo da TFJ

Se g for uma fungdo janela, com centro y, e raio oy, e tal que g tem
centro p; e raio o4, entao facilmente se verifica que, para 7,w € R, a
funcao

Irw = EwTTg

¢ ainda uma funcdo janela e tem-se:

° Iug‘r,w = .Ug +7

o O'gTyw:O'g
@ fg, = Mg Tw
(] Uﬁ)zaﬁ
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Transformada de Fourier com janela Propriedades de localizagdo da TFJ

Como
{FofHrw) = ([, grw)

podemos concluir que {F,f}(7,w) nos dd informacdo sobre f e f
essencialmente na seguinte regido do plano tempo-frequéncia

g + T — g, pg + T + 04] X |5+ w — 05, g + w + o4).

Em particular, se escolhermos g de modo que py = g = 0,2%a
transformada de Fourier com essa janela g no ponto (7,w) fornece
informagdo na janela

g, =[T—0g, T+ 0g] X [w—0G,w+ ]|

T,W

isto é, préximo do instante 7 e da frequéncia w.

B0 que pode ser sempre conseguido, através de uma translacio e modulacio i
convenientes. S
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Transformada de Fourier com janela Propriedades de localizagdo da TFJ

Como ja referimos, a area das janelas é limitada inferiormente, pelo
principio de incerteza de Heisenberg, pelo que localizagGes precisas no
tempo e frequéncia sdo mutuamente exclusivas.

Notemos também, que uma vez escolhida uma fungdo janela g, o tamanho
das janelas .J,, , (isto é, a sua largura e altura) n3o varia com o seu centro
de localizagdo, isto é, é sempre o mesmo para quaisquer valores de 7 e de
w.

Assim, a resolucdo tempo-frequéncia é fixa em todo o plano.

PsO T



Transformada de Fourier com janela

Propriedades de localizacdo da TFJ

W=7

Figura: Janelas tempo-frequéncia

joana soares (dma)
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Transformada de Fourier com janela

VIV

Tamanho das janelas é sempre o mesmo!

Se tivermos um sinal com componentes quase estaciondrias e pequenas
variacOes bruscas, ent3o para o primeiro tipo de componentes seria
adequado o uso de janelas largas (fraca resolu¢do no tempo, boa resolugio
na frequéncia), enquanto para analisar convenientemente as variagdes
bruscas seriam necessdrias janela estreitas (boa localiza¢do no tempo e
consequente fraca resolugdo na frequéncia).

Vemos, assim, que a transformada de Fourier com janela n3o é aproprlﬂ

para o estudo deste tipo de sinais.
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N
Ondula ?

ondula = onda pequena

(“ondelette” em francés; no inicio da década de 1980 — Jean Morlet)

Exemplo Ondula de Haar (1910!)

H(t)
1
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Transformada Continua com Ondula Introdugio

Exemplo Ondula de Daubechies 4

@ »
T TNy e
o5l
ot
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DaiiiiEe ch TEO
|deia da Transformada (Continua) com Ondula

@ Escolher uma janela 1) que é j4 oscilatdria (= frequéncia bésica)

140

@ Dilatar/comprimir (= mudanga escala = mudanga frequéncia) e
transladar ¢ g (t) = |a]_1/2¢(%)

Y20t Y1300 Y125(t)
AL
i 5 -5 5 -5 v U
B }‘ N N }‘ V

- B
@ Calcular (f,1q)
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Transformada Continua com Ondula Definicdo da TCO

Y20(0) Y1300
1F 1}
4/-\\// \//\\/I\ . VA .
-5 5 -5 5
1t -1

As janelas alargam para valores de |a| grandes (= baixas frequéncias) e
estreitam para valores pequenos de |a| (= frequéncias altas).
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DaiiiiEe ch TEO
Definicdo de dndula (CA)

Definicdo Uma funcdo ) € L?(R) diz-se uma 6ndula basica ou 6ndula
analisadora se satisfizer a seguinte condi¢do:

] Aw 2
/_ de < o0. (22)

A condicdo (22) é chamada condi¢do de admissibilidade da 6ndula .

Ao valor da constante
0o |7 2
Cp i / O (23)

jwl

chamamos constante de admissibilidade para a 6ndula .
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DaiiiiEe ch TEO
Significado da condicao de admissibilidade?
e Se i € L'(R), entdo 1) é uma fungio continua e a condigdo de
admissibilidade implica, nesse caso, que ©(0) = 0, ou seja, que

/ T () dt = 0. (24)

@ Se 1 satisfizer uma condi¢do de decaimento um pouco mais forte do
que pertencer a L'(R), por exemplo, se v for tal que

o

/ (1+ |t])¥ | (t)|dt < oo, para um certo o > 0, (25)

—0o0
pode mostrar-seque a condigdo (24) implica que se verifique a
condicdo de admissibilidade.

@ Na pratica, imporemos a 1 condi¢coes de decaimento bastante mais
exigentes do que a condi¢do (25). Nesse caso, a condigdo de admissibilidade
é equivalente a condicdo (24). Esta condic3o significa que v deve, de algum
modo, oscilar, isto é, comportar--se como uma onda. Como exigimos a essa
onda que decaia rapidamente para zero, chamamos-lhe éndula (no sentid

de onda pequena).
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DaiiiiEe ch TEO
Transformada Continua com Ondula

Dada uma &ndula analisadora ¢ € L!(R) N L?(R), consideremos a familia
de fungdes v, 1, definidas do seguinte modo:

Yoy = TyDuty, a,bER, a#0, (26)

ou seja,
Yanlt) = a2 (H’) . abeR a#o. (27)

Definicdo Dada uma 6ndula analisadora v € L'(R) N L?(R), chama-se
transformada continua com 6ndula ¥ de f a func3o bi-dimensional
definida por:

a

{WyfHa,b) = (f,vap) = ya|—1/2/°° by <t — b)dt

e
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DaiiiiEe ch TEO
Observacoes

@ Em tudo quanto se segue, usaremos a notacao R* para designar o
conjunto R\ {0}.

@ Ao nimero complexo {Wy,f}(a,b), para um valor fixo
(a,b) € R* x R, chamaremos coeficiente de éndula de f a respeito da
ondula v, no ponto (a,b).

© O operador integral W, definido por

Wy : LA(R) — CR R
f=Wyf, (28)

é chamado operador de transformada continua com éndula associado
a 6ndula analisadora .
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i ¢ TEe
O seguinte teorema enuncia algumas propriedades do operador W,,.
Teorema
O operador W, é um operador linear limitado de L?*(R) em
L>°(R* x R) que satisfaz as seguintes propriedades de invariancia:
Q@ (WyT:f}(a,b) = {Wyf}(a,b—1) (invariancia por
translacdo);
Q@ {(WyD.f}(a,b) = {Wyf}(a/c,b/c) (invariancia por
dilatacao).
Dem: A linearidade de )V, é uma consequéncia imediata do facto
de W,, ser um operador integral.
Temos, como consequéncia da desigualade de Cauchy-Schwarz

[{WufHa,0)f = [ tap)| < LFITYapll = IS

donde se conclui de imediato que

Wy flleo < CILEI, (29)
onde C = ||¢]|.

As propriedades de invariancia por translacio e dilatacio demonstram-sgg

facilmente usando a definicao e fazendo simples mudancas de variavel no""
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Transformada Continua com Ondula Propriedades de localizag3o da transformada com 6ndula

Localizacdo tempo-frequeéncia da TCO

Suponhamos que a 6ndula analisadora i é uma fungdo janela, com centro
f1y € raio oy, e tendo f; e 0, respectivamente, como centro e raio da
sua transformada de Fourier . Sendo

Yap = Ty Do,

facilmente se verifica que

Hipey = b+ ajy, Oy = la| oy (30)
Além disso, como - ~
wa,b = TbDaw = E—bDl/aw?
tem-se também
1 1
ST T T |
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Transformada Continua com Ondula Propriedades de localizag3o da transformada com 6ndula

Localizacdo tempo-frequéncia da TCO

Vemos, assim, que a transformada continua com 6ndula v, {Wy, f}(a,b),
fornece informacgdo local sobre f e f na seguinte regido do plano:

b b 1 1 1

[b+ apy — |aloy, b+ apy + |aloy] X [5% - m%’ L + m%]-
Em particular, se escolhermos 1) de modo que iy, =0 e Iy = 1, entdo
{Wy f}(a,b) da-nos informagao sobre f e ]?na seguinte janela:

1 1 1 1
Ja,b = [b — |CL’U¢, b+ ]a\ow] X [a — moij, a + mdqﬁ, (32)

isto &, informagao sobre f préximo do instante b (com “precisdo” |a|oy, ) e
informacdo sobre f préximo da frequéncia é (com precisdo ﬁ 012)).
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Transformada Continua com Ondula Propriedades de localizag3o da transformada com 6ndula

Localizacdo tempo-frequéncia da TCO

Assim, temos:

@ Pequenos valores de |a| correspondem a uma informagdo numa escala
fina acerca de f e numa escala grosseira acerca de f

@ Grandes valores de |a| correspondem a uma informagdo numa escala
grosseira acerca de f e numa escala fina sobre J?

@ As janelas alargam para valores de |a| grandes (o que corresponde a
baixas frequéncias |w| = ‘%') e estreitam para valores pequenos de |a|
(frequéncias altas).

Resumindo, podemos dizer que a transformada continua com 6ndula
fornece uma descri¢do tempo-escala (ou tempo-frequéncia) de um sinal,
com janelas cuja largura se ajusta a escala (e a frequéncia).

PsO T



Propriedades de localizag3o da transformada com 6ndula
Nota
A drea das janelas é constante e dada por

1
2|al oy QH o5 =40y0,
a qual, pelo principio de incerteza de Heisenberg, nunca podera ser inferior
a2.

e

— s

b1 bo
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Transformada Continua com Ondula Propriedades de localizag3o da transformada com 6ndula

Notas
1

@ A frequéncia aparece aqui como o inverso da escala, isto é, w =
porque supusemos i, = 1. Se I = 1, a relagdo entre escala e
frequéncia n3o é tao clara. Em particular, se 9 for uma funcao real,

ent3o ter-se-3 z/?(—w) = @(w) ou seja, W}| serd uma func3o par, pelo
que teremos /i, = 0. Neste caso, no entanto, serd mais natural tomar
como medidas de localizacdo o centro e o raio da funcdo
1ﬁ+ = 7/;X[0,+oo)i veja, e.g. A. K. Louis and P. MaaB and A. Rieder,
Wavelets: Theory and Applications, John Wiley and Sons (1998).

@ Convém salientar que existem outras formas (todas elas com
“sentido” ) de relacionar escalas com frequéncias; veja, e.g. J. M. Lilly

and S. C. Olhede, Higher-order properties of analytic wavelets, IEEE
T. Signal Proces. (2009),57, 146-160
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e ch TEe
Vamos ver agora que, se v satisfaz a condi¢cdo de admissibilidade, ent3o é
possivel “inverter”a transformada Wy, f.
Relembremos (ver aulas praticas) que, dada f € L2(R), definimos a
involugdo de f como f(t) := f(—t) e que se tem

f(w) = f(w).
Seja Yq = Dy e seja ;b\; a involugdo de v,. Entdo, podemos facilmente
verificar as seguintes afirmacdes.
o

WefHasb) = (£ a) ().

Ga(@) = Palw@) = o] /2P (aw)

o € L'(R)NLAR) => f#1y € L%(R) e

o —

(%) @) = Fl@)lal*d(aw).
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7950 ¢ 1D
Teorema Seja ¢ € L'(R) N L?(R) uma 6ndula bdsica com constante de

admissibilidade Cy;. Entdo, dada qualquer fungdo f € L*(R), tem-se

| [ iowen@ur i —c, [ i

Dem: Temos
[ AL ovenwweaf &= [ {] [(emof op
RN GRS
o [ [ Pt o | 4
s [ { [ s
-~ mmmﬂ]:@mﬁzd &
i I



Transformada Continua com Ondula Inversdo da TCO

Ent3o, temos

o[ dadb 1 [ -~
[ imen@nptE = o [ 1fw)P

=y [ IswPa

Na demonstracdo acima, a alteragdo da ordem de integracdo é permitida pela aplicagao
do teorema de Fubini-Tonelli, uma vez que a fungdo integranda é n3o negativa.

A férmula acima pode ser interpretada como uma férmula de conservacao
(a menos do produto por uma constante) da energia do sinal depois de
transformado pela transformada continua com 6ndula. Mais precisamente,

a férmula mostra que o operador W, := \/%Ww, isto é, o operador

definido por

i dadb
W, : L*(R) — L? (R x R, a2>

1
J(t) = —=Wyf(a,b 33

(t) \/@ wf(a,b) (ﬁ
€ uma isometria. —
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Inversio da TCO
Teorema Nas condicdes do teorema anterior, tem-se que, para quaisquer
funcdes f,g € L?(R),

[ [ ovnpenmnaganal =cuirg. @

Dem: Andloga a do teorema anterior; ao cuidado dos alunos.
Notas

Q A férmula (34) costuma escrever-se como

o =g [ [ ovnenig . @)
ou simplesmente como
—a [ ovenabn (3)

devendo haver o cuidado de interpretar (36) com o significado (34).

@ Pode ainda provar-se que se f € L'(R) N L3(R) é tal que fe LY(R), enﬁ
a férmula de inversdo (36) é valida em todo o ponto ¢ € R. ,
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Transformada Continua com Ondula Inversdo da TCO

Ouras variantes da férmula de inversdo (34) sdo possiveis. Em particular,
se exigirmos a 1) que satisfca a seguinte condicdo de admissibilidade, mais
forte do que a condigdo (22),

O WR, [P,
/ d _/0 dw < o, (37)

oo W] w

entdo é possivel recuperar f dos valores {Wy f}(a,b) combe Rea >0,
ou seja, temos

s =g [ [ ovetabmao ) %, (38)

onde Cy, é a constante dada por (22); veja. e.g. |. Daubechies, Ten
Lectures on Wavelets, SIAM, Philadelphia, 1992.
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Transformada Continua com Ondula Inversdo da TCO

Notas

@ Se 1) for uma fungdo real, a igualdade dos dois integrais em (37) é
automaticamente satisfeita, pelo que, nesse caso, exigir a condicdo de
admissibilidade mais forte (37) resume-se a exigir que

/mwd£<oo. (39)
0 §

e A férmula (38) pode ser interpretada como:

e uma férmula de reconstrucdo de f sabida a sua transformada continua
{Wy f}(a,b) para todos os valores de b € R e a € RT;

e uma férmula de decomposicdo de f como “sobreposicdo” das fun¢des
Yab, sendo os “coeficientes” dessa decomposicdo os valores da
transformada continua.
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Aspectos Computacionais

Na pratica, se dispusermos apenas de uma amostra x = (xq,...,ZN—_1)
obtida por amostragem uniforme da fun¢do f, x, = f(nd;);
n=0,...,N —1, ointegral que define a TCO tem de ser discretizado e é,

entdo, substituido por uma simples soma. Por razdes de eficiéncia
computacional, é conveniente calcular a transformada apenas para NV
valores do pardmetro de translagcdo b, b = kdt; k=0,...,N —1. A
transformada é calculada também apenas para um nimero finito de
escalas @ = a;;5 =0,1,..., M — 1. Assim, na pratica, a TCO do sinal
é simplesmente uma matriz M x N , W, = (wj;) onde

ot N ot
Wi = —— Tn, n—=k)—
) ¢<< >aj)
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Transformada Continua com Ondula Aspectos Computacionais

Escalas

As escalas s3o geralmente escolhidas como poténcias fraccionarias de 2:
g
aj:Ot2”V;]:0,1,...,’nv><no, (40)
onde np denota o nimero de oitavas (i.e. poténcias de 2) e ny o niimero
de vozes calculadas por oitava (i.e., M =ny Xxnp +1) eonde a é a
menor escala usada.

No Mathematica, por defeito, no = |logy (5 )] e ny = 4. O valor de
depende da 6ndula usada.
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Transformadas rapidas com éndula Transformada Directa

Operadores de projeccao ortogonal
Seja ((V;),¢) uma AMR. Como V; C Vj41 e [JV; = L?(R), tem-se que,
dada f € L?(R),

Ve >0 dvyeVy: Hf—UJH < €.

Seja P; o operador de projec¢do ortogonal de L?(R) em Vi, ie.
Pif =Y (f,bin)biin
k

(uma vez que {¢;.; : k € Z} é uma base o.n. de Vj) e seja
Uj = P]f
Seja () o operador de projec¢do ortogonal de L?(R) em W, ie.
Qif =D (f Vi) i
k
e seja

3K
w;j = Q;f.
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Transformadas rapidas com éndula Transformada Directa

Podem provar-se os seguintes resultados sobre os operadores P; e );:

o |If —uill < If —vl,Yv eV

o [If —wjll < [If = wll, Vw € W
° Qj=Pjy1— b

° PiPji1 =P,

° QjPjy1 =@

Ent3o, tem-se

vy=Pif=Praf+(P;—Pra)f
=vj-1 F+Wwj-1
=vj2+wj2+wj1
= =vj_pmrwj_py -+ Fwi_q, M > 0,
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de decomposicdo

Por outro lado, desde que M seja escolhido suficientemente grande, tem-se
los—mll <€

(uma vez que V; = {0}).

Assim, toda a funcdo de L?(IR) pode ser representada razoavelmente como
uma soma finita de funcdes dos subespacos mutuamente ortogonais W,
com um resto vy_js interpretado como uma vers3o grosseira de f:

PJf:UJ:Uj,M—’—wg]fM‘i‘...wal

A decomposicao anterior indica-nos quais 0s sucessivos pormenores que se
devem juntar a essa versdo esborratada, vj_js, de f para se chegar a uma
aproximacao fina vy dessa funcdo.
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de decomposicdo

Supondo conhecida a aproximacdo vy = Pyf € Vj para f, como obter a
decomposicio anterior ,i.e. como obter vy_pr e wy_ps, ... wy_17?
Sejam ' '

& = (a))kez, = ([, jix)

& = (rez, &= (f, ).

O que se pretende é obter a decomposicao

J-1
vy = Z aj My nr + Z Z Ak, (41)

kEZ j=J—M keZ

ou seja, obter

partindo da sequéncia inicial a’ = (a}] )rez -
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de decomposi¢cdo

Temos

$(t) = Y hndun(t)

ne”L

(equagdo dupla escala) Ent3o,

dj—1k(t) = 20-D/2p(2371¢ — )
VB @ b

nez
= 20702 N " p, 212 ¢(2(207 1 — k) — n)
neZ
=212 " hnd(27t - (2K + n))
nel
- Z hn¢j;2k+n(t) = Z hn—2k¢j;n(t)
nel neL
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de decomposicdo

Ent3o, vem

a"]i_l = <f7 ¢j*1;k>
= <f7 Z hn—2k¢j;n>

ne”

= Zﬁn—Qk (f: ¢j;n>

neL

aiil = Z Pp—ok a?, (42)
ne”L
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de decomposicdo

De modo anélogo:

b= gnbim:  gn=(-1)"h1n

ne’l

Vj—1k = Z In—2kPjin

neL

di'-il = Z§n72k aﬂ (43)

nez
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de decomposicdo

Partindo da sequéncia a’ = (a;), as férmulas (42) (43) podem ser
usadas, recursivamente, para obter as sequéncias a’ M d’/~! ... d/~M
isto é, para obter a decomposicdo desejada para v.

Figura: Esquema de decomposicao
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de reconstrugdo

A transformada que acabamos de descrever pode ser invertida facilmente.

Temos, para cada 7,
Bif =vj=vj-1+twj

= Z a{_1¢j—1;l + Z dg_1¢j—1;l

leZ lez
Assim,
= (f, 0jk) = (Pif, djk)
= al N bjru biw) + Y dl (W1, bjk)
= lez
Mas,
(Pj—1:0, Dik) = (Z hn—219jins Gj k)
neZ
= hn—o(Sjims Djsk)
nez
= Z hp—210p 1 = hi—2.
nez
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de reconstrugdo

Do mesmo modo,

(i1 8jsk) = O gn-21bjin, Bjik) = Gr—a1-

neL
Assim, temos
j i—1 i—1
ay, = Z hi—a] + Zgszi
lEZ leZ
_ h J—1 1
= k—210) ~ + Gr—214;
lEZ
d’/—M d’/—M+1 d’ 1
oM gl-M+l ., gl
Figura: Esquema de reconstrucio o
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Observacoes

@ Ao implementar os algoritmos, todas as sequéncias infinitas terdo sempre de
ser truncadas. Assim, ao aplicar o algoritmo de decomposi¢do, a sequéncia
inicial serd uma sequéncia finita, ou seja, um determinado vector de
comprimento N, (af,af,...,af_,). Também, ou o filtro (hy)kez é ja
finito ou, se estivermos a trabalhar com uma 6ndula de suporte nao
compacto, terd de ser truncado para um determinado vector de

comprimento L: (h_p, Aemi1y -y Romyrn—1)-

@ Como a sequéncia inicial tem um comprimento finito, é necessdrio saber

como tratar com os pontos fronteiros. Por exemplo, as férmulas que dao

J—1 J—-1 24 5.
[ eaN/2 1 Sao:

—m+L—1 n=N+L—m-—3

J—1 7 J J—1 J

ay " = g hnay, e ajy,, = g R N+20;, (44)
n=—m n=—m+N-—2

Assim, torna-se necessario “aumentar”o vector inicial, juntando-lhe m
componentes no inicio e L — 2 — m componentes no final. Os valores dessas
componentes podem ser escolhidos de diversas maneiras, correspondendo
dlversas condicées de fronteira.
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Condicoes de fronteira

Uma possibilidade consiste em considera-los iguais a zero

Outra hipétese, é tomé-los iguais aos valores fronteiros, isto €,
considerar

A_m = ... = a_1 = Qo (§] aN = ... =AaN+L-m-3 = aGN—1-

Poderemos também imaginar uma “reflexdo” na fronteira, isto é, tomar

a_j = a;—1 e AN—-1+i = AN—i, 1> 0.

Uma escolha muito usual é considerar a extens3o periédica do vector,
isto €, tomar:
aiyN = aj, Vi. i
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Complexidade da TRO

@ Com escolha apropriada das condi¢des de fronteira, as férmulas (42) e
(43) mostram que no primeiro passo de decomposi¢do sdo calculados
(aproximadamente) N/2 coeficientes ai_l e N/2 coeficientes dg_l.
O passo de decomposicao seguinte é apenas efectuado sobre os
coeficientes ag_l que representam a parte em V;_; e assim
sucessivamente. Assim, a medida que que a decomposicdo prossegue,
serdo efectuadas cada vez menos operagdes. Se o comprimento do
filtro é L, o nimero de operagdes envolvidas é da ordem de

L x <N+N+N+--'> =2NL.
2 4

Assim, o niimero de opera¢des envolvidas no algoritmo da

transformada répida com 6ndula é O(N). Trata-se, portanto, de um

algoritmo bastante rapido, a semelhanca do que acontece com a

Transformada de Fourier Répida.
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Transformadas rapidas com éndula Esquema de reconstrugdo

@ Um problema interessante é saber como determinar os coeficientes a;

da func3o do espaco V; que aproxima a funcio dada f, para iniciar o
processo de decomposicdo. Teoricamente, deveriamos escolher a
melhor aproximacao de f em Vj, isto é, considerar

ai = (f, bs)- (45)

Na prética, a fungdo f(¢) nem sempre é conhecida (sendo, por vezes,
apenas conhecida uma amostra dos seus valores) e, além disso, os
produtos internos sao dispendiosos de calcular. Assim, estes produtos
internos sao raramente calculados. Frequentemente, dispomos de
uma série de valores da funcao f obtidos em pontos de amostragem
igualmente espacados k/27.

Em muitas aplicacGes, considera-se simplesmente

al = f(277k). (46)
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Recorde...

e Dado um sinal digital = z(k), chama-se decimac¢3o por dois, e
denota-se por z | 2, o sinal obtido de = "retendo” apenas os seus
termos de ordem par, i.e.

(x 4 2)(k) = 2(2k)

@ Dado um sinal x, chama-se interpolacdo por dois desse sinal, e
denota-se por x 1 2, o sinal obtido de z inserindo zeros entre cada
dois dos seus termos , i.e.

z(k/2) se ké par

0 se ké impar

(z 1 2)(k) =

@ O simbolo x é usado para representar involu¢do, isto é, conjugacido e
inversdao no tempo, ou seja,

#(k) = z(—k).
PSO Ty



Ligacdo com filtragem

Consideremos ent3o o sinal @’ = (a},) dos coeficientes da aproximagdo v;
na base ¢;.;, de V;. A férmula

-1 _\"7 j
ay, —§ hp—ay, a,
nez

mostra que a sequéncia a’~! é obtida de a’ do seguinte modo:

/! = (iNL * aj) 12 (47)
onde h = (hy)nez é o filtro da fungdo escala ¢. De modo andlogo, uma
vez que

- B ,
d‘]?c = Z In—2k a%
neL
tem-se

& = (gxa’) | 2.

PSO T



Ligacdo com filtragem

Por outro lado, a férmula que define a reconstrucio

) i1 i q i1 j—1
ai = Z (hk,glaf + gk72ld{ > = Z hk*mag + ngledf
lez I€Z lez

pode ser escrita como

&/ =hx(@ 124+ gx(d ') t2 (48)

Quer dizer:
@ Em cada passo do algoritmo de decomposi¢cdo do sinal original, é feita
a filtragem desse sinal com os filtros h e g, fazendo-se a decimagdo
por dois dos sinais obtidos.

@ Na fase de reconstruc3o, é feita interpolacdo por dois de cada um dos
sinais obtidos na decomposicdo, filtram-se os sinais com os filtros h e
g e somam-se 0s sinais obtidos.
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Ligacdo com filtragem

aj—>

R e el R ]
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