L
<
=
<
2
©
%]
o
[9)
°
o)
1S
IS
o)
o
o
(%]
=
)
°
%]
3]
o
S
@
1S
)
°
3
%]
.2
IS
©
S
S
()
°
o
>
Lo
©
[$)
)
°
(%2}
.2
2
[5)
c
‘=
a
w
o
IS
IS
o
©
£
—
(<5}
=]
(%2}
(<5}
=
o
<
o
S
(<5}
L
[
L
=]
o
IS
>
K]
<
o
=
=}
[<5)
[a

UMinho | 2014

Universidade do Minho
Escola de Ciéncias

Pedro Alexandre Fernandes de Lima Ramos

Principios de calculo de prémios e de
medidas de risco em modelos atuariais

Outubro de 2014






I'\

Universidade do Minho
Escola de Ciéncias

Pedro Alexandre Fernandes de Lima Ramos

Principios de céalculo de prémios e de
medidas de risco em modelos atuariais

Dissertacdo de Mestrado
Estatistica

Trabalho efectuado sob a orientacdo de
Doutora Ana Patricia Goncalves

Doutora Irene Ribeiro Brito

Outubro de 2014



DECLARACAO

Nome: Pedro Alexandre Fernandes de Lima Ramos

Correio electronico: palrww@gmail.com

Tim.: 964557011

Numero do Bilhete de Identidade:11652588-6776

Titulo da dissertacéo:

Principios de calculo de prémios e de medidas de risco em modelos atuariais
Ano de concluséo: 2014

Orientador:

Doutora Ana Patricia Gongalves; Doutora Irene Ribeiro Brito
Designacao do Mestrado:

Estatistica

Area de Especializaco:

Estatistica

Escola de Ciéncias

Departamento de Matematica Aplicada

E AUTORIZADA A REPRODUGAO INTEGRAL DESTA DISSERTACAO APENAS PARA EFEITOS DE
INVESTIGACAO, MEDIANTE DECLARACAO ESCRITA DO INTERESSADO, QUE A TAL SE COMPROMETE.

Guimarades, _ / __/

Assinatura:




Agradecimentos

Agradecgo a Professora Doutora Ana Patricia Gongalves e & Professora Doutora Irene
Brito por tudo o que me ensinaram e pela total disponibilidade e simpatia com que me
orientaram ao longo da producao desta tese.

Agradecgo igualmente aos meus pais e & minha irma.






Resumo

O principal objetivo desta tese é o estudo dos principios de célculo de prémios e das
medidas de risco mais utilizadas.

Para que tal seja levado a cabo de uma forma consistente e detalhada, é necessério
explorar determinados conceitos relativos & Teoria da Ruina, como a nogao de processo de
Poisson homogéneo, o modelo de risco de Cramer-Lundberg, o coeficiente de ajustamento,
a probabilidade de ruina, entre outros, conceitos esses definidos e formalizados no segundo
capitulo. Sao calculados os valores que estes tiltimos podem assumir em situagoes concretas,
como, por exemplo, o valor da probabilidade de ruina quando as indemnizagoes individuais
seguem uma distribuicao exponencial.

No terceiro capitulo, varios principios de calculo de prémios sdo definidos, juntamente
com as respetivas propriedades e com exemplos de céalculo nos quais se aplicam tais prin-
cipios.

O quarto capitulo incide sobre as denominadas medidas de risco. Ao longo deste capi-
tulo, apresentam-se as medidas de risco mais utilizadas, as suas propriedades sao discutidas
e os seus valores determinados para situagoes especificas.

No quinto capitulo, calculam-se os valores do prémio de acordo com varios principios
para seis distribuicoes absolutamente continuas concretas. Posteriormente, determinam-
se os valores de quatro medidas de risco para cada uma dessas distribuicoes. Por fim,
determinam-se vérios valores para a probabilidade de ruina referente a trés tipos de mo-
delos especificados. Nete capitulo, todos os célculos resultam da utilizagao de programas
especialmente concebidos para o efeito, presentes nos anexos. Os resultados sao cuidado-

samente comparados e analisados.






Abstract

The main objective of this thesis is the study of premium calculation principles and
risk measures.

In orther to do so consistently it is necessary to explore some concepts related to
Ruin Theory set out in the second chapter, such as the homogeneous Poisson processes,
the Cramer-Lundberg risk model, the adjustment coefficient, the ruin probability, among
others. Several examples are presented in which calculations are made to find out these
quantities in specific cases, such as the ruin probability when the claims follow an expo-
nential distribution.

In the third chapter, multiple premium calculation principles are defined along with
their properties and some practical examples.

The fourth chapter is about risk measures. Throughout this chapter various risk mea-
sures are described, their properties discussed and their values calculated in specific situ-
ations.

In the fifth chapter, six absolutely continuous claim distributions are specified. Then the
premium is calculated according to several premium principles for each claim distribution.
Afterwards, four risk measures are calculated for all six claim distributions. Finally, several
values for the ruin probability of three model types are presented. These calculations are
obtained by running programs especially designed to this purpose. These programs appear

in the accompanying documents. The results they supply are compared and analysed.
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Capitulo 1

Introducao

Desde sempre que o ser humano teve de lidar com o risco e a incerteza de eventos
futuros. Nesse sentido, o conceito de seguro remonta ao tempo dos romanos, que deram o
primeiro passo para o que hoje se denomina de seguro de vida, e, no século XV II, Fermat
e Pascal idealizaram a Teoria das Probabilidades. No século XV o sistema de seguros
europeu faliu, gracas a técnicas de gestao do risco intuitivas e pouco elaboradas. De ai
em diante os mateméticos principiaram a debrucar-se neste assunto, o que gradualmente

conduziu & origem das ciéncias atuariais.

As ciéncias atuariais sdo, assim, as ciéncias das técnicas especificas de anélise de riscos
e expetativas, principalmente na administracao de seguros e fundos de pensdo. Dividem-
se em dois ramos: vida e ndo-vida. O primeiro trata das questdes de longo prazo, como
reformas, pensoes e seguros. O segundo esta relacionado com caracteristicas de curto prazo,
como 08 seguros de automoéveis e de responsabilidade civil. O presente trabalho explora
conceitos, técnicas e resultados no ambito das ciéncias atuariais, desde, por exemplo, o
modelo de risco de Cramer-Lundberg aos principios de calculo de prémios e as medidas de

TisSco.

No capitulo 2 do presente trabalho, aborda-se essencialmente o modelo de Cramer-
Lundberg, tambem designado de modelo cléssico de risco, quer em tempo continuo, quer
em tempo discreto. Sao explorados conceitos fundamentais como a probabilidade de ruina,
o coeficiente de ajustamento, entre outros. Varios exemplos especificos sdo efetivamente

calculados.

No capitulo 3, estudam-se os ditos prémios que as seguradoras requerem aos clientes

como contrapartida por lhes assegurarem determinados riscos. Sao apresentados diferentes

15



16 CAPITULO 1. INTRODUGAO

principios para o calculo do prémio. Sao igualmente apresentadas propriedades importantes
que um principio pode ou nao verificar, sendo que se demontra a quais dessas propriedades
cada um dos principios obedece. Neste capitulo também figuram varios exemplos concretos
nos quais os prémios sdo calculados de acordo com diversos principios.

O capitulo 4 é dedicado ao estudo de algumas medidas de risco. Trata-se de um conceito
relativamente recente e que pode ser encarado como uma medida para o quao perigoso é
para a seguradora suportar um risco determinado. Analisa-se o significado de cada medida
de risco apresentada, sua definicdo, propriedades, vantagens e desvantagens e exemplos
praticos de célculo.

No capftulo 5, calculam-se os valores do prémio de acordo com os principios explorados
e os valores das medidas de risco associados a varias distribui¢oes absolutamente continuas.
Determinam-se igualmente valores aproximados para a probabilidade de rufna associada
a modelos (classicos) de risco concretos. Todo o céalculo, neste capitulo, é de cariz com-
putacional, isto é, resulta da aplicacdo de programas que se desenvolveram especialmente
para o efeito, programas esses presentes nos anexos. Os resultados sdo cuidadosamente

analisados.



Capitulo 2

Teoria da Ruina

Neste capitulo apresentam-se os conceitos de base relativos & Teoria da Ruina. Principia-
se, na seccdo 2.1, por caracterizar um caso particular dos processos estocasticos, os deno-
minados processos de Poisson homogéneos. Tal conceito é fundamental na seccao 2.2 ao
nivel da descricdo do modelo classico de risco ou modelo de Cramer-Lundberg. Por seu
turno, na seccdo 2.3, define-se, entre outros conceitos, o coeficiente de ajustamento, que
é essencial na determinacao da probabilidade de ruina, presente na seccao 2.4. Na seccao
2.5 aborda-se a nocao de perda agregada méaxima no dmbito do modelo classico de risco
em tempo continuo. Na secgdo 2.6, explora-se sumariamente a denominada Teoria do Re-
novamento. Por fim, ao nivel da secgdo 2.7, descreve-se sucintamente um modelo de risco

em tempo discreto.

2.1 Processos de Poisson homogéneos

Definigao 2.1.1. Um processo estocastico é um conjunto de varidveis aleatorias {Y (¢) :
t € T'} definidas no mesmo espago amostral, indexadas por um parametro ¢ variando num

conjunto 7', designado por conjunto de indices do processo.

Considere-se (€2, A, P) um espago de probabilidade e T # () um conjunto normalmente
representando o tempo. A cada t € T' associa-se uma variavel aleatoria X (t), funcao de
Q em FE, onde F é o conjunto dos estados do processo. Um processo estocéstico ndo é
mais, entdao, do que uma familia de varidveis aleatérias indexadas por t.

Se T'= {t : t > 0}, o processo diz-se de parametro ou tempo continuo. Se 7' é um

conjunto finito ou numeravel, o processo diz-se de pardmetro ou tempo discreto.

17



18 CAPITULO 2. TEORIA DA RUINA

Quanto ao conjunto dos estados E, o processo é discreto se este ultimo for finito ou
numeravel; continuo se for infinito nao numeravel.

Se um processo estocastico de tempo continuo for tal que X (0) = 0 e, para quaisquer
instantes tg < t1 < ... < tp, as variaveis aleatorias X (¢1) — X (to),..., X(tn) — X (tn-1)
forem independentes, entdo o processo tem incrementos independentes.

Por outro lado, quando as variaveis aleatorias X (¢1 + h) — X (t1) e X(t2 + h) — X(t2)
sao identicamente distribuidas, para quaisquer ¢; e to e para todo h > 0, o processo tem
incrementos estacionarios.

Um caso particular de processos estocasticos sdo os processos de contagem:

Definigao 2.1.2. Um processo estocéstico {N(t) : ¢ > 0} é um processo de contagem se,
fixado t > 0, N(t) representa, por exemplo, o nimero de acontecimentos no intervalo de

tempo (0, t], ou seja, N(t) toma valores em Ny.

Por seu turno, um caso particular de processos de contagem sdo os processos de Poisson

homogéneos:

Definigao 2.1.3. Um processo de contagem {N(¢) : ¢ > 0} com N(0) = 0 diz-se um

processo de Poisson homogéneo de intensidade A > 0 se verifica as seguintes condicoes:
1) {N(t) :t > 0} tem incrementos estacionarios e independentes;

2) Para qualquer ¢t > 0, N(t) segue uma distribui¢do de Poisson de parametro At, ou

seja, Vt > 0, N(t) ~ Poisson(At), isto é, P (N(t) = k) = eiktk%t)k, k=0,1,2, ...

Um processo de Poisson homogéneo verifica a propriedade seguinte.

Lema 2.1.1. Num processo de Poisson homogéneo, o niimero de ocorréncias (no caso desta
tese, indemnizacoes) em qualquer intervalo de tempo de amplitude h tem distribuicao de
Poisson de pardmetro \h, independentemente da localizacdo desse intervalo e da historia
passada do processo, ou seja, independentemente do valor tomado pelas varidveis aleatorias
indezadas a tempos anteriores ao dito intervalo de tempo. Formalizando:

e M (\h)"

P(N(t+h) = N(t) = k[ N(s), ¥s <1) = —

,k=0,1,2, ..., Vt>0.
Demonstracao

P(N(t+h)—N(t) = k| N(s), ¥s < t) = P(N(h)—=N(0) = k) = P(N(h) = k) =
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A primeira igualdade é consequéncia do ponto 1) da Defini¢ao 2.1.3; a segunda, resulta
do facto de N(0) = 0; a terceira, justifica-se pelo ponto 2) da Defini¢ao 2.1.3. |

O processo de Poisson homogéneo é, como ja se referiu, um exemplo de um processo
de contagem. Para t > 0, N(¢) conta o nimero de ocorréncias associadas a um fenémeno
aleatorio no intervalo de tempo (0, ¢]. No caso concreto inerente a este trabalho, o fenémeno
aleatério serd a ocorréncia de indemnizagoes a serem suportadas por uma seguradora. Ou
seja, para t fixo, N(t) representa o nimero de indemnizagoes efetuadas por uma seguradora
no intervalo de tempo (0,t]. A totalidade do montante das indemnizagoes até ao instante

t é representado por S(t), onde, para t > 0,

(t)
St) =Y X, (2.1.0.1)
=1

N(t) ~ Poisson(At), A > 0 e {X;};>1 uma sucessdo de variaveis aleatérias nao negativas
(com P (X; =0) =0) independentes e identicamente distribuidas a uma variavel aleatoria
X e independentes de N () para todo t > 0, em que cada X; representa o montante da

i-ésima indemnizacao.

Definigao 2.1.4. Seja {N(¢) : t > 0} um processo de Poisson homogéneo e {X;};>1; uma
sucessao de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas e independentes
de N(t), para cada t > 0. Um processo {Y(¢) : ¢ > 0} é um processo de Poisson composto

quando Y (t) = Zivz(f) X;.

Logo, S(t) é um processo de Poisson composto.

No decorrer deste capitulo, se nada se disser em contrario, utiliza-se a seguinte notacao:
N (t) representa um processo de Poisson homogéneo de intensidade A > 0; S(t) = Zi]\i(f) Xi,
onde {X;};>1 ¢ a sucessao das indemnizacoes individuais identicamente distribuidas a uma
variavel aleatoria X ndo negativa, com pu; = E[X], independentes entre si e independentes
de N(t) para todot > 0; S = ZZ]\LI Xi, N uma varidvel aleatoéria discreta tomando valores

em Ny e independente de X.

Posto isto, considere-se, para ¢ > 1, t; o instante da i-ésima indemnizacdo. A sucessao

T, =ty, Ty =to —t1, ..., T, =t, —t,_1 diz-se a sucessdo dos tempos entre indemniza-
¢oes. Note-se que t1,to,...,t, sdo os pontos de descontinuidade das fungdes t — N(t) e
t — S(t). Neste caso, T1,...,T), sdo varidveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas, seguindo todas elas uma distribuicdo exponencial de média A\~'. A sucessdo

tyv=T, to=Ty+Ts, ..., t,=T1+ ...+ T, éa sucessdo dos tempos de espera.
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2.2 O modelo classico de risco em tempo continuo

O modelo cléssico de risco em tempo continuo para a atividade seguradora é um processo

estocastico {U(t) : t > 0}, onde, para cada t > 0, U(t) = u + ct — S(t), sendo que:

1) U(t) é a reserva de risco, ou seja, o montante da seguradora no instante ¢, relativa-

mente ao risco em causa;

2) u é o montante inicial da seguradora, isto é, u = U(0);

3) ¢ representa o montante arrecadado pela seguradora em prémios por unidade de

tempo (no modelo classico este valor é considerado invariavel no tempo);

4) S(t) representa o montante das indemnizagoes que a seguradora teve de assegurar

até ao instante t.

A funcao de distribuigdo das indemniza¢oes individuais X, representa-se por Fx(z),

sendo que Fx(z) = P(X < x).

Uma trajetoria ou concretizagao de um Processo de Poisson homogéneo N (t) é represen-
tada na Figura 2.1. Os processos S(t) e U(t) correspondentes encontram-se representados

nas Figuras 2.2 e 2.3, respetivamente.

N(D) S(t)
KX G4 o
X+ X0+ Xs
4 *
3 O
2 Q) X +X;
1 o0 X
[ t t t >

Figura 2.1: Processo de Poisson N(t) Figura 2.2: Indemnizacoes agregadas S(t)
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U(t)

u 1/}}(1 .
X3
/}/\ P B
0 t; t IEV V

Figura 2.3: Modelo classico de risco U(t)

2.3 Coeficiente de ajustamento

No intuito de descrever adequadamente o conceito de coeficiente de ajustamento é con-

veniente apresentar o seguinte conjunto de resultados.

Definicao 2.3.1. A fungao geradora de momentos de uma varidvel aleatéria X é definida
por Mx(t) = E[e'X], desde que a esperanca seja finita para ¢ real em algum intervalo

—tg <t < tg, com —tg > 0.

Lema 2.3.1. (Equagio de Wald) E[S] = E[X]|E[N].

Demonstracao
E[S|]=E[E[S|N]|=E |E|> X;| N” = iP(N =n)E zn:X]
=1 n=0 =1
= i P(N = n)nE[X] = E[X]E[N]. ]
n=0

Lema 2.3.2. Mg(r) = My (In (Mx(r))).

Demonstracao

oo

Ms(r) = Ele™S) = BIE[™ | N]] = Y B [ 25 % | N = n| P(N = n)
n=0

- [efzzgl X] P(N=n)=Y (Mx(r))" P(N = n)
n=0

n=0

- F [(eNln WX“"”)} = My (In (Mx(r))). ]
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Lema 2.3.3. Seja X uma varidvel aleatoria sequindo uma distribuicado de Poisson de pa-

rémetro 5 > 0, isto é, X ~ Poisson(B). Entdo, Mx(r) = eBler=1)

Demonstracao

©  _rk_—Bpk o0 r
My(r) = Bl =Y = ey
' k=0 '

k=0

)k
=e Bl =Pl

Lema 2.3.4. Seja S = SN | X;, N sequindo uma distribuigio de Poisson, {X;}i>1 uma
sucessao de varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas a uma varidvel

aleatoria X ndo negativa, X e N independentes. Entdo,
Mg(r) = Mx()=1),

Demonstracao

Combinando o Lema 2.3.2 com o Lema 2.3.3 conclui-se o pretendido. |
Lema 2.3.5. Var[S] = E[N|Var[X] + E[X]*Var[N].
Demonstracao

Var[S)= E [S*] - E[S]? = E[E [S? | N]] - (E[E[S | N]))°
—F [Var[s | N]+ E[S | Nﬂ —(E[E[S | N]))?
= EVar[$ | N]| + E [EIS | NP’ - (E[E[S | N]))®
= E[Var[S | N]] + Var[E[S | N]]
— E[NVar|X]] + Var[NE[X]]

= E[N|Var[X] + E[X]*Var[N]. [

Definigao 2.3.2. O coeficiente de seguranca associado a um determinado modelo (cléssico)

de risco é o nimero 6 > 0 tal que ¢ = (1 4+ 0)Ap.

Definicao 2.3.3. O coeficiente de ajustamento define-se como sendo a tnica raiz positiva

r = R da equacdo 1 + (1 4+ 0)ur = Mx(r).

Fazendo uso da Defini¢do 2.3.2, vem que a igualdade da Definicdo 2.3.3 é equivalente
arc= ANMx(r)—1], isto é, e = Mg(r), S = Zf\il Xi, N ~ Poisson(\). Ou seja, o
coeficiente de ajustamento representa o equilibrio, o ajustamento entre o que a seguradora
arrecada em prémios (rc) e o que despende em indemnizagoes (Mg(r)). De agora em diante

R representa sempre o coeficiente de seguranga.
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Pode-se mostrar que a equacao 1+ (1+ 0)u1r = Mx(r) da Definigdo 2.3.3 tem apenas

uma solugdo positiva. Ora, essa equagdo é equivalente a

Myx(r) =1+ %r. (2.3.0.1)

Note-se que o segundo membro da equagao anterior ¢ uma reta de declive § com 1

como ordenada na origem; o primeiro é tal que lim,_,o Mx(r) = +00. Por outro lado,

Mx(O) = 1;
di\l{X (r) = d(EC[;jX])(T) = E[Xe™] > 0, pois X > 0;
Fary | dExeY)

(r) = = E[X2e™X] > 0.

dr? dr

A derivada no ponto r = 0 do primeiro membro de (2.3.0.1) é:

dMx
dr

(0) = E[X] = p1 > 0.

Por seu turno, a derivada no ponto r = 0 do segundo membro de (2.3.0.1) & {.

Isto é, a funcdo de {r : r > 0} — R que a cada r atribui Mx(r) interseta o eixo das
ordenadas em 1, é crescente, concava e tende para infinito. Mais & frente, mostra-se que
para evitar a rufna se deve verificar a inequacao ¢ > Aup. Daqui infere-se que § > %(0).
Entao, na vizinhanga de zero, a funcao de {r : r > 0} — R que a cada r atribui Mx(r)
tem ordenadas inferiores a reta que figura no segundo membro da equagao (2.3.0.1) e que
também interseta o eixo das ordenadas em 1. Por tudo isto, (2.3.0.1), tem duas solugoes:
r =0 e um nimero R estritamente positivo, a que se chama de coeficiente de ajustamento.

De seguida, calcula-se o coeficiente de ajustamento no caso em que as indemnizacoes

individuais seguem uma distribuicao exponencial. Trata-se de um dos poucos casos em que

é possivel obter-se uma expressao explicita para R.

Exemplo 2.3.1. Considerem-se: U(t) = u+ ct — S(t), X ~ Exp(B), 5 > 0. Pretende-se
1

calcular o coeficiente de ajustamento. Ora, E[X] = 3 e

Mx(r)=FE [eTX} = / e X e Py = 5 p , B> (2.3.0.2)
0 - T
Logo, 1+ (1 4+ 0)pu1r = Mx(r) <=1+ (129)7“ = ﬁ’Br = R= %.

R esta bem definido poque 6 > 0.
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Defini¢ao 2.3.4. (Distribuigao limite) Seja X,, uma sequéncia de variaveis aleatorias com
funcoes de distribuigao (Fl,,),,. Seja X uma variavel aleatéria e Fx(x) a respetiva fungao
de distribuicao. Se (F, ),, converge para Fx(z), quando n — oo, em todos os pontos « nos
quais Fx(x) é continua, diz-se que X,, converge em distribui¢ao para X. A distribuigao

de X ¢ a distribuicdo limite de X,.
Lema 2.3.6. Se uy = E[X] e E [X?] sao finitos e ¢ > A1, entio U(t) — +oo com t.

Demonstracao. Fixando ¢, a variavel aleatoria U(t) tem valor esperado e variancia,

respetivamente,

w=E[U®)=E[u+ct—St)] =u-+0\ut,

o2 = Var[U(t)] = \usat,

com oy = E[X?].

Prova-se facilmente, pelo Teorema central do limite, que a distribuicao assimptética de
U(t) ¢ normal, ou seja, a distribui¢ao hipotética que ¢ a distribuic¢do limite da sequéncia
de variaveis aleatorias {U(t) : t > 0} é normal.

Entao, para um valor M finito, é valida a seguinte relagao:

t—o00 t—o00 t—o00

Ot Ot

lim Fyyy(M) = lim P(U(t) < M) = lim P <U(t> —u M- “t>
~ P(—o0) =0,

onde Fy) (M) representa o valor da fungdo de distribuigao da variavel aleatéria U(t) em
M e ®(.) a funcdo de distribuicao normal (0,1). Em suma, lim;_,o P (U(t) < M) =0, o

que prova o pretendido. [ |

2.4 A probabilidade de ruina

O tempo de ruina 7' ¢ uma variavel aleatoria assim definida: T'= inf{t > 0: U(t) < 0}.
Ou seja, é o menor dos tempos nos quais a seguradora ndo sé nao tem capital disponivel
como estd em divida para com outrém. Sublinhe-se que se considera T' = oo se Vi >
0,U(t) > 0.

A probabilidade de ruina v (u) para um montante inicial da seguradora v = U(0) define-
se como sendo (u) = P (T < oo | U(0) = u). A probabilidade de sobrevivéncia, por seu

turno, é definida por 6(u) = 1 — ¥ (u).
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e~ Ru

Teorema 2.4.1. (Teorema Fundamental de Risco) Para uw > 0, 1(u) = B RO [T<ag]

Demonstracao.

E[e—RU(t)] - E [e—Ru} E [e—th] MS(t) (R) — e—Rue—the)\t(Mx(R)—l)

— efRuefthetRc — efRu.

Na segunda igualdade utiliza-se o Lema 2.3.4.

Por outro lado,
E [e—RU(ﬂ —P(t>T)E [e—RU(“ It>T|+P(t<T)E [e_RU(t) <7
Mas, parat >T,U(t) =U(T) 4+ c(t —T) — (S(t) — S(T)). Entao:

E [ o—RU®) It > T} —F [ o~ RU(T)=Re(t=T)+R(S(t)=S(T)) It > T}

~F [e—RU(T)—R(lJr@)/\Ml(t—T) It > T} jo [ER(S@—S(T))} '

Msy—s(r)(R)
Como S(t) e S(T') sao processos de Poisson compostos independentes (ver [11]), entdo

(S(t) = S(T')) é um Processo de Poisson Composto com parametro A\(t — 7).
Ora,

> |:6_RU(T)—R(1+9)>\M1('5_T) |t > T} Msp)—s()(R)
- {G—RU(T)fR(lJr@))\#l(t*T)+>\(t*T)(MX(R)*1) |t > T]
= B [ FUD-ROLONETINEDED |5 7]

_E {e—RU(T) t> T] .

Na primeira igualdade utilizam-se os Lemas 2.3.2 e 2.3.3, na segunda, (2.3.0.1).

Entao:
e Bu— | [e—RU“)} = P(t>T)E [e_RU(T) It > T} L P(t<T)E [e_RU(t) 1t<T)|.

Fazendo t — o0, E [e_RU(t) |t < T} — 0, pelo Lema 2.3.6. Daqui vem:

efRu

e — (u)E [gRU(T) | T < oo} & plu) =2 [e=RUT) | T < ool "

Tendo em conta que R > 0 e que T" designa o tempo de ruina (e, portanto, U(T") < 0),

—RU(T)

entao e > 1, de onde se conclui de imediato:

Corolario 2.4.1. (Desigualdade de Lundberg) Para u > 0, ¥(u) < e~ R4,
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Da desigualdade de Lundberg vem que lim, 1o 9 (u) = 0, isto é, 1(u) é uma funcao

que tende para zero quando u tende para infinito.

Teorema 2.4.2. Se X tem suporte limitado, de tal forma que Fx(m) = 1, para algum m

finito, entdo (u) > e flutm),

Demonstragao. Supondo que existe ruina, a reserva no instante da ruina é superior
a —m uma vez que a reserva era positiva antes da dltima indemnizacdo que a provocou,

ou seja, U(T) > —m, dado T < co. Vem, entao, que
e~ RU(T) - oRm __ [ |—RU(T) I T < 00| < eRm,
do que resulta (u) > e~ Rie=Rm — o—R(utm) -

Lema 2.4.1. Considere-se {U(t) : t > 0} o modelo clissico de risco. Entdo, se o pré-
mio arrecadado pela sequradora por unidade de tempo para suportar um determinado risco
for inferior ou igual ao valor esperado da totalidade das indemmnizacoes por unidade de
tempo, ou seja, se ¢ < \uy, entdo a ruina do processo acontece quase certamente, isto é,

P(T <oo|U(0)=u)=1(u)=1.

Demonstragao Pelo Lema 2.1.1, e fazendo h = 1, o ntimero de indemnizacdes por
unidade de tempo segue uma distribuicdo N ~ Poisson(\). Consequentemente, a totali-
dade de indemnizagdes por unidade de tempo segue uma distribuicdo S = Zfi 1 X;. Pela
Definicao 2.3.1, E[S] = E[X|E[N] = Ap1. Se ¢ < Au1, entdo o declive de 1+ (14 6)pr é
inferior a %(0) = w1, pelo que apenas R = 0 é solucdo da equacao da Definicdo 2.3.3.

Se ¢ = A\u1, entdo a equagao da Definicao 2.3.3 é equivalente a 1+ pu3r = Mx(r), que tem

apenas a solucdo R = 0. Por outro lado, se R = 0, entdo, pelo Teorema 2.4.1, resulta que

efRu

Y(u) = EleRUMD [T<og] L. u

Do resultado anterior conclui-se que, para evitar a ruina, o prémio c¢ devera ser es-
tritamente superior a E[S] = Aui, isto &, ¢ > Auj. Desta forma, faz sentido definir
¢ = (14 0)\u1, onde 0 é um coeficiente de seguranca obrigatoriamente superior a 0 para
evitar uma situacao de ruina.

No exemplo que se segue, calcula-se explicitamente o valor da probabilidade de ruina

no caso em que as indemnizagoes individuais seguem uma distribuicdo exponencial.

Exemplo 2.4.1. Considerem-se: U(t) = u+ct — S(t) e X ~ Exp(f), 5 > 0. Pretende-se
calcular ¥ (u).
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Sejam T o instante de ruina, p~ = lim,_,p- U(t), X; o valor da indemnizac¢ao que

causou a ruina. Entdo, se y >0, X; >y~ +y < —U(T) > y. Pelo que:
P(-UT)>y|T<oc)=P(X;>p +y|X;>p)=P(X;>y)=e .

Daqui resulta que a variavel aleatoria —U(T) | T' < oo tem distribui¢do exponencial.
Note-se que a segunda igualdade é possivel pela perda de memoria da variavel aleatoria

exponencial. Logo,

B[RV | T < o] = ﬁﬁR,
—B0u
Pelo Exemplo 2.3.1, R = %. Resulta que ¢(u) = ?leeﬁ, pelo Teorema 2.4.1.

Teorema 2.4.3. Se X ¢é absolutamente continua, com func¢io densidade de probabilidade

fx(x) e funcao distribui¢io de probabilidade Fx(x), entdo, para todo y > 0:
A
P(U(T) € (~y —dy, ~y), T < o0 | U(0) = 0) = * [1 - Fx(y)]dy. (24.0.1)

Demonstrac¢ao Como ja foi referido N(¢) ¢ um processo de Poisson e como tal verifica

as duas seguintes propriedades:
P1) Vt,3IA>0: P(N(t,t +h]) > 1) = Ah +o(h). !
P2) Vt,P (N(]t,t + h]) > 2) = o(h).

A propriedade P1) diz simplesmente que a probabilidade de existirem indemnizagdes a
pagar no intervalo de tempo entre ¢ exclusivé e t+h inclusivé é igual & quantidade Ah+o(h),
para todo o valor de t. A propriedade P2) afirma que a probabilidade de ocorrerem duas
ou mais indemnizagoes no intervalo de tempo entre t exclusivé e t + h inclusivé é igual a
quantidade o(h), para todo o valor de t.

Do que, no intervalo ]0,dt], um intervalo de amplitude infinitesimal, vem:

P (N(]0,0+dt]) =0) = P(N(dt) =0)=1—P(N(dt) > 1) =1— Adt — o(dt) =~ 1 — \dt,
por P1);

P(N(0,0+ dt]) > 2) = P (N(dt) > 2) = o(dt), por P2);

P(N(dt)=1)=1— P(N(dt) = 0) — P(N(dt) > 2) ~ 1 — 1 + Adt + o(dt) — o(dt) = AdL.

1Se h — 0, entdo limp_g # =0
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Uma vez que um Processo de Poisson homogéneo é um processo sem memoria, a pro-
babilidade de ocorréncia de uma indemnizagao num intervalo de tempo de amplitude dt é
igual a Adt e é independente de t e da historia do processo até entdao. Assim, entre 0 e dt,
existem duas possiblidades. Ou, com probabilidade 1 — Adt, ndo surgem indemnizagoes a
pagar e o capital da seguradora aumenta de u para u + cdt; ou, com probabilidade Adt,
ocorre uma indemnizacao. Nesta ultima possibilidade, a indemizacgdo pode ser inferior ou
igual a uw e 0 processo continua com capital u + cdt — X; ou, entdo, é superior a u e dé-se

uma situacdo de ruina, sendo que U(T) € (—o0, —y) <= X > u + y. Desta forma,
G(u,y) = P(U(T) € (—00,—y), T <00 | U(0) =)
pode ser escrito como:
u o
Glu.y) = (-rdGluadt,g)+rat | [ Gl s fx@dot [~ pe(ope] . 2402
0 y
Por outro lado, utilizando a definicdo de derivada parcial num ponto, vem

Glut edt,y) = Gluy) + edi 0 (u,).

Substituindo esta ultima equagao em (2.4.0.2) e dividindo por cdt, obtém-se:

oG

%(u, y) = % [G(u,y) - /Ou G(u—z,y) fx(z)dx — - fx(x)dx] ‘

u+y

Integrando em u € [0, z], vem que
- G(0,y)

[/Guydu—//@u—myfx( dmdu—// fx(x dxdu}

No que diz respeito ao primeiro integral duplo, trocando a ordem de integracao, fazendo

a mudanca de varidvel v = u — x e trocando de novo a ordem de integracao, conclui-se:

/OZ /Ou Glu—z,y) fx(x)dxdu = /OZ /Oz_v G(v,y) fx(x)dzdv = /OZ G(v,y)Fx (2 —v)dv.

Quanto ao segundo integral duplo, a mudanca de variavel v = u 4+ y conduz a

/0 Z /u : fx(2)dzdu = /y T Ry(o)] o

Assim,

Glzy) — G(0,y) [/ Glu,y) [1—FX(z—u)]du—/z+y[1—FX(u)]du .
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Fazendo z — oo, vem
)\ [e.e]
GO =2 [ (1= Fxw)du
y
o que implica
A
PUT) € (~y—dy,~y), T <00 |U(0) =0) = _[1 - Fx(y)] dy. u
Corolario 2.4.2. A probabilidade de ruina para u =0 €é igual a
P(0) = ——. (2.4.0.3)
Demonstracao Integrando (2.4.0.1) em y € (0, 00) obtém-se

$(0) = P(T < 00 | U(0) = 0) = P(U(T) € (—0,0), T < o0 | U(0) = 0)

/P —y—dy,~y), T < o0 | U(0) = 0) dy
_)\Ml_ 1
—ACH*MN@—C-1+0 .

A qultima igualdade resulta da Defini¢ao 2.3.2.

Considere-se, agora, a variavel aleatoria Li: “montante pelo qual as reservas, pela
primeira vez, descem abaixo do nivel inicial de onde partem, dado que tal acontece”. Ou
seja, se tp for o instante no qual, pela primeira vez, as reservas sdo inferiores ao montante
de partida, posto que tal acontece, entdo L1 = u — U(t1) = S(t1) — ct1. Obviamente,
L; tem a mesma distribui¢do do montante pelo qual o processo entraria em ruina (pela

primeira vez e caso acontecesse) se se verificasse que u = 0. Pelo que:

fr,(y) =P (L1 =y)=PUT) = -y |T <o0,U(0) = 0)
_PU(T)=~y, T <oc|U(0)=0)
P(T <o |U(0) =0)

1
=PU(T) = —y, T<oo|U(O):O)m
_PWU(T)E(~y—dy,—y), T <o0|U©®) =0) 1
dy ¥(0)
A - Fx()dy = -1 - Fx(y)). (2.4.0.4)

B dyﬁle(l + 0) A 1



30 CAPITULO 2. TEORIA DA RUINA

Na penultima igualdade, utiliza-se (2.4.0.3) e o Teorema 2.4.3. Por outro lado,

My () = Bl = [ Yo L1 - pyty)ay

251
_ L [[A=Ex@)e]™ 1 1% 4
m H t }0 i t/o fX(y)dy}
= [l = () + Mx ()
1
= L (Mx(1) - 1), (2.4.0.5)

Relembre-se que X é absolutamente continua, sendo fx () a respetiva fungao densidade

de probabilidade.

Teorema 2.4.4. Para u > 0,

¥ =2 [t = [" o= da(e) - 1 - Fe(w)] (2.4.0.6)

Demonstragio Ora,

(u) = P (T < oo, N(dt) = 0) + P (T < oo, N(dt) = 1) + P (T < oo, N(dt) > 2).
Pelo que,

P(T < o0, N(dt) = 0) = P (T < o0 | N(dt) = 0) P (N(dt) = 0)

= P(T < oo | U(dt) = u+ cdt) P (N(dt) = 0) = v(u + cdt)(1 — Adt).

Por outro lado, pode ter ocorrido uma sé indemnizacao representada por X no intervalo

(0, dt] e esta poderé, ou nao, ter provocado ruina:

P(T < oo, N(dt) = 1)

=P(T<o0o, X >u+cdt| N(dt)=1)Adt + P (T < 00, X <u+cdt|N(dt)=1)dt
= At (1 — Fx(u+cdt)) + Adt /()u+€dt Y(u+ cdt — z)dFx (z).
Por fim, P (T < oo, N(dt) > 2) = o(dt). Em suma:
P(u) = (1=Adt)(utcdt)+Adt /OquCdt Y(utedt—x)dFx (z)+dt (1 — Fx(u + cdt))+o(dt).

Usando a igualdade anterior:

Y(u+ cdt) — ¢ (u)
cdt

W' (u) = limas o

A u+-cdt
= limdt_,OE [@Z)(u + cdt) — / Y(u+cdt —z)dFx(z) — (1 — Fx (u + cdt))
0

S {wu) - [ vt a)ipx@) - (1 - Fe(w))
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Na segunda igualdade, usa-se o facto de 1 ser continua, que é consequéncia da defini¢ao

de 1. ]

2.5 A perda agregada maxima
No que se segue 6 é o coeficiente de seguranga e u; = E[X].

Definicao 2.5.1. Define-se perda agregada méxima como sendo a variavel aleatéria

L= T;LZCLGZL'{S(t) — ct}.

Noutras palavras, L representa o excesso maximo das indemnizacoes sobre os prémios
recebidos. De outra forma, poder-se-a afirmar que L é o maximo do processo {L(t) : t > 0},

a perda agregada até o instante ¢: L(t) = S(t) — ct.
Teorema 2.5.1. Para todo u >0, ¢(u) =1— Fp(u).

Demonstragao Para U(0) = u, verifica-se que L > u se e s6 se acontece ruina, ou

seja, 3t : U(t) < 0. Logo, P(L > u) =1— Fr(u) = ¢¥(u). [ |
Teorema 2.5.2. A fung¢do probabilidade de ruina é decrescente.

Demonstragao Sejam u; e ug, com u; < ug. Entao ¢ (ui) = 1—Fp(u1) > 1—Fr(u2) =
¥ (ugz), uma vez que Fp, é crescente. [ |
J& se conseguiu demonstrar que ¥ (u) é uma fungao continua, decrescente tal que

limy 400 ¥(u) = 0 e que ¥(0) = ﬁle, como ilustra a figura seguinte.

—_—

+
]

w(u)

u

Figura 2.4: Probabilidade de Ruina Eventual

No intuito de clarificar o corolario seguinte é conveniente apresentar a defini¢do de

variavel aleatoria mista.



32 CAPITULO 2. TEORIA DA RUINA

Definicao 2.5.2. Sejam X uma varidvel aleatéria e D o conjunto numeravel dos pontos
de descontinuidade de Fx, a fungdo de distribui¢do de X. Se D # 0 e P(X € D) < 1,

entao X diz-se uma varidvel aleatéria mista.

Corolario 2.5.1. A varidvel aleatdria L é mista, tendo ponto de massa de probabilidade

em L =0 e P[L=0] = .

Demonstracao Uma vez que S(t) —ct = O parat = 0 e que L é o maximo de S(t) —ct,
com t > 0, entdo resulta que L > 0. Logo, P[L = 0] = P[L < 0] = %9, pelo Teorema
2.5.1 e por (2.4.0.3).

Por outro lado, no Teorema 2.4.4, provou-se que ¥(u) tem densidade, pelo que L é
continua para u > 0. Conclui-se que L é uma variavel aleatéria mista, tendo um ponto de
massa em L = 0, sendo continua para u > 0. |

A perda agregada L(t) juntamente com a perda agregada maxima L relativa a trajetoria

representada nas Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 encontra-se caracterizada na Figura 2.5:

L)

Figura 2.5: Processo da perda agregada com perda agregada maxima

Teorema 2.5.3. A varidvel aleatéria L possui a sequinte fun¢do geradora de momentos,
para r <1In(1+0):

Ouir

My(r) = 14+ (14 0)uir — Mx(r)’

(2.5.0.1)

Demonstracao Considerem-se os instantes em que o processo U(t) atinge novos re-
cordes minimos. A titulo de exemplo, no caso concreto representado na Figura 2.6, tais

instantes sdao t1, ta, t3 e inclusivamente ¢t = 0, o instante do recorde ntimero 0. Estes
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instantes correspondem aos momentos em que o processo de perda agregada L(t) atinge
novos recordes maximos.

Sejam, agora, as variaveis aleatorias L;, i > 1, com L; representando o montante pelo
qual o i-ésimo recorde minimo de U(t) excede, em valor absoluto, o (i — 1)-ésimo. Ora,
L pode ser escrita como o somatoério de K varidveis aleatérias L;, ou seja, L = Zfil L;.
Note-se que K é uma variavel aleatoria.

A titulo de exemplo, na Figura 2.6 verifica-se L = Ly + Lo + Ls.

U

Xy
" {/} Xy +Xs
Ll /
X5
L, m Mt XX X,

Figura 2.6: Processo U(t) com perda agregada méxima

Atribua-se a designacdo de sucesso ao acontecimento: “o recorde minimo prévio do
processo U foi o altimo”. Considere-se p como a probabilidade deste acontecimento, isto é,
a probabilidade de sucesso. Pelo facto do processo de Poisson homogéneo nao ter memoéria,
a probabilidade de que o recorde minimo prévio seja o ultimo é a mesma em qualquer
instante. Ou seja, a probabilidade de serem necessarias k indemnizagoes para se alcancar
um sucesso ¢ (1 — p)*p. Logo, K segue uma distribuicdo geométrica. O parametro de K
é igual a p, que é igual a probabilidade de sobrevivéncia do processo caso este partisse de
u =0, ou seja, 1 —¢(0) =1 — ﬁle = ﬁo@. Também pelo facto do processo de Poisson
homogéneo nao ter memoéria, L;, ¢ > 1, sao independentes e identicamente distribuidas, do
que se conclui, atendendo a (2.4.0.4), que fr,(y) = i [l — Fx(y)], Vi > 1. Uma vez que
L= Zfi 1 Li, segue-se que L tem uma distribuicao geométrica composta e pode-se utilizar

a formula de Beekman (ver [7]), isto é,

1—(u) =Y p(l—p)"H"™(u), (2.5.0.2)
n=0
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com p = % e H(z)=1- ifxoo 1 — Fx(y)] dy.
Como K é uma distribuigao geométrica, vem
o0 o0 o0
=Y eFpl—p)f=p> eF1-pF=p> [
k=0 k=1 k=0
Conclui-se que Mg (r) pode ser escrita & custa da soma de infinitos termos de uma

progressao geométrica de razdo e”(1 — p). Portanto,

- (@@-p)*_  p

desde que |e"(1 —p)| <1l <= r <In(1+6).
Repare-se que na primeira igualdade se utilizou a expressdo para a soma de um nimero

finito de termos de uma progressao geométrica. Continuando, e utilizando o facto de

p= 1+9, obtém-se
0
19 0
Mg(r)= —20  — :
K (r) 1——1iger 1+60—e"

Ora, sendo L uma variavel aleatéria composta, e utilizando o Lema 2.3.2, vem:

0 0
140_emMy)  14+60—My(r)

My (r) = M (In(ML, (r))) =
Por (2.4.0.5), My, (r) = ulr(MX( r) — 1), de onde se segue o resultado. [

Teorema 2.5.4. A varidvel aleatdria L possui o sequinte valor esperado e a sequinte va-

AE[X?] A [4E [X°] (e = M) + 3N (E [XQ]ﬂ
E[L] = 20— )’ Var[L] = 12(c — App)?
Demonstragao

Na demonstragao do teorema anterior ficou provado que:

Hiy)=P(Li<y) =1—~ [ n—Fe@)dr= 2 [ 1= Fy(w)) do.
H1 Sy K1 Jo

Pelo que 0 momento de ordem k é dado por

B [L}] —/mka(L-:x)dle TSR = Fy(2)] da
/ / fx(y dydx_/ fx(y / 2 dxdy
S 1B [XFH]

d_
= k+1f x(y)dy o k+1
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Do que resulta:

E[Li]zlullE[;(z};

4E [X*] - 3 (E [x?))°
127 '

Var L] = E [L}] — (E[L])* =
Ora, tendo L uma distribuigao geométrica composta, vem que, utilizando os Lemas
2.3.1 e 2.3.5:

1 E[X?] (0)  AE[X?]
w2 1=9(0)  2(c—Am)’

Var|L] = Var[L;|E[K] + (E[|L;])* Var[K]

B[x? (<E [XW)] O <E[X21)2 o

3 43 1—9(0) 211 —1(0))?
A A [X3) (e = M) + 37 (B [x2])°]
12(c — A\up)?
Teorema 2.5.5. Verifica-se a sequinte igualdade:
R 1 O(Mx(r)—1)
— “du = . 2.5.0.
/0 e = e T T A Oy = M () (25.03)

Demonstracao
Utilizando (2.5.0.1), é valida a seguinte decomposi¢ao da funcao geradora de momentos

de L:

M(r) = 1i9 1 Jlre 1T (16%)){/2:2«_—11\)@(7«)
= P[L=0]+ 1Jlr9 - (f%ﬁ:zﬂ__i&x(”. (2.5.0.4)
Mas
Mp(r)=P(L=0)E [e"* | L=0] + P(L > 0)E [e"" | L > 0]
— P(L=0)+ P(L>0) /OOO emP{ét‘)O)du — P(L=0)+ /OOO &7 £ ()
Por outro lado, se u > 0, fr(u) = —¢'(u), pelo que
My (r) = Pr[L = 0] + /OOO " (=1 (u))du. (2.5.0.5)

De (2.5.0.4) e (2.5.0.5) conclui-se o pretendido. [
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Nos dois proximos exemplos apresenta-se outra situacdo em que é possivel determinar
explicitamente 1 (u), fazendo uso do Teorema anterior e, por conseguinte, do conceito de
perda agregada méaxima. Relembre-se que ja se calculou explicitamente a probabilidade de

ruina no caso das indemnizacoes individuais seguirem uma distribui¢do exponencial.

Exemplo 2.5.1. Considere-se que X é uma mistura de exponenciais:
n
fx(@) =" ABie P, x>0,
i=1

comA; >0,3>0Vi=1,2,...,ne) " A =1
Ora,

Mx (r) :ZAiﬁ.Bir’ fr>r, Vi=1,...,n.
i=1 ¢

Substituindo esta expressao em (2.5.0.3) fica-se, no segundo membro, com um quociente

de polinémios em r, sendo n o grau do denominador:

/OO — (u)e" du = i Ciri (2.5.0.6)
0

9
Ty —T

i=1
com Cj constantes, r;, ¢ = 1,2,...,n, as raizes do polinémio do denominador do segundo

membro e r; > 7.

n

Dada a forma da equacao (2.5.0.6), considere-se ¢(u) = Z Cie ", (2.5.0.7)
i=1

Derivando esta expressao, vem:
o0 o0 n n C
, o s
/ —1 (u)e""du :/ e'" E Cirie "y = E L
0 0 . — =T

Ou seja, no caso em questdo, Y(u) = > v ; Cie " é solugdo de (2.5.0.6).

Exemplo 2.5.2. Concretize-se o exemplo anterior. Seja X uma mistura de duas exponen-

ciais com fx(z) = 2737 4+ Te=™. Claramente:

7
3 11 11 )
2 — = —— _— = —
_Te,ul—E[X}—Qg—%—Q? 51"

3
Mx(r) = —2—
x(r) 3—7“+7

Como n =2, vem:

1 0(Mx(r) —1)
L+014+ (1+0)ur— Mx(r) i
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Substituindo, nesta equagao, Mx(r) e u pelas expressdes anteriores e considerando

2.

1 Q(Mx(’l“)—l) § 5—r _ Cl 4 602
1+014+ (1 +0)ur—Mx(r) 76—Tr+r2 1—7r 6-—7
24 1
:>C1—£ e CQ—g

Pelo que, por (2.5.0.7), ¥(u) = %e_“ + %6_6“, com u > 0.

2.6 Teoria do Renovamento

Seja H(x) a fungao de distribuigao de uma variavel aleatoéria, com suporte Dy = (0, 00),

H(0) =0e H(co) = 1. Uma equagao de renovamento tem a forma

Z(z) = =(2) + /0 " (e — y)dH(),

com z > 0, H(x) e z(z) conhecidas.

Considere-se {t;};>1, a sucessdo dos tempos das i-ésimas indemnizagoes. Entdo T} =
t1,To = to—t1,..., T, = t, —t,—1 s30 os intervalos de tempo entre renovamentos sucessivos
e sdo variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas a uma variavel T', com
funcdo de distribuicdo H.

Assim, W, =T1 + To + ...+ T}, & o ponto do n-ésimo renovamento e {W,, : n > 0} o
processo de renovamento. Note-se que {W,, : n > 0} coincide com o conjunto dos tempos

de espera. Se N(y) for o ntimero de renovamentos ocorridos em [0,] vem:

N@y) >astacloy) & P(N@) >a) =Pltac0.y) & P <Zn < y> = H"(y),
i=1

onde H**(y) representa a convolucao da funcdo de distribuicao das varidveis aleatérias
T,...,T,. Desta forma, considerando V' (y) o ntumero esperado de renovamentos ocorridos

em [0, y], vem:

V(y):E[N(y)] :iap(ﬁ(y):a) :iP(T1+T2+...+Ta<y).
a=0

a=1

Pretende-se, agora, determinar a equacao de renovamento para V. Note-se que, para
x <y, E[N(x) | T1 = y] = 1. De facto, se x < y e o primeiro renovamento coincide com v,
entdo o namero esperado de renovamentos no intervalo [0, z] € igual a 1, concretamente a
origem, o renovamento zero. Paraz >y, E[N(z) | T1 = y] = 1+E[N (z—y)] = 14V (z—y).

Ou seja, no caso de x > y, o nimero esperado de renovamentos posto que o primeiro
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coincide com y iguala o nimero esperado de renovamentos ocorridos no intervalo [y, x|
mais um, isto é, mais o renovamento na origem, considerado o renovamento zero. Desta

forma:
E[N(x) | Th =yl =14+ V(z —y)ly>y(x), onde,

sendo A um conjunto, vem que

1 sexe A
1A(x) =
0 sex¢ A
Ou seja,
Viz) =1+ /0 V(z —y)dH(y) =1+ /0 V(z —y)P[T = y]dy. (2.6.0.1)

O valor esperado para o nimero de renovamentos no intervalo [0, z] ¢ igual & soma de 1
(renovamento zero) com o somatorio do produto da probabilidade do primeiro renovamento
ser igual a y < x com o niimero de renovamentos ocorridos entre y inclusivé e x inclusivé
(o ntmero de renovamentos caso 77 = y menos 1), com y a variar entre 0 inclusivé e z

inclusivé, para todo o x > 0.

Defini¢ao 2.6.1. Um processo diz-se extinguivel ou transiente se H(oco) < 1, isto &, se

limy oo P(T <y) < 1.

Neste caso, H ¢ a fun¢do de subdistribuicao de 7. A quantidade 1 — H(oo) ¢ a
probabilidade de extin¢do. Por outro lado, H"(00) = limy oo P(T1 + ...+ T, <y) é
a probabilidade do processo ndo ter sido extinto antes do n-ésimo renovamento. Pelo que

(1 — H(c0))H™(0) é a probabilidade do n-ésimo renovamento ser exatamente o altimo.
Teorema 2.6.1. Seja M o duracdo do processo, ou seja, o instante em que se extingue.
M ¢ tal que P(M < t) = (1— H(c0))V(t) = (1 — H(o0)) X255 H™(1).

Demonstragao Ver [7]. |

2.7 Um modelo de risco a tempo discreto

Nesta seccao faz-se referéncia a um modelo que é a versdo discreta do modelo a tempo
continuo anterior. Considera-se a reserva ao fim de n anos como fun¢do da soma das
indemnizacoes ocorridas nesse tempo, com o montante de prémios recebidos proporcio-
nal ao montante anual de prémios. Os resultados relativos ao modelo a tempo discreto

considerado sao anélogos aos do modelo em tempo continuo ja descrito.
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Definicao 2.7.1. Para n € Ny, seja U, a reserva associada a um risco de uma seguradora
ao fim de um periodo n (ap6s o n-ésimo ano, por exemplo). Denotando a reserva inicial por
U(0) = u e supondo o prémio global P, ao fim de n anos como proporcional ao montante
de prémios ¢ em cada periodo (prémios anuais, por exemplo), ou seja, P, = cn, vem
U=u+cn— Sy, onde S, corresponde & soma das indemnizacoes ocorridas nos primeiros

n perfodos relativos ao risco considerado, isto ¢, S, = > 1" | X;.

Definigao 2.7.2. Define-se instante de ruina como 7' = min{n > 0 : U, < 0}, com a

convencao de que T = oo é equivalente a U, > 0 para todo o n € N.

Definicao 2.7.3. O coeficiente de ajustamento define-se como a Unica raiz positiva r = R

da equagdo e " Mx (r) = 1.

Note-se que e Mx(r) =1 <= In(e"“"Mx(r)) = 0 < In (Mx(r)) = cr. Ora, seja
S=X;+...+ Xy, N ~ Poisson(\). Entdao Mx(r) = *Mx()=D Do que In (Mx(r)) —
cr=0<=1In (e/\(MX(T)*l)) —cr =0<= A Mx(r) —1) = cr. Em suma, se S seguir uma
distribui¢ao de Poisson composta, entdo e Mx(r) = 1 <= A(Mx(r) — 1) = cr. Repare-
se que esta é uma das equagoes utilizadas para determinar o coeficiente de ajustamento no

modelo continuo abordado anteriormente.

efRu

Teorema 2.7.1. Para uma reserva inicial u > 0, 1(u) = B RO [T <o) -

Demonstragao Andloga & demostragdo do Teorema 2.4.1. |
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Capitulo 3

Calculo de prémios

3.1 Introducao

Um prémio é o pagamento que o detentor da apdélice efetua para cobrir um determinado
risco. Quando se refere a um risco X, esté-se a referir & varidvel aleatéria positiva que
representa o valor das possiveis indemnizacdes que a seguradora poderé ter de assegurar.
Denota-se por 7[X]| o prémio cobrado pela seguradora para comportar o risco X. Este
ultimo ¢, assim, uma fung¢do de X e a regra que atribui um valor numérico a 7[X] é o que
se chama, de principio de célculo de prémio.

Neste capitulo, por vezes as possiveis indemnizacoes a serem suportadas pela segura-
darora sao o resultado do somatério de n indemnizagoes individuais, isto é, S, = > 1" | X,
onde {X;};>1 é a sucessio das indemnizagdes individuais, independentes entre si. E o
dito modelo de risco individual. Neste caso, apos o calculo do prémio global 7[S,,], cum-
pre distribui-lo pelas apolices individuais. Noutras palavras, calcula-se w[X;], para todo
1 < i <n. Note-se que nem sempre 7[X;] = @ para todo 1 < i < n.

Todavia, no presente capitulo, apresentam-se igualmente célculos relativos a prémios
no ambito do modelo de risco coletivo. Neste caso, S = Zfil X;, onde N é uma variavel
aleatoria discreta positiva tomando apenas valores inteiros e {X;};>1 ¢ a sucessdo das
indemnizacoes individuais identicamente distribuidas a uma variavel aleatéria X positiva,
independentes entre si e independentes de N. A varidvel aleatoria S diz-se composta
e representa os possiveis valores para a totalidade das indemnizacoes que a seguradora
podera ter de suportar ao nivel de um determinado risco. Em contrapartida, por assegurar

S, a seguradora requere um prémio w[S].

Por fim, também se fard uso do modelo cléssico de risco em tempo discreto. Neste caso

41
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especifico a unidade de tempo é normalmente um ano, ¢ é o prémio «[S], S = Zf\il X,
N ~ Poisson(\), A > 0. A variavel aleatoria S, neste caso, representa os possiveis valores
para a totalidade das indemnizacdes a serem suportadas pela seguradora no perfodo de
uma unidade de tempo. Note-se que, nestes casos, se opera com o prémio 7[S], com S

também uma varidvel aleatéria composta.

3.2 Principios de calculo de prémios

Nesta seccao apresentam-se varios principios para o calculo de prémios. Sublinhe-se
que, como jai se referiu, a variavel aleatéria positiva X que figura nas definigdes é geral,
podendo representar uma variavel aleatoria que ndo é funcao de outras (Exemplo 3.2.1);
ou uma variavel aleatéria que resulta da soma de n varidveis aleatérias, ao nivel do modelo
de risco individual, isto é, X = S, (Exemplo 3.2.4); ou, entdo, uma variavel aleatoria
composta, X = § = ZZJ\; 1 X, normalmente inserida no contexto de um modelo cléssico
de risco (Exemplo 3.2.2).

Principia-se pelo principio de célculo mais elementar, o principio do prémio liquido,

evoluindo-se posteriormente para principios mais complexos.

3.2.1 O principio do prémio liquido

O principio de cédlculo de prémios mais simples é o principio do prémio liquido ou prémio
puro. Atesta simplesmente que o prémio P deve ser calculado da seguinte forma, com X
um risco ndo negativo: w[X| = E[X].

O valor esperado da variavel aleatoria das possiveis indemnizacoes a serem suportadas
pela seguradora é igual ao prémio que esta cobra para cobrir o risco X. Este prémio, assim
calculado, ndo protege a seguradora contra indemnizagoes elevadas e nao tem em conta o

seu natural intento de obtencao de lucro.

3.2.2 O principio da esperanca matematica

Para melhorar o principio anterior, define-se um “pardmetro de seguranca” « e calcula-se

o prémio da seguinte forma: 7[X]| = (1 + a)E[X], a > 0.
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3.2.3 O principio da utilidade esperada

O principio da esperanga matemética tem o6bvias limitagoes, sobretudo relacionadas
com o facto da esperanca matemadtica ser uma medida de tendéncia central. Para as
atenuar Bernoulli introduziu um conceito novo, o conceito de utilidade, que constituiu o
marco inicial da teoria da utilidade esperada. Bernoulli argumentou que o valor que um
individuo atribui & sua riqueza nao é o préprio valor monetario desta, mas sim o seu valor

“moral” ou utilidade. Nas suas palavras:

“(...) adeterminagao do valor de um item nao pode ser baseado no seu prego,
mas sim na utilidade que ele fornece. O prego de um item depende somente do
proprio item e é igual para todo o mundo; a utilidade, contudo, depende das

circunstancias particulares do individuo que faz a estimativa.” (Bernoulli,1738).

Considerou ainda que, & medida que a riqueza aumenta, decresce a utilidade adicional
devido ao aumento da riqueza. Mais formalmente, considera-se a utilidade como sendo
uma func¢io w : Rg — R(J{ que a cada quantia monetéria atribui a utilidade que o individuo
lhe confere.

No fundo, o que o principio da utilidade esperada afirma é que a utilidade que o
segurado confere ao valor monetario do prémio que estd disposto a pagar num seguro
contra um risco X terd de ser inferior ou igual ao valor esperado das utilidades que atribui
as quantias que X pode assumir. De onde que o prémio maximo P* que o segurado esté
disposto a pagar serd, pelo principio da utilidade esperada, solugao da equagao u(P*1) =
E[u(X)]. Ou, entao, tendo em conta o capital w que o segurado possui, é solucao da

equagio u(w — PT) = E[u(w — X)]. Formalmente:

Definicdo 3.2.1. O prémio maximo PT que um segurado com capital w esté disposto a
pagar num contrato de seguro contra um risco X é solucao da seguinte equacao de equilibrio

de utilidade u(w — P™) = Efu(w — X)].

Caso u' (x) > 0e u” () <0, isto &, caso a fungao de utilidade seja concava, entdo
P >> E[X] e o individuo diz-se com aversdo ao risco. Se u'(z) > 0 e u”(z) > 0, entdo a

funcdo de utilidade u é convexa e o decisor ndo tem aversao ao risco.

Definicao 3.2.2. O coeficiente de aversao ao risco da fungao de utilidade u é definido por

r(z)=— . (3.2.3.1)
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Refira-se ainda que existem vérias classes de fungoes de utilidade:

1) Utilidade linear: u(z) = ;

2

2) Utilidade quadratica de parametro a: u(z) = —(a—2)°%, x < o

3) Utilidade logaritmica de parametro a: u(x) =In(a+ z), = > —q;
4) Utilidade exponencial de parametro a: u(z) = —ae™**, a > 0;

5) Utilidade de poténcia de parametro ¢: u(z) =z¢ >0, 0 <c < 1.

Do ponto de vista da seguradora, com funcao de utilidade u e capital w, esta aceita um
seguro contra um risco X por um prémio P se E[u(w+ P — X)] > u(w). Isto é, a utilidade
que a seguradora atribui ao seu capital inicial w devera, no seu interesse, ser inferior ou
igual ao valor esperado das utilidades que atribui aos diferentes possiveis montantes com
que poderd ficar apds a ocorréncia dos eventos inerentes ao risco X, num determinado

periodo de tempo. Daqui se define o seguinte:

Definicao 3.2.3. O prémio minimo P~ que uma seguradora com capital w pretende
cobrar num contrato de seguro para cobrir um risco X é solugdo da seguinte equagdo:

uw(w) = Eflu(w+ P~ — X)].

Exemplo 3.2.1. Uma seguradora tem uma fungao de utilidade u(x) = —ae™**, com
a > 0. Pretende-se determinar, pelo principio da utilidade esperada, o prémio minimo
P~ que é pedido para um risco X, com X ~ Normal(u,c?). Em primeiro lugar, cumpre
determinar a funcao geradora de momentos de uma distribui¢do normal. Ora, sendo Z ~

Normal(0,1), vem:

Fo0 1 1.2 12 [T 1 1 2 1,2
My (t) = E [e?! :/ et e 27 dz = e2! / e 3D 1y — g3t
2(t) [ } —00 V2T —oo V2T

Utilizando a definigdo de fungdo geradora de momentos, conclui-se que Mx(t) =
| _1E=w? u

Xt] _ [T at P _ z— : ; _
E [e ] = fioo e 55 2 o2 dr. Mas z = =5, o que implica que z = z0 + p e
dx

7. = 0. Recorrendo a esta mudanga de variédvel, resulta que

t ee zot 1 —122 t e zot 1 .
Mx (t) = e e e 2% odz = eV e e 2% dz

—00 \/27‘(’0’2 —00 V2w

put_to2t? [#‘f‘ﬂt]
= ele2 =e . (3.2.3.2)
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Por outro lado, utilizando a Defini¢ao 3.2.3, vem:

u(w) = Elu(w+ P~ — X)] <= —ae *" = E[—ae_a(“”rp’—X)}
— e = Mx(a)

e p = éln (Mx(a).

Pelo que, combinando esta ultima expressdao com (3.2.3.2), vem que

1 1/1 o’a

P =—1In (eéogagﬂw‘) =—(z0’®+pa) =— +p
a a \ 2 2

Ou seja, para assegurar o risco X, a seguradora solicitara ao segurado um prémio que,

. ) 2
no minimo, terd o valor de 5% + p.

Exemplo 3.2.2. Considere-se que se estd a operar no ambito do modelo classico de risco,
com 1 ano como unidade temporal e com o nimero de indemnizacoes até o instante ¢
representado por N (t) ~ Poisson(\t), t > 0, A > 0 . Entao, como ja se viu anteriormente,
a totalidade das indemnizacoes por unidade de tempo (indemnizag¢oes anuais) em que a
seguradora incorre é representada pela varidvel aleatéria S = Zf\il Xi, N ~ Poisson(\).

T com a = 0.9.

Tome-se A = 1. A funcdo de utilidade da seguradora é u(z) = —ae
As indemnizacoes individuais {X;}i>1 sdo independentes de N e independentes e identica-
mente distribuidas a X ~ Fxp(1). Pretende-se saber qual o prémio minimo anual P~ que
a seguradora deveré pedir pelo principio da utilidade esperada.

Em primeiro lugar, note-se que, pelo Lema 2.4.1, se o prémio anual ¢ for inferior ou
igual a 1 (E[X]A = 1), entdo a ruina serd quase certa. Pelo que o prémio anual terd que

ser estritamente superior a 1.

Ora, viu-se atras que u(w) = Eflu(w + P~ — )] <= P~ = Lin(Mg(«)). Entdo:

In (My (In (Mx (a)))) = éln (MN <1n (1 1 a)))
[111 (e[ﬁb +1n (e[—”)] = i — = 10.

Na primeira igualdade usa-se o Lema 2.3.2; na segunda, o calculo da func¢ao geradora

de momentos de uma distribui¢do exponencial, presente no Exemplo 2.3.1; na terceira, o
Lema 2.3.3.
Entao, no caso concreto, o modelo de risco adotado é: U(t) = u + 10t — vaz(f) X;

N(t) ~ Poisson(t), com 1 ano como unidade temporal.
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Note-se, para terminar, que, quando se aplica a funcdo de utilidade exponencial, se

verifica que PT = P~ = 11n(Mx(a)). Com efeito,

u(w— PY) = Elu(w — X)] <= —ae*(*"F") = Bl—qeo@=X)]
<~ €OéPjL = MX(O()

— Pt = éln (Mx ().

No Exemplo 3.2.1 provou-se que, na situacao em questao, P~ = éln (Mx ().

3.2.4 O principio exponencial

O principio exponencial ¢ assim definido para a > 0: 7[X] = L In (Mx(a)).

Constate-se que, no Exemplo 3.2.1 e no Exemplo 3.2.2, se aplicou o principio da utili-
dade esperada com fungao utilidade exponencial u(x) = —ae™**, com « > 0. Neste caso,
como se viu, P~ = éln (Mx(a)). Pelo que pode-se igualmente dizer que se aplicou o dito
principio exponencial de parametro «.

De acordo com a Desigualdade de Lundberg (Corolario 2.4.1), a probabilidade de ruina
nunca é superior a e~ . Considerando € como o limite superior da probabilidade de ruina
para o montante inicial u, vem que 1 (u) < e = e~ o que implica

o el

u

(3.2.4.1)

Mas efic = E [eRS |, por uma equagao equivalente a da Definigao 2.3.3, pelo que

1
c= —In(E[®)). (3.2.4.2)

R
Estabelecendo o prémio ¢ desta forma, incorre-se numa probabilidade de ruina nunca
superior a €. Claramente, este prémio pode resultar da aplicacdo do principio exponencial

[In (¢)|

com pardmetro R = . Se Sed, X;tém a mesma distribui¢dao, n natural, atente-se

no seguinte:

Ou seja, e segundo este principio, apos a determinacio do prémio relativo a S, basta
dividi-lo igualmente pelos pagamentos individuais X;, supostos independentes. O prémio

associado ao risco coletivo S é igual a soma dos prémios associados aos riscos individuais.
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3.2.5 O principio da varidncia

Outro principio de célculo do prémio é o principio da varidncia, assim definido para
a>0: 7[X] = E[X]+ aVar[X].
Note-se que, voltando ao prémio ¢ definido em (3.2.4.2), desenvolvendo as funcoes

exponencial e logaritmo em série de Taylor, vem:

Ms(R) = E[c"S] = 1 + E[S]R + %E[Sz]Rz 4 éE[S3]R3 + O(RY) (3.2.5.1)
1 2 1 3 4
e In(l+z2)=z2- o + 3% + O(z). (3.2.5.2)

Entao, usando (3.2.4.2), (3.2.5.1) e (3.2.5.2), tem-se que
c=m[S] = = In(Mg(R))

In(1 + E[S]R + %E[SQ]RQ 4 éE[S?’}RS + O(RY)

=yl Eaisv] Rl e

(E[SIR + %E[SZ]RQ 4 éE[s?’}Ri“ + O(RY)

N | —

[E[S)?R? + E[S|E[S?|R* + O(R")] + %[E[S?’]R?’ + O(RY] 4+ O(RY))
= (B[S + (BIS”] - BISP)R + O(R))

~ E[S] + gVar[S]. (3.2.5.3)

—

Ou seja, desprezando os termos de ordem superior a R2, pode-se calcular ¢ pelo principio

da variancia, fazendo o = %. Atente-se, agora, na defini¢do seguinte.

Defini¢ao 3.2.4. A funcio geradora de cumulantes de uma variavel aleatoria X é definida

por Kx(r) =1n(Mx(r)), com r real.

Lema 3.2.1. Seja X uma varidvel aleatéria e Kx(.) a respetiva fun¢do geradora de cu-
mulantes. Determinando as derivadas de primeira, sequnda e terceira ordem de Kx(r) e
tomando r = 0, obtém-se os primeiros trés cumulantes de X, que se representam por Ky,

k=1,2,3 e satisfazem K, = E[X], Ko = Var[X], K3 = E [(X — E[X])?].
Demonstracao Por (3.2.5.1), vem:

My(r) = Bl = 1+ B[X]r + SB[ + B + 0.
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Usando, agora, (3.2.5.1) e (3.2.5.2), e desprezando os termos de ordem superior a r3:
Kx(r) =In(Mx(r))
=In(1+ E[X]r + %E[X2]r2 + éE[XS}r:” +0(rt))
— B[X)r + %E[XQ]TQ + éE[Xg]r?’ + 00
1 . 1
= SBIXPr? + EX]EX?]r + O(rh)] + S [BIX7]r + O(rh)] + O(r)
1 1
~ E[X]r + §Var[X]r2 + E[(X — B[X])*] 67"3. (3.2.5.4)
Derivando (3.2.5.4) em ordem a 7:
dK x
dT‘ (T) —0 - E[X]7
d*Kx
Z A — X1
50 =Varlx]
BKx
TR = Elx - BX)). .
r=0

Ora, em todos os prémios que sdo combinagao linear de cumulantes (como é o caso do
prémio definido por (3.2.5.3), que é combinagao linear de K7 e K3), o prémio associado a
variavel aleatéria da totalidade das indemnizacdes é igual & soma dos prémios associados

aos riscos individuais.

3.2.6 O principio do desvio padrao

O principio do desvio padréo é definido por: 7[X]| = E[X] + ao[X], onde a > 0 e o[ X]
representa o desvio padrao do risco X.

Repare-se que, de acordo com este prémio, o excesso relativamente a E[S] é proporcional
ao desvio padrao de S.

Agora, e considerando 1 ano como a unidade de tempo, acrescente-se ao prémio c,

calculado pelo principio da variancia (3.2.5.3), um dividendo anual iu, 0 < ¢ < 1, ou seja,

uma percentagem do capital inicial. Vem que, se ¢ = 7[S] = E[S] + &Var[S] + iu e
R = w, entao
|
7S] = E[S] + ’n2§f)|Var[S] + iu. (3.2.6.1)

Agora, pretende-se escolher u por forma a que o prémio seja 0 mais competitivo possivel,
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ou seja, o mais baixo possivel. Entao, derivando (3.2.6.1) em ordem a u, vem

—2|In (¢)|
42

= u = o[S]\/|In (¢)| /2i, porque u > 0.

Var[S]+i=0

Por outro lado:

0?m[S] () = IIn (¢)| Var[S]
Ou? ud

>0 para u = o[S]/|In (¢)| /2i.
De onde vem que
u=oc[S]V/|In (e)| /2 (3.2.6.2)

minimiza (3.2.6.1).

Substituindo esta ultima equacao em (3.2.6.1), vem:
m[S] = E[S] + o[S]v/ 2i [In (¢)]. (3.2.6.3)

Trata-se do prémio mais competitivo incorporando o dividendo em causa e originando
uma probabilidade de ruina nunca superior a €. Note-se que este prémio pode ser encarado
como resultante da aplicagdo do principio do desvio padrao com a = /2i |In (€)].

Neste prémio (ou seja, o prémio (3.2.6.1)), a soma dos prémios relativos aos riscos
individuais independentes nao iguala o prémio da soma desses riscos. Para determinar os

prémios de n riscos independentes Bithlmann [8] sugeriu dois calculos:
1) Célculo do capital inicial 6timo
u = a[S]\/|In(e)] /2i,
para S, i e €.
2) Calculo dos prémios para X;, 1 < j < n:

#[X;] = E[X;] + RVar[X,], R= [tn ()] (3.2.6.4)

u

Exemplo 3.2.3. Considere-se um portef6élio consistindo em dois tipos, A e B, de riscos

exponenciais de médias p; e pg, respetivamente.
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Tabela 3.1: Apolice hipotética.

Tipo Numero de riscos Valor Esperado  Variancia
A ni 1 A1
B no 2 A
Total ny + na nipy + oz M1AL + N2

Repare-se que S4 = X1 +... + X, X; (1 < j < nq) independentes e identicamente
distribuidas a X ~ Exp (i) eSp=Yi+...+Y,,Y; (1 <j < po) independentes e
identicamente distribuidas a Y ~ Exp (u%) Entdo se S =S4 + Sp vem que

E[S] = E[Sa] + E[Sp] = i E[X] 4+ noE[Y] = nipy + napa;

Var[S] = Var[Sa] + Var[Sg] = miVar[X]| + naVar[Y] = ni A1 + naAa.

Nas tabelas seguintes encontram-se os valores de u (definido em (3.2.6.2)) e de R
(definido em (3.2.4.1)) 6timos bem como o prémio do portefdlio (definido em (3.2.6.3)),
os prémios para cada tipo de risco A e B (definidos em (3.2.6.2) e (3.2.6.4)) e os prémios
da variancia para A e B (definidos em (3.2.5.3)), tudo para um valor € e para um valor
de 1, isto é, € € um limite superior para a probabilidade de ruina e ¢ uma determinada

percentagem do capital inicial u requerida como retorno.

Tabela 3.2: R e u 6timos mais Prémio (3.2.6.3) para S

Prémio U R
do portfolio 6timo 6timo
Principio (3.2.6.3) (3.2.6.2) (3.2.4.1)
i nip1 + nopin Vi + ngho (\/n1)\1 + naX2y/|In (€) /22) '
T vEy o e IV TYCIVE < [In (6)

Para preencher a Tabela 3.2 faz-se:

u = o[S]\/In (€)] /2i = v/ni 1 + nora/|In (€)] /2i;

1 1
R=—ln(e |—(\/n1)\1—|—n2)\2\/\1n \/22) I ()] ; (3.2.6.5)

(8] = E[S] + o[S]\/2i [In (€)] = nip1 + napz + v/nids + naday/2i[In (€.
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Tabela 3.3: Diferentes prémios utilizando o valor de R da tabela anterior

Prémio Prémio Prémio pelo P. Prémio pelo P.
para A para B da varidncia para S4 da variancia para Sp
Principio  (3.2.6.4)  (3.2.6.4) (3.2.5.3) (3.2.5.3)
i 1+ RA o+ RAg p1 + §>\1 2 + g)@

Por seu turno, para preencher a Tabela 3.3, faz-se, utilizando (3.2.6.5):

W[SA} = E[SA] +RVGT[SA] =pur+ R\ e W[SB] = E[SB] +RVGT’[SB] = o2+ RAa.

R

Calculando agora m[S] e 7[Sp] pelo principio da variancia, fazendo o = 5 e calculando

R por (3.2.6.5):
R R R R
m[Sa] = E[SA]+§VGT[SA] = M1+§)\1 e 7w[Sp|= E[SB]+§VQT[SB] — M2+§)\2-

Exemplo 3.2.4. Concretize-se o exemplo anterior. Considere-se um portefélio consistindo

em dois tipos, A e B, de riscos exponenciais de médias 7 e 3, respetivamente.

Tabela 3.4: Apolice hipotética.

Tipo Numero de riscos Valor Esperado Variancia

A 10 7 49
B 20 3 9
Total 30 130 670

Na tabela seguinte encontram-se os valores de u (definido em (3.2.6.2)) e de R (definido
em (3.2.4.1)) 6timos bem como o prémio do portefélio pelo principio definido em (3.2.6.3),
os prémios para A e B (definidos em (3.2.6.2) e (3.2.6.4)) e os prémios da variancia para
A e B (definidos em (3.2.5.3)), tudo para diferentes valores de i e considerando ¢ = 0.01.

Consultando a Tabela 3.5, note-se que, por exemplo, para ¢ = 0.02, se verifica que
10 x 7.8134 + 20 x 3.1494 = 141.122, aproximadamente o prémio do portefélio. Ou
seja, utilizando a sugestao de Bithlmann, o prémio para S utilizando (3.2.6.3) é, apro-
ximadamente, igual & soma dos prémios para os riscos individuais. Pelo contrario, se
se aplicar (3.2.6.3) a A e B obtém-se, respetivamente, 10.0044 e 4.2876, sendo que
10 x 10.0044 + 20 x 4.2876 = 185.796 # 141.1. Isto é, o prémio (3.2.6.3) associado ao
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portefolio S é significativamente distinto da soma dos prémios (3.2.6.3) para os riscos

individuais, como se previa.

Tabela 3.5: Diferentes prémios e R e u 6timos.

Prémio U R Prémio Prémio pelo P.
do portfolio  6timo 6timo para A/B da variancia
para S4/SpB
Principio (3.2.6.3) (3.2.6.2) (3.2.4.1) (3.2.6.4) (3.2.5.3)
i=0.02 141.1 277.74 0.0166  7.8134/3.1494  7.4067/3.0747
i =0.05 147.57 175.66 0.0262  8.2838/3.2358  7.6419/3.1179
i=0.25 169.2778 78.5555  0.0586  9.8714/3.5274  8.4357/3.2637

Analisando a tabela sdo varias as conclusdes. Logicamente, quanto maior for o valor de
i, maior é o prémio que resulta da aplicacao de (3.2.6.3), como, alias, se pode constatar na
Tabela 3.5. Por outro lado, o capital inicial 6timo obedece a relagao u = o[S]\/|In (€)| /21,
pelo que, quanto mais elevado o valor de ¢, menor o valor de u. Noutras palavras, quanto
maior o retorno do capital inicial desejado pela seguradora, menor o valor do capital inicial
u que torna o prémio (3.2.6.1) minimo. Uma vez que R e u (6timos) sdo inversamente
proporcionais, entdo, & medida que o valor de ¢ aumenta, também o valor de R se torna
mais elevado, o que implica que os demais prémios presentes na Tabela 3.5 aumentam
igualmente de valor. Note-se que todos os prémios aumentam com o aumento de ¢, o que é
compreensivel, pois, quanto maior for o retorno do capital inicial desejado pela seguradora,

logicamente, mais elevados sdo os valores dos prémios que tém de solicitar aos clientes.

3.2.7 O principio de risco ajustado

Cumpre agora atentar nos principios do risco ajustado. O prémio é assim calculado,

para uma funcdo g concava e crescente com g(0) =0e g(1) = 1:

P = /000 9(1 — Fx(z))dz, (3.2.7.1)

onde Fx(z) ¢ a funcdo de distribuigdo de X. Note-se que X pode representar qualquer
tipo de risco, um risco no ambito do modelo de risco coletivo, ou no ambito do modelo de
risco individual, ou um risco X que nfo é funcdo de outras varidveis aleatorias.

Conforme a fungdo g utilizada, assim o nome do principio:
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- Principio da fungdo poténcia dual: g(z) =1 — (1 —2)%, a > 1;

- Principio do desvio absoluto de Denneberg:
g(x) = (1 + a)zlgs)(z) + [a+ (1 — ax)| 15 1(z), 0 <a <1

- Principio de Gini: g(z) = (1 +a)r —az?, 0 < a < 1;
- Principio da funcéo raiz quadrada:

(1+ax)2 —1

g(x) =zl (a) + Ato) 1

1(0,+oo) (a)5

1
- Principio da transformada PH (Proportional Hazard): g(z) = zr, p > 1;

- Principio da funcdo exponencial:

1 _ e—a:v

g(x) =zl (a) + T oo

1(0,+oo) (Oé);

- Principio da func¢ao logaritmica:

In(1+ ax)

9(x) = 21y () + Tta)

1(O,+oo) (a)

O Principio da transformada PH (Proportional Hazard) é o mais utilizado. De agora
em diante, sempre que se mencionar o principio do risco ajustado, esta-se, concretamente,

a referir ao principio da transformada PH. Fica-se, entao, com
o 1 [ele] 1
[ X] = / [P(X > x)]rdx = / [1— F(x)]r dx, (3.2.7.2)
0 0

com p > 1, p o indice de risco e F a funcao de distribuicao do risco X. Ou, entao, supondo
a existéncia de uma variavel aleatéria X™* nao negativa tal que a sua fun¢io de distribuicao

Hétal que 1 — H(z) = [1 — F(z)]7, vem que 7[X] = E[X*].

3.2.8 O principio da utilidade nula

No sentido de atribuir pesos superiores a indemnizagdes superiores, a seguradora adota
uma fungdo de utilidade w estritamente crescente e estritamente concava (ul(x) > 0e
u' (z) < 0). Pretende-se que a utilidade do capital w que a seguradora possui inicialmente
iguale o valor esperado da utilidade da quantia com que a seguradora fica ap6s a ocorréncia

do risco X, ou seja, [ X] é solugdo da equagao:

w(w) = Elu(w + 7[X] — X)]. (3.2.8.1)
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Assim, o prémio, aqui, depende da quantia inicial w da seguradora. O que se ndo
verifica com a funcdo de utilidade linear nem com a exponencial. Facto que, no caso da

funcdo de utilidade exponencial, conduz a:

—ae = B [—aeme@tmXI=X)] — (0) = Elu(x[X] — X)]. (3.2.8.2)

3.2.9 O principio de Esscher

o L : , i — B[Xe"Y]
O principio de Esscher ¢ assim definido para h > 0: 7[X] = A ()

Este prémio ndo é mais do que o prémio puro para uma varidvel aleatoria X*, relacio-
nada com X da seguinte forma. Supondo X absolutamente continua em (0,00) e f a sua

funcdo densidade, X* é tal que a sua funcido densidade g ¢ dada por:

el f(x
g(x) = ]\4;{((}1)) (3.2.9.1)

Entao, para h > 0, n[X] = E[X*] = [[© :rfoof:&f;(mz)dwdx = Ej\%(e(}:)(].

- . . - _ o e f(y)dy
Obs.1 A fungao de distribuigao de X* é dada, para z > 0, por G(x) = Rt

Obs.2 A fungdo G é igualmente denominada de transformada de Esscher de Fx com paré-

metro h, sendo que Fx é a funcdo de distribuicao de X.

0bs.3 A funcao geradora de momentos de X ™ satisfaz:

_ Mx(t—kh).

My« (t) = A7) (3.2.9.2)

. . (o) emehm x)dx
Com efeito, Mx«(t) = E[e!*] = o Mx(f{)( L Aﬁff&i;ﬁ

3.2.10 O principio do percentil

Este principio estipula que 7[X] = min{p: Fx(p) > 1—¢€}, 0 <e < 1.
Neste principio a probabilidade de uma perda, no risco X, é no maximo €. Com efeito,

para um risco X, 0 < e <1ep >0, note-se que Fx(p) >1—e<= P(X >p) <e.

3.2.11 O principio da perda maxima

O principio da perda maxima determina que 7[X]| = min{p: Fx(p) = 1}.

Este principio da origem a um prémio que, preferencialmente, devera ser o prémio
maximo para o risco X. No fundo, este principio preconiza que o valor do prémio deve
igualar o valor maximo que o risco pode assumir, isto é, o prémio deve igualar a perda

maxima possivel.
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3.3 Exemplos de cailculo de prémios

Pretende-se calcular os diversos valores do prémio de acordo com todos os principios
de prémio explorados, e pretende-se que tal seja feito em condigdes semelhantes. Opera-se
segundo o modelo classico de risco, com 1 ano como unidade temporal, isto é, U(t) = u +
ct—zi]i(lt) X, u=U(0), N(t) um processo de Poisson homogéneo, com N (t) ~ Poisson(t),
t > 0. Entdo, como ji foi visto anteriormente, S é a varidvel aleatoria da totalidade das
indemnizacOes anuais possiveis, sendo que S = vazl Xi, N ~ Poisson(1). Neste caso,
considere-se que os termos da sucessdo das indemnizagoes individuais { X}, sdo variéveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas a X ~ Exp(1). Pretendem-se obter
os diversos valores de ¢ = 7[S] obtidos pela utilizagdo dos diferentes principios de calculo
de prémios abordados.

Principie-se por notar que, de acordo com o Lema 2.4.1, o prémio tem de ser estri-
tamente superior a 1 (Au; = 1) para evitar uma ruina quase certa. No que se segue
a=0.1.

Principio do prémio liquido

Atendendo a (2.3.1), vem que 7[S]| = E[S] = E[N|E[X]| = 1.

Principio da esperanga matematica

w[S]=(1+0.1)E[S] =1.1

Principio da utilidade esperada; principio exponencial; principio da utili-
dade nula

Pretende-se, agora, aplicar o principio da utilidade esperada com u(z) = —0.1e7%-1%,
que é equivalente ao principio exponencial fazendo a = 0.1 e equivalente ao principio da
utilidade nula com u(z) = —0.1e7%1%, Ora, no Exemplo 2.3.1, mostrou-se que, neste caso,
P~ =1In(Mg(a)) = 1. Pelo que P~ = 5 ~ 1.111.

Principio da variancia

Por (2.3.5), Var[S] = E[N|Var[X] + E[X)*Var[N] = 2. Pelo que n[S] = E[S] +
0.1Var[S] =1.2

Principio do desvio padrao

7[S] = E[S] + 0.1y/Var[S] = 1.1.
Principio do risco ajustado

E necessério determinar uma expressao para a fungao de distribuicao de S.
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Lema 3.3.1. Seja {X;}i>1 uma sucessao de varidveis aleatdrias independentes e identica-

mente distribuidas a X ~ Exp(1). Entao fx,+ . +x,(s) = %e‘s, s>0,neN.

Demonstracao
A prova decorre por indugdo. Em primeiro lugar, note-se que a igualdade se verifica

trivialmente para n = 1. Por outro lado, X7 + ...+ Xp,01 = Xh + ... + X, + X541 Ad-
N—_———
Y 1
mitindo que n € N verifica a condigdo do Lema 3.3.1, vem que fy(x) = (ﬁ%})!e*“, pelo

que
s s (—s) p(n—1) B
Fr e (8) = ()5 fx(6) = [ s = ayarde = [ e Es e
0 0 (n — 1).
B ie—s B S(n—l—l)—l s
nl ((n+1) =1
Logo, pelo principio da indugdo matemaética, conclui-se o pretendido. |

Lema 3.3.2. Sejam {X;}i>1uma sucessao de varidveis aleatdrias independentes e iden-
ticamente distribuidas a X ~ Exp(l) e independentes de N, N ~ Poisson(l), S =
Xl—‘r...—l-XN . Entao

e—(s-‘,—l) o S™

fs(s) = — ;n!(n— o 8> 0 (3.3.0.1)

Demonstracao
Opera-se agora, para s > 0, no modelo coletivo de risco S = X1+ ...+ Xy, N ~
Poisson(1), X ~ Ezp(1), isto ¢, X é somado um numero aleatério de vezes. Utilizando o

Lema 3.3.1, vem

n—l
fs(s) :ZP = 1) fX 144X, (8 ZP n—l) e’
Z e gn—1 e—(s+1) X M
= _— [ = .
~ n! (n—1)! s = nl(n —1)!

Ora,

n

—(z+1) n —(z+1)
e x e z
F = dr = d
s(s) /0 x Zn'n—l = Z/ nl(n —1)! v
—x n 1
=3 e e
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Note-se que a segunda igualdade ¢ possivel porque » 7, Wil), ¢ uniformemente
convergente. Mas, integrando por partes:

b

b — — n—1
/ e Ty = | —e %zt Z H (n—7)| e Za™* — H(n —j)le"
a : ]: ]:1 a
Deste modo, voltando ao célculo de Fg(s):
> 6_1 s .
_ —x, n—
Fs(s) = Z PPN /0 e T dr
n=0
00 o1 -1 (k= n—1 5
_ — = 1 —T = k . —x
_Zin!(n—l)! —e Z Hn—] € H(nf]) e
n=0 k=2 \j=1 7=1

- - n—1 n—1

= 671 —snl -8 . n— : —s ;
:Z:On!(n—l)!_ Z Hn—j e S5k H(n—]) e —i—H(n—j).

=2 \j=1 j=1 j=1

Para calcular 7S], para p > 1, substitui-se (3.3.0.2) em «[S] = [°[1 — Fs(s)]% ds.
Tal célculo é complexo e nao serd efetuado nesta tese.

Principio de Esscher

Calcula-se de seguida o prémio pelo principio de Esscher, com h > 0.

00 00 —(s+1) = n
E[SeMS] :/ sehsfs(s)d:s:/ sehs S Z i ids

I(n —
0 0 s = nl(n —1)!

[e.9] —

I IR S e e /oo (h—1)s gn g
/0 c nzjon!(n—l)! § nZ:On!(n—l)! 0 ¢ oas

A quarta igualdade é possivel porque > >° 7711)' é uniformemente convergente.

n=0 n!

Por outro lado:

9 o —(s+1) n
hS) _ hs _ hs € Z s
Bl = /0 e fs(s)ds = /o ‘ i nl(n — 1)!ds

S

i/oo b e—se—l gn i 6_1 00 (h-1) .
= e'? ds = / e\ ds.
~Jo s nl(n—1)! =~ nlin —1)! J,

Desta forma:

0 et o0 —1)sqn
>0 witamy Jo s ds
>0 #jn' Jo© eth=Dssn=1ds

Como ¢é 6bvio, o célculo do prémio pela dltima expressdo seria complexo. Apresenta-

8] =

se, de seguida, outra abordagem possivel ao problema. Relembre-se que o prémio pelo

principio de Esscher pode igualmente ser calculado como sendo o valor esperado de uma
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outra varidvel aleatoria, denominada anteriormente de X* e, no caso concreto, de S* . Esta

nova abordagem consiste, simplesmente, em notar que E[S*] = dlgf* (0), pelo Lema 3.2.1.

Ora, e fazendo os calculos considerando, agora, para generalizar, que cada um dos termos
da sucessao {X;};>1 sao variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas a
X ~ Ezxzp(A), A > 0, e que N ~ Poisson(f), B > 0, com S = X; + ...+ Xy, vem,
utilizando (3.2.9.2), que para h > 0

Mg(t+h) My (In(Mx(t+h))) eSMx(t+h)=1)  BE[XHY]
Mg (t) = -

Mg(h) — My (In(Mx(t) — efMx()-1) —  pEleXt]

Pelo que:

eﬂE[ex(Hh)] )

Kg(t) =1In (eﬁE[e“] — BE |:€X(t+h)i| _BE [eXh} .

Logo, 7[S] = E[S*] = s (0) = BE [XehY].

Considerando, agora, 0 < h < 1:

B
(h—17

W[S] = ,BE |:X€hX:| — B)\/ :Cehxe*)\xdx — ,BA/ xe(h*)\)xdx _
0 0

Demonstrou-se, desta forma:

Lema 3.3.3. Seja {X;}i>1 uma sucessao de varidveis aleatorias independentes e identica-
mente distribuidas a X ~ Exp(\), X > 0, e independentes de N, N ~ Poisson((3), 5 >0,
¢S =X1+...+ Xy . Entio, pelo principio de Esscher, ©[S] = -2, 0<h <1,

= h-n2°
No caso concreto, A = 1 e § = 1. Considerando, por exemplo, h = %, vem que
7[S] = L__ — 4. Nos anexos, figura um programa que implementa este Lema.

G-07 =

Principio do percentil
O prémio pelo principio do percentil calcula-se resolvendo em ordem a s a seguinte
equagao, para 0 < e <1: Fg(s) =1—e.

O que, por (3.3.0.2), & equivalente a:
00 1 n—1 (k-1 n—1 n—1
n=0

k=2 \j=1 j=1 j=1

Estéa-se, uma vez mais, perante um calculo muito complexo, que nio sera efetuado na

presente tese.

Zm _eissnil_z H(”—j) e S5k — H(n—j) e*5+H(n—j) =1—e.
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3.4 Propriedades dos principios de calculo de prémios

De seguida, apresentam-se algumas propriedades possiveis dos principios de prémios
[ X]:
1) n[X] > E[X] (carga nao negativa);

2) Se existir z,, finito tal que x,, é maximo de X, entdao n[X] < z,, (nfo existéncia de

prego excessivo);
3) Ve >0, m[X + ¢] = n[X] + ¢ (consisténcia);
4) Se X e Y sa@o independentes, entao n[X + Y| = n[X] + 7[Y](aditividade);
5) VXY, n[X] = w[r[X | Y]] (iteratividade);
6) Se a > 0, m[aX] = anw[X] (invariancia da escala ou homogeneidade).

No que se segue, sejam X um risco positivo, x,, (finito) maximo de X, «a,¢,a > 0; em

4) X e Y sdo variaveis aleatorias independentes; em 5) varidveis aleatorias quaisquer.

3.4.1 Propriedades do principio do prémio liquido

Relembre-se que, de acordo com este principio, 7[X] = E[X]. O principio do prémio

liquido satisfaz as seis propriedades enunciadas.
1) Claramente este principio verifica a condi¢do de carga nao negativa.

2) O principio do prémio liquido obedece igualmente a propriedade de prego nao exces-

sivo. Com efeito, 7[X] = E[X] = [, XdP = f{qu} XdP < .

3) O principio do prémio liquido é consistente. Com efeito, 7[X + ¢] = E[X + ¢] =
EX]|4+c=n[X]+c.

4) Este principio é aditivo, pois 7[X + Y| = E[X + Y| = E[X] + E[Y] = n[X] + 7[Y].
Note-se que aqui nao é necessario invocar a independéncia entre X e Y uma vez que

o resultado segue da linearidade do integral.

5) Esta propriedade ¢é verificada, pois w[n[X | Y]] = E[E[X | Y]] = E[X]. A primeira
igualdade resulta da aplicagdo da definicao do prémio liquido. A segunda do facto

de, para quaisquer variaveis aleatorias Z e W, se verificar que F[Z] = E[E[Z | W]].
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6) Por fim, o principio em causa é também invariante & escala, pois w[aX]| = E[aX] =
aE[X] = an[X]. Note-se que o resultado decorre da linearidade da esperanga mate-
mética.

3.4.2 Propriedades do principio da esperanca matematica

O principio da esperanga matematica estipula que 7[X] = (14 «) E[X] e apenas verifica

as condicoes da carga nao negativa e da aditividade.

1) O principio da esperanga matemética satisfaz a condi¢ao da carga nao negativa. Com

efeito, 7[X] = (1 + o) E[X] > E[X], pois a > 0.

2) Esta propriedade nao é verificada. Por exemplo, se o risco X for tal que P(X = a) =

1, entdo E[X] =aen[X] =1+ a)E[X] = (1+ a)a > a, uma vez que a > 0.
3) Este principio ndo é consistente. De facto,
X +c =14+ a)E[X + ] =n[X]+ (1+a)c>7[X]+ ¢, poisa > 0.
4) O principio é aditivo:
T X+Y]=1+a)EX+Y]=(1+a)EX]|+(1+a)E)Y]=n[X]+n7[Y].

Note-se que este resultado também seria valido para varidveis aleatérias nao inde-

pendentes uma vez que somente se utiliza a linearidade da esperanca matemaética.
5) O principio em causa nao satisfaz esta propriedade. Sendo repare-se:
x[w[X | Y]] = 7[(1 + )EIX | Y] = (1 +a) E[(1 + ) E[X | Y]]
= (1+a)?E[EX|Y] =1+ a)*E[X] # (1 +)E[X] = n[X].
6) O principio da esperanga matematica obedece a propriedade da invariancia da escala:
wlaX] = (1+ a)FlaX] = a(l + a)E[X] = an[X].

O resultado, mais uma vez, decorre da linearidade da esperanca matemaética.

3.4.3 Propriedades do principio exponencial

O principio exponencial determina que 7[X] = éln(M x(a)). Este principio apenas

nao obedece & condicdo da homogeneidade.
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1) O principio exponencial satisfaz a condi¢do da carga negativa. Calculando 7[X]
usando o desenvolvimento em série de Taylor da funcdo exponencial e da funcgao

logaritmo vem:

wlx] =l (g X)) = L <qua F B X" O(a3)>
= E[X]+ %E[Xz]a +...> E[X], porquea > 0.

2) Este principio satisfaz obviamente a condigdo do preco nao excessivo. De facto,

7lX] = 21n (B [e]) < Lhn (Blev)) = L1n(en) .
3) A condigao da consisténcia é satisfeita:

[ X + ] = éln (E {eo‘(X"'C)D = é (In (E [eO‘X]) +In(e*9)) = 7[X] +c.

4) O principio exponencial obedece & propriedade da aditividade. De facto,

In (2[e0]) = L (B 2] 2[])

(%

[ X +Y]

!
(el ¢ L ) = )

A segunda igualdade advém do facto de X e Y serem independentes.

5) O principio exponencial verifica a propriedade da iteratividade:
1 1
s [W[X | YH =7 |: In (E [eaX | Y}):| — " 1n (E [eonr[X|Y}]>
o o

= (B[esn D) = D B 2 e 1]
1

1
=—In(E[e*¥]) = ~In(M = 7[X].
~In (B [e"X]) = — In (Mx(a)) = m[X]
E conveniente precisar que a quinta igualdade é, uma vez mais, consequéncia do facto
de, para quaisquer varidveis aleatorias Z e W, se verificar que E[Z] = E[E[Z | W]].

X

Neste caso, tal relagdo aplica-se & variavel aleatéria composta Z = e** e & variavel

aleatoria Y.

6) N&o é um principio homogéneo, pois 7[aX] = L In (E [e*X]) # an[X] = £1n (E [e*X]).

3.4.4 Propriedades do principio da variancia

O prémio 7[X] segundo o principio da variancia é assim calculado: 7[X]| = E[X] +
aVar[X], a > 0. Satisfaz trés das propriedades enunciadas, concretamente a carga nao

negativa, a consisténcia e a aditividade.
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1) O principio da variancia claramente verifica o principio da carga nao negativa. Como

é obvio, 7[X] = E[X]| + aVar[X] > E[X], uma vez que a > 0.

2) A condigao do prego ndo excessivo nao é verificada. Considere-se o seguinte exemplo.

O risco X é tal que P(X =a) = P(X =b) =3, a,b> 0, a <b. Entdo E[X] :aTer

eVar[X]:E[XQ]—E[X]QZ%2 *_( ) (7 )

Logo, W[X]:%H’+a(a7_b)2>bsea>ﬁ

3) O principio é consistente. Com efeito, 7[X + ¢] = E[X + ¢] + aVar[X + ¢] =
EX]+aVar[X]+c=n[X]+c

4) Este principio ¢ aditivo, pois n[X + Y] = E[X + Y]+ aVar[X + Y] = E[X] +
ElY]+aVar[X]|+aVar]Y] = n[X]+n[Y]. Note-se que a segunda igualdade apenas

¢é possivel pelo facto de X e Y serem independentes.
5) A condic¢ao da iteratividade nao ¢é satisfeita. De facto,

Alr[X | Y]] = W[E[X Y]+ aVar[X | Y]]

—E [E[X | Y]+ aVar|X | Y]} +aVar [E[X Y]+ aVar[X | Y]

= E[E[X | Y]] + aE[Var[X | Y]]+ aVar[E[X | Y]] + &®Var[Var[X | Y]]
+2a%Cov (E[X | Y], Var[X | Y])

= E[X] +a(E[Var[X | Y]] + Var[E[X | Y])) + *Var[Var[X | Y]|
+2a%Cov (E[X | Y], Var[X | Y])

= E[X] + aVar[X] + o (Var[Var[X | Y]] + 2Cov (E[X | Y], Var[X | Y]))

=n[X]+ o? (VarlVar[X | Y]] +2Cov (E[X | Y],Var[X | Y]))

A quinta igualdade justifica-se pela formula da decomposi¢ao da variancia: Var[Z] =

VarlE[Z | W]|+ E[Var[Z | W]], Z e W variaveis aleatorias (ver Lema 2.3.5).

6) O principio da varidncia ndo é invariante & escala. De facto, w[aX]| = E[aX]| +
aVar[aX] = aE[X] + aa’Var[X], pelo que pode-se verificar que 7[aX] # am[X] se
a # +1.
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3.4.5 Propriedades do principio do desvio padrao

Este principio, recorde-se, preconiza que o prémio deve ser assim calculado: 7[X] =
E[X] + ao[X], a > 0. Satisfaz apenas trés das propriedades enunciadas, nomeadamente

a carga ndo negativa, a consisténcia e a invaridncia da escala.

1) O principio do desvio padrao satisfaz a condi¢do da carga ndo negativa. Claramente,

7[X] = E[X] + ac[X] > E[X], pois a > 0.

2) A condicao do precgo nao excessivo nao ¢ verificada. Considere-se o exemplo ja abor-
dado anteriormente. O risco X é tal que P(X =a) = P(X =) = %, a,b>0,a<b.
1
Entio B[X] = 5 e o[X] = (B [X?] - B[X]")* = 152,

Logo, 7[X] = % + ab5% > bse a > 1.

3) O principio é consistente, uma vez que 7[X + ¢] = E[X + ¢] + ao[X + ¢] = E[X] +
c+ ao[X] = nw[X] + ¢

4) Este principio ndo obedece a condigao da aditividade:

7[X +Y]|=E[X + Y]+a\/Var[X + Y]=E[X]|+E[Y]+a\/Var[X] + Var[Y]
# B X|+ayVarX|+ EY]+ ayVarlY] = n[X] + #[Y].

A segunda igualdade advém do facto de X e Y serem variaveis aleatorias inde-

pendentes. A nao igualdade é consequéncia da falsidade da igualdade seguinte:

Va,b>0,v/a+b=+/a+Vb.
5) O principio ndo é iterativo. De facto,
7 (X | Y] =7 |EIX | Y]+ ay/Var[X [ Y]]
—E [E[X Y]+ a\/m} + a\/Var [E[X Y]+ a/Var[X | Y]}

= E[X] + aF [ Var[X | Y]}

(NI

+a<Var[E[X | Y]]+042Var[\/m +2aCOU(E[X | Y], v/Var(X | Y])) .

Todavia, 7[X]| = E[X] + a/Var[X].

6) O principio do desvio padrdo obedece a condigdo da invariancia na escala:

mlaX] = ElaX] + ay/Var[aX] = aE[X] + aar/Var[X] = ar[X].
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3.4.6 Propriedades do principio do risco ajustado

Este principio pode ser assim calculado: n[X] = [7[1 — FX(:U)}% dx, p > 1. Nao

obedece as condicoes da aditividade e da iteratividade, obedecendo a todas as demais.

1) O principio do risco ajustado satisfaz a propriedade da carga nao negativa. Com
efeito, para todo o x positivo verifica-se que 1 — Fx(z) < [1 — Fx(x)]%, de onde
resulta que E[X] = [[°(1 — Fx(z))dz < [;°[1 — FX(x)]% dr.

2) A condigao da nao existéncia de prego excessivo ¢ também satisfeita. Note-se x,, €
tal que P(X < zp,) =1eVy > am,, Fx(y) =1<=1— Fx(y) = 0. Por outro lado,

se 0 <y <axp, [1— Fx(l‘)]% < 1. Entao,
Tm 1 Tm
W[X]—/ [1— Fx(x)]r dxg/ ldx = zp,.
0 0
3) O principio em causa ¢ consistente. Repare-se que:
o 1 oo 1
X 4 = / [ Fyoo(a)]F do = / - Fy(z— o) do
0 0

o0 1 0 1 oo 1
=/ [1—FX(y)]”d?J:/ [1—FX(y)]pdy+/0 1~ Fy(y))F dy

—C —C

= /0 ldy + n[X] = ¢+ 7[X].

—C
Na ultima igualdade usa-se o facto de X ser uma varidvel aleatéria positiva e a

definicao do principio do risco ajustado.

4) A condi¢ao da aditividade nao se verifica. Sendo, considere-se o seguinte exemplo.
Os riscos X e Y sdo independentes e identicamente distribuidos de tal forma que

P(X =0)=P(X =1)=1. Assim, Fx(z) = %1[071)@) + 11 400)(2)-

Pelo que, para p = 2:

O L

i Por outro lado, usando

Como Y ¢é identicamente distribuido a X, 7[Y] = 7[X] = %
a convolugio, Fx vy (2) = 11101) (%) + $11,2)(%) + L2, 400)(2)-

Vem, entdo, que:

7T[X—|—Y]:/0 [1— Fxiy(z 2da:—/ \Fdsw/ \Fdx

\f+17é£ \2f

= 7[X] +
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5)

6)

O principio em causa nao verifica sempre a condi¢ao da iteratividade. Ver [5].

Este principio obedece & condi¢do da homogeneidade. Claramente Fyx(z) = Fx(3).

Entao:

rlaX] = /OOO = Fux (2)]7 do = /OOO [1-Fx (Z)]’l’dm

- a/oo 1 — Fy(w)]F dw = an[X].
0

3.4.7 Propriedades do principio da utilidade nula

O principio da utilidade nula determina que o prémio 7[X] é solugdo da equagdo

u(w)

= E [u(w + w[X] — X)]. Satisfaz trés das propriedades enunciadas, nomeadamente a

propriedade da carga nao negativa, da nao existéncia de preco excessivo e da consisténcia.

1)

O principio em causa verifica a propriedade da carga ndo negativa. Para estudar a
propriedade da carga nao negativa no principio da utilidade nula é necesséario recorrer

ao seguinte teoremas:
Teorema 3.4.1. (Desigualdade de Jensen) Seja u(xz) uma funcio estritamente cres-

. L 1 ~ . . P
cente e concava, isto €, u (x) >0 ew (z) <0. Entao, para toda a varidvel aleatoria

X, desde que os valores médios envolvidos existam, tem-se: Eu(X)] < u(E[X]).

Demonstracio Seja u(z) tal que u'(z) > 0 e v’ () < 0. Se E[X] = pu existe,
considere-se a reta tangente a u(x) no ponto (u,u(p)). Ou seja, a reta de equagao:
u(x) = u(p) + u' (@) (z — p). Entdo, Ve, u(z) < u(p) +u'(p)(z - p).

Substituindo x pela variavel aleatéria X e aplicando a esperanca matemética vem
que E[u(X)] < u(y) = u (E[X]). .
Ora, o principio de utilidade nula satisfaz o principio da carga nfo negativa pois,
utilizando a desigualdade de Jensen (e recordando que neste principio u ¢ estritamente

concava),
u(w) = Flu(w + 7[X] — X)] < u(w + n[X] — E[X]).
De onde se conclui que u(w) < u(w+n[X]—E[X]). Como u é estritamente crescente,
resulta que w < w + 7[X] — E[X], ou seja, 7[X] > E[X].
Este principio obedece a condicdo da nao existéncia de prego excessivo. Como z, é

o maximo de X, entao

u(w) = Elu(w 4+ 7[X] — X)] > Elu(w 4+ 7[X] — )] = u(w + 7[X] — z,).
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Como ' () > 0, ou seja, u é estritamente crescente, w > w + w[X] — &, 0 que

implica que 7[X]| < zp,.

3) A propriedade da consisténcia ¢ verificada. Note-se que [ X +c| € solucdo da equagdo:
u(w) = Flu(w + 7[X + ] — (X 4+ ¢))]. Mas como 7[X] é solugao da equagao u(w) =
Elu(w + w[X] — X)], resulta que 7[X + ¢] = 7[X] + c.

4) Em geral, este principio nao é aditivo, a menos de quando a funcdo de utilidade é

exponencial ou linear. Ver [5].

5) O principio da utilidade nula nao satisfaz sempre a condi¢ao da iteratividade. Para
o provar, considerem-se duas varidveis aleatorias X e Y definidas num espaco de
probabilidade (2, F,P), com Q = {1,2,3}, F = P(Q), onde P(f2) representa o
conjunto das partes de €2, e P uma medida de probabilidade de F em [0, 1] assim
definida: P ({1}) = 0.1, P({2}) = 0.2, P({3}) = 0.7. Por seu turno, X é uma
fungao de 2 em R tal que X (w) = 2 se w é impar e X(w) = 1se w é par, w € Q. A
variavel aleatoria Y é uma funcao de Q em R com V(1) =Y (2) =2e Y (3) =10. O

capital inicial serd w = 0 e a fun¢do de utilidade u(z) = —(1 — 2)*1j 1)(x). Entdo,
u(0) = Efu(r[X] - X)], #[X]-X<1
= —1=—(1-@X]-1)*P({2}) - (1 - (x[X] - 2))* P({1,3})
= —1=-02(2—7[X])*-0.8(3—n[X])?

— 7[X] = 1.8834.

De seguida, cumpre definir a variavel aleatoria Z(Y) = n[X | Y]. Para tal é necessério
calcular as seguintes probabilidades:

px—1|y—o_PE=LY=2) P{an{12) 2

P(Y —2) P({L2}) 3
P(X=2|Y =2) = P({]lg ?{};2{}1)’2}) _ %

Logo,
w(0)=Efu([X |Y =2/-X)], #[X|YV=2]-X<1
<:>_1:—§[4—47T[X|Y:2]+7T[X|Y:2]2]
_%[9_6W[X1Y:2]+W[X|Y:2]2]

— 7[X | Y = 2] = 1.4514,
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com P (m[X | Y] =1.4514) = P (Y1 ({2})) = 2.

Por outro lado,
P(X:1|Y:10):JW:0;
P(X=2]Y =10)= P ({]13’ ?{}3?){3” = 1.

Pelo que,

w(0)=Eu(r[X|Y=10-X)], 7[X|Y=10-X<1
= —1=-[9-67[X|Y =10+ 7[X | Y = 10)°]
— 71[X | Y =10] = 2,
sendo que P (n[X | Y] =2) =P (Y ({10})) = 5.

Com Z(Y) = n[X | Y] definida, calcula-se 7[Z]:

uw(0)=Eu(rZ]-2)], nlZ]l-Z<1

3 7
= —l=— (1= (nZ] - 1.4514))% — 15 (1= (xl2] - 2))?
= 7[Z] =n[r[X | Y]] = 1.8675 # w[X].

6) Nao é invariante a escala. Sejam u(z) = e ?*, X ~ N(u,0?), 8 > 0, u,0 > 0. Por
se tratar de uma funcao de utilidade exponencial é valido o seguinte:
w(w) = Elu(w + 7[X] — X)] <= 1 = e "X p[eAN]

— 7[X]=6""In (E[eﬁXD =u+ %UQB.

Por seu turno, [aX] = pa + %0'2,80,2 # am[X], se a # £1.

3.4.8 Propriedades do principio de Esscher

O principio de Esscher, como ji se referiu, preconiza que o prémio deverd ser calcu-

hX
E]\[jie(h)], h > 0. Somente ndo verifica duas das propriedades

lado pela equacdo 7[X] =

enunciadas, a saber, a iteratividade e a homogeneidade.

1) O principio de Esscher satisfaz a propriedade da carga ndo negativa. E conveniente
referir um resultado de que se fard uso posteriormente. Com X um risco admitindo

uma funcao geradora de momentos, o momento de ordem r de X é dado por E[X"] =
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%M x(0). Com efeito, basta desenvolver !X em série de Taylor para concluir que
Mx(t) =>72, E[);Ztl]. Derivando esta série r vezes em ordem a ¢ e igualando depois

t a 0, conclui-se o resultado em causa.
Note-se que, quando h = 0, 7[X] = E[X]. Mas 7[X] = E[X*] (ver subsec¢ao 3.2.9).
Logo, n[X] = E[X] = E[X*]. Entao, utilizando (3.2.9.2) na segunda igualdade:

¥\ _ d"Mx+ - d" Mx(t+h) B 1 dr
E[(X7)] = dtr (1) o ar Mx(h) o M%Mx(t—i—h) .
1 dr t . 1 , .
- W%E [e( +h)X} . _ MX(h)E [X X, X} g
N M;(h)E [Xrehx} - M;(h)j,;«Mx(h), (3.4.8.1)
pelo que, fazendo r =1,
d d oy d 1 d
%T{'[X] = %E[X ] = % <]Wx(h)thX(h)>
1 d d d 2
~ (Mx(h))? (dh (CthX(h)> Mx(h) — <thX(h)> )
1 d? 1 d 2
= WWMXUZ) - W <thX(h)>

=Var[X*] > 0.

Note-se que na quinta igualdade se utilizou (3.4.8.1).

Ou seja, 7[X] é uma fungao crescente de h e 7[X] = E[X] quando h = 0. De onde
resulta que 7[X] > E[X].

2) O principio em causa obedece igualmente & condigao da nao existéncia de prego ex-
cessivo. Claramente, Xe"* < z,,e"¥ | pelo que E[Xe'X] < E[z,,e"] = 2, Mx(h).
Dividindo esta tltima inequagao por My (h), vem:

E[XeMX] < Elz,,e"X]
Mx(h) = Mx(h)

[ X] = = Tp,.

3) O principio de Esscher é consistente. De facto,

X _ EB[(X + c)eh(X+c)] B E[XeMXeM + cEleMX]ee
w[X +¢c] = E[eh(X+c)] - Mx(h)ehc

_7E[X6hX] cC=T Cc
=Ly o=t
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4) Este principio também é aditivo:

_E[(X + Y)Y E[XeMX My (h) + Mx (h)E[Y Y]
ﬂ'[X + Y] - E[eh(Xer)] - MX(h)MY(h)

_ E[XeMX]  EBlyehY]
= M) " My(w

Note-se que na segunda igualdade se usa o facto de X e Y serem variadveis aleatérias

independentes.

5) O principio de Esscher ndo verifica sempre a propriedade da iteratividade. Recor-

rendo ao exemplo do item 5) da subsecgao 3.4.7, para h > 0, vem

. 7E[X€hX] 7%}"+8e52h
X = ] T A

Pretende-se agora definir a variavel aleatoria Z(Y') = 7[X | Y]. Entao:

E[XehX 1Y =y]

Y == e Ty =y

, sendo que:

E[e|Y =2 =e"P(X =1|Y =2)+e?P(X =2|Y =2)

_p PNy ({2)) | o P (XTI (2D)NY T ({2)))
P (Y=t ({2})) P (Y=t ({2}))
nP 201120 | o P({1,3} 0 {1,2})
P({1,2}) P({1,2})

= %eh + %62h,
E[Xe"X |y =2] = Seh + ge%
Ou seja,
2eh 4 22k

X |Y=2]=32

P (ﬂX ME )=P(Y1 (2h) = P({1,2}) = 5.

2.h 1 1.2k
z€" + 3¢
Por outro lado,

Ele" |y =10] =e"P(X =1|Y =10) + *"P(X =2 | Y = 10)

_ eth({Q} n{3}) +€2hp({173} n{3}) _ o2h
P({3}) P({3}) '

2¢2h

Logo, E[Xe" | Y =10] = 2¢*" e 7[X | YV = 10] = 25+ = 2, com P (7[X | Y] =2) =
P (Y~ ({10})) = P ({3}) = 15-
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hZ
A varidvel aleatéria Z = 7w[X | Y] ja estd definida e 7 [x[X | Y]] = n[Z] = EEL[ZeiZ}},
com:
2 h . 2.2k 2 h ., 2.2k
E[Zeh] = 3 3¢ +3e 3¢t 3¢ n 126%
10 2eh + Le2h 2eh + Le2h 107 7
3 2eh 4 2020 7
hZy _ 3 3 2h
Ele }—Toexp 2oh | 1ooh 0¢
£+852h
Como ¢é 6bvio, o quociente destas duas tltimas expressées nao iguala [ X] = 5 n v
5 5

para todo o valor de h > 0. Com efeito, basta tomar h = % e resulta que 7[X] =~

2
1.8683 e 7 [r[X | Y]] ~ 0.5723.

6) Nao se verifica a condigao da invariancia a escala. Com efeito,

ElaXehX]  aFB[XeX]

Tax (h) = Ficha¥] = Eleah¥] = arx(ah) # arx(h),

pelo que 7o x (h) # amx(h), a menos do caso em que a toma o valor 1.

3.4.9 Propriedades do principio do percentil

O principio do percentil, que refere que o prémio se calcula pela equagao w[X] = min{p :

Fx(p) > 1—€}, 0 < e <1, apenas satisfaz duas das propriedades enunciadas, nomeada-

mente a propriedade da nao existéncia de preco excessivo e a consisténcia.

1) O principio do percentil ndo satisfaz a propriedade da carga ndo negativa. Sendo,

atente-se no exemplo seguinte. Sejam X ~ Ezp(3) (pelo que E[X] = 2) e tome-se
€= % Entdo, 7[X] é a solucdo positiva da seguinte equagao resolvida em ordem a p:

P P11,

/ fx(@)der=1—¢€<— —e 2%dr=1-—¢

0 0o 2
Conclui-se que 7[X] = p = —2In (e), isto ¢, 7[X] = —2In () =In (&) < 2 = E[X].
O principio do percentil obedece & condi¢cdo da nao existéncia de prego excessivo.
De facto, seja zp, tal que P(X < z,,) = 1e 0 < e < 1. Ora, se 7[X] = s, entdo
Fx(s) > 1—¢, pela defini¢ao do principio do percentil. Pelo que 1 —e¢ < P(X < s) <

P(X < x,) =1, o que implica que s < Zy,.

3) O principio do percentil é consistente. De facto,

T X +c=min{p: Fxsc(p) >1—€} =min{p: P(X <p—c¢)>1—¢}

=min{s: P(X <s)>1—¢}+c=n[X]+ec
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4) Este principio nao é aditivo. Considere-se o exemplo presente na Tabela 3.6.

Tabela 3.6: Variaveis aleatérias independentes

Pxy(xzg,y;) z1=0 xz2=1 xz3=2 Py(y))
=0 1 o i 2
U T T T
vz =2 e 5 1z o
Px(x,) : i i 1

Como é facilmente constatavel, X e Y sdo varidveis aleatorias independentes uma
vez que PX7y(:L'k,yj) = Px(.%'k)Py(yj), Vk,j.

Claramente, Fx(z) = %1[071)(1') + %1[172) (x) + 1, 400) ().

Considerando € = %, vem que 7[X]| = min {p : Fx(p) > %} =1.

Analogamente, Fy(y) = %1[071)(1/) + %1[172) (¥) + 12, 400)(9), de onde se conclui que
m[Y] =min{p: Fy(p) > 3} =0.

Por fim, recorrendo & convolucao,

1 11 25

11
Fxiy(s) = 51[0,1)(8) + %1[1,2)(3) + %1[273)(3) + 51[3,4)(3) + 1[4, 400) (5)-

Consequentemente, 7[X + Y] = min{p: Fxyy(p) > 3} =2 # 1 = 7[X] + 7[Y].

Este principio nao obede a condicao da iteratividade. Atente-se no exemplo seguinte.
Considerem-se duas variaveis aleatérias X e Y definidas num espago de probabilidade
(Q,F,P), com Q =1{1,2,3}, F = P(2) e P medida de probabilidade de F em [0, 1]
assim definida: P ({1}) = 0.3, P ({2}) = 0.5, P({3}) = 0.2. Por outro lado, X &
uma funcao de Q em R tal que X (w) = 2 se w é impar e X (w) = 1 se w é par, w € Q.
A variavel aleatéria Y é uma funcao de 2 em R com Y (1) =Y (2) =2 e Y (3) = 10.
Entéo, Fx () = 311.2)(2) + 1z 4o0) (2).

Optando por € = %, vem que 7[X]| = min {p : Fx(p) > %} =2

Pretende-se, agora, definir a variavel aleatoria Z(Y) = n[X | Y]. Ora,

5
Fxy(z|Y=2)=P(X<z|Y=2)= §1[1,2)(33) + L[, 400) (7).
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Pelo que 7[X | Y = 2] = min {p Fxiy(p|Y =2) } 1. Por outro lado,
P(r[X|Y]=1)=P (Y '({2})) = P({1,2}) = 3. Adicionalmente,

Fyy(z|Y =10) = P(X <2 | Y = 10) = 1jp 4o) ().

Pode-se, entdo, concluir que w[X | Y = 10] = min {p FX‘y(p |Y =10) > %} 2
e que P(n[X |Y]=2)=P (Y1 ({10})) = P({3}) = 3. Vem, entdo,

4
Fz(r) = 31[1,2) () + 12, 400) (T).

Isto &, n[Z] = 7 [n[X | Y]] =min{p: Fz(p) > 2} =1 # 2 =7[X].

6) O principio do percentil ndo é homogéneo. Retomando o exemplo explorado em 1),

m[5X] é a solucdo da equagdo seguinte, resovida em ordem a p:

P1 o 2 22
/0 56_%(3)d1‘ =1——-<«<=p=-10In <125>

r[5X] = —101n<125> £ 51 <25> 5[ X].

3.4.10 Propriedades do principio da perda maxima

O principio da perda méxima, ou seja, o principio que determina que o prémio deve ser
calculado mediante a equagao w[X| = min{p : Fx(p) = 1}, verifica todas as propriedades

enunciadas.
1) O principio da perda méxima obedece ao principio da carga nao negativa. Com

efeito, seja m[X] = p. Entdo, E[X] = Jo XdP < p, uma vez que P(X <p)=1.

2) E imediato concluir que este principio verifica a propriedade do prego nao excessivo.
Obviamente, sendo 7[X] é igual ao valor maximo que X pode tomar, entdo 7[X] é
inferior ou igual (concretamente, igual) ao valor méximo que X pode assumir, ou

seja, Ty, -
3) Este principio é consistente:

[ X+ =min{p: Fxic(p) =1} =min{p: P(X <p—¢) =1}

=min{s: P(X <s)=1}+c=7[X]+c
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4) O principio em causa obedece a condi¢ao da aditividade. No seguinte, assume-se que
X e Y sdo varidveis aleatérias absolutamente continuas nao negativas. Todavia, a
validade do que se segue estende-se ao caso discreto, sendo a demonstracao analoga.
Ora, m[X + Y] é o menor dos nameros p verificando Fxiy(p) = 1. Pretende-se
provar que tal namero é igual a 7[X]| + 7[Y]. Em primeiro lugar, prova-se que
Fxiy(m[X]+n[Y]) = 1; depois, que é o menor dos nameros verificando tal condigao.

Ora, utilizando a operacao da convolucao,

[ X]4+n[Y]
Fxo X +aly) = [ By (lX) 4 alY] — ) ()i

Seja g a fungao de [0, 7[X] + 7[Y]] em R definida por g(x) = Fy (7[X] + #[Y] — z) fx (x).
Deste modo, Fx iy (n[X]|+7[Y]) = fOW[XHW[Y} g(w)dz. Mas, g(z) = fx (7))o xx7(2)-
De facto, note-se que, se 0 < x < w[X], entdo 7[X]| + w[Y] — x > «[Y], ou seja,
Fy (n[X]+7[Y] —x) = 1. Por outro lado, se 7n[X] < x < n[X] + 7[Y], entdo
fx(z)=0.

Pelo que, Fxyy(n[X] + n[Y]) = f(;r[X] fx(x)dx = Fx (n[X]) = 1. Posto isto, existe

e > 0 tal que 7[X], 7[Y] > e. Suponha-se que existe s; = 7[X| + 7[Y] — e < 7[X] +
w[Y] verificando Fxyy (s1) = 1, ou seja, [3' Fy [(7[X] — 2z —€) + 7[Y]] fx (z)dz = 1.
Sendo h a funcao de [0, s1] em R definida por h(z) = Fy [(w[X] — 2 — €) + n[Y]] fx (),

vem que Fx y(s1) =1 <= [ h(z)dz =1, com
hz) = fx (@)1 rx)-q (2) + Fy [(n[X] — 2 =€) + 7[Y]] fx ()1 (z[x]—e,50) (@)

Conclui-se que

m[X]—e s1
/0 Fx(@)d+ / Py [(n[X] — 2 — €) + 7[Y]] fx(a)dz = 1

w[X]—e

— / Fy [(7[X] — 2 — &) + 7[Y]] fx(2)dz = 1 — Fy (x][X] — ).
[ X]—e

Todavia, utilizando a integragdo por partes,
s1

/51 Fy[(7[X] = & — ) +7[Y]] fx (2)dz = — Fx (x[X] — e)+/ Fy(2) fy (51 — ) da,
w[X]—e€ w[X]—e

0 que implica que f;[lX]—e Fx(z)fy (s1 —x)dx = 1, isto &, Fxyy(s1) > 1, o que é

absurdo. Logo, 7 [X + Y] = n[X] + #[Y].
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5) E verificada a condicdo da iteratividade. Sendo, repare-se:

Z=nlX|Y=yl=min{p: P(X <p|Y =y)=1}

. PX<p,Y=y) } :
=minqp: =lp=min{p: P(X <p,Y=9y)=P(Y =y
fo: P v: Pl )=P(¥ =)
Mas: P(X <p,Y =y)=P(Y =y) <= P(X <p) =1. Pelo que:
m[Z] =min{p: P(X <p,Y =y) =P(Y =y)}
=min{p: P(X <p) =1} = n[X].

6) Este principio ¢ invariavel a escala:

mwlaX] =min{p: Fox(p) =1} =min{p: P(aX <p) =1}

=min {p : P (X < g) zl}zamin{g : P (X < B) zl}zaW[X].

a a

3.5 Resumo

Na tabela seguinte, sumaria-se a informagao da seccao anterior.

Tabela 3.7: Varios principios de prémios e suas propriedades

Principio — 3.2.1 322 324 325 326 327 328 329 3210 3211

Prop. | W p+oap  exp ol o g(.) u(.) Ess % max
1 + + + + + + + + — +
2 + — + — — + + + + +
3 + - + + + + + + + +
4 + + + + - - - + — +
5 - - + - - - - = +
6 + + — — + + — — — +
O sinal “4” significa que a proposi¢ao é verificada; o sinal “—” que a proposicao nao é
satisfeita.

Pode-se concluir que os principios do prémio puro e da perda maxima sao os tnicos que
verificam todas as seis propriedades descritas; contudo, estes dois principios sao invidveis

do ponto de vista prético. O principio exponencial apenas falha a condi¢do da invaridncia
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da escala. O principio de Esscher nao verifica duas condic¢bes, a da iteratividade e a da
invariancia da escala. O principio que menos propriedades satisfaz é o do percentil.

Poder-se-ia daqui concluir que o principio mais aconselhavel seria o exponencial. To-
davia, tal parece ndo se verificar na pratica.

O principio do valor esperado é quase sempre usado em seguros de vida. Pelo contrario,
é pouco utilizado em seguros de propriedades. Tal deve-se ao facto de, nestes dltimos, ser
normal a ocorréncia de situagoes muito diversas e heterogéneas, o que desaconselha a
utilizacao de uma medida central como a média.

O principio do desvio-padrao, por sua vez, é provavelmente o mais frequente em seguros
de propriedade, seguros automoével, seguros de responsabilidade civil, seguros de roubo.
Curiosamente, alguns autores sustentam que o principio de célculo de prémio deve ser
obrigatoriamente aditivo, 0 que ndo se verifica com o principio do desvio-padrao.

O principio da variancia e o principio da utilidade nula sao pouco utilizados. O primeiro
por gerar prémios muito elevados. O ultimo, ndo obstante o seu grande interesse tedrico,
acarreta significativas dificuldades préticas, que se prendem essencialmente com a escolha
da funcao de utilidade.

Em jeito de conclusdo, pode-se afirmar que a escolha de um principio de calculo de
prémio depende da importancia que o decisor atribui a cada uma das propriedades descritas
e que, consequentemente, ndao existe um principio universal e objetivamente superior a

todos os demais.
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Capitulo 4

Medidas de risco

4.1 Introducao

De uma forma informal pode-se considerar que uma medida de risco para uma variavel
aleatéria X é tao somente um nimero real que a ela se encontra associado. Por exemplo,
um prémio para um risco X é uma medida de risco para X. A probabilidade de ruina
para um montante inicial € um ntmero que se pode considerar como associado & varidvel
aleatéria S da totalidade das indemnizagoes. Neste sentido, a probabilidade de ruina sera
uma medida de risco para S. Uma medida de risco para um risco X pretende, tdo somente,
quantificar a exposi¢ao ao risco que recai sobre a seguradora por suportar este risco. Pode
ser pensada como a quantidade de ativos necessérios a seguradora para suportar o risco X.
No fundo, uma medida de risco de um risco X mede o quao “perigoso” este é. Quanto maior
o valor da medida de risco associada a X, mais arriscado se torna assegurar esse risco. Mais
globalmente, uma medida de risco pode ser uma fungao cujo dominio é um conjunto de

riscos (num determinado horizonte temporal) que formam um portef6lio. Formalmente:

Definicao 4.1.1. Seja L°(Q, F, P) o conjunto de todas as variaveis aleatérias sobre (€2, F, P).
Considere-se M C L%(Q, F, P) um conjunto de riscos num horizonte temporal especifico,

formando um portefélio. Entdo, uma medida de risco R pode ser vista como uma funcao

R: M — R

As seguradoras podem ter varios departamentos, cada um deles responsavel por um
tipo de seguro: seguro de vida, seguro automoével, ... No que se segue é conveniente
pensar em X e Y como os riscos associados a dois departamentos. Neste sentido X +Y &

a varidvel aleatéria das possiveis perdas associadas & combinacdo dos dois riscos. Devera

7
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existir algum tipo de coeréncia entre os valores resultantes da aplicacdo de uma medida
de risco aos vérios departamentos e o valor dessa mesma medida de risco para toda a
seguradora. Para formalizar em que moldes se deve basear essa coeréncia, vem a seguinte

definicao.

Definicao 4.1.2. Uma medida de risco coerente é uma medida de risco R que verifica as

seguintes propriedades:
1) VX, Y e M, R(X+Y) < R(X)+ R(Y) (Sub-aditividade);

2) VX, Y e M, X <Y (ouseja, X(A) <Y (N\), VA e Q) = R(X) < R(Y) (Monotoni-

cidade ou mais arriscado = maior perda);

3) VX € M e Ve >0, R(cX) = cR(X) (Homogeneidade positiva ou Proporcional ao

tamanho);
4) VX e MeVeeR, R(X +c¢)=R(X) + ¢ (Invariancia por translacoes).

A Sub-aditividade significa que a medida de risco (e, portanto, o capital necessério para
fazer face ao risco) para dois riscos combinados ndo serd maior do que a medida de risco
tratando os riscos separadamente. Esta propriedade impoe que a combinacao de riscos
deveré acarretar vantagens.

A monotonicidade afirma que, se um risco tem sempre perdas associadas superiores as
de um outro risco, entao a medida de risco do primeiro deveré ser superior & do segundo.

A homogeneidade positiva, por seu turno, significa que, por exemplo, se as possiveis
indemnizacées do suporte de um risco sao sempre o dobro das associadas a um outro risco,
entdo o valor da medida de risco do primeiro é o dobro da medida de risco do segundo.

Por fim, a invaridncia por translacdes indica que, quando perante dois riscos X e X +c¢,

com ¢ > 0, o capital adequado para lhes fazer face devera ser o mesmo.

4.2 Exemplos de medidas de risco e respetivas propriedades

4.2.1 "Value-at-Risk", VaR

O valor em risco VaR ¢ a medida de risco mais utilizada. Note-se que VaR[X;p]
representa o capital requerido para garantir, com um nivel de confianca p, que a seguradora
nao se tornard tecnicamente insolvente pelo facto de assegurar o risco X. A titulo de

exemplo considere-se o risco S, no ambito, por exemplo, do modelo de risco coletivo.
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Neste sentido, Fg(z) é a fungao de distribuicao de S, ou seja, a funcao de distribui¢ao de
possiveis indemnizagoes (suponha-se, ao longo do ano) que possam surgir em detrimento
da seguradora se ter exposto ao risco em causa. Ora, VaR[S;p] é o quantil de ordem p
de S. De onde que, quando a seguradora tem um capital disponivel de VaR|[S;p], pode
absorver p% dos possiveis resultados que S possa tomar. Ou, de outro modo, existe uma
probabilidade 1 — p da seguradora entrar em insolvéncia no préximo ano em consequéncia
de um valor adverso que S possa vir a assumir.

Note-se que, no que se segue, X e Y representam riscos quaiquer, independentemente
da sua natureza, isto é, podem ser riscos no ambito do modelo de risco individual ou, entao,

do modelo de risco coletivo ou nenhum dos dois.

Definicao 4.2.1. Para um risco X, com funcdo de distribuicao Fx, o valor em risco num
nivel de confianca p, p € (0,1), é uma fungdo (de p) VaR[X,p] : {p: 0 <p <1} - R
definida por:

VaR[X;pl =inf{ceR:P(X >¢c)<1—-p}={ceR: P(X <c)>p}=Fy'(p).

Note-se que VaR[X;p] = Q,(X), ou seja, o valor em risco associado a X, num nivel
de confianga p, iguala o quantil de ordem p de X. Dai que esta medida de risco também
se denomine de medida de risco do quantil.

Esta medida de risco ndo é coerente, uma vez que falha a condicdo da sub-aditividade.
De seguida verifica-se a adequacao, ou a ndo adequacao da presente medida de risco as

quatro propriedades enunciadas na Definicdo 4.1.2.

1) Esta propriedade nao ¢é satisfeita. Sendo, considere-se o risco Z tal que Fz(1) = 0.91,

F(90) = 0.95 e F(100) = 0.96.

Claramente, VaR[Z;0.95] = Qo.95(Z) = 90. Sejam X e Y dois riscos dados, respeti-

vamente, por
X =Z1z<1001; Y = Z1{z5100}-

Obviamente, Z = X + Y. Ora, Fx(1) = P(X < 1) = P(Z < 1) + P(Z > 100) =
0.91 4+ 0.04 = 0.95, pelo que VaR[X;0.95] = 1. Por outro lado, Fy(0) = P(Y <
0) = P(Y =0) = P(Z < 100) = 0.96, do que Qo.95(Y) = VaR[Y;0.95] < 0.
Consequentemente, VaR[Z;0.95] > VaR[X;0.95] + VaR[Y;0.95].
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2) Esta condicdo é verificada. Sejam 0 < p < 1 e X e Y duas variaveis aleatorias tais

que X <Y, istoé, X(\) <Y(N), VA€ Q, Qo dominio de ambas. Logo:

VaR[X;p] =inf{z: P(X <z)>p} <inf{z: P(Y <z)>p} =VaR[Y;p|

3) A presente medida de risco obedece a esta propriedade. Sejam X um risco, 0 < p < 1

ec>0.

VaR[cX;p| =inf{zx: P(cX <xz)>p} =cinf{z/c: P(X <z/c) > p} =cVaR[X;p].

4) Esta condicao é satisfeita. Sejam X um risco, 0 < p < 1 e ¢ um ntimero real.

VaR[X +¢;pl|=inf{x : P(X +c<z)>p}=inflz: P(X <z —c)>p}

=inf{s: P(X <s)>p}+c=VaR[X;p| +c.

Convém, agora, fora do ambito do conceito da coeréncia de uma medida de risco, referir

a seguinte propriedade.

Definicao 4.2.2. (Convexidade) Sejam X, Y€ M riscos nao negativos e 0 < p < 1. Uma

medida de risco R diz-se convexa se e s6 se para todo o o € [0, 1]:
RlaX + (1 - a)Y;p] <aR[X;p]+ (1 - a)R[Y;p]. (42.1.1)

Claramente VaR nao é convexa pelo facto de nao verificar a sub-aditividade.
Ainda no que a esta medida de risco diz respeito, é conveniente apresentar o teorema

seguinte.

Teorema 4.2.1. Sejam X um risco e 0 < p < 1. FEntdo, VaR de X ¢é uma fungao

crescente e continua & esquerda.

Dem. A fungdo VaR[X,p] é crescente. Com efeito, se p; < pa, entdo P(X < p1) <
P(X < p9) e, portanto, Qx(p1) < Qx(p2), isto &, VaR[X,p1] < VaR[X,ps]. Quanto
& sua continuidade & esquerda, esta pode ser demonstrada considerando uma sequéncia
arbitraria de ntimeros positivos {p;}i>1 convergindo para p quando i — oo, com p; <
pep < pit1, Vi > 1. Entdo {VaR[X;p;]} ¢ uma sequéncia crescente. Caso o seu
limite seja VaR[X;p|, a continuidade & esquerda fica provada. Vamos admitir que tal
nao se verifica. Consequentemente, terad que existir um namero z tal que VaR[X;p;] <

lim; ,o VaR[X;p;] < z < VaR[X;p]. Logo, P(X < 2) > p;, para todo i > 1. Ora,
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se i — oo, entdo P(X < z) > p. Logo, z > VaR[X;p|, uma contradi¢do, que prova o
desejado. |

Para entender conceitos e notacoes posteriormente utilizadas é conveniente apresentar a
definicdo de contrato de resseguro stop-loss bem como um teorema relativo ao dito prémio

stop-loss. O intento destes contratos passa por cobrir a parte superior dos riscos.

Definicao 4.2.3. Seja X > 0 o valor associado a uma perda. Entdo, num contrato de

resseguro stop-loss, o pagamento de uma indemnizacao, para uma franquia d, é dado por
(X —d)y = (X —d) 1x>4(2).

Teorema 4.2.2. O prémio stop-loss, quer para o caso discreto quer para o absolutamente

continuo, dado um risco X > 0, e uma franquia d, é dado por:

oo

wﬂ@:ﬂ@’@Q:A[lFﬂmm, (4.2.1.2)

onde Fx € a fungdo de distribuicdo de X.
Demonstracao
a) Caso absolutamente continuo:

Pela definicdo de esperanga matematica, é claro que mx(d) = fdoo(x —d) fx(z)dz,

onde fx(z) é a funcao densidade de probabilidade de X.

Mas © —d = [} 1dz. Pelo que:

(@ = [ dfx@de= [ [ dspetais

- [ [ etz = [T ipcoza:

:/[Lwﬂmm

d

Note-se que na terceira igualdade se utilizou o Teorema de Fubini para alterar a

ordem de integracao.

b) Caso discreto:

mx(d) = Yo - dpx () = Y [ depxto)

>d x>d

_ /d TS ez = /d - Fx(2)ld,

x>z

onde px(z) é fungao massa de probabilidade de X.

Sublinhe-se que a terceira igualdade é possivel porque a série é absolutamente con-

vergente, pois px (x) é funcdo massa de probabilidade. |
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Assuma-se, agora, que uma seguradora tem um capital k& disponivel para fazer face
aos possiveis valores de S, ou seja, a possiveis indemnizacées, no caso anuais. Tem ainda
de pagar uma compensacao anual ik. E, para completar a férmula dos custos totais, é
necessario considerar o valor esperado para a diferenca entre a totalidade das indemnizacoes
que irdo ocorrer e a quantia inicial £ com que a seguradora enfrenta o risco em causa.

Somando estes dois termos, obtém-se uma férmula para os custos totais dada por:
C(k)=ik+ E[(S—Fk)4]. (4.2.1.3)

Pretende-se, agora, determinar o capital inicial k que a seguradora deverd possuir por
forma a minimizar os custos totais. Entao:

d (fkoo (1—Fs(s)) ds)
dk

& Fs(k)=1—i<+=k=VaR[S;1—i]=Fg'(1-1i).

C'(k)=0+—i+ =0« i+ Fg(k)—1=0

Por outro lado, C" (VaR[S;1 —i]) = fs(VaR[S;1 —1]) > 0.
Isto é, a quantia minima inicial com que a seguradora deverd enfrentar o risco S é o

valor em risco de S num nivel de confianga 1 — 4, ou seja, k = VaR[S;1 —i].

4.2.2 "Tail-Value-at-Risk", TVaR

No sentido de contornar o problema que constitui o facto de VaR nao ser sub-aditiva,

define-se outra medida de risco, que se designa por TVaR.

Definicao 4.2.4. Para um risco X, o valor em risco de cauda com um nivel de confianca

p, p € (0,1), € uma fungao (de p) TVaR[X;p]: {p:0 < p < 1} — R definida por:
1 1
TVaR[X;p| = / VaR[X;u]du.
1-pJ,

Noutras palavras, TVaR é a média dos valores de VaR de X para valores superiores a
p. Se X for absolutamente continua, esta medida de risco pode igualmente ser vista como

a perda esperada, posto que essa perda serd superior a Qx (p) = VaR[X;p]. Sendo note-se:

1 o0
E[X | X > VaR[X;p]} = P (X > VaR[X:p]) /VQR[X;M xfx(x)dz

1 /“
_ xfx(x)dx
1= Fx(VaR[X;p]) Jvarpxy) x ()

1 (e.)
_ rfx(x)dz.
1 —p Jvarixp) x )
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Considere-se a seguinte mudanca de variavel. Seja y = Fx(x). Entao, x = Q,(X). Por

dF . d

outro lado, ¢ == X = fx(z). Ou seja, dz = fx?x)'

Assim, se ¢ = VaR[X;p], entdo y = Fx(VaR[X;p]) = Fx(Qp(X)) = p. Se, por seu
turno, * — +o0, entdo y — Fx(+00) = 1. Voltando, assim, ao calculo anterior, vem:

E[X;X>VaR[X;p]} :1% VOOR }fo( z)dz

= Qy(X) fx(z
5 [ et
= — Q Xdy:/ VaR|X;y|dy
l_p/p WXy = = [ VR[]
=TVaR[X;p|.
Logo, se X é absolutamente continua, TVaR[X;p] pode ser igualmente escrita como

TVaR[X:p] = E|X | X > VaR[X;p]}

= VaRXip+ [~ VaR[X:p)) fx(@)d
— P JvaR[X;p]
=VaR[X;p|+e(VaR[X;p]), (4.2.2.1)

com e uma fungao de VaR[X;p|, definida por
1 0o
e(VaR[X;p]) = — (z — VaR[X;p]) fx (z)dz
P JvaR[X;p]

Consequentemente, TV aR é estritamente superior a correspondente VaR, sendo que a
excede pelo valor esperado de todos os excessos possiveis das perdas relativamente a VaR.

Conclui-se que, dados 0 < p < 1 e X um risco absolutamente continuo, TVaR[X; p)
é o valor da indemnizacao ou da totalidade de indemnizacoes que se espera no caso desta
ser superior a VaR[X;p|.

E uma medida aconselhavel se se pretende lidar eficazmente com situacdes extremas,
situagoes de algum modo catastroficas. Todavia, é pouco sensivel a perdas em circuns-
tancias normais, perdas mais baixas ou intermédias. Com efeito, a titulo de exemplo,
TVaR[X;0.995], para um risco X qualquer, foca-se no que acontece nos 50 piores cenarios
de 10000 simulagoes, ou seja, concentra-se em riscos elevados e eventos extremos. Pelo
contrario VaR nao se focaliza em eventos extremos.

A titulo de exemplo, dado um risco X, VaR[X;0.995] focaliza-se nas piores 9950 perdas
de 10000 simulacdes. E o pior cenério sob circunsténcias normais. A Figura 4.1 ilustra

este dltimo exemplo.
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b +— Ilédia

Distribuigio de probabilidades da v.a 3 das
possiveis perdas
L

VR [;0.995]

TVaR [Z;0.955]
« Wlédia das perdas nazona a sombreado

— P

Cenatio adverso com 0.5% de probabilidade

Figura 4.1: Representacao grafica grafica de VaR|X;0.995] e TVaR|X;0.995]

Voltando a (4.2.1.3), pretende-se o valor do custo minimo dividido por i, isto &, o valor

da divisao entre C' quando k = VaR[S;1 — 1] e 1.

lC(VaR[S;l—i]) = }[iXVaR[S;l—i]—i—/ (1 —Fg(s))ds
2 7 VaR[S;1—1]
1 oo
:VaRS;l—i—%A/ 1 — Fy(s)) ds
| | 1—(1—14) Jvars—i ( 5(2))

= TVaR|[S;1 — .

A ultima igualdade serd vista mais & frente e justifica-se pela equagao 2) da seccdo
4.3 - Relacoes entre medidas de risco. Pode-se concluir que o custo minimo dividido pelo
dividendo 7 é igual ao valor em risco de cauda de S num nivel de confianga 1 — 3.

Em consequéncia, vem:

TVaR[S;p] =inf {k‘ +
k>0

TrS(k:)} .

De seguida, mostra-se que TV aR é coerente.

1) TVaR ¢é sub-aditiva. Sejam X e Y riscos quaisquer, 0 < p < 1, d; = VaR[X,p],
dy = VaR[Y;p] e d=d; + d2. Entao:

1
TVaR[X + Y;p] <d+ _p7TX+Y(d)

1
1
:d1+d2+71_pE[(X+Y_d1_d2)+]

1
<di+dy+ ﬂE (X —di)4 + (Y = d2)4]
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— i+ T BIX = di)y] + da ot B IY — do).]

=TVaR[X;p|+TVaR[Y;p|

Nesta demonstracao, usou-se o facto de, para toda a funcgao f e g, se verificar (f +

9+ < fy +94.

2) Esta condicéo é verificada. Sejam 0 < p < 1 e X, Ye M duas variaveis aleatorias

tais que X <Y:

I I
TVaR[X;p| = 1/ VaR[X; z]dz < 1/ VaR|Y; zldz =TV aR[Y;p).
p p

Sublinhe-se que a inequagdo é valida porque VaR obedece & monotonicidade, isto é,

verifica-se que VaR[X;z] < VaR[Y;z], sempre que X <Y,

3) Esta medida de risco obedece a esta propriedade. Sejam X um risco, 0 < p < 1 e

¢ > 0. Diretamente da homogeneidade positiva de VaR vem:
1 1 1
TVaR[cX;p| = / VaR[cX;y|dy = C/ VaR[X;yldy = ¢cTVaR[X;p).
L=pJp L=pJp

4) Esta condicao é satisfeita. Sejam X um risco, 0 <p<lecé€R:

1 L 1 L
TVaR[X + ¢;p] = T VaR[X + ¢;yldy = T (VaR[X;y] + ¢)dy
P P

c(1—p)=TVaR[X;p] + c.

- /1VR[X- Jdy + —
=1 ), VeRXsldy + g

Repare-se que a segunda igualdade advém do facto de VaR satisfazer a condicao da

invaridncia por translacoes.

Refira-se que, contrariamente a VaR, TVaR é convexa , e tal decorre, obviamente, da

sua homogeneidade positiva e da sua sub-aditividade.

Teorema 4.2.3. Sejam X um risco e 0 < p < 1. Entdao, TVaR de X num nivel de
confianga p € uma fungao (de p) TVaR[X;p] : {p:0 < p <1} — R crescente e continua

G esquerda.

Demonstragao Ja se provou que VaR é uma funcdo de p crescente e continua a
esquerda, logo TV aR estd bem definida e é continua & esquerda. Por outro lado, uma vez
que

dTVaR[X;p] 1

1
ap = 0=p2 [/p VaR[X;pldy — (1 —p)VaR[X;p]| >0,
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vem que TVaR é uma funcao crescente de p. |
De seguida apresentam-se dois exemplos. No primeiro, calcula-se VaR e TVaR; no

segundo, TVaR.

Exemplo 4.2.1. Seja X a variavel aleatoria das possiveis indemnizacoes, seguindo uma
distribuicao exponencial de média 6 e, consequentemente, com funcdo densidade de pro-
babilidade fx(z) = gexp (—%) 1;50(z). Pretende-se calcular VaR[X;p] e TVaR[X;p).

Entao, se y > 0O:

pto) = e () e =1 eon (),

caso contrario, Fx(y) = 0.

Para calcular VaR[X;p], resolve-se a seguinte equagdo em ordem a y:

Fx(y) =p = 1—emp(=5) =p=>y=—0ln(1-p)

= VaR[X;p| = —0In (1 — p).

Por outro lado:

! 1
TVaR[X;p]—llp/ VaR[X;u]du_llp/ 9l (1 — u)du
—pJ, )
1
AN lim (1 — A)A~1) +9+9(p—1)1n(1_p)_9p'
p—1 A—1 =

Este altimo limite é uma indeterminacdo do tipo 0°. Seja lim_, (1 — A)A=D = 4.

Entao, aplicando o logaritmo a ambos os membros desta tltima igualdade, obtém-se:

In(y) = }xlgll(A —1)In(1-A) = }llinl (Al_l)

In(1—-A).

Agora, esté-se perante uma indeterminagao do tipo %>. Pode-se, assim, aplicar a regra
de 'Hopital: In (y) = lima—1 % =limg1(2 —24) =0.
Pelo que In (y) = 0, ou seja, y = 1. Finalmente:
6 0+0(p—1)In(l—p)—06p
TVaR|X;p|=——1In(1) +
Xirl = (1)

=VaR[X;p] + 0. (4.2.2.2)

Daqui se conclui que VaR[X;p] = —0In (1 —p) e TVaR[X;p] = VaR[X;p] + 0.
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Exemplo 4.2.2. Seja X ~ Normal(u,0?). Pretende-se calcular TVaR[X;p], 0 < p < 1.
Ora,

1 Oo y i)’
TVaR[X;p|=E|X | X > VaR[X;p]| = —— e 2V ) dy.
L=p Jvarix;p) V210

Denotando por ¢ a fun¢ao densidade de probabilidade de Z ~ Normal(0,1), isto &,

(z) = \/%767522, e fazendo z = L=£, vem que
1 oo
TVaR[X;p] = —— / OEY I 52,
1 —p VaR[X;p]—p \/ﬂ

—— e LIRSS R ¢(2)d
a 1—]) VaR[X;p]—p \/27-(-6 & H VaR[X;p]—p 2)az| -

Fazendo u = % para o primeiro integral e, sendo ® a funcio de distribuigdo de Z,

VaR[X;p|—p

notando que o segundo é igual a (1 -9 ( = >>, vem que

TVaR[X;p| = p

" o (VaR[X;p] - u) . (4.2.2.3)

* 1—p o
4.2.3 "Conditional tail expectation", CTE

Esta medida de risco representa a perda média nos 100(1 — p)% piores casos possiveis,

0<p<l

Defini¢ao 4.2.5. Considerem-se X um risco e 0 < p < 1. A medida CTE define-se como
sendo a fungao (de p) CTE[X;p]: {p:0 < p < 1} — R definida por:

CTE[X;p] = E[X | X > VaR[X;p]].

Repare-se que, caso Fx(z) seja absolutamente continua, verifica-se que CTE[X;p] =
TVaR[X;p], 0 < p < 1, gerando-se, assim, uma medida de risco coerente. Todavia, é

possivel demonstrar diretamente a sub-aditividade de C'T'E recorrendo ao lema seguinte:

Lema 4.2.1. Sejam X uma varidvel aleatdria no espaco de probabilidades (U, P, F) e

x € X tais que P(X > x) > 0. Entao, para todo o evento A C ) tal que P(A) = P(X > x),
EX|A<E[X|X >zl (4.2.3.1)

Demonstracao

Nas condices definidas no lema que se pretende provar, considere-se B = X ! ((z, +-00]).
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Note-se que P(B) = P(X > z) = P(A). Entao,

EX|X>al=20+E[X—2|X >z AlPA|B)
+E|X-2|X >z, A|P(A|B)

>r+ B[X 2| X >z A|lPA]|B)

P(ANB)

24+ E|X—2|X>u2 Al
z+ B r| X >z, | =P

—r+ E[X —2|X >z A|P(B]| A)

>z 4 B[X 2| X >z A|P(B|A)
+E|X -2 |X <z, A|P(B|A)
=F[X | A4].
Sublinhe-se que A = A° = Q — A.
A primeira igualdade resulta do facto de B = (AN B)U (A N B). A terceira igualdade
é consequéncia de P(A) = P(X > z) = P(B). A segunda inequagdo é possivel porque
obviamente E'| X —z | X <z, A] é uma quantidade negativa. |
Ora, sejam X,Y € M duas varidveis aleatorias absolutamente continuas no espaco de
probabilidades (€2, P, F). Usando (4.2.3.1) e tendo em conta que P (X > VaR[X;p]|) =
1 —p, vem:
CTE[X +Y;p|= E[X | X+Y > VaR[X+Y;p]} —|—E[Y | X +Y > VaR[X +Y;p)
< E[X | X > vaR[X;p]} + E[Y Y > VaR[Y;p]}

=CTE[X;p|+CTE[Y;p].

4.2.4 VaR condicional, CVaR

Dados um risco X e 0 < p < 1, entao, posto que o valor da indemnizacao se superioriza

a VaR[X;p|, o valor esperado para esse acréscimo é a medida de risco CVaR[X; p].

Definicao 4.2.6. Considerem-se X um risco e 0 < p < 1. A medida VaR condicional é
uma funcdo (de p) CVaR[X,p|: {p:0 < p <1} — R definida deste modo:

CVaR[X;p] = E|X —VaR[X;p] | X > VaR[X;p]} = CTE[X;p| — VaR[X;p].

De seguida, estuda-se a coeréncia de C'VaR para riscos absolutamente continuos.
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1) A medida de risco CVaR nao obedece a propriedade em causa. Uma vez que TVaR
¢é sub-aditiva, dadas duas varidveis aleatérias X e Y absolutamente continuas quais-

quer, vem
E[X+Y|X+Y > VaR[X+Y;p] <E[X|X > VaR[X;p]+E[Y |V > VaR[Ysp],

que é equivalente a

1 ° 1 © 1 ©
— sfxtv(s)ds < —— zfx(z)de+—— yfy (y)dy.
1 —p Jvarix+vp| 1 —p Jvarixyp) 1 —=p Jvaryp)
(4.2.4.1)
Por outro lado, a sub-aditividade de C'VaR equivale a
1 o0 1 o0
— sfxyy(s)ds —VaR[X +Y;p] < —— xfx(x)dx
1 —p Jvarix+yy) 1 —p Jvarixp)
1 (o]
+— yfy (y)dy — (VaR[X;p| + VaR[Y;p]). (42.4.2)

1 —p Jvary )

Se VaR[X +Y;p| > VaR[X;p|+ VaR[Y;p], uma vez que (4.2.4.1) se verifica, entao
(4.2.4.2) também se verifica. Caso contrario, (4.2.4.2) pode ou nao ser satisfeita.
Ora, VaR nao é uma medida sub-aditiva, pelo que ou VaR[X +Y;p] > VaR[X;p|+
VaR[Y;p| é verdade ou VaR[X +Y;p| < VaR[X;p|+ VaR[Y;p] é verdade, ou seja,
CVaR nao é sub-aditiva.

2) Esta medida nao satisfaz a monotonicidade. Sejam X e Y riscos absolutamente
continuos tais que X <Y e 0 < p < 1. Uma vez que VaR e TV aR satisfazem esta
propriedade, entao VaR[X;p] < VaR[Y;p] e TVaR[X;p] < TVaR[Y;p]. Nestas
condicoes TVaR[X;p| — VaR[X;p] < TVaR[Y;p| — VaR[Y;p] pode-se verificar ou
nao, ndo é obrigatoriamente verdade para quaisquer riscos X e Y, pelo que CVaR

nao obedece & condicao da monotonicidade.

3) Esta condicdo é verificada. Sejam X um risco absolutamente continuo, 0 < p < 1 e

c > 0.

CVaR[cX;p|=TVaR[cX;p|-VaR[cX;p|=cTVaR[X;p|—cVaR[X;p|=cCVaR[X;p|.

A segunda igualdade advém do facto de TVaR e VaR verificarem a homogeneidade

positiva.
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4) Esta condigao nao é satisfeita. Sejam X um risco absolutamente continuo, 0 < p < 1

eceR:

CVaR[X + ¢,p] = TVaR[X + ¢;p] — VaR[X + ¢; ]
=TVaR[X;p|+c—VaR[X;p] — ¢
=TVaR[X;p|+ VaR[X;p| = CVaR[X, p]

# CVaR[X,p|] + ¢, sec#0.

A segunda igualdade é consequéncia de TVaR e VaR verificarem a propriedade da

invaridncia por translacoes.

4.2.5 "Expected shortfall", ES

Esta medida de risco, para um nivel p, 0 < p < 1, ndo é mais do que o valor do prémio

num contrato stop-loss (ver (4.2.1.2)) com retengao igual a VaR[X;p].

Definigao 4.2.7. Para um risco X, a um nivel p, 0 < p < 1, ES[X;p] é uma funcao (de
p) ES[X,p]: {p:0<p <1} — R assim definida:
—+00
BS[Xip] = B [(X - VaR[Xipl),] =n (VaR[Xip) = [ (1~ Fx(a))ds
VaR[X;p]
A medida de risco ES nao é coerente.

Esta medida de risco satisfaz a condigdo da homogeneidade positiva. Sejam ¢ > 0,

O<p<leXeM:

ES[eX;p] = / (1 - F.x(s))ds = / (1 —-P(cX <s))ds
VaR[cX;p] VaR[cX;p]
e S
= 1-PlX <-))ds.
/‘V/QR[CX;p] ( ( C))
Recorre-se, agora, a uma mudanga de varidvel. Seja y = 2. Se s = VaR[cX;p],

entdo y = %VaR[cX ;p]. Isto é, uma vez que VaR satisfaz a homogeneidade positiva,

y= %VaR[cX;p] = %cVaR[X;p] = VaR[X;p|. Por outro lado, se s — oo, entao y — oo.

Ora, % = %, do que, ds = cdy. Logo:
oo s oo
ES[CX;p}_/ (I—P[ngds_c/ (1— P[X <y])dy
VaR[cX;p] c VaR[X;p]

[ - Fx)dy = cES[Xip,
VaR[X;p]
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A medida de risco ES nao obedece & propriedade da invariancia por translagoes. Sejam

ceR 0<p<leXeM:

[e.e] (e e}

(1Fx+c(8))d82/ (1-P(X+c<s))ds

ESIX+ el = / VaR[X+e;p]
a cip

VaR[X+c;p)

:/oo (1-P(X <s—c))ds.

VaR[X+c;p]
Considere-se uma nova variavel y = s — c. Se s = VaR[X + ¢; p, entdo y = VaR[X +
¢;p] —c. Como VaR obedece a presente propriedade, y = VaR[X;p]+c—c = VaR[X;p)|.

Se s — 00, vem que y — 0o. Por outro lado, % =1, isto é, dy = ds. Pelo que:

[ee] o)

(1P(X§sc))ds:/ (1-P(X <y))dy

ES[X+c;p]:/ S—
aR[X;p

VaR[X+c;p)

= ES[X;p] # ES[X;p| + ¢, se c#0.

4.2.6 Medida de Risco Padrao

Outra medida de risco R é a denominada Medida de Risco Padrao e é definida como se

segue:

Defini¢ao 4.2.8. Sejam X um risco e u uma fun¢do de utilidade. A Medida de Risco
padrao R ¢é assim definida: R(X) = —Fu(X — E[X])].

Exemplo 4.2.3. Considerem-se X um risco e u(r) = azx — bz? a funcio de utilidade, com
a e b nimeros reais ndo nulos simultaneamente. Pretende-se calcular R(X):
R(X) = —EBla(X — E[X]) - b(X — E[X])’]
= —FlaX — aE[X] — bX? + 20X E[X] — bE[X]?]
= —aE[X] + aE[X] + bE[X?] — 2bE[X)? + bE[X]?

= bE[X?] — bE[X])? = WWar[X].

4.3 Relagoes entre medidas de risco

Apresentam-se de seguida as relagdes existentes entre as varias medidas de risco. Para
0 que se segue, entdo, X ¢ um risco absolutamente continuo, 0 < p < 1, Fx(x) é a fun¢io

de distribuicdo de X e Fx(z) = Pr[X > z] =1 — Fx(x).
Lema 4.3.1. Verificam-se as sequintes igualdades:

1) TVar[X;p] = Var[X;p] + lfipES[X;p];
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2) CTE[X;p) = Var[X;pl + g e s BSIXp;

3) CVaR[X;p] = %

Demonstragao

1) Referiu-se que TVaR[X;p|=F|X | X > VaR[X;p]} = ﬁ f‘izR[Xm] xfx(z)dr, na
secgao 4.2.2, com fx(x) a fungao densidade de probabilidade de X. Entao,

VaR[X;p] + 1ipES[X;p] =

1 o
=VaR[X;p| + —— (x = VaR[X;p]) fx(x)dx
1 =p Jvarixp)

o0

1 o0
=VaR[X;p| + —— / rfx(v)dr — VGR[X;I?]/
1 VaR[Xp] VaR[X;p]

fX(a;)d:U]

= VaR[X;p] + % /Oo fx(x)dz — VaR[X;p] (1 - Fx(VaR[X;p]))]

=VaR|X;p| + % /OO rfx(z)dxr — VaR|X;p| + VaR[X;p]p]

- VaR[X;p]
1 1
=VaR|X;p| — —=VaR|X;p| + ——VaR|X;plp
[Xip) = = VaRIXip) + = VaRIXp
1 oo
+ / zfx(z)dr = TVaR[X;pl.
(1 - p) VaR[X;p]
2) Desenvolvendo a defini¢ao de ES,
BS[Xip) = E[(X - VaR[Xipl)] = [ (o~ VaR[Xsp]) fx(a)da
VaR[X;p]

_ / 2 fx (2)dr — VaR[X;p| + VaR[X; plp
VaR[X;p]

:/OO xfx(z)dr — (1 — p)VaR[X;p)].
VaR[X;p

1
VaR[X;p| + Fx(VaR[X:p) ES[X; p]

= VeR(Xi3l 4 {— e [ / jw efx(@)de — (1 —p)VaR[X;p]]

1
:VaR[X;p]%-li [

— /OO xfx(z)dr — (1 — p)VaR[X;p]]

VaR[X;p]
-t zfx(x)dx = E[X | X > VaR[X;p]] = CTE[X;p].
1 -p Var(X;p]
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3) E sabido que CVaR[X;p| = CTE[X;p] — VaR[X;p]. Utilizando a relagdo 2), vem,

1
Fx(VaR[X;p])

CVaR[X;p] = VaR[X;p| + ES[X;p] — VaR[X;p]

_ _ BSIXpl
Fx(VaR[X;p])
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Capitulo 5
Aplicacoes

No presente capitulo, todos os valores apresentados resultam da aplicacao de programas
escritos em linguagem R, programas esses que se encontram nos anexos. S3o calculados
prémios, de acordo com multiplos principios, as principais medidas de risco e probabilidades
de ruina, tudo para situacdes concretas especificadas. Note-se que as distribuicdes da seccdo

5.1 nao tém qualquer relacdo com as distribuicoes da seccao 5.2.

5.1 Calculo computacional de prémios e de medidas de risco

Nesta seccao, calculam-se os prémios pelos principios abordados anteriormente, bem
como os valores assumidos pelas principais medidas de risco, tudo para seis distribuictes
absolutamente continuas. Para tal, foram concebidos programas em linguagem R, presentes

nos ANEXOS 3.

5.1.1 Apresentacao das distribuicoes

Todas as distribuicoes possuem um valor esperado igual ou aproximado a 1200 e uma
variancia igual ou aproximada a 2400, & excecdo de X1, em que a média iguala 1200 e a

variancia 1200%. As distribuicdes sio as seguintes:

X1 ~ Ezp(1555) X4 ~ Normal(1200,2400);
Xy ~ Logistic (12007 v 77300) X5 ~ Pareto(1152.9688,25.15);
X3 ~ Gamma(600, 1) Xg ~ InN(7.0892,0.0408).

Observando, na Figura 5.1, as respetivas func¢tes de densidade de probabilidade, constata-

se que algumas sdo relativamente semelhantes.

95
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A distribui¢ao de Pareto s6 assume valores superiores ou iguais a 1152.9688. Na Figura
5.1, a semirreta vertical apresentada nao é parte do grafico da funcdo de densidade de

probabilidade de X5.
Somente se consideram os valores positivos da distribuicao normal. Deste altimo facto,
conclui-se que, em rigor, se deveria optar pela distribuicdo normal truncada. Todavia, a

diferenca entre X4 e a respetiva distribuicdo truncada é claramente desprezivel.
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Figura 5.1: Funcoes densidade de probablidade de X, Xa, X3, X4, X5, Xs

Claramente, X1 é mais propensa a assumir valores muito elevados. Sublinhe-se, uma
vez mais, que a variancia de X, é consideravelmente superior as varidncias das restantes
distribuicbes. Esta maior ou menor propensao de uma distribui¢do em assumir valores
elevados pode ser expressa pelo conceito de cauda pesada; quanto maior essa propensao,
mais pesada é a cauda da distribuigdo. Existem vérias formas de averiguar o “peso” da

cauda de uma distribuicao. Nesta tese, faz-se uso de trés possiveis abordagens.

A mais intuitiva e pouco elaborada de todas passa, simplesmente, pela constatacio de
que, no caso concreto, e por exemplo, P(X5 > 1700) = 5.7401 x 1075, P(Xs > 1700) =
2.9113 x 107 e P(X; > 1700) = 0, i € {3,4,6}.

Este “processo” parece indicar que, colocando X; de parte, por possuir uma variancia
muito superior & das demais distribuicoes, a cauda mais pesada é a de X5, seguida da de

Xo.
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Todavia, este método é bastante rudimentar e falivel. Uma outra metodologia recorre

4 noc¢ao de fungao de excesso médio.

Definicao 5.1.1. Dada uma varidvel aleatéria X nado negativa com valor esperado finito

e funcao de distribuicao Fx(.), a funcao de excesso médio de X é uma fung¢ao definida por

+o0 . U u
)= E[X 2| X > = fl—Fi)zi)))d

, para Ty, < T < Iypyf,
onde z,, =inf{r € R: Fx(z) >0} e xpy = sup{r € R: Fx(x) < 1}.

Note-se que, pela perda de memoéria da distribuicao exponencial, se conclui que, neste
caso, e(zx) = % para todo o valor de z, sendo /5 o parametro da distribuicao (ver [13]).

Uma definicao possivel e mais elaborada do que a anterior para o conceito de cauda
pesada é a seguinte: se o grafico da funcao de excesso médio de uma distribuicao for
crescente, ou, pelo menos, for crescente em [a,4+00), a € R, entdo essa distribuicdo tem
a cauda mais pesada do que a distribuicao exponencial, a distribuicao de referéncia, e a
distribuicao diz-se de cauda pesada; se for decrescente, pelo menos em [a, +00), tem cauda
menos pesada do que a distribuicdo exponencial e diz-se de cauda leve.

Recorrendo a ([13]) constata-se que, segundo esta abordagem, X5 e X sdo distribuigoes
com cauda pesada, sendo X3 de cauda nao pesada ou leve.

Por fim, também se averigua o “peso” da cauda de uma distribui¢do recorrendo ao

respetivo coeficiente de assimetria (ver [7]).

Definicao 5.1.2. O coeficiente de assimetria de uma distribui¢do X define-se como

E [(X — u)?’}

X:
v o3

Y

com pu = E[X] e 0? = Var[X].

Ora, se vx > 0, os valores extremos de X — u possuem uma probablidade significativa
de ocorrréncia e X diz-se de cauda pesada. Quanto maior o valor de yx, mais pesada é a
cauda da distribuicao.

Esta metodologia indica que as distribui¢oes com cauda mais pesada sdo, por ordem

decrescente, X5, X4, e X3. Sendo, atente-se, entao, na Tabela 5.1:
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Tabela 5.1: Coeficiente de assimetria das distribuicoes

Distribuicdo Coeficiente de assimetria

Xy 0
X3 0.0816
Xy 0
X5 2.2653
Xe 0.1225

Combinando os trés métodos descritos, conclui-se que X5 e Xg sao distribuigdoes com
cauda pesada e que as distribui¢oes com cauda mais pesada sao, por ordem decrescente,

X5, Xﬁ, X3 € XQ.

5.1.2 Valores do prémio segundo os diferentes principios de calculo

Nas Tabelas 5.2 e 5.3 estdo presentes os diversos valores que o prémio pode assumir
para cada risco, tendo em conta o principio adotado.

Uma vez que todos os riscos podem assumir um conjunto ilimitado de valores, nao
existe, para nenhuma distribuicdo, um prémio pelo principio da perda méaxima. Utilizam-
se os seguintes valores para parametros ja explorados: a; = 0.1 (principios da esperanca
matematica, da varidncia e do desvio padrio), as = 7 x 10~* (principio exponencial e
principio da utilidade nula com utilidade exponencial), h = 7 x 10~ (principio de Esscher),
p = 2 (principio do risco ajustado), € = 0.25 (principio do percentil), p = 0.9 (nivel de
confianga nas medidas de risco).

Note-se que “n.e” significa que nao existe um prémio atribuido.

Pode-se concluir que existe uma concordéancia significativa entre a hierarquia preco-
nizada para as distribuicbes quanto ao “peso” da cauda e os valores dos prémios. Com
efeito, colocando X; de parte, a distribuicdo de Pareto é a que apresenta o prémio mais
elevado qualquer que seja o principio utilizado, excetuando quando se aplica o principio
do percentil. Quanto mais pesada a cauda da varidvel aleatoria que representa as possiveis
indemnizagoes a serem atribuidas pela seguradora, maior parece ser o valor do prémio,
independentemente do principio de célculo do prémio utilizado.

Esta relacdo nfo é, todavia, uma relagdo forte. Sendo repare-se, por exemplo, nos

prémios relativos a distribuicao Xg.
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Tabela 5.2: Valores do prémio de acordo com varios principios

Princ.— W w4+ o erp o

Dist. |
X, 1200 1320 2617.974 145200 1320
X 1200 1320 1200.84 1440 1204.899
X3 1200 1320 1200.841 1440 1204.899
Xy 1200 1320 1200.84 1440 1204.899
X5 1200.711  1320.782 n.e. 1448.332  1205.687
Xs 1199.947 1319.941 n.e. 1439.833 1204.844

Tabela 5.3: Valores do prémio de acordo com varios principios

Princ.— g() u(.) Ess %

Dist. |
X3 2400 2617.974 7500  1663.553
Xy 1237.443  1200.84 n.e. 1229.673
X3 1235.204 1200.841 n.e. 1232.67
Xy 1234.504 1200.84 1201.68 1233.043
X5 1252.577 n.e n.e 1218.306
Xs 1235.505 n.e n.e 1232.401

99

Os principios em questao atribuem valores relativamente semelhantes a distribuicoes

que pouco diferem umas das outras no seu valor esperado e na sua varidncia. Claramente,

os valores do prémio para a distribuicao exponencial diferem substancialmente dos demais.

Os principios que geram valores mais heterogéneos sdo os do risco ajustado, do percentil

e de Esscher, se bem que, neste dltimo, s6 dois riscos tém um valor atribuido; nos demais

pelo menos um dos integrais envolvidos no calculo diverge.

Para o risco X;, os principios da variancia e de Esscher produzem prémios muito

superiores aos gerados pelos restantes principios. De resto, o principio da varidncia é o que

gera os prémios mais elevados em todas as distribuigoes.
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5.1.3 Valores das medidas de risco

Na Tabela 5.4 encontram-se os valores de quatro medidas de risco para as distribuicoes

em causa, com o nivel de confianga p = 0.9.

Tabela 5.4: Medidas de risco para X1, X, X3, X4, X5, Xg

M.Risco— VaR TVaR ES CVaR

Dist. |
X1 2763.102 3963.102 120 1200
Xo 1259.346  1287.803 2.8457 28.4573
X3 1263.196  1287.462 2.4267 24.2665
Xy 1208.97  1227.459 1.8489 18.489
X5 1263.511 1315.83 5.2319 52.3193
X6 1263.306 1288.128 2.4821 24.821

Uma vez mais, X; apresenta valores consideravelmente superiores aos relativos aos
restantes riscos. De facto, como a probabilidade de este ultimo risco assumir valores muito
elevados (valores catastroficos, portanto) é relevante, a seguradora para lhe fazer face tera
de estar munida de um montante mais elevado do que aquele que necessita para suportar
os demais riscos, riscos que muito dificilmente se revelam calamitosos. De resto, existe uma
concordancia muito forte entre a hierarquia das distribuicbes quanto ao “peso” da cauda e
os valores das medidas de risco. Relembre-se que se concluiu que a ordem decrescente das
distribuicdes quanto ao “peso” da cauda é a seguinte: X5, Xg, X3 e Xo. Ora, esta ordem
verifica-se exatamente para VaR e TVaR e “quase” é verificada extamente para CVaR e
ES. Por outro lado, X5 apresenta os valores mais elevados em todas as medidas de risco.
Esta sintonia era expectavel uma vez que, quanto maior for a probabilidade de um risco
em assumir valores extremos, isto €, quanto mais pesada for a sua cauda, maior deve ser a
quantia com que a seguradora o enfrenta.

Anteriormente mostrou-se que a medida T'V aR é mais adequada a riscos potencialmente
catastroficos, enquanto que VaR é mais indicada para riscos que representam perdas em
circunstancias normais. Como tal TVaR = 3963.102 é a medida de risco ideal para enfren-
tar X7 com um nivel de confianga de 90%. Isto &, o valor esperado para a indemnizagao
posto que seré superior a VaR[X1;0.9] = 2763.102 é de 3963.102. Para enfrentar os outros

riscos VaR é talvez mais adequada do que TVaR. Se assim for, a seguradora, estando
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inicialmente provida de um montante igual ao valor de VaR|[X;;0.9], em 90% das realiza-
¢oes de X;, i € {2,3,4,5,6}, ndo incorrerd numa situagdo de prejuizo. Relembre-se que,
X1 de parte, a distribuicao de Pareto apresenta valores significativamente superiores do
que os restantes riscos. O segundo valor mais elevado de C'VaR verifica-se na distribuicao
logistica; aqui, CVaR = 28.4573, o que significa que o valor esperado para o que o valor
da indemnizagao acresce a VaR[X3,0.9] = 1259.346, posto que esse acréscimo ocorre, é de
28.4573. O valor de ES é mais elevado em X5. O facto de ES[X2;0.9] = 2.8457 significa
que o valor do prémio num contrato stop-loss com franquia VaR[X5;0.9] = 1259.346 ¢

igual a 2.8457.

5.2 (Calculo computacional da probabilidade de ruina

Pretende-se determinar aproximacoes para a probabilidade de rufna utilizando recursos
computacionais. Especificamente, fazendo uso de programas concebidos para o efeito,
escritos em linguagem de Programacao R, presentes nos ANEXOS 1.

Considere a seguinte situa¢ao hipotética. Em média, ocorre um sinistro por cada cinco
dias decorridos. A unidade temporal considerada é de um dia, X ~ Gamma(900,1),
u =600, § = 0.3 e A\ = 1/5. Note-se que se pretende determinar uma aproximagao para a

probabilidade de ruina do processo de Poisson homogéneo:

N(t)
900 t
U(t) =600+ (1+ OB)Tt - Z Xi, X; ~ Gamma(900,1), N(t) ~ Poisson <5> .
i=1
Fazem-se 10000 simulacoes, sendo que em cada uma delas existem 400 indemnizacoes.

Obtém-se:

R > Simulation.Gamma(0.2, 600,900, 1, 0.3, 400, 10000)
6152 4.559655 8.004714 168 0.6152

Em 6152 das 10000 simulagoes ocorreu a ruina. Nestas simulag¢des, em média, a ruina
surgiu (pela primeira vez) na 5% indemnizagéo e no maximo ocorreu na 1682 indemnizagao.
E entdo pouco provavel que a ruina surja apoés a indemnizacio n® 400. Pelo que, 1(600) ~
0.6152.

Por seu turno, a solucdo positiva da equacao 1 4+ 1170r = % é o coeficiente de

1-r

ajustamento (ver secgdo 2.3). Resolvendo esta equacdo recorrendo a um programa para
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tal concebido presente nos ANEXOS 2, vem que R ~ 5.5887 x 1074 Pelo que, pela
desigualdade de Lundberg, 1 (600) serd no maximo e600%5-5885x107% _ ( 7153
Considerem-se trés tipos de modelos, com u > 0:

1) Ui(t) = u+(1+0.3)¥t—2ﬁ(? X1, X1 ~ Gamma(900,1), N(t) ~ Poisson (£);

N Xy, Xy ~ Pareto(870.9827,31.016), N(t) ~

2) Us(t) = u+ (1+0.3)20¢ — 3
Poisson (%),
3) Us(t) =u+ (14 0.3)20¢ — Zi]i(lt) X3, X3, ~ Exp(gts), N(t) ~ Poisson (L).

Atente-se nas tabelas seguintes:

Tabela 5.5: Probabilidade de ruina associada a X; ~ Gamma(900,1).

u 200 600 1250 5000
Uaoon (u)  0.7233  0.6152  0.4296  0.051
¢ro,(u) 08943 0.7153  0.4975 0.0613

Tabela 5.6: Probabilidade de ruina associada a Xy ~ Pareto(870.9827,31.016).

u 200 600 1250 5000
Uaoos, (u)  0.7349  0.6185 0.4319  0.0535

Tabela 5.7: Probabilidade de ruina associada a X3 ~ FExp (ﬁ).

u 200 600 1250 5000

Yaoo;, (w)  0.7348  0.6574 0.5681 0.2127
Yy, (u) 0.7308 0.6595 0.558 0.2134
Yr.us(u) 0.95 0.8574 0.7258 0.2775

Note-se que todas as distribuicoes das indemnizacoes particulares tém valor esperado
igual a 900; a variancia da distribuicao de Pareto e a variancia da distribuicdo gama igualam
900; a variancia da distribuicdo exponencial é de 9002.

Fazendo uso do programa referido, preenche-se a Tabela 5.5. Note-se que 94007, (1)

representa a aproximagao pela simulagdo para a probabilidade de ruina relativa a modelos
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do tipo Ui (t) e ¥, (u) o limite maximo dessa mesma probabilidade de ruina obtido pela

desigualdade de Lundberg.

A Tabela 5.6 apresenta a probabilidade de ruina de quatro modelos do tipo Usa(t),
mais concretamente os modelos do tipo referido para v = 200, v = 600, v = 1250 e
u = 5000. Tais valores sdo obtidos mediante a utilizacdo de um outro programa que
figura nos ANEXOS 1, sendo representados por ¢ag0.t, (). Note-se que, neste caso, ndo se
calculam valores pela desigualdade de Lundberg. De facto, tais sdo inexistentes, uma vez
que a fungdo geradora de momentos de uma varidvel aleatéria seguindo uma distribuicao

de Pareto somente se encontra definida para valores negativos.

Quanto aos valores da Tabela 5.7, por um lado, advém de mais um programa presente
nos ANEXOS 1, dando origem aos valores representados por t4o0.r;(u). Por outro lado,
determinam-se pelas expressoes dos exemplos 2.3.1 e 2.4.1, uma vez que dizem respeito
a modelos do tipo Us(t), isto é, modelos em tudo iguais aos anteriores mas com as in-
demnizagoes individuais a seguirem, agora, uma distribuicdo X3 ~ Exp (ﬁ). Trata-se
da probabilidade de ruina exata, representada por ¢y, (u). Por fim, ¥ r.p,(u) é o limite

maximo da probabilidade de ruina pela desigualdade de Lundberg.

Como ¢é 6bvio a probabilidade de ruina é tanto menor quanto maior for o capital inicial.
Repare-se que, quando o desfazamento entre o capital inicial e a média das indemnizacoes
particulares nao é grande, a probabilidade de ruina nao se aproxima de valores extremos.
Pelo contrario, quando u = 200, a probabilidade de ruina nos trés casos é de cerca de
70%. Inclusivamente, na simulagdo para a distribui¢do gama, quando a ruina ocorre, em
média, é logo na 3.0099? indemnizacao, o que é compreensivel uma vez que em média essa
primeira indemnizacao sera de 900, com o processo a iniciar-se em U(0) = 200. Basta que
a 12 indemnizagao ocorra antes dos primeiros 2.991 dias para, na maior parte dos casos, ser
suficiente para causar a ruina. Quando u = 5000 a ruina é pouco provavel, verificando-se
apenas, no caso da distribuicdo gama, em 501 das 10000 simulagoes.

Por outro lado, & medida que o capital inicial aumenta, a diferenca entre a proba-
bilidade de ruina para a distribuicado exponencial e a probabilidade de ruina das outras
duas distribuicoes também aumenta, com a distribuicdo exponencial a gerar probabilida-
des de ruina cada vez mais distantes das geradas pela distribui¢do gama e pela distribuicao
de Pareto. Constate-se que ¢, (5000) = 0.2134 ao passo que t4o0., (5000) = 0.051 e
Y400.07,(5000) = 0.0535. Tal pode ser explicado pelo facto da distribuicdo exponencial

ser mais propensa a assumir valores mais elevados. Uma forma possivel de isto justi-
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ficar passa por notar que todas as distribuicdes possuem o mesmo valor esparado, mas
a variancia da distribuicdo exponencial ¢ de 900% ao passo que a da distribuicio gama
e a da distribuicao de Pareto é de 900. Ou, entdo, tomando um valor significativa-
mente superior a p; = 900, por exemplo 2000, notar que P (X3 > 2000) = 0.1083 e
P (X; >2000) =0e P (X2 >2000) =0. Pelo que mais facilmente o processo U(t) incorre
numa situacao de ruina quando as indemnizacoes individuais sao identicamente distribui-
das a X3 ~ Exp (

500)-

—
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400;U0, ————
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Probakilidade de ruins

=
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2
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L:Ug

Capital inicial u

Figura 5.2: Probabilidade de ruina para U;(t), Ua(t) e Us(t)

Na Figura 5.2 encontram-se representados de forma exata: o grafico da probabilidade
de ruina tedrica para diferentes valores do capital inicial quando as indemnizagoes indi-
viduais seguem uma distribui¢do exponencial (1y,(u)); o grafico com o valor méximo da
probabilidade de ruina para a mesma situacao, resultante da aplicacao da desigualdade
de Lundberg (¢r.,(u)). Figuram igualmente duas aproximagoes para dois gréaficos: o da
probabilidade de ruina para diferentes valores do capital inicial quando as indemnizacoes
particulares seguem uma distribuicao de Pareto (400,07, (u)); € o da probabilidade de ruina
quando as indemniza¢des individuais seguem uma distribuicao gama (¢400.7, (v)). S@o
aproximacoes por dois motivos. Em primeiro lugar, resultam do calculo de vinte e um
pontos, posteriormente ligados por segmentos de reta. Em segundo lugar, esses pontos

sdo calculados pelos programas dos ANEXOS 1, ou seja, sdo consequéncia de simulagées
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computacionais.

De salientar ainda trés aspetos. Em primeiro lugar, a distribuigao de Pareto, no geral,
parece exibir valores ligeiramente superiores para a probabilidade de ruina aos apresenta-
dos pela distribuicdo gama, o que é provavelmente consequéncia do facto de esta dltima
ter a cauda menos pesada do que a primeira. Em segundo lugar, sublinhe-se a relativa
proximidade entre os valores de ¢, (u) e ¥r.u,(u), patente na Tabela 5.7 e na Figura 5.2,
proximidade que é tanto maior quanto maior for o valor de u. Por fim, saliente-se a proxi-
midade entre os valores teéricos 1y, (u) e os valores 1400, (u), provenientes da simulagao

computacional, o que confirma a eficidcia deste método.
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Capitulo 6

Conclusao

A utilizacao do modelo de risco de Cramer-Lundberg para modelar um processo no
tempo em que o capital da seguradora varia como consequéncia do equilibrio entre indem-
nizagoes pagas e prémios arrecadados, permite a obtencao de pelo menos uma aproximacgao
para a probabilidade de rufna. Possibilita igualmente que se estime qual o valor méaximo
esperado para os prejuizos em que a seguradora, neste processo, incorrerd ao longo do
tempo, isto é, o valor esperado da perda agregada méaxima. E um modelo que pode ser
simulado computacionalmente com facilidade. Tem, todavia, algumas desvantagens, no-
meadamente o facto de poder ser um pouco irrrealista quando, por exemplo, se considera
que o valor para os prémios arrecadados por unidade de tempo é invariavel. O facto das
indemnizacoes serem independentes e identicamente distribuidas também desaconselha a

utilizacdo deste modelo nalgumas situacoes.

Existem alguns casos em que é possivel determinar exata e explicitamente o valor da
probabilidade de ruina, como, por exemplo, quando as indemnizacoes individuais seguem
uma distribuicdo exponencial, ou quando sao identicamente distribuidas a uma mistura de
exponenciais. Contudo, na maioria dos casos, tal nao é possivel. Um método fidedigno
para, nestas situacoes, aproximar o valor da probabilidade de ruina, passa pela utilizacao
de simulagoes computacionais. De qualquer das formas, facilmente se conclui que a pro-
babilidade de ruina, dependendo do capital inicial, do parametro do processo de Poissson
homogéneo associado, do coeficiente de seguranca, do valor esperado para as indemniza-
¢oes individuais e do coeficiente de ajustamento, parece igualmente ser sensivel ao peso da

cauda da distribuicdo das indemnizacoes particulares.

O célculo de prémios pode ser complexo e intrincado; mas pode igualmente ser elemen-
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tar. Existem miltiplos principios & luz dos quais é efetuado. O principio do prémio puro e
o principio da perda méaxima sdo irrealistas; o primeiro por conduzir & ruina, o segundo por
impor um prémio cujo valor iguala a indemnizacao maxima possivel que pode recair sobre
a seguradora. O principio da variancia d4 azo a prémios muito elevados e, por isso, pouco
competitivos, sendo desta forma pouco aconselhavel. De resto, ndo existe um principio
objetiva e universalmente superior a todos os demais. A opcdo por um e nao outro de-
penderé sobretudo da subjetividade de quem decide, mais concretamente da importancia
ou conveniéncia que este atribui a cada uma das propriedades dos principios de calculo
de prémios. Por exemplo, se se considerar, num determinado contexto, que o principio
deve ser aditivo, ou seja, que a combinacao de riscos tem de gerar um prémio igual ao
somatorio dos prémios quando se encaram os riscos individualmente, entdo, o principio do
desvio-padrao nao serd o adotado. Mas os principios da esperanca matematica, de Esscher
e o principio exponencial ja serao elegiveis.

As medidas de risco quantificam o perigo que representa para a seguradora um risco
determinado. As mais utilizadas sdo VaR e TVaR. A primeira é apropriada para mensurar
o perigo associado a riscos insuscetiveis de se revelarem calamitosos. Todavia, ndao é sub-
aditivia, uma particularidade que debelita seriamente esta medida. Com efeito, se uma
seguradora decide combinar dois riscos é porque tal lhe proporciona vantagens. Ou seja, o
perigo para a seguradora ao suportar os riscos combinados é inferior ao perigo que sobre
ela recai quando faz face a todos os riscos considerados individualmente. Nesse sentido,
adotar uma medida que quantifica o perigo de uma forma em que este é maior na situacao
em que se somam os riscos que se decidiram combinar, e nao quando os riscos sao tratados
individualmente, é pouco conveniente. Desta forma, VaR ndo é uma medida coerente.
Pelo contrario, TV aR é sub-aditiva. Contudo, é mais adequada a riscos significativamente
propensos a assumir valores extremos.

Os valores do prémio e sobretudo das medidas de risco parecem ser sensiveis ao peso
da cauda da distribuicdo representando as possiveis indemnizacoes a assegurar. Tal é
explicavel por ser compreensivel que, quanto maior for a probabilidade de um risco assumir
valores considerados elevados, maior deve ser o prémio solicitado pela seguradora por o

suportar e maior € o perigo que este para ela representa.



ANEXOS

ANEXOS 1

Simulation.Gamma < — function(lambda, u, alpha, beta, theta, nclaims, nsim){
# X ~ Gamma(alpha, beta); 0 — coeficiente de seguranga.
¢ = (1 + theta) * lambda * (alpha/beta)

Ruin__pos = rep(Inf, nsim)

for(iin c(1 : nsim)){

T entre_claims = rexp(nclaims, lambda)

T espera = c()

T esperall] =T _entre_claimsl[l]

for(j in ¢(2 : nclaims)){

T esperalj] =T _esperalj — 1] + T _entre_claims[j]

}

Claims = rgamma(nclaims, shape = alpha, rate = beta)
S =c()

S[1] = Claims|1]

for(j in ¢(2 : nclaims)){

Sl = Slj — 1] + Claims|j]

}

U =c()

for(jin ¢(1 : nclaims)){

Uljl =u+c*xT _esperalj] — S[j]

}

auxl = which(U < 0)

if(length(auzl)! = 0){

Ruin_pos[i] = min(auzxl)

}

}

aux2 = which(Ruin_pos < Inf)
Sol = Ruin_pos[aux2]
cat(length(Sol), mean(Sol), sd(Sol), max(Sol), (length(Sol)/nsim))

}
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Simulation.Pareto < — function(lambda, u, Tm, alpha, theta, nclaims, nsim){
# X ~ Pareto(zm, alpha); 0 — coeficiente de seguranga.
¢ = (1 + theta) *x lambda * (o * xm) /(o — 1)
Ruin_pos = rep(Inf, nsim)

for(iin c(1 : nsim)){

T entre_claims = rexp(nclaims, lambda)

T espera = c()

T esperal[l] =T _entre_claimsl[l]

for(j3in ¢(2 : nclaims)){

T esperalj| =T espera[j — 1]+ T _entre_claims[j]
}

Claims = rpareto(nclaims, zm, o)

S=c()

S[1] = Claims|[1]

for(j in ¢(2 : nclaims)){

S[j] = S[j — 1] + Claims]j]

}

U=c()

for(jin c(1 : nclaims)){

Uljl =u+cx T _esperalj] — S[j]

}

auzxl = which(U < 0)

if(length(auzl)! = 0){

Ruin_pos[i] = min(auzxl)

}

}

aux2 = which(Ruin_pos < Inf)

Sol = Ruin_pos[aux2]

cat(length(Sol), mean(Sol), sd(Sol), max(Sol), (length(Sol)/nsim))

}
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Simulation.Exp < — function(lambda, u, B, theta, nclaims, nsim){
# X ~ Exp(B); 0 — coeficiente de seguranga.
¢ = (1 + theta) = lambda * (1/beta)

Ruin_pos = rep(Inf, nsim)
for(iin c(1: nsim)){

T entre_claims = rexp(nclaims, lambda)

T espera = ¢()

T esperall] =T _entre_claims[1]
for(j in ¢(2 : nclaims)){

T esperaljl =T esperalj — 1]+ T _entre_claims[j]
}

Claims = rexp(nclaims, beta)
S=¢()

S[1] = Claims[1]
for(j in ¢(2 : nclaims)){

Sli] = Sl = 1] + Claims]j]

}
U=c¢()

for(j in c(1 : nclaims)){

Ulj] =u+cx T _esperalj] — S[j]
}

auzl = which(U < 0)
if (length(auzl)! = 0){

Ruin_pos[i] = min(auxl)

}
}

aux2 = which(Ruin_pos < Inf)
Sol = Ruin_pos[aux2]
cat(length(Sol), mean(Sol), sd(Sol), max(Sol), (length(Sol)/nsim))

}
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ANEXOS 2

equation < — function(a){
1=0

prod =1

while(prod >= 0){

j=i+10A (—6)

zleft =1

xright = j

yleft =1+ axzleft — (1 — xleft) A (—900)
yright = 1 4 a x xright — (1 — xright) A (—900)
prod = yleft x yright

i=j

}

sol = (zleft + xright)/2

print(sol)

}

> equation(1170)
0.0005585
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ANEXOS 3

Risco com distribui¢cao Exponencial
Exponential.Claims < — function(beta, alphal, rho, alpha2, h, epsilon, p){

#Claims ~ Exzp(beta); alphal — P. Esperanga Matematica, P. da variancia e P. Desvio padrao;

oS} 1 oo i
#rho — P. do risco ajustado, com w[X] = [°[1 - Fx(z)]» dv = [° [1— (1 —e ")]? dz = £
#alpha2 — P. utilidade nula com fungao de utilidade exponencial de parametro alpha2;

#h — P.Esscher. Se h < 3, entao E [th] = fooo Be Prehedy = % e FE [Xehx] =

; epsilon — P. do percentil, com

#[5 zBe BT dy = ﬁ, ou seja, w[X]| = ﬂlfh,

#Fx(@)=1-e= (1-e ) =1-€ <=z =7[X] = =

#p — Medidas de risco; TV aR calculada por (4.2.2.2); as demais pelas formulas da secgao 4.3.

aurl =0

if (beta <= 0){

cat(” O valor de beta tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)
aurl =1

}

aux2 =0

if(alphal <= 0){

cat(” O valor de alphal tem de ser estritamente superior a 0.”, 7 \ n”)
aur2 =1

}

if(auzl == 0){

P1 = (1/beta)

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido é de”, P1, 7 \ n”)
}

if((auzl == 0)&(auz2 == 0)){

P2 = (1/beta) + (1/beta) * alphal

P3 = (1/beta) + (1/((beta) A 2)) * alphal

P4 = (1/beta) + (1/beta) * alphal

cat(” O valor do prémio pelo principio da esperanga matematica de”’, P2, "\ n”)
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cat(” O valor do prémio pelo principio da variancia é de”, P3, 7 \ n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio do desvio padrao é de”, P4, ” \ n”)
}

auzd =0

if(rho < 1){

cat(” O valor de rho tem de ser superior ou igual a 1.7, 7\ n”)

aurd =1

}

if ((auzl == 0)&(auxz3 == 0)){

P5 = rho/beta

cat(” O valor do prémio pelo principio de risco ajustado é de”, P5, 7 \ n”)
}

auxrd =0

if(alpha2 <= 0){

cat(” O valor de alpha2 tem de ser estritamente superior a 0.”, 7 \ n”)
auxrd =1

}

auxd =0

if(beta <= alpha2){

cat(” O valor de alpha2 tem de ser estritamente in ferior ao valor de beta.”, 7 \ n”)
auzrd =1

}

if ((auzl == 0)&(auzd == 0)&(auzd == 0)){

P6 = (1/alpha2) x log(beta/(beta — alpha2))

cat(” O valor do prémio pelo principio da utilidade nula com funcao de utilidade
exponencial é de”, P6, 7 \ n”)

}

aux6 = 0

if(h <=0){

cat(” O valor de h tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)
auxb =1

}

auz? =0
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if (h >= beta){

cat(”O valor de h tem de ser estritamente inferior ao valor de beta”, ” \ n”)
auzr7 =1

}

if((auzrl == 0)&(auxb == 0)&(auz7 == 0)){

P7=1/(beta — h)

cat(” O valor do prémio pelo principio de Esscher de”, P7, 7 \n”)

}

aux8 =0

if(epsilon < 0){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
aux8 =1

}

auxr9 =0

if(epsilon > 1){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
auzr9 =1

}

if ((auzl == 0)&(auz8 == 0)&(auz9 == 0)){

P8 = ((—1)/(beta)) * log(epsilon)

cat(” O valor do prémio pelo principio do percentil de”, P8, 7 \ n”)

}

aurl0 =0

if(p <0}

cat(” O valor de p tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
aurl) =1

}

aurll =0

if(p> 11

cat(”O valor de p tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
aurll =1

}
if((auzl == 0)&(auzl0 == 0)&(auzrll == 0)){
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VaR = gexp(p, beta)

cat(”O valor de VaR[X, p] éde”, VaR, "\ n")
TVaR = VaR + (1/beta)

cat(”O valor de TVaR[X, p] éde”, TVaR, " \n”)
ES=(1-p)*(TVaR —VaR)

cat(”O valor de ES[X, plé de”, ES, "\ n”)
CVaR = ES/(1 — pexp(VaR, beta))

cat(”O valor de CVaR[X, p] éde”, CVaR, "\ n")
}

}

Risco com distribuicao Logistica

Logistic.Claims < — function(mu, s, alphal, alpha2,rho, h, epsilon, p){

#Claims Logistic(mu, s); alphal — P.Esperanga Matematica, P. da varidncia e P. Desvio padrao;
#alpha2— P.utilidade nula com fungao de utilidade exponencial de parametro alpha2; rho—P.risco ajustado;

#h — P.Esscher; epsilon — P.do percentil;p — VaR[X,p], TVaR[X,p|, CVaR[X,p], ES[X,p].

aurl =0

if(s <= 0){

cat(”O valor de s tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)

aurl =1

}

if(auzl == 0){

Pl =mu

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido é de”, P1, 7 \ n”)
}

auzr2 =0

if(alphal <= 0){

cat(”O valor de alphal tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)

aur2 =1
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}

if ((auxl == 0)&(aux2 == 0)){

P2 = P1+ P1 x alphal

P3 = P1+ alphal * (s A2) % (pi A2)/3

P4 = P1+ alphal s % pi/sqrt(3)

cat(” O valor do prémio pelo principio da esperanga matemética é de”, P2, 7\ n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio da variancia é de”, P3, 7 \ n”)

cat(” O valor do prémio pelo principio do desvio padrao é de”, P4, 7 \ n”)

}

auxrd =0

if(alpha2 <= 0){

cat(” O valor de alpha2 tem de ser estritamente superior a 0”7, 7 \ n”)

aurd =1

}

if ((auzl == 0)&(auzd == 0)){

if((alpha2 * s >=1) | (alpha2 * s <= —1)){

cat(” Nao existe prémio pelo principio da utilidade nula com utilidade exponencial com o parametro escolhido”, 7\
)

} else{

P5 = (1/alpha2) *x log(exp(mu * alpha2) x beta(l — alpha2 x s, 1 + alpha2 * s))
cat(” O valor do prémio pelo principio da utilidade nula com utilidade exponencial é de”, P5, 7 \ n”)
}

}

auxd =0

if(rho < 1){

cat(” O valor de rho tem de ser superior ou igual a 1.7, 7\ n”)

auzrd =1

}

if ((auxl == 0)&(auzb == 0)){

integrandl = function(z){(1 — (1/(1 + exp((—z + mu)/s)))) A (1/rho)}
P6 = integrate(integrandl, 0, Inf)[1]$value

cat(” O valor do prémio pelo principio do risco ajustado é de”, P6, ” \ n”)

}
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auxrb =0

if(epsilon < 0){ cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7\
n)

auxrb =1

}

aux7 =10

if(epsilon > 1){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
aux? =1

}

if((auzl == 0)&(auxb == 0)&(auz7 == 0)){

P8 = glogis(1 — epsilon, mu, s)

cat(” O valor do prémio pelo principio do percentil é de”, P8, ” \ n”)

}

auzr8 =0

if (h <=0){

cat(” O valor de h tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)

auzr8 =1

}

if ((auxl == 0)&(aux8 == 0)){

if((hxs>=1)| (hxs<=-1))}{

cat(” Nao existe prémio pelo principio de Essher com o parametro escolhido”, ” \ n”)
}elsef

P7den = (1/h) x log(exp(mu * h) * beta(l — h* 5,1+ h x s))

}

integrand2 = function(x){z x exp(h * z) * (exp((—z + mu)/s))/(s * (1 + exp((—z + mu)/s)) A 2)}
PTnum = integrate(integrand2,0, Inf)

P7 = Pinuml[1]$value/P7den

cat(” O valor do prémio pelo principio de Esscher é de”, P7, 7 \ n”)

}

VaR = qlogis(p, mu, s)

integrand3 = function(x){zx * dlogis(x, mu, s)}

int = integrate(integrand3, VaR, Inf)
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TVaR = int[1]$value x (1 — p) A (—1)

cat(”O valor de VaR[X,p] éde”’, VaR, ” \ n”)
cat(”O valor de TVaR[X,p| é de”, TVaR, ” \ n”)
ES = (1—-p)x(TVaR — VaR)

cat(”O valor de ES[X,p] éde”, ES, 7\ n”)
CVaR = ES/(1 — plogis(VaR, mu, s))

cat(” O valor de CVaR[X,p| éde”, CVaR, ” \n”)

}

Risco com distribuicao de Gamma

Gamma.Claims < — function(lambda, r, alphal, alpha2, rho, h, epsilon, p){

#Claims ~ Gamma(lambda,r); alphal — P.Esperanga Matematica, P. da varidncia e P.Desvio

#padrao; alpha2 — P. utilidade nula com fungao de utilidade exponencial de parametro alpha?2 :

Xalpha27) __ r2 +oo lambda—1 (alpha2—r)z
#para valores r > alpha2, Ele 1= Tambda) Jo T e dx
., . _ _ _ dy
#Mudanga de varidvel : y = (r — aux)z, dr = TaloRaz
#E I:eXn.lphu,Q] _ ’rlambdal"(lambda) _ r lambda
T T'(lambda)(r—alpha2)tambda — \ r—alpha2

1 - lambda
#W[X] = alpha?2 In |:('r—alpha2) :|7

#h — P.Esscher : para valores r > h, E[e"*X] = (L

lambda
r—h )

hX71 __ r2 +oo lambda (h—r1)x o TZQMbdaF(lambda+l)
#E[Xe"] = T(ambda) Jo T € AT = F o bda) (o) Tambda +1

#W[X] _ rl‘”"bdar‘(lambda+l) (T_h)lambda _ T(lambda+1)
~ T(lambda)(r—h)lambdatl r " I'(lambda)(r—h)’

#epsilon — P. do percentil.

#p — VaR[X,p], TVaR[X,p|, CVaR[X,p], ES[X,p].

auxrl =0
if(lambda <= 0){
cat(”O valor de ;lambda tem de ser estritamente superior a 0.”, 7 \ n”)

aurl =1

}

aur2 =0

if (r <=0){

cat(” O valor de k tem de ser estritamente superior a 0.7, 7\ n”)
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aur2 =1

}

aux3 =0

if(alphal <= 0){

cat(” O valor de alphal tem de ser estritamente superior a 0.”, 7 \ n”)
aux3 =1

}

if((auzrl == 0)&(auz2 == 0)){

P1 = lambda/r

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido é de”, P1, 7 \ n”)
}

if ((auzl == 0)&(auz2 == 0)&(auz3 == 0)){

P2 = P1+ P1 xalphal

P3 = P1+ alphal x (lambda/(r A 2))

P4 = P1 + alphal * sqrt(lambda) /r

cat(” O valor do prémio pelo principio da esperanga matematica é de”, P2, 7 \ n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio da variancia é de”, P3, 7 \n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio do desvio padrao é de”, P4, ” \ n”)
}

auzd =0

if(alpha2 <= 0){

cat(”O valor de alpha2 tem de ser estritamente superior a 07, 7 \ n”)
aurd =1

}

aurd.2 =0

if(alpha2 >=r){

cat(” O prémio pelo principio da utilidade nula com utilidade exponencial nao esta de finido para

estes valores.”, 7 \ n”)
aurd.2 =1

}

auzrd.3 =0

if(rho < 1){

cat(” O valor de rho tem de ser superior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
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aur4d.3 =1

}

if ((auzl == 0)&(auz2 == 0)&(auzd.3 == 0)){

integrandl = function(z){(1 — pgamma(z,lambda,r)) A (1/rho)}

P6 = integrate(integrandl, 0, Inf)[1]$value

cat(” O valor do prémio pelo principio do risco ajustado é de”, P6, ” \ n”)

}

if((auzl == 0)&(auz2 == 0)&(auzrd == 0)&(auzd.2 == 0)){

P5 = (lambda/alpha2) = log(r/(r — alpha2))

cat(” O valor do prémio pelo principio da utilidade nula com utilidade exponencial é de”, P5, 7 \ n”)

}

auxd =0

if(h <= 0){

cat(” O valor de h tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)

auzrd =1

}

auz6 =0

if(h >=r){

cat(” O prémio pelo principio de Esscher nao esta definido para estes valores.”, 7 \ n”)
auxrb =1

}

if ((aurl == 0)&(aux2 == 0)&(auxb == 0)&(auzb6 == 0)){

P6 = ((2 A (lambda + 1)) * (10 A lambda) * exp(—20)/dgamma(10, lambda + 1,2))/
(((2 Alambda) = (10 A (lambda — 1)) * exp(—20)/dgamma(10, lambda, 2)) * (r — h))
cat(” O valor do prémio pelo principio de Esscher é de”, P6, ” \ n”)

}

auz? =0

if (epsilon < 0){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
aux? =1

}

aux8 =0

if (epsilon > 1){
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cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
auzr8 =1

}

if((auzxl == 0)&(auz2 == 0)&(auz7 == 0)&(auz8 == 0)){

P7 = ggamma(1l — epsilon, lambda, )

cat(” O valor do prémio pelo principio do percentil é de”, P7, 7\ n”)

}

auz9 =0

if(p < 0){

cat(”O valor de p tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
auz9 =1

}

auxrl0 =0

if(p>11

cat(”O valor de p tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
auxrl0 =1

}

if ((auzl == 0)&(auz2 == 0)&(auz9 == 0)&(auzl0 == 0)){

VaR = gqgamma(p, lambda, )

cat(”O valor de VaR[X,”,p,”] de”, VaR, 7 \n”)

integrand2 = function(x){x * dgamma(x,lambda,r)}

int = integrate(integrand2, VaR, Inf)

TVaR = int[1]$value x (1 — p) A (—1)

cat(”O valor de TVaR[X,”,p,”] de’, TVaR, " \n”)

ES=(1-p)*(TVaR —VaR)

cat(”O valor de ES[X,”,p,”] de”, ES, ” \ n”)

CVaR = ES/(1 — pgamma(VaR,lambda,r))

cat(”O valor de CVaR[X,”,p,”] de”, CVaR, ” \n”)

}
}
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Risco com distribuicao Normal

Normal.Claims < — function(mu, sigma2, alphal, rho, alpha2, h, epsilon, p){

#Claims ~ Normal(mu, sigma2); alphal — P. Esperanca Matemética, P. da variancia e P. Desvio

# padrao; rho—P. do risco ajustado : utiliza—se a equagio Fx(x) = ® (ﬁ;}%) , com @ a f. de distribuicao de

#7Z ~ Normal(0,1);
F#alpha2 — P. utilidade nula com fungao de utilidade exponencial de parametro alpha2, com

#r[X] = m In (Mx (alpha2)) = m (muaplpha2 + Lsigma2 alpha2®) = mu + gme2elphaz,

#h — P. Esscher, com n[X] = E[X*] = L[x- () =4 (In(Mx (t+ h)) — In (Mx (h)))

t=0

t=0
# = mu + stgma2 h; epsilon — P. do percentil.

#p — Medidas de risco; TV aR calculada por (4.2.2.3); as demais pelas formulas da secgao 4.3.

auxrl =0

if(sigma2 < 0){

cat(” O valor de sigma2 tem de ser superior ou igual a 0.7, \ n”)
aurl =1

}

if(auzl == 0){

Pl =mu

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido é de”, P1, 7 \ n”)
}

auz2 =0

if(alphal <= 0){

cat(” O valor de alphal tem de ser estritamente superior a 0.”, 7 \ n”)
aur2 =1

}

if ((auzl == 0)&(auz2 == 0)){

P2 = P1+ P1  alphal

P3 = P1 + alphal * sigma2

P4 = P1+ alphal x sqrt(sigma?2)

cat(” O valor do prémio pelo principio da esperancga matematica é de”, P2, 7\ n”)

cat(” O valor do prémio pelo principio da variancia é de”, P3, 7 \ n”)
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cat(” O valor do prémio pelo principio do desvio padrao éde”, P4, ” \ n”)
}

aux3 =0

if(rho < 1){

cat(” O valor de rho tem de ser superior ou igual a 1.7, 7 \ n”)

aux3 =1

}

if ((auxl == 0)&(aux3 == 0)){

integrand = function(z){(1 — pnorm(z, mu, sigma2)) A (1/rho)}

P5 = integrate(integrand, 0, Inf)[1]$value

cat(” O valor do prémio pelo principio de risco ajustado é de”, P5, 7 \ n”)
}

auxrd =0

if(alpha2 <= 0){

cat(” O prémio pelo principio da utilidade nula com utilidade exponencial nao esté definido
para estes valores.”, " \ n”)

aurd =1

}

if ((auzl == 0)&(auzd == 0)){

P6 = mu + (sigma2 * alpha2/2)

cat(” O valor do prémio pelo principio da utilidade nula com utilidade exponencial é de”, P6, ” \ n”)
}

auzrd =0

if(h <= 0){

cat(” O valor de h tem de ser estritamente superior a 0.7, 7\ n”)

auzrd =1

}

if ((auzl == 0)&(auxzb == 0)){

P7 = mu + h * sigma?2

cat(”O valor do prémio pelo principio de Esscher é de”, P7, 7 \ n”)

}

aux6 =0

if (epsilon < 0){
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cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)

aurb =1
}
auzx?7 =0

if (epsilon > 1){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
auzr7 =1

}

if ((auzl == 0)&(auxb == 0)&(auz7 == 0)){

P8 = gnorm(1 — epsilon, mu, sigma2)

cat(” O valor do prémio pelo principio do percentil é de”, P8, ” \ n”)

}

auz8 =0

if(p < 0){ cat(”O valor de p tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
aur8 =1

}

auxr9 =0

if(p>1){

cat(”O valor de p tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)

aur9 =1

}

library(truncnorm)

if((auxl == 0) & (auz8 == 0) & (auz9 == 0)){

VaR = gtruncnorm(p, 0, Inf, mu, sqrt(sigma2))

cat(”O valor de VaR[X p| é de”, VaR, ” \n”)

TVaR = mu + ((sqrt(sigma2))/(1 — p)) * dnorm((auz10 — mu)/sigma2,0, 1)
cat(” O valor de TVaR[X p| de”, TVaR, ” \n”)
ES=(1-p)*(TVaR —VaR)

cat(”O valor de ES[X p| éde”, ES, ” \ n”)

CVaR = ES/(1 — ptruncnorm(VaR, 0, Inf, mu, sqrt(sigma2)))
cat(”O valor de CVaR[X p| éde”, CVaR, "\ n”)

}

}
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Risco com distribuicao de Pareto

Pareto.Claims < — function(xm, alpha, alphal, rho, epsilon,p){

#Claims ~ Pareto(xm, alpha); alphal — P. E. Matemética, P. da variancia e P. Desvio padrao;

alpha >

_1
#rho — P. do risco ajustado, com 7[X]| = xm + f;:L [1 — (1 — (M)alpha)} T g = e

T

se

— Tm
alpha 1 I
rho

1; epsilon — P. do percentil, com 7[X] solugao da equagao : Fx(x) =1 — epsilon <

#1 (%)alpha =1—epsilon <=z =7[X] = epsiloi%; p — Medidas de risco.
auxrl =0

if (xm <= 0){

cat(” O valor de xm tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)

aurl =1

}

aux2 =0

if(alpha <= 0){

cat(” O valor de alpha tem de ser estritamente superior a 0.”, 7 \ n”)
aur2 =1

}

if ((auzl == 0)&(alpha > 0)&(alpha <= 1)){

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido nao se encontra definido.”, 7 \ n”)
aurd =1

} else{

aux3 =0

P1 = (alpha * xm)/(alpha — 1)

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido é de”, P1, 7 \ n”)
}

aurd =0

if(alphal <= 0){

cat(”O valor de alphal tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)

aurd =1
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}

if ((auxl == 0)&(aux2 == 0)&(auz3 == 0)&(auzrd == 0)){

P2 = (alpha x xm)/(alpha — 1) 4+ alphal % (alpha * xm)/(alpha — 1)
cat(” O valor do prémio pelo principio da esperanga matematica é de”, P2, 7 \ n”)
}

auxd =0

if((alpha > 0)&(alpha <= 2)){

cat(”Os valores dos prémios pelos principios da varidncia e do desvio padrao nao se encontram
definidos.”, ? \n”)

auxd =1

}

if ((auzl == 0)&(auz2 == 0)&(auzb == 0)){

Var = (xm?) * alpha/((alpha — 2) * (alpha — 1)?)

P3 = (alpha x xm)/(alpha — 1) + alphal * Var

P4 = (alpha x xm)/(alpha — 1) 4+ alphal % sqrt(Var)

cat(” O valor do prémio pelo principio da variancia é de”, P3, 7 \n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio do desvio padrao é de”, P4, 7 \ n”)
}

aux6 =0

if(rho < 1){

cat(”O valor de rho tem de ser superior ou igual a 1.”, 7 \ n”)

auxb =1

}

if ((auxl == 0)&(aux2 == 0)&(aux6 == 0)){

if ((alpha/rho) > 1){

P5 = (zm/((alpha/rho) — 1)) + xm

cat(” O valor do prémio pelo principio do risco ajustado é de”, P5, ” \ n”)
}

if ((alpha/rho) <= 1){

cat(” Nao existe prémio pelo principio do risco ajustado”, ” \ n”)

}

}

aux7 =20
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if(epsilon < 0){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
aux? =1

}

aux8 =0

if (epsilon > 1){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
auz8 =1

}

if ((auxl == 0)&(auz2 == 0)&(auz7 == 0)&(auz8 == 0)){

P6 = xm/(epsilon A (1/alpha))

cat(” O valor do prémio pelo principio do percentil é de”, P6, ” \ n”)
}

library(VGAM)

VaR = gpareto(p,xm, alpha)

integrand = function(z){z * dpareto(z, xm, alpha)}

int = integrate(integrand, VaR, Inf)

TVaR = int[1]$value x (1 — p) A (—1)

cat(”O valor de VaR[X,p| éde”, VaR, ” \n”)

cat(”O valor de TVaR[X,p] éde’, TVaR, 7\ n”)
ES=(1-p)*(TVaR —VaR)

cat(”O valor de ES[X,p] éde”, ES, 7\ n”)

CVaR = ES/(1 — ppareto(VaR, zm,alpha))

cat(”O valor de CVaR[X,p] éde”, CVaR, ” \ n”)

}

Risco com distribui¢cao Log-normal

LogNormal.Claims < — function(mu, sigma, alphal, rho, epsilon, p){

#Claims InN (mu, sigma); alphal — P. Esperanca Matemética, P. da variancia e P. Desvio padrao;

#rho — P.utilidade nula; epsilon — P. do percentil; p — Medidas de risco.
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auz0 =0

if (mu < 0){

cat(”Os valores das possiveis indemnizagbes nao sdo negativos.”, ” \ n”)
auz0 =1

}

aurl =0

if (sigma < 0){

cat(” O valor de sigma tem de ser superior ou igual a 0.7, 7 \ n”)

aurl =1

}

if ((auz0 == 0)&(auzl == 0)){

P1 = exp(mu + ((sigma?)/2))

cat(” O valor do prémio pelo principio do prémio liquido é de”, P1, 7 \ n”)
}

aux2 =0

if(alphal <= 0){

cat(” O valor de alphal tem de ser estritamente superior a 0.7, 7 \ n”)
auzr2 =1

}

if ((aux0 == 0)&(auxl == 0)&(aux2 == 0)){

P2 = P1+ P1 *alphal

P3 = P1+ alphal x exp(2 * mu + sigma A 2) x (exp(sigma A 2) — 1)

P4 = P1 + alphal * sqrt(exp(2 * mu + sigma A 2) * (exp(sigma A 2) — 1))
cat(” O valor do prémio pelo principio da esperanga matemética é de”, P2, 7\ n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio da variancia é de”, P3, 7 \n”)
cat(” O valor do prémio pelo principio do desvio padrao é de”, P4, 7”7 \ n”)
}

aux3 =0

if(rho < 1){

cat(” O valor de rho tem de ser superior ou igual a 17, 7\ n”)

auxd =1

}
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if((auz0 == 0)&(auxl == 0)&(auz3 == 0)){

integrandl = function(x){(1 — plnorm(x, mu, sigma)) A (1/rho)}

auzd = integrate(integrandl, 0, Inf)

P5 = auz4[1]$value

cat(” O valor do prémio pelo principio da utilidade nula é de”, P5, 7 \ n”)
}

auxd =0

if (epsilon < 0){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.”, 7 \ n”)
auxd =1

}

auxrb =0

if(epsilon > 1){

cat(” O valor de epsilon tem de ser superior ou igual a 0 e inferior ou igual a 1.7, 7 \ n”)
auzrb =1

}

if((auz0 == 0)&(auzl == 0)&(auzb == 0)&(auzb == 0)){

P6 = glnorm(1 — epsilon, mu, sigma)

cat(” O valor do prémio pelo principio do percentil é de”, P6, ” \ n”)
}

VaR = glnorm(p, mu, sigma)

integrand2 = function(z){dlnorm(z, mu, sigma) * z}

auz6 = integrate(integrand2, VaR, Inf)

TVaR = auz6[1]$value * (1 —p) A (—1)

cat(”O valor de VaR[X,p| éde”, VaR, ” \n”)

cat(”O valor de TVaR[X,p] éde’, TVaR, "\ n”)
ES=(1-p)*(TVaR —VaR)

cat(”O valor de ES[X,p] éde”, ES, 7\ n”)

CVaR = ES/(1 — plnorm(VaR, mu, sigma))

cat(” O valor de CVaR[X,p| éde”, CVaR, 7 \n”)

}
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ANEXOS 4

Programa Lema3.3.3.
Lema2.3.3. < — function(lambda, beta, h){
#S=X1+...+ Xn, N ~ Poisson(p), {Xi}l.21 1.i.d. e independentes de N, com X; ~ Exp(\).

# Pretende-se calcular o valor do prémio pelo principio de Esscher.

auxrl =0
if(lambda <= 0){

print(” O valor de lambda tem de ser estritamente superior a 0.”)

aurl =1
}
aux2 =0

if (beta <= 0){

print(” O valor de beta tem de ser estritamente superior a 0.”)

aux2 =1

}

auzr3 =0

if(h <=0){

print(”O valor de h tem de verificar : 0 < h < 1.7)
aurd =1

}

auxrd =0

if(h >=1){

print(”O valor de h tem de verificar : 0 < h < 1.”)

aurd =1

}

if ((auzl == 0)&(auz2 == 0)&(auz3 == 0)&(auzd == 0)){
P = (beta * lambda)/((h — 1) A 2)

cat(” O valor do prmio & de”, P)

}

}
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