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A Geometria Diferencial consiste essencialmente na utilizacao de ferramentas
do Célculo Diferencial e Integral para o estudo de objectos geométricos. Na-
turalmente, estas ferramentas sdo mais directamente tteis para o estudo de
objectos suaves (suficientemente suaves para terem tangentes, pelo menos)
do que, digamos, para o estudo de tridngulos! (ou outros objectos pontiagu-
dos).

Aqui vamos concentrar-nos no estudo de curvas e superficies regulares (o
adjectivo “regular” é precisamente uma maneira de dizer “suficientemente su-

ave”).

1 Curvas

1.0 Continuidade e derivacdao de funcoes vectoriais

SejamU CReF: U — R",comn = 2 oun = 3. Vamos escrever

F(t) = (x(2), y(2)) ou F(r) = (x(2), y(r), z(1))

(consoante n = 2 ou n = 3, respectivamente), de forma que x, y ou x, y, z sdo
fungcdes U — R; a estas duas ou trés funcdes reais chamaremos as componen-
tes da funcao F.

Recordamos que F é continua num ponto #y € U se e s6 se todas as suas
componentes sao continuas em ;. Além disso, F é diferencidvel em ¢, se e s6
se todas as suas componentes sao diferencidveis em #,. A matriz jacobiana de
F é uma matriz nx 1, que podemos identificar com um vector. Assim, dizemos

que o vector

F'(to) = (x'(t0), ¥'(t0)) ou F'(tp) = (x'(t), ¥'(t0). z'(t0))

é a derivada de F em 5. Se V C U for o conjunto dos pontos onde F ¢ dife-
rencidvel, a derivada de F é uma funcdo V — R”. F é de classe C* se todas as

'Um triangulo s6 ndo tem tangentes em trés pontos, mas o leitor entenderd por que tem
pouco interesse estudar as tangentes do triangulo. ..
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suas componentes forem de classe C* (no sentido habitual para fungdes reais
de uma varidvel real).

Esta derivada goza de vdrias propriedades andlogas as das derivadas de
funcoes reais de uma varidvel real, e que podem ser obtidas facilmente a partir
destas. Assim, por exemplo, é vdlida a Regra da Cadeia na seguinte forma: se

U,V C R econsiderarmos funcdes F : U — R" e g : V — U derivaveis, entdo

(Fog)()=F(g) g't)

(onde - representa, naturalmente, a multiplicacao de um vector por um esca-
lar). Também sdo vélidas as seguintes regras de derivacao dos produtos in-

terno e externo: se U C R e tivermos funcoes F, G : U — R" derivéaveis,
(F-G)'(t) = F'(t)- G(t) + F(t) - G'(v);
e,nocasoden =3,
(FXG)(t) = F'(t) x G(t) + F(r) x G'(1)

(estas regras dos produtos podem ser verificadas usando a defini¢dao de deri-
vada — de maneira andloga a da regra do produto usual em R — ou por “forca
bruta” — desenvolvendo o produto a esquerda e a seguir derivando e apli-

cando a regra do produto em R).

1.1 Definicoes iniciais

Definicao 1.1. Uma parametrizagdo de curvaem R" é uma fungaoy : I —» R”
de classe C*, onde I é um intervalo de R.

Avariavel ¢ € I de uma parametrizacdoy : I — R” chamaremos pardmetro.

Exemplo 1.1. Dados um ponto P € R” e um vector v € R” ndo nulo, a funcao

p: R - R"
t > P+tv
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é de classe C® (p/(¢) = v; p™(t) = 0, para n > 1) e portanto é uma parametri-
zacao de curva; a sua imagem € arecta P + (v) (isto é, a recta que incide em P

e tem vector director v).

Exemplo 1.2. A func¢do

vi: [0,2n] — R?

t — (cost, sent)

é de classe C™ e portanto é uma parametrizacdo de curva; a sua imagem é a
circunferéncia S' = {(x, y) € R? : x> + y? = 1}.
Exemplo 1.3. A func¢do
p: R —» R?
toe (1))
ndo tem derivada em ¢ = 0 e portanto ndo é (segundo a nossa defini¢cdo) uma

parametrizacdo de curva; a sua imagem é constituida por duas semi-rectas

ortogonais, ambas com origem em (0, 0).

v

N

Exemplo 1.4. A funcao C

X

a: R — R3 C

t +— (cost, sent, )

é de classe C*™ e portanto é uma parametrizacao . AQ
de curva; a sua imagem € uma hélice circular.
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Exemplo 1.5. A funcao

A: [0,2n] — R?
( COSt sentcosz‘)
|_)

r ,
1+sen?t 1+ sen?t

é também de classe C™ e portanto € uma parametriza¢ao de curva; a sua ima-

gem é uma lemniscata de Bernoulli.?

l\y

\ &

A definicao de parametrizacao que adoptamos exige que esta seja C*. Nal-
guns livros exige-se apenas que seja continua; mais frequentemente, que seja
derivdvel em todos os pontos — isto porque queremos determinar rectas tan-
gentes as curvas parametrizadas; mas como queremos também calcular cur-
vaturas, necessitaremos de segundas derivadas; e como queremos calcular
torcoes, necessitaremos de terceiras derivadas. Para simplificar, considera-
mos parametrizacoes com derivadas de todas as ordens, mas o leitor deve re-
parar que cada resultado exige menos do que isso.

No entanto, para garantir a existéncia de umarecta tangente em cada pon-
to, a derivabilidade ndo chega. E necessaria uma outra condicao, chamada

regularidade:

Definicao 1.2. Uma parametrizacaoy : I — R” diz-se regular se y'(t) # 0,

paratodoot € 1.

As parametrizacoes dos exemplos 1.1,1.2, 1.4 e 1.5 sdo regulares (p'(t) = v #
0; |lyi(»)ll = 1 e portanto y|(t) # 0; que ’(t) # 0 e A'(z) # 0, fica como

exercicio).

2A equacdo geral das lemniscatas de Bernoulli (num referencial apropriado) é (x? + y?)? =
a®(x? - y?); nesta lemniscata em particular temos a = 1. As lemniscatas de Bernoulli foram
introduzidas por Jacob Bernoulli em 1694, e definem-se pela conjungao das seguintes propri-
edades: o produto das distancias de cada ponto P da lemniscata a dois pontos (chamados
focos) F, F, é constante; a lemniscata passa pelo ponto médio entre F; e F».
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No que se segue, vamos limitar-nos a parametrizacoes regulares. Assim,
ainda que em geral ndo apareca o adjectivo “regular”, subentendé-lo-emos.

Uma parametrizagdo de curva pode ser entendida como representando o
movimento de uma particula que percorre um certo caminho (a imagem da
parametrizacao) ao longo de um periodo de tempo representado por ¢. Por
vezes, chama-se velocidade de uma parametrizagdoy : I - R"em¢t = fp a
derivada y’(y), se esta existir. Mas aqui a velocidade ndo nos interessa muito
e a derivada servird para estudar outras propriedades.

Parametrizacdes distintas podem ter a mesma imagem. Por exemplo, a
circunferéncia S! é imagem nao s6 da parametrizacdo y; do exemplo 1.2, mas
também de

y2: [0,@] — R? y3: [0,2n] — R?

e de
t — (cos2t, sen 2t) t — (sent, cost)

(e, naturalmente, duma infinidade de outras funcdes). A tinica diferenca entre
Y1 € 2 é precisamente que y, percorre S! com “o dobro da velocidade”: por
V2 N2

exemplo, para o ponto (2, 2] = 1 (§) = 72 (3), temos y; (3) = (- £ e

v, (5) = (—\/Z \/z) Queremos “esquecer” esta diferenca.

Definicdao1.3. Sejaa : I — R uma parametrizacdao de curva. Uma mudancga
(ou transformacgdo) de pardmetro de « € uma bijeccdo u : J — I, onde J é
também um intervalo de R, tal que tanto x como p~! : I — J sdo de classe
c®3
Nestas condicoes, a funcao 8 = @ o u : J — R" diz-se uma reparametrizagdo
de a.

H4 algumas observacgoes importantes a fazer sobre esta definicao:

1. a derivada de uma mudanca de parametro x nunca se anula, ja que
(™) (u@) - W@ = (" o) (1) = 1;

2. uma reparametrizacdo f = @ o u de uma parametrizacao regular o é
também uma parametrizacao regular (é C™ por ser a composta de duas
funcoes C* e B'(t) = a’(u(t)) - p'(t) # 0);

3Por outras palavras, i é um difeomorfismo C*.
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3. uma parametrizacido e qualquer sua reparametrizacao tém a mesma

imagem (B(J) = a(u(J)) = a(1));

4. se B é uma reparametrizacdo de @, com 8 = @ o u, e se ug = u(ty),
entdo B'(ty) = a’(ug) - Y'(ty) — e portanto os vectores B'(fy) e a’(up) sao
colineares;

5. arelagdo “é umareparametrizacao de” é umarelacdo de equivalénciano
conjunto das parametriza¢oes de curva em R” (a demonstragdo deste

facto fica como exercicio).
Esta ultima observacgdo permite-nos introduzir a seguinte definicdo de curva:

Definicdo 1.4. Uma curva (regular) em R" é uma classe de equivaléncia de

parametrizacOes regulares relativamente a relacao “ser reparametrizacao”.

(Embora esta seja uma definicdo de “curva regular”, omitiremos em geral
o adjectivo “regular”, tal como no caso das parametrizacoes.)

As parametrizacoes y; do exemplo 1.2 e y, da pagina anterior sdo repara-
metrizacdo uma daoutra: y, = yyou, com u : [0, [ — [0, 2x[, onde u(t) = 2t.
Assim, y; e y, definem, ou parametrizam, a mesma curva.

Apresentaremos cada curva como a curva parametrizada por alguma das
suas parametrizacdes. Cada ponto da curva serd dado por um valor do para-
metro dessa parametrizacdo; € claro que sey = you forumareparametrizacao
de vy, t o parametro de y e u o parametro de ¥, o ponto t = fy serd 0 mesmo
que o ponto u = " (ty).

Na maior parte das situacoes que veremos a seguir estaremos interessa-
dos em propriedades de curvas, isto €, propriedades que sao comuns a todas
as parametrizacdes de uma mesma curva — ou ainda, propriedades que se
mantém de uma parametrizacdo para uma reparametrizacdo; dizemos que
sdo propriedades invariantes por reparametrizagdo.

No entanto hé situacdes em que é necessdrio distinguir se uma parame-
trizacdo e uma sua reparametrizacao percorrem a sua imagem comum com 0
mesmo sentido ou com sentidos opostos. Repare que se § = @ o u é uma re-

parametrizacdo de @, como y’ é continua, definida num intervalo e nunca se
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anula, pelo Teorema do Valor Intermédio terd de ser sempre u’ > 0 ou sempre
u <0.

Definicdo 1.5. Dadas uma parametrizacdo « : I — R e uma sua reparame-
trizacdo B : J — R", dizemos que « e B tém a mesma orientacdo se y’ > 0;
e dizemos que « e B tém orientacdes opostas, ou contrdrias, se ' < 0.

{94

Analogamente ao que foi dito acima, a relacdo “é uma reparametrizacao

com a mesma orientacdao” é uma relacao de equivaléncia no conjunto das pa-

rametrizacoes de curva em R” (exercicio...).

Definicdo 1.6. Uma curva (regular) orientada em R" é uma classe de equiva-
léncia de parametrizacGes regulares relativamente a relagao “ser reparametri-

zacao com a mesma orienta¢ao”.

Na prética, consideramos uma curva orientada quando tomamos apenas
parametrizagGes com a mesma orientacao.
Ainda quanto as observacoes relativas a definicao 1.3, a observacao 3.

acima permite introduzir a seguinte definicao:

Definicdo 1.7. Dada uma curva, a imagem de uma qualquer das suas para-

metrizacoes chama-se traco dessa curva.

Infelizmente, existem curvas distintas com o mesmo traco — ou, o que
é equivalente, existem parametrizagdes com a mesma imagem que ndo sao
reparametrizacdo uma da outra. Por exemplo, y; do exemplo 1.2 ey3 da pagina
5(se u : [0, 2] — [0, 2zt for uma mudanca de parametro, tem de ser u(0) = 0,
ja que 0 é o tinico ponto do intervalo [0, 25t[ que nao € interior; mas y,(0) #
¥3(0)).

Isto mostra que uma curva nao fica completamente determinada pelo seu
traco — uma curva nao é simplesmente um conjunto de pontos. Uma curva
orientada pode ser entendida como um traco percorrido com uma certa or-
dem. Uma curva ndo orientada pode ser entendida como um traco percorrido
com uma certa ordem ou com a ordem inversa dessa — mas com nenhuma
outra ordem; por exemplo, o ponto inicial, se existir, pode passar a ponto final,
mas nao pode deixar de ser um extremo do percurso.

No entanto, hd um certo tipo de trago que corresponde a uma tinica curva:



1 CURVAS 8

Proposicao 1.1. Sejay : I — R" uma parametrizagdo regular injectiva, com
I = [a, b], para alguns a,b € R. Sey : J] — R" for outra parametrizacéao
regular com a mesma imagem, entdoy serd uma reparametrizagdo dey.

A demonstracao deste resultado serd dada em apéndice.

As condicdes desta proposicdo garantem que y € um homeomorfismo e
portanto que a sua imagem é homeomorfa a um intervalo fechado de R. In-
tuitivamente, isto significa que essa imagem resulta de tomar um intervalo
fechado de R e “dobra-lo” sem auto-intersec¢ées — ou seja, sem se cruzar e
sem que os extremos do intervalo toquem um no outro ou no interior do in-
tervalo. Dos quatro tragos de curvas representados na figura seguinte, apenas
o primeiro é homeomorfo a um intervalo de R (e, na verdade, corresponde a

uma Unica curva, enquanto cada um dos outros € traco de mais do que uma

— D
(X)) ™0

Mas podemos ainda aplicar a proposi¢ao 1.1 se estivermos a estudar as-

curva).

pectos locais e evitarmos pontos de auto-interseccdo. Basta tomar uma vizi-
nhanca compacta desse ponto, suficientemente pequena para que a sua in-
terseccdo com o traco de curva que queremos estudar seja homeomorfo a um
intervalo fechado de R — ou, dito de outra forma, basta restringir as parame-
trizacOes a intervalos fechados onde sejam injectivas. Por exemplo, se qui-

sermos estudar algum aspecto local (recta tangente, curvatura,...) de S! no

ponto (—‘/72, ‘/75) = 1 (2) = y3 (), podemos considerar as seguintes restri-

coesdey; eys

71|[%n m) S R

> 8
t — (cost, sent)
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V3l[1a 1517 : [F-55+3] - R?

t — (sent, cost)

que sdo reparametrizacdo uma da outra (u : 3%, 2| — [13Z, 13T] com u(r) =

v 2

— t). Na praética, isto significa que perto de ( ) é indiferente usar y;

ou y3 (ou qualquer outra parametriza¢do cuja imagem seja S! ou algum arco
V2 V2

de S! que contenha (—7, 7)).

1.2 Tangentes

Consideremos a curva parametrizada pory : I — R” e um ponto y(#) do
traco dessa curva. Se tomarmos um outro ponto y(¢) do mesmo trago, a recta
que passa em y(fy) e y(t), e que é uma secante desse traco, tem como vector

director y(t) — y(ty) — ou qualquer multiplo nao nulo deste, em particular

Y(O)-y(to)
t—1y

um limite, por vy ser derivavel, e esse limite serd nao nulo, por y ser regular,

Se t tender para t; (e portanto y(t) tender para y(ty)), M terd

esse limite, que é y'(fy), serd um vector director da tangente ao traco da curva
em y(ty). Esta observacao motiva a seguinte definicao.

Definicdo 1.8. A recta tangente a curva parametrizada pory : I — R” em
t =ty éarectay(ty) + (v (tp)).

A observacdo 4 da pagina 6 mostra que as rectas tangentes sao invariantes

por reparametrizacdo e portanto que esta definicao esta bem formulada.

Exemplo 1.6. Considere a parametrizacdao A do exemplo 1.5, cuja imagem é
uma lemniscata. Tem-se

A [0, 2] — R2
) N (— sent (2 + cos®r) cos(2t) (1 + sen®t) — senZ(ZI))

(1 +sen?r)? ° (1 + sen?r)?

note que A’'(t) # 0, paratodo ot € [0, 27|, e portanto A é regular. Como
A(Z) = (0,0)e V'(¥) = (3, —3), arecta (0, 0) + ((—3, —3)), ou seja, a recta de

equacgdo y = x, € a tangente a curva parametrizada por A em ¢ = 7; como
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3 3 11 11 .

A=) = (0,0) e V() = (3, —3), arecta (0, 0) + ((3, —3)), ou seja, a recta de
equacgio y = —x, é a tangente a curva parametrizada por 1 em ¢ = 37“ Repare
que ambas estas rectas sdao tangentes ao traco da curva, ou seja a lemniscata,
no ponto (0, 0).

1.3 Comprimento de arco

Consideremos a curva parametrizada pory : I — R”, e suponhamos que
queremos determinar o comprimento do trago da curvaentret = aet = b
(a < b, a, b € I).* Devido a facilidade em calcular comprimentos de segmen-
tos de recta, é natural comecarmos por tentar aproximar este comprimento

por uma sequéncia de segmentos de recta: dividamos o intervalo [a, b] em

subintervalos [t, 1], [t1, t2], ..., [th-1, tn], cOM fy = a e t, = b (estamos a su-
porquetfy < fj < ... < t,); o comprimento de cada um dos segmentos de
¥(b) = y(tn)

y(a) = y(t)

recta que queremos considerar é

v(t;) — y(t;-1)||, e portanto a aproximacao
que queriamos é

DIy =yl
i=1

mas ||y(t;)—y(t;i-1)|| = H%” (t;—t;—1), e portanto podemos escrever essa

aproximacao como

n

2,

i=1

y(&) — y(ti-1)

t—. — t._ ;
t—t 1 ( i i 1)

4Repare que este comprimento néo esté a partida definido. Sabemos (ou julgamos saber)
do que falamos apenas porque temos uma ideia intuitiva do que significa comprimento, mas
ndo é 6bvio que essa ideia intuitiva corresponda a algo que existe sempre (nem é verdade
que existe sempre, se alargarmos a definicdo de parametrizacdo a funcdes continuas, ndo
necessariamente diferencidveis).
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ora, se formos subdividindo esta particdo de [a, b] em subintervalos, fazendo

(t; — ti—1) — 0 e portanto n — +oo (mas sempre comty = a et, = b), este

b
f /()] d.

Esta discussao nao pretende ser uma demonstracdo de algum resultado,

somatdrio tenderd para

mas somente uma motivagdo para a seguinte definicao:

Definicdo 1.9. Sejam y : I — R” uma parametrizacdo de curva, a, b € I e
a < b. O comprimento da curva parametrizada por y entret = aet = b, ou

comprimento do arcoentret = a et = b da curva parametrizada por vy, é

b
f /()] d.

Esta definicao esta bem formulada, pois o comprimento assim definido é
invariante por reparametrizacao: suponhamos que 8 = aou é umareparame-
trizacdo de «, vy, v; dois valores do parametro v de 3, com vy < vy, ug = (V)
e u; = u(vy); jd vimos que u’ é sempre positiva ou sempre negativa — no pri-
meiro caso uy < u; e no segundo u; < uy; se for entdo x’ > 0, o comprimento

dacurvaentreu = ugeu = u; é

f o @) dut = f Nl () 1 (v) dv =

0 0

f e () - 1 @) dv = f 118 W)l dv;

Vo Vo

e se for u’ < 0, devemos calcular o comprimento entre u = u; e u = ug, que é

f e )]l du = f e (e (v dv = - f e )] - W) dv =

up 4] 4]

f e (@) - W @)l dv = f 1B W) dv.

Vo Vo

Exemplo 1.7. Considere a parametrizacao y do exemplo 1.4. O comprimento
da curva parametrizada pory entre t = 0 e t = 2 (trata-se de uma “volta” da
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hélice, entre os pontos (1, 0, 0) e (1, 0, £)) é

21 21
1 1 2V26
f (—sent, cost, E)H dt:f \/sen2t+coszt+?dt: — .
0 0

5
Bastante mais importante para o que se segue é a proxima defini¢ao, muito

semelhante a anterior, mas com algumas diferencas a notar:

Definicdo 1.10. Dados uma parametrizacdoy : I — R" eumvalorfy € I, a

funcdo comprimento de arco com origememt =ty é

s: I — s(I) c R
ty .
¢ o [y @lldu

Repare que:

1. Set > ty, entdo s(t) > 0 e s(t) corresponde efectivamente ao compri-

mento da curva parametrizada por y entre # € ¢.

2. Set < 1y, entdo s(t) < 0 e o comprimento da curva parametrizada por y

entre t e ty € —s(t).

3. Afuncao s é de classe C*™ (s’(t) = ||y'(¢)||, a funcdo norma é C* em R" \

{0} ey'(t) # 0 por y serregular, e y’ é C™).
4. A derivada de s nunca se anula (s’(¢t) = ||y’(¢)|| # 0, por y ser regular).

5. Como s é uma funcao real, definida num intervalo, com derivada que
nunca se anula, € injectiva; e portanto é uma bijeccao sobre a sua ima-

gem.

Tomemos a inversa s~! : s(I) — I de s; por 3. e 4. acima e pelo Teorema da
Funcdo Inversa, s~! é C® em cada ponto de s(I). Assim, s~ : s(I) —» I é uma

mudanca de parametro e
1

Yy=vos
é uma reparametrizacao de vy.
Normalmente usa-se a letra s para representar o parametro de ¥, o que €

natural: s = s(¢).
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Esta reparametrizacdo tem propriedades muito interessantes, que vere-

mos mais adiante, e que sdo consequéncia do seguinte facto:

Proposicao 1.2. Sejamy : I — R" uma parametrizagdo, s : I — s(I) € R
uma funcdo comprimento de arco dey ey = y o s™1. Entdo ||7'(s)|| = 1, para
todoos € s(I).

Demonstragdo. Basta ver que, sendo y(t) = ¥ o s(t), pela Regra da Cadeia

Y (@) =7'(s)-s'(t) =7'(s) - IV Ol
e portanto

Y'(t)
Iy’ ()l

Esta propriedade de o vector derivada ser sempre unitdrio merece uma de-

=1. O

17/ (Il =

signacao especial: se y : I — R” for uma parametrizacdo com a propriedade
de ||[y’(s)|| = 1, paratodo o s € I, o seu parametro s ndo é necessariamente
uma fun¢do comprimento de arco tal como definida acima, mas apenas por-
que pode ndo ter uma origem — isto é, pode nunca acontecer s = 0 (ou dito
ainda de outra forma, ndo h4 garantia de que 0 € I); no entanto, se tomarmos
dois valores sy, 51 € I, sy < 51, acontece necessariamente que o comprimento

da curva parametrizada pory entre s = spe s = s é

S1
f lds =51 — s0.
S0

Assim, justifica-se a seguinte terminologia:

Definicdo 1.11. Uma parametrizacdoy : I — R”" diz-se uma parametrizagdo
por comprimento de arco se ||y’(s)|| = 1, paratodoo s € I.
Se, além disso, y é uma reparametrizacao de «, entao é uma reparametrizagdo

de a por comprimento de arco.’

SMesmo que nio possa ser obtida a partir de & usando uma funcio comprimento de arco,
ou porque 0 ¢ I ou porque y e @ tém orientacdes opostas (repare que as derivadas de s e s~!
sdo positivas).
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Na prética, umareparametrizacao por comprimento de arco pode ser mui-
to dificil de calcular, ou mesmo impossivel de escrever em termos de func¢des
elementares (é o caso de uma parametrizacdo cuja imagem seja uma elipse).
No entanto, para efeitos tedricos, podemos sempre tomar uma reparametri-
zacao por comprimento de arco. Vamos ver um exemplo da utilidade disto no
inicio da préxima seccao.

Para terminar esta sec¢dao, vamos ver que quaisquer duas reparametriza-
¢Oes por comprimento de arco da mesma parametriza¢ao sao muito pareci-

das:

Proposicao 1.3. Sejamy ey duas parametrizagoes por comprimento de arco,
uma reparametrizacdo da outra, comy =y o u. Entao u(t) = +t + c (ondec é

uma constante).

Demonstragdo. Pela Regra da Cadeia,

Y (@) =7 () - 1 ()

1,isto é, u'(t) = +1;

mas, como ||y'(t)|| = [|7'(u@))ll = 1, vem que [z'(¢)]
integrando, temos u(t) = =t + c. O

1.4 Curvatura

Queremos medir a curvatura de uma curva num ponto. Intuitivamente, uma
recta tem curvatura nula em todos os pontos, a curvatura de uma circunfe-
réncia é também igual em todos os pontos e tanto menor quanto maior for o

raio e, na seguinte elipse, a curvatura € maxima em A e C e minima em B e D.
B
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Aideia que vamos seguir para concretizar esta nocao intuitiva € a seguinte:
a curvatura deve medir a variacao na direc¢do da tangente — se na vizinhanca
de um ponto a tangente varia muito, entdo a curvatura é grande; se varia
pouco, entdo a curvatura é pequena. Isto sugere que para calcular a curva-
tura devemos usar uma derivada. Como a derivada de uma parametrizacao
nos da um vector director da tangente, podemos pensar em usar a segunda
derivada duma parametrizacao; mas o vector (primeira) derivada de uma pa-
rametrizacao pode variar ndao s6 em direc¢ao mas também em norma, o que
afectard a sua derivada. A solugdo consiste em derivar, ndo uma parametriza-
¢do arbitrdria, mas uma reparametrizacdo por comprimento de arco. Assim,

a primeira derivada, sendo sempre unitaria, ndo varia em norma.

Definicdo 1.12. Sejamy : ] — R” uma parametrizacdo de curvaey =y o u
uma sua reparametrizacao por comprimento de arco. Sejam ainda#) € I e
so = 1 (t). A curvatura da curva parametrizada pory emt =ty € I é

2~
() = [ 4 s

Temos de verificar duas coisas para confirmar que esta defini¢do estd bem

formulada:

1. Se y for uma outra reparametrizacao por comprimento de arco de vy, a
curvatura resultante é a mesma. De facto, ja vimos (na prop.1.3) que
nesse caso, comy =y ovy,setemy’ =1ouv = -1; vamos chamar r ao
parametro de y e s ao de ¥, de forma que s = v(r); entdo, pela Regra da

Cadeia,
dy dy dv
dr ds dr

— = C— —_ = -
dr? dr dr ds dr? ds? \dr

ay A% dv ay d>  d*y (m)z vo &7
e portanto a curvatura é igual, calculada usando y ou .

2. Alémdisso, se a for uma reparametrizacao de y, e ¥ umareparametriza-

cdo de a por comprimento de arco, entdo @ é também uma reparame-
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trizacdo de y por comprimento de arco — e portanto a curvatura obtida
através de @ serd ainda igual a obtida através de y.

Exemplo 1.8. Considere uma circunferéncia de centro na origem e raio a, pa-

rametrizada por

y: [0, 2n] — R?

t — (acost, asent)

A funcdo comprimento de arco de y, com origemem ¢ = 0, é

s: [0,2x] — [0, 2an|

2

t = at
N ty, ¢
pois [ly'(1)|| = l[(-asent, acost)|| = a e portanto [/ |ly'(w)l|du = [ adu =
at. Assim,
7: 002 - R?
s+ (acos2 asen?)

é uma reparametrizacao de y por comprimento de arco; a segunda derivada

~ _ S z
dey em cadapontot = 3 €

ds? ds

2

a a

d*>y d(-senz, cos?) cos- sen: ( cost sen t)
- a ’ a |

e a curvatura é

w-|-2

— ou seja, é constante e igual ao inverso do raio da circunferéncia.

cost sent)H 1
a

Exemplo 1.9. Uma curva tem curvatura constante nula se e sé se o seu traco

esta contido numa recta. (exercicio)

Ja foireferido que pode nao ser praticavel determinar explicitamente uma
parametrizacdo por comprimento de arco de uma dada curva. Mas isso ndo
significa que ndo se possa fazer contas com essa parametriza¢do por compri-

mento de arco. O exemplo seguinte tenta ilustrar esse tipo de situacgdo.
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Exemplo 1.10. Considere a parametrizacao

y: [0, 2] — R?

t — (2cost, sent)
cujaimagem € a elipse de equacao ’2—2 +y? = 1. Entdo
v'(t) = (-2sent, cost) donde ||y'(¢)|| = V3sen?t + 1.

. t ~ . ~
O integral fo V3sen? u + 1 du ndo pode ser escrito em termos de fungdes ele-
mentares.® Mas podemos mesmo assim definir

s: [0,2x] — R
t
t — fVSsen2u+1du
0

e sabemos que s’(t) = V3sen?t + 1. Definindo uma reparametrizacao por
comprimento de arcoy = y o 5™}, temosy = ¥ o s, donde

d—y:ﬂ-ézﬂ-\'?)senzt+l
dt ds dt ds

e portanto

ay 1 d 1

@ -4 —————(—2sent, cost)

ds  +3sen2r+1 dt  +3sen?t+1
(0o que em si é uma trivialidade: a derivada de y € um vector unitario colinear
e com o mesmo sentido da derivada de vy, logo pode ser obtida dividindo a

derivada de y pela sua norma). Analogamente,

dy ~ -
d== > d d?
Zas 4V A y-VSsen2t+1

dt — ds? dt  ds?

bsto é, ndo pode ser obtido a partir de fungdes polinomiais, exponenciais, logaritmicas,
trigonométricas e trigonomeétricas inversas através de um nimero finito de adigdes, diferen-
cas, multiplicacdes, divisdes, extracdes de raizes e composicoes.
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e portanto
45
>y 1 Azt _
s’ Vasemlrr1 dt
1 3sentcost 1
= - 3 (-2sent, cost) + ————— (-2 cost, —sent)
V3sen?t + 1 (\/;W) V3sen?t + 1
1

= Geomt i1 17 (—3 sent cost (—2sent, cost)+(3sen’t + 1) (-2 cost, —sent) )
3sent +1

1

= ﬁ(—z cost, —4sent).
3sent+1

Assim,
d*y

ds?

|[(-2cost, —4sent)|| =

k(t) = ‘

- (3sen?t + 1)

_2V3sen2t+1_ 2

- 2 3
(3sen?t +1) (V3 sen?t + 1)

Estas contas ndo tém de ser repetidas todas as vezes que necessitamos de

calcular a curvatura de uma curva que ndao conseguimos parametrizar por
comprimento de arco. A seguinte férmula poupa muito trabalho (mas re-
pare que o inicio da sua demonstracao € precisamente uma sistematizacao

das contas acima).

Proposicdo 1.4. A curvatura da curva parametrizada pory : I — R3emt = 1,

édada por
Iy (20) X ' (1)
1y’ (2o)II3
Demonstragdo. Sejam s : I — R uma funcdo comprimento de arco de y e

Kk(fy) =

¥ =vyos7 !, dondey = ¥ o 5. entdo, pela Regra da Cadeia,

dv dy
donde a@ _ ﬂ,
ds 4

dar

, dy dy ds
Y= T as ar

e portanto

~ ~ dy d dy  d* "o ror
ds?  dr\ds
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além disso, como s’ = ||y’|],

’

(N =IIIP=y "y
e derivando temos

ZS/S//

14 ’ 4

=y"-y"+y"-y” donde s's”"=vy"-y";

assim,
d>y _ Y (s’ —v's's"” _ Y)Yy,
ds? (s")* lly’|14 ’

e como, para quaisquer trés vectores u, v, w € R3,

ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w,

temos 5
y _ v <& xy).
ds* Iy II*

ora, como y” X v’ é ortogonal a v/, temos ainda que ||y’ X (y” X y)|| =

lY'Il - ly” x v’|l, e portanto

-

Esta férmula, tal como estd apresentada, aplica-se apenas a curvas em R3,

d*y
ds?

_ IO _ Ay <yl Iy <A g

Iy |I* lly'11* 1’11

Mas repare que um vector y,(t) = (x(t), y(t)) em R? pode ser identificado
com o vector y3(t) = (x(¢), y(t), 0) no plano R? x {0} € R3; claro que o vector
vy X v = (0,0, x"(t)y'(t) — x'(t) y”(t)) ndo pertencerd a esse plano (a ndo
ser quando for nulo), mas para a férmula da curvatura interessa-nos apenas
a sua norma. Assim, se tivermos uma curva no plano parametrizada pory =

(x(t), y(t)), asua curvatura serd dada por

_ () y'(10) = X'(10) y" (80|

K(to) ZOE
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Exemplo 1.11. Voltemos a parametrizacao do exemplo 1.10. Como
v'(t) = (-2sent, cost) e y’(t)=(-2cost, —sent),
identificando R? com R? x {0} temos
Ily"(6) x ¥/ ()l = 11(0, 0, ~2 cos® ¢ — 2sen’ 1)[| = [|(0, 0, ~2)]| = 2
e a curvatura da curva parametrizada por y em ¢ é dada por

_ V'@ xy' Ol _ 2 _ 2
Iy (@)I1? (Vasen2t +cos?t)d (V3sen2t +1)3

k(1)

E facil ver que esta curvatura é méaxima quando sent = 0, isto é,emt = O e
t = m (ou nos pontos (2, 0) e (-2, 0) da elipse); e minima quando sent = +1,

istoé,emt = %‘ et = 37“ (ou nos pontos (0, 1) e (0, —1) da elipse).

1.5 Triedro de Frenet; torcao

Nesta seccdo consideraremos curvas orientadas — o que significa que, a me-
nos que falemos em troca de orientacao, todas as mudancas de parametro

terdo derivada positiva.

Definicdo 1.13. Sejam y uma parametrizagdo e y = y o x uma sua reparame-
trizacdo por comprimento de arco. Chamaremos vector tangente unitdrio a

curva orientada parametrizada pory em ¢t = fy = u(sp) ao vector

Y (o)

o) = ¥'(0) = Lo

E facil ver que, se invertermos a orientacdo da curva, o sentido do vector
tangente unitdrio também se inverte; mas o vector tangente unitdrio é invari-

ante por reparametrizagoes que mantenham a orientacao.

Proposicao 1.5. Sejam1 C ReF : I — R" uma fungdo derivdvel tal que

|F(¢)|| = 1, para todo ot € I; entdo, para todoot € I, F'(t) = 0 ou F'(t) é
ortogonal a F(t).
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Demonstracéo. Temos 1 = ||F(t)||> = F(t) - F(t). Derivando, vem 0 = F'(¢) -
F(t) + F(t) - F'(t),donde F’(t) - F(t) = 0. O

Em particular, se ¥ for uma parametrizacdo por comprimento de arco, o

vector y” é ortogonal a y'(= t) — excepto quando y” é nulo (ou seja, quando

a curvatura é zero).

Definicdo 1.14. Sejam y uma parametrizacao, y = y o y uma sua reparametri-
zacdo por comprimento de arco e fy um valor do parametro de y para o qual a
curvatura é ndo nula. Chamaremos vector normal principal a curva parame-

trizada pory em t = fy = u(sp) ao vector

7" (50)

() = o

Assim, em cada ponto (de curvatura ndo nula), t e n sdo vectores unitarios

ortogonais (em pontos de curvatura nula, n ndo estd definido).

dt ~1 ~1 =
Repare que, como -7 =n 17"l e k = [|7"l,
s

dt

— = Kkn.
ds

Teremos ocasido de voltar a esta equacao.

Repare também que, como

at A3 @y ds

s
— = =—ZL.— e —>0,
dt dt ds? dt dt
azy _ . .
0s vectores I e e sdo colineares e tém o mesmo sentido, de forma que
d*y dt
2
n= ds _ dt .
d*y dt
ds? dt

Assim, n pode ser calculado sem ter de recorrer a uma reparametrizacao por

comprimento de arco.
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Repare ainda que as contas do ponto 1. da pag. 15 mostram que n é invari-

ante por reparametrizagdo — mesmo que se inverta a orientacao.

Exemplo 1.12. Consideremos ainda outra vez a parametriza¢ao do exemplo
1.10. Como

v'(t) = (-2sent, cost) e vy"(t)=(-2cost, —sent),

temos )
"(t
t= 7,( ) = (—2sent, cost),
YOl V3sen?t + 1

dt 3sentcost 1
-— = 3 (—2sent, cost) + —————— (-2 cost, —sent)

dt (m) V3sen®t +1

1
= 3 (—2cost, —4sent),

(V3 sen? + 1)

dt
da 1

n-= =
||%|| V3sen?r +1

dt
dt

B 2
" 3sen?t +1

e portanto

(—cost, —2sent).

bt

No caso de curvas planas, isto é, cujo traco estd contido num plano, o sen-
tido do vector normal principal tem um significado geométrico: n aponta no

sentido convexo do traco da curva. Para verificar isto, tomaremos uma para-
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metrizacdo por comprimento de arco vy e verificaremos que, se s estiver su-
ficientemente préximo de sy, o angulo (ndo orientado) entre os vectores n e

5 inferi 7
¥(s) — ¥(so) é inferior a Z;

y(s)

Y(s0)
para simplificar os cdlculos, em vez de n utilizaremos y”(sy), que é colinear
e tem o mesmo sentido de n (por y ser parametrizacao por comprimento de
arco). Tomando o polinémio de Taylor de y de grau 2 em torno de sy, temos

(s — 50)*

y(s) = y(s0) +¥'(s0) (s — s0) +¥"(s0) + R(s),

onde lim RZ—(S)

5> = 0. Mas entdo, como y'(so) € y”(sp) sdo ortogonais,
s—s (8 — o)

IRV
¥ (50) - (y(s) = y(s0)) = 0 + |ly"(s0)II” % +7"(s0) - Ro(s);
entao
_yY(s0) - (y(s) = y(s0)) _ . (IV'G? ., Ro(s) \ _
i P Lm(T“)ﬁ)
_ ||7"(230)||2 o,

Assim, para algum € > 0 acontece que, se 0 < |s — 59| < &, entdo

Y (s0) - (y(s) = v(s0))
(s — s0)? >0

e portanto
Y (s0) - (y(s) = ¥(s0)) > 0;

“Isto também se verifica para uma curva no espago, mas nesse caso perde-se a interpre-
tacdao em termos de convexidade.
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mas isto significa precisamente que cos 2{y"(so), y(s) —y(so)} > 0, ou seja,

Hny(s) = ¥(s0)} = 07" (s0) ¥(s) = y(so)} € [0, 7.

Daqui para diante interessam-nos apenas curvas em R3,

Definicdo 1.15. Sejam y : I — R3 uma parametrizacéo de curva e f, um valor
do parametro para o qual a curvatura é ndo nula. O plano osculador a curva

parametrizada por y em ¢ = f; é o plano

¥(f) + (t(tp), n(tp)).

E claro que se tivermos uma parametrizacdo por comprimento de arco 7,
como t(s) = y'(s) en(s) = @—g;”, o plano osculador podera ser escrito tam-

bém como
¥(s0) + (¥ (s0), ¥"(s0))-

ay ds

2 ’ 2 . ~/ . 2 . d’y _
Ja sabemos que y’(fy) € colinear com 7'(sp); além disso, de 7= = 2% - 7 segue

que
d*y _d*y (ds\° dy d®s
dr2  ds? \dt ds dr?’
donde se tira que y”(fy) € combinacao linear de y”(sy) e ¥'(sp) — e nao é coli-
near com y’(sp), pois s’(ty) # 0; assim, podemos ainda escrever o plano oscu-

lador como
y(to) + (¥ (1), " (10))-

Esta forma de o caracterizar permite ver facilmente que o plano osculador é o
plano do qual o traco da curva se encontra “mais pr6ximo”, numa vizinhanca
de t = ty. De facto, para um valor do parametro t =~ f; temos, tomando o

polinémio de Taylor de segundo grau de vy,

(t —19)?

y(t) = y(to) + ¥ (to) (t — to) +v"(to) 5

e o ponto da esquerda é um ponto de y(ty) + (y'(t), Y"(to))-
Em particular, vejamos que, se a curva for plana, isto é, se o seu traco es-
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tiver contido num plano, esse plano é o plano osculador para todo o valor do
parametro (a ndo ser que a curvatura se anule, pois nesses pontos o plano os-
culador ndo estd definido): de facto, se, para todo o ¢, y(t) = (x(t), y(t), z(¢))

pertencer a um plano m de equacao ax + by + cz = d, isto €,
ax(t)+by(t)+cz(t) =d,
entao derivando duas vezes vemos que

ax'(t)+by' (t)+cZ'(t)=0

ax"(t)+by"(t)+cz"(t) =0,

ou seja, que y'(t) = (x'(¢), y'(t), 2'(t)) e y"(¢) = (x"(t), y”(t), 2”(t)) pertencem
ao plano vectorial paralelo a 7; assim, o plano osculador y(¢) + (y'(t), y"(t)) é
paralelo a 7 e, tendo em comum o ponto y(¢), é precisamente 7.

Se a curva parametrizada por y nao for plana numa vizinhancade t = #, o
seu traco afastar-se-a do plano osculador em ¢ = ) a medida que o parametro
t se afastar do valor fy; esse afastamento serd tanto mais rapido quanto mais
“torto”, ou “torcido”, for o traco. Queremos entdao medir a velocidade desse
afastamento, ou quao “torcido” é o traco — a essa medida chamaremos tor¢ao.

Repare que isso equivale a medir a varia¢do na direc¢do do plano oscula-
dor — quando ¢ se afastar de £, essa direc¢do variard tanto mais quanto mais
rapidamente o traco da curva se afastar do plano osculador em ¢t = #,. Quanto
adireccdo de um plano, pode ser caracterizada por um vector unitédrio que lhe
seja perpendicular; ora, € muito f4cil introduzir um vector unitdrio perpendi-

cular ao plano osculador: basta tomar o produto externo t X n.

Definicdo 1.16. Sejam y : I — R3 uma parametrizacédo de curva e f, um valor
do parametro para o qual a curvatura é nao nula. O vector binormal a curva

orientada parametrizada pory em ¢ = ¢y é o vector

b(%) = t(zo) X n(zp).



1 CURVAS 26

Pela definicao de produto externo, paratodoot € I, ||b(¢)|| = 1 e

(t(z), n(z), b(2))

constitui (para cada t) uma base ortonormada de R3. A este terno chama-se
triedro de Frenet.

E imediato da definicdo b = t x n e do que j4 sabemos sobre t e n que, tal
como t, b é invariante por reparametrizacdoes que mantenham a orientacao
mas inverte o sentido se a orientacao da curva mudar.

Para medirmos a variacdo do plano osculador, vamos entdo derivar b (em
ordem ao comprimento de arco s, que é o parametro mais “neutro”).

b’(s) = t'(s) x n(s) + t(s) x n'(s)

k(s)n(s) x n(s) + t(s) x n'(s)

t(s) x n'(s)

Este resultado diz-nos que b’(s) é ortogonal a t(s); mas, como ||b(s)|| = 1 para
todo o s, jd sabemos que b’(s) é ortogonal a b(s); assim, b’(s) tem de ser coli-

near com n(s) — isto €, é o produto de um escalar pelo vector unitério n(s).

Definicdo 1.17. Sejam y : I — R3 uma parametrizagdo, y = y o u uma sua
reparametrizacao por comprimento de arco e t) um valor do parametro de y
para o qual a curvatura é ndo nula. A for¢do da curva parametrizada por y em

t =ty = u(sg) é o escalar 7(ty) tal que

22(50) = =) ().
S

A torcao é invariante por reparametrizacao: sejam £ uma parametrizagao
e @ = f§ o u uma reparametrizacdo de 8 com y’ < 0 (deve ser claro que se
fosse ji’ > 0, as tor¢des associadas a « e B seriam iguais); sejam @ e J3 repa-
rametrizacoes de a e 3, respectivamente, por comprimento de arco — serd

@ = Bojicomy’ = —1;sejam ainda s e r = fi(s) valores correspondentes

dos parametros de @ e 3 para os quais as curvaturas ndo se anulam; entao,
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chamandob, =b; ebg =b j Q0s respectivos vectores binormais, temos

ba(s) = —bs(r);

pela Regra da Cadeia,
db; __dbgap _dbg
ds  dr ds  dr
donde
—Ty Ny = —Tghg
e, como n, = ng,
To = Tg.

Ao contrério da curvatura, a torcado é definida de maneira a poder ser po-
sitiva ou negativa: fi—? pode ter o mesmo sentido de n, ou o sentido oposto;
se tiver o mesmo sentido, serd negativa; se tiver o sentido oposto, serd posi-
tiva. A razao para esta aparente inversao de sinais (ou seja, para o sinal menos
em ‘;—? = —71n) é o facto de querermos que a torcdo positiva corresponda a
curvas que “rodam” no sentido directo; mais precisamente, uma curva tem
tor¢ao positiva se se afasta do plano osculador no sentido do vector binormal,

e negativa se se afasta no sentido oposto.?

Exemplo 1.13. Considere a curva parametrizada pela seguinte func¢do, cujo
traco é uma hélice circular

y: R — R3

s +— (acoss,asens,bs)

(a, b € R tais que a® + b? = 1, para que vy seja uma parametrizacdo por com-
primento de arco); a tor¢ao desta curva € constante, e tem o mesmo sinal de
b (exercicio). Na figura seguinte estdo representadas duas destas hélices, a da

esquerda com tor¢do positiva, e a da direita com tor¢ao negativa.

8Atencdo: alguns autores ignoram este argumento e definem tor¢ao como sendo simples-
mente o coeficiente de ‘;—'s’ relativamente a n, ou seja, como o simétrico da nossa tor¢ao.
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V4 Z
— —
— —
= y é»y
X

Proposicdo 1.6. Sejay : I — R3 uma parametrizacéo de uma curva cuja

curvatura nunca se anula. Entdo o seu trago estd contido num plano se e so6 se

a sua torg¢do é identicamente nula.

Demonstragdo. Suponhamos que aimagem y(I) estd contida num plano. En-

tdo, como ja vimos, o plano osculador é o mesmo para todo o valor do para-

metro. Assim, o vector binormal é constante, e portanto a tor¢do é nula.
Reciprocamente, suponhamos que a tor¢ao é constante nula. Entdo o vec-

tor binormal b é constante.® Derivemos o produto interno de y(t) por b:
(y(@®) by =y (t) - b+y(t)-b = [[y(®)llt-b+0=0;

entdo y(t) - b é também constante; se chamarmos d a essa constante e escre-

vermos y(t) = (x(t), y(t), z(t)) eb = (a, b, c), temos entao

ax(t)+by(t)+cz(t) = (x(t), y(t), z(t)) - (a, b, c) = d;

logo, paratodoot € I, y(t) pertence ao plano de equacdao ax+by+cz =d. O
‘;—ls’ = —Tn; 0 que

podemos dizer sobre %? Sendo b = t X n, segue que n = b X t, donde

Ja tinhamos visto que Z—; = kn e, por definicdo de torcao,

dn db dt
— =—Xt+bX—=—-tnXt+bXxkn
ds ds ds
9Porque estamos a supor que a curvatura nunca se anula e assim temos uma funcdot - b
definida num intervalo e com derivada nula; se fosse I = I; U {fp} U I, com curvatura nula (e
portanto b nao definido) em #;, poderiamos ter b constante igual a b; em I; e constante igual
ab, em I, mas by # b,.
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e,como t = n X b e, para quaisquer u, v, v X u = —u X v, concluimos que

n
— =—kt+71h.
ds

As trés equacoes

dt
ds
dn
ds
db
ds

= Kn

= —«t +7b

sdo conhecidas como Formulas de Frenet (ou de Frenet-Serret), e sao facil-

mente memorizaveis na forma matricial

dt

ds 0 « O t
dn 0 N
— |=] -« T

ds

db 0 -t 0/\b
ds

Convém sublinhar que nestas férmulas as derivadas sdo calculadas em or-
dem ao comprimento de arco. Se ndo tivermos uma parametrizacao por com-
primento de arco, para calcular a torcao poderemos, como habitualmente, es-

crever
db _db ds db

dy
dt ds dt ds

dt

2

donde

db
= =ty

No entanto, é frequentemente mais pratico usar uma férmula andloga a
da proposicao 1.4.

Proposicdo 1.7. A tor¢do da curva parametrizada pory : I — R3 num ponto



1 CURVAS 30

t = ty onde a curvatura ndo se anula é dada por

(¥ (t0) X y"(t0)) - v"" (t0)
Iy’ (o) x v (to)l|?

(o) =

Demonstragéo. Sejay = you~! umareparametrizacio dey por comprimento
de arco, com u’ > 0, e seja s = u(t). Vamos ver primeiro que

O'@) xy"(0) -y (@) _ F'(s) x7"(5)) - 7" (s)

lly’(£) x y"(1)l|? 17/ (s) x 77(s)|I?
De facto, como
dy _dy du d*y _d*y (du 2+dy d’u
dr ds dt dr2  ds? \ dt ds dt?’

temos

dt ~ dr2  ds dt ~ \ds? \dt ds dr?

Ay du d*y (du\® dy du dyv d*u
= — . — X — | — + = — X —=: —;
ds dt ds? ds dt ds dt?

dy d?>v dy d A%y (du\®> dy d?
dy 7__7._ﬂx( 7(_ﬂ)+_v Z

dt

mas a segunda parcela do termo da direita é nula, por ser o produto externo

de vectores colineares; assim,

Y(0)xy"(t) = (W () 7'(s) x 7" (s),

donde
1Y’ (0) X ¥"OII> = W @)° 117 (s) x 7" ($)II%;

além disso, por ser y”(t) = 7" (s)(¢'(t))? + 7' (s)u” (¢), é
Y"(6) = 7" ()W (@) + 37" () (" (1) + 7 ()" (¢)
e portanto

'@ xy"() -y (@) = (1 (©)° (7 (s) X 7(5)) - 7" (5)-
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Vejamos agora que a tor¢ao da curva parametrizada por y em s (e por-

tanto a tor¢do da curva parametrizada por y em t) é efectivamente igual a

' ()x7"()-7"(s)
17" ()xy" (s)II*

. Ora, de —t n(s) = b’(s) vem (fazendo o produto interno por

-n(s))
T = =b'(s) - n(s);
assim, como t(s) = 7'(s) e n(s) = ”Zﬁ = YK’;S),
- 7'(s)\" 7'(s)
(o)
_ e y'(s) Y7 ($)k(s) =y ()K'(s)) ¥"(s)
- (7 R IR A R ) )
_ @) xy"(s) - ¥"(s) _ _(F(5) X 77(s)) - 77(5)
(k(s))? 17 (s)I?

e como, por um lado, [|7”(s)[I* = [|7'(s) X 7"(s)I|* (por 7'(s) ser unitdrio e orto-
gonalay”(s)) e, por outro, (uxv)-w = —(uxw)-v (para quaisquer u, v, w € R3)

concluimos finalmente que

_ ) xy"(s) - y"(s) _ (&) xy" (@) -y ()
[177(s) x 7" (s)II? Iy’ (@) xy"OIF

1.6 Movimentos rigidos; teorema fundamental da teoria lo-

cal das curvas

Chama-se movimento rigido a uma deslocacdo que nao altera a forma dos
objectos (nao “torce” nem “estica”’). Mais rigorosamente, um movimento ri-
gido é a composicdo de translacdoes com rotacoes e pode ser representado
como a composicdo de uma translagdo com uma rotacdo de centro na ori-
gem, isto é, na forma P — AP + v, onde A é uma matriz ortogonal, detA = 1e
v é um vector.

Se tomarmos uma curva, parametrizada por « : I — R”, e lhe aplicarmos

um movimento rigido

M: R* — R”
P — AP+vV
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a curva resultante, parametrizada por § = M o «, terd a mesma curvatura
e a mesma tor¢do que a curva original, as mesmas funcdes comprimento de
arco, e o seu triedro de Frenet resultard de aplicar a matriz A (que, recorde-
-se, representa uma rota¢do) ao triedro de Frenet da curva original. De facto,
repare que, como v € constante, a matriz jacobiana JM é simplesmente a ma-

triz jacobiana da aplicacdo P — AP e, como esta € linear, temos JM(P) = A;

assim,
B'(t) = IM(a(t) a'(t) = Ac'(r)
B (r) =Aa"(t) e
ﬁl//(t_) — Aa”,(t);
além disso, como A é ortogonal, ||Aa’(t)|| = ||a’(t)|| (e assim por diante). E

trivial verificar que entdo as contas que conduzem ao comprimento de arco,

a curvatura e a tor¢ao dao os mesmos resultados para « e para (3; e que, por

B _ Ad't) _
IFON = Teon = Ate-
Reciprocamente, consideremos duas curvas, com parametrizacdes por

exemplo, tg =

comprimento de arcoa : I — R3e B : I — R3 tais que as suas curva-

turas e torcoes sao iguais:

Ka(s) = kp(s) e Tols)=1p(s),  Vser

entdo 8 = M o @, onde M é um movimento rigido. Para verificar esta afirma-
¢do, tomemos um valor sy do parametro s comum as duas parametrizacoes, a

que correspondem os triedros de Frenet

(to(50) Ma(50), bo(50)) € (tp(s0). mp(s0), bp(so));

como se trata de dois triedros em R® ortonormados com orientaco positiva,

existe uma rotagdo que transforma o primeiro no segundo,"! e essa rotacdo

0Considerar duas parametrizacdes por comprimento de arco com o mesmo dominio é
uma forma de supor que as duas curvas tém o mesmo comprimento de arco.

11Se por acaso t,(sp) = tg(sp), 0s planos (ny (sp), ba(so)) € (ng(so), bs(sp)) coincidem; pode-
mos entdo rodar n, (sp) nesse plano até coincidir com ng(sy); com essa rotagao, t,(sp) = tg(so)
ficara inalterado e a imagem de b,(sp) coincidird necessariamente com bg(sg). Se inicial-
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pode ser representada por uma matriz A ortogonal, com detA = 1; sejam v =
B(s0) = M (a(so0)) €
M: R" - R”
P = AP+vV
E claro que (M o @) (sg) = B(s); queremos ver que (M o a)(s) = B(s), para

todo o s € I; para isso, vamos primeiro verificar que

1trr0a (s) = ta()II” + IMrroa(s) = np()II* + [[baroa(s) = b(s)[I* = 0

para todo o s € I; usando as férmulas de Frenet e o facto de que «p0q =
Ko = Kg = K€ Tpoa = To = Tg = T (e escrevendo ts, ng, by em vez de

taroas Mproas Proq Para tornar as expressoes um pouco menos pesadas), temos

1d
5o (Ita = tl? + Ing — mgll? + Ibg — by )

= 22 ((ta ~ t9) - (ta ~ tp) + (05~ ) (mz ~ ) + (bs — by) - (b ~ b))
3 dts dtﬁ dng dnﬁ db; dbﬁ
==ty (% - a)““d‘“ﬂ)'( s K)“bd_bﬁ)'( as F)

= (tz — tg) - k(ng — np)
—(ng —ng) - k(tz — tg) + (ng —ng) - 7(bg — bp)
—(bs —bg) - 7(ng —ng)
= 0’

isto significa que [[tyroa (s) = ta(s)II* + [[Mazoa(s) = np(s)|I* + [[barca(s) = bp(s)II?
é constante; como, pela definicdao de A, ||[tyroq(s0) — tﬂ(S())”Z + |Inproa(So) —
n3(50)[I” + [[baroa(s0) = bpg(so)l* = 0, concluimos que [[taroa(s) = ta(s)II* +
Inar0a(s) = np(s)]I* + [Ibasoa(s) — bp(s)lI* = 0 e portanto

troa(s) = ta(s),  Muroa(s) = np(s),  baea(s) = bp(s),

mente t,(sp) e tg(sp) forem ndo colineares, comecamos por fazer uma rotagdo no plano
(ta(s0), tg(so)) que faga a imagem de t,(so) coincidir com tg(so) (e se t,(so) € tg(so) forem dis-
tintos mas colineares?); a seguir fazemos uma rotagdo como no caso anterior e consideramos
a composta destas duas rotacoes.
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para todo o s € I. Finalmente, como
d (M B)=t tg =0
_— o — = oa — =0,
ds Moa B
M o a — B tem de ser constante; mas (M o a) (so) — B(so) = 0, logo
(Moa)(s)=B(s), paratodoos €I,

como queriamos.

Resumindo o que vimos até agora: duas curvas tém comprimento de arco,
curvatura e torcao iguais se e s6 se sdo a mesma curva a menos de um mo-
vimento rigido (isto é, se e s6 se cada uma pode ser obtida a partir da outra
aplicando um movimento rigido).

Para concluirmos que uma curva fica completamente determinada (a me-
nos de um movimento rigido) pelo comprimento de arco, curvatura e torcao,
falta apenas ver que dados um parametro para ser o comprimento de arco e
duas fung¢des para serem curvatura e tor¢do, existe uma curva com esses ele-
mentos.

Teorema 1.8 (Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas). Dadas fun-
coesk, T : I — R declasseC*™, com«k(s) > 0 paratodoos € I, existe uma curva
com uma parametrizacéo por comprimento dearcoy : I — R3, cuja curvatura
é k(s) e cuja tor¢ao é 1(s), para cada s € 1. Esta curva é tinica, a menos de um
movimento rigido.

Demonstrag¢do. A unicidade foi vista acima.
Quanto a existéncia, o passo principal consiste em reparar que as trés for-

mulas de Frenet

dt N

_:K

ds

d

d—lsl:—Kt+Tb )]
db n

—_ =T

ds

decompostas de acordo com as componentes dos vectores intervenientes,
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constituem um sistema de nove equacoes diferenciais ordindrias lineares. Por
um resultado da teoria das equagdes diferenciais ordindrias, o sistema (1) tem
uma solucao tnica

(t(s), n(s), b(s)), sel

para as condicdes iniciais

t(so) = tp, mn(sp) =my, b(sp) = by;

naturalmente, escolhemos para condi¢des iniciais algum triedro ortonormado
com orientacdo positiva (ty, ng, by).

Devemos verificar que a solucao (t(s), n(s), b(s)) se mantém ortonormada;
ora, como esta solucao tem de verificar o sistema (1), vemos facilmente que

verifica
da(t-
( n):Kn'n—Kt't+Tt'b
ds
d(t -
(t b):Kn-b—Tt-n
ds
M:—l<t-b+Tb-b—'rn-n
ds
dat-t
(ds):ZKn-t
M:—2/<t-n+21'b-n
ds
d(b -
M:—ZTn'b;
ds

ora, é ainda mais facil verificar que, para as condicoes iniciais
to-ng=ty-bg=nyg-bg=0, to-tg=ng-nyg=by-byg=1
(por (tg, ng, by) ser ortonormado),

t-n=t-b=n-b=0, t-t=n-n=b-b=1
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é uma solugcao — e, por unicidade, é a solucao — deste novo sistema.
Tendo o triedro ortonormado (t(s), n(s), b(s)) para cada s € I, encontra-
mos uma parametrizacao da curva procurada fazendo

v(s) = ﬁtds

(integracdo componente a componente). Trata-se de uma parametrizacao

por comprimento de arco: |[y'(s)|| = [[t(s)|]] = Vt(s) - t(s) = 1. O vector tan-

gente unitdrio é y’(s) = t(s). O vector normal principal é ”Z::Ei;” = ”::g;” =
k(s)n(s)

FORE n(s) (por verificar a primeira equacao de (1), n ser unitario e « po-

sitiva). O vector binormal € t(s) X n(s) = b(s) (por (t, n, b) ser ortonormado
com orientacao positiva). Por (t(s), n(s), b(s)) ser uma solucdo do sistema (1),
as funcoes «(s) e 7(s) que 1d apareciam (e que sdo as do enunciado) sdo a cur-

vatura e a tor¢ao desta curva. |

Apéndice

Como prometido, vamos demonstrar o resultado seguinte, que foi enunciado
na pagina 8:

Proposicao 1.1 Sejay : I — R" uma parametrizacdao regular injectiva, com
I = |a, b], para algunsa, b € R. Sey : ] — R" for outra parametrizagdo

regular com a mesma imagem, entdoy serd uma reparametrizacdo devy.

Demonstragdo. Seja C = y([a, b]) = y(J). Por a parametrizagdo vy ser injec-
tiva, tem uma inversa y~! : C — [a, b]. Vamos definir uma funcdo u : J —
[a, b] por
p=y "oy

entdo y = y o u e queremos ver que x € uma mudanca de parametro, isto €,
que y é uma bijeccdo e tanto  como p~! sdo de classe C*.

A sobrejectividade de u é imediata: u(J) = y~ (1)) = y"}(C) = [a, b]. A
injectividade seré verificada mais tarde.

A funcdo u é continua: de facto, 7‘1 é continua, por ser a inversa de uma
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funcao continua definida num compacto,'? e portanto x é a composta de duas
funcdes continuas.

Para vermos que u é C*, seria tentador dizer que i = y~! o a é a composta
de duas aplicagdes C*; contudo, o dominio de y~! é um subconjunto de R”
com interior vazio, e portanto nao sabemos falar (ainda) em diferenciabili-
dade. Felizmente, podemos caracterizar # de uma maneira mais apropriada
para este efeito.

Digamos que

y(1) = (x(0), y(0)) e (u)= (X(u)jy(u))

(o caso de curvas em R® é perfeitamente anélogo) e tomemos um uy € J.
Seja 1ty = u(up); como é y'(ty) # 0 (por y ser regular), uma das componentes
de y’(tp) é nao nula; sem perda de generalidade, suponhamos que x’(fy) # 0.
Entdo, pelo Teorema da Funcao Inversa, existe uma vizinhanca T de tj tal que
a funcdo x| é injectiva e a sua inversa (x|7)~! é de classe C™; repare que esta
injectividade significa que no arcoy(T') € C ndo hé dois pontos com a mesma
abcissa. Facamos agora U = u~!(T); temos que U é uma vizinhanca de u,
(porque u é continua, e portanto a imagem reciproca por y de um aberto é
um aberto).

Para simplificar, vamos escrever x em vez de x|;. Consideremos entao a
funcao

v: U — T

u - x1x@w)

E claro que v = u|y: de facto, se t = v(u), entdo x(t) = %(u) e o inico ponto em
v(T) = y(U) com essa abcissa serd (x(t), y(t)) = (X(u), y(u)), isto é y(t) = y(u),
donde se conclui que t = u(u).

Ora, a funcao x é de classe C™ (por ser uma componente de y) e ja vimos
que a funcdo x~! é também C*; assim, u|y é C*™ por ser a composta de duas
funcdes C*. Como este argumento pode ser repetido para cada valor de J

12Recorde que uma fungdo é continua se e s6 se a imagem reciproca de um qualquer fe-
chado é um fechado. Ora, aimagem reciproca pory~! de um fechado é aimagem por y desse
fechado e, sendo o dominio de y um compacto, esse fechado serd compacto; sendo y conti-
nua, a imagem desse compacto serd um compacto — e portanto seré fechado.
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(eventualmente nalguns casos com y e ¥ em vez de x e X), concluimos que a
funcdo u é C* em todo o seu dominio.

Visto que y’ existe, vejamos que nunca se anula: ¥y = y o u, donde, para
todou € J,

Y'(w) =y (u(w) - ' (w);

ora, se fosse u'(u) = 0, seria y'(u) = 0; mas y é uma parametrizacdo regular.

Temos entdo que u é uma funcao real definida num intervalo, com deri-
vada continua que nunca se anula — e portanto u é injectiva (porque tem de
ser i’ sempre positiva, e u estritamente crescente; ou y’ sempre negativa, e u
estritamente decrescente).

Finalmente, aplicando o Teorema da Funcao Inversa em cada ponto de J
(porque, mais uma vez, y’ ndo se anula), vemos que y‘l é também de classe
Cc™. O
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2 Superficies

2.0 Homeomorfismos

Um conceito muito importante para o que se segue é o de homeomorfismo.
Recordamos que um homeomorfismo entre dois espacos topoldgicos (ou em
particular entre dois espacos métricos) X e Y € uma aplicacdo h : X — Y
bijectiva, continua e tal que a sua inversa k™! : Y — X é também continua.

Mas qualquer aplicacao é sobrejectiva sobre a sua imagem; isto é, se h :
X — Y for injectiva mas ndo sobrejectiva, podemos dizer que i : X — h(X) C
Y é bijectiva. Assim, por abuso de linguagem diremos que uma aplicacao
F : U — R" é um homeomorfismo se for injectiva, continua e a sua inversa
F~1: F(U) = U for também continua. Dizemos também (sem abuso de lin-
guagem) que U e F(U) sao homeomorfos.

Vejamos trés exemplos (um de um homeomorfismo, outro de um nao-ho-
meomorfismo e um tltimo de um nao-homeomorfismo que pode facilmente

ser transformado num homeomorfismo).

Exemplo 2.1. A aplicacdo @ : R — R? dada por a(t) = (t, |t|) é um homeo-
morfismo. A injectividade é imediata (basta reparar que a primeira compo-
nente de a é a funcdo identidade); a continuidade também (tanto a identi-

1 ser continua, basta

dade como a funcdo médulo sdo continuas); quantoa a™~
reparar que é a restricdo ao conjunto «(R) de uma fun¢ido R? — R continua,
nomeadamente a projeccao sobre a primeira coordenada (x, y) — x.

(Parte d)o conjunto «(R) esté representado na figura seguinte. Este con-
junto, composto por duas semi-rectas com a mesma origem (0, 0), € portanto

homeomorfo a R.
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Exemplo 2.2. A aplicacdo g : |0, 37“[ — R? dada por B(t) = (cost, L sen2t) é
injectiva e continua, mas niao é um homeomorfismo, porque 7! néo é con-
tinua em (0, 0). Repare que limt_>3?n B(t) = (0,0) e (0,0) € B(]o, 37“[) por-
que (0, 0) = B(3). Ora, consideremos a sucessao (u,),en tal que u, = 37” -
%. A sucessao de pontos de S(]0, 37“[) dada por P, = B(u,) converge para
lim,_, & B(t) = (0, 0); no entanto, a sucessdo S 1(P,) = u, ndo é convergente

em ]0, 3%[ (porque 3F ¢ ]0, 3%).

\]

O conjunto B(]0, 3’7“ [) estd representado na figura acima. Poderiamos pen-
sar que existe uma outra aplicacdo definida num intervalo de R cuja imagem
é este conjunto e que é um homeomorfismo. Nao vamos dar aqui os detalhes
do porqué, mas tal aplicacdo nao existe: este conjunto ndao é homeomorfo a
nenhum intervalo de R (o problema esta na forma de Y perto de (0, 0)).

Exemplo 2.3. A aplicacdo y : [0, 2n][ — R? dada por y(t) = (cost, sent) é
também injectiva e continua, mas nao é um homeomorfismo, porque y~! ndo
é continua em (1, 0): a sucessdo dos pontos y (27 — %) tende para (1, 0), mas a
sucessao dos valores 2n—% ndo é convergente em [0, 27t[. Podemos facilmente
obter um homeomorfismo a partir de vy, restrigindo o dominio a |0, 2x[; no
entanto, aimagem deixa de ser a circunferéncia S', e passaaser S'\ {(1, 0)}.
Uma circunferéncia “menos um ponto” é de facto um conjunto homeomorfo
aum intervalo aberto de R, enquanto uma circunferéncia nao é homeomorfa

a um intervalo de R.

Por uma questdo de simplicidade, come¢dmos por ver exemplos referen-
tes a conjuntos homeomorfos (ou nao) a intervalos de R; mas vamos estar

mais interessados em conjuntos homeomorfos a subconjuntos abertos de R2.



2 SUPERFICIES 41

Adaptando os exemplos acima, é facil ver que as aplicacoes

RZ — R3 10, 2n[xR — R3

e
(u,v) — (u,lul,v) (u,v) — (cosu,senu,v)

sao homeomorfismos — os cilindros com bases a(R) e y(]0, 2x[), isto é, os
conjuntos a(R) X R e y(]0, 2x[) X R, sdao homeomorfos a R? e ]0, 27t[ xR res-

pectivamente; mais geralmente, se X for homeomorfoaY, X x Z serd homeo-

e
¥y Z
B
x X .-
morfo aY x Z. Também é ficil ver que as aplicacoes
10, F[xR — R3 . [0, 2n[xR — R3
(u,v) — (cosu, 3sen2u,v) (u,v) — (cosu,senu, v)

ndo sao homeomorfimos. Mas aqui é preciso mais cuidado a tirar conclusdes

3%
2

um subconjunto de R?; mas y([0, 27[) X R (ou seja, o cilindro de base S') é

sobre os conjuntos envolvidos: B(]0, 5t[) X R de facto ndo é homeomorfo a

homeomorfo a, por exemplo, R? \ {(0, 0)} — isto porque

R*\ {(0,0)} — R3
(u,v) - ( “

, , log(u® + v%)
Vu? +v2 Vu? + 2

é um homeomorfismo e a sua imagem é S! x R.
Claro que os cilindros, isto é, os conjuntos da forma X X R (com X C R2)

sdo apenas um caso particular dos subconjuntos de R3. Mas de outros ca-
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sos apenas observaremos (sem o provar) que, tal como a circunferéncia S'
nio é homeomorfa a um subconjunto de R, a esfera S? = {(x, y, z) € R3 :
x?+y% + z? = 1} ndo é homeomorfa a um subconjunto de R?. Mas se lhe reti-
rarmos um meridiano (isto €, uma semi-circunferéncia maxima) ficamos com
um conjunto homeomorfo a um rectangulo aberto: a imagem da aplicacao

10, 2n[x] - 3, [ — R

(u,v) +— (cosucosv,senu cosv, senv)

é o conjunto S? \ {(x, 0, z) € R® : x > 0 e x> + z> = 1} e esta aplicacdo é um

homeomorfismo (é claramente continua, é injectiva [exercicio] e a sua inversa

S2\{(x,0,2) eR¥:x>0ex?+z2=1} — 10, 2n[x] - Z, Z[
2> 2

X

(x,y,2) & (arccos (@), arcsen z)

é também claramente continua).

2.1 Definicoes iniciais

Definicao 2.1. Uma parametrizagdo de superficie € uma aplicacaoo : U —
R3, onde U é um aberto de R?, tal que o ¢ um homeomorfismo (sobre a sua
imagem) e é de classe C™.

Aimagem o (U) de uma tal parametrizacgao de superficie chamamos uma por-

¢do de superficie.
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Exemplo 2.4. As aplicacoes

o1 :]0, 2n[xR — R3

(u,v) +— (cosu,senu,r)

02:10,2a[x] -3, 3[ — R3

(u,v) — (cosucosv,senucosv, senv)

sdo parametrizacoes de superficie; assim, os conjuntos
(S'xR)\{(1,0,2):zeR} e S*\{(x,0,2)eR*:x>0ex*+2*=1}

sdo porcoes de superficie.

Exemplo 2.5. A aplicacao

o3 :R?\ {(0,0)} — R3

u v
(u,v) & , , log(u? + v%)
Vu? +v2 Vu? + 02

¢ uma parametrizacao de superficie; assim, o conjunto S! x R é uma por¢ao
de superficie.

Exemplo 2.6. A aplicacao

RZ - R3

(w,v) = (u |ul,v)

¢ um homeomorfismo, mas de classe apenas C°: ndo é diferencigvel nos pon-

tos da forma (0, v).

Exemplo 2.7. Se o : U — R3 é uma parametrizacdo de superficiee V C U é
também aberto, o|y : V — R3 é também uma parametrizacido de superficie,
de forma que o-(V) é uma porc¢ao de superficie contida na porcao de superficie
o(U).

Na pratica, vamos em geral trabalhar com por¢oes de superficie. Mas inte-

ressa-nos saber que podemos considerar objectos mais gerais: superficies.
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Definicdo 2.2. Um conjunto S € R3 é uma superficie (diferencidvel) se, para
todo o ponto P € S, existir uma vizinhanca V de P tal que S NV é uma porc¢ao

de superficie.

Exemplo 2.8. Qualquer porcao de superficie é uma superficie: basta tomar,

para qualquer P, a vizinhanca R3.

Exemplo 2.9. AesferaS? = {(x, y, z) € R3: x2+y?+2z? = 1} é uma superficie.
De facto, ja vimos que S? \ {(x, 0, z) € R3: x > 0 e x? + z? = 1} é uma porcéo
de superficie; para um P que pertenca a este conjunto, podemos tomar a vizi-
nhancaV = R3\ {(x, 0, z) : x > 0}; paraum P que pertenca ao meridiano em
falta {(x, 0, z) € R3: x > 0 e x? + z2 = 1}, podemos considerar a aplicacao

10, 2n[x] -3, 5[ — R3

(u,v) > (—cosucosv,senv, senu cosv)

que é também um homeomorfismo (sobre a sua imagem) de classe C™, e que

parametriza a por¢ao de superficie S? \ {(x, y,0) e R®: x < 0ex? +y?> = 1};

z

neste caso, a vizinhanca V pode ser R3 \ {(x, y, 0) : x < 0}.

Assim, uma superficie € uma reuniao de porcoes de superficie, cada uma
com a sua parametrizacdo, de forma que a interseccao de duas dessas porcoes
ou é vazia ou é ainda uma porcao de superficie.

Quando o for uma parametrizacdao de uma porcao de superficie contida

numa superficie S, diremos que o € uma parametrizagdo local de S.
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Definicao 2.3. Um atlas de uma superficie S é um conjunto {o; : i € I} de
parametrizagdes o; : U; — R3 talque S = U o (U;).

il
Exemplo 2.10. Considere as parametrizacdes o1, o : 10, 2n[x |-3, 3| —» R3
dadas por

o1(u, v) = (cosu cosv, senu cosv, senv)

oo(u, v) = (—cosu cosv, senv, Sen u cosv);
o conjunto {0, 0>} é um atlas de S.

Exemplo 2.11. Considere as aplicacoes

o1:]0, 2n[xR  — R3 03 :]0, 2n[xR — R3
(u,v) +— (cosu,senu,v)’ (u,v) +— (senu,cosu,v)
e
o3:R*\{(0,0)} — R
u )
(u,v) - ( , , log(u® + VZ))
Vu? +v2 Vu2 + 2

cada um dos conjuntos

{o1,02} e {o3}
é um atlas do cilindro S! x R.

Tal como no caso das curvas, ndo é suficiente pedir que as parametrizacoes

de superficie sejam diferencidveis; vamos exigir também que sejam regulares:

Definicdo 2.4. Uma parametrizacgio de superficie o : U — R3 diz-se regular
se, para todo (ug, vg) € U,

oo do

——(uo, vo) X ——(uo, vo) # 0,

ou ov
ou, equivalentemente, se os vectores ‘;—Z(uo, vo)e ‘g—‘;(uo, vo) forem linearmente
independentes.
Uma superficie diz-se regular se tiver um atlas composto de parametrizagoes

regulares.
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Exemplo 2.12. S? é uma superficie regular, ja que as parametrizagdes oy, 0

do exemplo 2.10 sdo regulares:

% X % = (—senucosv, cosu cosv, 0) X (—cosusenv, —senu Senv, Cosv)

= (cos u cos® v, sen u cos’ v, sen v cos v)

(90'2 X (90'2 _

S X 7.2 = (senu cosv, 0, cosu cos v) X (Cosu senv, cosv, —Sen u senv)

= (— cos u cos? v, sen v cos v, sen u cos> v)

e estes vectores sao ndo nulos, pois

60'1 60'1
—_— = Veost v + sen2 v cos2 v = cosv £ 0

H60'2 60'2

wel-733D.

Exemplo 2.13. O cilindro S! x R é também uma superficie regular: conside-

rando o atlas {0y, 02} do exemplo 2.11,

0 0
791 X 9 _ (—senu, cosu, 0) x (0,0, 1) = (cosu, senu, 0) # 0
ou ov
e
0 0
992 X g2 _ (cosu, —senu, 0) x(0,0,1) = (—senu, —cosu, 0) # 0

ou ov
(0 seno e o cosseno nunca se anulam simultaneamente).

Exemplo 2.14. Seja f : U € R? — R uma funcdo C*®, com U aberto. Os

conjuntos

{(x, v, f(x. y)) : (x, y) € U},
{(x, f(x, z), z) 1(x, z) € U} e
{(f(y’ Z)’ ) Z) : (y, Z) € U}
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isto é, os gréficos z = f(x, ¥),y = f(x, z) e x = f(y, z), sdo porcdes de superfi-

cie regulares. Vejamos o caso de Gy = {(x, y, f(x, y)) : (x, y) € U}: aaplicacao

g: U - R3
(w,v) — (u,v, f(u,v))

é uma parametrizacao de superficie regular, pois é claramente C™ e injectiva,
a sua inversa
gf‘1 : G - U
(x,y.2) = (x,9)
é claramente continua e

dgr  0gr _ of o\ _(_of of
a—uXE— l,O,a—u X 0,1,% —(—a—u,—a—v,l # 0.

Exemplo 2.15. Sejam f : U € R3> — R uma func¢do C* e ¢ € R um valor tal
que se f(x, y, z) = c entdo Vf(x, y, z) # 0; entdo o conjunto

S:{(x,y, z) € R3  f(x, y, z):c}

é uma superficie regular. De facto, fixando um (xo, yo, z9) € S, segue de
] 3 a

Vf(x0, y0, 20) # 0 que a—];(xo, Y0, 20) # 0, %(x()a Y0, 20) # 0 ou %(xo, Y0, 20) # 0;

sem perda de generalidade, suponhamos que %(xo, Y0, 20) # 0; pelo Teo-

rema da Funcdo Implicita, existem vizinhancas abertas V de (xo, yo, 29) € W

de (x¢, yo) e uma funcédo g : W — R de classe C* tais que

SNV = {(x, v, 8(x, y)) ((x,y) € W};

mas entdo S NV é uma porcao de superficie regular (exemplo 2.14).

A partir de agora, vamos limitar-nos a parametrizacoes de superficie e su-
perficies regulares, e vamos em geral omitir o adjectivo “regular”.

Suponhamos que o : U — R3 e & : U — R3 sdo duas parametrizagdes de
superficie regulares, e que o(U) = S = (U). Entdo a aplicacio ® : U — U
dada por ® = o~! o & é uma bijecgdo por ser a composta de duas bijec¢des;

mas, além disso, ® é de classe C*. Para verificarmos esta ultima afirmacao,
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vamos fixar um ponto P = (xo, Yo, 20) = 0 (ug, vo) = 7 (iip, Up) € escrever

como os vectores' o, (1o, vo) € o, (1o, Vo) sdo linearmente independentes, a
matriz jacobiana de o em (uy, vg), que é uma matriz 3 X 2 cujas colunas cor-
respondem precisamente a esses vectores, tem uma submatriz 2 X 2 invertivel;

sem perda de generalidade, suponhamos que essa submatriz é

Xy Xy

Yu W

;
(uo,v0)
mas entdo, pelo Teorema da Funcdo Inversa, existem vizinhancgas V de (u, vp)

e W de (x, o) tais que a fungao

h: 1% - w
(w,v) = (x(u, v), y(u, v))

é bijectiva e a sua inversa é de classe C™; ora, se fizermos V = @~ 1(V) =571 o

oV)e

h: 1% — w

(@, ) + (X(a, D), j(@, )
com W = hi(V), ou seja, W igual a projeccdo sobre o plano xy de 5(V) = o(V),
teremosW =W e

O=clog=hloh
como h~! e i sdo de classe C*, podemos concluir que ® também o é em V; e,
como podemos repetir este argumento para todo o (o, Dp) € U, concluimos
que ® é de classe C*.1* Analogamente, ®~! é de classe C®. Ou seja, ® é um
difeomorfismo C*.

~ 2 2
13Jsaremos normalmente a notacao o, 0y, O yy, Oy, - - - Para ‘3—‘;, g—‘;, 37‘;, (fugy, ... res-

pectivamente.

4Este argumento é andlogo a demonstracdo da proposicao 1.1. No entanto é mais simples,
porque impusemos, por defini¢do, que as parametrizacdes de superficie sejam homeomor-
fismos (ao contrario das parametrizagoes de curvas).
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E também claro que, se tivermos uma parametrizacdo de superficie o :
U — R3 e tomarmos um difeomorfismo ® : U € R?> — U de classe C*,
a composta & = o o @ serd uma parametrizacao de superficie regular: que
cumpre as condi¢oes da definicao 2.1 é imediato, pois é a composta de dois ho-
meomorfismos de classe C™; quanto a ser regular, escrevendo (u, v) = O(i, 7)

temos, pela regra da cadeia,

donde

Ta X 05 = (ug vy —vaus) (oy X 0y) = Jac® (oy X 07y)

(onde Jac® é o jacobiano de ® — isto é, Jac® = det(J®), sendo J® a matriz

jacobiana de @) e, como ® é invertivel e derivavel, Jac® # 0.!°

Definicdo 2.5. Uma parametrizacdo de superficie & : U — R3 é uma repara-
metrizacdo de uma parametrizacdo o : U — R3se a funcdo ® : U — U dada
por ® = o~ ! o & for um homeomorfismo de classe C* com inversa de classe

C® (isto é, um difeomorfismo C*).
A discussdo acima prova o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. Duas quaisquer parametrizagoes de uma mesma porg¢do de

superficie sdo reparametrizac¢do uma da outra.

No caso de duas parametrizacoes locais da mesma superficie, isto €, de
duas parametrizacoes de porc¢des de superficie contidas numa mesma super-
ficie — ou, ainda, de dois elementos de um atlas de uma superficie — nao
podemos falar estritamente em “reparametrizacdo” se essas porcoes de su-
perficie forem distintas; mas, desde que a sua interseccao ndo seja vazia, se
restringirmos os dominios das parametrizacoes aos valores dos parametros
que sao enviados na interseccdo dessas por¢oes teremos de facto reparame-

trizacdes. Falamos entdao em “reparametrizacdo local”:

B®od~! ¢ a fungdo identidade em U logo, pela regra da cadeia, J® J(®~!) = I, e portanto
J® é invertivel.
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Definicdo 2.6. Uma parametrizacdo de superficie & : U — R3 é localmente
uma reparametrizacéo de uma parametrizacdo o : U — R3 se os conjuntos
V=0cYoWU)no@)eV =5 (o(U) N o(0)) forem nio vazios e a funcdo

® :V — V dada por ® = 0~! o & for um difeomorfismo de classe C*.

Teremos muitas oportunidades de utilizar o facto de duas parametrizacoes
locais de uma superficie serem localmente reparametrizacdo uma da outra
(desde que parametrizem porc¢des ndo disjuntas) e, em especial, de nessa si-
tuacdo usar arelacao

O X0y :]aC(O'_

2.2 Espaco tangente; diferenciabilidade; orientacao

Tal como uma curva tem uma recta tangente em cada ponto, uma superficie
tem um plano tangente em cada ponto. Este plano tangente é formado pelas
rectas tangentes nesse ponto as curvas cujos tracos estdao contidos na superfi-
cie. (Para simplificar alinguagem, vamos convencionar que dizemos que uma
curva estd contida numa superficie S, ou que é uma curva na superficie S, se
o0 seu traco estiver contido em S; e que a curva passa pelo ponto P se P estiver
contido no seu traco.)

Sey : I — R3¢ uma parametrizacido de uma curva na superficie S, e se
o : U — R3 é uma parametrizacdo local de S com y(ty) = o (uy, vp), entdo
existe um intervalo J C I, contendo f, tal que y(¢) € o(U), paratodoot € J.
Ora, o' oy : J — U é uma parametrizacdo de curva'®, que representaremos
por (u(t), v(t)), de forma que, parart € J,

y(t) = o (u(), v(1)).

16Que o1 oy é C*, pode ser visto facilmente usando um argumento anélogo ao da pagina
48: em cada ponto (uy, vp), @ matriz jacobiana de - tem uma submatriz 2 x 2 invertivel; se
esta corresponder, por exemplo, a h(u, v) = (x(u, v), y(u, v)), e se y(t) = (x(t), y(t), z(t)),
tomamos g(t) = (x(¢), y(t)) eentdo o' oy = h™! o g é evidentemente C*. Que é regular,
resulta daregularidade dey e darelagdoy’ = o, u’+0, v’ (mais abaixo): se fosse (o Loy)'(ty) =
(u'(t0), v’ (1)) = (0, 0), viria y’(f) = 0.
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Usando a regra da cadeia, vemos que
Y () = ou(u), v(0) W' () + ou(u(t), v(r)) v' (1),
ou, omitindo os parametros por uma questdo de simplicidade,
v =o' +o,v

(subentende-se que y’, u’ e v’ sdo calculadas em 7 e o, € o, em (u(?), v(1))).
Esta caracterizacdo das parametrizacoes de curvas em superficies e das suas
derivadas vai ser util muitas vezes.

Por enquanto, interessa-nos reparar que, fixando-nos num ponto P = y(ty)
= o (up, 19), a derivada da parametrizacdo de curva y (calculada em #,) é com-
binacdo linear de o, e o, (estas calculadas em (uy, vy), claro). Reciproca-
mente, sejam a, b dois nimeros reais, pelo menos um dos quais ndo nulo (de
forma que o vector a o, + b o, € nao nulo); por U ser aberto, existeum & > 0
tal que Juy — ae, uy + ag[ X |vg — be, vy + be[ C U, e podemos definir uma pa-
rametrizacdo de curvay : | — &, e[ = R3 pory(¢) = o (ug + at, vy + bt); serd
entao

v =oua+o,b.

Resumindo: as derivadas das parametriza¢oes de curvas em S que passam por
P, tomadas em P = o (ug, Vo), sdo precisamente as combinacdes lineares nao
nulas de o, e o, calculadas em (1, vp).

Como cada uma dessas derivadas é um vector tangente a uma curva que
estd na superficie, é natural considerd-la também tangente a superficie, e de-

finir o espaco tangente a superficie a sua custa:

Definicao 2.7. Dadas uma superficie S e um ponto P € S, o espago (vecto-
rial) tangente a S em P, que representaremos por 75(P), é o espaco vectorial
formado pelo vector nulo e pelas derivadas y’(ty) das parametrizacoes y de

curvas em S tais que P = y().

O que vimos acima diz-nos que, se o : U — R3 é uma parametrizacdo
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local de S e P = o (ug, vp), entao
Ts(P) ={ou, 0p)

(o, e o, calculadas em (uyg, vp)).

Mas, para termos a certeza de que o espaco tangente estd bem definido,
falta ver que € invariante por reparametrizacdo. Ora, se ¢ for outra parame-
trizacao local de S, teremos

(Ga> 05) = (Ous Tp)s

pois (G, 05) € 0 espaco ortogonal ao vector 6; X &, {0y, 0) € 0 espago orto-
gonal ao vector o, X 0, e estes dois vectores sdo colineares, devido a relacdao
GaX 05 =Jac(c™ od)(oy X T).
Repare também que a regularidade de S (isto é, a independéncia linear de
o, € 0y) nos garante que 75(P) tem dimensao 2: é um plano vectorial.
Analogamente a(s) tangente(s) a uma curva num ponto, é natural consi-

derar também o plano afim tangente a S em P:

Definicdao 2.8. Dadas uma superficie S e um ponto P € S, o plano (afim)
tangentea S em P é o plano P + 75(P).

Mas, para todos os efeitos técnicos, é o espaco vectorial tangente que nos
interessa.

Um dos aspectos técnicos em que € necessdrio o espaco tangente é a ex-
tensdo da nocdo de diferencial a funcdes entre superficies.!”

Consideremos duas superficies S; e S, um ponto P € S; e uma fungao
f + S1 — Sy para a qual queremos que exista uma diferencial em P, que repre-
sentaremos por dfp. Esta diferencial deve ser uma aplicacdo linear que dé uma
aproximacao davariacdo de f quando o argumento se afasta “pouco” de P. Re-

pare que acabdmos de encontrar uma estrutura linear (o espago tangente) que

7 Alguns autores falam em derivada (global ou total), em vez de diferencial. Para que ndo
restem dividas: dadauma funcio f : U € R” — R” edadoum ponto P € U, chamamos aqui
diferencial de f em P a aplicacgdo linear dfp : R” — R tal que limy_,¢ Ir (P+H)_|]|C gﬁ)_dﬁ’(m” =0
(se essa aplicacdo existir).
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aproxima localmente a superficie. Vamos utilizé-la: se Q for um ponto de S;
“muito préximo” de P, o vector P_Q> poderd ser aproximado por um vector w €
7s,(P) e o vector f(P)f(Q) por um vector de 7s, (f(P)), que devera ser dfp(w);
assim, a diferencial de f em P serd uma aplicacao dfp : 7s,(P) — 7s,(f(P)).

Mas como calcular dfp(w)? Pela definicdo de 7s,(P), w = y'(%), onde y
€ uma parametrizacdo de alguma curva em S; tal que y(#%) = P; dfp(w), por
suavez, é aderivada de uma parametrizacao de curva em Sy, relativa ao ponto
f(P); vamos tomar f oy (que obviamente toma valores em S,), assumindo que
se trata de uma parametrizacio de curva'®: repare que se Q se aproximar de P
ao longo da imagem de vy, e desde que f “se porte bem”, f(Q) aproximar-se-a
de f(P) ao longo daimagem de f oy e, tal como w = y’(#) serd o limite de P_Q) ,
(f oy) (%) serd o limite de f(P)f(Q).

Como garantir que f o y é uma parametrizacdo de curva e, em particu-
lar, que este limite (f o y)'(ty) existe? Sejam oy : U —» R¥eoy : U — R3
parametrizacoes locais de S; e S,, respectivamente, com P = o(ug, 1) €
f(P) = o2(iig, 7p). Ja sabemos que 0'1‘1 oy é uma parametrizacdo de curva em
U C R? e, em particular, € C*;se 0, ' o f ooy for C®, (0, o fooi)o (o]t 0y)

também sera; assim,
foy=020(0; ofooy)o(o;' 0y)

serd C*, logo parametrizacdo de curva. Entao, basta que o, Lo fooysejaCc™.

P W
s, L5 i s SR dhw)
o1 o2 T
0'2_1 of o0 5
U (uo, vo) . U (Tio, Do)
e - >

8Ndo necessariamente regular, pois pode acontecer que dfp seja nula.
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Esta condicao dependera das parametrizacoes o1, 0, escolhidas? Nao: se
01 e 0, forem reparametrizacoes de o e 0, respectivamente, o, logse 0'1‘1 o
&1 serdo difeomorfismos C* e portanto serd equivalente pedir que o, lofoo,
ouqued,'ofod; =(5, coy)o(o, ofooi)o(oytod)sejaC™.

Para funcgdes entre superficies vamos usar o adjectivo “diferencidavel” com

o significado de “de classe C*”.

Definicdo 2.9. Sejam S; e S, superficies e P um ponto de S;. Uma funcado
f 1 S1 = S2 diz-se diferencidvel (C*) em P se, dadas parametrizagoes locais
o1eo,deS; eS8y, comP = o (up, vo) e f(P) = o2(ilo, Up), afungdo oy o foo
for diferenciavel em (u, vo).

Afuncdo f : S} — S, diz-se diferencidvel (C*) se for diferencidvel em todos os

pontos de S;.

Para podermos definir dfp(w) como (f o y)' (1), falta vermos que a escolha
particular de y € irrelevante: se escolhermos outra parametrizacao de curva
a nas mesmas condicoes (isto €, a(sp) = P e a’(sp) = w) teremos 0 mesmo

resultado (isto é, (f o @)'(sg) = (f o v)'(t)). De facto, ja sabemos que

w =7 (t) = &'(s0) = o1u(uo, Vo) a + o1, (1o, Vo) b

para alguns a, b € R; se escrevermos

Y1) = o1(uy (1), vy(1)) e als) = o1(ue(s), va(s))
sera
u,(to) = a = ug(so) e vy (f0) = b = v (s0)

isto é, duas parametrizacoes de curva em U cujas imagens por o} tenham a
mesma derivada nos valores correspondentes a P tém elas proprias a mesma

derivada nesses valores. Repare agora que

(F o)@®) = (f 0 1)1y (1), vy (1)) = (T2 005" o f 0 1) (wy (1), 1, (1));
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escrevendo f = o, ! o f o o1, para tornar a notagdo menos pesada,

(f o y)t) = (02 0 F)uy(t), vy(2));

chamando i, # aos parametros de o, e pondo f(u, v) = (ii(u, v), ¥(u, v)) te-

mos, pela Regra da Cadeia,

(f 0 y) (o) = o2a(fuuy (o) + @yvy(f0)) + 0 25(Fuy (fo) + Dyv),(t))

= O-Zﬁ(ﬁud + ﬂyb) + O'zg(ﬁua + U,b)

(023 € ooy calculadas em (ilg, Do) = f(ug, vo); i, Gy, Uy € D, calculadas em
(uo, v9)), 0 que mostra que (f o y)'(f) depende de a e b mas ndo de y. Repare
ainda que a dltima igualdade diz que o vector (f o y)'(t) € 7s,(f(P)) tem, na

base (023, 0725), coordenadas

i, U a a
(aua“‘ﬂvba ﬁua"'ﬁvb):( 17: 17: )( b )=]f(u0, VO) ( b )

sendo (a, b) as coordenadas de w = y’(fy) na base (o1, 01,).

Definicdo 2.10. Sejam S; e S, superficiese f : S; — S, uma funcao diferen-

cidvel em P € S;. A diferencial de f em P € a aplicacao

dfp 1 Ts,(P) — Ts,(f(P))
w B (foy)()

onde vy é alguma parametrizacao de curva em S; tal que y(fy) = P e y'(ty) = w.

A discussao acima mostra que dfp é uma aplicacdo linear cuja matriz, rela-
tivamente as bases (01, (o, Vo), 071, (to, Vo)) de Ts, (P) € (0724 (o, Do), 025(ilo, o))

de 7s,(f(P)), é amatriz jacobiana de 02‘1 o f oo em (ug, vp).

Voltemos a aspectos mais puramente geométricos. Um subespaco vecto-
rial de R3 de dimensio 2 (ou, mais geralmente, um hiperplano vectorial de um
espaco de dimensao n) fica completamente determinado por um vector orto-

gonal. Assim, analogamente ao vector tangente unitdrio a uma curva, que é
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suficiente para determinar a recta tangente, definimos vector normal unitério

a uma superficie, suficiente para determinar o plano tangente:

Definicdo 2.11. Dadas uma superficie S, um ponto P € S, e uma parametri-
zacao (local) o de S, com P = o (ug, vg), 0 vector normal unitdrio em P, que
representaremos por N, (P), é o vector

oy X oy
llow X oyl|

(o, e o, calculadas em (ug, vp)).

Assim, o plano tangente P + 75(P) = P + (o, 0,) pode ser escrito também
como P + (N, (P))*.
Mas o vector tangente unitdrio é particularmente ttil para caracterizar a

orientacdo das superficies. Se & = o o® for localmente uma reparametrizacdo

de o, serd
Gy X O ()] X ()]
Np(p) = w0 Jac®lowxoy) _ _Jacd - p,
”O'u X O-v” ||]6lC(I)(O'u X O'v)” ||]6l(,‘q)||
ou seja,
Nz(P) = Ny(P) se Jac® >0
e

Nz(P) = —=Ny(P) se Jac® <O0.

Definicao 2.12. Uma superficie diz-se orientdvel se tiver um atlas A tal que,
para todas as parametrizacoes o : U — R3, 5 : U — R3 em A, para as quais
o(U)Nn&(0) # @, se verifica Jac(o~! o &) > 0.

Com um atlas nestas condicdes, tem-se N, = N5 em o(U) N & (U). Assim,
se S for orientdvel, pode definir-se em S uma funcao continua Ns que a cada
P faz corresponder um vector unitdrio Ng(P) normal a S.° O exemplo tipico
de uma superficie nao orientavel € a fita, ou tira, de Mébius; sem detalhes téc-
nicos, esta superficie resulta de “colar” dois lados opostos de um rectangulo,

depois de o “torcer”; estd representada na figura seguinte.

19Se S nao for orientdvel, pode definir-se uma funcdo que a cada P € S faz corresponder
um vector unitdrio Ng(P) normal a S, mas essa funcdo nao serd continua.
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De qualquer forma, repare que qualquer porc¢ao de superficie é orientédvel:
tem um atlas composto por uma s6 parametrizagao.

Definicao 2.13. Uma superficie orientada é uma superficie orientdvel S na
qual estd escolhida uma funcdo Ns, que a cada P € S faz corresponder um
vector Ng(P) unitdrio, ortogonal a 75(P).

Nao havendo perigo de ambiguidade, escreveremos N em vez de Ng.

Exemplo 2.16. Considere a esfera S? com o atlas do exemplo 2.10. As contas
do exemplo 2.12 dao-nos

a1y 901
N. = u v _ _
T T derl = (cosu cosv, senucosv, senv) = oq(u, v)
| Bu X o
e
902y 902
_ du v _ _
Ny, = o = (—cosucosv, senv, senucosv) = oa(u, v)
2 2
‘ ou " ov

o que significa que, no caso particular de S?, podemos definir uma orientagdo
pela funcdo Ns: tal que Ns2(x, y, z) = (x, y, z); e, naturalmente, outra orien-
tacdo pela funcdo Ng: tal que Ng2(x, y, z) = (=x, -y, —z).

Resta dizer que é habitual chamar aplicacdo de Gauss a funcao P — N(P);
e notar que, identificando os vectores unitérios do espaco vectorial R3 com os
pontos do espaco afim R3 cuja distancia a origem é 1, a aplicacdo de Gauss é
uma aplicacdo
N:S— S
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2.3 Primeira forma fundamental; comprimento e area

Sejay uma parametrizacdo de uma curva numa superficie S. O comprimento

da curva parametrizada pory entret = fpet =t é

b h
f Iy (lldr = f Y@y @ dr;

a t

ora, para cada t, y’(t) é um vector do espaco vectorial 75(y(¢)); vamos exami-
nar a funcdo que a cada w € 75(P) faz corresponder w - w, uma funcao muito

util em varios problemas métricos.

Definicdo 2.14. Sejam S uma superficie e P € S; a Primeira Forma Funda-

mental de S em P € a funcao

Isp: 7s(P) - R

w = W-W

Se ndo houver perigo de ambiguidade, escreveremos normalmente Ig, Ip
ou simplesmente I em vez de Ig p.

Sejaoc : U — R3 uma parametrizacéo (local) de S, com P = o (ug, vp), €
t - y(t) = o(u(t), v(t)) uma parametrizacao de curva em S tal que P = y(ty)
ew = v (ty) = ou(ug, vo) u'(ty) + o, (ug, vy) V' (ty); entdo (omitindo os valores
dos parametros)

Ispw)=w-w=vy"-y =(oy-0y) u? +2(oy - o)WV + (0 - o) V2.
Costuma-se usar a seguinte notacao:
E=0, 0y F=0, 0y G=0, 0y,

de forma que

Isp(ouu’ +o,v') = Eu + 2Fu'v' + Gv'™®
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e o comprimento da curva parametrizada pory entret = fpet =t é

5]
f VEu? + 2Fuw'v’ + Gv’2 dt.
Ip

E=o0y,-04F=0,-0,eG =0,-0,5sa0 0s coeficientes da primeira forma
fundamental de S, relativamente a parametrizacao o.

A primeira forma fundamental é obviamente invariante por reparametri-
zacdo, mas os coeficientes E, F e G nao sdo. Por vezes, em vez ou para além

de Is p, considera-se a Primeira Forma Fundamental de o em (ug, vg) € U

I,: R> — R '
(a,b) — Ea®+2Fab+Gb*’

mas estes (a, b) destinam-se a ser interpretados como coordenadas de vecto-
res de 7s(o (ug, vg)) na base (o, o).

Repare que

Ig(oya + oyb) = I(a, b) = (a b)( IED g )( Z )

E F
Representamos por ¥, a matriz ( oG ) de I, de forma que, se A = (Z),

Is(oya + oyb) =15(a, b) = AT?}(,A.

Se ndo houver perigo de ambiguidade, omitiremos também o indice o,
escrevendo I(a, b) = AT FHA.
Se & = 0 o @ for (localmente) uma reparametrizacao de o, a matriz da sua

primeira forma fundamental serda

( >=(]<D)T<i g)]d),

Fi, = (JO) F1,J©.

Tt
T T

ou seja,
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Como

(0w - 00)* = lloulPllow|I? cos® {oy, o7y}

lou X aull? = lloul?llow II” sen’ 2{ow, o0,

temos que

llow X O'UHZ + (O'u : O'v)z = ”‘Tu”z”O'UHZ,

ou seja, ||, X 0, ||? + F? = EG, e portanto
detfi = EG — F? = ||o, x 0 ||%.

Foi dito acima que a primeira forma fundamental é ttil em diversos pro-
blemas métricos — isto porque contém toda a informacao sobre o produto

interno em 75(P); de facto, como
(V+W)-(V+W) =V - V+W- W+ 2V W,

temos
V+w)-(V+W)— V- V—-Ww-W
W =

2

e portanto, sendo v, w € 75(P),

v +w) - 1(v) - I(w)
= 5 .

V-W

Assim, por exemplo, se quisermos calcular o &ngulo entre duas curvas em
S — digamos, parametrizadas por @ e 8 — que se encontram no ponto P =
a(ty) = B(so) (e que se define como o angulo entre os vectores tangentes a
essas curvas, ou seja, entre a’(y) e 8’(so), que representaremos por v e w) po-
demos simplesmente calcular

v-w v+ w)-1(v) - I(w)
VI wll— 24iw)y/I(w)

Vamos agora calcular a drea de uma porc¢ao de superficie. Analogamente

cos Z{v,w} =

ao que fizemos para comprimento de curvas, comecamos por considerar uma
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aproximacao; e tal como entdao aproximamos esse comprimento por uma so-
ma de comprimentos de segmentos de recta, agora aproximaremos esta area
por uma soma de dreas de paralelogramos. Seja entdo o uma parametrizacao
da por¢ao de superficie, e consideremos quatro pontos dessa por¢ao, da forma
o (ug, vo), o (ug + h, vy), o(ug, vo + k) e o(up + h, vo + k) (ou seja, tais que os
seus parametros sdo os vértices do rectangulo [ug, ug + h] X [vo, vo + k]?%); se
os numeros | k|, |k| forem “muito pequenos”, esses pontos estardao proximos de
ser os vértices de um paralelogramo?!, cuja drea serd uma aproximacao da drea
de o ([uo, ug + h] X [vo, vo + k])?*; mas a drea de um paralelogramo cujos lados
sdo (segmentos associados a)os vectores v, w € ||v||-||w||-sen Z{v, w} = ||[vXw||

logo, neste caso, a drea do paralelogramo serd

(o (uo + h, vo) — o (uo, v0)) X (0 (10, Vo + k) — o (g, Vo))l

_ Ho'(uo + h, vy) — o (u, Vo) « o (uo, vo + k) — o (uo, vo)

h||k|.
- - ]

A nossa aproximacao da area da porcao de superficie serd assim uma soma de

parcelas desta forma. Ora, como

lim
(h,k)—(0,0)

h,vg)— R R k)— R
| e ¢ St = o, (ug, vo) X o7 (o, vo)lL

o limite ((h, k) — (0, 0)) dessa aproximacao sera

ff llocw X oy || du dv
U

(onde U é o dominio de o).
Ainda como no caso do comprimento de curvas, este argumento nao pre-

tende demonstrar nada, mas apenas motivar a seguinte definicdo de area de

200y, no caso de h < 0, do rectangulo [ug + h, ug] X [vo, vo + k], ou...

ZADois dos “lados” desse quase paralelogramo sdo o segmento que une o (ug, Ug) a
o (ug + h, vg) e 0 segmento que une o-(up, Vo + k) a o-(ug + h, vy + k); mas esses segmentos sao
“quase congruentes”, ou seja, os vectores correspondentes sao “quase iguais”: o (ug + h, vy +
k) — o (ug, vo + k) = h oy, (ug, vo + k) = h oy (ug, vo) = o(ug + h, vy) — o (ug, Vo). Analogamente,
os segmentos que unem o (ug, Vo) a o (g, Vo + k) e o(ug + h, vg) ao (ug + h, vy + k) sdo “quase
congruentes”.

2Ver a nota 20.
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uma por¢ao de superficie:

Definicdo 2.15. Seja o : U — R3 uma parametrizacgdo de superficie. Se o

integral

f llocw X oy || du dv
U

for convergente, dizemos que € a drea da porg¢ao de superficie o (U).

O exemplo mais simples de uma porc¢ao de superficie que ndo tem area
definida por o respectivo integral ser divergente € um plano.

Mas, existindo, a 4rea de uma porc¢ao de superficie assim definida é inva-
riante por reparametrizacdo: se & : U — R3 for uma reparametrizacéo de o

ed=0log,

ff |z X 05| dit dv :ff llow X oyl | Jac ®| dii di
U U
:ff llow X oy|| du dv = f ||y X oy|| du dv.
o(0) U

Note-se também que esta definicado é consistente com o célculo ja conhe-
cido da 4rea de figuras planas: uma figura plana D C R? pode ser identifi-
cada com o conjunto D x {0} € R3 que (desde que D seja aberta) pode ser
parametrizado por o : D — R3 com o(u, v) = (u, v, 0); como neste caso
oy X0, =(0,0,1),adreade D é como esperado, ffD ldudv.

Na prética, podemos aplicar a definicdo 2.15 ao cdlculo da area de uma
superficie que ndo seja simplesmente uma porcao de superficie: se uma su-
perficie S for a reuniao de vérias porcoes de superficie disjuntas (tipicamente
reunidas com os tracos de algumas curvas), a drea de S serd a soma das areas

dessas porc¢oes (as curvas nao contribuem para a drea total).

Exemplo 2.17. A drea de S? é igual a drea de
S\ {(x,0,2) eR®: x> 0ex®+2z° =1},
que € (usando a parametriza¢ao o do exemplo 2.10)

27
ff dudv—f f cosvdvdu = 4m.
10.2n[x]-%, %[ z

80'1 80'1
8u v
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2.4 Difeomorfismos e isometrias

Ja vimos, na secc¢do 2.2, a extensao da nocao de classe C* a funcoes entre su-

perficies. A extensao da noc¢do de difeomorfismo C* é dbvia:

Definicdo 2.16. Sejam S; e Sy superficies. Uma fungdo f : S; — S» diz-se
um difeomorfismo (C) se for bijectiva e diferencidavel (C*) e a sua inversa for

também diferenciavel (C*).

Analogamente ao que fazemos com o adjectivo “diferencidvel”, vamos usar
a palavra “difeomorfismo” com o significado de “difeomorfismo C*”.

Por vezes interessa-nos uma propriedade mais fraca:

Definicdo 2.17. Sejam S; e Sy superficies. Uma funcdo f : S; — S diz-se um
difeomorfismo local se, para todo o P € Sj, existe uma vizinhanca V de P tal

que flyns, : VNS — f(V N S;)éum difeomorfismo entre superficies.

Exemplo 2.18. Sejam S; = {(0,y,z) |y, z € R} (o plano yz) e S, = S! x R
(cilindro de base S!). A funcéo

[ S1 - So
(0, y,z) +— (cosy,seny, z)

ndo é um difeomorfismo porque S; e Sy ndo sdo sequer homeomorfos; no en-
tanto, é um difeomorfismo local (exercicio; para S; utilize a parametrizacao

6bvia e para S, o atlas {01, 02} do exemplo 2.11).

Vamos agora relacionar propriedades da diferencial de uma funcao entre
superficies com a possibilidade de essa funcao ser um difeomorfismo ou um
difeomorfismo local.

Proposicdo 2.2. 1. SeS é uma superficieeP € S,
d(Ids)p = Idgyp)

(ou seja, a diferencial em P da fungdo identidade em S é a fungdo identi-
dade em Ts(P)).
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2. SeSi, S» e Ss sdo superficiesef : S) — S, eg : Sy — Ss sdo diferencidveis
entdo, paratodooP € S,

d(g o f)p = dgsp) o dfp.

3. Sef : §1 — S, éumdifeomorfismo entdo, para todoo P € Sy, a aplicacdo
linear dfp : 7s,(P) — Ts,(f(P)) é invertivel.

Demonstragdo. 1. Aplicacao imediata da definicdo 2.10.

2. Sejamw € 75(P) ey umaparametrizacdo de curvaem S; talquey(0) = P
e y'(0) = w; entdo, pela definicao 2.10, f o y é uma parametrizacao de
curva em S; tal que (f o y)(0) = f(P) e (f o y)'(0) = dfp(w) e portanto

(dggp) o dfp) (W) = dgpp) (dfp(w)) = (g o f 0 y)'(0) = d(g o f)p(w).

3. Porl,
d(f o f)p = d(Ids,)p = Idgs (p)
e
d(f o f )y = d(ds,)yp) = Tz, s (p);
por 2.,
d(f~ o f)p = d(f V) sp) o dfe
e
d(f o f ey = dfp-1ppy © A gy = dfp o A(f ) ey
logo, d(f~1)¢(p) € ainversa de dfp. O

Proposicao 2.3. Sejam S, eS, superficiesef : S; — S, uma fungdo diferencid-
vel. Entdo f é um difeomorfismo local se e s6 se, para todo o P € Sy, a aplicagdo
linear dfp : 7s,(P) — 7s,(f(P)) é invertivel.

Demonstragdo. Suponhamos que f é um difeomorfismo local e seja P € Sy;
entdo existe uma vizinhanca V de P tal que flyns, : VNS — f(V N S1) é um

difeomorfismo entre superficies; assim, pelo ponto 3. da proposi¢do 2.2, dfp :
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Tvns, (P) = Trwns)(f(P)) é invertivel; mas Tyns, (P) = s, (P) € Trwns,)(f(P)) =
T,(f (P)).

Reciprocamente, suponhamos que P € S; e dfp : 75,(P) — 7s,(f(P)) éin-
vertivel. Sejam o, : U — R3eo, : V — R3 parametrizacdes locais de S; e
Sz, com P = o1 (ug, vo) € f(P) = o2(ily, ). Entdo a matriz de dfp (numa base
apropriada) é a matriz jacobiana de o, o f ooy €, como a primeira é invertivel,
podemos aplicar o Teorema da Funcao Inversa a segunda e concluir que, para
uma certa vizinhanga W de (uo, vo), a funcéo (o' o f o o1) | é um difeomor-
fismo. Mas isto significa que |, w) : 01(W) — f(01(W)) é um difeomorfismo
entre superficies. Assim, concluimos que f é um difeomorfismo local. O

Proposicdo 2.4. Sejam S, e S, superficiese F : W C R® — R3 uma fungdo C®
tal que F(S1) € S2 e, paratodooP € Sy, JacFp # 0. Entdof = Fls, : S1 — S2 é

um difeomorfismo local.

Demonstragéo. Seja o : U — R3 uma parametrizacgdo local de S; com P =
o (ug, vo). Por ser JacFp # 0, e pelo Teorema da Funcao Inversa, existe uma
vizinhanca aberta V de P tal que F|y é bijectiva e (F|,)"! é C*; chamemos T
ac ' (VNS Entdo foo|r = Foolr : T — R3 éde classe C* por ser a
composta de duas funcdes C™, é injectiva por ser a composta de duas fungoes
injectivas e (f o o|7) ™ = (o|r) o (Fl(T(T))_1 é continua por ser a composta de
duas funcdes continuas; assim, ¢ um homeomorfismo sobre a sua imagem; o
seu dominio T é aberto; e a sua imagem esta contida em S,; é portanto uma
parametrizacdo local de Sy, com f(P) = (f o o) (ug, vg). Entdo f € diferen-
cidvel por (f o o)™! o f o 0|y = Idr ser diferenciavel; além disso, isto indica
que a matriz de dfp, numa determinada base, é a matriz identidade, logo dfp

é invertivel, paratodoo P € S;. O

Exemplo 2.19. A funcao f do exemplo 2.18 é a restricdo a S; da funcdo

F: R} - R3
(x,¥,2) —» ((x+1)cosy,(x+1)seny, z)
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que € claramente C*. Além disso,

cosy —(x+1)seny 0
JacF = | seny (x+1)cosy 0 |=x+1
0 0 1

e portanto, se P € Sy, Jac Fp = 1. Assim, confirmamos que f é um difeomor-

fismo local.

Nota Mais geralmente prova-se que,se F : W C R3 — R3é C® e F(S;) C S,

entdo f = F|s, ¢ uma funcao diferencidvel (C*) entre superficies.

Vamos agora estudar func¢oes entre superficies que mantém a estrutura
métrica— lembrando que a estrutura métrica de uma superficie, pelo menos

localmente, é expressa pela primeira forma fundamental.

Definicdo 2.18. Sejam S; e S, superficies. Uma funcao diferenciavel f : §; —

Sy € uma isometria local se, paratodo o P € S; e para todoow € 75, (P),

Is,, p(W) = Is, rp)(dfp(w)).

Pelo que vimos na seccdo anterior, € claro que se f for uma isometria local
ev,w e 75, (P),
v-w = dfp(v) - dfp(W).

Proposicao 2.5. Sejam S; e S, superficiesef : S| — S, uma isometria local.

Entdo f é um difeomorfismo local.

Demonstragdo. Seja P € S;. Se a aplicacgdo linear dfp nao fosse invertivel,
existiria um w € 7g,(P) tal que w # 0 e dfp(w) = 0; mas isso significaria
Is,,p(W) # 0 = I, r(p)(dfp(W)), 0 que contraria a hipétese de f ser uma isome-
tria local. Logo, dfp é invertivel e portanto f é um difeomorfismo local. O

Definicao 2.19. Sejam S; e S, superficies. Uma aplicacdo f : S; — S, é uma

isometria se é um difeomorfismo e uma isometria local.
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Lema 2.6. Sejam S; eS, superficies, o : U — R3 uma parametrizagéo local de
Sief : Sy = S, umdifeomorfismo. Entdo f oo : U — R3 é uma parametriza-
¢do local deS;.

Demonstragdo. Afuncao f o o é injectiva por ser a composta de duas funcoes
injectivas; € também C* por ser a composta de duas fun¢des C™; a sua inversa
(foo)™' = o~ tof~! é continua, por ser acomposta de duas funcdes continuas;
assim, f oo é um homeomorfismo C* sobre a sua imagem e essa imagem estd

contidaem S». O

Nota Se f : S; — S, for difeomorfismo local mas nao injectiva, f o o podera
nao ser parametrizagdo por também nao ser injectiva (dependendo de f /)
ser ou ndo injectiva); mas se nos restringirmos a cada uma das vizinhancas V'
em que f é difeomorfismo, e portanto injectiva, teremos diversas parametri-

zagoes locais f o o|;-1yng,) de So.

Proposicao 2.7. Sejam S; e S, superficies. Um difeomorfismof : S; — Sy é
uma isometria se e so se, para todo o P € Sy, os coeficientes da primeira forma
fundamental de S, em P, relativamente a uma qualquer parametrizagdo local
o, forem iguais aos coeficientes da primeira forma fundamental de S, em f(P),
relativamente a parametrizagdo local f o o .

Demonstragdo. A matriz jacobiana de f em cada P, tomando (o, 0,) para
base de 75,(P) e ((f o o)y, (f o 0),) para base de 7s,(f(P)), é a matriz identi-
dade: basta notar que (f o o)~! o f o o é a aplicacdo identidade.
Entao, se
W =oya+o,b € s (P),

temos

dfp(w) =(foo)ya+ (foo),b.

Ora, se os coeficientes das primeiras formas fundamentais forem iguais, tere-
mos entao
Isl,p(W) = Ea2 + 2Fab + sz = 1527f(p)(dfp(W))

e portanto f é umaisometrialocal; sendo um difeomorfismo, é umaisometria.
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Reciprocamente, se f for uma isometria, e chamando E;, F;, G; aos coe-
ficientes da primeira forma fundamental de S; relativamente a o e Es, F>, G
aos coeficientes da primeira forma fundamental de S, relativamente a f o o,

El = Isl,p(O'ul + O'UO) = Isz’p((f o O')ul + (f o O')UO) = Eg,
_Is.ployl +0y1) = I p(oyl + 0,0) = Is, p(0,0 + 07y 1)

1

2
_ 1527f(p)(0'u1 + O'vl) — Isz’f(p)(a'ul + O'UO) - Isz,f(p)(O'uo + O-yl) _
= 2 — 12
e
Gy =I5, p(0,0+0,1) =I5, p((f 0 0)u0 + (f o o)y 1) = Ga. |

Coroldrio 2.8. Um difeomorfismo local f : S1 — Sy é uma isometria local se
e so se, para todo o P € S, os coeficientes da primeira forma fundamental de
S, em P, relativamente a uma qualquer parametrizacdo local o, forem iguais
aos coeficientes da primeira forma fundamental de S, em f(P), relativamente
a parametrizagdo local f o oy, ondeW étal quef é injectivaem o (W) (v. nota

ao lema 2.6).

Exemplo 2.20. J4 vimos no exemplo 2.19 que a funcao f do exemplo 2.18 é
um difeomorfismo local (e portanto é diferencidvel). Vamos ver que é uma

isometria local. Considerando a parametrizacdo 6bvia de S;

o: R - R3

(w,v) » O, uv)’

a funcao
foo: R? - R3
(u,v) — (cosu,senu,r)
ndo é uma parametrizagdo de S,, porque nao € injectiva; mas, restringindo o
dominio de o a qualquer intervalo da forma |a, a + 27| (a € R), f 0 0|jg a+2x]
é uma parametrizacao local de S, e os coeficientes das primeiras formas fun-
damentais de S; e Sy, em pontos P e f(P), relativamente as parametrizacoes

O lja,a+2x[ € f © O [j, a+2x[ SA0 iguais, pois
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oy-0,=(0,10)-(0,1,0)=1=

=(—senu, cosu, 0)-(-senu,cosu,0)=(foo),  (foo),

ou-0y=(0,1,0)-(0,0,1)=0 =
=(-senu,cosu,0)-(0,0,1)=(foo), - (foo),

oy-0,=(0,0,1)-(0,0,1)=1=(0,0,1)-(0,0,1)=(f o), - (fo0),.

Isto significa, nomeadamente, que se tivermos uma curva no plano yz,
a sua imagem por f serd uma curva no cilindro S! x R com o mesmo com-
primento. Mas para tirar a mesma conclusao sobre os respectivos tracos é
necessdrio verificar se f é injectiva no traco da curva inicial: por exemplo, o
segmento de recta de extremos (0, 0, 0) e (0, 37, 37), que tem comprimento
32, é enviado no traco da curva parametrizada por y(¢) = (cost, sent, t),
t € [0, 3] (segmento de uma hélice circular), que tem o mesmo compri-
mento; mas o segmento de extremos (0, 0, 0) e (0, 0, 37), de comprimento 3,
é enviado na circunferéncia S' x {0} (com uma semi-circunferéncia percor-

rida duas vezes), de perimetro apenas 2.

2.5 Segunda forma fundamental; curvatura

Nesta seccao vamos estudar a curvatura de uma superficie num ponto gené-
rico. Como veremos, € importante considerar que a superficie esta orientada
— e portanto, aparentemente, devemos limitar-nos a superficies orientdveis.
Mas, como nos interessa a curvatura num ponto, podemos antes concentrar-
nos apenas numa porcao de superficie que inclua esse ponto — e uma porc¢ao
de superficie é sempre orientavel.

No que se segue, S serd uma porcao de superficie orientada e P um ponto
de S. Qualquer parametrizacdo o de S que consideremos terd de ser compa-

X0y, )
louxoyll’

tivel com a orientacdo adoptada (ou seja, terd de ser tal que N =

Recordemos que a aplicacao de Gauss
N:S—§?

faz corresponder a cada P € S um vector unitdrio ortogonal a 75(P). A curva-

tura de S em P estard evidentemente relacionada com a variacdo de N perto
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de P; é portanto natural considerarmos a diferencial
dNp : T5(P) = Ts2(N(P)).

Mas repare que, paratodoo Q € S?, como N(Q) = Q ou N(Q) = —Q (exemplo
2.16), temos Q L 7s2(Q) (isto, claro, identificando o ponto Q com o vector que
liga a origem a Q); assim, N(P) L 7s2(N(P)) e, como também N(P) L T5(P),
os planos vectoriais 75(P) e 7s2(N(P)) sdo o mesmo, isto é, a diferencial da

aplicacdo de Gauss em P é uma funcao
de . 7§(P) - 7§(P)

A razdo para adoptarmos a seguinte definicao serd vista mais tarde.

Definicao 2.20. A Segunda Forma Fundamental de S em P € a func¢ao

Hsp: Ts(P) — R

w - —dNp(w)-w

Se ndo houver perigo de ambiguidade, escreveremos Ils, IIp ou simples-
mente Il em vez de Il p.
Para calcularmos II(w), tomemos uma parametrizacao o de S, com P =
o (ug, vo) e uma parametrizacao y de uma curvaem S talquey(0) = Pey’(0) =
w. Entao
II(w) = =(N ©y)'(0) - ¥'(0);

escrevendo, como ja é habitual, y(t) = o (u(t), v(t)) e calculando todas as de-

rivadas em 0 ou (1, vo) = (1(0), v(0)) temos

v =o' +o,v

(Noy)Y =(Noo)u' +(Noo)v
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de forma que

Iw)==((Noo)u +(Noo)v) (cy,u +o,v) =

=~ ((No0)u o) u’~(Noc)y oy +(N o), o) u'v'~(N o), -oy) v
Como o, oy € T5(P) € (N o 0)(uo, vo) = N(P) L T5(P),
(Noo)-0,=0 e (Noo)-0, =0.
Derivando estas equacdes em ordem a u e em ordem a v, obtemos

(Noa-)u'o-u:_N'O-uu;
(Noo)y-ou=—N-0uy=(Noo), oy

(Nocog),-oy=—N -0y
Vamos usar a notagao:
e=N-ouw, f=N-ow  g§=N- 0w,
de forma que
II(w) = Il(o,u’ +o,0) =eu +2fu'v + g v

(e agora deve ser claro o porqué do sinal — na definicao da segunda forma
fundamental).

e, f e g sdo os coeficientes da segunda forma fundamental de S, relativa-
mente a parametrizacao o.

Tal como acontece com a primeira forma fundamental, é imediato da de-
finicdo que a segunda forma fundamental é invariante por reparametrizacao,
mas os coeficientes e, f e g nao sdo. Por vezes, em vez ou para além de Ilg p,

considera-se a Segunda Forma Fundamental de o : U — R3 em (ug, v9) € U

I,: R? - R '
(a,b) +— ea®+2fab+ gh*’
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mas estes (a, b) destinam-se a ser interpretados como coordenadas de vecto-
res de 7s(o (ug, v9)) na base (o, o).
Repare que

g(oya + opb) = Ty (a, b) = (a b)( ; 2 )( Z )

e
Representamos por #;, a matriz < b
§

! ) deIl,, de forma que, se A = (%),

Is(oya + oy,b) =1,(a, b) = ATy A.

Se ndo houver perigo de ambiguidade, omitiremos também o indice o,
escrevendo II(a, b) = AT FiA.

Vejamos agora qual o interesse geométrico da segunda forma fundamen-
tal.

Definicao 2.21. Sejaw € 75(P) \ {0}. O plano normal a S em P segundo a
direccdao de w € o plano
P +{(w, N)

(onde N = N(P) é o vector normal unitdrio a S em P, correspondente a orien-
tacao de S).

Sejamw € 75(P) \ {0} e = P + (w, N); existe uma vizinhanca V de P tal
que C = tNSNV é o trago duma curva®, a que chamaremos seccdo normal de
S em P segundo a direc¢do de w. O vector w, tangente a S em P e no mesmo

BConsideremos um referencial ortonormado em que a origem das coordenadas é P, o0 eixo
dos x é colinear com w e o eixo dos z com N; os planos P + 75(P) e & terdo equagdes z = 0
e y = 0, respectivamente; tomando uma parametrizacio o (u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
de S neste referencial e calculando as suas derivadas parciais em P, como 75(P) tem equacao

Xy X

z = 0, teremos o, = (xy, yu, 0) € 0, = (xy, ¥», 0) de forma que, escrevendo A = y“ yU ,
u v

|detA| = ||oy, X 0|l # 0; assim, pelo Teorema da Funcao Inversa, existird localmente uma

funcio (x, y) — (u(x, y), v(x, y)) e compondo-a com o podemos considerar uma parametri-
zagdo local (x, y) = (x, y, z(x, y)) de S; mas a intersec¢do de S com 7 € obtida fazendoy = 0
e portanto y(x) = (x, 0, z(x, 0)) parametriza localmente C.

Por outro lado, repare que a intersec¢do 7 NS ndo é sempre um traco de curva: por exemplo,
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plano que C, serd claramente tangente a C em P;%* além disso, se a curvatura

de C nao for nula e chamando n ao vector normal principal de C em P, como o

plano osculador seré o plano 7, teremos (w, N) = (w, n) e, como aindan 1 w

eN L w, concluimosquen // N e, como estes vectores sdo unitdrios,n = +=N.

Recordemos que, se y for uma parametrizagao por comprimento de arco de
_ at

C, e chamando «c a curvaturade C, y"” = 7 = kcn.

Definicao 2.22. Sejaw € 75(P) \ {0}. A curvatura normal de S em P segundo

adireccdo de w é
kn(W) =y"(s0) - N

onde y é uma parametrizacdo por comprimento de arco da seccdo normal de

S em P segundo a direc¢do de w, com y(sy) = P.

Ou seja, se a curvatura da sec¢do normal for nula, a curvatura normal da
superficie segundo essa direc¢do é também nula; se ndo for nula, a curvatura
normal da superficie coincide com a curvatura da sec¢do normal no caso de
n = N (pois k,(W) =y’ - N = kcn- N = k¢) ou é igual a esta em mddulo,
mas negativa, no caso den = —N (pois k,(W) = kcn - N = —k¢). A figura a
seguir ilustra os casos de curvaturas normais positiva (a esquerda) e negativa

(adireita). E claro que se a orientacao da superficie for invertida as curvaturas

se S for um cilindro e w paralelo ao seu eixo, o conjunto 7 N S é um par de rectas paralelas
(duas directrizes do cilindro).

24Isto é geometricamente claro, mas pode ser verificado analiticamente: nas condi¢des da
nota anterior, y'(x) = (1, 0, zx(x, 0)); mas como y’(0) € 75(P) e este plano tem equacio z = 0,
éz,(0,0) =0evy’(0) = (1, 0, 0), ou seja y’(0) é colinear com o eixo dos x e portanto com w.
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normais trocam de sinal.

N =n N
N
/o

Sejam o uma parametrizacao de S ey uma parametrizacao de C por com-
primento de arco com y(sg) = P; vamos escrever y(s) = o (u(s), v(s)). Sera
W

v'(s9) = ﬁ ouy’(sg) = ~Tw] donde (calculando tudo em sy ou (u(sg), v(sp)) €

recordando que N é ortogonal quer a o, quera o)

kp(W) ="+ N
= (ot + T’V + oyu” + o'V + oV + o) - N
=(0uu - N)u? +2(0yp - N)U'v' + (0pp - N) "2
=I(ou +o,v)

=I(y") = II(—y")

sl

Se quisermos estudar os possiveis valores da curvatura normal num ponto
P, necessitamos apenas de considerar as curvaturas normais segundo os vec-
tores unitarios de 75(P) (o que ndo é novidade: as sec¢des normais segundo

as direccOes w e ﬁ sdo evidentemente a mesma). Ora, 0 conjunto
{w e 7s(P) : |lwl| = 1}

é fechado e limitado, e k, (em P) é uma funcao real claramente continua, logo
tem um valor méximo e um valor minimo nesse conjunto (e, pelo que ja foi
dito, em todo o seu dominio 75(P) \ {0}).

Definicao 2.23. Aos valores maximo e minimo da curvatura normal de S em
P chamamos curvaturas principais de S em P. As direc¢des dos vectores se-
gundo os quais a curvatura normal atinge esses valores extremos chamamos

direccoes principais.
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Para calcularmos as curvaturas principais de S = o(U) em P = o (uy, vy)
podemos aplicar o Método dos Multiplicadores de Lagrange a II,, com a con-
dicao |lacy, + bo,|| = 1, que é equivalente a I-(a, b) = 1: se (a, b) for um tal

ponto de extremo de I, verificar-se-a
Vil (a, b) = AVI,(a, b) paraalgum A € R.

Mas VI, (a, b) = (2ea+2fb, 2fa+2gb)eVi,(a, b) = (2Ea+2Fb, 2Fa+2Gb);

assim, as condicdes a verificar sdo

() (z)=a(E 0N () e e

ou seja, escrevendo A = (Z),

FiA=AFA e ATFRA=1.

A primeira condicdo pode ainda ser escrita como (¥; — A97)A = 0, ou ainda,
ja que 7 é invertivel (det¥ = EG — F? = ||o, X 07, ||> # 0),

(7' Fii = A) A = 0;

isto é, A serd um valor préprio e A um vector proprio de 7-}‘1?}1. Mais ainda,
a curvatura normal segundo o vector a o, + b 0, (Que, recordemos, serd uma

curvatura principal) serd
ls(aoy +boy,) =1,(a, b) = ATFA = AT(AFHA) = AATHA = A.

Estd assim demonstrado o seguinte resultado.

Proposicao 2.9. As curvaturas principais de S = o(U) em P sdo os valores
préprios da matriz F,' F1; e as direcgbes principais sdo as dos vectores cujas

coordenadas na base (o, 0,) constituem vectores proprios da mesma matriz.
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Exemplo 2.21. Considere a parametrizacao local

o:]0, 2x[xR — R3

(u,v) — (cosu,senu,v)
do cilindro S! x R. Os coeficientes da sua primeira forma fundamental sdo

E =(—senu, cosu, 0)-(—senu, cosu, 0) =1,

F =(—senu, cosu,0)-(0,0,1) =0, G=(00,1)-(0,0,1) =1,

o vector normal unitario é

N = (—senu, cosu, 0)x (0,0, 1)
~ |l(-=senu, cosu, 0) x (0, 0, 1)]|

= (cos u, senu, 0)
e os coeficientes da segunda forma fundamental sao

e = (—cosu,—senu,0)-(cosu, senu, 0) = —1,

f=(0,0,0)-N =0, g =(0,0,0): N = 0;

-1
10 -1 0 -1 0
01 0 O 0 O

Obviamente, os valores préprios desta matriz sdo -1 e 0, e (1, 0) e (0, 1) sdo

logo, temos

vectores proprios associados (respectivamente a —1 e a 0); assim, as curvatu-
ras principais de S' x R, com a orientacdo dada por N, num ponto o (u, v) =
(cosu, senu, v), sao

K1 = -1 e Ko = 0
e as direccoes principais sdo, respectivamente, as direccoes dos vectores

t;j =1(-senu,cosu,0)+0(0,0, 1) =(—senu, cosu, 0)

t =0(—senu,cosu,0)+1(0,0,1)=(0,0,1)
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(o cilindro S' xR tem curvatura normal nula na direccéo “vertical’, i. e., da ter-
ceira coordenada; a outra direccdo principal é “horizontal” — e obviamente
tangente ao cilindro — e nesta a curvatura normal é, em md6dulo, igual a cur-
vatura de S!; o sinal — vem do facto de esta parametrizacio induzir um vector

N “virado para fora”).

A matriz 7—;‘1?}1, sendo uma matriz real 2 X 2, pode (a partida) ter 0, 1 ou
2 valores proprios reais; mas como ja sabemos que a curvatura normal tem
um méaximo e um minimo, fica excluida a hip6tese de 7—}‘17711 nao ter valores
proprios reais. No caso de ter apenas um valor préprio, concluimos que esse
¢é o valor maximo e simultaneamente minimo da curvatura normal — isto é,
nesse caso a curvatura normal € igual para todas as direcc¢des, e assim toda a

direccdo é direc¢do principal; este caso merece um nome especial.

Definicao 2.24. Um ponto P € S para o qual todas as curvaturas normais sao

iguais diz-se um ponto umbilico.

Por exemplo, todo o ponto de um plano, ou todo o ponto de uma esfera, é
umbilico (exercicio).

No caso de ' 77 ter dois valores préprios distintos, teremos entdo duas
curvaturas principais, «; e k2, associadas a duas direc¢des principais, que po-

dem ser representadas por dois vectores unitarios t;, ta € 75(P).

Proposicao 2.10. Seja P um ponto ndo umbilico de S. Entdo as direcgoes prin-

cipais de S em P sdo ortogonais.

Demonstragdo. Sejam ki, k2 as curvaturas principais de Sem P e
ti =aoy +bioy,, to=ayo,+ byoy

vectores representativos das direccdes principais; assim, escrevendo T} = (Zi)

el = (Zi) temos

uhh = kiAh e Fule = ko lo.
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Como

ty - to = (aoy + b10y) - (a0, + b20oy)

=Eaiay + F(albg + azbl) + Gb1by = TlTﬁTg
(e, analogamente, t, - t; = TZT?}Tl) vem que
T FuT = T} AT = k(e - t1) e T/ Tl = ko.T) ATz = k(s - ).

Mas tanto T2T7-}1T1, sendo uma matriz 1 X 1 (um ntamero real), como ¥ sao

matrizes simétricas, logo sdo iguais as suas transpostas, e portanto

T
T T = T Fi' T = T Fuls,
ou seja,
K1(ty - t2) = k(€2 - t1) = Kka2(ty - t2),
donde, se k1 # k2, vem que t; - t, = 0. |

Vamos agora definir duas novas medidas da curvatura de uma superficie

num ponto.

Definicdo 2.25. Sejam k), « as curvaturas principais de S em P. A curvatura

gaussianade Sem P é

K = K1K2
e a curvatura médiade Sem P é
K1 + K2
H=—2=
2

Se invertermos a orientacdo de S os sinais de ambas as curvaturas prin-
cipais mudam, de forma que a curvatura média também muda de sinal, mas
a curvatura gaussiana ndo. Assim, a curvatura gaussiana é independente da

orientacao, e estd mesmo definida em superficies ndo orientéveis.
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Repare também que

detfy  eg —f*?
detfi EG - F?’

K = kK9 = det(ﬁ_lﬁl) =
A curvatura gaussiana tem diversas propriedades muito interessantes. Para

ja vamos usd-la para classificar os pontos de uma superficie:

Definicdo 2.26. Sejam K e H as curvaturas gaussiana e média de S em P, res-

pectivamente. O ponto P diz-se
e um ponto eliptico se K > 0;
e um ponto hiperbdlico se K < 0;
e um ponto parabdlicose K =0e H # 0;
e um ponto planarse K = H = 0.

P é eliptico se as curvaturas principais forem ambas positivas ou ambas
negativas — o que significa que todas as sec¢cdes normais por P tém o mesmo
vector normal principal, ou ainda que todas as seccoes normais por P sdo con-
vexas para o “mesmo lado” do plano tangente (v. pag. 22); exemplos de pontos
elipticos sdo um ponto qualquer de um elipsé6ide (abaixo a esquerda) e um

ponto qualquer de um paraboldide eliptico (abaixo a direita).

P é hiperbdlico se uma curvatura principal for positiva e outra negativa —
o que significa que hd seccdes normais por P com vectores normais principais
com sentidos opostos, ou ainda que algumas seccdoes normais sdo convexas

para um “lado” e outras para o outro; exemplos de pontos hiperbdlicos sao
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um ponto qualquer de um hiperboléide de uma folha (abaixo a esquerda) e

um ponto qualquer de um paraboléide hiperbdlico (abaixo a direita).

s::::;e“'.,. 7, ;(4"/://,
O
(R

P é parabdlico se uma curvatura principal (e s6 uma) for nula— o que sig-
nifica que uma (e uma s6) seccao normal por P nao tem vector normal prin-

cipal; o exemplo tipico € um ponto qualquer de um cilindro circular.

=3
e .
25Em BN
= BE
T -
e — =S
(S Emm——
|y 1
S —
A s,
< ~ — /]
- B
N~ s
="
NN - =

P é planar se ambas as curvaturas principais forem nulas — o que significa

que nenhuma secc¢do normal por P tem vector normal principal; o exemplo
6bvio é um ponto qualquer de um plano.?

Num toro hda pontos elipticos, pontos hiperboélicos e pontos parabdlicos.

ZMas atencdo: um ponto pode ser planar sem que a superficie seja (nem sequer local-
mente) plana — ou seja, sem que a superficie (nem sequer numa vizinhanca do ponto) esteja
contida num plano: por exemplo, no cilindro de equacdo y = x*, que pode ser parametrizado
por o(u, v) = (u, u*, v), os pontos darecta x = 0, y = 0 sdo planares (exercicio).
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2.6 Teorema Egrégio de Gauss

Vamos verificar que a curvatura gaussiana pode ser calculada a partir dos co-
eficientes da primeira forma fundamental. Este facto pode (deve) parecer sur-
preendente, ja que o célculo das curvaturas normais (e em particular das cur-
vaturas principais) necessita da segunda forma fundamental.

Sejam o : U — R® uma parametrizacio de superficie, S = o(U) e P =
o (ug, vo) um ponto de S.

Nesta seccdo, para poupar um pouco a notacao, vamos considerar a apli-
cacao de Gauss com o mesmo dominio da parametrizacdo o, e nao com do-
minio na por¢do de superficie S. Isto é, vamos escrever N(u, v) em vez de
N(o(u,v))e N emvezde N o o. Entdo, como N é sempre unitério, é ortogo-
nal as suas derivadas N, N,, o que significa que (calculadas em (ug, vy)) N, e

N, pertencem ao plano 7s(P). Assim, podemos escrever

Ny = anoy + axoy
(2)

Ny = apoy + axpoy

Fazendo os produtos internos destas igualdades por o, e 0, e recordando
(p4dg. 71) que N, - 0, = =N - 0, = —e e analogamente N, -0, = N, -0, = —f

eN, -0, = —g, obtemos

e =—anE - aynF [ =-anF —anG
f =—apE - axnF g = —aF — a»G
ou seja,
e f\_ E F an a2
e ee) )
ou ainda,

(o)1)

~ 1 G -F\[e f
T EG-F2\ -r B J\f g

a  am
azy a2

3)
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Por outro lado, repare que, em cada ponto o(u, v), o terno (o, oy, N)
forma uma base de R3. Vamos escrever as derivadas de segunda ordem de

o nessa base.

Ouu = Fho‘u + Fflo'y + 41N
ooy =Ty 00 + 5,0, + A3N

Oyy = lez(ru + F§20'y + A4N

Os coeficientes Ffj chamam-se simbolos de Christoffel.
o0 _ 1 _pl 12 _p2 —
Por o ser C*, temos 0, = 0y € portanto I'}, =15, 17, =15, e A2 = 43.
Além disso, se fizermos o produto interno de cada umas das expressdes acima
por N, notandoque N -0, =0,N -0, =0e N - N = 1,vemos que e = A,

f=A42=23eg = A4, de forma que

ouu =10y + T30, +eN
Ouy = Opy = F1120'u + Ffzoy, +fN 4)

1 2
oy =150, + 15,0, + gN
Repare agora que

za(o'u Coy)

E, 9 :2(O-uu'0-u)
u
ooy o
Fy :%:O—uu'av"'ou'avu
u
ooy o
E, :% :2(0-141) 'O-u)
v

€ portanto

1 _ _ 1 2 _71l 2

_1 = —(T! 2 —7l 2
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Ora, o sistema linear

1 2 _ 1
{ T E+T%F = 1E,
1 2 _ 1
TF+T%G=F,-1E,

1
11°

encontramos férmulas que dao Flll e Ffl em funcaode E, F, G, E,, F, e E,.

nas incognitas I' Ffl tem determinante EG — F2 > 0 logo, resolvendo-o,

Analogamente, podemos derivar os sistemas

1 2 _ 1 1 2 _ 1
{ TLE+THF =36, { ILE+T%F = F, - 1G,

1 2~ _ 1 1 2~ _ 1
Fle + I“lzG = zGu F22F + FzzG = EG,,

cada um igualmente com determinante EG — F? > 0.
Concluimos que os simbolos de Christoffel podem ser calculados usando
apenas os coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas.

Mais uma vez por o ser C*, temos

(O_uu)v = (qu)ua
donde, usando as duas primeiras equacdes de (4),

1 1 2 2
(Tipvou +ITjjow + Tivoy + 100w + €N +eN, =

= (T{p)u0ou + Thouy + T2y, + 40, + fuN + fNy.

Usando agora (2) e (4) podemos escrever os dois lados desta equacao como
combinacdes lineares de o, 0, € N; considerando apenas os coeficientes de

o, temos
1 1 1 2 1 el 1 1 2 1
(e + T 0 + I, +earn = (T,)u + Tl + T + f an

Mas de (3) tiramos

eg — f*

1 2
_ = _(efG-egF —feG + f2F)=F8_1_
eap — fan (efG —egF — feG + f°F) G — F2

" EG - F?
FK
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e portanto

1 11 2 1 1 11 2 1
_ (Tipu + T + T3, = (T — T3 1, — 191,

F

K

Esta formula ndo se destina aqui a ser efectivamente utilizada, mas sim a
mostrar que a curvatura gaussiana pode ser calculada usando apenas os sim-
bolos de Christoffel (e duas das suas derivadas) e um dos coeficientes da pri-
meira forma fundamental — e portanto, em ultima anélise, usando apenas os
coeficientes da primeira forma fundamental. Combinando esta observacao

com a proposicdo 2.7, fica provado o Teorema Egrégio de Gauss:*

Teorema 2.11 (Teorema Egrégio de Gauss). A curvatura gaussiana é invariante
por isometrias locais.

Ou seja, se f : S} — S, for uma isometria local, a curvatura gaussiana de

S; em P é igual a curvatura gaussiana de S, em f(P).%’

Exemplo 2.22. Qualquer plano tem curvatura gaussiana 0 em todos os pon-
tos; qualquer esfera de raio r tem curvatura gaussiana 1/r? em todos os pontos
(exercicio). Podemos concluir que ndo existe nenhuma isometria local entre
um plano e uma esfera (ou entre qualquer parte de um plano e qualquer parte
de uma esfera).

Uma consequénciaimportante deste exemplo é aimpossibilidade de cons-
truir um mapa plano perfeito (isto é, com uma escala uniforme). Se existisse
um mapa perfeito de alguma regido da Terra, digamos a uma escala 1 : g, te-
riamos um difeomorfismo de uma parte de uma (quase-)esfera numa parte
de um plano M que dividiria todas as distancias por ¢g; colocando a origem
das coordenadas nalgum ponto de M e compondo esse difeomorfismo com a

aplicacao w — gw em M, teriamos uma isometria; o que € impossivel.

26“Egrégio” significa distinto, notdvel, admiravel. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) desco-

briu e provou este teorema num dos textos mais importantes da histéria da geometria dife-
rencial: Disquisitiones generales circa superficies curvas, publicado em 1828. Nesse texto, em
latim, classificou este teorema como “egregium”, e assim ficou conhecido: em livros ingleses
e franceses é chamado “theorema egregium” (assim mesmo, em latim).

270 reciproco ndo é verdadeiro: hd exemplos de fungdes f : S; — S, que preservam a
curvatura gaussiana sem que S; e S, sejam localmente isométricas.
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Quanto a outras propriedades métricas: ha mapas que reproduzem fiel-
mente as dreas (mas distorcem as formas das regides); e ha mapas que re-
produzem fielmente as amplitudes dos angulos (mas exageram as dreas de
certas regioes — tipicamente as regioes afastadas do Equador). No entanto
é possivel provar que uma func¢do que preserva areas e angulos é necessaria-
mente uma isometria, donde se conclui que nenhum mapa pode reproduzir

fielmente 4reas e angulos.

2.7 Geodésicas

Nesta tiltima seccao vamos apresentar brevemente um tipo de curva que deve
cumprir em cada superficie mais ou menos o mesmo papel que as rectas (e
semi-rectas, e segmentos de recta) cumprem nos planos.?8

J& vimos que as rectas sdo as curvas com curvatura nula. Vamos examinar
a curvatura de uma curva qualquer numa superficie, com vista a caracterizar
as curvas que, num certo sentido, tém curvatura minima — de maneira que a
sua curvatura se reduz a que € induzida pela curvatura da superficie.

Sejam o : U — R3 uma parametrizacio de superficieey : I — o(U) uma
parametrizacdo por comprimento de arco duma curva em S = o (U); recor-
demos que a curvatura dessa curva sera « = ||y”||. Em cada ponto o (uy, vg) =
v(sp), 0 vector v/, unitério, serd tangente a superficie e o vector N, também

unitdrio, serd normal a superficie; assim, o terno
’/ ’
(v, N,y" X N)

formard uma base ortonormada de R3. Como v’ é constante unitdrio, sera
ortogonal ay” e portanto este serd nulo ou combinacao linear apenas dos dois
outros elementos dessa base:

v"=aN +b(y'xXN).

Vamos calcular o coeficiente a: por um lado, y” - N = a + 0; por outro, escre-

ZNo que se segue, onde estiver “rectas” entenda-se “curvas cujos tragos so rectas, semi-
rectas ou segmentos de recta”.
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vendo y(s) = o (u(s), v(s)), temos

¥ N = (ouu’? + o'V + oyu” + o'V + o + oy v”’) - N

eu? +2fu'v' + gv* +0+0

H(oyu’ + oyv')

Kn(y,)-

Ouseja, o coeficiente de N € a curvatura normal da superficie segundo a direc-
cdo tangente a curva. Duas quaisquer curvas na mesma superficie que passem
Nno mesmo ponto com a mesma tangente terdo essa componente igual.

Ao coeficiente de y’ X N, que é
Kg :')/”'(’)//XN),

chamamos curvatura geodésica da curva parametrizada por .
Assim, temos

’

Y’ = knN + kg(y' X N)

e a curvatura da curva parametrizada pory é

K = A[K% + Kzg.

A curvatura normal «,, é prépria da superficie e, por assim dizer, inevitavel;
portanto, o minimo da curvatura, numa dada direccao, é atingido quando

kg = 0.

Definicao 2.27. Uma geodésica é uma curva cuja curvatura geodésica é cons-

tante nula.

Informalmente, podemos pensar numa geodésica como uma curva que se

curva namedida em que a superficie onde estd a obriga a curvar — e ndo mais.

Exemplo 2.23. Num plano, como as curvaturas normais sdo sempre nulas,
kg = 0 € equivalente a k = 0. Isto €, as geodésicas dos planos sdo as suas
rectas.
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Exemplo 2.24. Qualquerrecta contida numa superficie ¢ uma geodésica dessa

superficie, pois para ser k = 0 tem de ser k, = kg = 0.

Proposicao 2.12. Sejam S uma superficie orientada ey uma parametrizagdo
por comprimento de arco duma curva em S. As condigoes seguintes sdo equi-

valentes:
1. A curva parametrizada pory é uma geodésica.

2. Em cada ponto da curva, ouy” = 0 ouy” e o vector normal principal n
sdo colineares com o vector normal unitdrio N.

3. Em cada ponto da curva, ou o plano osculador néo existe ou é ortogonal

ao plano tangente aS.

Demonstragdo. (1. & 2.) Dizer que y parametriza uma geodésica é o mesmo
que dizer que kg = 0, ou seja, que y” = k,N; e, sendo y uma para-
metrizacdo por comprimento de arco, n é colinear com y” (desde que
" #0).

(2. = 3.) EmcadaP € S, N é ortogonal a 75(P) logo, se y” é colinear com N,
entdo o plano osculador P+(t, n) = P+(y’, ") = P+(y’, N) é ortogonal
aTs(P).

(3. = 2.) Seoplano osculador P +(t, n) é ortogonal ao plano tangente, como
N é também ortogonal ao plano tangente, temos N € (t, n) e, como
N Ltet L n temdeser N / n;emais uma vez, sendo y uma parame-

trizacdo por comprimento de arco, n € colinear com y”. O

Em particular, uma curva plana (que ndo seja uma recta) numa superficie
S é uma geodésica de S se e s6 se o plano que contém o seu traco for ortogonal

ao plano tangente a superficie em todo o ponto da curva.

Exemplo 2.25. Em S?, as circunferéncias cujo centro é a origem sdo geodési-
cas: basta notar que N(x, y, z) = +(x, y, z) (o sinal depende da orientacdo) e
que portanto o plano tangente em (x, y, z) é ortogonal ao plano que contém
uma desssas circunferéncias e o seu centro P ¥ N(P). Veremos mais abaixo

que estas circunferéncias (e os seus arcos) sdo as tinicas geodésicas de S2.
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As outras circunferéncias (como os “paralelos” ao “equador”) ndo sdo geo-
désicas.

Exemplo 2.26. Em S! x R as geratrizes (rectas verticais) sdo geodésicas (por
serem rectas); e as circunferéncias (seccoes horizontais) sdo também geodé-
sicas (N é sempre horizontal).

Outras seccoes planas ndo sao geodésicas.

No entanto, S' x R tem mais geodésicas (que nio sdo seccdes planas).

Proposicdo 2.13. Sejam o : U — R3 uma parametrizacdo de superficie e
vy : I —» R3 uma parametrizacdo por comprimento de arco duma curva em
S =0c(U), comy(s) = o(u(s), v(s)). Entdoy parametriza uma geodésica se e s6

as fungoées s — u(s) es v v(s) satisfazem as seguintes equagoes:
d ’ ’ 1 72 I 72
—(Eu’ + Fv') = =(E,u’™” + 2F,u’'v’" + G,v’™)
ds 2
d ’ ’ 1 72 ’.r 72
—(Fu' + Gv') = =(E,u’* + 2F,u’v" + G,v™).
ds 2
Demonstrag¢do. Como Ts(P) = P + (o, 0,), Y parametriza uma geodésica se

e so se

v'-o,=0 e v"-0,=0.

Ora,y’ = oy,u’ + oyv',logoy” = %(Uuu’ + o, v).

Por outro lado,

do,,

d d
= (oyu" +o,v')-oy) = g(ouu’ + o, V) oy + (ouu’ +oyv) -

=vy" oy + (ouu' + o, v) - (oyuu’ + oyt)),

isto €,
d / / ” 1 72 ’.7 72
—(Eu" +Fv')=v" -0, + =(E,u'” + 2F,u’v’ + G,v")
ds Y 2

e portanto

d 1
v'io,=0 & d—(Eu’ +Fv') = E(Euu’2 + 2F,u'v + Guu'?).
s
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Analogamente,
” d / ’ 1 7”2 7.7 72
v'iiop=0 & d—(Fu +Gv):§(EUu + 2F,u’v" + G,v"). O
s

Repare que nas equagdes desta proposicao a superficie é representada ape-
nas pelos coeficientes da primeira forma fundamental. Podemos aplicar a

proposicao 2.7 e deduzir a seguinte importante consequéncia:
Coroldrio 2.14. As geodésicas sdo invariantes por isometrias locais.

Isto é,se f : S; — S, for uma isometria local e y uma parametrizacao de
uma geodésica em S, entdo f oy serd uma parametrizacao de uma geodésica

em Ss.

Exemplo 2.27. Como a funcao f do exemplo 2.18 (pag. 63) € uma isometria
local (v. exemplo 2.20, pag. 68) e as geodésicas dos planos sdo as suas rectas, as
imagens dessas rectas por f sdo geodésicas de S! xR. E facil verificar que essas
imagens sdo as geratrizes do cilindro, as circunferéncias (sec¢oes horizontais

do cilindro) e as hélices contidas no cilindro.

As equacoes da proposicao 2.13 sdo equacoes diferenciais ordindrias de se-
gunda ordem em u e v.?° Um resultado da teoria das equacgées diferenciais or-
dindrias (sobre existéncia e unicidade de solucdes) permite-nos concluir ou-

tra consequéncia importante:

Corolario 2.15. Sejam S uma superficie, P € S ew € T5(P) tal que ||w|| = 1.
Entdo existe uma tinica geodésica de S que passa em P e cujo vector tangente

unitdrio em P éw.3

29Essas equacdes podem também ser escritas na forma

’” 1,722 1 7.7 1 .72 _
u' +Tu” +2l0u v + ™ =0

” 2 2 2 10 2 2 _
v+ I ue + 2l u v + 5,0 =0

(envolvendo os simbolos de Christoffel) que torna mais visivel a sua estrutura como equacées
diferenciais em u e v.

30Unica, isto é, a menos de prolongamentos ou segmentos: qualquer segmento de geodé-
sica é ainda uma geodésica e uma geodésica que ndo seja maximal pode ser prolongada.
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Este corolério permite-nos concluir que as geodésicas que encontrdmos
acima de S? (exemplo 2.25) e de S' xR (exemplo 2.27) sdo as tinicas geodésicas
dessas superficies.

Para terminar, vamos enunciar alguns resultados que relacionam geodési-
cas com curvas de comprimento minimo (isto é, curvas com extremos A, B € S
e cujo comprimento é o minimo dos comprimentos das curvas em S com ex-

tremos A, B.):

1. Considerando todas as curvas numa superficie S (conexa por arcos) com
extremos A, B, existe o infimo dos comprimentos dessas curvas, que po-
demos chamar a distancia entre A e B em S (basta notar que esses com-

primentos formam um subconjunto néo vazio de R}).

2. Nao existe necessariamente um minimo desses comprimentos (contra-
-exemplo: § = (R? x {0})\ {(0, 0, 0)}, A = (=1, 0, 0), B = (1, 0, 0)).

3. Se existir uma curva de comprimento minimo entre A e B, essa curva
serd uma geodésica (este € o resultado central destes quatro, mas terd

de ficar aqui sem demonstracao?').

4. Nem todas as geodésicas com extremos sdo curvas de comprimento mi-
nimo (contra-exemplo: em S?, os pontos (1, 0, 0) e (0, 1, 0) dividem a
circunferéncia S' x {0} em dois arcos, um com comprimento 3 e outro

com comprimento 37“; ambos sdo geodésicas).

31Uma demonstracdo pode ser vista em [A Pressley, 12 ed., sec. 8.4; 22 ed., sec. 9.4]
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