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Estudos em algebras de Ockham
e em algebras de Ockham duplas

Resumo

O estudo desenvolvido nesta tese aborda questoes relacionadas com duas
classes de algebras: a classe das algebras de Ockham e a classe das algebras
de Ockham duplas.

Por algebra de Ockham entende-se uma algebra (L, A,V, f,0,1) do tipo
(2,2,1,0,0) cujo reduto (L, A,V,0,1) é um reticulado distributivo limitado
e tal que a operacao f é um endomorfismo dual do mesmo reduto, isto é,
f(0) =1, f(1) = 0 e, para quaisquer z,y € L, f(x Vy) = f(x) A f(y) e
flxANy) = f(x)V f(y). A classe das dlgebras de Ockham ¢é uma variedade,
que denotamos por O, e é sobre algumas das suas subvariedades que vamos
desenvolver o nosso estudo. Dados n € N e m € Ny, denotamos por K,, ,,
a subvariedade de O que é caracterizada pela igualdade f*"*™ = f™: aos
elementos desta classe damos a designacao de algebras-K,, ,. As algebras de
Ockham (L,A,V, f,0,1) que satisfazem id < f?*, com n € N, chamamos
algebras-MS,,, e a subvariedade de O por elas formada é denotada por MS,,.

Associada ao conceito de dlgebra de Ockham surge a nogao algebra de
Ockham dupla: diz-se que uma é&lgebra (L, A, V, f, g, 0, 1) do tipo
(2, 2, 1, 1, 0, 0) é uma algebra de Ockham dupla se (L,A,V, f,0,1) e
(L,A\,V,g,0,1) sao algebras de Ockham. A variedade das &algebras de
Ockham duplas ¢ representada por O, e uma das suas subvariedades ¢ a classe
das algebras-MS,, duplas, n € N, caracterizada por fg = ¢°" <id < f?" = gf.
Sao também objecto do nosso estudo as algebras-K,, ,,, duplas, i.e., as dlgebras
de Oy que satisfazem f2tm = fm g2vtm — gm gf = f2" ¢ fg = ¢?I", onde
n,m € N e ¢ é o menor nimero natural tal que ¢ > m/2n.

Em 1995, T. Blyth e J. Varlet estudaram congruéncias definidas em alge-

bras-K; ; e congruéncias definidas em algebras-MS duplas. Em particular, es-
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tudaram congruéncias principais e, relativamente as que sao complementadas,
obtiveram a descricao do seu complemento assim como a sua caracterizagao.
No primeiro capitulo do trabalho, generalizamos este estudo para congruéncias
principais definidas em algebras-K,, ,,, e para congruéncias principais definidas
em algebras-K,, ,,, duplas. Ainda no primeiro capitulo, analisamos uma outra
questao que esta relacionada com certo isomorfismo entre o reticulado de con-
gruéncias de uma algebra £ € K, ,,, e o reticulado de congruéncias da maior
subdlgebra de £ que pertence a K ,,: representando por £, ,, esta subdlgebra
de £, analisamos em que condigoes a restricao a L;,, de uma congruéncia
principal definida em £ ¢ também uma congruéncia principal em Ly ,,.

No segundo capitulo o nosso objectivo foi determinar, para cada sub-
variedade V de MS,,, n € N, as cardinalidades admissiveis para o conjunto
dos pontos fixos das algebras (contaveis) que geram V e verificar quais destas
cardinalidades sao realmente atingidas. O interesse por este tipo de questao
comegou com as algebras de De Morgan finitas, num trabalho realizado por
J. Varlet, e o estudo foi depois sucessivamente estendido as variedades MS,
Kso e MS,, por T. S. Blyth e J. Varlet, J. Vaz de Carvalho e M. Sequeira,
respectivamente. Neste capitulo estendemos o estudo a qualquer variedade
MS,,.

Dada uma &lgebra £ = (L, f) € MS,,, prova-se que, em certas condigoes,
existe uma (e uma sé) operacao g definida em L tal que £ = (L, f,g) é uma
algebra-MS,, dupla; diz-se neste caso que L se estende a uma algebra-MS,,
dupla. No terceiro capitulo estudamos questoes relacionadas com esta nogao:
comegamos por identificar as algebras subdirectamente irredutiveis de MS,,
que se estendem a algebras-MS,, duplas e, dada uma algebra £ € MS,, que se
estende a uma &algebra-MS,, dupla, caracterizamos algumas das subalgebras de

L que também se estendem a uma algebra-MS,, dupla.



Studies of Ockham algebras
and of double Ockham algebras

Abstract

In this thesis we study some questions about Ockham algebras and double
Ockham algebras.

An algebra £ = (L,A,V, f,0,1) of type (2,2,1,0,0) is an Ockham alge-
bra if (L, A, V,0,1) is a distributive lattice and f is a dual endomorphism of
this lattice, ie., f(0) = 1, f(1) = 0 and f(z Ay) = f(x)V fly),
flxVy) = f(x) A f(y), for all ,y € L. The variety of Ockham algebras
is denoted by O and, given n € N and m € Ny, we represent by K, ,,, the
subvariety of O whose elements satisfy the identity f?*™™ = f™. The elements
of K,, , are called K,, ,,,-algebras. An Ockham algebra (L, A, V, f,0,1) that sa-
tisfies id < f?", with n € N, is called a MS,-algebra; MS,, denotes the variety
of these algebras.

Associated to Ockham algebras we have the notion of double Ockham al-
gebra; an algebra £ = (L, A,V, f,g,0,1) of type (2,2,1,1,0,0) is said to be
a double Ockham algebra if (L, A,V, f,0,1) and (L, A, V,g,0,1) are Ockham
algebras. The variety of double Ockham algebras is represented by O, and
a subvaritey of Oy is the class of double MS,,-algebras, n € N, which is cha-
racterized by fg = ¢?" < id < f?" = gf. In this thesis we also consider the
class of double K,, ,,,-algebras whose elements are Ockham algebras that satisfy
frm = fm og2ntm — gm fg = g2 gf = f2° for n,m € N and where ¢ is
the smallest natural number greater than or equal to m/2n.

In 1995, T. Blyth and J. Varlet studied congruences defined on K ;-algebras
and congruences defined on double MS,-algebras. In particular, they descri-
bed the complement of principal congruences (when it exists) and, using this
descritpion, they also determined when the complement exists. In the first

chapter of this thesis, we generalize the study of these questions for K, ,,-
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-algebras and for double K,, ,,-algebras. Also in the first chapter, we study
another question that is related with a certain isomorphism defined between
the congruence lattice of an algebra £ € K, ,, and the congruence lattice of
the biggest subalgebra of £ that belongs to K, ,,: representing this subalgebra
of £ by Li,,, we determine in which conditions the restriction to L;,, of a
principal congruence of £ is a principal congruence of L ,.

Our purpose in the second chapter is to determine, for each subvariety V
of MS,,, n € N, the cardinility of the set of fixed points of the (countable)
algebras that generate V. This kind of question was first studied for finite
De Morgan algebras, by J. Varlet, and the study was then generalized to the
varieties MS, Ky ¢ and MS, by J. Varlet and T. S. Blyth, J. Vaz de Carvalho
and M. Sequeira, repectively.

Given an algebra £ = (L, f) € MS,,, it is known that, in certain conditions,
there exists one (and just one) operation g defined on L such that £’ = (L, f, g)
is a double MS,-algebra; we say, in this case, that £ extends to a double
MS,-algebra. In the final chapter, we study some questions related with this
notion: we determine which subdirectly irreducible algebras can be extended
to a double MS,-algebra and, given an algebra £ € MS,, that extends to a
double MS,,-algebra, we characterize some subalgebras of £ that can also be

extended to a double MS,,-algebra.
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Introducao

Esta tese é um pequeno contributo para o estudo de algebras de Ockham e
de algebras de Ockham duplas, abordando e resolvendo questoes relacionadas

com algumas destas algebras.

Por élgebra de Ockham entende-se uma algebra (L, A,V, f,0,1) do tipo
(2,2,1,0,0) cujo reduto (L,A,V,0,1) é um reticulado distributivo limitado
e tal que a operagao f é um endomorfismo dual do mesmo reduto, isto é,
f(0) =1, f(1) = 0 e, para quaisquer x,y € L, f(x Vy) = f(z) N f(y) e
fl@ny) = flx)V fy)

O conceito de algebra de Ockham foi introduzido em 1977 por J. Berman,
em [2], e apareceu como generalizagao do conceito de dlgebras de De Morgan.
As algebras de De Morgan surgem associadas a estudos de logicas: sao algebras
de proposicoes nas quais nao existem os paradoxos da implicacao material.
Do ponto de vista légico, as algebras de Ockham, sao também algebras de
proposicoes nas quais, para além de nao existirem os paradoxos da implicacao
material, ¢ omitida a lei da dupla negacao.

A classe de dlgebras de Ockham contém, para além da classe das algebras de

De Morgan, outras classes também conhecidas, como, por exemplo, as classes
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das algebras de Boole, das algebras de Kleene e das dlgebras de Stone.

As algebras de Ockham foram assim designadas por A. Urquhart tendo
em atengao que as leis de De Morgan sao atribuidas (pelo menos, no caso da
légica proposicional) ao l6gico William of Ockham.

Desde o estudo desenvolvido por J. Berman em 1977, que evidencia a im-
portancia das algebras de Ockham em geral, muitos sao os algebristas de refe-

réncia que contribuiram para o desenvolvimento da teoria.

A classe das dlgebras de Ockham é uma variedade, que denotamos por O.
E sobre algumas das suas subvariedades que vamos desenvolver o nosso estudo.

No mesmo trabalho em que define élgebras de Ockham ([2]), J. Berman
apresenta também algumas subvariedades de O as quais se da a designacao de
K, e que sdo caracterizadas pela identidade f?"*™ = f™ (n € N, m € Ny).
A variedade K corresponde a classe das dlgebras de De Morgan.

T. Blyth e J. Varlet também estudam &lgebras de Ockham e, em [4] definem
a variedade MS. Trata-se de uma subvariedade de O que se caracteriza por
id < f? e que generaliza as propriedades que sao comuns as algebras de De
Morgan e as algebras de Stone.

M. Ramalho e M. Sequeira em [17] definem variedades semelhantes as va-
riedades MS e introduzem o conceito de algebra-MS,,, n € N; a classe MS,,
das dlgebras-MS,, é a subvariedade de O onde cada algebra (L, A,V, f,0,1)

satisfaz id < f2".

Inspirados nas propriedades das dlgebras de Stone duplas, [1], [13], e aten-
dendo a que a variedade MS contém as dlgebras de Stone, T. Blyth e J. Varlet
introduzem em [5] a nogao de algebra-MS dupla.

Generalizando os conceitos de algebra de Stone dupla e de algebra-MS

dupla, M. Sequeira, em [21], define dlgebras de Ockham duplas.
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Por dlgebra de Ockham dupla entende-se uma algebra (L, A, V, f, g, 0, 1)
do tipo (2, 2, 1, 1, 0, 0) onde (L, A,V, f,0,1) e (L,A,V,g,0,1) sdo dlgebras
de Ockham. A classe das algebras de Ockham duplas é uma variedade que se
representa por Os.

Uma das subvariedades de O, é a classe das dlgebras-MS,, duplas, [21], que
denotamos por DMS,,, e que é caracterizada por fg = ¢** < id < f?" = ¢f.

Dados n,m € N, sendo ¢ o menor numero natural tal que 2gn > m,
representa-se por DK, ,,, a classe formada pelas algebras de Oy que satisfazem
frAm = fmogintm o= gmogf = f2" ¢ fg = g*™, [21]. Os elementos de

DK, ,, designam-se por algebras-K, ,,, duplas.

Estudando questoes relacionadas com algumas das classes que acabamos de
apresentar, o trabalho aqui desenvolvido esta estruturado em quatro capitulos,

que passamos a descrever sumariamente.

No capitulo 0, comecamos por fazer a apresentagao de conceitos e de resul-
tados bésicos que sao considerados essenciais para o estudo feito nesta tese e

apresentamos, também, alguma da notacao utilizada.

O assunto tratado na primeira parte do capitulo 1, seccao 1.1, foi motiva-
do por alguns dos resultados obtidos em [8, Capitulo 8], relativos ao proble-
ma da complementacao de congruéncias principais. Nesta seccao estudamos
congruéncias principais definidas em algebras-K,, ,,,: relativamente as que sao
complementadas obtemos a descricao do seu complemento, e estabelecemos
uma condi¢ao necessaria e suficiente para que uma congruéncia principal seja
complementada, [14, Teorema 2.10].

M. Ramalho, em [16], estabelece um isomorfismo entre o reticulado de
congrueéncias de uma algebra £ € K,, ,,, e o reticulado de congruéncias da maior

subdlgebra de £ que pertence a K, ,,. Sendo L, a maior subalgebra de £



4 Introducao

que pertence a K ,,, o isomorfismo ¢é definido associando a cada congruéncia
definida em £ a sua restricao a L;,,. Tendo em conta esta bijeccao entre
os reticulados de congruéncias, decidimos entao estudar em que condigoes a
restri¢ao a L, ,,, de uma congruencia principal definida em £ é uma congruéncia
principal em £ ,,.

Em [8, Capitulo 14|, T. Blyth e J. Varlet estudam também congruéncias
principais, mas desta vez definidas em &algebras-MS duplas e, para a questao
sobre complementagao, analisam questoes andlogas as que foram estudadas
em [8, Capitulo 8]. Na secgao 1.2 generalizamos este estudo para congruéncias
principais definidas em algebras-K,, ,, duplas: obtemos a descricao do com-
plemento de congruéncias principais complementadas, [15, Teorema 2.9], e
caracterizamos estas mesmas congruéncias, [15, Teorema 2.11].

De [21] e de [2, Corolario Teorema 1] sabemos que as congruéncias princi-
pais definidas numa algebra-K,, ,,, dupla £ = (L, f,g) e as congruéncias prin-
cipais definidas em (L, f) e em (L, g) podem ser descritas como supremo de
congruéncias do reticulado L. Tendo em conta estas descricoes e a relagao
existente entre as operacoes f e g, verifica-se que cada congruéncia principal
definida numa algebra-K,, ,,, dupla é o supremo (no reticulado de congruéncias
de L) de congruéncias principais definidas nas algebras-K,, ,,, simples (L, f) e
(L, g). Deste facto resulta que o estudo de congruéncias principais definidas
em élgebras-K,, ,,, duplas esta relacionado com os resultados obtidos na secgao

1.1.

No segundo capitulo o nosso objectivo foi determinar, para cada subva-
riedade V de MS,,, n € N, as cardinalidades admissiveis para o conjunto
dos pontos fixos das dlgebras (contaveis) que geram V e verificar quais destas
cardinalidades sao realmente atingidas. O interesse por este tipo de questao

comegou com as dlgebras de De Morgan finitas, em [27], e o estudo foi depois
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sucessivamente estendido as variedades MS, Ky e MS,, em [6], [28] e [22],
respectivamente. Neste capitulo analisamos o mesmo assunto para qualquer
variedade MS,,.

Dada uma classe Si(MS,,) de algebras subdirectamente ireedutiveis de
MS,, tal que cada dalgebra subdirectamente irredutivel de MS,, é isomorfa
a uma e a uma so algebra de Si(MS,,), definimos em Si(MS,,) uma ordem par-
cial <. Sendo V uma subvariedade nao trivial de MS,,, supomos que todos os
elementos maximais de (VN Si(MS,,), <) tém, pelo menos, um ponto fixo e,
no resultado principal deste capitulo, mostramos que, se existirem exactamen-
te k (k € N) elementos maximais de (VN Si(MS,,), <) com dois pontos fixos,

entao:

- dado a € {1,..,k}, ndo existe uma dlgebra contével que tenha exacta-
mente « pontos fixos e que gere V;
- para todo a € (No\{1,...,k}) U {Xy}, existe, de facto, uma &lgebra

contavel com exactamente « pontos fixos e que gera a variedade V.

Atendendo aos resultados obtidos, uma questdao que se colocou, natural-
mente, foi a de sabermos qual o nimero méximo de algebras subdirectamente
irredutiveis com dois pontos fixos que podem existir no conjunto dos elementos
maximais de (VN Si(MS,,), <). Relativamente a este problema, foi possivel
obter uma resposta para algumas variedades MS,,.

Para finalizar o capitulo, analisamos a aplicacao dos resultados obtidos a

alguns casos particulares.

Dada uma algebra £ = (L, f) € MS,,, M. Sequeira prova que, em certas
condigbes, existe uma (e uma s6) operagao g definida em L tal que £ = (L, f, g)
é uma &lgebra-MS,, dupla, [20, Proposigao 5.6]. Diz-se neste caso que £ pode
ser transformada numa algebra-MS,, dupla ou que que L se estende a uma

algebra-MS,, dupla.
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No terceiro capitulo comegamos por identificar as algebras subdirectamen-
te irredutiveis de MS,, que se estendem a &lgebras-MS,, duplas. Dada uma
algebra subdirectamente irredutivel £ que se estende a uma algebra-MS,, du-
pla nao podemos, porém, concluir que a variedade gerada por £ é uma classe
de algebras que também se estendem a algebras duplas. De facto, dada uma
algebra-MS,, £ que se estende a uma algebra-MS,, dupla, nao é garantido
que uma sua subalgebra também se estenda a uma algebra-MS,, dupla. Esta-
belecemos uma condigao suficiente para que tal aconteca e, no caso particular
em que consideramos a subdlgebra Ly ,, i.e., a maior subdlgebra de £ que
pertence a MS,,/, com n’ divisor de n, foi possivel estabelecer uma condicao
necessdria e suficiente para que Lysg , também se estenda a uma algebra-MS,,

dupla.



Capitulo 0

Conceitos preliminares

Neste capitulo apresentamos definicoes e resultados que consideramos se-
rem relevantes ao longo do trabalho; recordamos alguns conceitos gerais as-
sim como algumas noc¢oes mais especificas relativas a algebras de Ockham e
a algebras de Ockham duplas. Também estabelecemos alguma da notagao
que vamos utilizar e, para a simbologia de caracter mais geral, encontra-se na

pagina 119 uma tabela com a sua descricao.

0.1 Conceitos gerais

Para o estudo aqui desenvolvido ¢ essencial o conhecimento das nocoes
bésicas que a seguir referimos e que dizem respeito a Teoria de Reticulados e

a Algebra Universal:

- conjunto parcialmente ordenado, cadeia, semi-filtro, reticulado, reticula-
do distributivo, reticulado de Boole, aplicacao isétona, aplicagao antitona,
operador de fecho e operador de interior, ideal, filtro, elementos

V-irredutiveis, atomos, elementos complementados;

- algebra de tipo 7, simbolo polinomial de tipo 7 em n varidveis, dlgebra
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trivial, subalgebra de uma algebra, dlgebras semelhantes, produto direc-
to, homomorfismo, epimorfismo, monomorfismo, endomorfismo, isomor-

fismo, congruéncia, congruéncia principal.

Estas nogoes podem ser recordadas na seguinte bibliografia: [1], [9], [11] e [12].

Dado um conjunto X, dizemos que X é numerdvel se X for equipotente a

N e, dizemos que X é contdvel se X é finito ou numeravel.

Representamos por £ uma algebra com conjunto suporte L. Dada uma
algebra £ = (L, F') com conjunto suporte L e dominio operatério F, desig-
namos por reduto de L qualquer algebra com suporte L cujo dominio ope-

ratério é uma parte de F.

Uma algebra £ diz-se

- produto subdirecto de uma familia {L;};cr de dlgebras semelhantes a L

se existe um monomorfismo « : £ — [[..; £; tal que, para cada i € I, o

iel
homomorfismo p; o a é sobrejectivo;

- subdirectamente irredutivel (s.i.) se L é nao trivial e, sempre que L é pro-
duto subdirecto de uma familia de algebras {L£;}ic; com monomorfismo

a, existe 1 € I tal que p; o o é isomorfismo;

- simples se Con(L) tem exactamente dois elementos.

As élgebras subdirectamente irredutiveis podem ser caracterizadas através
do seu reticulado de congruéncias: uma algebra £ é subdirectamente irredutivel

se e 86 se Con(L)\{A} tem elemento minimo; neste caso, o elemento minimo

de Con(L)\{A} é N(Con(L)\{A}) e é uma congruéncia principal.
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Algebras do mesmo tipo podem ser agrupadas em classes. Tém particular
interesse as classes que sao fechadas para a formacao de subalgebras, imagens

homomorfas e produtos directos. A estas classes dd-se o nome de variedades.

Sao variedades, por exemplo, a classe D dos reticulados distributivos e a

classe Dy ; dos reticulados distributivos limitados.

A importancia das algebras subdirectamente irredutiveis esta relacionada

com o seguinte resultado de Birkhoff:

Teorema 0.1 [1, Teorema. 1. 9.4] Se V é uma variedade, entao toda a dlgebra

de V € produto subdirecto de dlgebras subdirectamente irredutiveis em V.l

Sejam K uma classe de algebras, V uma variedade e £ uma élgebra de V.

Representamos por:
- V(K) a variedade gerada por K, i.e., a menor variedade que contém K;

- V(L) a subvariedade de V gerada por L.

Uma variedade V

- diz-se c-distributiva se, para cada algebra £ € V, o reticulado de con-

gruéncias de £ é distributivo;

- satisfaz a propriedade de extensao de congruéncias (P.E.C.) se, para cada
algebra £ € V e cada subdlgebra £’ de £, qualquer congruéncia de £ é

restricao de uma congruéncia de L;

- tem congruéncias principais definiveis equacionalmente em sentido
restrito (C.P.D.E.R.) se existe um ndmero finito de pares de simbolos
polinomiais em quatro variaveis (p1, q1), ..., (Pn, ¢n) tais que, para cada

algebra L = (L, F') € V e elementos z, y, a, b € L, se tem

(.Clﬁ,y) < e(aab) ¢>pi(a7 b,.’ﬂ,y) = qi(&7 baxay)a para todo € {17 ,TL}
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Observagcao:
- Dado um reticulado L, o reticulado de congruéncias de L ¢é distributivo.

- Qualquer variedade cujas algebras admitem um reticulado como reduto é

c-distributiva.
- Toda a variedade que tem C.P.D.E.R. satisfaz P.E.C. [10, Coroldrio 2].

O resultado seguinte, envolvendo a propriedade de extensdo de congruéncias,
é muito simples de verificar e sera util no estudo, relativo a congruéncias, que

apresentamos no capitulo 1.

Proposigao 0.2 Sejam V uma variedade que satisfaz P.E.C., L € V, L' uma
subdlgebra de L, e a,b € L'. Entdo 0(a,b)|, = 6r/(a,b). A

0.2 Algebras de Ockham

Nesta seccao destacamos nocoes e resultados relativos a algumas das
algebras de Ockham que serao objecto do nosso estudo: as élgebras-K,, ., e

as algebras-MS,,.

Sejam L € Dg; e f : L — L uma aplicacao. Diz-se que f é um en-
domorfismo dual de L se f(0) = 1, f(1) = 0e f(x ANy) = f(x)V fly),

flxVvy) = f(x)A f(y), para quaisquer x,y € L.

Seja L = (L, A\, V, f,0,1) uma algebra do tipo (2,2, 1,0,0) tal que (L, A, V,0, 1)
é um reticulado distributivo limitado e f é um endomorfismo dual de (L, A, V, 0, 1).

Dizemos que £ é uma &lgebra
1) de Boole se z A f(x) =0e xV f(x) =1, para todo x € L;
2) de Stone se x A f(z) =0, para todo x € L;

3) de De Morgan se v = f?*(x), para todo x € L.
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As classes das algebras de Boole, das dlgebras de Stone e das dlgebras de
De Morgan sao variedades que representamos, respectivamente, por B, S e M.
Com o objectivo de generalizar propriedades que sao comuns as algebras de
De Morgan, as algebras de Stone e as dlgebras de Boole, J. Berman define, em

[2], dlgebras de Ockham.

Defini¢ao 0.3 Uma dlgebra de Ockham é uma algebra £ = (L, A, V, f,0,1)
do tipo (2,2,1,0,0) tal que (L,A,V,0,1) € Dg; e f é um endomorfismo dual
de (L, A, V,0,1).

Dada uma &algebra de Ockham £ = (L,A,V, f,0,1), representamos por
L, quer o conjunto suporte, quer o reduto (L,A,V,0,1) € Dg;. A dlgebra £
seré representada apenas por (L, f) (nao existe risco de confusdo pois nunca
falaremos em ”édlgebra com conjunto suporte L e com uma tnica operagao f).
A classe das algebras de Ockham é uma variedade que representamos por
O; é conveniente observar que esta variedade é c-distributiva e satisfaz P.E.C.,

[2, Teorema 2.

Em [2] J. Berman também apresenta a classe das dlgebras-K,, ,,; esta classe,

aqui denotada por K,, ,,, ¢ uma subvariedade de O.

Definicao 0.4 Sejamn € N, m € Ny. Chama-se dlgebra-K,, ,, a toda a dlgebra
de Ockham L = (L,A,V, f,0,1) que satisfaz a igualdade f*+t™(z) = f™(x),
para todo z € L.

Dados n,n’ € N e m,m’ € Ny, tem-se K,,,, C K,y v seesésen | n e
m < m’/, [17]. Note-se que a variedade M das &lgebras de De Morgan é a

variedade Kj .
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Em [4], T. Blyth e J. Varlet estudam as algebras de Ockham que satisfazem
id < f?, designam-nas por dlgebras-MS e representam a subvariedade de O que

elas constituem por MS.

M. Ramalho e M. Sequeira, em [17], generalizam o conceito de dlgebras-MS

e definem dlgebras-MS,,, para n € N.

Definicao 0.5 Seja n € N. Chama-se dlgebra-MS,, a qualquer &algebra
L= (L,AV,f0,1) € O que satisfaga z < f*"(z), para todo = € L.

A classe das dlgebras-MS,, é também uma subvariedade de O que represen-
tamos por MS,,. Para todo n € N, ¢é facil concluir que K,, 0 € MS,, C K, ; e,
dados n,n’ € N, tem-se MS,, C MS,, se esé se n | n/, [17]. Dada uma algebra
L = (L, f) € MS,, verifica-se que f?" é um endomorfismo e um operador de

fecho do reduto L.

Se L é um reticulado limitado e x € L é complementado, representamos
por ¢(x) o complemento de x. O conjunto dos elementos complementados de
L representa-se por C(L) e designa-se por centro de L.

Caso £ = (L, f) seja uma dalgebra de Ockham, o conjunto C(L) é um
subuniverso de L; para cada z € L, tem-se ¢(f(z)) = f(c(x)). A subdlgebra
(C(L), f) de L é representada por C(L).

Para qualquer ¢ € N, o conjunto f*(L) também ¢ um subuniverso de L,

representando-se a subdlgebra (f*(L), f) de £ por f*(L).

Como vamos verificar, os conjuntos Ly, = {x € L | f>"™™(z) = f™(z)}
e Lys,= {x € L | x < f*(x)}, [23], desempenham um papel importante no
estudo de algebras de Ockham . As subdlgebras (L, ) € (Lus,, f) de £ séo
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denotadas por L, ,, e Lys,, € sao as maiores subalgebras de £ que pertencem,

respectivamente, a K,, ,,, ¢ a MS,,.
Sendo £ =(L, f) uma algebra-MS,,, tem-se

Lys = {j/_\: Fi(x):zel) = {j\_/: Fi(z)x e L}

Proposicao 0.6 Se L =(L, f) € K, m, entdo f™(L) = L, 0.

Demonstracao: E simples verificar que f™(L) C Lyy; relativamente a in-
clusao contraria, também se prova facilmente a sua validade. De facto, se
x € Ly, entdo z = f?"(x). Logo, se considerarmos ¢ € N tal que ¢2n > m,

temos x = f%"(x) e, portanto, x € f™(L). Logo L,o C f™(L). A

As nogoes e os resultados que vamos agora destacar, obtidos em [20], sdo
relativos a algebras subdirectamente irredutiveis (s.i.) da variedade MS,, e

sao-nos uteis no estudo que é feito nos capitulos 2 e 3.

Dada uma élgebra de Ockham £ = (L, f), chama-se ponto fixzo de L a
qualquer x € L tal que f(z) = z. Por Fix(L) representa-se o conjunto dos

pontos fixos de L.

Em [2, Teorema 7], J. Berman prova que, para todon € Nem € Ny, K,
tem apenas um numero finito de dlgebras s.i. nao isomorfas entre si, todas elas
finitas. Como MS,, C K,, ;, do Lema 1 de [2] resulta que, se £ é uma algebra
s.i. de MS,,, entao

- Ll,O = {0, 1} U FIX(,C),

- L tem, no maximo, dois pontos fixos, e estes sao complementares.
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Como M. Sequeira prova em [20], a descricao de cada é&lgebra s.i.
L = (L, f) € MS, estd relacionada com o nimero de pontos fixos de L, a

subdlgebra L, o e a relacao bindria ker f definida em L da seguinte forma:
(x,y) € ker f < f(x) = f(y), para todo x, y € L.

E evidente que ker f € Con(L).
Dado I € {1,2}, representa-se por L}, y o conjunto {z € Ly : |[z]ier f| = I}.

O processo para identificar as algebras s.i em MS,, é analogo ao que foi
usado por J. Vaz de Carvalho, em [28], para identificar as élgebras s.i. de
K, 0. Tal foi motivado pela relagao existente entre as algebras s.i. de MS,, e

as dlgebras simples de K,, o; esta relagao ¢ evidente no resultado seguinte.

Proposicao 0.7 [20, Proposicao 2.3] Seja L € MS,,.
i) Se L é s.i., entdo L,y € simples.

ii) L € s.i. se esose|l]>1cel|Con(L)<3. 1

Observacao: Da proposicao anterior e atendendo a que MS,, satisfaz P.E.C.,

conclui-se que toda a subalgebra nao trivial de uma algebra s.i. é também s.i..

Tendo em conta que o estudo de algebras s.i. de MS,, esta relacionado
com as dlgebras simples de K, o, vamos agora recordar alguns factos sobre

estas ultimas.

Definicao 0.8 [18] Para cada m € N, B,, = (B, ¢) ¢ a algebra de K,
cujo reduto em Dy ; é o reticulado de Boole B,, de atomos ag, ai, ..., am_1, €
em que ¢ é o automorfismo dual de B,, induzido por¢(a;) = c(@it1(modm))

0<:<m-—1.
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Dado n € N, a algebra By, tem dois pontos fixos, a saber, kg, = \/?:_01 ag; €

~1 - , .
kin = Vi—y a2i+1. Dados s,m € N, se s | m, entao B, é, a menos de isomor-

fismo, subalgebra de B,,.

Para cada j € {0, 1}, representa-se por C;,, = (C},, ¢) a subalgebra de B,
gerada por {a;}. Note-se que Cy,, =2 Co .

Para cada elemento a € By, tal que

e a=ua; V..Va;, ,Vaycom2<s<nei,.., i, Impares tais que, para

todoop, 1 <p<s—1,existe q, 1 < g <s—1,tal quei,+i, = 2n, (x.).

n

Representa-se por C{,, a subdlgebra de By, gerada por {ai,a}.

Para cada elemento b € By, tal que,

e b=aq;V..Va, ,Vaycom2 <v<nel,..l,_1 pares tais que, para todo

op,1 <p<wv—1,existeq, 1 < ¢ <v—1, tal que l,+1, = 2(mod 2n),(*?).

Representa-se por C(’)”n a subélgebra de By, gerada por {ayg, b}.

Em [28, Teoremas 2.7, 2.9, 2.14-2.23], J. Vaz de Carvalho prova que as

algebras simples de K,, o sao, a menos de isomorfismo, as seguintes :
- sem pontos fixos: B,, em que r | n, r impar;
- com dois pontos fixos: By, em que r | n;

- com um s6 ponto fixo: Cy,, C{, em que r | n e a € By, satisfaz (x!).

Para o estudo de algebras s.i. de MS,,, M. Sequeira precisou no entanto de

construir outras algebras, que passamos a descrever.

Dados n € N representamos por n uma cadeia com n elementos.
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Para m € N, seja U,, = 3 x 2" 1. O conjunto J(U,,) dos elementos
V-irredutiveis nao nulos de U, é uniao disjunta de uma cadeia com dois ele-
mentos, ag > a,,, € m — 1 cadeias singulares, a;, 1 <7 < m — 1. O conjunto

dos dtomos de C(U,,) 6 At ={a; | 0 <i<m—1}.

Definicao 0.9 Para cada m € N, designamos por U, a algebra

(Up,®) € MS,, em que & é o endomorfismo dual de U,, induzido por

CI)(az) = C(ai—i-l(modm))a 0 < ) <m— 17 € CI)(am> = C(al(modm))-

O elemento \/ a; de U,, é representado por u,, e é tal que u,, < 1 e ®(u,,) = 0.
i=1

Dados s, m € N, verifica-se que:

- (Um)m,l) == C(Um) € (Z/{m)m,ﬂ = Bm7
- adlgebra Uy, tem dois pontos fixos : ko, = \/;:Jl ag; €k, = \/2’:01 A1}

- se s | m, entdo U, é, a menos de isomorfismo, subdlgebra de U,,. De
facto, sendo m = sq, Us; é isomorfa a subdlgebra de U,, gerada por
{\/g;é ist; | 0 <7 <s—1}U{VL, ais}; o elemento desta subélgebra que
corresponde a ug é \/j;i(\/g:_g is+i) V Vi ais = Uy,. Assim, a dlgebra
Uy, é, a menos de isomorfismo, subdlgebra de Us,,, tendo-se uss = us,, €

kjs=kjm,j€{0,1}.

Como (Uap)no = Bayn, dados 7 € {0,1} e um elemento a € (Usapy)no que
satisfaz (x/,), usamos a mesma notagao Cj ,,, C{, pararepresentar as subédlgebras

de Uy, geradas, respectivamente, por {a;} e {a;,a}.

Para j € {0,1}, seja C;,, = {Cjn} U{C}, | a € (Uan)nyp, a satisfaz (x2)}.

Cada élgebra X € C;,, tem um sé ponto fixo: k;, = \/;L:_O1 a2itj-
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Para cada X = (X,®) € C,,, representamos por X,, = (X, , ®) a

subdlgebra de U, gerada por X U {ug,}. Observe-se que (X, )no = X €

n

Fix(X,,,) = {k1.n} onde [k1,]kere ¢ um conjunto singular.

Consideremos Yg,,, = Con N [kno 1] € Yoo = Clpn N [kno Vv ¥, 1], onde
V = V{azs1 | 0 <i <n—1a £ ®*(b)} sempre que b € (Uzp)no € b sa-
tisfaz (+0).
Para cada dlgebra X = (X, ®) € G, e cada y € Yy, representamos por
Xynusn, = (Xyrugn, @) a subalgebra de Us, gerada por X U {y A ug,} e tem-

-se que (Xynuy, Jno = X € Fix(Xynu,, ) = {kon}-

Recorrendo as algebras descritas, M. Sequeira prova entao o seguinte:

Teorema 0.10 [20, Teorema 2.8] Seja £ € MS,,.

i) L €s.i. eFix(L) =0 seesdsel =B, oul =2U, comm divisor impar

de n.

ii) L é s.i. e |Fix(L)| =2 se e s6 se L = Bay, ou L = Uy, com m divisor

den.

Proposicao 0.11 [20, Proposigao 2.9]i) Se n € impar, entio B, e U, sao,
a menos de isomorfismo, as unicas dlgebras s.i que pertencem a MS,,, nao
pertencem a MS;, para t < n, e nao tém pontos fixos. Se n € par, nao

existem, em MS,\ |, _ ,, MS;, dlgebras s.i sem pontos fizos.

i1) Para qualquer natural n, Ba, e Uz, sdo, a menos de isomorfismo, as unicas
algebras s.i que pertencem a MS,,, nao pertencem a MS;, parat < n, e tém

dois pontos fixos. R
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Teorema 0.12 [20, Teorema 2.17] Seja L € MS,, uma dlgebra tal que
Fix(£) = {k}.

i) Lési ekel,,seesdse L =X oul=X,, ondeX e€C,,, para

2n
algum divisor m de n.
i) L €s.i. ek € Li,o se € s6 se L = Xy, onde X € Cy,,, para algum

divisor m den, ey € Yy. R

Teorema 0.13 [20, Teorema 2.18] As dlgebras subdirectamente irredutiveis em

MS,, sao, a menos de isomorfismo, as subalgebras de Us,,. A

Dado que cada algebra s.i. de MS,, é isomorfa a uma e uma s6 algebra da

classe

{Bs,Us : s € N, s | nes éimpar} U{Bas, Uss: s € Nes|n}
UA{X, Xy, : X €Cy,, em | n}

U {Xy/\UZn : X Egﬂ,mv m | neyeE Yy }7

para o estudo feito nos capitulos 2 e 3 (relacionado com &lgebras s.i. de MS,,)

é pois suficiente considerarmos os elementos desta classe.

0.3 Algebras de Ockham duplas

Como ja haviamos referido, o nosso estudo é também dedicado a algebras
de Ockham duplas. Tal como o préprio nome indica, a nocao de algebra de
Ockham dupla esta associada ao conceito de algebra de Ockham. No texto
que se segue vamos recordar de que forma estes dois tipos de algebras estao

relacionados assim como alguns resultados relativos as dlgebras duplas.

Dada uma algebra £ = (L, A, V, f,g,0,1) do tipo (2,2,1,1,0,0), diz-se que
L é uma dlgebra de Stone dupla, [13], [1], se (L, A,V, f,0,1) e (L,A,V,g,0,1)
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sao algebras de Stone e as operacoes [ e g satisfazem as seguintes condigoes:

i)z < (),

i) g*(z) <z,

i) gf(z) = f*(z), fg(z) = g*(x).

Atentendo a que a variedade MS contém as algebras de Stone, T. Blyth
e J. Varlet, em [5], generalizaram as propriedades das algebras de Stone du-
plas e introduziram a nocao de algebra-MS dupla. Diz-se que uma &lgebra
L = (L,AV,f,9,0,1) do tipo (2,2,1,0,0) é uma dlgebra-MS dupla se
(L,A\,V, f,0,1) e (L,A,V,q,0,1) sao élgebras de Ockham e as operagoes f
e g satisfazem as condigoes (i), (ii) e (iii). Por DMS denota-se a variedade das
dlgebras-MS duplas. Representando por L¢ o reticulado dual de L, facilmente
verificamos que (L, A,V, f,0,1) e (L% A,V,g,0,1) sao algebras-MS e que as
aplicagoes gf e fg sao, respectivamente, um operador de fecho e um operador

de interior em (L, A, V,0,1).

Em [21], M. Sequeira também estuda dlgebras duplas e generaliza os con-

ceitos de algebra de Stone dupla e de algebra-MS dupla da seguinte forma:

Definigao 0.14 Uma &algebra £ = (L,A,V, f,4,0,1) do tipo (2,2,1,1,0,0)
diz-se uma dlgebra de Ockham dupla ou uma dlgebra-Oqg se (L, A,V, f,0,1) e
(L,N\,V,g,0,1) sao dlgebras de Ockham.

A classe das algebras-O, é uma variedade que se denota por Os. A seme-
lhanca da notacao estabelecida para algebras de Ockham, dada uma &algebra
L= (L,A\V,f,g,0,1) € Og, representamos por L quer o conjunto suporte
de L quer o reduto (L, A, V,0,1). A élgebra dupla £ é representada de forma
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abreviada por £ = (L, f, g) e as algebras de Ockham redutos de £ representam-
-se por (L, f) e (L, g).

M. Sequeira, no mesmo trabalho em que introduz algebras de Ockham
duplas, define algebra-MS,, dupla, para cada n € N. Este conceito surge
naturalmente a partir da definicao de algebra-MS dupla, uma vez que a nocao
de algebra-MS,, dupla estd relacionada com a de algebra-MS,, da mesma forma

que a nocao de algebra-MS dupla se relaciona com a de algebra-MS.

Definicao 0.15 Seja n € N. Chama-se dlgebra-MS,, dupla a toda a algebra
(L, f,9) € Oy que satisfaz fg = ¢°" < id< f2" = gf.

A variedade das algebras-MS,, duplas é denotada por DMS,,. Dados
n’,n € N, tem-se DMS,, C DMS,, se e s6 se n’ | n, [21].

Como consequéncia da relacao existente entre as operagoes f e g de uma

algebra L = (L, f,g) € DMS,,, M. Sequeira estabelece o seguinte resultado:

Proposicao 0.16 [20, Lema 5.3] Sejam n € N e L = (L, f,g) € DMS,,.
Entao

i) figt =g*, ¢'f' = f*, para qualquer i € N tal que 1 <i < 2n.

i) flg? = giimed2n) i fi — fimi(med2n) gompre que i £ 5, 1 <4, < 2n.
iii) Im f =Tmg.
w){reL:x=f(x)}={reLl:xa=gx)}={reL:x= f(x)=g(x)}.

v) fARRHL < gkl g2k < 28 wara qualquer k€ N tal que

0<k<n-1.1
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Sejam n,m € N. Para (L, f) € K, ,, verifica-se que f?"*% = f* para
todo k € N tal que k > m. Se 2n > m, a correspondéncia g = f? ! é
um endomorfismo dual de L satisfazendo ¢?" = f?" e ¢*"*™ = g™, tendo-
se também que gf = f> e fg = ¢**. De um modo geral, se ¢ ¢ o menor
numero natural maior ou igual a m/2n (denotado no texto que se segue por

q = [m/2n]), o endomorfismo dual g = f%"~! de L satisfaz g***™

= gm
e g = fP" e portanto, gf = fP" e fg = ¢?". Tendo em conta estas

observagoes surge, em [21], a seguinte defini¢ao:

Definicao 0.17 Sejam n,m € N e ¢ = [m/2n]. Chama-se dlgebra-K,, ,
dupla a qualquer algebra £ = (L, A,V, f,,0,1) € Os que satisfaz
1) f2n+m — fm’
11) g2n+m — gm’
i) fg=g7" gf = fe"
A variedade das algebras-K,, ,, duplas representa-se por DK, ,,,. Dados
n',n,m’,m € N, prova-se que DK, ,,, C DK,,,, se e sé se n' | n. e m' < m,

[21, Proposicao 1].

Seja L = (L, f,g9) € DK, ,,,. Dado t € Z, seja r(t) o resto da divisao do
inteiro ¢ por 2n e, para 1 < 4,7 <2n+m —1,sejaq,; =m+r(j —i—m)
(observe-se que m < ¢;; < 2n+m — 1). Uma vez que, para todo k > m,

fortk — fk e g?ntk = g% M. Sequeira prova a seguinte proposicao.

Proposigao 0.18 [21, Proposi¢do 2| Sejam n,m € N, ¢ = [m/2n] e
L=(L,f,g) € DK, . Entio

i) gifi=fen, flgt =g, 1<i<2n+m-— L

i) g'f) = fei, flgt=g%i, 1<i,j<2n+m— L

i) f(L) =g™(L). ™






Capitulo 1

Congruéncias em algebras-K,, »,

e em algebras-K,, ;,, duplas

Em [8, Capitulo 8], T. Blyth e J. Varlet estudam questdes relativas a con-
gruéncias definidas em élgebras-K; ;. Em particular, descrevem o complemen-
to de congruéncias principais complementadas e, recorrendo a descri¢cao ob-
tida, caracterizam estas congruéncias. Na primeira parte do capitulo, seccao
1.1, analisamos as mesmas questoes para congruéncias principais definidas em

algebras-K,, ,,,, [14, Teorema 2.10].

M. Ramalho, em [16], estabelece um isomorfismo entre o reticulado de
congruéncias de uma algebra £ € K,, ,,, e o reticulado de congruéncias da maior
subélgebra de £ que pertence a K, ,,; sendo esta subalgebra representada por
L1, o isomorfismo ¢é definido associando a cada congruéncia definida em £
a sua restricao a Lj,,. Tendo em conta a definicao desta bijec¢ao, decidimos
estudar em que condigoes a restricao a L, de uma congruéncia principal
definida em £ é uma congruéncia principal em L ,,,. Obtemos uma condigao

necessaria e suficiente para que tal acontega e, com base nesta mesma condicao,
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chegamos a conclusao que nem sempre a restricao a L ,, de uma congruéncia
principal definida em £ é uma congruéncia principal em L ,,.

Na segunda seccao do capitulo continuamos a estudar congruéncias prin-
cipais, mas desta vez definidas em &lgebras-K,, ,,, duplas; de forma semelhante
ao que foi feito na seccao 1.1, obtemos a descricao do complemento de con-
gruéncias principais complementadas, [15, Teorema 2.9], e caracterizamos essas
congruéncias, [15, Teorema 2.11]. Os resultados aqui obtidos sdo uma genera-
lizagao do estudo feito por T. Blyth e J. Varlet em [8, Capitulo 14], onde os au-
tores ja haviam abordado este assundo para congruéncias principais definidas
em algebras-MS duplas.

De [21] e de [2, Corolario Teorema 1] sabemos que as congruéncias princi-
pais definidas numa algebra-K,, ,,, dupla £ = (L, f,g) e as congruéncias prin-
cipais definidas em (L, f) e em (L, g) podem ser descritas como supremo de
congruéncias do reticulado L. Tendo em conta estas descricoes e a relagao
existente entre as operagoes f e g, facilmente se conclui que cada congruéncia
principal definida numa algebra-K,, ,, dupla é o supremo (no reticulado de con-
gruéncias de L) de congruéncias principais definidas nas dlgebras-K,, ,,, simples
(L, f) e (L,g). Deste facto resulta que o estudo de congruéncias principais
definidas em élgebras-K,, ,, duplas estd relacionado com os resultados obtidos

na seccao 1.1.

1.1 Congruéncias em algebras-K,, ,,

Iniciamos esta sec¢ao apresentando alguma da notacao que aqui é usada
e fazendo a revisao de alguns resultados relativos a congruéncias definidas em

algebras-K,, ,,,.

Dada uma dlgebra £ = (L, f) € O, denotam-se por Con(L) o reticulado
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de congruéncias de £ e por Cong(L) o reticulado de congruéncias do reduto
L. Para identificar os elementos de Cong(L) utilizaremos também o indice R.
Sendo a, b elementos de L, representa-se por 0(a, b) e Og(a, b), respectivamente,
o menor elemento de Con(£) e Cong(L) que identifica a e b. E suficiente
estudar 6(a,b) para a < b, uma vez que, se § € Con(L) e z,y € L, entao

(x,y) €0 seesbdse (xANy,xzVy) €D

A proposicao que apresentamos a seguir é fundamental no estudo de con-
gruéncias definidas em élgebras-K,, ,,,. Dada uma congruéncia principal defini-
da numa algebra-K,, ,,, £, J. Berman obtém a sua descri¢gao como um supremo

de congruéncias principais do reticulado reduto de L:

Proposicao 1.1 [2, Cor. Teorema 1] Sejam L = (L, f) € K,,m e a,b € L com

a <b. Entao
2n+m—1

0(a,0) =V 0r(f'(a), f'(b). m

=0

Muitos dos resultados estabelecidos neste capitulo recorrem a descricao
anterior; por tal motivo convém recordar alguns factos relativos a congruéncias

principais definidas num reticulado distributivo L.

Dados z,y, z,w € L, verifica-se que:
Ro) para z < w, (z,y) € 0(z,w) seesésex Az=yAzexVw=yVw,
Ri) 0(z Ay, x) =6y, z Vy);

Ro) O(z,y) NO(z,w) =0(xVz,xVzV(yAw)) =0y ANwA (zVz2),y ANw);

portanto 0(z,y) AN O(z,w) = A seesése yANw <z V z.

Como consequéncia da proposicao anterior e de Rg), M. Sequeira pro-

va que qualquer congruéncia principal definida numa algebra-K,, ,, pode ser
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descrita por equagdes (a semelhanga do que acontece com congruéncias prin-
cipais definidas num reticulado), i.e., K, ,,, tem C.P.D.E.R., [19, 4.4, Teorema
7]. De facto, verifica-se que cada congruéncia principal ¢ descrita por 22"+™

equacoes.

Teorema 1.2 [19, 4.4, Teorema 8] Sejam L = (L, f) € K,,,,, e a,b € L, tais

que a <bex,y€ L.
Entdo (z,y) € 0(a,b) se e sd se

r AN ) AA f2j“(b)> AN R O RV s ()

i€EF jeEG kET\F leT'\G

= [y~ A o)A A fQj“(b)) vV ) vV a)

i€F jeaG keT\F 1€T\G
para cada ' C T e cada G C T, sendo
T=T={0,1,2,...,n+ 22} se m € par ou

T={0,1,2,....n+ mT_l}, T ={0,1,2,....n+ mT—s} sem € impar. A

O lema seguinte também ¢é essencial neste estudo e estabelece que toda a
congruéncia principal definida numa algebra de Ockham £ = (L, f) e que é

gerada por elementos de L;( ¢ uma congruéncia complementada.

Lema 1.3 [23] Sejam L= (L, f) € O ea,b € Ly tais que a < b.
Entdo 0(a,b) ¢ complementada em Con(L), tendo-se
0(a,b) = 0(f(a) Vb 1)VEO(f(a),fla)Va)VeobV f(b))
= 6(0,an f(b)VO(an fla),a) VE(DA f(b),f(b)).m

Para determinarmos o complemento de uma congruéncia principal com-
plementada precisamos de estabelecer mais alguns resultados, que a seguir se

demonstram.
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Teorema 1.4 Sejam L = (L, f) € K,,,, € a,b € L tais que a < b. Enlao,

para todo g € N, e para todo k € N tal que k > m,

0(a, b)|f’“(L) =90 (fq2n<a>’ qun(b» |f’“(L)’

Demonstragao: Se (f*(x), f*(y)) € 0(f?"(a), f7*"(b)) resulta de imediato
que (f*(x), f*(4)) € B(a,b), pois 8 (f7(a), f27(b)) < B(a,b).

Se (f*(z), f*(y)) € 6(a,b), entdo f*(z) e f*(y) satisfazem as 2*"*™ equagdes
que caracterizam 6(a,b) (Teorema 1.2). Aplicando 9" a ambos os membros
das igualdades, e atendendo a que k > m, vem que f®"(f*(z)) = f*(z) e
fer(fE(y)) = f*(y) satisfazem as 22"t™ equagoes que caracterizam

0 (f7"(a), f2"(b)). Temos, entdo, que (f*(z), f*(y)) € 6 (f*"(a), f"(b)). ™

Proposigao 1.5 Sejam £ = (L, f) € Kym, 1 € No, k € N tal que k > m e

a,b € L tais que a < b. Entao, dados x,y € L,

(z,y) € O0r (f*(a), F1(b)) = (f*(2), f*(v)) € Or (f'(a), [ (D)),

para algum t € {m,....2n +m — 1}.

Demonstragao: Se x e y sao elementos de L tais que (z,y) € Or (f'(a), f(b))
para algum i € No, entio (f4(z), () € Or (/*('(@). 5(f'()). Como
k > m, temos f**(a) = fi(a) e fETi(b) = fi(b), com t € {m,...,2n +m — 1},
e desta forma concluimos que (f*(z), f*(y)) € 0r (f'(a), f'(b)). W

Proposigao 1.6 Sejam L= (L, f) € K, € a,b € L tais que a < b. Entdo

2n+m—1

may =V Or (@), f5(0)) | pmesy-

k=0

0(a,b)

Demonstragao: Sabemos da Proposicao 1.1 que

2n+m—1

0(a,b) = V0 (f*a), f¥(0))

k=0
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e é imediato que

\7 B/ (a). F5(B) ey < (vm 0 (f*(a), fk(b))> ey

Relativamente a desigualdade contréria verifica-se também a sua validade. De
facto, se z,y sao elementos de L tais que
2n+m—1 k k
e (V7 0n (@40 ) o

2n+m—1

entdo z,y € f"(L) e (z,y) € \/ Or (f*(a), f5(b)). Consequentemente,
existem s € N e elementos g = z, xy, ..., x5 = y € L tais que, para
cada v € {0, ..., s — 1}, (Tp,xot1) € Or(f*(a), f*(b)), para algum
k, € {0,...,2n +m — 1}. Sendo ¢ = [m/2n], resulta da Proposi¢do 1.5 que
(f2™(z,), [P (20s1)) € Or (fT(a), fi* (b)), para algum t, € {m, ..., 2n+m—1}.
Como q2n > m, entio (£ (zy), F2" (211)) € O (f(a), £(8)) |m(sy. Logo

2n+m—1

(fen(x), f2"(y)) € k\:/O O (f*(a), f5(0)) lpm )

onde f¥?"(z) =z e f9*"(y) =y pois x,y € f™(L). Assim, concluimos que

(\7 Or (f*(0), f’“(b))> < V0 (7). 50) Ly

k=0

Proposigao 1.7 Sejam L = (L, f) € Kym, p € N, e a;,b; € L tais que
a; < b;, parai € {1,...,p}. Entao,

(V0100 ) iy =V 00l

Demonstracgao: Dados z,y € L tais que (z,y) € (\/}_; 0(ai, b;)) |z, tem-

-se que z,y € f™(L) e (z,y) € Vi, 0(a;,b;). Entdo da Proposigao 1.1
P 2n+m—1

resulta que (z,y) e\/ \/ Or (f*(a;), f¥(b:)) , o que significa que existem
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s € N e elementos o = z, =1, ..., zs = y pertencentes a L tais que, pa-
ra cada v € {0,...,s — 1}, (zy,Tps1) € Og (fk”(aiv),fk“(biv)), para algum
k, € {0,....,2n +m — 1} e algum i, € {1,..., p}.

Se considerarmos ¢ = [m/ Qn] sabemos pela Proposicao 1.5 que
(f2™ (), [P (2y11)) € Or (™ (as,), )), comt, € {m,...,2n+m—1}. Logo
(fP™(@y), [P (@041)) € Or (f(as,), 7 (bi,)) |pm(r), Para cada v € {0,...,s — 1}.

Como f?"(z) =z e f®"(y) =y, podemos entao concluir que
P 2nfm—1
(z,y) Ei\:/1 k\:/o Or (f*(ai), fF(0:)) 1 pmry-
Tendo em conta a Proposi¢ao 1.6 vem que (z, y) € Vi 0(ai, b;)|pmr), €
portanto (\/_; 6(a;, b)) |rmr) < Vioq 0(ai, b;)|sm(z). Dado que a desigualdade
contréria ¢ ébvia, temos que (\/4_, 0(a;, b;)) | my = Vi, 0(ai, b;)| pmr). B

Proposicao 1.8 Sejam £ = (L,f) € O, § € Con(L) e k € N. Se
0 € C(Con(L)), entao 0|x(zy € C(Con(f*(L))). De facto, sendo 6 o comple-

mento de 6 em Con(L), entio 0'|u(ry € o complemento de 0| 1y em Con(f*(L)).

Demonstragao: Seja 6’ o complemento de # em Con(L). Dado que A0 = A
e 0l prry N0 pr(ry < OAD', conclui-se de imediato que 6] prry A | prry = O gz
Por outro lado, e uma vez que (0,1) € 6 V ¢, existem zg, 71, ..., ,, € L tais

que

L N I

O=xg=21 =29 =Ty = Tyl = Ty, = 1.

Se aplicarmos f* a cada um dos elementos obtemos

6 ¢ 0

FH(0) = fH(0) £ fR(e) £ fi(az) £ o E @) £ PFleat) E folan) = SO

e portanto (f*(0), f¥(1)) € 0] yxry V €| px(z). Em ambos os casos, k par e k
impar, é 6bvio que (0, 1) S e‘fk(L)\/el‘fk(L); IOgO e‘fk(L)\/el‘fk(L) = Vf’“(L)' Desta

forma, concluimos que ¢'|px(z) é 0 complemento de 6] s« (z) em Con(f*(L£)). m
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Definigao 1.9 Sejam p € N e (F, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Dé-se a designacao de p-escada a um subconjunto {as,....,a,,b1,...,b,} de E
tal que a1 < ... < a,eb < .. <b,eaq < b, para todo i € {1,...,p}.

Denotamos uma p-escada por (a;, b;),.

Exemplo 1.10 Para n € N, T = {0,1,...n — 1} e s € {1,...,n} seja
T ={J:J CT,|J| = s} Sejam L = (L, f) € Ky € a,b € L tais que
a <b. Para s € {1,...,n} sejam

as= AV ), b=AV H0).

JeTsjed JeTsjed

Como é simples de verificar, {as, bs : s = 1,...,n} é uma n-escada formada por

elementos de Ly ,,, [24].

Recorrendo a n-escada (as, bs),, definida no exemplo anterior, M. Sequei-
ra prova que toda a congruéncia principal definida numa &lgebra-K,,,, £ ¢é

supremo de congruéncias principais geradas por elementos de Ly ,.

Proposicao 1.11 [24] Sejam L = (L, f) € K, e a,b € L tais que a < b.
Entao

0(a,b) = \/ 0(@,0,). m

s=1

Uma vez que cada congruéncia, definida numa &lgebra A, é o supremo
de congruéncias principais, resulta desta proposicao que cada congruéncia 6,
definida numa élgebra £ € K,, ,,,, ¢ supremo de congruéncias principais geradas
por elementos de L .

Nesta sec¢ao o nosso objectivo é caracterizar as congruéncias principais,
definidas em &lgebras-K,, ,,,, que sao complementadas. Tal serd conseguido a
partir do estudo de congruéncias do tipo 6 = \/2_, 0(cs,ds), onde (cs, d), é

uma p-escada formada por elementos de Ly ,,.
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Note-se que se cada congruéncia 6(cy, ds) é complementada, entao é ébvio que

p

6 também ¢ complementada e tem-se ' = A\”_,

0(cs,ds)’. Porém, a existéncia
de ¢’ nao obriga a que cada 6(c,,d,) seja complementada. De facto, sendo
0 complementada, vamos verificar que a descricao de €' estd relacionada com
o resultado do Lema 1.3 e que é possivel obter esta descricao mesmo sem

sabermos se cada 0(c,, d;) é complementada.

No texto que se segue consideramos £ € K,, ,, p € Ne 6 = \/*_ 0(cs, ds),

s=1

onde (¢, ds), ¢ uma p-escada formada por elementos de L ,,,. Designamos por

i-par, com i € N, o par ordenado (u,v) tal que

(1,1 +1) sei é par;
(u,v) =
(14 1,7) sei é impar.

Denotamos por (k, 1) o m-par. Vamos assumir também que # é complementada.

Nestas condigoes, se tomarmos ¢ = [m/2n] temos que f9"(c,) e f9**(d,) sao

elementos de f™(L). Entao, recorrendo as proposigoes 1.7, 1.4 e 0.2, vem que:
P p
elfm(L) = (\_/1 Q(Cs’ds)) |fm(L) :\_/1 9(687d8>|fm([,)
Y 2 2 y 2 2
=V 0(f20(e), 2 (de)) Lpnmy =V By (12 (ca), £27(ds)).

Como ¢, dy € Ly, € ¢2n > m, tem-se que f%"(c,), f7"(ds) € L1,. Logo, pelo
Lema 1.3, sabemos que cada congruéncia 6 m ) (f%"(c,), f%"(d,)) é comple-

mentada em Con(f™(L)).

Dado que ¢2n = m + r vem, para cada x € Ly ,,, que:
-sem 6 par, fN(x) = f7(2) e [P ) = [T (o),

- se m ¢é {mpar, f?"(x) = fmt(z) e f2" T (x) = f™(2).
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Logo, do Lema 1.3 e das proposigoes 0.2 e 1.7, resulta que
0 m(py (F7"(cs), f2"(ds))’

= Opmn) (F2(da) V P (e0). 1)V By (F27(de). f27(ds) V f27 1 (d))

\% 6)fm(L) (fq2n+1(cs)’ fq2n+1(cs) v fq2n(cs))

= Opmry (F¥(ds) V f1(es), 1) V Opmiry (FF(ds), fF(ds) V f1(ds))

V Opmy (f1(cs), fHes) V ¥ (cy))

=0 (f¥(ds) V fH(cs), 1) [pm(ry VO (fF(ds), f¥(ds) vV f1(ds)) | ()
Vo (fl(cs)v fl(cs) \ fk(cs)) ‘f’"(L)

= [0 (f*(ds) Vv fH(es), 1) v 8 (f5(ds), fF(ds) v [H(ds))
Vo (fl(08)>fl(08) v fk(CS))] |fm(L)-

Daqui em diante a congruéncia

0 (F*(ds) V f(es), 1)V 0 (f¥(ds), f5(ds) V f1(ds)) V0 (F(cs), f1(es) V fE(es))
vai ser representada por ¢(cs, ds).

Dado que 8| pm(ry = Vo_, Opmry (f7"(cs), f9"(ds)) e que cada congruéncia

0 pm 1) (9" (cs), f1"(d,)) é complementada, a congruéncia 6|pmr) também é

complementada e tem-se:
/ 2 2n 2n, ! s
(0] mz)) =/_\1 0 pmry (f*"(cs), f7"1(ds)) =/\1 (ol ds)|pmry)

_ <5/§1 w(cs,ds)) |-

Denotando AY_; p(cs, ds) por ¢, temos entao (6|pm (L)) = @|pm(r). Por outro
lado, e uma vez que 6 é complementada, sabemos pela Proposicao 1.8 que

(0

f’m(L))/ = 9’\fm(L). Logo 9’\fm(L) = ¢‘fm(L).
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Nos resultados seguintes o que vamos fazer é provar que, de facto, o com-
plemento de 6 é ¢. Para tal, comecamos por obter a descricao de ¢ como
supremo de congruéncias principais de uma forma que é 1til na prova de que

o complemento de # é ¢.

Proposigao 1.12 Sejam L = (L, f) € Ky,;m, p € N e (cs,ds), uma p-escada
formada por elementos de Ly ,,. Sejam (k,1) um m-par e

6= [0(F5(d)V Fie) 1) V 0 (F4(ds), F4(do) V £1(dy)

s=1

V0 (f1(cs), fes) V FH(es))] -

Entao
¢ —j\:/;:\?_l 0 (f'(ci) Vv R (dy), fl(e) v f5(dy) v [f(dia) A fF(ein)])

onde dy =0 e cppq1 = 1.

Demonstracao: Relativamente a ¢ demonstra-se por inducao sobre p que

¢ =0 (f(c)V fF(dp), 1) VO (f'cr), fl(er) Vv [H(er) VO (F¥(dp), f*(dp) V f1(dy))
1

V I? 0 (f'(cr) V F5(dy), fH(er) V FR(dy) V R (cjan))

7j=1

e

||
N

VO (fe) v fE(dy), fie) v FR(dy) v F(dimy)

)

VY0 ) V) i) V) Y [P () A )

i=2j=i—1

Este resultado obtém-se recorrendo a Proposigao 1.1, aos factos R;) e Ry) e
tendo em conta que f (fk(:v)) = fUz), f (fl(:z)) = f*(z), para todo x € Ly,
eque cs <dgecs <cgyppeds < dgiq.

A base de indugao é p = 1 e a verificacao para este valor de p é imediata.
Quanto ao passo de inducao, a sua prova € um exercicio de rotina, e por ser

bastante extensa optamos por nao a apresentar. Contudo, para dar uma ideia
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do tipo de argumentos que sao usados na demonstragao, mostramos o resultado

para o caso p = 2:

/i\l [9 (fk(dS) \ fl(CS)a 1) Y (fk(ds), fk(dS) v fl(dS)) Vo (fl(08)7fl(08) \ fk(CS))]

— /i\1 [0r (f5(ds) V fl(cs), 1) VOR (0, f1(ds) A f*(cs))
V Ogr (fk(ds)7f’f(ds) Vv fl(ds)) VOg (fl(Cs>, Fles) v fk(cs))]

= 0r (fl(c1) V f¥(d2), 1) V OR(0, fi(d2) A fF(c1))
V Ogr (fi(c1), fi(c1) V [F(cr))
V Or (f*(da), f¥(d2) v fH(dy))
R(fk d1) V fer), fF(da) vV fier) v R ()
Or (f'(cz), f'(c2) v [f1(d1) A f5(er)])
R(fk )V fh(ea), fR(d2) Vv fH(ea) V fH(dh))
V Or (f¥(dr), fF(dr) v [fH(d2) A fF(e2)])
V OR (fH(d1) V fi(ca), fA(dr) v fi(e2) V [£1(d1) A fF(e2)])

V fle) V fF(e2))
V fle2) V fH(dh))
VO (fF(dr) v fHea), fR(dr) v fiea) V[ (dy) A fR(e2)])

Se definirmos dy = 0 e ¢3 = 1 temos

/2\ [9 (fk( S)Vfl(cs),l) \% G(fk(ds),fk(ds)\/fl(ds)) \/9(fl(cs),fl(cs)\/fk(cs))]

SV V00 Y I e Y ) () A S ).
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No caso geral, se definirmos dy = 0 e ¢, = 1, também podemos escrever

¢, de forma mais abreviada, do seguinte modo
o=V V ¢ (f'c) v £5(dy), fi(e) Vv 5 (dy) vV [fdiea) A fH(eiin)]) - m
Relativamente a descri¢cao do complemento de 6 temos entao que:

p
Teorema 1.13 Sejam L = (L, f) € Kym, p € Ne 0 =\ 0(cs,ds) para
=1
alguma p-escada (cs,ds), formada por elementos de Li,,. Sejam (k,l) um
m-par,
o(cordy) = 0 (F5(dy) V F1(c), 1) V 0 (F5(dy), F5(dy) V f1(dy))
V0 (fl(cv)7 fl<cv) V fk(cv)),
parav € {1,....p}, e p = /\ o(cy, dy).
Entao
(a) OV =,

(b) se 6 é complementada, entio necessariamente 6' = ¢.
Demonstracao: (a) Para cada s € {1,...,p}, 0(cs.ds) V ¢(cs.ds) = W7, pois

- (0, f1(ds) A f¥(cs)) € 0(0, f1(ds) A fF(es)) = 0 (F¥(ds) v f!(cs), 1),
) A fF(es), f1(ds) A fH(ds)) € O(cs, ds)

) A fE(ds), f1(ds)) € 0 (f'(ds) A f¥(ds), f1(ds)) = 0 (F*(ds), fF(ds) v f(ds)),
$), fl(e )) o(

), f(cs) V f¥(es)) € 0 (F'(cs), f1(es) V ¥ (es))

)V fE(es), fles) v fH(ds)) € O(cs, ds)
- (fies) Vv [H(ds), 1) €0 (f'(cs) v [F(ds), 1)

Cs, ds)

Logo, 6V ¢ = {\p/ 9<c5,d8>} VA elend) = A (\_/ O(cods) v so<cv,dv>> v

s=1 v=1
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(b) Verifiquemos agora que se 6 é complementada, entao 6’ = ¢. Com efeito,
por a) sabe-se que 0 V ¢ = v/ e, como 6 ¢ complementada, temos 6’ < ¢.
Assim, falta-nos provar que ¢ < ¢'. Sendo q = [m/2n] tem-se, como ja vimos
anteriormente, que 0'|fmry = ¢[gm(r). Definindo dy = 0 e ¢,11 = 1, ficou

estabelecido na Proposicao 1.12 que

6=V V07 v FH) 1)V £V () A Poes]).

e da Proposicao 1.7 vem :

p+l p
Pl m(r) = \+/ Vo0 (fHei) v R(dy), fHea) v FR(dy) v [ (dioa) A FR(eir)]) pmny-

i=1j=i—1

Atendendo a que 6’ sy = O|pmry, entao ¢’ também identifica cada um

dos pares (f'(ci) V f*(dy), f'(ci) V f5(dj) V [f'(di1) A f¥(cj11)]) aque ocorre
em ¢|gmzy. Mas ¢ é a menor congruéncia que identifica cada um destes pares.

Logo ¢ < @' e, portanto, & = ¢. R

Dada uma algebra £ = (L, f) € K, ,,, uma questao que surge naturalmente

é a de saber em que condigdes uma congruéncia ¢ é complementada em Con(L).
P

No caso em que 6 =\/ 6(cs,ds), onde p € N e (¢, ds), é uma p-escada formada

s=1

por elementos de L4 ,,, verificamos o seguinte:

Teorema 1.14 Sejam £ = (L, f) € K,,,n, p € Ne 6 :\7 (cs,ds) para
alguma p-escada (cs,ds), formada por elementos de Ll,m.SZISeja (k, 1) um
m-par e definam-se dy =0 e cpyq = 1.

Entao, 0 € complementada se e sd se, para cada s € {1,...,p} ei € {1,...,p+1},

se tem:

ds A fid;_1) A fk(ch) <c, V fie) vV f’“(dj), para j € {i—1,...,p} e

ds N FUdH)N R (i) < eV fiej) Vv fE(diy) , para j € {i,...,p}.
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Demonstragao: Pelo Teorema 1.13 sabe-se que 6 é complementada se e sé

se 0 A =\, e recorrendo a Proposicao 1.12 temos que

p+l p

o=\ N 0(fci)V fF(dy), fiea) vV fE(dy) v [f1(dioa) A fE(eip1)]) -

i=1j=i—1
Vem entdao que € é complementada se e s6 se para cada s € {l,...,p},

ic{l,.,p+1yejec{i—1,..,p},
O(cs,ds) AO (Fllci) vV F¥(dy), files) Vv ¥ (dy) v [fi(die1) A FF(ei1)]) = A

Com base na Proposi¢cao 1.1, nos factos Ry) e Ry), e atendendo a que

Cs,ds € Ly, tem-se que
O(cs,ds) A O (f1(ci) V fE(dy), fHei) Vv fR(dy) v [fH(diet) A FR(ejz)])

m+1

V 0n(f7 (e, £7(d)

A [0r (f1(ci) v £5(dy), f1e) Vv 5 (dy) v [F(di) A (ej41)])
VR (f¥(ei) A FHds) A [FF(diea) V fHei)] s 5 (e) A fH(dy)]

m—+1

=V [0r(f7(cs), f(ds)) NOR (fH(ci) V fF(dy), f1ei) v 5 (dy) v [FH(dioa) A fF(ej41)])]

r=0

m—+1

VoV [0R(f(eo) f7(ds)) A O (FF(ei) A fH(dy) A [FF(dic) V e FR(e) A fH(d5)) ]

r=0

Resulta entao que
O(cs,ds) NG (f(ci) vV fR(dy), fH(ei) V R (dy) V [ (dima) A fR(cj1)]) = A
se e s6 se, para cada r € {0,...,m + 1}, se tem
Or(f(cs), f7(ds)) A OR(fH(ci) Vv £ (dy), fHei) Vv F*(dy) V [FH(dima) A FR(eja)]) = Ae

Or(f(cs), FT(ds)) AOR(SF(ci) A fH(dy) ALFF(dima) V FHeian)]s fR(e) A fHdy)) = A,
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0 que é equivalente a ter,

frds) A (fl(Ci) ka(d‘) v [fl(dz 1) A5 Cj+1 D fres) v e \/fk(dj) ¢
Frds) A fHe) A F1(dy) < f(es) Vv (F5(e) A FH(dy) A [ (dia) v (e)]) -

Isto &, O(cs, ds) N0 (fH(ci) vV 5 (dy), fi(ei) vV 5 (dy) V [fL(diea) A fR(ein)]) = O

se e sb se

Frdo) A fH(dicn) A f(ejn) < Fr(es) Vv fie) Vv f5(dy) e
Frds) A fE(e) A fH(dy) < f7(es) VR (dimy) v fH(ej).

Atendendo a que ¢, < dg, as desigualdades anteriores sao trivialmente sa-
tisfeitas se r é fmpar. Por outro lado, e atendendo a que f'™2(¢;) = f!(c;) e
fH2(d;) = f*(d;) (pois ¢;,di € Ly e kI > m), tem-se, para todo

ie{l,...,p+1},je{i—1,..,p} e para todo r par,
ds A fH(di) A fF(ejn) < eV e V R ()
= [7(ds) A fH(die1) A fE(ejn) < f7(es) Vi es) v FR(dy),
e, de igual modo,

ds A fH(ci) A fH(dg) < eV f(dica) V fHejia)
= f7(d )Afk(01>/\f( )<fr(05)\/fk( i— 1)\/f(cj+1)

Logo a congruéncia  é complementada se e s6 se para cada s € {1,...,p}, cada
ie{l,...,p+1}ecadaje{i—1,..,p} setem

ds A fl(di_l) A fk(Cj+1) S Cg V fl(Ci> V fk<d]) (§]

dsA fi(d;) N fF(e) < eV ofiej) VR (dis).

Note-se que estas duas condigoes sao a mesma quando j = ¢ — 1 e, portanto,

num dos casos, basta considerar j € {i,...,p}. B
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Corolario 1.15 Sejam L = (L, f) € Ky, € ¢,d € Ly, tais que ¢ < d. Seja
(k,1) um m-par. Entdo, 0(c,d) é complementada se e so se

a)d<cV fic) v fH(d); b)d A fH(e) A fi(d) < ¢

c) dn f¥e) < eV fie); d) dA fi(d) <cv f¥(d). m

Sendo £ = (L, f) € K,,» € a,b € L tais que a < b, tem-se, atendendo
a Proposigao 1.11, que 0(a,b) =\/ 9(65,35) onde (s, bs)n é uma n-escada
s=1

formada por elementos de L ,,. Recorrendo aos teoremas 1.13 e 1.14 resulta,

para as congruéncias principais de uma algebra-K,, ,,,, o seguinte:

Teorema 1.16 Sejam L = (L, f) € K,,,n e a,b € L tais que a < b. Sejam
by =0, Gne1 =1, e seja (k,1) um m-par.
Entao 0(a,b) € complementada se e sé se, para cada s € {1,..,n} e

ie{l,...,n+1}, se tem que

by A fibiy) A fE(@5a1) <@ V FH@) V R0y, paraj e {i—1,..,n} e

by A FLOHA FE @) < ag VL @40)V fR(biy), para j € {i,...,n},

e, nesse caso,

n

O, b) = N\ (6 (B v /@) 1) VO (F500), FE) v 10
VO (f1(@), f'@) v @) m

»

Sejam £ = (L, f) € Ky, p € Ne :\p/ 6(cs,ds) onde (cs,ds), é uma
p-escada formada por elementos de L ,. C;;; 0 seja complementada, verifi-
camos no Teorema 1.13 que, para obtermos a descricao do complemento de 6,
foi indiferente o facto de cada 6(cs, ds) ser complementada ou nao. Como ve-
remos no exemplo seguinte, pode mesmo acontecer que € seja complementada

sem que cada 0(c, dy) o seja.
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Exemplo 1.17 Consideremos a algebra Ay € MSs C Ko ;:

Pela Proposigao 1.11, tem-se 0(y,1) = 0(y1,1) V 0(ya, 1) = 0(y A f*(y),1) V
Oy vV f2(y),1) = 0(z,1) V O(u,1). Como O(y,1) = V, tem-se que O(y,1) é
complementada. No entanto, pelo Corolario 1.15, verifica-se que o mesmo nao

acontece para #(u, 1), pois falha a condicao c).

Continuando a tratar de questoes sobre congruéncias principais definidas
em algebras-K,, ,,, terminamos esta sec¢ao com a andlise de uma questao que
esta relacionada com o isomorfismo que se apresenta a seguir, e que foi esta-

belecido por M. Ramalho.

Teorema 1.18 [16] Seja L = (L,f) € K, £Entao a aplicacio
@ : Con(L) — Con(Ly,,) definida por (0) = 0|r,,, € um isomorfismo de

reticulados. W

Atendendo a definicao deste isomorfismo surgiu entao a seguinte questao: a
restri¢ao a L, ,, de uma congruéencia principal definida em £ é uma congruéncia

principal em £; ,,,7 Como vamos verificar, de facto, tal nem sempre acontece.
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Proposigao 1.19 Sejam £ = (L,f) € K,um, a,b € L, com a < b, e
c,d € Ly y,. Entao 0(a,b)|r,,, =0r,,,(c,d) se e s6 se B(a,b) =0(c,d).

Demonstragao: Admita-se que §(a,b)|r,,, =0z, ,.(c,d). Tendo em conta que
¢,d € Ly, resulta da Proposicao 0.2 que 0y, . (c,d) = 0(c,d)|., ,,. Tem-se entao
0(a,b)|r,,, = 0(c,d)|r,,,- Atendendo ao isomorfismo ¢ definido no Teorema
1.18, conclui-se que #(a,b) = 0(c,d). Se assumirmos que 6(a,b) = 6(c,d)

resulta, novamente pela Proposicao 0.2, que 6(a,b)|z, ,, = 01, ,,(c,d). &

Sendo £ = (L,f) uma dalgebra-K,,,, e a,b elementos de L tais que
a < b, estabelecemos na proposicao anterior que 6(a, b)|, ,, ¢ uma congruéncia
principal em L, se e s6 se existem ¢,d € Ly, tais que 6(a,b) = 6(c,d).
Porém, nem sempre existem tais elementos c¢,d € L;, para os quais
0(a,b) = 0(c,d), como se pode ver no exemplo que se apresenta no final desta
Seccao.

Nao tendo sido possivel caracterizar, no caso geral, as congruéncias princi-
pais cuja restricao a L ,,, é uma congrueéncia principal em Ly ,,, estabelecemos

no resultado seguinte alguns casos particulares para os quais tal se verifica.

Proposicao 1.20 Sejam L = (L, f) € K, e a,b € L tais que a < b. Se

existe k € Lig tal que a < k < b, entdo 6(a,b) = 0(ai,b,) e, portanto,
H(CL, b)lLl,m = eLl,m(dlugn)'

Demonstracao: Dado que a < k < b temos 6(a,b) = 0(a, k) V 0(k,b);
da Proposigao 1.11 vem entao que 6(a,b) = \/ZZIG(ES,ES) VV?ZIQ(Et,Et).
Adicionalmente, e uma vez que k € L;, sabemos que Ej = k, para todo
j € {1,...,n}, donde resulta que 0(a,b) = \/"_, 0(as, k) V1, 0(k,b;). Por
fim, e tendo em conta que a; < @;44 egj ngﬂ, para todo j € {1,....,n—1}, e

a; <k < gj, para todo j € {1,...,n}, concluimos que \/_, 0(a,, k) = 0(a1, k)
e /I, 0(k,by) = 0(k, by), e assim 0(a,b) = 0(ay, k) V 0(k, by) = 0(y, b,). W
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A condicao referida nesta proposicao, embora seja suficiente, nao é ne-
cessdria para termos 6(a,b)|r,,, = 0r,,,(c,d), com ¢,d € Ly,. De facto,
como podemos ver no proximo exemplo , resulta da Proposicao 1.11 que
0(as,as) = O(ks, z), com ko,z € L1 e, no entanto, nao existe x € L;, tal

que a3 < x < ay.

Exemplo 1.21 Consideremos a édlgebra £ = (L, f) € Ko :

by

by

ayq

az

k; = f(wi)awi = f(ki>7ai = f(dz)
b = fla;),c; = ; ), 2

Como ja haviamos referido, esta algebra serve também para mostrar que,

dada uma algebra £ € K,,,, e dados a,b € L tais que a < b, nem sempre
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9(a,b)|r,,, ¢ uma congruéncia principal em L;,. De facto, temos
Lo = {0,ky, ko, z,wa,wy, 1} e, recorrendo ao Teorema 1.2, verifica-se que
0(az,as) # 6(s,t) para quaisquer s,t € L;o. Logo, pela Proposigao 1.19,

O(ag, aq)|r, o # 01.,(s,1), para quaisquer s,t € Ly .

Sejam £ = (L, f) € K,,m e a,b € L. Relacionadas com o estudo aqui feito,

surgiram naturalmente mais algumas questoes, a estudar num futuro préximo:

1. Sendo 6(a,b) complementada, quando é que 0(55,55) ¢ complementada,
para todo s € {1,...,n}?

2. Seré possivel caracterizar 6(a,b) de forma a que 6(a,b)|z,,, seja uma

congruéncia principal em L ,,,7

1.2 Congruéncias em algebras-K,, ,, duplas

Tal como ja referimos no inicio do capitulo, o estudo aqui desenvolvido é
andlogo ao que foi feito na primeira seccao, mas neste caso é relativo a con-
gruéncias definidas numa algebra-K,, ,,, dupla £ = (L, f, g). Para os resultados
que vamos obter é essencial a relagao existente entre as operagoes f e g e, por
tal motivo, chamamos a atencao para o resultado estabelecido na Proposicao

0.18.

A semelhanca do que foi feito na seccao anterior, comecamos também por

apresentar alguma notacao.

Dada uma algebra-K, ,, dupla £ = (L, f, g), denotamos por:
- f™(L) a subdlgebra (f™(L), f,g) de L;
- (L, f), (L, g) as algebras-K,, ,, que sdo reduto de L;
- L= (L. f)e Ly, = (LY, g) as maiores subdlgebras, respectivamen-

te, de (L, f) e de (L, g) que pertencem a K, .
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Fazemos referéncia aos seguintes reticulados de congruéncias: Cong(L) do
reticulado distributivo L, Cong(L£) da édlgebra (L, f), Cony(L) da élgebra (L, g)

e Con(L) de L. Aos elementos de Con(L) chamamos congruéncias duplas.

Dados elementos a,b € L, usamos a notacao 0g(a,b),0¢(a,b),0,(a,b),8(a,b)
para indicar o menor elemento, respectivamente, de Cong(L), Cong(L), Cony(L),

Con(L) que identifica a e b.

Dados a,b € f™(L), usamos a notacdo 6y smy(a,b), 0y smy(a,b) para
indicar o menor elemento, respectivamente, de Cony(f™ (L)), Cony(f™(L))
que identifica a e b. Note-se que (f™(L), f), (f™(L), g) sao, respectivamente,
subélgebras de (L, f) e de (L, g).

Observacao: Seja L = (L, f,g) uma algebra-K,, ,, dupla. Dadas congruéncias
0 € Cong(L) e 8, € Cony(L), tem-se que 0y e §, sdo congruéncias do re-
ticulado reduto de £ e podemos entao calcular o supremo e o infimo de ¢ e
de 6, no reticulado Cong(L). Ao longo desta secc@o, sempre que nos referimos
ao supremo (resp. infimo) de uma congruéncia §; € Cony(L) e de uma con-
gruéncia 0, € Cony(L) estamos a falar do supremo (resp. infimo) de 6; e de

6, em Cong(L).

Note-se que para estudar congruéncias principais em algebras-K,, ,,, duplas

¢ também suficiente analisar #(a, b) para a < b.

Na seccao 1.1 ja haviamos visto que uma congruéncia principal defini-
da numa algebra-K,, ,, £ pode ser descrita como supremo de congruéncias
principais do reticulado reduto de £ (Proposicao 1.1). Dados uma &lgebra

L=(L,f,g) € DK, ,eabe L, coma <b, M. Sequeira obtém um resultado
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andlogo e prova que toda a congruéncia principal 6(a,b) € Con(L) pode ser

descrita da seguinte forma:

Teorema 1.22 [21] Sejam L = (L, f,g) € DK,,., e a,b € L tais que a < b.

Entao,
2n+m—1 2n+m—1

a.b)=ba(at) v\ Op(F(@.FO)V Y n((a).g'0). @

Se L = (L, f,g9) € DK, ,, entdo (L, f), (L, g) sado algebras-K,, ,,. Logo,
recorrendo ao Teorema 1.22 e a Proposicao 1.1, verificamos que é possivel
relacionar (no reticulado Cong(L)) a congruéncia #(a,b) com congruéncias

principais definidas nas algebras-K,, ,,, que sao reduto de L.

Proposigao 1.23 Sejam L = (L, f,g) € DK,,,, e a,b € L tais que a < b.

Entao,
0(a,b) = 6¢(a,b) Vb,(a,b). W

Atendendo a relagao estabelecida nesta proposi¢ao, para estudar 6(a,b)
vamos entao usar alguns dos resultados obtidos na primeira sec¢ao, e vamos
também recorrer a outros resultados que lhes sao andlogos, mas que envolvem

a relacao existente entre f e g.

Proposigao 1.24 Sejam L = (L, f,g) € DK, », i,k € N, e a,b € L tais que
a < b . Entao, dados x,y € L
(z,y) € Or (g'(a), g' (b)) = (f*(=), f*(y)) € Or (9'(a), g' (D)),

comt € {m,....2n+m — 1}.

Demonstragao: Se (z,y) € 0r(g'(a),g'(b)), para algum i € N, entao
(f*(x), f*(y)) € 0r (*(g'(a)), f*(4'(b))) , e da Proposi¢ao 0.18 resulta que
(f*(x), f¥(y)) € Or (¢'(a)),g"(b)), com t € {m,....2n+m —1}. M
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Proposigao 1.25 Sejam L = (L, f,g) € DK,,,, e a,b € L tais que a < b.

Entao In+m—1

O4(a,b)|pm(r) = k\:/o Or (gk(a),gk(b)) |-

Demonstracao: Dado que (L, g) é uma &lgebra-K,, ,,,, 6,(a, b) é um elemento

de Congy(L) e f™(L) = ¢g™(L) a prova é imediata a partir da Proposi¢ao 1.6. B

Proposigao 1.26 Sejam L = (L, f,g) € DK,,,, ea,b € L, coma < b. Entao,

2n+m—1

0(a, )|y = Orla,b)|pmr) V ,\_/1 Or (f'(a), (b)) |ym(r)
2n+m—1

Y ‘\:/1 Or (97 (a), g (b)) | fm(L)-

Demonstracgao: Pela Proposicao 1.22 temos

2n+m—1 2n+m—1

9(@, b) = GR(Q7 b) \ \/ HR (fz(a’)v fl(b)) \ \/ HR (gj(a)7gj(b))'

i=1 j=1
e é 6bvio que
2n+m—1 2n4+-m—1
Or(a,b)|fmry V i\:/l Or (f(a), f1 (D) |pm(r) V j\:/l Or (97 (a), g7 (b)) | pm (L)
ontm—1 2ntm—1

S(HR(a,b)V Vo Or(fa) f10) vV V 9R(9j(a)79j(b))> [pmr)-

i=1 Jj=1
Relativamente a desigualdade contraria, também nao ¢é dificil concluirmos que

¢é valida. De facto, se x, y sao elementos de L tais que

2n+m—1 . ) 2n+m—1 ) )
(e,y) € (9R<a,b> VIV (@) vV o (gﬂ<a>,gﬂ<b>)> o
= j=
entdo x, y € f™(L) e existem s € Ne xg =z, x1, ..., xs = y € L tais que, para

cada v € {0, ..., s — 1},
(o) € O (F(a), f(5)), para algum i, € {0,....20 + m — 1}
ou

- (zv7$v+1> € GR (gjv(a)agjv(b)% para algum Jv € {17 e 2n4m— 1}
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Consideremos ¢ = [m/2n]. Assim, se (z,,T,11) € 0r (f™(a), [ (b)) temos
pela Proposigao 1.5 que (f%"(z,), f%"(xy41)) € Or (f'(a), fi(b)), para algum
t, € {m, ..., 2n +m — 1}. Dado que f%"(x,) e f%*"(x,.1) sdo elementos de
f™(L), entdo (f©(xy), [P (xu41)) € Or (f*(a), [ (D)) [ym1)- No caso em
que (zy, Tpi1) € Or(g7 (a), ¢’ (b)) também ¢é possivel concluir, agora usando
a Proposicio 124, que (f2(z,), [ (x,1)) € O (" (@), 4" (1)) | ey, para
algum t, € {m, ..., 2n +m — 1}. Logo,

2n+m—1

(120 (), f20(y)) € [ema, Dy V-V Or(F(@). FO) o

2n+m—1

v \:/1 Or (gj(a)agj(b))lfm(m]

onde f?"(z) =z e f?"(y) =y pois z,y € f™(L). Consequentemente,

2n+m—1

b(eDmar < [Bata ey vV (£ £ O

2n+m—1

Y j\:/1 Or (¢'(a), g’ (b)) [pmry| - M

De forma analoga ao que aconteceu com &algebras-K,, ,, estabelece-se que:

Proposicao 1.27 Sejam L = (L, f,g) € Oy, 0 € Con(L) e m € N. Se
6 € C(Con(L)), entdo 0|smy € C(Con(f™(L))). De facto, sendo 6" o com-

plemento de 0 em Con(L), entio 0'|pmy € o complemento de 0]pm(r) em

Con(f™(L)).

Demonstragao: Sendo 6§ € C(Con(L)) e 8" € Con(L) o seu complemento,
entao 0| pmry, 0'|pmry € Con(f™(L)). Como 6, 8" € Cony(L), 6 ¢ também o

complemento de § em Cony(L). Pela Proposi¢ao 1.8 resulta que 6'|pm(z) é o

complemento de 6| mry em Cons(f™(L)) e, portanto, em Con(f™(£)). m
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Proposigao 1.28 Sejam L = (L, f,g9) € DK, ¢ a,b € L tais que a < b e
k € Ntal que k > m. Entao

Demonstragao: i) Pela Proposigao 1.22 sabe-se que

2n+m—1

0(f*(a), f*(b)) = Or (f*(a), f*(b)) V v Or (f'(f*(a), f(f5(1)))

v .\/1 Or (¢ (f*(a), ¢ (f*())) -
j=
Dado que £k = m + r, para algum r € Ny, resulta da Proposicao 0.18 que,
para cada z € L ecada j € {1,...,2n+m — 1},
g (fH (@) = g (f™(f(x)) = fom(f(x))
= fam=m(f(f7(2))) = farm (),

com ¢;, —m € {0,...,2n — 1}. Deste facto e da Proposicdo 1.1, temos entao

2n+m—1

0(f*(a), f*(b)) = Or(f*(a), f5(b)) V v Or(f'(f*(a)), [1(f*(D)))
= 0;(f*(a), f*(0)).

O caso ii) resulta de i) bastando ter em atengao que f™(L) = ¢g™(L) e, por-

tanto, g*(a) = f™(x) e ¢*(b) = f™(y), para alguns z,y € L. A prova de iii) é

andloga a prova feita em i) e o caso iv) resulta de iii). B

De forma semellhante ao que se estabelece na Proposi¢ao 1.11, também
¢ possivel descrever cada congruéncia principal definida numa algebra-K,, ,,

~ . . . . f
dupla como supremo de congruéncias principais geradas por elementos de Ly ,,
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e de LY, (referimo-nos ao supremo calculado no reticulado de congruéncias
do reticulado reduto de L) .

Seja £ = (L, f, g) uma &lgebra-K,, ,,, dupla. Entao, para h € {f, g}, tem-
-se que (L,h) € K, ,,. Paran € N, T ={0,1,...n—1} e s € {1,...,n} scja
Ts={J:JCT,|J| =s}. Paracadaz € Lecadas € {1,...,n}, considerem-se

os elementos

= _ 25
Zhos Jé\TS (j\E/J W (2)

que, em (L,h), sdao os elementos referidos na sec¢ao anterior. Como ja ti-
nhamos observado, sabemos que z s € L’f?m e que zp s < Zjs+1. Recorrendo a
estes elementos, e tendo em conta a observacao feita na pagina 44, resulta das

proposicoes 1.11 e 1.23 a seguinte proposicao

Proposigao 1.29 Sejam L = (L, f,g) € DK,,,, e a,b € L tais que a < b.

Entao

n n ~

0(a,b) =\ 0p(@ss,055) V V Oy(@igs,byy). M

s=1 t=1

Recorrendo novamente a Proposicao 1.11 também se consegue provar que:

Proposigao 1.30 Sejam L = (L, f,g) € DK,,,, e a,b € L tais que a < b.

Entao

0(a,b)|fmr) = \_/1 Op(ags,brs)lpmry V t\_/l 0g(g,t, bg,i)l m(L)-

Demonstracgao: Pela Proposicao 1.26 temos

2n+m—1 ) )
0(a,b)|ym(ry = Or(a,b)|pmr) V ‘yl Or(f'(a), f1(0))]fm(r)

2n+m—1

Y j\:/1 Or(g’(a), ¢’ (b))|fm (L)

e das proposicoes 1.6 e 1.25 resulta que 0(a, b)|mry = 0f(a, b)|pmy)VOq(a, b)| pm(r).
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Entao, recorrendo a Proposicao 1.11 vem

0(a,b)lpmry = (\_/1 Hf('df,sybf,s)) [y v (t\_/1 99(5g,t,bg,t)) [ @)-

Finalmente, da Proposi¢ao 1.7 e atendendo a que f™(L) = g™ (L), temos que:

n

0(a,b)|sm(r) 2\[1 Op(ass bps)lymwy VNV Og(dgs, bos)| pmiry- M

Observagdo: 1) Para simplificagao de notagao, os elementos f*(Z;) e g"(Z,.5)
(com k € N) serdo denotados, respectivamente, por f*(z;) e g*(Z;). Nao existe

risco de confusdo uma vez que nunca falaremos dos elementos f*(Z, ;) e g"(Z}.¢)-

2) Sejam £ = (L, f,g9) € DK, h € {f,9} e r € Ny . Seja (k,l) um m-par.

h

1., € conveniente ter em atengao os seguintes factos:

Entao, para cada x € L

fr(hE(x)) = hi(x), fr(hY(z)) = h*(x) se r é impar,
fr(h¥(z)) = h*(x), fr(h'(x)) = h'(x) ser épar,
g"(h*¥(x)) = h'(x), ¢"(h'(x)) = h"(x) ser é impar,
g"(h*(z)) = hk(x), g"(h(z)) = h'(z) ser é par.

No texto que se segue vamos considerar que £ = (L, f,g) € DK,,,, e que
a,b sdo elementos de L tais que a < b e 0(a,b) é complementada. Dado que
6(a,b) pode ser descrita como supremo de congruéncias principais das dlgebras-
-K,,,m que sao reduto de £, é de esperar que a descri¢cao do complemento de
6(a,b) também esteja relacionada com o resultado estabelecido no Lema 1.3.
De facto, se considerarmos ¢ = [m/2n] tem-se que f%"(a,), f42"(b,) € f™(L)

e que g7 (a,), g?"(bs) € g™(L).
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Recorrendo as proposicoes 1.30, 1.4 e 0.2, e tendo em conta que

f™(L) = g™(L), vem entao:

0(a,b)|pm(r) = y 07(@ssbps)lpmr) V tyl 0(ag,b.0)| (L)

n

=V 07 (520 @), £ B0)) ity V6 (6727 @) 07 B0) o

=V 0y iy (P2 @), £ 0) YV 0y (6727 @) Br).

Dado que ay,g, gfs € Lf e gy, ggt € L%m e ¢2n > m, tem-se que f9*"(ay,),
fen(p,) € L10: e g2 (@), g (b)) € Li,. Entao, pelo Lema 1.3, as con-

gruéncias 0y pm(r) (f‘ﬂ”( s), f2(b S)) e 04 pmr) (ngn(ﬁt),gq%(gt)) sdo com-
plementadas, respectivamente, nos reticulados Cong(f™(L)) e Cong(f™(L)).

Seja (k,l) um m-par. Tal como verificimos na sec¢ao anterior, resulta das

proposicoes 0.2 e 1.7 e do Lema 1.3 que

~ / ~
O pmr) (fQ"q(as), fz’”(bs)) = pp(ass brs)|mry €

/
Og.5m(1) <9q2”( ) QQ2”(bt)) = @g(dge, bo)lpmi)

onde

@1gasbrs) = 05 (PG V @) 1) v 0r (£00), £4B) v £1(B))
v O; (@), f1(@) v 15(@,)).

2oliigs:bys) = 0y (9 (0) V 9'@) 1) V0, (9"(5,), g*(5,) v ¢'(5,) )
N eg (gl(’d’s>7gl(a’s) v gk<as))

Da Proposicao 1.28 concluimos que
Orpmwy (F9@), F290,)) s Oy (97 (@), g7 () )
wr(ars bps)lme), (g, bg.s) | pm (1)

sdo congruéncias de Con(f™(L)).
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Logo, como 6 ¢m (1, (fQ”q( s), fA9(b S)) e 04 (L) <gq2”(at) qu”(Et)) sao com-
plementadas, respectivamente, em Cong(f™ (L)) e Cony(f™(L)), concluimos
que estas mesmas congruéncias também sao complementadas em Con(f™(L)).

Entao, e uma vez que

@Dl may = V g sy (777G, 2 E)) vV Oy gy (972 @). 7 B)

é simples determinar o complemento de 6(a,b)|fm(ry em Con(f™(L)):

(0(a,b)|pmr)) = N 05 pmr) (fQ”q(&’s),fznq@s))//\ 7\ Og,5m (L) (9"2”@),9‘12”(@))/
t=1

s=1

A Osim(
= </\1 Sof(af,svgﬁs)‘fm(L)) A (/\ ‘Pg(ag,taggi)’fm(m)

- (/\1 1@t A A 2y@anion)) e

A congruéncia vs(a s,b ) A v, (a t,b ;) ¢ um elemento de Con(L
& AREA R g\Qg,t> g,
que vamos representar por ¢. Temos entdao (0(a,b)|mr)) = ¢|pm(r). Pela

Proposigao 1.27, e atendendo a que 6(a, b) é complementada, também sabemos

que (0(a,b)|fm))" = 0(a,b)'|ym(r). Logo 0(a,b)|fmwy = ¢l sm(L)-

De forma andloga ao que fizemos para élgebras-K,, ,,, vamos provar que
0(a,b) = ¢ e, para tal, comecamos por obter a descrigdo de ¢ como supremo

de congruéncias principais.

Proposigao 1.31 Sejam L = (L, f,g) € DK, ,,, e a,b € L, tais que a < b.
Definam-se ’I;fyo = 5970 =0 €eafn41 = Agp+1 = 1. Seja (k,1) um m-par e, para

u,v € {1,...,n}, sejam

@@ bra) = 0 (FEB)V F1@0),1) v 0r (£, 4G V 116
V05 (£1@), f(@) v (@),
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2olg bo) = 0y (98B0 V (@), 1) V0, (g*(B0), " (B) V '(5))
\ 09 (91(50)791(51)) \% gk(av>) €

n ~

¢ = /_\1 Spf(af,ua bfﬂL) A 909(594)769,1))-

v=1

Entao,

n+1 n n

o=\ V V(0 (xi,j,p,qa yi,j,p,q) \ eg(wi,j,p,q? Zi,j,nq))

t,p=1 j=i—1 g=p—1
onde

Tigpa = f'(@) V fH(b;) V g'(@) V g*(bg)

idna = Tina¥ (FBi) ASHE50) A g Bp1) A g*(Eg) ).

Wigng = @)V )V (@) A g' () A |95 Bp1) V g (Gr)] ).
Sima = Wispa V (FBi) A P @500) A g4 (@) A g (by) )

Demonstragao: O resultado enunciado demonstra-se recorrendo as proposi-

¢oes 1.1 e 1.12 e aos factos Ry) e Ry).

Da Proposicao 1.12 temos que

A er(assbr) =\f/ V0 (@) V16 Y 1)V [ Be) A fEs)]) e

n ~ n+1 n ~ ~ ~

A @olgibod) =N N 0y (g'@p) V9" (). g'@p) V 9" (5) V |9 (bp-1) A g (1)) ) -

t=1 p=1 g=p—1

Da Proposicao 1.1 e da observacao feita na pagina 50 vem:

n+l n

A s ) =V N [or (5@ v G, 1@ v GV [£16in) A )]
VO (5@ A F B A [FEGi) V P @) | @) A FE))]

n n+1 n

A @ygibod) =NV [0r (6Gp) v 6" (), 9" @) V 6°Go) V |9 (p1) A g (g41)] )

t=1 p=1lg=p—1
V Or (@) A 950 A [ (by1) V 9 g 9" (@) A g'(B) ) |
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Recorrendo aos resultados R;) e Ry) temos

n+1 n n
o=V V V (AijpeV BijpaV CijpaV Dijpa),

i,p=1 j=i—1 g=p—1

Cco1m

A g = OR(FU@)V R (b;) V [ @) A g (bg) A (9" (bp—1) V g (Gg41))],

FL @)V 12 (b;) VIg* @) Ag' (bg) A(G* (bp-1)V ¢ @ DIV IF (it )N S (@51) AgF (@p) Ag (b))

Bijpq = Or(f*@:) A f(b;) Alg'(@p) V g*(bg) V (' (bp-1) A 9" (dg1))];

FE@) AL (By) Al @)V g* (b) V (g (bp—1) AGF (@gat ) )IALFE (bim1)V F1(@j41) V' (@p) V" (b))

Cijpa = Or(f1 @)V fF(b;) V g'(ap) V g% (by),
FL@)V R0V gl @y) v g* (bg) V [f1(bim1) A fF@541) A g (bp-1) A gF (@g41));
Dijpq = Or(fE @) A f1(B;) A g (@p) A g (bg) A LFF(Bim1) V fH(@j41) V g5 (bp—1) V ¢ (@gs1)],

FF@i) A fL(by) A gF(ap) A gby)).

Novamente pela Proposicao 1.1 e pela observacao da pagina 50,

n+l n n
o=V V V [ef(xi,j,p,qa yz‘,j,p,q) \ 99<wi,j,p,q= Zi,j,p,q)] )
i,p=1j=t—1g=p—1

onde

Tigpa = F1@) V Hb5) V ¢/ @) V g4 (By),
Yisna = Tigpa V' (FBi) ASH@510) A g Bpor) A g (i) )
Wigpg = FG0) V 12 B5) V (94@) A g'(B) A 9" Bp) V 9 (i),

Zijpg = Wigpq V (fl(ﬂgifl) A fk@jﬂ) A gk(ap) A gl(gq)> .

Relativamente ao complemento de uma congruéncia principal definida nu-

ma algebra-K,, ,,, dupla temos, entao, o seguinte teorema:
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Teorema 1.32 Sejam L = (L, f,g9) € DK,,,, ea,b € L coma <b. Seja (k,I)

um m-par e, para s,t € {1,...,n}, sejam

0@, b1,5) = 05 (fFOIV I (@), 1) V O (fF(Bs), FE(Bs)VF (Bs)) VOF(f(@s), F1(@s)VFF(@s)),

g (gt:bg,6) = 059" (b)) V 9" (@), 1) V 0,(g"(Br), g (be) V 9" (b)) V 049" @r). 9 (@) V 9" (@r)

n ~

e ¢= /_\1 ‘Pf(af,vaf,S) N t/_\l ‘Pg(ag,hbg,t)

Entao,

(a) G(a, b) Vo=v,

(b) se 0(a,b) é complementada, entao necessariamente 0(a,b) = ¢.

Demonstracao: Sendo £ = (L, f,g) € DK,,,, e a,b € L tais que a < b,
tem-se, pela Proposigao 1.29, que (a,b) =\/ Gf('df,s,gfys) vV Hg('dg,t,ggyt).
s=1 t=1

(a) Para cada s € {1,...,n}, 9f(6f7s7’5f’5) v gof(ﬁﬁszf,s) = v (tal como ja ti-
nhamos visto no Teorema 1.13). De igual modo, para cada t € {1,...,n},

99(59’@,(;9’0 \% ¢g(ag,t,gg,t) = V. Logo

0v o= |V 05T v U 0,@e3on)| v | A erlradn & A oo Bin)]

u=

= 4\1 <g0f(af7u,’gg,u) vef(af7u7gf,u) \/ \/ ef(af7s,gf7s) \/ \/ eg(ag,t,’gg,t)>

s=1,s7#u t=1

A A <wg<ag,v,5g,v>veg@,@ﬁw) vV (arsbre) vV eg@g,tﬁg,t)) =v.

v= t=1,t#v

(b) Verifiquemos agora que se 6(a, b) é complementada, entao 6(a,b) = ¢. Por
a) sabemos que 6(a,b) V ¢ = v/ e, sendo 6(a,b) complementada, é imediato
que 6(a,b) < ¢. Falta agora provar que ¢ < 6(a,b)’. Definindo /I;f’o = 5970 =0

€ Afpt1 = Agnt1 = 1, Tesulta da Proposi¢ao 1.31 que

n+1 n

o=\ NV [0¢@ijpg Yiipa) Ve(Wijpg, Zijpa)l -
=p—

i,p=1 j=i—1 g=p—1
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Atendendo a que 0¢(%; jp.qgs Yijpa) € 0g(Wijpa, Ziipg) SAO congruéncias geradas
por elementos de ¢™(L) = f™(L) concluimos, com base na Proposigao 1.28,
que estas congruéncias sao os menores elementos de Con(L) que identificam,
respectivamente, (Z; jp.q, Yijpa) € (Wijpa Zijpq)- Temos entdo que ¢ é a menor
congruéncia da algebra dupla £ que identifica cada um dos pares (z; j ., Yi jp.q)
e (Wi jpq» %ijpq)- Como ja verificamos (na pégina 52), 0(a,b)’| ) = ¢|pm(r) €
entao 0(a,b)’ também identifica cada um dos pares indicados. Logo ¢ < 6(a,b)’

e, portanto, 6(a,b)’ = ¢. R

Em [8, Teorema 14.15], T. Blyth e J. Varlet haviam chegado a uma con-
clusao semelhante a do teorema anterior para congruéncias definidas em alge-
bras-K; ; duplas. H4, no entanto, um lapso na demonstracao apresentada. De

facto, sendo £ = (L, f,g) € DK, 1, a,b elementos de L e
¢ = (0(f*(0) V fa),1) Vv O(f2(D), 7 (D) V f(b)) V O(f(a), f(a)V f*(a)))
A (0(g?(0) V g(a), 1) v 0(g°(b), g*(b) V g(b)) Vv O(g(a),g(a) V ¢*(a))),

verificamos, contrariamente ao que é afirmado em [8], que nem sempre é ver-

dade que ¢|f(z) identifica os pares de elementos
(f2 )V f(a), 1), (f2(b), f2(0) V f(b)), (f(a), f(a) V f*(a)),
(9%(b) V g(a), 1), (g°(b), g*(b) V g(b)). (9(a), g(a) V g°(a)).

Consideremos, por exemplo, a dlgebra-K;; dupla (L, f,g) onde L é a cadeia
0<wy<w <wy<le fegsao as operacoes definidas em L de acordo com

a seguinte tabela
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Para a =0 e b = wy tem-se
o= (0(1,1) VO(wy,w)VEAL1)AB(1,1)VvEe0,1)Vve(l,1)=A

e, como é 6bvio, ¢|¢r) nao identifica o par (0,1).

Uma vez que toda a algebra-MS dupla é uma algebra-K; ; dupla, podemos
estabelecer o Teorema 14.5 de [8] como um corolario do teorema que acabdmos

de provar. Assim, temos

Corolario 1.33 [8, Teorema 14.5] Seja L = (L, f, g) uma dlgebra-MS dupla e

sejam a,b € L tais que a < b. Seja
0rg =07 (f2O)V fa), 1) VO; (f2(b) V f(a),1) V Oy (f(a), f(a) V f*(a))]
A0, (62(b) V g(a), 1) V 0, (6*(b) V g(a), 1) V b, (g(a), g(a) V g°(a))]
Entdo
(a)0(a,b) Ve, =V,

(b) se 0(a,b) é complementada, entio 0(a,b)’ = ;. W

Terminamos esta seccao estabelecendo uma condicao necessaria e suficiente
para que uma congruéncia principal definida numa algebras-K,, ,, dupla seja

complementada.

Teorema 1.34 Sejam L = (L, f) € DK,,,,, e a,b € L tais que a < b. Se-
ja (k,1) um m-par e definam-se gf,o = ,5970 =0earut1 = gpe1 = 1. En-
tao, 6(a,b) é complementada se e sé se para cada s € {1,..,n},

(z5,Ys) € {(@s5,b1.5), (Gg.ss bys)} €4,p € {1,....n+ 1} se tem:

Ys A FLBiz1) A FH(@j51) A gH(Bp—1) A g% (@g11) < @V 1 (@) V R (0;) V gH (@) V g"(by),
para todo j € {i—1,...n}t eqe{p—1,..,n},
Ys AU (bio1) A FR@510) A g (@) A gh(bg) < sV (@) V FR(by) V g5 (Bp-1) V ¢ (dgs1)

para todo j € {i—1,....n} eq € {p,...,n},
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Ys A FR@) A FL(b) A g (bp—1) A g*(Ggar) < ma V fE(Bimr) V fi@101) V ' (@) V " (by).
para todo j € {i,...,n} eqe{p—1,..,n},

Ys A SE@) A FHBG) A g (@p) A gh(bg) < @s V P (bi1) V f1(@541) V 9F (Bp—1) V g (Gg41),

para todo j € {i,...,n} e q € {p,....,n}.

Demonstracao: Da Proposi¢ao 1.29 temos que

n ~

0(a7 b) = yl gf (Eif,svgf,s) \ tyl eg(ag,h bg,t)

e do Teorema 1.32 resulta que 6(a, b) é complementada se e sé se 6(a, b)Ap = A.
Da Proposicao 1.12 sabe-se que
KV I KT\ fl(s k(7 17 k(x
o=\ V'V 0 (7@ £ f1 @)V B V(S Bin) A @)
1= j=i—
VIR I k(TN o k(7 (7 k(
MV V0, (91) v 9 (b)) V g5 Bo) V [ Bp1) A M) ) | -
p=1 g=p—1
Entao 6(a,b) é complementada se e s6 se, para cada s,t € {1,..n},
iwp € {l,.on+1}, 5 e{i—1,..,n} eq € {p—1,..,n}, se verificam as

seguintes condigoes:

0 (g0 bys) AOp (@) V 5 B)s 1)V FE ) V [ £ Bimt) A S*@541)] )
A Oy (6@p) V 9" (00), ' (@p) v 6°Bo) V [0 (Bp1) A 9*(@g11)] ) = &
€
0y g bya) A Op (1) V F5E3), £1@) v B) v [F1Bia) A fH(@00)] )
A 0y (9'@p) v 9 (80), 6 @p) V g5 Bo) V |9 Bp-1) A " (@gin)|) = A
Da Proposicao 1.1, dos factos Ry) e Ry), e atendendo a que Zif,s,gf,s € L{,m e

Ggt, bge € LY vem para cada s € {1,.,n}, i, p € {1,..,n + 1},

1,m>
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jeli—1,.,nteqe{p—1,..,n}

05 (@rsbrs) MOy (£1@) V 40)). /@) v 5BV [ Bir) A P

A 0y (6En) V 9" (ba), 6'(@p) v 6*Bo) V |9 (Bp1) A 6*(@g1)] ) = &
se e so se
m—+1 _ ~
Va6
AOr (F1@) V4 G3). 1@V FHE) V[ Bima) A FH @) )
VO (4@ A FUB) A PG VP @3] S 2@ A L))

se e s6 se, para cada r € {0,...,m + 1},

a)  f(bs) A FL(bic1) A FE@j41) A g (Bp-1) A g5 (@ge)
< fr(@s) VL @) v R v gl @) v gF (by)

by fr(bs) A S bic1) A FE(@j51) A gF (@) A gt (bg)
< f7(@s) vV L @) v E (b)) V g5 (bp-1) V g (@g41)

) fT(bs) A FE@) A FL(B;) A gH(bp-1) A gF(@ge1)
< (@) V FFlim1) V @) V 6H @) v gF (by)

d)  f(bs) A FE@) A fUD) A g (@) A gl (by)
< f(@s) V FF(bi1) V A @j41) V g5 (bp-1) V ¢ (@g41)

Note-se que as desigualdades anteriores se verificam trivialmente se r é impar.
Sendo r par, vem, para cada x € L{,m ecaday € LY,, que f"(f*(x)) = f*(x),

fr(f{(x)) = fi=), f7(d"(y)) = ¢*(y) e f"(¢"(y)) = ¢'(y) (como observdmos na
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pagina 50). Assim as condigbes a), b), ¢) e d) sao equivalentes, respectivamen-

te, a 1), 2), 3) e 4):

1) b A f1(bic1) A fE(@j11) A g (Bp1) A 6 (Ggr1)

< dps V@)V E(b) Vg (@) v gt (D)

2) by A f(bimt) A FH@51) A 68 (@) A g (Dy)

<y V fHa) Vb)) v gF(bp1) V g (Gg11)

3) b ASH@) A SHD) A g (Bper) A gF(Ggen)

< gV (bicn) V 1 (@41) V g (@) V 9" (by)

) b ARG A FUO) A gH @) A g (By)
< gV (bim) V@) V 85 (bpe1) V g (Gt
As condigoes 1) e 2) coincidem quando ¢ = p — 1 (0 mesmo se passando entre

as condicoes 3) e 4)). Para j =i — 1 também temos que 1) coincide com 3), e

2) coincide com 4).

Dadost € {1,...n},i,pe{l,...,n+1},je{i—1,...nteqe{p—1,..,n},

resultam de

O(@g.: bge) NOF(f1 (@) v FE(by), f1@) v R () V (f1(Bimt) A fF(@511)))

A Oy(g" (@) V ¥ (b), 9 (@p) V g (bg) V (9" (Bp1) A g (@g11))) = .

condicoes analogas as anteriores.

Entao 6(a,b) é complementada se e sé se para cada s € {1,.. n},

(25, Ys) € {(df.s,brs), (Agss bgs)} € iop € {1, ...,n+ 1} se tem:

Ys A L bi1) A F¥(@551) A g (bp—1) A 9" (@gr1) < 25V F1@) V [ (By) V gH(@p) V g (by),

paratodo j € {i—1,...,n}eqge{p—1,..,n},
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ys A fH(bim1) A fH(@51) A g5 (@) A g (by) < sV @)V (b)) V g8 (Bp1) V g (Gga)
para todo j € {i—1,...n} e q € {p,...,n},

ys A f5@) A L) A gH(bp—1) A g"(@g1) < @V FF(bia) V 1 @511) V g (@p) V 9" (bg),
para todo j € {i,...,n} eqe{p—1,...n},

ys A FF@) A F1(b3) A g (@p) A gt (bg) < @s V fH(bie1) V fH(@541) V g5 (bp—1) V ¢! (dg41),

para todo j € {i,....,n}eq e {p,...,n}. W






Capitulo 2

Pontos fixos em algebras-MS,,

Para cada subvariedade V de MS,,, n € N, determinamos as cardina-
lidades admissiveis para o conjunto dos pontos fixos das dlgebras (contéveis)
que geram V e, destas cardinalidades verificamos quais as que sao realmente
atingidas. Esta questao foi motivada por estudos analogos, feitos para as
variedades K o, MS, Ks ¢ ¢ MS,, respectivamente, em [27], [6], [28] e [22].

Dada uma classe Si(MS,,) de élgebras s.i. de MS,, tal que cada algebra
s.i. de MS,, ¢ isomorfa a uma e a uma sé algebra de Si(MS,,), definimos em
Si(MS,,) uma ordem parcial <. Sendo V uma subvariedade nao trivial de
MS,,, supomos que todos os elementos maximais de (VN Si(MS,,), <) tém,
pelo menos, um ponto fixo e, no resultado principal deste capitulo mostra-
mos que, se existirem exactamente k (k € N) elementos maximais de (VN

Si(MS,,), <) com dois pontos fixos, entao:

- dado a € {1,..,k}, ndo existe uma dlgebra contdvel que tenha exacta-
mente o pontos fixos e que gere V;
- para todo a € (No\{1,...,k}) U {Xy}, existe, de facto, uma &lgebra

contavel com exactamente « pontos fixos e que gera a variedade V.

Atendendo aos resultados obtidos, uma questao que se coloca naturalmente é
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a de sabermos qual o nimero maximo de algebras s.i com dois pontos fixos
que podem existir no conjunto de elementos maximais de (VN Si(MS,,), <). No
caso em que V é uma subvariedade de Msp’flp;“?’ com pi, py primos distintos
e com ki, ks € Ny, conseguimos obter uma resposta para esta questao.

Para finalizar o estudo, analisamos a aplicacao dos resultados obtidos a

alguns casos particulares.

Neste capitulo usamos alguma notacao especifica e fazemos referéncia a

alguns factos que convém, antes demais, apresentar.

Sejam V uma subvariedade de O e £ = (L, f) € O. Representamos por:
- Fix(£) o conjunto {z € L | f(z) = 2} dos pontos fixos de L;

- Cgx(V) o conjunto

{|Fix(£)| : £ é uma &lgebra (contéavel) tal que V(L) = V}.

Dada uma algebra de Ockham £ = (L, f), M. Sequeira define em [22] que:

- L satisfaz a propriedade Py se L ¢ trivial (|L| = 1) ou se £ nao tem

pontos fixos (Fix(L£) = 0),

- L satisfaz a propriedade Py se L tem, no maximo, um ponto fixo, i.e.,

IFix(£)| € {0,1}.

Sendo {L;};c; uma familia nao vazia de algebras de Ockham verifica-se
facilmente que Fix(][,c; £i) = [];c;Fix(£;). Consequentemente, se {L;}icr ¢
uma familia nao vazia de algebras de Ockham que satisfazem P, I € {0,1},
entao o produto directo [[,.; £; também satisfaz P;, [22].

E igualmente 1til observar, que se £ é uma algebra de Ockham que satisfaz

P, para algum [ € {0, 1}, entdo também qualquer subélgebra de L satisfaz P,.
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Segundo o Teorema de Birkhoff (Teorema 0.1), toda a &lgebra de uma
variedade V é produto subdirecto de algebras subdirectamente irredutiveis em
V. Assim se todas as algebras s.i de V satisfazem P;, [ € {0,1}, o mesmo
acontece com toda a dlgebra de V, tendo-se Cgy(V) C {0,1}. Poe-se entao
a questao de sabermos o que concluir relativamente a Cgy (V) se existir, pelo

menos, uma algebra s.i de V que nao satisfaz P;, para qualquer [ € {0,1}.

Se, numa variedade V de algebras de Ockham, existe uma algebra que nao
satisfaz Py, sabemos de [22] que V contém a variedade M. Relativamente a
esta ultima variedade, sabe-se também que, para cada o € Ny U {Ry}, existe
uma algebra de De Morgan cujo conjunto de pontos fixos tem cardinalidade
a, [26], [27], [28, pagina 151]. Logo, para cada a € Ny U {X¢}, existem em V
algebras cujo conjunto de pontos fixos tem cardinalidade . Mas seréd que todas
as cardinalidades sao admissiveis para o conjunto dos pontos fixos das algebras
(contaveis) que geram V? Se considerarmos, por exemplo, a variedade M,
prova—se que embora existam nesta variedade algebras que tém exactamente

um ponto fixo, nenhuma delas gera M, [26, Teorema 4.4].

Neste capitulo vamos, entao, determinar quais as cardinalidades admissiveis,
e as que sao realmente atingidas, para o conjunto dos pontos fixos das algebras
que geram uma subvariedade V de MS,,; note-se que no caso em que M C V

o estudo refere-se apenas a algebras contéveis.

Como ja foi possivel apercebermo-nos, o estudo sobre pontos fixos em
algebras-MS, estd relacionado com as algebras s.i. de MS,, e, por isso, é
conveniente recordar alguns conceitos e resultados relativos a estas algebras, o

que pode ser feito no capitulo 0, seccao 0.2.

Na sec¢ao 0.2 (pdgina 18) ja haviamos feito referéncia a uma classe Si(MS,,)
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de algebras s.i. de MS,, tal que cada algebra s.i. de MS,, é isomorfa a uma
e a uma sé algebra de Si(MS,,) . Ao longo deste capitulo vamos considerar,
sem perda de generalidade, que Si(MS,,) refere a classe mencionada e vamos
ordenar os elementos de Si(MS,,) da seguinte forma: dados dois elementos

X, € Si(MS,),
X <Y e XeSHY} (X éisomorfo a uma subélgebra de V).

Para cada subvariedade nao trivial V de MS,,, denotamos por m(V)
o conjunto dos elementos maximais de (VN Si(MS,,), <); verifica-se que
se m(V) = {Xy,..., X} e L é uma é&lgebra de MS,, tal que V(L) = V =
V(X)) V...V V(&X), entdo L é produto subdirecto de uma familia de dlgebras
pertencentes a S({X1}) U ... U S({X;}) e na qual cada &;, 1 < i < ¢, ocorre,
pelo menos, uma vez, [22]. Desta forma, a cardinalidade do conjunto Fix(L),
|Fix(L)|, estd relacionada com o nimero de pontos fixos das algebras s.i. AX;

1< <t

Sendo V uma subvariedade nao trivial de MS,, e atendendo a que uma
algebra s.i. de MS,, admite, no méximo, dois pontos fixos, [2, Teorema 7|, o

conjunto m('V) satisfaz exactamente uma das seguintes condigdes:

i) m(V) tem, pelo menos, um elemento sem pontos fixos;
ii) todo o elemento de m(V) tem exactamente um ponto fixo.;

iii) todos os elementos de m(V) tém, pelo menos, um ponto fixo, e hé, pelo

menos, um elemento de m(V) que tem dois pontos fixos.

No caso em que V ¢ uma subvariedade de MS,, que satisfaz uma das
condigbes i) ou ii), determinam-se facilmente as cardinalidades admissiveis

para o conjunto dos pontos fixos das algebras contaveis que geram V.
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Teorema 2.1 Seja V uma subvariedade de MS,,.
a) Se m(V) satisfaz a condi¢dao i), entio Cgy(V) = {0}.

b) Se m(V) satisfaz a condigdo ii), entao Cqy(V) = {0, 1}.

Demonstragao: Suponha-se que m(V) = {X, ..., X, }, e que £ é uma algebra
de MS,, tal que V(£) =V = V(X)) V...vVV(&;). Entao £ é produto subdirecto
de uma familia de algebras pertencentes a S({X;}) U ... U S({A&;}) e na qual,

cada &;, 1 <14 <'t, ocorre, pelo menos, uma vez.

a) Dado que |Fix(&;)| = 0, para algum ¢ € {1, ...,t}, resulta que |Fix(L)| = 0.
Verifica-se também que a algebra H;l X; gera V e nao tem pontos fixos. Entao

b) Para todo i € {1,...,t}, X, satisfaz Py, logo |Fix(£)| € {0,1}, e portanto
Cux(V) C {0, 1}. Relativamente a outra inclusao também é facil provar a sua
validade. De facto, H§:1 X; ¢ uma algebra que gera V que tem um ponto fixo
e, se considerarmos B = ({0,1},A,V, £,0,1) € Ko , entdao B x szl X; é uma

algebra sem pontos fixos e que também gera V. Logo {0,1} C Cx (V). B

Para o estudo do caso iii) precisamos de mais alguns resultados, relativos a

algebras s.i. com dois pontos fixos, que a seguir estabelecemos e demonstramos.

Como ja referimos no capitulo 0, algumas das dlgebras s.i. de MS,, sao as
algebras Ba, = (Bam, ¢) em que m é um divisor de n. Relativamente a estas
algebras vamos verificar que é possivel determinar um elemento g € B»,, a
partir do qual, e utilizando unicamente as operacoes V, A e ¢, se podem obter
todos os restantes elementos de Bs,,. Em particular, podemos obter os dois

m—1 m—1
pontos fixos de Bay,,: \ ag e \V agja-
=0 j=0
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Lema 2.2 Dado m € N\{1}, sejam B, = (Baom,®), € ag,ay,...,a9m_1 08
dtomos de Bay,. Seja gi s = a;V Qi 1(mod 2m) V-V Qigsmod 2m) com 0 <o < 2m—1
el <s<2m—1es impar. Entio SgP>({g;s}) = Bom €

- se i € par, tem-se

m . m—1
V 6% (gis N 6(9i5) = V asi @
j=1 k=0

m . m—1
\/ ¢2]_1(gi,s Vv gb(gz,s)) - A2k+1;
j=1 k=0

- se i € impar, tem-se
m . m—1
V1 & (is A D(9is)) = k\/o Aok+1 €
Jj= -

m . m—1
V 67 g5V O(gis) =V as.
Jj=1 k=0

Demonstragao: Seja ¢;s = a; V Gitimod2m) V - V Gits(mod2m), COM

0<i<2m—1el<s<2m—1e s impar.

Dado que B, = SgP> ({ay, a1, ..., aam_1}), para provar que Ba,, = Sg5" ({gis})
basta-nos verificar que a; € Sg®"({g; }), para todo j € {0,1,...,2m — 1}.

Como g; 5 € SgP* ({gis}), também ¢ (i s), 9i sAP(Gis), Gis VO (Gis) € SgP2 ({gis})

e tem-se:

¢(gi,s) = C(ai+1(m0d 2m)) A C(ai+2(m0d 2m)) JARSVAR C(ai—l—s—l-l(mod 2m))
Gi.s A ¢(gz,s) = A C(ai—i—l(mod 2m)) JARSVAY C(ai+s+1(mod 2m)>
a)

Gi,s V Qb(gz,s) a; V ai—i—l(mod 2m) V..V @+ s(mod 2m) V C<ai+s+1(m0d 2m))

b)
= c(a'iJrerl(mod 2m) )

a) Sabemos que s < 2m — 1, logo s + 1 < 2m. Entao, para cada
j € {i+ 1(mod2m), ..., i + s + 1(mod2m)}, os atomos a; e a; sdo distin-

tos e, portanto, a; < c(a;).
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b) Pelo mesmo motivo apresentado em a), temos que: para cada
J € {i, 1 + 1(mod 2m), ..., i + s(mod 2m)}, os 4tOMOS @; € Aifst1(mod2m) SAO

distintos e, portanto, a; < ¢(@i+st1(mod2m))-

Uma vez que a;, ¢(a;4s41(mod 2m)) € SgP>m({g; ;}) e que aj = @it (2m+j—i)(mod 2m):

para cada j € {0, 1, ..., 2m — 1}, temos o seguinte:

2m+j—i(mod 2m) (

- se 2m + j — i é par, entdo a; = ¢ a;),

- se 2m+j—i é impar, entdo 2m+j—1i = s+(2m+j—i—s) onde 2m+j—i—s

é par (pois s é fmpar) e a; = ¢*™ = T mOA2M) (g0 L odom)))-

Logo a; € SgP>({gis}), Vj € {0,1,...,2m — 1}, e podemos, entdo, concluir
que By, = Sg%m ({gis})-

Para k € {1,...,m}, temos que ¢2k(gi,s/\¢(gi7s)), ¢2k71(gi7s\/¢(giys)) € Sg&m({gm}),

e:

ok s+2k s+2k+1
¢ (,gz',s A qb(gz,s)) = v Q45 (mod 2m) A /\ c(ai—i—j(mod 2m)>

j=2k Jj=2k+1
s+2k+1
= Gj42k(mod 2m) A /\ C(ai+j(mod 2m))
j=2k+1
©)
= Gj42k(mod 2m)
ok—1 s+2k—1 s+2k
¢ (gi,s Vv ¢(gz,s)) = /\ c(aiJrj(mod 2m)) A \/ @45 (mod 2m)
j=2k—1 j=2k
s+2k—1
= A (Gt jmodam)) | A Gitst2k(mod2m)
j=2k—1
©)
= Gj4s42k(mod 2m)
c) Dado que s < 2m—1, entao {a;42x(mod 2m)» Gi-+2k+1(mod 2m)s --+» Qi-+s+2k-+1(mod 2m) }

¢ um conjunto de dtomos distintos dois a dois. O mesmo se passa relativamente

a {ai+2k—1(mod 2m)s +++y Qits+2k—1(mod2m)s i+s+2k(mod 2m) } .
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Entao
m ok 2m—1
- v ¢ (gi,s A ¢(gz,s)) = @;4-2](mod 2m) €
k=1 =0
m 2m—1
-V M Gis V(9i5) = V  Gitstaimodam)-
k=1 =0

Dependendo de i ser par ou impar, concluimos o resultado enunciado no

lema. H
Dado m € N\{1}, sejam Uz, = (Ugpm, @), € ag, ay, ..., agy 0s elementos
V-irredutiveis de Usy,,. Tendo em conta que C(Usy) = (Uam)oamo = Bam €

At(C(Usy,)) = {ao, a1, .., azm-_1}, resulta do lema anterior o seguinte:

Lema 2.3 Dado m € N\{1}, sejam Uz, = (Uzm, @), € ag, a1, ..., agy 0S8
elementos V-irredutiveis de Uay,. Seja gis = a; V Giti(mod2m) V --- V Qits(mod 2m)
com0<1<2m—1el<s<2m—1 es impar.
Entao

- S ({9i5}) = CUom)-

-V 6% (gis A 9(gis)) € ponto fivo de Us,y,,
j=1

- V077 (g1 V 6(gi)) € ponto fizo de Uy, B
j=1

Seja V uma subvariedade de MS,, e sejam X; € V, i € {1,...,k}, dlgebras
s.i. com dois pontos fixos, nao comparaveis duas a duas. Do Teorema 0.10
resulta que, para cada i € {1,....k}, X; = Us,, ou X; = Bs,,, para algum n;
divisor de n, e, da Proposicao 0.11 sabe-se que n; é o menor natural tal que
X; € MS,,,. Dado que, para todo i,j € {1,...,k}, com i # j, as dlgebras Aj,
X, nao sao comparaveis, entao, n; # n;.
Dado que cada dlgebra X; = (X, ¢;) pertence a MS,, , também sabemos que
(Xi)1o = {{L/1 ¢7(z) | = € X;} e, como X; é subdirectamente irredutivel,

s

resulta de [2:Lema 1] que (X;)10 = 10,1} U Fix(X;).
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Lema 2.4 Sejam V uma subvariedade de MS,,, k € Ne, parai € {1, ..., k},

sejam X; € 'V dlgebras s.i. com dois pontos fixos, nao compardveis duas a

duas. Seja n; o menor natural tal que X; € MS,,, e sejam € {1, ..., k} tal que

Ny = max{ny, ..., ng}. Representem-se por wy,, c(wy,,) 0s pontos fixos de X, .

Seja L = (L, f) uma subdlgebra de ﬁ X; e produto subdirecto de {X;}icq1,.. k)
i=1

Entao existem ¢; € {0} U Fix(X;), para i € {1, ..., k} \ {m}, tais que

(G1, s Wiy ooey Q)5 (@1 ey (Win), -y qr) € L.

Demonstracao: Seja £ uma algebra nas condicoes indicadas anteriormente.
Para a prova do resultado enunciado vamos dividir o estudo em dois casos:
k=1ek>1. O resultado é imediato para o caso em que k = 1. Estudemos

agora o caso em que k > 1.

Caso k > 1 : Dado que, para todoi € {1,...,k}, X; = (X;, ¢;) é uma dlgebra
s.i. com dois pontos fixos, entao X; = By, ou X; = Us,,, sendo n; um divisor
de n e, o menor natural para o qual X; € MS,,.. Dados 7,5 € {1, ..., k}, também
sabemos que se i # j, entao n; # n;; donde resulta que qualquer subconjunto

nao vazio de {nq, ..., n;} admite maximo.
Sejam entao m,m’ € {1, ..., k}, tais que
N, = Max{ny, ..., Mg} € Nyy = max({ny, ..., nk} \ {nm})-

Uma vez que n, > 2 e Ny < Ny, ¢ &y = By, ou X, = U,,,
tem-se At(C(&X.,)) = {ao,a1,...,a2n, 1, G2n,—1} com 2n,, —1 > 3 e

2N, — 1 < 2n,, — 1.

Dos elementos de A,, vamos considerar, em particular, o elemento
em = ap V a1. Dado que £ é produto subdirecto de {X;}icq, k), existem

e; € Xi, 1€ {1,....,k} \ {m}, tais que (€&;)icq1,.. 1} € L.



72 2. Pontos fixos em algebras-MS,,

[~

Para cada i € {1,...,k}, representamos por p; o elemento \/ ¢2%(e;) e, desta
d=1

forma, \/ f2d((ei)i€{1,...,k}) = (pi>i€{1,...,k} cL.
d=1
Como, para todo i € {1,...,k} \ {m}, temos que ¢; € X; e &; € MS,, e

n; < Ny, VEM

p=V ey Vi

d:nﬁ-l

_ 571 62 (e;) € (X)10 = {0, 1} U Fix(X;),

Verifica-se também que

[ Y 2n,,1+1 2n,,1—1
Pm = \/ ¢m (em) = \/ Ad(mod 2nm) = v A2+ j(mod 2n.y,) -
d=1 d=2 =0

Dado que n,, # 1, n, < n,, € n,, > 2, entao a algebra X, e o elemento p,,

estao nas condicoes
i) do Lema 2.2, caso X, = Bs,, , ii) do Lema 2.3, caso X, = Us,,,

e podemos concluir, em qualquer dos casos, que \7 O (pm A ¢,,(Pm)) €
j=1

\7 X (pm V @,,(pm)) @0 0s pontos fixos de A,
j=1

—\ 637 (0 V B (p))-

Sejamn wan =\ ¢4 (P A Sy (pm)) € (1)
Jj=1 Jj=1

Uma vez que p = (p1, ..., Pms ---, Pk) € L, também temos que:
- \7 P (pAf(p) = (ri,...; W, ...,m) € L sendo,
j=1

Nm

ri=V 67 (0 A¢i(pi)), parai € {1, k}\ {m}:

j=1
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=

i 7{71 PV (D)) = (51, mry c(wrn)s oo 5) € L sendo,
Si _171 67 (ps V i (py)), parai € {1,....k}\ {m}.

Para todo i € {1,...,k} \ {m}, é facil verificar que:

-sep;, =1, entao r; = s; =0,
-sep;, =0, entao r; = s; =0,

- se p; = u, onde u é ponto fixo de AX;, entao r; = s; = u.

Entao existem ¢; € {0} U Fix(&;), para i € {1,...,k} \ {m}, tais que:

(@1, ooy Winy ooy @) € L e (q1y ooy (W), ooy q) € L. M
Recorrendo a este lema mostra-se, entao, o seguinte:

Teorema 2.5 Sejam V wuma subvariedade de MS,, k € N, e, para

i € {1,...k}, sejam X; € V dlgebras s.i. com dois pontos fizos, nao com-
k

pardveis duas a duas. Seja L = (L, f) uma subdlgebra de [ X; e produto
i=1

subdirecto de {X;}icq,. k}-
Entao |Fix(L)| > k + 1.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado é feita por inducao sobre k,

i.e., sobre o nimero de algebras s.i..

A base de indugao consiste no caso k = 1 e para este valor de k verifica-se

que a afirmacao do teorema é, de facto, trivial.

Para a prova do passo de indugao vamos assumir como hipdtese que a
afirmacao é valida para certo t € N; temos de mostrar que o resultado também

é valido para t + 1.
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t+1
Considere-se, entao, que L é subdlgebra de [[ &; e produto subdirecto de

=1
{Xi}tieq,. 141y, onde, para todo i € {1,....t + 1}, &; = (X;, ¢;) é uma élgebra
si. de V| |Fix(&;)| = 2, e, dados iy, iy € {1,...,t+ 1}, com i; # iy, as dlgebras
X;

., Xi, nao sao comparaveis. Para concluirmos acerca da validade do passo

de indugao teremos pois de mostrar que |Fix(L)| >t + 2.

Dado que os elementos de U {X;} sao algebras s.i. com dois pon-
1€{1,...t+1}

tos fixos, nao comparaveis duas a duas, ja observamos anteriormente que:

i) X; = By, ou X; = Uy, onde n; é um divisor de n e é o menor na-

tural tal que X; € MS,,;; ii) n;, # n4, sempre que i; # is. Tendo em con-

ta estes factos e que t + 1 > 2, vamos supor, sem perda de generalidade, que

Ngy1 = max{ny, ..., g1} € ny = max{ny,...,ng}.

t+1 t
Consideremos agora que ¢ é a restricao a L da projecgao p : [[ X; —[] Xi.
i=1 i=1

Entao (L) é subdlgebra de H;l X; e produto subdirecto de {X;}icq1,..4-
Logo, por hipédtese de indugao, ¢(L£) tem, pelo menos, ¢t + 1 pontos fixos:

(2], ...,x]) com j € {1,....t +1} e 2 € Fix(X;), para i € {1,...,t}.

Como (27, ...,x]) € p(L) para cada j € {1,....t + 1}, e ¢ é a restricio a L da

projeccao p, existem 3 € Xy 1, j € {1,...,t + 1}, tais que («,..., 2}, y7) € L.

Entao, para cada j € {1,...,t+ 1}, também temos que (x{, ...,x{, 27) € L, onde
=7 () V..V ¢fﬁ“(yj) e, como X, é uma algebra-MS

Zj < (XtJrl)l’O == {0, 1} U FiX(Xt+1).

nes € € s,

Seja x/ = (a7,...,2],27) e, dado j € {1,...,t + 1}, represente-se por ¢/ a

sequéncia das primeiras ¢ componentes de 27, i.e., ¢/ = (x],...,2]). Note-se

que dados ji, jo € {1,....,t + 1}, se j; # jo, entao ¢g/' # ¢’ e x7' # z72.
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No texto que se segue denotamos por w1 € ¢(w;,1) 0s pontos fixos de X1
e, dado que a dlgebra L se encontra nas condi¢oes do lema anterior, sabemos
que existem ¢; € {0} U Fix(X;), i € {1,...,t}, tais que (g1, ..., ¢, wes1) € L e

(Cha ooy Gty C<wt+1)) cL. Sejam el = (QI; -y At wt—',-l) ee?= <QI7 -y Aty C(wt+1))-

1 +1

Relativamente aos elementos ', ..., 27! vamos agora agrupé-los em quatro

conjuntos:
- Zy={ad € {1} 1 2T = O}
- Zy=A{a) e {at, .. 2t} 20 =1}
-y = {xj c {xl, ...,:BtH} D) = W1 )5
-7y = {xj € {xl, ...,:L‘t+1} 2l = c(wiy1)}-

Como |Zy| + |Zy| + | Zs| + | Z4| = t + 1, prosseguimos o estudo considerando
dois casos: |Z3| + |Z4| =t + 1 e |Z3| + | Z4| <t + 1.

a) |Zs|+|Z4| = t+1: Neste caso a dlgebra L tem, pelo menos, t+1 pontos fixos.
Tem-se também Z3 # () e/ou Z4 # (); suponha-se, sem perda de generalidade,

que Z3 # ().

Dado z7 € Zz seja ! = (27 A (f(e') A f(e?))) V €2

! seie€{l,..,.t}eq =0

Note-se que w/ € Leul =< ¢ sei € {l,..,t} e ¢; € Fix(AX;)

c(wgy1) sei=t+1

O elemento v/ ¢ um ponto fixo de £ e tem-se que v/ ¢ Z3 uma vez que
ugﬂ = c(wyy1). Temos, agora, duas hipdteses: u’/ ¢ Zy (caso i) ou v/ € Z4

(caso ii).
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Caso i: Se v’/ ¢ Z,, entao £ tem mais um ponto fixo, além dos t + 1 pontos

fixos ja existentes.

Caso ii: Se v/ € Z, também conseguimos provar a existéncia de mais um ponto

fixo de £. De facto, se considerarmos o elemento v/ = (u/ A (f(e') A f(€?))) Ve

tem-se que:
uz:mz seie{l,.,t}eq =0
wk—l—l SeZ:t+1

e, portanto, v/ é um ponto fixo de £;
- vl ¢ Zy pois vl = wii1;
- vl ¢ Zy porque (V])ieq,..ip = (U)ieq1,..1p € como uw/ € Zj, entdo

(ug)ie{l:m,t} # gl, para todo xt e Zs.

Logo concluimos em qualquer dos casos que £ tem, pelo menos, mais um ponto

fixo, i.e., £ tem, pelo menos, t + 2 pontos fixos.

b) |Z3] + |Z4) < t + 1: Consideremos agora a situacdo em que
| Z3| + | Z4] = s3 < t+ 1 (note-se que se s3 # 0, a dlgebra £ tem, pelo menos,
s3 pontos fixos). Entao |Z| + |Zs| > 1, donde resulta que |Z;] = s; > 1 e/ou

|Z5| = s3 > 1. Suponha-se, sem perda de generalidade, que |Z;| > 1.
Dado z? € Zy, sejam s7 = (27 V f(e')) A f(2?) e t9 = (27 V f(e?)) A f(27).
Temos entao:

- 7 # t/ pois Sg+1 = Wy © t{+1 = c(wet1);

- s/ e t/ sao pontos fixos de L;

~(Diepny = Eicpny = (@))icp.ny = ¢
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- s/ ¢ Z, pois sl = wiy1;
- s/ & Z3 pois (sg)ie{lmt} =g/, 2l € Z1 e ¢ # ¢', para todo o 2! € Zs;

-t ¢ Z3 pois t{H = c(wi11);

-t ¢ Zy pois (t)ieqr,.ey = ¢, 27 € Z1 e ¢7 # ¢!, para todo o ! € Zy;

- dados 29,272 € Z; tais que 2t # 272, temos ¢t # ¢%, logo

{s7t, t91} N {s2, 192} = (),

donde concluimos que a algebra £ tem, entdo, mais 2.s; pontos fixos: s/,#/,

com j € {1,...,s1}.

No caso em que sy = 0, a algebra £ tem, pelo menos, s3 + 2.s; pontos fixos e,
como s3+s =t+1es > 1, vem que s3+ 2.s7 >t + 2. Logo L tem, pelo

menos, t + 2 pontos fixos.

Se s9 > 1, a algebra £ tem, também, mais 2.so pontos fixos, distintos dos
2.s1 pontos fixos obtidos anteriormente (se 27 € Zy, entao ¢’ # ¢, para todo
x' € Z;). Neste caso, a algebra £ tem, pelo menos, s3 + 251 + 2s, pontos fixos
€, COMO 281 > §1 € 259 > S9, vem que S3 + 2.51 + 2.89 > S3+ 81 + 5o =1t + 1.

Assim, a algebra £ tem, pelo menos, t + 2 pontos fixos. B

O resultado que acabamos de provar é essencial na prova do lema seguinte, o
qual, por sua vez, nos permitira concluir que se V é uma subvariedade de MS,,
tal que m(V) satisfaz a condicao iii) e m(V) contém exactamente k édlgebras

(k € N) com dois pontos fixos, entdo Cgy (V) C (No \ {1,....,k}) U {Ro}.

Lema 2.6 Seja V uma subvariedade de MS,, tal que m(V) satisfaz a con-
digao 111). Se m(V) contém exactamente k dlgebras com dois pontos fixos, com

k € N, entio m ¢ Cg(V), para todo m € {1, ..., k}.
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Demonstracao : Seja m(V) = {V,...Vk, ..., Vkrs} onde s € Ny,
[Fix(Y,)| = 2, para p € {1,....k} e |Fix(),)| = 1, parap € {k+ 1,...k + s}.
Observe-se que, dados p,q € {1, ...,k}, as édlgebras ), ), ndo sdo comparaveis

para p # q.

Suponha-se que m € Cgy(V), para m € {1,...,k}. Entao existe uma algebra
L € MS,, tal que V(L) =V e |Fix(L£)| = m.

Como V(L) =V, a dlgebra £ é produto subdirecto de uma familia de dlgebras
pertencentes a S({1}) U ... U S{Vk+s}), em que cada V,, p € {1,....k + s},
ocorre, pelo menos, uma vez. Seja [ = {1,...,k}UI’, com I’ C Ny, e considere-
-se que L é produto subdirecto de {X;}icr, i = (X;,¢;), em que cada
X, € S{V1}) U ... U S{Vek+s}); sem perda de generalidade, admita-se que,
para cada i € {1,....k}, X; = V.

Dado que a algebra £ tem m pontos fixos, com m € {1,...k}, entao
|Fix(X;)| # 0, para todo i € I. Seja I} = {i € I | |Fix(&;)| = 2}; note-se
que, por hipdtese, |I1| > k.

Para j € {1,..,m}, sejam 27 = (27);c; os pontos fixos de £ (onde cada

J

i

k
p: Hie] Xi— Hi:1 X,

z] é ponto fixo de &;), ¢/ = (27,..,27) e ¢ a restricio a L da projecgao
Dado que ¢ é a restricao a L da projeccao p verifica-se que
- ¢/ € ¢(L), para todo j € {1,...,m}, e cada ¢’ ¢ um ponto fixo de ¢(L);

.....

pelo Teorema 2.5, sabe-se que (L) tem, pelo menos, k + 1 pontos fixos.

Atendendo a que k 4+ 1 > m, entao ¢(L) tem, pelo menos, mais (k+ 1) —m

pontos fixos ¢! = (2},...,2}), com I € {m +1,...k + 1}.
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Usando, novamente, o facto de que ¢ é a restricao a L da projeccao p,
sabemos que, para cada [ € {m + 1,...k + 1}, existem z! € X;,

i

comi € I\ {1,...,k}, tais que v’ = (2});e; € L.

Consideremos agora que u! = f2(r')v ...V f2(r!), com l € {m +1,....k + 1}.
Entdo, para todo i € {1, ..., k}, u! € Fix(X;) e, para todo i € I\{1, ..., k},
ub = g2V v @ (rl) € (Xi)io (pois 1t € X; e &; € MS,,, sendo n;

um divisor de n). Por sua vez, como AX; é uma algebra s.i. sabemos que

(X))o = {0,1} U Fix(X,).

Fixando 2/ (um dos pontos fixos de L), j € {1,...k}, seja
ol = (A (WY fd) V(W A f(uh), com I € {m + 1, ..., k + 1}. Relati-
vamente a cada elemento v' é simples verificar que se trata de um ponto fixo

de L. De facto, dado i € I :

! se ub € {0,1,27
c(zl) seul = c(z?))

(3 2

e tem-se (0} )ieq1,..k} = (UL)ief1,..k} = "

Desta forma, a algebra £ tem como pontos fixos todos os elementos de
{xt, . ™ o™t oFH Y onde
- 20 £ 192 para i, jo € {1,...,m} e j1 # Jo,
- vl # 2 paracadal € {m+1,...,k+1} e j € {1,...,m}, uma vez que
(V)ieq1,.r = ¢' e ¢ # ¢7, para todo o j € {1,...,m}.
- ol #£ o2 para Iyl € {m + 1,k + 1} e tais que I} # Iy, pois
(U ieqtdt = 9" (VP )ieqray = 97 € g # g2,
o que significa que a algebra £ tem, pelo menos, k£ + 1 pontos fixos, onde

k + 1 > m, contrariando assim a hipotese de que £ tinha m pontos fixos.

Logo, m ¢ Cgx(V), para todoom € {1,....k}. &
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Como consequéncia imediata do resultado que acabdmos de provar obtemos

0 seguinte teorema:

Teorema 2.7 Seja V uma subvariedade de MS,, tal que m(V) satisfaz a con-

digao iii). Se m(V) contém exactamente k dlgebras (k € N) com dois pontos

fizos, entdo Cqx(V) C (No\{1,...,k}) U{No}.

Demonstragao: Suponha-se que m(V) contém exactamente k &lgebras,
k € N, com dois pontos fixos. Dado que V tem, pelo menos, uma élgebra com
dois pontos fixos, entao M C V e, neste caso, sé consideramos
dlgebras contdaveis. Entao Cg (V) C Ng U {RXg}. Por aplicagdo do lema
anterior, sabemos que j ¢ Cg(V), para qualquer j € {1,..,k}. Logo
Cax(V) C (No \ {1, ..., k}) U{Ro}. m

Como vamos verificar, a inclusao estabelecida neste teorema é, de facto,
uma igualdade. Comegamos por analisar o caso em que V é uma subvariedade
de MS,, tal que m(V) satisfaz a condigao iii) e m(V) tem exactamente uma
algebra com dois pontos fixos. O estudo deste caso é uma generalizacao de
[22, Teorema 3| e a sua prova é feita recorrendo as algebras que apresentamos

a seguir.

Seja H a cadeia —00 < ... < -2 < -1 <0< 1<2<..<+x0e
consideremos o endomorfismo dual de H x H definido por f(p,q) = (—¢, —p).
Entao H x H=(H x H, f) e M =V (B,) e |Fix(H x H)| = Ny, [28].

Dados p € Ne g € N\ {1}, seja g a cadeia 7y < 71 < ... < 741 e defina-se
a operacao undria ¢ em ¢%? da seguinte forma:
9(1/7@0; xkﬂ R3] xk2p71> - (Iq—l—k2p717 xq—l—kou xq—l—kl ceey ‘rq—l—kgpr)?

2
W (l’ko,l’kl, "'7xk2p—l) €q P,
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Seja V¥ = (fp ,g). Verifica-se facilmente que VP e K,o e que
Fix())};) = {(zk, Tgo1-k, Tho -0y Tgo1-k) | 0 < k < g—1}.

Temos entdo |Fix(?)| = q.

Para 0 <@ < 2p—1, seja p; : QQP — ¢ a projecgao no factor i de g2p. Dados
0<j<2p—-1el <k < qg—1 defina-se z;; como o elemento de fp tal
que pj(xjr) =z € pi(xjx) =0, para 0 <7 < 2p—1ei# j. O conjunto de
elementos V-irredutiveis de ¢* ¢ J(¢*) = {x;, |0 < j < 2p—1,1 < k < g—1}.
Sendo A = {z,,_1 | 0 < i < 2p — 1}, entdo (Sg¥7(A), A, V) é um reticulado
de Boole de dtomos ;4 1, 0 < i < 2p — 1. A algebra Sg¥i(A) = (Sg¥7(A), g)
¢ uma algebra-K; o e é tal que g(2;4-1) = c(Tit1(mod2p)g-1), 0 < 7 < 2p — 1.
Como Sg¥7(A) ~ By, ¢ K, g = V(By,), [28, Teorema 2.13], podemos concluir

que yg gera K, .

Entao, dado p € N, tem-se que, para todo ¢ € N\{1}, existe uma &lgebra que

gera K, o e que tem exactamente ¢ pontos fixos.

Para a algebra que a seguir se define, consideramos ¢ > 3. Dados
0<j<2p—-1el <k < qg—1, representa-se por y;; o elemento de g2p

tal que

Tg—o- sek <q—2
Pj+1(mod 2p) (yj,k)
Z sek=q—1

pi(yik) = g1, 0<i<2p—1,i# j+ 1(mod2p).

Seja h o endomorfismo dual de ¢*” induzido por h(x;x) = Yjk, ¥V 0 € J(¢*P)
e seja WY = (¢*, h). E f4cil verificar que WP € MS, e que
Fix(WP) = {(Tr, Tg—2—k> Thy -, Tg2-4) : 1 <k < qg—3}

U {(an Lg—1,L05 -+ wqfl)a (l’q,l, Loy Lg—1y -, 1‘0)}
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A dlgebra WP tem ¢ — 1 pontos fixos.

Consideremos o conjunto A = {x;,1 | 0 <i < 2p —1} U {zg,4 2}, formado
por elementos V-irredutiveis de WPF; observe-se que A ¢ uniao disjunta de uma
cadeia com dois elementos, xg 41 > % 4-2, € 2p — 1 cadeias singulares, x; 4_1,
1<i<2p—1. A dlgebra Sg"i(A) = (Sg"i(A), h) é uma algebra de MS,, e é
tal que h(z;4-1) = c(Tit1(mod2p),g-1)), 0 <7 < 2p — 1, e h(zoq-2) = c(21,4-1).
Como Sg™i (A) = Uy, e MS, = V(Uy,) (Teorema 0.13), podemos concluir que
WP gera MS,,.

Entao, dado p € N, resulta que, para todo a € N\{1}, existe uma &lgebra que

gera MS,, e que tem exactamente o pontos fixos.
Recorrendo as algebras definidas prova-se, entao, que:

Teorema 2.8 Sejam n € Ne V uma subvariedade de MS,, que satisfaz iii) e

tal que em m(V) existe exactamente uma dlgebra com dois pontos fixos.

Entio Cax(V) = (No\{1}) U {Ro}.

Demonstracao: Do Teorema 2.7 sabe-se que Cgy (V) C (N \ {1}) U {Xo}.
Falta entdo provar que, para todo a € (Ny \ {1}) U {Xy}, existe uma algebra
L €V tal que V(L) = V. Seja m(V) = {X, A}, ..., X} e suponha-se que
|Fix(X)| = 2 e |Fix(X;)| = 1, para todo i € {1,...,t}. Consideremos, agora, os

seguintes casos: t =0et > 0.
a) t = 0 : Relativamente a X sabemos que
Xe{By :peNep|npU{lsy,: peNep|n}

Se X = By, com p € N tal que p | n, entdo V = V(By,) = V(B x By,)
=V ((H x H) X Byp), e tem-se |Fix(B x Ba,)| = 0, |[Fix((H x H) x Ba,)| = N.
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Sabemos também que V = V(By,) = V(IJP), para qualquer ¢ € N\{1}, e
Fix(yg)| =q.

Se X = Usp, com p € N tal que p | n, o caso é andlogo. Tem-se V = V(Us,)
= V(B x Uy,) = V((H x H) x Uy,) e |Fix(Usy)| = 2, |Fix(B x Us,)| = 0,
|Fix((H x H) X Usp)| = Ng. Como ja vimos, também temos V = V(Uy,)
= V(W?), para qualquer ¢ € N\{1,2}, e [Fix(OV?)| = ¢ — 1.

Entao, em qualquer dos casos, temos Cgy (V) = (Np \ {1}) U {No}.

b) ¢t > 0: Comom(V) ={X, X}, ..., X;},entao V =V (X)VV (X)) V..VV(X,).
Por a) sabemos que, para todo a € (No \ {1}) U {R¢}, existe uma &lgebra £
tal que V(Ly) = V(X) e |Fix(Ly)| = a. Se consideramos £ = Lo x [['_, X;
temos V = V(L) e |Fix(L)| = |Fix(Ly)|. ®

Em [22, Teorema 7], M. Sequeira provou que se V é uma subvariedade de
MS; que satisfaz iii) e tal que m(V) tem exactamente duas algebras com dois
pontos fixos, entdo Cgy (V) = (No \ {1,2}) U {X¢}. Neste trabalho, foi possivel
obter um resultado semelhante para o caso em que V é uma subvariedade
de MS,, que satisfaz iii) e m(V) tem exactamente k dlgebras com dois pontos
fixos, com k > 2. Tal resultado é conseguido recorrendo aos factos que a seguir

demonstramos.

Sejam k € N, ¢ € {1,...,k}, p; € Ne A, = (A;, fi) € O tal que A; tem
p; pontos fixos, w!, | € {1,...,p;}. Consideremos £ = Hle A; e os seguintes

conjuntos:

Xi = {(a,...,ar) € L: aj=w;,Vje{l,...,k}\{i}}, comie {1,.. k},
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I = {(a,..,ap) e L|Vie{l,. .k}, Fo, €A :a;=z; ANw}} e
S = {(ar,..,ap) € L|Vie{l,. k}, Jo; € Aj:a; =x; Vw}

Relativamente a estes conjuntos prova-se que se C' é um subconjunto finito

de X, entao AC,\/C € X UTUS. De facto,

- se C' =10, entao A\ C e \/ C sao, respectivamente, o elemento maximo e
o elemento minimo de L, e tem-se que AC € Se\/C € I,

- se C é um conjunto singular, o resultado é 6bvio;

- no caso em que C' = {a, b}, é simples verificar que aAb, aVh € XUITUS.
Como a,be X, entdoa € X; ebe X;, comi, je{l,...k}. Sei =
temos que a Ab, aVb e X; C X. No caso em que ¢ # j, tem-se que
aNbeleaVbes.

A prova de que AC,\/C € X UTUS, para qualquer outro subconjunto

finito ', pode fazer-se por inducao no niimero de elementos de C'.

Proposicao 2.9 Sejam k€ N, i € {1,...,k}, p; € Ne A; = (A;, f;) € O, tal
k

que A; tem p; pontos fizos, wl, 1 € {1,....p;}. Seja L =]] A;, e sejam X, I e
i=1

S 0s conjuntos definidos anteriormente.

Entdo Sg“~(X) C XUIUS.

Demonstracao: Seja £ = (ﬁ A;, f). Dado que X C f(X) resulta de [28,
Lema 2.18] que Sg£(X) coinc;zle com o subuniverso do reticulado gerado por
X, ie, Sg8(X) ={V,e,(AY)) : J & Ny, Y; & X, Vj e J}.

Seja x € Sg&(X), entdo x =V (AYj), com J C Ny tal que |J| € Ny, e com
Y; & X,VjeJ. Por indugéojﬁé cardinal de J, prova-se que todo o elemento
de Sg“(X) é um elemento de X U T U S. Para cada u € Ny representemos por

A(u) a afirmacdo seguinte: "se x = \/._;(AY;), com J C Ny tal que |J| = u,

jeJ
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ecomY; C X,V jeJ entaor € XUIUS”. Vamos entao provar que A(u)

é verdadeira, para todo u € Nj.
A afirmagao A(0) é verdadeira.

A afirmacdo A(1) é também verdadeira. De facto, se z = A\ Y, para algum

Y C. X, entao, tal como ja observamos, r € X U [.

Assumindo que A(s) é verdadeira, para certo s € Ny, vamos verificar que
o mesmo acontece para A(s + 1). Seja y = \, z(AZ,) em que R C N,
|IR| = s+ 1 e, para cada r € R, Z, C- X. Sendo R = {ry,...,rs, 7511} te-
mos y = A\Z, V (V,ep ) (AZr)). Dado que [Z,,] € Ny jd sabemos que
Yy =NZ, € XUIUS. Sendo ¥’ =V cp (1 (/\ Z;), resulta, da hipotese de
inducao, que y” € XUITUS. Dado que y,y € X UY US é simples provar que
y=y Vy' € XUIUS. Com efeito, temos o seguinte:

1) caso ¢y € X, entao y' € X;, para algum ¢ € {1,....k}, e:

i) sey” € X, entao y Vy' € X US;
ii) sey” € I, entao ¢y Vy" € X; C X;
iii) se y” € S, resulta que y Vy’ € S;

2) casoy' €[ :
i) sey” € I, entao y' Vy' € I,
ii) se y” € S, resulta que y' Vy" € S,

3) casoy € Sey’ € S, entaoy Vy' €8S.

Todos os outros casos (v € [ ey € X,y € Sey' € X,y € Sey” €1)sao

analogos e em todos eles concluimos que y =9y’ Vy"’ € XUITUS.
Assim, A(u) é verdadeira para qualquer u € Ny. Logo Sg-(X) C XUIUS. m

Recorrendo a esta proposigao prova-se entao o seguinte:
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Proposicao 2.10 Sejam k, pe N, i € {1,...,k} e A; = (A;, f;) € O, tais que

- Ay tem p pontos fivos, wh, | € {1,...,p},

)

-para j €42,....k}, A; tem dois pontos fizos complementares, w} e ws.

<

k
Seja L =]] Ai, e sejam
i=1
Xi=A{(ar,...,ax) € L:aj=w;, ¥V je{l,.. . k}\{i}}, comie{l, . k}e

k

=1

Entdo Sg-(X) tem p+ k — 1 pontos firos e

Fix(Sg(X)) = {(wh, wy, ., wp) s 1€ {1, ..., p}}

U le {(wi, .oy wj_,wi wi, g, wy) )
Demonstracao: Consideremos os conjuntos
F={(w,wi, . w):le{l, . p}u jLiJZ {(w, ...,w]l_l,w?,w}ﬂ, e wi) b
I={(ay,ag,...,ax) € L|Vie{l,.,k}, Tz, €A :a; =z; Nw}} e

S ={(a1,ag,...,ax) € L|Vie{l,....k},3z; € A; : a; = z; Vw}}.

E ¢bvio que F C Fix(Sgf(X)). Para concluirmos que os conjuntos sao iguais

basta recorrermos & proposicao anterior que estabelece que Sg©(X) C XUIUS.

Dado x € Fix(Sgf(X)), temos que x € X UT U S. Se x € X 6 facil verificar

quez € F. Sex € TUS | concluimos (atendendo a que os pontos fixos de cada
I o1

Ai, i € {2,...,k}, sdo complementares) que z = (w},wi, ..., w}), para algum

1 €{1,...,p}, e portanto, z € F. Logo Fix(Sgt(X)=F. m

Dada uma algebra s.i. de MS,, que tenha dois pontos fixos, sabemos que
estes sao complementares. Assim, o resultado que acabamos de demonstrar é

util na prova do seguinte teorema:
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Teorema 2.11 Sejam n,k € N, k > 2 e V uma subvariedade de MS,, que

satisfaz iii) e tal que em m(V) ezistem exactamente k dlgebras com dois pontos

fizos. Entao Cax (V) = (No\{1,...,k}) U {Ro}.

Demonstracao: Do Teorema 2.7 sabe-se que Cux (V) € (No\{1, ..., k})U{R}.
Vamos entdo verificar que, para todo a € (No \ {1,...,k}) U {Ro}, existe, de
facto, uma algebra £ € V tal que V(L) = V.

Sejam(V) = { Ay, ..., Ag, A1, ..., X;} e suponha-se, sem perda de generalidade,
que |Fix(A;)| = 2, para i € {1,...,k} e |Fix(X;)| = 1, parai € {1,...,¢t}. Tal

como no teorema 2.8, consideramos os casos: t =0 et > 0.

a) t = 0: Neste caso temos
V=V(A)V.VV(A) =V(BxA; x..x Ax) = V((HxH) x A; X ... x A.),

com |[Fix(B x A; x ... x Ax)| =0 e |Fix((H x H) x Ay x ... x A)| = No.

Como vamos ver, para os restantes valores de v admissiveis, também existe

uma algebra em V que tem « pontos fixos e que gera V.

Para todo ¢ € {1,...,k}, A; é uma dlgebra s.i. de MS,, com dois pontos
fixos, logo A; € {Bay, :pe N, p | n}U{lUs, :peN, p|n}.

Se Ay = By, para algum p € N tal que p | n, entdo, e tendo em conta
que ¢ = a — (k — 1) > 2, sabemos que V(A;) = V() sendo J¥ = (¢*,9)
uma algebra com ¢ pontos fixos. Assim, V.= V(J2) v V(Az) V... V V(Ay)
= V(PP x Ay x ... x Ag). Sendo wi, I € {1, ..., — (k — 1)}, os pontos fixos de
Ve w}, w? os pontos fixos de A;, para i € {2, ..., k}, seja Z, a subélgebra de

L=YPx Ay x ... x Ay gerada por

k
X ={(z,w3,wi, ..., wp) € ¢} U U {(wi,...w 1,z 0w}, ...,wp) 1z € A}
=2
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Da Proposigao 2.10 resulta que Z, tem ¢ + (k — 1) = « pontos fixos e

. k
Fix(Z,) = {(w],w},...,w}) : j € {1,..,q}} U AUQ {(wi, ..., w1, wiwh,..wp)}
i
Para todo i € {1, ..., k}, verifica-se que
Ai = nga({<w%7w%7 -'-7wi1—17$7wi1+17 7wli) T E AZ})

Logo V =V(Z,).

Se Ay = Uy, para algum p € N tal que p | n, o caso é andlogo ao
anterior. De facto, como ¢ = a+ 1 — (k—1) > 3, também temos que
V(A1) = VOWP) sendo WP = (¢*,h) uma algebra com ¢ — 1 pontos fixos.
Entdo V. = VOWVE) vV V(A) V... V V(Ar) = VIWE x Ay x ... x Ag). Sendo

1
70

A;, com i € {2,..., k}, seja Z, a subdlgebra de L = WP x A, x ... x Ay, gerada

wl, paral € {1,...,q — 1}, os pontos fixos de WP e w w? os pontos fixos de

por

k
X ={(z,w3, w3, ..,wp) :x € ¢} U U {(wi,...,wj 1,2z, wly,...,wp) € A}
i=2

De forma analoga ao caso anterior, concluimos que Z, tem « pontos fixos, e

que V=V (Z,).

b) t > 0 : Neste caso, temos V = V(A V..V (A,) VV (X)) V..VV(X). Em a)
ja provamos que, para todo a € (No\ {1,..., k}) U{Ry}, existe uma &lgebra L,
tal que V(L) = V(A1) V..V (AL) e [Fix(Lo)| = a. Tomando £ = Lox[]i_, X;
temos que V=V (L) e |Fix(£)| =a. 1

Dados n € N e V uma subvariedade de MS,,, ja observamos que m(V)
satisfaz exactamente uma das condigbes: i), ii) ou iii). Se m(V) satisfaz a
condigao iii) coloca-se naturalmente a seguinte questao: qual o nimero méximo
de élgebras s.i. com dois pontos fixos que m(V) pode ter? Nao tendo sido
possivel obter a resposta no caso geral, vamos, no entanto, analisar o que

acontece em alguns casos particulares.
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De acordo com o Teorema 0.10, as algebras s.i. de MS,, com dois pontos
fixos sdo, a menos de isomorfismo, os elementos de {Bays, Uss : s € N e s | n}.

Como foi referido no capitulo 0, dados s,t € N verifica-se que:

- se s | t, entdo Us é, a menos de isomorfismo, subélgebra de Uy;
- se s | t, entdo B é, a menos de isomorfismo, subalgebra de B;

- (Z/{t)t,o = B,

Entao, se V é uma subvariedade de MS;, resulta do Teorema 0.13 que

m(V) s6 pode ter uma algebra s.i com dois pontos fixos: Uy ou Bs.

Vejamos, agora, o que acontece em MS, sen > 2 en = p’flpgz, onde

p1, p2 € N sdo numeros primos distintos e k1, ko € Nj.

No texto que se segue vamos supor, sem perda de generalidade, que k1 < ko
e, sendo t = ky + ko, consideramos os elementos de {Bas, Uss : s € N e s | n}
agrupados da seguinte forma:

Cl = {szilp? | 0 S €; S /{:Z,V 1€ {1,2}, e+ ey = l}, l e {O, ,t}

e

Dl = {Z/{Qp?p;z | 0 S €; S k’“v 1€ {1,2}, e+ ey = l}, l e {O, ,t}

Dado [ € {0,...,t}, os elementos de C; (respectivamente, D;) nao sao com-

paraveis entre si e, conclui-se facilmente que:
-G =14+1se0 <1<k -

-G =k +1se ky <1< ky;

-G =k —r+1seky<l<t eonder=1—ks.
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Logo
-max{|C)| : 1 €{0,....t}} =k + 1;
- max({|C1] : L € {0, ...t} \{k + 1}) = ky;
-min{l : 1 € {0,....,t} e |C)| = k1 + 1} = ky;

-se || = k1 + 1, entdo [ € {ky, ..., ka}.
Sejam m = max{|C| : | € {0,...,t}} e m' = max({|C}| : | € {0, ..., t} }\{m}).

Relativamente aos conjuntos anteriores salientamos também os seguintes

factos:

1) Dados 1,1y € {0,....,m'} com Iy < Iy, k € {1,....,]C,|} e A C C}, com
|A| = k, prova-se que, existe B C C), tal que |B| > k + 1 e todo o elemento

de B é comparavel com algum elemento de A. Vejamos porqueé:

Seja A = {By,u,x : 1 <4 < k} um conjunto com k elementos (distintos
dois a dois) de Cj,. Suponhamos, sem perda de generalidade, que s; < s;,
para i, j € {1,....k} ei < j. Como u; +s; = l; < ly, para i € {1,...,k},
entao existe d € N tal que u; + s; +d = l,. Dado que Iy < k; < ko tem-se
u; +d < ki e s;+d < ky. Logo sao elementos de (), as algebras do conjunto
B = {B2p11ii+dp§i 1 <1<k} U {B2p1;jp;j+d : 1 < j < k}. E ficil verificarmos
que este conjunto tem, pelo menos, k£ + 1 elementos. De facto, os elementos
de {B, ui+a s; : 1 < i < k} (respectivamente {B u; s;+a 1 1 < j < k}) sdo nio

P Py 2p1 Py
comparaveis dois a dois e o elemento 82pu1+dp51 nao é comparavel com qualquer
1 2
elemento de {B%ujpsjw 01 < j <k} (note-se que u; < uy, Vj € {2,...,k}).
1 2

Como é 6bvio, todo o elemento de B é comparavel com algum elemento de A.

2) Tem-se max{l : [ € {0,...,t} e |C}| = m} = ky. De forma andloga ao que
foi feito em 1), dados ly,ls € {ks,...,t} com |y <y, k € {1,...,|C,|} e AC C),
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com |A| = k, prova-se que existe B C Cj, tal que |B| = k+1 e todo o elemento

de B é comparavel com algum elemento de A.

3) Dados [, lo € {0,...,t} tais que |C},| = |C),| = m, verifica-se que k

(k€ {1,...,|C},|}) elementos de C}, sdo comparaveis com k elementos de Cj,.

Dado que |C),| = |C},| = m, entado ly,ly € {k1,..., k2}. Suponha-se que [; < [y
e seja A = {Byui s : 1 <4 < k} um conjunto com k elementos (distintos
dois a dois) de C},. Suponhamos, sem perda de generalidade, que s; < s;, para
i,7 €{l,....,k} tais que i < j. Como w;+s; =y < ly, parai € {1,...,k}, entao
existe d € N tal que u; + s; + d = l5. Dado que Iy < ko tem-se s; +d < k.
Logo sao elementos de C}, as élgebras do conjunto {B2p1;,-p§i+d 1 <i <k} B
facil concluir que este dltimo conjunto tem k elementos (distintos dois a dois)

uma vez que s; < s;, para i, j € {1,...,k} tais que i < j.

4) Sendo X um conjunto de elementos de Uf:o C; , nao comparaveis dois a

dois, resulta de 1), 2) e 3) que | X| < m.

5) As observagoes anteriores sdo também validas para os conjuntos D;.

Sejam V uma subvariedade de MS,, e Y o conjunto de algebras s.i. com
dois pontos fixos que ocorrem em m(V). Entdao Y =Y, UY, com Y; C Uf:o C
e Yy, C U;:o D,. Sejam j; = |Y1] e jo = |Y2|. Com base nas observacoes
anteriores vamos entao determinar o nimero maximo de elementos que Y

pode ter.

De 4) sabemos que |Y1| < m e |[Ya| < m, logo |Y| = |Y1 UYs| < 2m. Verifica-se

ainda que:

- Se existem i1, € {1, ...,t} tais que iy # iy e |C;,| = |Cy,| = m, é possivel ter

|Y| = 2m; supondo, sem perda de generalidade, que i; < iy, 0s elementos de
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C;, U D;, nao sao comparaveis entre si, logo se considerarmos Y = C;, U D;,

temos |Y| = |C,,| + | Diy | = 2m.

- Caso exista um tnico ¢ € {1,...,t} tal que |C;| = m e |D;| = m, entdo o
nimero maximo de elementos que podem ocorrer em Y é m + m/'.

De facto, se j; > m/, e dado que m = m' + 1, resulta de 4) que |Y;| = m. Do
que foi observado em 1), 2) e 3), concluimos que Y; = C;. De forma andloga,
se jo > m' temos Yo = D;. Entao, se admitirmos que j; + jo > m+m' | e
dado que ji,70 < mem = m'+ 1, temos j; = jo = m ; entdo Y; = C; e
Y, = D;. Mas, todo o elemento de C; é subalgebra de um elemento de D;, o
que contradiz a hipdtese de termos j; + jo algebras nao comparaveis duas a
duas. Logo em Y podem existir, no méximo, m + m’ algebras s.i. com dois

pontos fixos.

Mostramos assim que

Teorema 2.12 Sejan = p]flp?, onde p1, p2 € N sao niumeros primos distintos
e ki, ko € Ny sdo tais que ky < ky. Seja t = ky + ko. Paral € {0,...,t}, seja

Pl:{pilp? | OSGZSI{?“VZG{]_,Q} €€1+62:l}.

Se V € uma subvariedade de MS,, tal que m(V) satisfaz a condicao iii) e Y €

o conjunto de dlgebras com dois pontos fizos que ocorrem em m(V), entdo
i) Y| <2k +1 se existe um tnico i € {1,....t} tal que |P| = k1 + 1;
i) Y] < 2ky + 2 se existem iy,ip € {l,...,t} tais que iy # iy e

|Pl1| = |P12| =k+1. ®

Recorremdo ao teorema, terminamos este capitulo com a indicacao, para
algumas variedades MS,,, do nimero méximo de algebras s.i. com dois pontos

fixos que podem ocorrer em m(V), sendo V uma subvariedade de MS,,.
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e Cason = plfl, onde p; € N é primo e k; € N.

Neste caso as algebras s.i de MS,, com dois pontos fixos sdo, a menos
de isomorfismo, os elementos de U;ZO Cr U U';lzo Dy onde: Cp = {By} e
D, = {leprlz}. Sendo Y o conjunto de algebras s.i. com dois pontos fixos
que existem em m(V), é facil concluirmos que o nimero maximo de elementos
que Y pode ter é 2. Se |[Y| =2, entdo Y = {BQP?’ Z/{Qpig}, com j; € {1, ...,k },
o € {0, . k1 — 1} e jo < 7.

Sendo V uma subvariedade nao trivial de MS , e £ uma algebra (contével)
1

que gera V, entao temos exactamente uma das seguintes situagoes:

i) m(V) tem uma édlgebra com 0 pontos fixos e resulta que £ também tem
0 pontos fixos.
ii) toda a Aalgebra de m(V) tem wum dunico ponto fixo e, entao
|[Fix (£)] € {0,1}.
iii) toda a algebra de m(V) tem, pelo menos, um ponto fixo e

1) m(V) tem uma tnica algebra com dois pontos fixos; neste caso, sabemos

pelo Teorema 2.7 que |Fix(L£)| € Ny \ {1} U{X¢}.

2) m(V) tem exactamente duas &lgebras com dois pontos fixos e tem-se

|Fix(L£)] € No \ {1,2} U{Rg} (Teorema 2.7).

e Caso n = p1p2, onde py, po € N sdo niimeros primos distintos.

As édlgebras s.i. de MS,, com dois pontos fixos s@o, a menos de isomorfismo,

2 2
os elementos de | C; U |J Dy onde
=0 s=0

Co = {Ba}, Dy = {Us},

Cl - {82p1)82p2}7 Dl - {u2p1)u2p2}7
Cy = {82101;02}7 Dy = {u2p1p2}'
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Se V é uma subvariedade de MS,,,, tal que m(V) se encontra na situagao iii)
e tem k algebras com dois pontos fixos, é facil concluir que £ < 3. Sendo Y o
conjunto de algebras s.i. com dois pontos fixos que ocorrem em m(V) verifica-

-se que, se |Y| =3, entdo Y = {Us, Bap, Bop, } ou' Y = {Usp,,Usp,, Bopyps, }-

e Cason = P1p§2, onde pq,ps € N sao nimeros primos distintos e ko € N com

ky > 2

Neste caso temos

Co = {B}, Do = {Us},

Cy = {Bayp,, Bop, Dy = {Usp,, Usp, },
Co = {Bopipm, Bz Dy = {Usp,py, Usp3 }
Cs = {Bap,p2. Baps D3 = {Usp, 2, Usy },

Cy, = {B2P1P§2_1782p§2} Dy, = {M2P1P§2_1’u2p§2}’
Chry1 = {BQplp’;z} D1 = {U2P1P§2}'

Se V é uma subvariedade de 1\/1810110152 tal que m(V) se encontra na situagao iii)
e tem k algebras com dois pontos fixos, entao £ < 4. Sendo Y o conjunto de
algebras s.i. com dois pontos fixos que ocorrem em m(V), ¢é facil verificarmos
que, se |Y| =4, entdao Y pode ser, por exemplo, um dos conjuntos C, U Dy,

com l; € {27 ...,k’g}, I, € {]_, ...,]{32 — 1} ely <.

Seja 'V uma subvariedade de MS,, onde n = p’flpSQ....plgs com s > 3 e
P1, P2, --., Ps Nimeros primos (distintos dois a dois) e k; € Ny, para todo
i € {1,...,s}. Neste caso, o estudo do niimero maximo de algebras s.i. com
dois pontos fixos que podem existir em m(V), parece ser semelhante ao caso

n= plflp§2, estudado atras.
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S

Sendo t =) k;, agrupam-se os elementos de {Bas, Uss : s € N e s | n} nos
i=1

conjuntos

0 S €; S kJZ,Vl S {1, .‘.,S}, Z €; = l}, le {0, ,t}

=1

Cl - {BQP:jlpSQ .__pgs

(S

e | 0< e; < kl,VZ € {1, ...,S}, Z €; = l}, l e {O, ...,t},

i=1

Dy, = {Z/{2

Pe1py2...

e o resto da prova seria feito de acordo com a ideia que foi usada no caso
n = plfl p§2. Porém, dada a complexidade que existe na determinagao do niimero

de elementos dos conjuntos C; e Dy, este estudo nao chegou a ser realizado.






Capitulo 3

Extensao de algebras-MS,, a

algebras-MS,, duplas

Em [20] M. Sequeira introduz o conceito de dlgebra-MS,, dupla e mostra
que, para cada dlgebra £ = (L, f) € MS,, que satisfaga certas condigdes, existe
uma (e uma s6) operagao g definida em L tal que £' = (L, f, g) é uma &lgebra-
-MS,, dupla [20, Proposigao 5.6]. Diz-se neste caso que L pode ser transformada

numa algebra-MS,, dupla ou que L se estende a uma algebra-MS,, dupla.

Neste capitulo come¢amos por identificar quais as algebras subdirectamen-
te irredutiveis de MS,, que se estendem a &lgebras-MS,, duplas. Dada uma
algebra s.i. £ que se estende a uma algebra-MS,, dupla nao podemos, porém,
concluir que a variedade gerada por £ é uma classe de algebras que também se
estendem a dlgebras duplas. De facto, a classe das dlgebras-MS,, que se esten-
dem a algebras-MS,, duplas nao é uma variedade, uma vez que nao é fechada
para a formagao de subalgebras. Sendo £ € MS,, uma algebra que se esten-
de a uma &algebra-MS,, dupla e £’ uma subdlgebra de L, decidimos, entao,
estudar em que condigoes £’ também se estende a uma algebra-MS,, dupla.

Determinamos uma condicao suficiente para que £’ se estenda a uma algebra-
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-MS,, dupla e, no caso em que £’ = Lys ,, com n' divisor de n, conseguimos

estabelecer uma condicao necessaria e suficiente.

A possibilidade de estender uma édlgebra £ = (L, f) € MS,, a uma &lgebra-
-MS,, dupla ¢é estabelecida por condigoes que envolvem a nocao de aplicagao
residuada. Por tal motivo, vamos comecar por recordar esta nocao, assim

como, outros conceitos e resultados que lhe estao associados.

Dados P e @) conjuntos parcialmente ordenados, uma aplicagao ¢ : P — @)
diz-se residuada se ¢ é is6tona e existe uma (e uma s6) aplicagdo isétona
w1 Q — P tal que p¢ > idp e ¢pp < idg, [3]. A aplicagdo ¢ designa-se
por aplicag¢ao residual de ¢ e define-se por ¢(y) = max{zx € P : ¢(x) < y},
para cada y € (). Verifica-se, também, que ¢ preserva supremos e @ preserva
infimos. No caso em que P = Q e ¢ : P — () é operador de fecho residu-
ado com residual ¢, temos que ¢(x) = min([z) N Im ¢), para cada = € P, e
o(x) = max((z] N Im ¢), para cada = € Q.

Um subconjunto S nao vazio de P diz-se bicompleto se, para cada cada
x € P, [x) NS tem elemento minimo e (z] NS tem elemento méximo. Os
subconjuntos bicompletos de P sao os conjuntos Im ¢ em que ¢ ¢é operador de
fecho residuado em P, [3, Teorema 20.1].

Um subconjunto bicompleto S de P diz-se bicompleto forte se a aplicagao
¢ : P — P, definida por p(z) = max((z] N S), para cada z € P, preserva
os supremos que existem em P, [5]. Note-se que S é subconjunto bicompleto
forte de P se e s6 se S = Im ¢, para algum operador de fecho residuado ¢ cuja

aplicagao residual ¢ preserva supremos.

Proposicao 3.1 [20, Lema 5.4] Se P ¢é reticulado distributivo e ¢ € operador
de fecho em P, sao equivalentes as afirmacaoes:

i) Im ¢ € subconjunto bicompleto forte de P,
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it) Tm ¢ € subconjunto bicompleto de P e, para todo x € Im ¢, se x =y V z

comy,z € P, entao x = p(y) Vp(z). A

Dada uma élgebra £ = (L, f, g) € DMS,,, prova-se que o operador de fecho
f?": L — L é residuado e a sua residual é ¢**, [20, Proposicao 5.5]. A possi-
bilidade de transformar uma élgebra (L, f) € MS,, numa algebra-MS,, dupla
(L, f, g) esté relacionada com o facto de o operador de fecho f?" ser residuado.
Uma vez que Im f = Im f?", é possivel estabelecer, em termos de Im f, uma
condigao necessdria e suficiente para que (L, f) possa ser transformada numa

algebra-MS,, dupla:

Proposicao 3.2 [20, Proposicao 5.6] Uma dlgebra (L, f) € MS,, pode ser
transformada numa dlgebra-MS,, dupla se e so se Imf € subconjunto
bicompleto forte de L. Neste caso, obtém-se (L,f,g) € DMS, onde
g(z) = 2" Y max((z] N Im f)), para cada x € L.

Corolario 3.3 [20, Coroldrio 5.7] Se (L, f) € MS,, pode ser transformada
numa dlgebra-MS,, dupla, entao qualquer elemento de Im f que seja \V-redutivel

em L é também V-redutivel em Im f.

Vamos comecar por analisar quais as algebras subdirectamente irredutiveis
em MS,, que podem ser transformadas em &lgebras-MS,, duplas (os resultados
relativos a algebras subdirectamente irredutiveis em MS,,, necessérios a este

capitulo, podem ser recordados no capitulo 0, seccao 0.2).

Como as algebras subdirectamente irredutiveis em MS,, sao, a menos de iso-

morfismo, os elementos de
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SiMS,,) ={Bs,Us : s €N, s | nes éimpar} U{Bas, Uss: s € Nes|n}
U {X, Xy, : X €Cy,,em | n}

U{Xy/\wn:XGQO7mem|neyEYX},

basta estudarmos as algebras desta classe.

A proposicao que apresentamos a seguir estabelece que, para todo t € N,

U, se estende a uma algebra-MS,; dupla.

Proposicao 3.4 Dado t € N, U, = (U;,®) € MS; estende-se a dlgebra-
-MS; dupla (U, ®, ), onde ¢ € o endomorfismo dual de U, induzido por
©(a;) = c(@;—1(moar)), para i € {0,...,t — 1}, e p(a) = 1.

Demonstracao: Seja ¢ o endomorfismo dual de U; induzido por
@(a;) = c(@;—1(moar)), Para i € {0,...,t — 1}, e ¢(a;) = 1.

Dado que ¢*(a;) = a;, para i € {0,....t — 1}, e p?*(a;) = 0 < a4, tem-se que
©*(x) < z, para cada x € U;.

Verifica-se também que:

- o®(a;) = (c(@ip1modr))) = a; = P*(a;), Vi € {0, ...t — 1};
- p®(ar) = p(c(ar) = ap = ®*(ay).

Logo, o®(x) = ®*(x), para qualquer z € U,.

- ®p(a;) = P(c(airi-1(modr))) = @i = ¢*(a;), Vi € {0,....,t — 1} ;
- Pp(ar) = 0= ().

Logo, ®p(z) = p*(x), para qualquer z € U;.

Desta forma, podemos concluir que U; = (U, P) se estende a dlgebra-MS;

dupla (U, @, ). R
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Observagao: 1) Dado t € N, a algebra (Uy,®) € MSy; estende-se a uma
algebra-MS; dupla. De facto, da proposi¢ao anterior sabemos que (Us, ®) se
estende a algebra-MSy dupla (Us, @, ¢), onde ¢ é o endomorfismo dual de Uy
induzido por ¢(a;) = ¢(aita—1(moa2s)), Para i € {0,...,2t — 1}, e ¢(az) = 1.
Pela Proposigao 0.11 sabemos que (Uy,®) € MS; , donde concluimos que
¢ (z) = ®%(x); também se verifica facilmente que p* (z) = p*(z), para cada

x € Uy. Logo (U, ®, ) € DMS,;.
2) Dados m,n € N, tem-se DMS,,, C DMS,, se e s6 se m | n, [21].

3) Toda a algebra (L, f) € K, o pode ser transformada numa algebra-MS,,
dupla; definindo g = f?"~! tem-se que (L, f,g) € DMS,, [20].

Com base no que foi observado podemos assim estabelecer a seguinte propo-

sicao:

Proposicao 3.5 Se L é uma dlgebra de
{Us:s€N,s|nes éimpar} U{Bas, Uss : s € Ne s | n},

entdo L estende-se a uma dlgebra-MS,, dupla. B

Continuando o estudo relativo a algebras subdirectamente irredutiveis

mostramos que:

Proposigao 3.6 Se L € {X, X, : X € C,,, em | n}, entdo L estende-se a

uma dalgebra-MS,, dupla.
Demonstragao: Dado X € C, ,,, tem-se

- X = Cy,, (subdlgebra de Uy, gerada por {a,}, com ay € L, o) ou

- & =Cf,, (subdlgebra de Uy, gerada por {ai,a}, com ai,a € Ly p).
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Entao, se £ = X resulta que £ € K,,y C K,,o. Logo L estende-se a uma

algebra-MS,, dupla.

Consideremos, agora, o caso em que £ = X&,,, . A algebra X é subalgebra de
Us,,. Dado que m divide n, entao Us,, €, a menos de isomorfismo, subalgebra

de Uy, € tem-se Ugp, = Usp € kjpy = kjp, j € {0,1}.

Se X = Cy m, entao L = ((C1,m)us,,» P) €, portanto, L é a subalgebra de Us,,
gerada por C1,, U {ugn}, i.e., £ é a subdlgebra de Uy, gerada por {ay, ugm}.
Considerando o endomorfismo dual ¢ : Us,, — Us,,, definido de acordo com

a Proposicao 3.4, e atendendo a que

p(ar) = c(ag) = ©*"H(a1) € (Crim)us, ©

p(uzm) = azm—1 = " *(a1) € (Crm)uzms
podemos considerar a aplicac@o ¥ : (Cim)usy, — (Cim)uy, definida por
Y(z) = ¢(z), para cada & € (C} 1 )u,,. Como ¢é simples verificar temos

-1 < ¥ (z) e ¥ (z) < @, para todo T € (Chn)us,,

- DY = PP e PP = P

Logo L estende-se a algebra ((C . )uy,,, P, %) € DMS,, C DMS,,.

®) e, neste caso, L é a subdlgebra

U2m, I

Se X = C{,,, entao L = ((C{,,)
de Uy, = (Uzm, @) gerada por Cf,, U {uan}, i.e, L é a subalgebra de Uy,
gerada por {aj, a, usy, }. De forma andloga ao caso anterior, concluimos que £

se estende a uma dlgebra-MS,, dupla, pois verificamos que:

- 90(0’1)7 SO('U/Zm), 90<a) S ( il,m)UZn
(note-se que a = a;, V...Va;,_, Vagcom2 < s < meiy,..,is 1 Impares;

logo (a) = c(ai,12m—1(mod2m)) A - A (@i, +2m—1(mod2m)) N (A2m—1)

= 9> (q)). W
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Proposicao 3.7 Seja L = Xypy,, com X = Co,,, m divisor den e y € Yy.
1) Se y = kom, entao L estende-se a uma dlgebra-MS,, dupla.

2) Se y # kom, entdo L ndo se estende a uma dlgebra-MS,, dupla.

Demonstracao: Seja £ = Xy, com X = Com = (Com, P), y € Yr em
divisor de n. Dado que m divide n, sabemos que Us,, ¢, a menos de isomorfismo,
subdlgebra de Us, e que ugy, = Ugy, € kom = ko, Entao £ é a subdlgebra de
Usr, gerada por {ag, y A ugm}-

m—1 m
1) Se y = kom :i\—/o (o, temos y A Uy, :k\:/1 ag,. De forma semelhante ao

que foi feito na proposicao anterior, se considerarmos o endomorfismo dual

v : Uyyy — Usyy, definido de acordo com a Proposigao 3.4, verificamos que

- QO(GO) = C(a2m—1) = ¢)2m71(a0) € (CO,m)y/\uzm €

- o (Vity az) = Vitg" elazie) = Vit" @ (a0) € (Com)yruan-

Sendo assim, podemos definir a aplicacdo ¥ : (Com)yrusm — (Com)yrusn
por ¥(z) = ¢(x), para cada z € (Com)yrus,, € ndo é dificil provar que
((Com)yrusm: ©, ) € DMS,, C DMS,,. Logo L estende-se a uma algebra-
-MS,, dupla.

2) Consideremos, agora, o caso em que y # ko ,,. Neste caso, £ nao se estende
a uma algebra-MS,, dupla. A prova é feita recorrendo ao Corolario 3.3, pois,
como vamos ver, existe um elemento z € Im® que é V-redutivel em L e

V-irredutivel em Im ®.

Atendendo a que y # kom, entdao y € ComN lkom, 1], e, portanto,

m—1
y =V axV \V aj, para algum S C {1,3,...2m — 1} e S # 0. Logo
k=0 jes

m
yAugm =V axV '\ aj.
k=1 jes
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Dado que £ ¢é a subdlgebra de Uy, gerada por {ag, y A ugm}, sdo também

elementos de L os seguintes:
- (y A ugm) Vag =y,
- ®lag) = c(ay), 1 € {1,3,...,2m — 1},

m—1
-y AN N clw) =V axVa,, paraj €S,
leS\{s} k=0

- yN ug A N\ cla)) =\ ag Vaj, para j € S.

1€S\{j} k=1
m—1
Se considerarmos z = \/ ag; V a;, para algum j € S, verifica-se que:
k=0

m—1
- z € Im ®, pois z = ®™ ( \ agk\/aj) ;

k=0
m
- z é V-redutivel em L, uma vez que z = qoV \/ ag V aj, com ay,
k=1
m m
V axpVaje€Lez#agez#\ aw Vay;
k=1 k=1
- z é V-irredutivel em Im®, pois Im® = ((Com)yrusm,)mo = Com € 0
m—1
elementos V-irredutiveis de Cp,, sdo: ag;, com i € {0,....,m — 1}, ¢ \/
k=0

as, V ag, para s € {1,3,...,2m — 1}.

Logo, pelo Corolario 3.3, concluimos que £ nao se estende a uma algebra-MS,,

dupla. &

Proposicao 3.8 Seja L = Xy, onde X = (C§,.,®), para algum m

0,m>

divisor de n, y € Yy, b € um elemento de (Usy)npo € satisfaz (*2) e

b = v{a2i+1 | 0 S 1 S m — 1,&0 f @21(17)}
1) Sey =kom VU , entao L estende-se a uma dlgebra-MS,, dupla.

2) Se y # kom VU, entdo L ndo se estende a uma dlgebra-MS,, dupla.
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Demonstragao: Dado que m divide n, Us,, é subalgebra de Us,, € us, = Usgy,.
Como L = Xp,,, com X = (C},,,®), entdo L é a subélgebra de Us, gerada

,m)

por {ag, b, y A ugm }

1) Se y = ko VU tem-se y Augy, = \/ ag V. Logo L ¢é a subélgebra de Uy,
k=1

gerada por {ag, b, \n} as V b'}.

Para provarmos qllfe: l,C se estende a uma algebra-MS,, dupla basta mostrar-
mos (tal como fizemos em casos anteriores) que é possivel definir a aplicagao
V2 (CF ) ynusm — (Clm)yrusn tal que () = ¢(x), para cada z € (Cf ) yrus, -

Para tal, é suficiente verificar que

- p(ag) = (I)2m71(a0) € (Cg,m>yAu2m>

- p(b) = ¥ 7H(b) € (CF ) ynuzne

m m—1
- (’0 ( V Aok \/ bl) — @27’71—1 < \/ Aok \Vi b/)
k=1

k=1
_ (I)mel Y b/ Cb
= gy V € ( O,m)y/\uzm-
1

k=

Entao ((ngm)y,\uzm, ¢, ) € DMS,, C DMS,,.

2) No caso em que y # ko, V V', temos que y € |ko,, V ', 1], logo

y=rkomVV\ ayi,comS#PeSC{i|0<i<m—1,ay < P*()}.
jES
m
e, portanto, y A gy, =V ag VU V '\ agjt1.
i=1 jES

Dado j € S, tem-se

-®¥(b)=ao VvV  Vax  Vag € (CF)yrumm:
teTC{1,....,m—1}

- Q¥ (b) Ay ANtigm = agm V' Vaz  V ag1 € (CFLn)yrusm
teTC{1,....m—1}
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donde concluimos, relativamente ao elemento % (b) € Im ®, que:
- é V-redutivel em L pois

@2j<b> = Qo V a9V v QA2 \/a2j+1 = Qo V (q)%(b) A Yy A Uzm) y
teTC{1,...,m—1}

com D% (b) # ag e ¥ (b) # D (b) Ay A ugpm;

- é V-irredutivel em Im ® pois Im® = ((C{,,,)yaugn Jmo = C,, € 0s elementos

V-irredutiveis de Cf,, 8o ap; € ®*(b), com 1 <i < m — 1.

Logo, pelo Corolério 3.3, £ nao se estende a uma algebra-MS,, dupla. B

A classe E das algebras de MS,, que se estendem a algebras-MS,, duplas
nao é uma variedade. De facto, a classe E nao é fechada relativamente ao
operador S. Dada uma algebra £ = (L, f) € MS,, que se estende a uma
algebra-MS,, dupla, é simples verificar que tal nao implica que uma subélgebra
L' de £ também se estenda a uma algebra-MS,, dupla. E o que acontece no

exemplo que se apresenta de seguida.

Exemplo 3.9 Seja L o reticulado:
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e sejam f e g as operagoes definidas em L de acordo com a seguinte tabela:

A algebra £ = (L, f) € MS, estende-se a algebra-MSs dupla (L, f,g). No
entanto, tendo-se Lyg = {0,t,v,w,k,1} e f(Lys) = {0, k, 1}, verifica-se que
nao é possivel estender Ly s = (Lys, f) a uma édlgebra-MS, dupla, uma vez
que o elemento k € f(Lys) é V-redutivel no reticulado Lys e V-irredutivel

em f(Lys) (Corolério 3.3).

Dadas uma algebra £ = (L, f) € MS,, que se estende a uma algebra-MS,,
dupla e £ = (L', f) uma subdlgebra de L, interessa, entao, analisar em que

condigoes £ também se estende a uma algebra-MS,, dupla.

Proposicao 3.10 Sejam L = (L, f) € MS,, tal que L se estende a dlgebra-
-MS,, dupla (L, f,g) e L' = (L', f) uma subdlgebra de L. Se g(L') C L', entao
L' estende-se a dlgebra-MS,, dupla (L', f, g).

Demonstracao: Seja £ = (L, f) € MS,, tal que L se estende a algebra-MS,,
dupla (L, f,g). Entdo Im f é um subconjunto bicompleto forte de L, o que
significa que f?* : L — L é um operador de fecho residuado cuja residual
g*" : L — L preserva supremos.

Dado que (L', f) é uma subélgebra de £ e f?" : L — L é um operador de
fecho, é ébvio que f?" : L' — L’ é também um operador de fecho. Supondo
que g(L') € L' podemos considerar a aplicagao r : L' — L', definida por

r(x) = g*"(x), para todo x € L'. Uma vez que ¢g°" : L — L ¢ a residual de
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7 L — L é imediato que f*r(z) < x e rf*(x) > z, para todo x € L', e
que r preserva supremos. Entao concluimos que f**: L' — L' é um operador
de fecho residuado e que a sua residual (a aplicagdo r : L' — L') preserva

supremos. Logo £ = (L', f) estende-se a uma algebra-MS,, dupla. B

A condicao estabelecida nesta proposicao nao é, contudo, necessaria para

que L' se estenda a uma algebra-MS,, dupla. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.11 Sendo L o reticulado descrito na figura

1
b U
Y d

e f, g as operacoes definidas em L de acordo com a tabela

verifica-se que £ = (L, f) € MS, se estende a algebra-MS, dupla (L, f,g). A
maior subdlgebra de L pertencente a MS tem como conjunto suporte
Lys = {0,k,u,1}. Considerando a aplicagao h : Lys — Lys definida por

h(0) = 1, h(1) = 0, h(k) = k e h(u) = k, concluimos que Lyg = (Lss, f)
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também se estende a uma dalgebra-MS, dupla (Lys, f,h). No entanto,

9(Lus) € Luss.

Seja L = (L, f) € MS,, uma algebra que se estende a uma &algebra-MS,,
dupla e, para cada n' divisor de n, seja L' = (Lysg,,, f), i.e., £ é a maior
subdlgebra de L pertencente a MS,,;. Neste caso particular conseguimos es-

tabelecer uma condicao necessdria e suficiente para que L’ se estenda a uma

algebra-MS,, dupla.

Para obtermos a condicao referida, comegamos por verificar que se n’ divide
n, entdao L = (L, f) € MS,, estende-se a uma algebra-MS,, dupla se e s6 se £

se estende a uma &algebra-MS,, dupla.

Sejam m, m’ € N, com m < m’. Em [20, Proposigao 5.9] M. Sequeira prova
quese (L, f, g) é uma algebra tal que (L, f) € MS,,, (L, g) € MS,, fg = ¢°™
e gf = f*™, entao (L, f,g) é algebra-MS, dupla para ¢ = m.d.c.(m,m’).

Recorrendo a este resultado concluimos que:

Proposicao 3.12 Sejam n, n’ € N tais que n' | n e seja L = (L, f) € MS,,.
Entao L estende-se a uma dlgebra-MS,,, dupla se e so se L se estende a uma
dalgebra-MS,, dupla.
Demonstragao: Dado que n’ | n temos DMS,, C DMS,,. Logo se L se
estende a uma algebra-MS,,; dupla, entao £ também se estende a uma algebra-
-MS,, dupla.

Reciprocamente, se assumirmos que L se estende a uma algebra-MS,, dupla
(L, f, g) podemos concluir que £ também se estende a uma algebra-MS,,, dupla.
De facto: 1) se n’ = n o resultado é 6bvio; 2) se n’ < n, e atendendo a que
(L,f) € MS,,, (L%, g) € MS,, fg = ¢"" e gf = f> = f*, resulta da
Proposicao 5.9 de [20] que (L, f,g) € DMS, para ¢ = m.d.c.(n’,n) =n'. R
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Corolério 3.13 Seja L € MS,,. Sen’ é o menor natural tal que £ € MS,,/,
entdo L estende-se a uma dlgebra-MS,,, dupla se e so se L se estende a uma

algebra-MS,, dupla.

Demonstragao: Se n’ é o menor natural tal que £ € MS,,, entao n’ divide

n, logo o resultado é consequéncia imediata da proposicao anterior. B

Sejam n, n’ € N tais que n' divide n, seja L = (L, f) uma &lgebra-MS,,
e consideremos a aplicacdo f2" : Lys, — Lus,. Se f L — L é uma
aplicacao residuada vamos verificar que esta condicao é suficiente para que

’ , . . ~ .
L ms,, — Lus,, também seja uma aplicagao residuada.

Proposigao 3.14 Sejam n, n’ € N tais que n = n'q, para algum q € N, e
seja L = (L, f) uma dlgebra-MS,,. Se f*" : L — L é uma aplicagio residuada
com residual m : L — L, entdo f*" : Lys, — Lus, € uma aplicagao
residuada sendo a sua residual a aplicagdo m : Lys , — Lus,, definida por

m(z) = /\;.1:_01 f2i(m(x)), para todo x € Lys,, -

Demonstracao: A residual de f?" : L — L é a aplicacao m : L — L definida
por m(x) = max((z]; N f(L)), para cada = € L. Recorrendo a residual de f2",
prova-se que também existe max((z|z,, LN f(Lus,,)), para cada x € Lysg,,,

tendo-se max((m]LMsn/ N f(Lus,)) = N2 o f27i(m(x)). Com efeito,

1) atendendo a que m(z) < z, resulta que Ay f2"i(m(x)) < Ny 2 ().

Dado que # € Lyg, temos z < f>(z) < ... < f™@D(z) e, portanto,
o i (x) = 2. Entdo AL, f7"(m()) <

Como m(x) € f(L), vem m(z) = f(a), para algum a € L, e consequen-

temente temos A\, f2"i(m(z)) = (VL i )). Entdo é imediato que
o [ (m(x)) € f(Lus,,) pois VI [ (a) € Lus,,-
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Logo Ao /2" (m(x)) € (2]rys, N f(Las,)-

2) para cada y € (x]LMSn/ N f(Lus,,), temos que y € (z]r N f(L), logo
y < mlx). Vem entdo A f*i(y) < ALy f*(m(z)). Dado que
y € f(Lums,,), temos f>""(y) =y, para cadai € {0,...,g—1}, donde resulta que
y < NZo £ (m(x)).

De 1) e 2) resulta que max((x]LMsn/ N f(Lus,,)) = ?;3 f (m(x).

Uma vez que existe max((x]r,s, N f(Lwms,)), para cada v € Lys,,
podemos considerar a aplicacdo m Lys, — Luys,, definida por

m(z) = max((z]z,s , N f(Lus,,)) = AL, f2"i(m(z)). Atendendo a que:
- m ¢ isétona,
- f'm(z) = m(z) < idp,,,  (2), para cada x € Lys,,,

S () = [2(2) > idy,,  (2), para cada ¢ € Lys,,

. —~ . /
concluimos que m é a residual de f2* : L ms,, — Lays,,. W
Com base nesta proposi¢ao prova-se entao que:

Teorema 3.15 Sejam n, n' € N tais que n = n'q, para algum q € N. Seja
L= (L, f) e MS,, uma dlgebra que se estende a uma dlgebra-MS,, dupla (L, f,g).

Entao Lys,, = (Lus,,, f) estende-se a uma dlgebra-MS,, dupla se e so se

Va,y€ Lys,, Yu,ve{l,....q}, u#v, VC C {1, ..., q}\{u},
( A gm(ﬂf)) A( A gQ"'t(y)> < ¢ (@) Vg* (y);
se€J=CU{v} te{l,....q}\J
nesse caso, Lys, estende-se a dlgebra-MS, dupla (Lys ,, f,m) onde
q /
m : Lys, — Lus, € a aplicagio definida por m(z) =\ ¢*"(x), para to-
i=1

dox € Lys,,.
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Demonstragao: Seja £ = (L, f) uma &algebra de MS,, que se estende a
dlgebra-MS,, dupla (L, f,g). Entao f** : L — L ¢ um operador de fecho
residuado e a sua residual preserva supremos. A residual de f?" é a aplicacao

g*" : L — L, definida por ¢*"(z) = max((x]; N f(L)), para cada z € L.

Dado que n’ divide n, sabemos pela Proposicao 3.12 que L5 , se estende a
uma algebra-MS,, dupla se e s6 se L5 , se estende a uma dlgebra-MS,, dupla.
Como sabemos, a dlgebra Ly, = (LMSH,, f) estende-se a uma algebra-MS,,
dupla se e s6 se f(Lys,) ¢ um subconjunto bicompleto forte de Lys ,, i.e.,
se f2"' : Lys,, — Lus,, ¢ um operador de fecho residuado e a sua residual

preserva supremos.

Atendendo a que f?* : L — L é uma aplicacao residuada, da proposicao
anterior concluimos que f2”/ : Lys, — Lus,, também ¢ um operador de
fecho residuado e a sua residual é a aplicacdo m : Lyg, — Lug,, definida
por m(z) = A} fzm( *(x)), para cada x € Lyg ,. Tendo em atencdo a

Proposigao 0.16 vem que m(z) = A/, 92"’( ).

Para que Lyss , se estenda a uma dlgebra-MS,, dupla falta verificar em que
. o~ . / . .
condicoes a residual de f?* preserva supremos, i.e., temos de determinar em

que condigdes m(x V y) = m(zx) V m(y), para quaisquer x,y € Lyys, .

Como g>"i(zVy) = g*"i(x)Vg*(y), paratodo z,y € Lys ,, e para todo i € Ny,
entdao m(z Vy) = A, ¢?(x Vy) = AN, (¢*(z) V ¢*"(y)). Logo im preserva

supremos se e s6 se AL (g2 (x)V ¢*""(y)) = Nf_y 62" F(z) v NIy g% (y).

Para que a igualdade anterior seja satisfeita basta que

L™ (@) Vg (y) < Niey 97 M) VAL (), ()

ja que a outra desigualdade resulta trivialmente.
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Atendendo a que

i/q\l (" (z) Vg™ (y) = V (/\ g @) NN g2n't(y)>

CC{1,....q} \s€C te{l,...,q}\C
e
H 2n'k A 2n'j H A 2n/ 2n/
A g @V A=A A (6> “(x) vV ¢ (1))
= j= u=1 v=

a desigualdade (i) verifica-se se e s6 se
VC CA{1,...,q} eVu, v e {l,..,q},

A g @) A N PVHy) < @) Vg™ (y).
seC te{l,...,q}\C

Destas desigualdades hé algumas que sao triviais e a condi¢ao anterior é entao

equivalente a

Vu,v € {1,...,q}, u # v, VC C {1, ..., q¢}\{u},

( A 92”'5(@) A ( A 9”‘“(@/)) < g () V g*" (y).

seJ=CU{v} te{l,...,q}\J

Logo Lys,, = (Lus,,, f) estende-se a uma algebra-MS,, dupla e, consequente-
mente, a uma algebra-MS,, dupla, se e s6 se a condi¢ao anterior é valida, para

todo z,y € Lys ,. W

Deste teorema e da Proposicao 3.1 resulta que a andlise sobre a possibili-
dade de estender Lyss , a uma algebra-MS,, dupla pode ser feita com base em

condigoes estabelecidas sobre os elementos de f(Lyg,,).

Teorema 3.16 Sejam n, n' € N tais que n = n'q, para algum q € N. Seja
L = (L, f) € MS, uma dlgebra que se estende a uma dlgebra-MS,, dupla
(L, f,g). Entio Lys, = (Lus,,,f) estende-se a uma dlgebra-MS,, dupla se

e so se, para qualquer x € f(LMsn/),

x=aVb, coma,be€ Lys, = (x<¢™(a)Vg*(b), Vi, je{l, ...q}).
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Demonstragao: Se a dlgebra Lass , = (Lus,,, [) se estende a uma algebra-
-MS,, dupla, entao f(Lass,,) ¢ um subconjunto bicompleto forte de Lysg ,. Da
Proposigao 3.1 e do Teorema 3.15 resulta que, se Lyss , = (Luss,,, f) se estende

a uma algebra-MS,, dupla entao, para todo z € f(L Mgn,),
r=aVb comabe€Lys, =x= 32192’”( ) VAL, g (D).

Logo, dado = € f(Lys,), se © = a V b para certos a,b € Lyg ,, entdo
x < g*(a) v g*"(b), para quaisquer i,j € {1,...,q}.

Vejamos agora que a condi¢ao enunciada se trata, de facto, de uma
condigao suficiente para que Lyg, se estenda a uma dlgebra-MS, dupla.
Atendendo a que £ = (L, f) se estende a uma &lgebra-MS,, dupla, sabemos
da Proposicao 3.14 que f2" : Lys, — Lus,, ¢ um operador de fecho resi-
duado sendo a sua residual a aplicacdo m : Ly, — Lus, definida por
m(z) = ?;(1) f9(g* () = AL, ¢*(x), para todo x € Lyg,. Temos,
entao, que f(Lyss,,) é um subconjunto bicompleto de Lyss ,. Se admitirmos

que, para todo x € f(Lys,,),
z=aVb, comab€ Lys, = (z<¢™(a)Vg®b), Vs,t € {1,....q}),
vem que,

r=aVb,coma,bée& Lysg,

S o< AA (@) Vb)) =

s=1t=1 %

@) v A g?Vi(b).

1 j=1
Como (L, f,g) € DMS,,, entao (L%, g) € MS,,. Logo, dados a,b € L temos
g*"(a) < a e g>(b) < b e, portanto, AL, g*"(a) VA i) <aVb=ur.

S

Consequentemente, para todo z € f(Lys,,),
q N q .
t=aVb comabe Lys, =z=\ g*"""(a) Vv \ ¢*"(b).
i=1 j=1
Das proposigoes 3.1 e 3.2 concluimos que Lj/g , se estende a uma algebra-MS,,

dupla. &
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Tabela de Notacao

NOTACAO

XCY
XcyYy
XCY
N

No

[n]
m|n
f:X—=Y
Im f
flx
idx

fg

(ZZ?il,...,Iik)

RY

*E\S

z,y] (v < y)
]

TNy, xVYy

DESCRICAO

X é subconjunto de Y.

X ¢é subconjunto proprio de Y.

X é um subconjunto finito de Y.

o conjunto dos inteiros positivos.

IN U {0}.

o menor natural maior ou igual a n (n € INp).

m divide n (m,n € IN).

f é funcao de X em Y.

o conjunto {f(z) : z € X}.

a restricao de f a X’ C X.

aplicacao identidade em X.

composta de f com g (f, g aplicagdes).

a permutacao r de {z1, ..., x,} definida por

r(xq,) = x4y, v(wg;) = 24, e 1 <j <k -1,

r(r) =xsex & {x;,. .., }

cardinal do conjunto X.

uma cadeia com n elementos (n € IN).

o conjunto {z € P | z < z} (P conjunto parcialmente ordenado).
o conjunto {p € P:z < p <y}

y cobre x, i.e., x < y e nao existe z € P tal que x < z < y.

infimo de z e y, supremo de x e y.
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Tabela de Notagao

NOTACAO

ANX, VX
min X, max X

0, 1

9(0,, b)a aL(aa b)

DESCRICAO

infimo de X, supremo de X (X C P).

elemento minimo de X, elemento méximo de X (X C P).
elemento minimo de P, elemento maximo de P.

conjunto dos elementos V-irredutiveis nao nulos do reticulado L.
o reticulado dual do reticulado L.

algebra (de tipo 7) com conjunto suporte L.

o subuniverso da algebra £ gerado por X ( X C L).

a subdlgebra de £ gerada por X ( X C L).

o reticulado de congruéncias de L.

a congruéncia universal em L.

a congruéncia identidade em L.

o complemento (caso exista) da congruéncia 6 € Con(L).
a restrigdo da congruéncia 6 € Con(L) a L/,

(L' = (L', F) subdlgebra de L).

a congruéncia principal de £ gerada por (a,b) ,

com a,b € L, i.e.,, o menor elemento de Con(L) que
identifica os elementos a e b de L.

o produto directo da familia de conjuntos {L;};c;.

o produto directo da familia finita {L1, Lo, ..., L, }.
epimorfismo projeccao de Hiel L; em Lj.

o produto directo da familia de dlgebras {L;}ic;.

o produto directo da familia finita de dlgebras {£1, Lo, ..., L, }.
classe de algebras do tipo 7.

a classe das algebras isomorfas a subdlgebras

das algebras de K.

a classe das imagens homomorfas das algebras de K.

a classe das dlgebras isomorfas a produtos directos

de familias de algebras de K.

a classe das dlgebras isomorfas a produtos subdirectos

de familias de dlgebras de K.
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NOTACAO
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XCcy
XCvy
N

No

|X]

CONJUNTOS PARCIALMENTE .

ORDENADOS

NOTACAO
[z, y]

(]

Ly

TNy, xcVy
AX, VX
min X, max X

0,1

RETICULADOS

NOTACAO
(L,A,V,0,1)

Ld

Con(L)

Cong (L)

Conyg (L), Cong(L)
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NOTACAO

L
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NOTACAO PAGINA NOTACAO PAGINA
Crix(V) 64 V(L) 9
m(V) 66 V(K) 9
At(L) 70 D 9
Im f 119 Do 9
Sgf(X) 120 B 11
S 11
M 11
o 11
Knm 11
ALGEBRAS ESPECIAIS MS 12
Si(V) 66
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f: XY 119

Tlx 119

idx 119

fg 119
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algebra, 7 conjunto
algebra de Ockham, 11 contavel, 8
ponto fixo de uma, 13 numeravel, 8
algebra de Ockham dupla, 19 parcialmente ordenado, 7

algebra-Kn,m, 11

[ elemento
algebra-Kn,m dupla, 21

algebra-MSn, 12

algebra-MSn dupla, 20

complementar, 7
supremo-irredutivel, 7
endomorfismo, 8

dual, 10

reduto de uma, 8

semelhante, 8

) epimorfismo, 8
simples, 8

subdirectamente irredutivel, 8 filtro de um reticulado. 7

trivial, 8
4tomo, 7 homomorfismo, 8
aplicacio ideal de um reticulado, 7

antitona, 7 isomorfismo, 8

isétona, 7

residuada, 98

monomorfismo, 8

residual, 98 operador

de fecho, 7

cadeia, 7 . .
de interior, 7

centro de um reticulado, 12

congruéncia, 8 ponto fixo de uma algebra de Ockham, 13
extensao de congruéncias, 9 produto
principal, 8 directo, 8
definivel equacionalmente em sen- subdirecto, 8

tido restrito, 9 propriedade
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extensao de congruéncias, 9

reticulado, 7
atomo de um, 7
centro de um, 12
de Boole, 7
distributivo, 7
elemento complementar, 7
elemento supremo-irredutivel de um,
7
filtro de um, 7

ideal de um, 7

simbolo polinomial, 7
semi-filtro, 7
subalgebra, 8
subconjunto
bicompleto, 98
bicompleto forte, 98

subdirectamente irredutivel, 8

variedade, 9
algebras-MSn, 12
c-distributiva, 9
das algebras de Ockham, 11
das algebras de Ockham duplas, 19
das algebras-Kn,m, 11
das algebras-Kn,m duplas, 21
das algebras-MSn duplas, 20
gerada por, 9



