SOBRE A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL
De A. Einstein.

Traducgao de
Irene Brito

Resumo: Traducdo a partir do original alemdo “Zur allgemeinen Relati-
vitdtstheorie”, A. Finstein, Sitzungsberichte XLIV der Preussischen Aka-
demie der Wissenschaften zu Berlin, 778-786, 4.11.1915 (Sobre a teoria da
relatividade geral, A. Einstein, Atas XLIV da Academia Prussiana das Ci-
éncias de Berlim).

Em anexo a esta tradugdo sdo apresentadas as equagoes de “Die formale
Grundlage der allgemeinen Relativitatstheorie” (O fundamento formal da
teoria de relatividade geral, A. Einstein, Atas XLI, 1066-1077, 1914) citadas
neste artigo (por “loc. cit.”).

Nos ultimos anos esforcei-me por fundar uma teoria de relatividade geral
no pressuposto da relatividade de movimentos ndo uniformes também. De
facto pensei ter descoberto a tunica lei de gravitagdo, que corresponde ao
sentido do postulado da relatividade geral, e procurei mostrar a necessidade
desta solucao num trabalholﬂ que apareceu nestas atas do ano anterior.

Uma nova critica mostrou-me que essa necessidade, no caminho 14 ado-
tado, nao é possivel ser demonstrada de forma absoluta; mas que isto parecia
ser o caso devia-se a um erro. O postulado da relatividade, que eu 14 exigia,
é sempre satisfeito, desde que se baseie no principio Hamiltoniano; mas na
verdade ndo fornece um pretexto para determinar a funcao Hamiltoniana H
do campo de gravitagdo. De facto, a escolha de H restringida pela equagao
(77) loc. cit. s6 exprime que H deve ser um invariante em relagao a trans-
formagoes lineares, cuja exigéncia nao tem nada a haver com a relatividade
da aceleragao. Além disso, a escolha tomada através da equacao (78) loc.
cit. ndo é de maneira alguma fixada pela equagao (77).

Por estas razoes perdi completamente a confianga nas equacoes de campo
estabelecidas por mim e procurei um caminho que limitasse as possibilidades

10 fundamento formal da teoria de relatividade geral. Atas XLI, 1914, p.1066-1077.
No que se segue, as equagdes deste tratado serdo distinguidas das do presente trabalho
adicionando “loc. cit.” a citacdo.
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de uma forma natural. Assim voltei a exigéncia de uma covaridncia geral
das equacoes de campo, da qual me tinha separado, a muito custo, s6 ha trés
anos quando trabalhava com o meu amigo Grossmann. De facto, na altura,
j& estavamos muito proximos da solugdo do problema exposta a seguir.

Assim como a teoria de relatividade restrita se baseia no postulado de
que as suas equagOes devem ser covariantes em relacdo a transformagdes
lineares ortogonais, assim se assenta a teoria aqui exposta no postulado de
covariancia de todos os sistemas de equagoes em relacdo a transformacoes
com o determinante de substituicao 1.

Da magia desta teoria ninguém que realmente a percebeu conseguira
escapar; ela significa um verdadeiro triunfo do método de calculo diferencial
geral estabelecido por Gauss, Riemann, Christoffel, Ricci e Levi-Civita.

§1 Leis de formulagao covariante

Como no meu trabalho do ano passado apresentei detalhadamente os méto-
dos do céalculo diferencial absoluto, posso aqui resumir as leis de formulacao
covariante que aqui vao ser usados; s6 precisamos de analisar o que se vai al-
terar na teoria de covariantes, ao permitir s6 substitui¢oes do determinante
1.

A equagao véalida para quaisquer substituig()esﬂ

' )
dr’ = 78(.%1---1‘4)(17—

transforma-se, como consequéncia da premissa da nossa teoria

O - -- o))
—1, 1
8(1'1 . 1'4) ( )
em
dr’ = dr; (2)

o elemento de volume de dimensao quatro dr é entdo um invariante. Como,
além disso (equagao (17) loc. cit.) /—gdr é um invariante em relagdo a
substituigoes arbitrarias, entdo o grupo que nos interessa é também

VI =v75 3)

Nota da tradutora: x1,x2,xs3, x4 s@o as coordenadas no espaco-tempo com métrica

il

g;w'}
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O determinante dos g,, é entao um invariante. Gragas ao cardter escalar
de /—g, as férmulas fundamentais da formulagao covariante permitem uma
simplificagdo em relagao as que sdo validas para covariancia geral, que, dito

de forma breve, se baseia no facto de nas férmulas fundamentais os fatores
v—g e %g j& ndo aparecerem, e a diferenca entre tensores e V—tensoresﬂ
desaparece. Em particular resulta o seguinte:

ﬁ

1. Em vez dos tensores Giiim = /—9%ikim
e Gigim = ﬁ&'klm

((19) e (21a) loc. cit.) aparecem agora os tensores mais simples

Gitim = G™™ = S (4)

2. As férmulas fundamentais (29) loc. cit. e (30) loc. cit. para a exten-
sdo de tensores ndo podem ser substituidas por férmulas mais simples,
por causa da nossa premissa, mas sim a equacgao da definicdo da diver-
géncia, que consiste na combinagao das equagoes (30) loc.cit. e (31)
loc. cit.. Ela pode escrever-se assi

H A s

areap ST T QS ST a1 _1TS
A ‘—ZaxS+ZHa1}A 2 l*"‘{a,}Al o ]

ST onronr
+Z{S}A1 - -
ST

Agora, segundo (24) loc. cit. e (24a) loc. cit. tem-se
st| 1 sa [09sa  O09ra agST)
Z{s}_Zgg (6x7+0335 0z,

_1 sa09sa  O(lgy/—9g)
2 Zg or. Oz, (6)

Esta quantidade tem entdo, por , caracter vetorial. Como con-
sequéncia, o ultimo termo do lado direito de é um tensor contrava-
riante de ordem [. Por isso estamos autorizados a substituir pela

3[Nota da tradutora: V-tensores (tensores de volume) sio tensores que sio multiplica-

dos por /=g¢.]

“[Nota da tradutora: Em notagio moderna a equagio escreve-se da forma

QpQ 8Aa1~~ozls « TOg QS @ QpQ TS s QT
Ao — 5 _[FS;A 20 "‘"'FsiAl 1—1 ]_PSTAl 1_]
Ls
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seguinte definicdo mais simples da divergéncia

QAX s ST ST
Aonon + ATa2ars I AL o—1TS ,
(5a)
o que queremos fazer consequentemente. Assim, a defini¢do (37) loc.
cit.
o L S 0 (V=g A"
V=94 oz,

seria substituida pela definicdo mais simples
o = a.. > (7)
m

a equagao (40) loc. cit. para a divergéncia do seis—vetorﬂ contravari-
ante, pela mais simples

DA
A =% o (8)

Em vez de (41a) loc. cit., aparece devido ao que fixamos
0AY 1 dg

. o _ = T |24
As = zy: or, 2 /;g ' 0, Ar- )

Uma comparagao com (41b), mostra que, para a nossa fixagao, a lei
para a divergéncia é a mesma que a lei para a divergéncia do V-tensor,
segundo o célculo diferencial geral. E possivel deduzir facilmente de
e que esta observacdo é valida para vérias divergéncias de
tensores.

3. A simplificacdo mais radical leva a nossa limitacao a transformagoes do
determinante 1 para os covariantes que podem ser construidos somente
a partir de g, e das suas derivadas. A Matemédtica ensina que estes
covariantes podem ser todos deduzidos a partir do tensor de Riemann-
Christoffel de ordem quatro, que (na sua forma covariante) é expresso

porf]

5[Nota da tradutora: A"” é designado por seis-vetor porque é um tensor antissimétrico
e tem, assim, seis componentes independentes.]
6[Nota da tradutora: Em notacdo moderna o tensor é expresso por

2 2 2 2
Rikim = 3 (6 T Sgu_ _ 2 g’”k) +I7, 00, —Tqlr e 1) escreve-se da

Oz oz ;0T m - 0T, 0Ty Ox;0x;
kl
forma Gim = g"' Rikim.]
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. 1 ( 0*gim %Gl %9 O g
(tk, Im) = - - -
2 \ Oxp0x;  Oxz;0x,, Oxr0x,, Ox,0%;

(151 ) S

O problema da gravitagdo implica que nos interessemos sobretudo por
tensores de ordem dois, que podem ser construidos a partir deste tensor
de ordem quatro e g,,, através da multiplicacao interna. Por causa das
propriedades de simetria evidenciadas por do tensor de Riemann

(ik, Im) = (Im, ik) } an

(ik, Im) = —(ki, Im)
essa construcao s6 pode ser efetuada de uma maneira; obtendo-se o
tensor
ki

Vamos deduzir este tensor para o nosso objetivo de uma forma mais
vantajosa a partir de uma segunda expressao do tensor (|10]), proposta
por Christoffel, nomeadamentem

il im
{Z ) m} - Zg (lp, m) - axm - al’l

L) e

Deste resulta o tensor Gy, ao multiplica-lo por (multiplicagao interna)

0= Grag™ :
o

"Uma demonstracio simples para o caricter tensorial desta expressio encontra-se na
p. 1053 do meu trabalho citado vérias vezes. [Nota da tradutora: “Die formale Grundlage
der allgemeinen Relativititstheorie”, Atas XLI].
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§2

)
B i pm
Rim = — o, +Zp:{p}{ I } (13a)

gt
Sim = {Z;”} {”ll} (13b)

Restringindo-se a transformagoes do determinante 1, entdo nao é s6
(Gim) um tensor, mas também (R;,) e (Sim) possuem caracter tenso-
rial. De facto, segue da circunstancia de /—g ser um escalar, devido

1|, . ,
a @, que zl é um quatro-vetor covariante. Mas (S;y,) é, de acordo

com (29) loc. cit., nada mais do que a extensao deste quatro-vetor,
portanto também um tensor. Do cardcter tensorial de (Gip) e (Sim)
segue de também o cardcter tensorial de (R;y,). Este tltimo tensor
tem para a teoria da gravitacdo grande importancia.

Observacgoes sobre as leis diferenciais dos pro-
cessos “materiais”

. Teorema de impulsao-energia para a matéria (incluindo os processos

eletromagnéticos no vacuo. Em vez da equagao (42a) loc. cit. deve
aparecer segundo as consideragoes do paragrafo anterior:

ory 1 .09
Y T =) T 4 Ky 14
2 MTl/g 8‘7:0' ! - 7 ( )

onde TY é um tensor usual, K, um quatro-vetor usual covariante (ne-
nhum V-tensor, respetivamente V-vetor). A esta equagio teremos que
juntar uma observagao importante para o que se segue. Esta equacao
de conservacgao levou-me, no passado, a considerar as quantidades

1 .09
- n IRy
2 z#:g 0%y

como expressao natural para as componentes do campo de gravitacao,
apesar de, tendo em vista as formulas do céclulo diferencial absoluto,
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IRENE BRITO 137

ser melhor introduzir os simbolos de Christoffel

')

em vez das outras quantidades. Isto foi um preconceito desastroso.
Uma preferéncia do simbolo de Christoffel justifica-se sobretudo por
causa da simetria dos dois indices de cardcter covariante (aqui v e o)
e porque 0 mesmo aparece nas equagcoes importantes fundamentais da
linha geodésica (23b) loc. cit., que, do ponto de vista fisico, sdo as
equacoes de movimento do ponto material num campo de gravitagao.
A equacgao também nao forma um contra-argumento, porque o
primeiro termo do lado direito pode ser transformado em
ov|
T{v)

Dai designamos no que se segue como componentes do campo de gra-
vitacdo as quantidades

_ rUy pvy
FZV_{U}_;QUO({& =

. 1 oa ag,uoz 99va . ag;w
220;9 <8x,, + 0y | (15)

Oz,

Se T designa o tensor de energia do acontecimento “material” total,
entdo K, desaparece; o teorema da conservagdo (|14) toma entdo a
forma

oT
> axa == Te,T5. (14a)
o « QB

Fazemos notar que as equagoes de movimento (23b) loc.cit. do ponto
material no campo de gravitagdo tomam a formaﬁ

A’z dx, dz
JZZFTVJ v (15)
ds? Y ds ds

%
. Nas consideragoes dos paragrafos 10 e 11 do trabalho citado nao se
altera nada, s6 que agora as construgoes la designadas por V-escalares
e V-tensores tém caracter de escalares e tensores usuais.

8[Nota da tradutora: Estas sdo as equagdes das geodésicas em coordenadas {x,}.]
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138 SOBRE A TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

§3 As equacoes de campo da gravitagcao
Depois do que foi dito é evidente fixar as equagdes de campo na formaﬂ
R, = =K1, (16)

porque ja sabemos que estas equagdes sdo covariantes em relacdo a transfor-
magoes arbitrarias do determinante 1. De facto, estas equacdes satisfazem
todas as condi¢bes que temos que estabelecer para elas. Escritas de forma
detalhada, estas sdao, segundo e

Z 3W+ZF = —kTp (16a)

Queremos agora mostrar que estas equacoes de campo se podem escrever na

forma hamiltoniana
{egn)
nuv (17)

Z gGTFQIBF

oTaf

em que g" varia e T}, deve ser tratado como constante. E que (17)) ¢é
equivalente as equagoes

0L
Z 81'0[ ( /,LV) - ag/“’ = _HT,ul/a (18)

a

Ny
onde £ é pensada como funcgao de g"” e 897(: gk¥). Por outro lado,
x

g
resultam de um calculo longo, mas efetuado sem dificuldades, as relagoes

oe .
8gw/ == Z F#ﬁrga (19)
o

W = F,U'V' (19&)

Estas formam, juntamente com , as equagoes de campo (|16al).

[Nota da tradutora: Einstein viria a corrigir estas equacdes no artigo “Die Feldglei-
chungen der Gravitation” (As equagdes de campo da gravitacao).]
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Agora também pode provar-se facilmente, que o principio da conservagao
da energia e do impulso ¢é satisfeito. Se se multiplicar (18) por g£” e somar
sobre os indices i e v, obtém-se apds transformacoes comuns

£ v
Z O <ga' P ,uzz) axa EZTuugg .

apy

Por outro lado, segundo , tem-se para o tensor de energia total da ma-
téria que
oghv

S e =22 g T

Das duas tltimas equacgoes resulta que

O A Ly

onde

1
= o (sag — S g 831?”) (20a)
pv A

designa o “tensor de energia” do campo gravitacional, que, de resto, sé
perante transformagoes lineares tem caracter de tensor. De (20a)) e ({19al)
obtém-se depois de uma transformacao simples

75/\ Z guyrzﬂrlga - Z gHVI‘Z‘UI‘I)/‘a (20b)

uvaf pro

Finalmente, é ainda de interesse deduzir duas equacoes escalares que resul-
tam das equagoes de campo. Se multiplicarmos ([16a]) por g"¥ e somarmos
sobre p e v, entao obtemos depois de uma transformagao simples

82 af

oT 9 o alg\/_ig o
Zaxaaxg Z g Faﬁréa"i_z‘;axa <g g ) = _HZTO"

oTaf 81’g

(21)

Por outro lado, se multiplicarmos (16a]) por g"* e se somarmos sobre v, entao

obtemos 5
A B A A
Z %0 (6" ) — ZQV L0 50 = KT},
av afv
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ou, com respeito a (20Db))

P S (0T5) — 300 X TR = —e(T) 1))

pvaf

Daqui resulta ainda, tendo em conta (20), ap6s uma transformagcao simples,
a equagao

— 7 g8 | = 0. 22
0% Z axaaxﬁ g;o;ﬂ 0Bt Ta ( )
Mas nés exigimos, continuando um pouco, que

82 af

8 _
5 Gy~ 0T =0 (220)

orTaf

de modo que fica

Z aa (go‘ﬂalg\/jg> = —K,ZTg. (21a)

(&

Da equagao ([21a)) resulta que é impossivel escolher o sistema de coordenadas
de tal forma que \/—g seja igual a 1; porque o escalar do tensor de energia
nao pode ser anulad

A equagao ([22a) é uma relacao a qual estao subjugados sé os g,, e que
ja nao seria valida num novo sistema de coordenadas se resultasse de uma
transformacao proibida do sistema de coordenadas usado inicialmente. Esta
equacao exprime assim, como o sistema de coordenadas deve ser adaptado
a variedade.

§4 Algumas observagoes sobre as qualidades fisi-
cas da teoria

As equagoes ([22a)) dao como primeira aproximagao

!%|Nota da tradutora: Einstein viria a considerar y/—g = 1 na sua versio final da teoria.]
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Deste modo, o sistema de coordenadas ainda néao esta fixado, enquanto sdo
necessarias 4 equagoes para a determinacdo do mesmo. Por isso, podemos
estabelecer de modo arbitrario para primeira aproximacao

Dg*B
5 Oxg

(22)

Além disso, queremos introduzir, para a simplificacdo da apresentacdo, o
tempo imaginario como quarta variavel. Entao as equagoes de campo (|16al)
adotam como primeira aproximagao a forma

1 g
3 Gxg = KT}, (16b)

da qual se torna evidente, que contém a Lei de Newton como aproximagao.

O facto de que a relatividade do movimento de acordo com a nova teoria
é efetivamente percebido, resulta de que entre as transformagoes permitidas
estarem as que correspondem a uma rotacdo do novo sistema em relacao ao
antigo com velocidade angular arbitrariamente alteravel, assim como trans-
formagbes em que o ponto inicial do novo sistema realiza um movimento
arbitrariamente prescrito no sistema antigo.

De facto, as substituicoes

/

' =xcosT+ysinT
Yy = —xsinT +ycosT
2=z
t'=t
e
¥=r-mn
y=y—m
Y =z-7
t =t,

onde T, respetivamente 71, 7o, T3 sdo funcgodes arbitrarias de ¢, sdo substitui-
¢oes do determinante 1.

Distribuido no dia 11 de novembro.
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