A resolucao de tarefas matematicas
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Resumo

utilizagio de recursos tecnologicos no estudo de conteudos matema-

ticos proporciona a realizagdo de atividades que somente com papel

¢ lapis ndo se tornariam tdo eficientes, tais como, por exemplo, a
exploragdo dos dados de uma tarefa e a determinago e prova de conjecturas.
Entre tais recursos, os de geometria dindmica, como € o caso do Geomert's
Sketchpad (GSP), potencializam, a partir da construgdo de um dado objeto
matematico, a exploragdo de propriedades e de regularidades que contemplam
esse objeto através da sua ‘manipulagdo’. Para evidenciar as potencialidades
da utilizagdo deste sofiware, exploram-se, com recurso ao GSP, problemas
de Geometria (tridngulo equilatero, tridngulo duplicado e o teorema de Pita-
goras) e de Algebra (4rea maxima de retangulos com o mesmo perimetro e
volume maximo de uma caixa).

Palavras-chave: Matematica. Resolucdo de tarefas. Softwares dindmicos.
Prova de resultados matematicos.

Com a crescente evolugio tecnoldgica, existe uma diversidade de recur-
sos que podem ser integrados nas atividades de ensino e de aprendizagem.
Dos varios recursos tecnologicos disponiveis, o computador, pelas suas ca-
racteristicas, oferece uma diversidade de programas que possibilitam abor-
dagens enriquecedoras dos conceitos matematicos. A sua utilizagio na aula
de matematica refor¢a o papel da linguagem grafica e das mltiplas repre-
sentagdes dos conceitos matematicos, potenciando quer a realizacdo de ati-
vidades mais desafiantes do que a resolugdo de exercicios para a aplicagio
dos conhecimentos apreendidos, quer o desenvolvimento de capacidades de
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ordem mais elevada do que o cdlculo e a memoriza¢do (FERNANDES, AL-
VES, VISEU & LACAZ, 2006). O computador ¢ um recurso que pode ser
utilizado individualmente ou juntamente com outros equipamentos tecnolo-
gicos, independentemente do tipo de soffware que armazena. Existem sof-
twares especificos para serem utilizados no ensino de conceitos matemati-
cos, permitindo a professores e alunos autorregular o processo de ensino e de
aprendizagem. Uma utilizagdo adequada do computador favorece o desen-
volvimento de competéncias, tais como a responsabilidade, a autoconfianga
¢ a autonomia. No aspecto relacional, promove a solidariedade entre os va-
rios intervenientes na sala de aula e a relag@o aluno-aluno e professor-aluno.

Ponte e Canavarro (1997) defendem que a utilizagdo do computador na
aula de matematica favorece o desenvolvimento de capacidades de racio-
cinio e de comunicacdo. Ao constituir-se uma ferramenta essencial para as
atividades de ensino e de aprendizagem (NCTM, 2008), o computador, € ou-
tros recursos tecnologicos, permite explorar e testar conjecturas, visualizar
diferentes formas de representagio de conceitos matematicos, e estabelecer
conexdes entre as multiplas representagdes dos conceitos matematicos, o
que tem implicagdes no desenvolvimento cognitivo dos alunos.

A utilizagdo de recursos tecnoldgicos no ensino-aprendizagem de Mate-
mética é cada vez mais exigida no contexto da sociedade em que vivemos.
A sua utiliza¢do nas aulas de Matematica possibilita a realizagdo de calculos
de um modo eficiente, facilita a organizagio e analise de dados, fornece
imagens visuais de conceitos matematicos e apoia a atividade exploratoria
e investigativa dos alunos. Através do uso da tecnologia, os alunos podem
raciocinar sobre a mudanca de pardmetros e modelar e resolver problemas
mais complexos que de outra forma ndo se poderiam resolver (NCTM,
2008). O uso da tecnologia contribui para o desenvolvimento da capacidade
de resolucdo de problemas, da autonomia, do pensamento critico € de uma
atitude positiva em relagdo 4 Matematica. Porém, o progressivo aumento do
uso da tecnologia ndo deve substituir o calculo de papel e lapis, mas antes
conciliar os diferentes processos de célculo, sem esquecer o calculo mental,
e proporcionar aos alunos um ambiente de aprendizagem de cunho laborato-
rial (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2002).

A variedade de tarefas matematicas a propor ao aluno ¢ alargada pelo uso
de recursos tecnolégicos. Estes instrumentos transformam-se em ferramen-
tas importantes na realizagdo de atividades que exijam o uso de diferentes
capacidades relacionadas com o pensamento matematico. Varios documen-
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tos com orientagdes curriculares para a educacio matematica, nomeadamen-
te da APM (1998) e NCTM (2008), salientam a relevancia da utilizagdo
educativa de recursos tecnologicos, como a calculadora e o computador, nos
diversos niveis de ensino. O recurso a softwares educativos tem mostrado
que o computador pode ser um mediador no desenvolvimento de conceitos
matematicos. Permitem abordar os contetidos diversificando as formas de os
apresentar, alargando assim as condi¢des de aprendizagem dos alunos. Sof-
twares como o Geomert’s Sckechpad (GSP) surgiram combinando as suas
potencialidades para o trabalho de conceitos algébricos e geométricos. O
GSP permite relacionar as informagdes dadas algebricamente com as mul-
tiplas representacdes (graficos, tabelas e expressdes analiticas), servindo,
como referem Ponte, Branco e Matos (2009), de base a resolugdo de pro-
blemas e modelagdo de situagdes reais, o que constitui importantes suportes
para a aprendizagem. Tal recurso favorece a interag@o entre os alunos na
apresentagdo e discussdo dos seus resultados, ao poderem construir, rever,
modificar as suas construgdes ¢ testar as suas conjecturas, envolvendo-se na
sua propria aprendizagem (KING & SCHATTSCHNEIDER, 2003).

A Geometria €, por exceléncia, uma area da Matematica que permite ex-
plorar as potencialidades dindmicas e graficas de ambientes computacionais
de aprendizagem. Os ambientes computacionais para o ensino da Geometria
permitem realizar constru¢des geométricas, no ecrd do computador, utilizan-
do explicitamente as propriedades das figuras, e possibilitam a manipulacio
direta dessas construcdes, conservando as propriedades utilizadas. Para De
Corte (1992), estes ambientes devem ter como referéncia o desenvolvimento
de trés componentes: (1) a competéncia, caracterizada pelo desenvolvimen-
to de capacidades num determinado dominio; (2) a aquisi¢cdo, que consiste
na obten¢do de processos de aprendizagem que conduzam ao desenvolvi-
mento de competéncias; (3) a intervencdo, que se resume a aplicacio de
métodos de ensino e de estratégias adequadas para colocar em pratica os
processos de aprendizagem.

Segundo de Villiers (1997), os programas de geometria dindmica sfo ‘po-
derosos’ por funcionarem como um meio de verificagdo de conjecturas. Nes-
ta atividade, Jones (1998) considera que os ambientes de geometria dindmica
introduzem critérios especificos de validagdo para a resolucdo de problemas
de construcdo, visto que uma solugdo so € valida se e so se ndo for possivel
estragé-la por arrastamento. Schwartz (1992) sustenta que tais ambientes
sdo exploratdrios, pois as ferramentas que disponibiliza propiciam a formu-
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lagdo de hipéteses que funcionam como “espelhos intelectuais” (p. 223),
no sentido em que os alunos podem experimentar as suas ideias, através da
manipulagiio das construgdes. O movimento e a modifica¢do de construgdes
realizadas em ambientes de geometria dindmijca facilitam, como defende
Laborde (1993), a visualizagdo de propriedades e de relagdes geométricas,
conservando-as invariantes. Os ambientes de aprendizagem proporcionados
pelos softwares dindmicos, contrariamente aos processos tradicionais (pa-
pel e lapis), permitem a manipulagdo de uma maior variedade de agdes ¢
de objetos, o que possibilita a realizagdo de outras tarefas mais complexas.
Os alunos libertam-se assim de tarefas de natureza mecénica para darem
espaco a formulagdo e validagdo de conjecturas (JUNQUEIRA, 1995). Tais
ambientes fazem com que os alunos possam compreender, de uma forma
mais aprofundada, as relacdes entre os conceitos geométricos, estimulando
o raciocinio abstrato.

Varios estudos tém sido desenvolvidos nesta area, como, por exemplo,
o que foi realizado por Viseu, Nogueira e Santos (2009) com o objetivo de
averiguar como alunos do 9.° ano de escolaridade aprendem, com recurso
a0 GSP, o tema angulos numa circunferéncia. Neste estudo, foram os alunos
que determinaram as propriedades da circunferéncia recorrendo ao GSP. Os
autores concluem que: (1) a maioria dos alunos valorizou o uso do GSP nas
construgdes ¢ a possibilidade de pensar por si proprio; (2) o recurso ao GSP,
como ferramenta de suporte nas construgdes, permitiu que os alunos estabe-
lecessem as relagdes pretendidas e as validassem através da sua aplicagéo;
(3) o uso do GSP incentivou os alunos a aplicar os seus conhecimentos a
situagdes do quotidiano, o que lhes permitiu olhar com mais atengdo para o
mundo que os rodeia na procura de situagdes em que possam aplicar o que
aprendem; (4) na transi¢do da exploracdo para a generalizagdo, tornou-se
crucial a natureza exploratéria das tarefas, bem como a possibilidade de ma-
nipular as construgdes efetuadas e de comparar os dados, fruto da dindmica
que o GSP proporciona.

Os ambientes de geometria dindmica séo propicios a descoberta de pro-
priedades e de relagdes geométricas, favorecendo a aprendizagem, bene-
ficiando a aquisi¢do de conhecimentos e incluindo a produgdo de provas.
A possibilidade de arrastamento de uma figura ¢ uma caracteristica destes
ambientes, o que possibilita a exploragdo de varios exemplos, a observagio
de propriedades, casos especificos, contraexemplos, atividades que se ligam
a formulagdo e justificagdo de conjecturas. As constru¢des com recurso a
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ambientes de geometria dindmica tornam-se muito mais poderosas do que a
construgdo tradicional (papel e lapis) (JUNQUEIRA, 1995).

Num estudo realizado por Piteira (2000), com uma turma do 8.° ano e
outra do 9.° ano de escolaridade, de duas escolas diferentes, com o objetivo
de analisar a atividade matematica desenvolvida pelos alunos com o Ske-
tchpad, a investigadora observou que os menus deste soffware fizeram com
que os alunos, em determinadas situagdes, tivessem de pensar como cons-
truir novas figuras, avaliassem o que tinham construido e pensassem sobre
as conclusdes a obter. A autora considera que estas atividades ajudaram os
alunos a manusearem os objetos geométricos até chegarem a conclusdes
sobre as suas propriedades e relagdes geométricas. O estudo fez emergir
potencialidades do GSP, tais como facilitador na construgio de significados
geométricos, potenciar a compreensdo das relagdes estabelecidas através
das interacOes entre alunos e professores e da consciencializagdo dos alunos
das atividades que realizam. Para a autora, os ambientes de geometria dini-
mica incentivam os alunos a expor e clarificar, numa perspetiva de partilha e
negociagio, as suas ideias, dificuldades e respectivas reavaliagdes.

Apesar das vantagens enunciadas sobre a utilizagdo de sofiwares de ge-
ometria dindmica, ¢ importante refletir sobre a verdadeira contribui¢do das
tecnologias informéticas para a atividade matematica. Segundo Loureiro e
Bastos (2002), nem sempre o recurso aos ambientes de geometria dinAmica
sdo uteis para a demonstragdo. Ja para Coelho e Saraiva (2002), ndo sdo
s6 as especificidades dos ambientes de geometria dindmica que contribuem
para estimular a atividade matematica, mas “todo um contexto de ensino/
aprendizagem, com realce para as interacdes estabelecidas entre professo-
res, alunos e o proprio AGD (elemento mediador na construgio do conhe-
cimento matematico), aos modelos didaticos ensaiados e as caracteristicas
exploratérias das tarefas propostas” (p. 56). Compete ao professor, segundo
Rodrigues (2001), atender a escolha dos materiais tecnolégicos quando da
preparacdo da sua atividade, adotando uma anélise critica, tendo em conta
os seguintes fatores: (1) adequagdo aos seus alunos, ao curriculo, ao rigor
pretendido de exploragdo, extensdo e densidade; (2) facilidade de utiliza-
¢do do recurso; (3) o potencial pedagogico; (4) tipo de eficdcia, utilidade e
necessidade. Perante a integracdo de recursos tecnoldgicos no processo de
ensino-aprendizagem coloca-se ao professor o desafio de utilizar esses re-
cursos de forma a promover o pensamento matematico e o desenvolvimento
de conceitos (FITZALLEN, 2005).
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De modo a ilustrar as potencialidades do GSP no desenvolvimento de
atividades de ensino e de aprendizagem, apresenta-se a resolugio com este
recurso, com base nas atividades de exploragdo e de prova, das seguintes
tarefas: triangulo equilatero, tridngulo duplicado, teorema de Pitagoras, area
méxima de retingulos com o mesmo perimetro e volume maximo de uma

caixa.

Tridngulo equilatero

Determinar a relagéo entre a soma das distdncias de um ponto qualquer
do interior de um tridngulo equilatero aos seus trés lados e a altura do
tridngulo.

Exploragdo

Considerar um tridngulo equilatero ABC, de altura h, e um ponto no seu
interior (D). As distancias de D a cada um dos lados do tridngulo sio de-
terminadas pelas medidas dos segmentos de reta hl, h2 e h3 (segmentos
perpendiculares a esses lados).

Figura 1 - Representagdo dos segmentos que determinam as distancias de
um ponto interior de um tridngulo equildtero aos seus lados

C

h1 ho

Fonte: O autor.

Com recurso ao Sketchpad, determinam-se as distdncias de D a cada um
dos lados do tridngulo e somam-se esses valores. Movendo este ponto, veri-
fica-se que a soma das distancias de D aos lados do tridngulo € constante, tal
como comprovam os valores recolhidos numa tabela:
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Figura 2 - Recolha de dados que traduzem a regularidade entre a soma das
distdncias de um ponto interior de um tridngulo equilatero aos seus lados

h1=3,16 cm
h2=35 cm c
h3=124 cm
h1+h2+h3 =800 cm
m =] [ )

338 om (172 on |[299 on | &00 om
3= om | 175 om 273 an | &00 am
3% om (255 om [220 on | 00 om
ZE om (322 on |10 on | 200 om

15 om | 341 on (336 on | &00 on ht h2
17 om | 276 om [357 on | 800 om
106 on | 149 om [545 on | 200 om
201 om (212 om 338 om | 200 on h3
25 om |51 om |296 an S00 om
5% on | 359 om | 1.4 on | 860 on A B

Fonte: O autor.

Em contexto de sala de aula, antes de efetuar a soma de tais distincias,
o professor pode questionar os alunos sobre os possiveis valores que essa
soma pode assumir.

Prova

Para provar a conjectura formulada, decompde-se o tridngulo equilatero
ABC em trés tridngulos (ADC, ADB e BDC). Cada um destes tridAngulos
tem, em relacdo aos respectivos lados do tridngulo ABC, de altura os seg-
mentos hl, h2 e h3:

Figura 3 - Transformag¢o dos dados do problema na procura de provar a
conjectura estabelecida

=
w

11| P p—

Fonte: O autor.
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Determinando as areas dos quatro tridngulos verifica-se que:
A[ABC] = AIADE] + AIBDC] + A[ADC]
ABxh_ABxh3 BCxh2 ACXxhi

2 7 vt t—
ﬂﬁxh_ﬁxhs BCxh2 ACxhi
2 2 t—3 t—3

Como o tridngulo ABC é equildtero, AB = BC = AC, entflo,

ABxh _AB X (hl+h2+h3)

= s & k= hl+ k2 + k3 que é constante,

independentemente da localizagdo do ponto D no interior do tridngulo
ABC.

Triangulo duplicado

Figura 4 — Tradugdo dos dados do enunciado do Tridngulo Duplicado

7

Considerar um tridngulo qualquer
ABC. Construir um novo tridngulo
FDE prolongando os lados de ABC,
como mostra a figura, sabendo que:

DA =2BA, EB = 2CB
FC = 2AC

Que relacio ha entre as areas dos
triingulos FDE e ABC? Provar essa
relagio.

\ A

Fonte: O autor.

Exploragdo

Recorrendo ao Sketchpad, determinam-se as areas dos tridngulos ABC e
DEF. Verifica-se que, quaisquer que sejam as medidas do tridngulo de par-
tida, a 4rea do tridngulo DEF ¢ sete vezes a area do tridngulo ABC, como
informam os dados recolhidos apresentados na seguinte figura:
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Figura 5 - Representagfo e recolha dos dados do problema Tridngulo
Duplicado

Area AABC = 16,89 cm?
Area ADFE = 118,24 cm?2

(Area ADFE)
(Area AABC) 00
Ama AABC | Aea apre | @72 A0FE)
(Ama AABC)
13,20 cm2 8237 em?2 7,00
13,08 cm2 | 9784 cm2 7,00
15,18 em? | 106,25 em?2 | 7,00
1587 cm2 | 109,68 cm?2 7.00
1741 cm? | 121,86 cm2 7,00
18,63 cm2 | 130,39 cm2 7.00
1807 cm2 | 126,46 cm2 7,00
17,00 em2 | 119,01 e¢m2 7,00
16,74 cm2 | 117,19 cm2 7.00
16,89 cmZ | 118,24 cm?2 7,00

Fonte: O autor.

Para se perceber a obtengdo deste resultado, decompde-se o tridngulo
DEF a partir dos vértices do tridngulo ABC da seguinte forma:

Figura 6 - Transformacdo dos dados do problema na procura de estabelecer

conjecturas
F

Area ADBF = 7,79 cm?
Area ADAB = 7,79 cm?
Area ADAE = 7,79 cm?
Area AACE = 7,79 cm?
Area AECF = 7,79 cm?
Area ACFB = 7,79 cm?
Area AABC = 7,79 cm?

E
(Area ADBF)+(Area ADAB)+(Area ADAE)+(Area AACE)+(Area AECF)+(Area ACFB)+(Area AABC)
(Area AABC) -

7,00

Fonte: O autor.

O tridngulo DEF € assim decomposto em sete tridngulos equivalentes. Os
valores recolhidos na folha de célculo que verificam a conjectura entre as areas
dos tridngulos DEF e ABC sdo comprovados pela razio entre a soma das areas
dos tridngulos que decompdem o tridngulo DEF e a 4rea do tridingulo ABC.
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Prova
Para provar a relagdo obtida, determinam-se as areas de cada um dos tri-
angulos, considerando h1, h2 e h3 as alturas do tridngulo ABC relativamente

a cada uma das suas bases.

Figura 7 - Transformagdo dos dados do problema na procura de provar a
conjectura estabelecida

F

Fonte: O autor.

- Area do tridngulo ABC: A[4BC]= ACX R
- Area do tridngulo ABD: A[ABD] = AD xhi
BF x h3

- Area do tridngulo BDF: AIBDF]= na determinagio da area
deste tridngulo considerou-se a base BF que € czmgruente com AB. A altura
do tridngulo em relagdo a esta base é DK. A construgio desta altura originou
o tridngulo ADK que ¢é igual ao tridngulo ACG, visto que, de um para o ou-
tro, tém um lado geometricamente igual (AJ_D=Aa ¢ os dngulos adjacentes
as estes lados em cada um dos tridngulos sdo geometricamente iguais (visto
serem verticalmente opostos; € porque os angulos DKA ¢ CGA séo retos).
Entdo DK=h3.
BF x h3
. Area do triangulo BCF: AIBCF1 = —

CE X h2

F; AICEF] = 2 na determinagdo da area

- Area do tridngulo CE

deste triangulo considerou-se a base CE que € congruente com BC. A altura
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do tridngulo em relacéo a esta base ¢ FM. A construgdo desta altura originou
o triangulo BMF que ¢ igual ao triangulo AIB, visto que, de um para o ou-
tro, tém um lado geometricamente igual (4B=BF) e os angulos adjacentes
as estes lados em cada um dos t‘riéngulos sdo geometricamente iguais (visto
serem verticalmente opostos; e porque os dngulos AIB e BMF sio retos).
Entdo FM=h2 .

. - CE x h2
- Area do tridngulo ACE: A[ACE] = ———

. AD X hl
- Area do tridngulo ADE; AIADE]l = ———

na determinag¢do da area
deste tridngulo considerou-se a base AD que é congruente com AC. A altura
do tridngulo em relacéio a esta base ¢ EN. A construgdo desta altura originou
o tridngulo ECN que ¢ igual ao tridngulo BCH, visto que, de um para o ou-
tro, tém um lado geometricamente igual (f)g =A_C) e os dngulos adjacentes
as estes lados em cada um dos tridngulos sdo geometricamente iguais (visto

serem verticalmente opostos; e porque os dngulos BHC e CNE sdo retos).

Entdo EN=h1.

AIDEF] = AIABC] + AIABD] + AIBDF] + AIBCF] + AICEF] + AIACE] + AIADE]

=Rxhl ADXhl BFxh3 BFxh3 CExh2 CExh2 ADXhl
2 + 2 + 2 + 2 4+ 2 4+ 2z + 2

AC BF CE AD
:T(h1+hl)+T(h3+h3)+T(h2+h2)+%x h1

C xhi AB % h3 CExh2 AD
2

+2x +2x — ¥
3 2 +2 hl

=2x

=2xA[ABC1+ 2 x A[ABC] + 2 x [ABC] + AIABC]
=T7xA[ABC]

Prova-se assim que a drea do tridngulo DEF, formado a partir do triin-

gulo ABC com as condi¢des sugeridas, € sete vezes a area do tridngulo
ABC.
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Teorema de Pitagoras

Num tridngulo retdngulo o quadrado da medida da hipotenusa € igual
a soma dos quadrados das medidas dos catetos

Com o recurso ao Sketchpad, construiram-se o tridngulo retingulo ABC
e os quadrados (ACDE, BCHG e ABFE) sobre os seus lados. O software
permite calcular o valor das dreas desses quadrados, assim como somar as
areas dos quadrados construidos sobre os catetos do tridngulo:

Figura 8 - Relagéo entre as areas dos quadrados construidos sobre os lados

de um tridngulo retangulo

D
E
Area BCKL = 3,93 cm?
H C Area BIJA = 19,99 cm?
Area ACDE = 23,92 om?
(Area BCKL) + (Area BIJA) = 23,92 cm?
G B A
F E

Fonte: O autor.

Constata-se que a soma das areas dos quadrados construidos sobre os
catetos do tridngulo retdngulo € igual & area do quadrado construido sobre
a hipotenusa do tridngulo. Arrastando um dos vértices do tridngulo, a con-
jectura estabelecida é reforgada através dos valores recolhidos numa tabela.
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Figura 9 - Verificagdo em varios tridngulos retdngulos da relagio entre as
areas dos quadrados construidos sobre os seus lados.

Area BCHG = 4,80 cm2

Area BFEA = 15,13 cm2

Area ACDE = 19,93 cmz

(Area BCHG)+(Area BFEA) = 19,93 cmz D

E

Ara BCHG | Ama BFEA | Ara ACDE | (Ara BCHG y+(Ama BFEA )

6,17 cm?2 | 1129 cm2 | 1747 cm? 1747 cm2 H C

1488 cm? | 2721 em? | 4209 cm? 42,09 cm?2

1,3 cm? | 2721 cm? | 2855 cm? 2855 cm?

6,13 cm? | 17,77 cm2 | 23,90 cm2 23,90 cm?

48 cm? | 2475 cm? | 2961 cm? 261 em? G B A
3,9 ecm2 | 1999 cm2 | 2392 cm2 2392 cm2

4,60 cm? | 2344 cm2 | 28,05 cm? 28,05 cm2

568 em? | 2344 cm? | 29,12 cm? 29,12 em?

7.44 cm? | 2344 cm? | 30,88 cm? 30,88 cm?

4,80 cm? | 15,13 cm2 | 19,93 cm2 19,93 cm2

F E

Fonte: O autor.

Como a recolha de um ntmero finito de dados ndo permite validar a
relagdo do teorema de Pitdgoras, existem varias provas geométricas que se
podem realizar com recurso ao GSP, como ilustra a prova que se apresenta.

Prova

Determinar o centro do quadrado ACGF, que ¢ o ponto de intersecdo das
diagonais do quadrado (V). De seguida, tragar por este ponto retas paralelas
aos lados do quadrado construido sobre a hipotenusa do tridngulo retingulo.
Com os pontos de intersegdo destas retas com os lados do quadrado ACGF,
construir os quadrildteros AMVL, LVKC, KVIG e JVMF.
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Figura 10 - Prova geométrica do Teorema de Pitagoras

H

6 K ©
L
i
J
F
MoA 8
D LE

Fonte: O autor.

Recorrendo ao menu do SGP das transformacdes geométricas, efetua-se
uma translaciio dos quadrilateros que decompdem os quadrados construidos
sobre os catetos do tridngulo retdngulo para o quadrado construido sobre a
hipotenusa deste tridingulo. Observa-se que este quadrado € composto pelos
quadrilateros transladados, o que permite provar que BC?’=AB*+AC* qual-
quer que seja o tridangulo retdngulo que se considere.

Area méxima de retangulos com o mesmo perimetro

De entre os retdngulos com o mesmo perimetro de 12¢m, qual o que tem
maior area?

Qualquer retingulo com perimetro de 12 cm faz com que a soma da lar-
gura pelo seu comprimento sejade 6 cm: 20421 =12 & c+ 1 = 6 - Fazen-
do variar uma das dimensdes do retdngulo paia vaivies proanuus uc Zero, por
exemplo 1, a outra dimensdo (c) assume valores proximos de 6. A variagdo
conjunta das dimensdes dos retdngulos com perimetro de 12 cm traduz-se na
construgdo, com recurso ao GSP, de retangulos que a medida que uma das
dimensdes se aproxima de zero a outra dimensdo aproximar-se-a de 6. Esses
retdngulos sdo obtidos a partir da construgdo de um segmento de reta com 6
cm de comprimento (AB) e de um ponto arbitrario (C) sobre esse segmento.
Para formar os retdngulos, considera-se uma circunferéncia com centro em
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C e abertura até ao ponto B. Traga-se uma perpendicular a AB no ponto C e
através do ponto de intersec¢do entre essa perpendicular e a circunferéncia
(D) obtém-se os pontos de referéncia para formar os retdngulos que se geram
a partir do deslocamento do ponto C.

Figura 11 - Representagdo dos dados do problema ‘Area maxima de retan-
gulos com o mesmo perimetro’

AB =600 cm &£
AC=299¢cm

Perimeter DEAC = 12,00 cm
Arsa DEAC = 9,00 cmz

Fonte: O autor.

Com o GSP representa-se o ponto que tem de coordenadas (medida de
AC, perimetro do retingulo). Selecionando o ponto C e o ponto representa-
do no sistema de eixos cartesiano, através do Locus (comando do GSP que
constroi um lugar geométrico definido por objetos relacionados por algu-
ma propriedade) obtém-se o segmento de reta que representa os perimetros
constantes dos retangulos que se podem formar.

Do mesmo modo, representa-se o ponto com coordenadas (medida de
AC, area do retdngulo). Selecionando o ponto C e este ponto representado
no sistema de eixos cartesiano, através da funcéo Locus obtém-se parte da
parabola que representa a varia¢do das areas dos retdngulos que se podem
formar. Ao deslocar-se o ponto que percorre a parabola, a drea maxima ¢ de
9 cm’, 0 que indica tratar-se da area de um quadrado de 3 cm de lado.
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Prova

Sep=12e 2c+2l=12=ct+l=61=6—c¢

Entio A=cxl=cxB—c)=—c*+6c= —(—3)+9 quegra-
ficamente ¢ representado por uma parabola com concavidade voltada para
baixo e cujo vértice tem de coordenadas (3, 9) . O valor maximo da darea ¢
9 cm? para c=3cm, o que significa que se trata de um quadrado com lado
de 3 cm. |

Outra forma de provar a conjectura estabelecida ¢ através da aplica¢do
de conhecimentos adquiridos no estudo da derivada de uma fungéo. Como
A =-c2+6¢, A’ = -2¢+6. Esta funcdo anula-se quando ¢=3.

c 0 3 6
A - 0 - 6
A 7 9 g

A anélise da variagdo de sinal da fungfio derivada e da monotonia da
funcdo correspondente permite verificar que a area méxima ¢ de 9 cm’ para

c=3cm.

Volume maximo de uma caixa

Pretende-se construir uma caixa sem tampa retirando aos quatro can-
tos de uma folha de cartolina quatro quadrados iguais e dobrando, de
seguida, a parte restante da folha. Qual deve ser o lado dos quadrados a
retirar 4 folha de cartolina para que o volume da caixa construida seja

maximo?

Na resolugdo deste problema, o GSP permite simular a planificagdo ¢ a
construcdo de caixas em fungdo da dimensdo dos quadrados que sdo corta-

dos nos cantos de uma folha retangular.
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Figura 12 - Representagdo dos dados do problema ‘Volume maximo de
uma caixa’

$"E;=8,00 cm
8"8=500cm
X8'=1,04 cm
YZ = 5,91 cm
ZA =281 cm

X8'.YZ.ZA, = 17,97 cm3

Fonte: O autor.

O ponto X € o elemento que determina a construgdo de tais quadrados,
tornando-os geometricamente iguais. A variacdo deste ponto tem implica-
¢Oes nas dimensdes das caixas a obter e na posi¢do do ponto P no grafico
que representa no sistema de eixos cartesiano a variagdo do volume das
caixas. Para este grafico, representa-se o ponto P que tem de coordenadas

X5'; ﬁxﬁxzﬁ) e de seguida selecionam-se o ponto X e o ponto P,
por esta ordem, para que, através do comando Locus, o GSP gere o grafico
pretendido. Deslocando o ponto P no grafico obtido determina-se o valor do
lado dos quadrados a retirar a folha de cartolina que faz com que o volume
da caixa construida seja maximo (por observagio do grafico, o volume ma-
ximo ¢ aproximadamente de /8 cm? quando o corte dos quadrados é aproxi-
madamente de 1 cm).

Prova

Considerando que as dimensdes® da folha que gera as caixas sdo de 8
cm e 5 cm (dimensdes presentes na construgdo no GSP), como os qua-
drados a cortar nos cantos da folha tém uma medida desconhecida (x), as

2 Para tornar mais realistica a tarefa, pode-se admitir como dimensdes das folhas as di-
mensdes de uma folha A4 (21x29,7).
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dimensdes das caixas que se podem obter sdo representadas por (8-2x)
cm, (5-2x) cm e x cm. O volume das caixas ¢ obtido pela expressdo:

V=06-2x).06-2x).x =4x* - 26x* +40x x €10;2.5[
Como se trata de um problema de otimizagao, estuda-se o sinal da deri-

vada da fun¢do obtida:
V' =12x22-52x + 40

10
V=0ein-Sa+d0=00x=1vi=—7 4 )5

v +
v 7 18

™~

Constata-se que o volume maximo (18 cm?) das caixas que se formam em
funcdo dos cortes dos cantos da folha se obtém quando esse corte € de 1 cm.
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