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RESUMO

Os sistemas hamiltonianos desempenham um papel central na integracao geométrica, uma
vez que muitos probelmas em areas tais como a mecanica, astronomia e dinamica molec-
ular tém estrutura hamiltoniana. A Hamiltoniana muitas vezes representa a energia total
do sistema; de facto, se uma Hamiltoniana nao depender explicitamente do tempo, entao
o seu valor é invariante e o sistema é conservativo. No entanto, os sistemas hamiltonianos
nao sao, necessariamente, conservativos.

Integradores geométricos sao métodos que conservam as propriedades qualitativas asso-
ciadas as solucoes do sistema hamiltoniano em estudo. O objectivo principal desta tese
¢ estudar os métodos numéricos que pertencem a classe dos integradores geométricos.
Inicialmente, introduz-se o conceito de integrador geométrico e sumariza-se algumas das
vantagens e desvantagens do seu uso. Numa segunda fase, sintetiza-se a teoria basica
dos sistemas lagrangianos e hamiltonianos. Posteriormente, faz-se uma revisao de alguns
métodos numéricos, nomeadamente, os métodos de Euler e as suas variantes, a familia
Runge-Kutta e os métodos Stormer-Verlet e Newmark. A familia Runge-Kutta é descrita
com detalhe, em termos da sua caracterizacao em métodos explicitos, implicitos e parti-
cionados. De seguida, sao ponderados os motivos que justificam o papel central que os
métodos Stormer-Verlet e Newmark assumem na dinamica molecular e estrutural, respec-
tivamente.

E apresentada uma derivacao variacional dos integradores numéricos e, também, feita
uma seleccao e classificacao dos integradores numéricos que se incluem na classe dos in-
tegradores geométricos. O capitulo final é dedicado & simulagdo de um problema em
dinamica molecular; o problema é modelado pelas classicas equacoes do movimento de
Newton e quatro cendrios diferentes sao testados, sendo as equagoes do movimento in-

tegradas pelo método Stérmer-Verlet.



ABSTRACT

Hamiltonian systems play a central role in geometric integration since many problems in
areas such as mechanics, astronomy and molecular dynamics have a Hamiltonian struc-
ture. The Hamiltonian usually represents the total energy of the system; indeed, if a
Hamiltonian does not explicitely depend on time, then its value is invariant and the
system is conservative. More generally, however, Hamiltonian systems need not be con-
servative.

Geometric integrators are methods that conserve qualitative properties associated to the
solutions of the Hamiltonian system under study. The main objective of this thesis is
to study the numerical methods that belong to the class of geometric integrators. I first
review the concept of geometric integration and summarise some of the advantages and
disadvantages of its use. I then outline the basic theory for Lagrangian and Hamilto-
nian systems. I then summarise the known numerical integrators including Euler and
its variants, the Runge-Kutta family, the Stormer-Verlet and Newmark methods. The
Runge-Kutta family is described in detail in terms of characterising them as explicit, im-
plicit and partitioned methods. This is followed by a discussion of the important roles
that the Stormer-Verlet and Newmark methods assume in molecular and structural dy-
namics, respectively.

Next, I introduce a variational derivation of numerical integrators, and then classify those
which are geometric integrators. The final chapter is dedicated to a problem in simulating
molecular dynamics; the problem is modeled by the classic Newton equations of motion
and four different scenarios are presented where the equations of motion are integrated

by the Stormer-Verlet method.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos fenémenos fisicos sao descritos por equagoes diferenciais ordindrias ou por equagoes
diferenciais parciais. Na maioria dos casos, a solucao geral destas equagoes nao é con-
hecida, recorrendo-se a métodos numeéricos para determinar as suas solugoes. Um método
ou integrador numérico é um algoritmo que substitui uma equagao diferencial, que de-
screve a dinamica continua de um sistema, por equacoes diferenca que aproximam a
trajectoria verdadeira através de uma trajectoria discreta. O leque de métodos numéricos
disponiveis é variado, em particular, apds o aparecimento e difusao do uso do computador.
Nas ultimas décadas, atingiu-se uma certa maturidade no campo da integracao numérica
de equagoes diferenciais ordinarias, sendo corrente o uso de excelentes algoritmos, na sua
maioria baseados em métodos Runge-Kutta ou métodos lineares multipasso. Em geral, o
énfase de tais algoritmos classicos é colocado na estabilidade do método e na solucao de
compromisso entre o controlo do erro e a eficiéncia computacional. O problema central na
integracao numérica tradicional de sistemas de equacgoes diferenciais ordinarias é calcular
a solugao de um problema num dado instante de tempo ¢, dadas as condigoes iniciais, da
forma mais eficiente possivel, respeitando uma dada tolerancia para o erro global. A classe
do integrador, a sua ordem e erro local, assim como o passo temporal, sao desenhados,
construidos e escolhidos com este proposito. No entanto, os métodos tradicionais ignoram
todas as leis fisicas contidas pela equacao diferencial que estao a integrar numericamente.
Por exemplo, a segunda lei de Newton, m‘f;Tg = F(t,x, Z—f), contém mais informacao do
que a relacao entre massa, aceleracao e forca - contém todas as propriedades fisicas rel-

evantes - nomeadamente, informacao sobre o espaco de fase, o qual pode ser o espaco
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euclideano ou um espaco curvo; sobre simetrias do movimento, tais como as simetrias
no movimento de um péndulo; sobre quantidades, tais como a energia, indicando se sao
ou nao conservadas; sobre a simplecticidade e a preservacao do volume. Desde os finais
dos anos 80 e inicio dos anos 90, o estudo e desenvolvimento de métodos numéricos que
obedecam, também, as leis fisicas escondidas, tem sido uma area de grande actividade e
fértil em resultados.

Hoje em dia, a tecnologia disponivel permite calculos computacionais mais pesados, pos-
sibilitando solugoes numéricas de longo prazo. Mas, o elevado nimero de passos, embora
permita a obtencao de uma solucao numeérica no longo prazo, pode comprometer o sucesso
da simulagao. Em que sentido? Por exemplo, em sistemas dinamicos hamiltonianos, atrac-
tores e repulsores no espaco de fase nao sao observaveis; no entanto, métodos tradicionais,
tais como os métodos de Euler e de Runge-Kutta, quando aplicados a sistemas hamilto-
nianos, podem produzir trajectérias numéricas que implicam a existéncia de atractores
e repulsores. Consequentemente, nao é de estranhar a afirmacao de que as propriedades
qualitativas do integrador numérico sdo criticas para o sucesso da simulagao [20].
Vislumbra-se, entao, a pertinéncia e actualidade dos integradores geométricos, métodos
que, ressalvando de erros de arredondamento, conservam as propriedades qualitativas as-
sociadas as solucoes do sistema dinamico em estudo, ou seja, na medida do possivel,
conservam o retrato da fase. Note-se o contraste entre a aproximacao tradicional, cen-
trada no compromisso entre o erro global e a eficiéncia computacional, e a aproximagao
feita a um dado problema pela integracdo geométrica: fixa-se um passo temporal (por
vezes, moderadamente grande) e calculam-se érbitas de longo prazo, talvez com vérias
condicoes iniciais diferentes. Embora o erro global de cada érbita nao seja pequeno, o
retrato da fase produzido pode ser muito proximo, em algum sentido, do retrato da fase

da equacao diferencial.

1.1 Qual o interesse da integracao geométrica?

Como explicar o interesse recente na integracao geométrica, de areas tao diversas como a
astronomia, a dinamica molecular, a mecanica, a fisica e a analise numérica?

Grosso modo, os métodos baseados na andlise do erro nao respeitam, necessariamente,
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as caracteristicas qualitativas do problema subjacente a equagao diferencial original, ao
passo que os integradores geométricos incorporam essa informacao qualitativa. Em termos
simples, pretende-se que um integrador numérico, ao cumprir a sua funcao tradicional,
va mais além, e reproduza, pelo menos, certas caracteristicas do sistema original. Ja
nao é suficiente que o integrador numérico se limite a apresentar uma solu¢ao numeérica;
ambiciona-se, também, que essa solugao numérica partilhe as caracteristicas do sistema
continuo subjacente. Neste sentido, diz-se que a integracao geométrica é sinénimo de
uma integracao que preserva a estrutura das equacoes diferenciais, isto €, os integradores
numéricos partilham algumas das propriedades geométricas do fluxo exacto do sistema.
Ha, de facto, alguns integradores ja usados ha décadas, tais como o Stormer-Verlet, que
sao também integradores geométricos; outros foram reajustados nesse sentido, ou entao
criados de raiz. Além da vantagem evidente da incorporacao de caracteristicas quali-
tativas, os integradores geométricos sao, muitas vezes, mais eficientes e mais faceis de
analisar, ja que se pode explorar a teoria qualitativa subjacente a equacao diferencial, a
partir da anélise backward do erro. Neste sentido, uma consequéncia directa da integragao
geométrica é o estudo de um sistema dinamico <vizinho> do sistema dinamico original,
e na <classe> correcta; por exemplo, se o sistema de equacoes diferenciais ¢ hamiltoni-
ano, o fluxo numérico sera solugao de um sistema hamiltoniano vizinho. Alids, a grande
justificacao da integracao geométrica reside na analise backward do erro. Grosso modo,
esta ferramenta tedrica escreve o integrador numérico v, como o fluxo de algum campo
vectorial perturbado f, ou seja, Un(f) = o( f ), onde ¢ representa o fluxo verdadeiro -
a solucao numérica € a solugao exacta de um problema modificado. Se o método for de
ordem p, entao f = f 4+ O(hP?); consequentemente, em muitos casos pode argumentar-se
que, se ¥y, pertencer a alguma classe (por exemplo, hamiltoniana), entdo o campo vecto-
rial perturbado também pertencera a mesma classe. Desta forma, sabe-se que, ao estudar
a dinamica do integrador numérico, esta a estudar-se, no minimo, a dinamica na classe
correcta.

Os resultados obtidos tornaram evidente que a preservacao das propriedades geométricas
do fluxo, nao s6 produz um comportamento qualitativo superior, como permite uma inte-
gragao mais precisa no longo prazo. De facto, a preservagao das propriedades qualitativas

tem consequéncias indirectas, que tém sido observadas nos resultados obtidos ao longo
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destes ultimos vinte anos [28], nomeadamente:

(i) os integradores geométricos que sdo simplécticos exibem um bom comportamento

no que diz respeito a evolucao da energia;

(ii) os integradores simplécticos conservam a quantidade de movimento angular.

Pelo facto de se explorar a estrutura dos sistemas mecanicos, ¢ possivel utilizar inte-
gradores mais atractivos do ponto de vista tedrico, mas também mais eficientes em termos
computacionais e que exibam melhores propriedades em simulacoes de longo prazo, do
que os integradores convencionais [39].

Pode dizer-se que o campo da integracao geométrica ¢ um campo de convergéncia de
interesses de areas tais como a Matematica Pura, a Analise Numérica, a Mecanica e a
Engenharia. De facto, para se desenharem integradores geométricos exige-se o didlogo
entre as mais diversas areas; é necessario o input da geometria dos sistemas mecanicos e,
também, o input da tradugao dessa geometria em algoritmos eficientes e confiaveis.

As vantagens e desvantagens da integracao geométrica podem ser sintetizadas da seguinte

forma [28, 30]. As vantagens principais sao:

1. As simulacoes podem ser feitas no longo prazo, ja que efeitos nao fisicos, tais como
dissipacao de energia em sistemas conservativos, nao tém lugar. Por exemplo, sis-
temas hamiltonianos preservam a energia, mas integradores simplécticos, em geral,
nao; no entanto, a andlise backward permite concluir que, no longo prazo, o erro na

energia oscila de forma limitada.

2. Integradores geométricos confidveis, simples e rapidos podem ser obtidos através do
estudo da estrutura da equagao diferencial em causa. Adicionalmente, podem ser

obtidos métodos mais estdveis e/ou mais precisos do que os integradores tradicionais.

3. Em algumas situacoes, os resultados sao qualitativamente correctos, mesmo quando

o movimento é cadtico.

4. Para alguns sistemas, os erros sao muito mais pequenos do que com os integradores
convencionais, tanto no curto, no médio como no longo prazo. Embora os inte-

gradores geométricos nao tenham sido desenhados para controlar o erro global, por
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vezes ele cresce linearmente para um integrador simpléctico e de forma quadratica

para um integrador classico.

5. A preservacao da estrutura pode produzir métodos mais robustos e que conduzam a
melhores resultados qualitativos do que os métodos convencionais, mesmo se o erro

numérico nao for inferior.

6. A preservagao da estrutura pode sugerir novas formas de computacao consideradas

impossiveis, como o é caso da integracao de longo prazo de sistemas hamiltonianos.
O sumaério das desvantagens é:

1. Em geral, para que um integrador obedega a alguma lei fisica <escondida>, ela tem

de ser conhecida; por exemplo, para se preservar a energia, ela deve ser conhecida.

2. Osintegradores geométricos podem tornar-se computacionalmente mais dispendiosos,
ja que se esta a exigir mais do método; no entanto, e de forma surpreendente, algu-

mas vezes eles sao muito mais baratos do que os integradores classicos.

3. As leis escondidas podem nao ser todas preservadas pelo método; por exemplo, é
bem conhecido o facto dos integradores geométricos com passo temporal fixo nao

poderem conservar, em simultaneo, a energia e a simplecticidade.

1.2 Exemplos comparativos de integradores classicos
vs. integradores geométricos

Antes da apresentacao dos exemplos comparativos, introduzam-se os conceitos de fluxo

de um sistema dinamico e fluxo numérico. O fluxo de um sistema dindmico % = f(y) &
a funcdo que, para qualquer ponto yo do espago de fase, associa o valor y(t) da solugao

com o valor inicial y(0) = y,. Esta fungao, representada por v, é definida por

bilyo) =y(t) se y(0) =yo (1.1)

Admita-se que para a equacao diferencial em estudo nao é possivel encontrar a forma

geral das suas solugoes. Neste caso, recorrem-se aos métodos numéricos, algoritmos que
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permitem calcular solugoes que aproximam o fluxo do sistema. O método numérico mais

simples é o método de Euler explicito

Ynt1 = Y¥Yn T hf(Yn)y (1~2>

onde h representa o passo temporal. Este algoritmo permite calcular aproximagoes
Y1,y2,... aos valores y(h),y(2h),... da solugdo, dado uma determinada condigao ini-

cial y(0) = yo. A expressao (1.2) é uma funcao

q)h ‘Y 7 Ynt+1 (].3)

designada por fluxo numérico.

Exemplo 1

Como exemplo introdutério, considere-se o oscilador harménico [6],
du dv
P U, J—
dt dt

Em termos qualitativos, as solugoes deste sistema:

= —Uu.

(i) sao periddicas;
(i) sdo limitadas;

(iii) conservam a quantidade u? + v?.

Aplicando o método de Euler explicito, com passo temporal h, obtém-se:
Uni1=U,+ hf(Uy,)
=U,+ hV,

Vo1 = Vo + hf(Vy)
=V, — hU,,
onde U, e V,, representam a solucao numeérica. Tal significa que
Unir + Vi = (L B2)(Uy + V),

ou seja, o método numérico perdeu as trés caracteristicas qualitativas citadas. Ora, o
desejavel seria que o integrador produzisse solu¢oes numéricas perioddicas, limitadas e que

reservasse a quantidade u? + v%: nesse sentido, seria um integrador geométrico.
) )
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Exemplo 2

Um outro exemplo classico é o do péndulo, com massa unitaria e um fio de massa de-
sprezivel com comprimento unitério [13, 28]. Este sistema de um grau de liberdade, com

Hamiltoniana

1

H(p7Q) = 5 Q—COSC],

onde ¢ representa a coordenada da posicao, e p a quantidade de movimento, tem as

seguintes equagoes de movimento

p=—sing, ¢=p. (1.4)

Como o campo vectorial é periddico, de periodo 27 em ¢, considera-se ¢ como uma variavel
no circulo S', ou seja, o espaco de fases dos pontos (p, q) ¢ o cilindro R x S*. E imediato

verificar que ao longo das curvas-solugao, a Hamiltoniana é um invariante, isto é,
H(p(t),q(t)) = Const,

o que significa que as curvas-solucao do problema estao nessas curvas de nivel. Quando
se recorre ao método de Euler explicito ou ao implicito, as solucoes numéricas obtidas sao
espirais, mas quando se usa o método de Euler simpléctico ou a regra do ponto médio
implicita, ja se observa um comportamento qualitativo correcto. Neste exemplo, um outro
aspecto qualitativo a considerar é a preservacao da area pelo fluxo hamiltoniano, ja que
em sistemas hamiltonianos o fluxo é simpléctico (para sistemas em R?, a simplecticidade
do fluxo é equivalente a preservacao da drea). O método de Euler explicito ndao preserva
a area do fluxo, ao passo que o método de Euler simpléctico o faz. Por fim, note-se que
o fluxo deste sistema tem uma simetria (¢, p) — (—¢q, —p) que aplica o campo vectorial
em si préprio (rotagao de 180°) e uma simetria reversivel (¢,p) — (¢, —p) que aplica o
campo vectorial no seu simétrico. Pelo que ja foi dito, é evidente que os métodos de Euler

explicito e implicito nao preservam, também, esta caracteristica.

Exemplo 3

O problema de Kepler descreve o movimento de um ponto material num plano, que é

atraido em direcgao a origem com uma forga inversamente proporcional ao quadrado da
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distancia. A Hamiltoniana do sistema é [11, 12, 34]

1 1
H(q,p)=-p'P— —,
2 all

ou seja
1

1
H(p1,p2, 1, @) = = (01 +13) — —= 5
2 Vi + ¢

onde a primeira parcela da Hamiltoniana é a energia cinética e a segunda a energia

potencial. As equagdes do movimento sao

B R R o o
A trajectéria no plano é uma curva fechada, dada por uma elipse, ou seja, a solucao é
periddica. Devido ao caracter central da forca, além da conservacao da energia, verifica-se

que a quantidade de movimento angular ¢ invariante e igual a

](p17p27 qi1, QQ) = q1pP2 — q2P1-

O comportamento da energia decorrente da aplicacao do método de Euler explicito, do
método Runge-Kutta de ordem 4 e do método Stormer-Verlet, para as condigoes iniciais
q = (1,0)T e p = (0,1)7, com passo h = 1073, é diverso. A energia, embora nao
seja exactamente conservada pelo método Stormer-Verlet, oscila dentro de certos limites,
mesmo no longo prazo; no entanto, com o Euler explicito, diverge sem limite, afastando-se
cada vez mais do valor da Hamiltoniana, ao passo que com o classico Runge-Kutta de
ordem 4, a energia oscila dentro de limites muito mais alargados do que com o método
Stormer-Verlet (ver figura 1.1). Mesmo as ordens de grandeza do erro na energia sao
substancialmente diferentes: enquanto no método de Euler explicito e no método Runge-
Kutta ronda os 107*, no método Stormer-Verlet desce para os 10715,

Relativamente a quantidade de movimento angular, o método Stormer-Verlet conserva-
a exactamente, ao passo que o método Euler explicito e o método Runge-Kutta nao,

conforme ilustrado na figura 1.2.

Exemplo 4

Considere-se, agora, o problema

(1.5)

7 N
< -
N——
I
/N
= e
::‘d[l:
N——
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Erro na energia
Erto na energia

e

] 10 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000  BOOO 9000 10000
Tempo Tempo

Figura 1.1: Erro na energia no problema de Kepler com o método de Euler explicito, com o método
Runge-Kutta de ordem 4 e com o método Stormer-Verlet, respectivamente; as condigbes iniciais sao
q= (1,007 e p=(0,1)T, com passo h = 1073

107 4 0998 14

Momento angular
Momento angular
Momento angular

Loz 4 0988 04

Lo1f 4 0.986 02

o 100 200 300 400 500 600 700 80 900 1000 (] 100 20 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 100 200 300 400 500 600 700 800 00 1000
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Figura 1.2: Erro no momento angular no problema de Kepler com o método de Euler explicito, com o
método Runge-Kutta de ordem 4 e com o método Stérmer-Verlet, respectivamente; as condigoes iniciais
sao q = (1,0)T e p = (0,1)7, com passo h = 1073

Um invariante do sistema é dado por
I(u,v) =lnu—u+2Inv — v,

ja que
1-— -2
%](u(t),v(t)) - — Yy 2 i =0,

Tal significa que cada solugao estd numa curva de nivel de I(u,v) e, como todas as cur-

vas de nivel sao fechadas, todas as solucoes sao periédicas. Para integrar este problema,
implementaram-se trés métodos: os métodos de Euler explicito, implicito e simpléctico,
com condicao inicial (u,v) = (2,2) e com um passo temporal h = 0.1. O comporta-
mento das solugbes numéricas observado foi o seguinte (ver figura 1.3): os métodos de
Euler explicito e implicito produzem uma espiral, comportamento qualitativamente incor-
recto, ja que a solucao é periddica; ja o método de Euler simpléctico produz uma solugao

numeérica que, em termos qualitativos, é a correcta.
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Euler explicito Euler implicito Euler simplectico

6 35 2.5
3 2

4
25 15

> > >

2 1

2
15 0.5
0 1 0

0 2 4 0 1 2 1 2 3 4
u u u

Figura 1.3: Solucao das equacdes (1.5) para os métodos de Euler explicito, implicito e simpléctico, com
condigao inicial (u,v) = (2,2) e h=0.1

1.3 Quais as caracteristicas qualitativas a preservar?

Nesta seccao sumariam-se as caracteristicas globais e qualitativas do sistema descrito
pela equacao diferencial que se pretendem preservar quando se opta pela utilizacao de
integradores geométricos. E, naturalmente, impossivel elaborar uma lista exaustiva, mas

a lista parcial que se segue cobre uma vasta variedade de possibilidades [6, 20, 30].

1. Estrutura geométrica. Propriedades do espago de fase no qual o sistema é definido
fornecem informagao sobre as propriedades das solugoes (em particular, nos sistemas
hamiltonianos). Por exemplo, as solugoes de sistemas dinamicos hamiltonianos nao
podem ser espirais, facto associado a conservacao da estrutura simpléctica pelo fluxo

hamiltoniano.

2. Leis de conservacao. Neste item incluem-se leis de conservacao de quantidades tais
como a massa, a energia e a quantidade de movimento, ou entao, quantidades que
sao conservadas ao longo de trajectérias de particulas e fluxos, tais como a densidade
do fluido ou a vorticidade potencial. Em problemas hamiltonianos, tem-se também
a conservacao da estrutura simpléctica no espaco de fase e a preservagao do volume
em sistemas com divergéncia nula (uma equagao diferencial ordinaria © = f(x) tem

ofi(x)

divergéncia nula se ) " | =5 = 0).
- 7

3. Simetrias. As simetrias podem ser:
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e Simetrias galileanas. Incluem translagoes, reflexoes e rotagoes. Por exemplo,
no estudo do movimento de um corpo rigido no espago tridimensional ¢ de-
terminante o facto de tais sistemas serem invariantes sob simetrias galileanas.
As simetrias galileanas reduzem a complexidade do retrato da fase e, por isso,

devem ser preservadas.

o Simetrias reversiveis. Muitos sistemas fisicos sao invariantes sob simetrias p
que satisfazem a identidade p? = Id; por exemplo, o sistema solar ¢ invariante
sob uma simetria temporal. Um outro exemplo classico é o dos sistemas hamil-
tonianos, que sao uma funcao par da quantidade de movimento p, ou seja, a
Hamiltoniana H = H(q,p) é invariante sob a reflexao simétrica p — —p;
entao, se (q(t),p(t)) é uma solugao, também (q(—t),—p(—t)) o é. Conse-
quentemente, é desejavel que, nestes casos, também os integradores numéricos
exibam uma simetria reversivel.

Um método numérico y; = Pp(yo) é simétrico se, fazendo a troca yy < 1
e h < —h, o método continua inalterado. Pode definir-se a simetria de um
método recorrendo ao método adjunto. O método ®; = (®_;)~! designa-se por
método adjunto de ®p; entao, se @, = @5, o método diz-se simétrico, ja que
®_;, = ®;'. O algoritmo Stormer-Verlet e a regra do ponto médio implicita
sao algoritmos simétricos, mas o algoritmo de Euler explicito nao o é.
Conhecendo um método numérico @, e o seu adjunto ®;, é possivel construir
um método simétrico &, pela composicao P), = <I>*% ) (ID% (13, 20].

As simetrias reversiveis devem ser preservadas ja que, assim como as simetrias

galileanas, reduzem a complexidade do retrato da fase.

o Simetrias em termos de escala. Muitos problemas fisicos gozam da propriedade
de serem invariantes apos mudancas de escala, quer no tempo, quer no espaco.
Em parte, isto é o reflexo do facto das leis da fisica nao dependerem das
unidades usadas; por exemplo, as leis de gravitacao de Newton sao invari-
antes sob transformacoes de escala temporal ou espacial.

Considere-se o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

du

E:f(u)’ u=(ug,...,un)’, f=(fi,....fn)"
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Este sistema ¢ invariante sob a accao da transformagao
t—t+ X VA

Um reescalamento das variaveis dependente e independente pode ser descrito

por a = (ay, ..., ay), tal que
t — A\, u; — A%u;, VYA > 0.

Um exemplo tipico é a mudanga de unidades de medida; se u representar a ve-

locidade e t o tempo, a mudanga de escala t — At induz v — 5. Naturalmente,

um problema fisico nao deve depender das unidades de medida: o que conduz

ao conceito de invariancia em termos de escala de um sistema de equacoes.

&r
dt?

2 = —%, que traduz

A equacao diferencial %‘ = u” e a equacao diferencial
o movimento, numa dimensao, de uma particula num campo gravitacional,
sao exemplos de equagoes diferenciais invariantes sob transformacoes de escala
[5]. Um método numérico invariante sob transformagoes da escala temporal e

espacial deve exibir uma relacao similar, em termos discretos.

e Simetrias do grupo de Lie. Envolvem a invariancia do sistema a um grupo de
transformacoes, chamado grupo de Lie. Um exemplo natural em mecanica ¢ a

invariancia do sistema sob a ac¢ao do grupo SO(3).

4. Comportamentos assimptoticos. Quando se pretende estudar a dinamica de um sis-
tema, para o fazer numericamente sera necessario aplicar um método por um nimero
indefinido de passos, com vista a ganhar percepgao sobre o comportamento do sis-
tema no longo prazo. Note-se que em certos contextos, nomeadamente em dinamica
molecular, onde se trabalha com escalas temporais diversas, o estudo no longo prazo
(medido em termos da escala temporal menor) é inevitavel. Ora, o que ocorre com
muitos métodos convencionais é que eles acumulam erros de forma exponencial a
medida que o tempo avanga; desta forma, o estudo de determinado fenémeno fisico
no longo prazo nao é possivel, mesmo para métodos de ordem significativa e com
um erro local muito pequeno. E, entao, essencial o uso de métodos para os quais
se tenha algum controlo sobre o crescimento do erro, mesmo que o erro local desses

métodos possa parecer grande quando comparado com outros métodos. Em suma,
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espera-se que os integradores tenham um desempenho no longo prazo que permita

reproduzir o comportamento assimptético de um determinado sistema dinamico.

5. Ordem das solugoes. A equacao diferencial pode ter algum principio que leve a
preservacao da ordem das solugoes. Por exemplo, dados dois conjuntos iniciais
de dados wug(x) e vo(z) para uma equacao diferencial parcial, as solugoes podem
respeitar a ordem seguinte: se uy(z) < vo(x) para todo o z, entdo u(x,t) < v(x,t)
para todo o x e t. A equacao do calor u; = u,,, assim como muitas outras equacoes
parabdlicas, tem esta propriedade. Sera, entao, razoavel esperar que o integrador

numérico obedeca ao mesmo principio de preservacao da ordem das solugoes.

6. Comportamento dinamico dos integradores. Os integradores devem preservar, o mais

possivel, o retrato da fase.

e Preservacao dos pontos de equilibrio. Todos os métodos B-séries retém os
pontos de equilibrio de & = f(z) exactamente. Por exemplo, os métodos

Runge-Kutta podem ser expandidos em séries de Taylor da forma

1 = aoxy, + arhf +ah?f'(f) + W2 (as f"(f, f) + aaf'(f () + ... (1.6)

onde cada termo é avaliado em x = x;, e a derivada (™ é uma funcdo mul-
tilinear de m campos vectoriais num unico campo vectorial. Os termos da
série chamam-se diferenciais elementares de f e a série designa-se por B-série.
Um método de integragdo que tenha uma expansao semelhante a (1.6) diz-se
um método B-série. No entanto, alguns métodos B-série podem gerar pontos
fixos adicionais, chamados de espurios. Os métodos Runge-Kutta gaussianos

de ordem 4 nao produzem pontos fixos espurios.

e Propriedades do espectro e bifurcacoes. Um aspecto crucial da dinamica préxima
de um ponto de equilibrio sao os seus valores proprios lineares. Uma segunda
razao que justifica a importancia dos valores proprios estd associada as bi-
furcacoes - tipicamente, elas ocorrem quando a parte real de um dos valores
proprios é nula. Por estas razoes, é importante preservar as propriedades es-
pectrais dos pontos de equilibrio. Os métodos Runge-Kutta simétricos e A-

estaveis, tal como os Runge-Kutta gaussianos, preservam estas propriedades
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para qualquer passo temporal h. Os métodos nao geométricos, tipicamente,

nao preservam, neste sentido, o retrato da fase.

Mas quais as caracteristicas de sistemas hamiltonianos? Os capitulos que se seguem sao
um resumo alargado da teoria subjacente a dinamica hamiltoniana e lagrangiana. Tal base
tedrica serd necessaria para concluir sobre a natureza geométrica dos integradores. Afinal,
se um integrador é geométrico se preservar alguma(s) caracteristica(s) qualitativa(s) do

sistema de equacoes diferenciais, pressupoe-se que se conhecem essas caracteristicas.



Capitulo 2

Sistemas hamiltonianos e
lagrangianos

Os sistemas mecanicos resultantes dos principios fisicos sao hamiltonianos ou conserva-
tivos. Mesmo sistemas dissipativos, tipicamente, mantém certas leis de conservagao (por
exemplo, a conservagdo da massa em dinamica de fluidos); e, se a dissipacao for fraca,
tal como a dissipagao de Rayleigh, os sistemas sao considerados primariamente conser-
vativos, podendo ser integrados em duas partes - a parte dominante, a conservativa, e a
parte dissipativa. Tal significa que os sistemas hamiltonianos sao frequentes e relevantes
numa grande variedade de problemas fisicos, em areas tao diversas como a mecanica,
a astronomia, a dinamica molecular e a Optica e, por isso, foi com naturalidade que a
primeira area onde as ideias geométricas foram usadas foi a integracao de equagoes difer-
enciais ordindrias em problemas hamiltonianos. O ponto de vista hamiltoniano permite
estudar com profundidade uma série de problemas da mecanica que nao admitem outros
meios de solugao - por exemplo, o problema da atraccao por dois centros imoéveis e o
problema das geodésicas no elipséide de trés eixos [1]. A perspectiva hamiltoniana as-
sume, ainda, maior importancia para os métodos aproximados da teoria das perturbacoes
(na mecanica celeste), para a compreensao do caracter geral do movimento em sistemas
mecanicos complexos (teoria ergdédica, mecanica estatistica) e em relacao a outras édreas,
tal como a mecanica quantica.

O ponto de vista lagrangiano permite estudar até ao fim uma série de problemas im-

portantes na mecanica, nomeadamente, problemas na teoria das pequenas oscilagoes e

15
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na dinamica do sélido. E possivel fazer a ponte entre as duas perspectivas, sendo que,
em muitos casos, elas sdo equivalentes [1]. No formalismo lagrangiano obtém-se, para a
evolucao do sistema, equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem ao passo que no
formalismo hamiltoniano se obtém-se equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
Neste sentido, o formalismo hamiltoniano é mais apto para aplicar a teoria dos sistemas

dinamicos.

2.1 As equacoes de Euler-Lagrange e as equacoes de
Hamilton

Seja @ o espaco das configuracoes, com coordenadas ¢¢,i = 1,...,d, o qual descreve a
configuracao do sistema, onde d representa o numero de graus de liberdade. A Lagrangiana
L(q,q,t) é, em geral, igual a diferenca entre a energia cinética T' e a energia potencial
V do sistema, assumindo-se que ¢' = dq'/dt representa a velocidade. L ¢ uma fungao
L :TQ xR — R, onde T(Q, designado por fibrado tangente de (), tem coordenadas
(¢',...,q",¢",...,¢"). Segundo o principio variacional de Hamilton, as trajectérias do

sistema no intervalo de tempo [a, b] satisfazem

b
55 — 5/ L(q, &, )dt = 0, 2.1)

sendo S = fab L(q, q,t)dt designada por accao. O significado do principio de Hamilton é o
seguinte: escolham-se curvas ¢‘(t) que unam dois pontos fixos em @, num dado intervalo
de tempo fixo [a, b], e calcule-se o integral (2.1), admitindo que ele é uma fungao da curva;
o principio de Hamilton sustenta que esta funcao tem um ponto critico ou estacionério
numa solucao no espaco de curvas. Seja d0¢° a variacao, isto ¢, a derivada de uma familia

de curvas com respeito a um parametro; entao, pela regra da cadeia, a equagao (2.1) é

> [ (G50

para todas as variacoes d¢° que se anulam nos extremos. Usando a igualdade

equivalente a

5q ) dt =0 (2.2)

d
5§ = —5q'
q dtq’
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integrando por partes o segundo termo de (2.2) e atendendo ao facto de que d¢'(a) =

dq'(b) = 0, obtém-se
"L (P[OL d (0L ;
> / [ = F ( aq'i)} 5 dt =0, (2.3)

Como dq* é arbitrario, (2.2) é equivalente as equagoes de Euler-Lagrange,
d (0L OL
—(==]—-—=—=0, (2.4)
dt \ 0q Jq

sistema de d equacoes de segunda ordem, cuja solucao depende de 2d constantes arbitrarias

que descrevem o movimento, dadas as condigoes iniciais. No caso do péndulo (1.4), usando

ml%6?

o angulo o como coordenada, a energia cinética ¢ dada por T = 2(i* + %) = ™5

a energia potencial por V = mgy = —mglcosa. As equacoes de Euler-Lagrange sao
_ l . o l2 e

mglsina —ml“a = 0.
Um outro exemplo é o da segunda lei de Newton, F = ma, que descreve o movimento de
particulas num campo potencial V. Para isso, considere-se um sistema de N particulas
que se movem num espaco euclideano tridimensional; entao, o espaco das configuragoes é

Q=R e L=T-V édado por
T
L(di, @i, 1) = 5 > mylleyll* = Viay),
=1

onde os pontos de ) sdao escritos como qy,...,qn, ¢ q; € R3. Neste caso as equacoes de

Euler-Lagrange (2.4) reduzem-se a segunda lei de Newton

ey Y
idi) = oq;’

=1,...,N
dt ¢ ) ’ )

ou seja, F = ma, verificando-se que o sistema potencial newtoniano é um caso particular

da mecanica lagrangiana.

Como se faz a passagem ao formalismo hamiltoniano? Introduzam-se as coordenadas

oL
Lok

que representam os momentos conjugados generalizados do sistema. Defina-se a mudanca

p

de variaveis (q,q) — (q,p), chamada de transformagao de Legendre T, : TQ — T*Q

que, no caso dimensional finito tem coordenadas locais dadas por

i i i OL i
Tr(¢',q") = <q ’a_qi) = (¢", i)
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A Hamiltoniana H : T*() — R é definida como

H(p,q) =p"aq— L(q,q),

obtendo-se um sistema de 2d-equagoes de primeira ordem, chamadas equacoes de Hamilton

) OH
P=——F5-
dq
.ol (2:5)
q - ap )
ou entao, em componentes do campo vectorial hamiltoniano X g
OH
X, =——
pi (q7p) aqz (q7p)7
oH
X = — )
¢(¢,p) o, (¢,p)

O grau de suavidade da Hamiltoniana H pode variar de problema para problema, mas
assume-se que, no minimo, H ¢é de classe C?, de forma a permitir que o lado direito
do sistema (2.5) seja de classe C', e entao, os teoremas da existéncia e unicidade sejam
aplicaveis.

Por vezes, é util combinar todas as varidveis dependentes em (2.5) num vector 2d-

dimensional y = (p, q). Neste caso, (2.5) assume a forma

dy 1
—=J H 2.6

onde H = H(p,q) é a fun¢ao Hamiltoniana, V é o operador

(i 0. 29 i)
ap17ap27"'78pd78q17"'7aqd Y

J é a matriz anti-simétrica de dimensao 2d x 2d

r=( 0,0 (2.7

e I, representa a matriz identidade de dimensao d.
O formalismo hamiltoniano desenvolve-se no espaco de fase T, designado por fibrado
cotangente de @, com coordenadas (¢',...,q", p1,-..,Pn)-

Para a Lagrangiana L : R%" = {(q,q) : q,q € R*} — R de N particulas,

N
. 1 .
L(a.q) = 5 > millal* = Via),
=1
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obtém-se

H(p,q) =p'd— L(q,q)

N
1 .
=5 > millal® + Vi)
i=1

ISn 1 s
:§ZEHP I+ V(a).
i=1

Um exemplo simples da passagem do sistema lagrangiano ao hamiltoniano ¢ dado pelo

ms2 ko2

oscilador harménico, com Lagrangiana L = 2@ x“. O momento conjugado é p =

g—é = mz. A Hamiltoniana H é 2 2
H=pt—-L
= mi® — %Zﬂ + l;xz

0 que ja seria de esperar, uma vez que neste caso a Hamiltoniana coincide com a energia

total. As equacoes de Hamilton sao entao

. _OH p _ OH

_L_L e
* op m’ b Ox v

Diferenciando a primeira equacao em ordem ao tempo e eliminando p, obtém-se a equacao

mz + kx = 0, conforme esperado. A solucao geral para x é uma oscilagao

z(t) = Cy sinwt + Cy cos wt, w = +/(k/m),

onde w representa a frequéncia angular e Cy e C5 sao constantes de integracao; analoga-
mente,

p(t) = mw(Cy cos wt — Cysin wt).

No plano de fases, o plano (p,q), as curvas paramétricas p((t),q(t)) correspondem as

elipses
2 k 2
H(p,q) = 2p—m + % = const,

e, no caso de mk = 1, correspondem a circunferéncias.
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As equacoes de Hamilton podem ser reescritas com recurso aos colchetes de Poisson,
sob a forma

{F}y={F.H} (2.9)
para todas as fungoes F' € F(P), onde F(P) representa o espago das fungoes suaves no
espaco de fases P = R% [31]. Os colchetes de Poisson sao definidos como

~~ (0GOK 0G OK
(5= (G 5.~ o) 210

para todas as fung¢oes G, K € F(P). Usando as equagoes (2.5) e (2.10), para qualquer
F € F(P), obtém-se

i OF i OF .\ _dF
: 8qiq 8pipl Cdt

i=1

:{F’H} (2.11)

_y-(2FoH _oron
B oq'dp; Op,; 0q' ’

=1

a qual é equivalente as equagoes (2.5), ja que ' € F(P) é arbitréria.

Demonstra-se que as equagoes de Euler-Lagrange sao equivalentes as equagoes de Hamil-
ton. Os principios variacionais também existem no formalismo hamiltoniano [1, 13, 26].
Para derivar as equacoes de Euler-Lagrange, consideram-se curvas g no espacgo das con-
figuracoes, ao passo que no caso das equagoes de Hamilton consideram-se curvas no espago
(q,p), o espago de fase. O principio de Hamilton no espago de fase é traduzido no teorema

seguinte.

Teorema 2.1. Considere-se uma Hamiltoniana H num dado fibrado cotangente T*(Q).

Uma curva (¢'(t), pi(t)) em T*Q satisfaz as equagoes de Hamilton se e sé se

b
5/ [pig’ — H(q',pi)ldt =0, (2.12)

dq*

4 sendo

para todas as variagoes das curvas (¢'(t), pi(t)) no espago de fases, onde ¢' =

q" fizo nos pontos extremos.

Note-se que

b . b } . OH .., OH
it H 7 . — AP ) AN : i ; ]
5/a [pig (q", pi)dt /a {(51%)61 +pi(6¢") aqzéq api5p dt
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Como ¢'(t) é fixa nos dois pontos extremos, resulta p;0¢" = 0 nesses pontos e, entao, o

segundo termo da equagao anterior pode ser integrado por partes, obtendo-se

br . OH_ . O0OH
1'(0p;) — pi(0¢") — =—=0q" — —dp; | dt,
/a[q(p) pi(0q") 9700~ 5y,

o qual se anula para todas as dp;, dq’, satisfazendo as equacoes de Hamilton (2.5).

2.2 Leis de conservacao

2.2.1 Lei de conservacao da energia

Os sistemas hamiltonianos que nao dependem explicitamente do tempo tém natureza con-
servativa, no sentido da conservacao da energia do sistema. No caso de T ser quadratica,
verifica-se a igualdade [1, 13, 26]

H=T+YV,

ou seja, a Hamiltoniana representa a energia total do sistema, sendo um primeiro integral
do sistema. Este resultado é evidente nas equagoes (2.8), onde a Hamiltoniana coincide
com a energia total do sistema, expresso nas variaveis (q,p).

O mesmo resultado é obtido pelo uso dos colchetes de Poisson; por um lado, note-se que
se verifica {F,G} = —{G, F'} e, em particular, {H, H} = 0, e por outro lado, usando a
equacao (2.10), obtém-se

H =0,
ou seja, a energia é conservada. Tem-se o resultado seguinte [1].

Teorema 2.2. A igualdade ¥ = 28 ¢ yerdadeira e, em especial, no caso de sistemas

dt dt
OH
- = O,

em que a fung¢ao de Hamilton nao depende explicitamente do tempo, ou seja, <3

cumpre-se a lei da conservacao da fungao de Hamilton

H(p(t),q(t)) = const.

As simetrias tém um papel relevante nos problemas da mecanica. Qualquer simetria

do problema que permita adoptar um sistema de coordenadas q, de modo a fazer com que
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a funcao de Hamilton nao dependa de algumas coordenadas, permite determinar certos
invariantes e reduzir o problema a um outro com um ntmero menor de coordenadas. Por
exemplo, quando a coordenada ¢' nao figura na funcao de Hamilton, de forma que g—g =0,
essa coordenada diz-se ciclica; naturalmente, que se uma coordenada é considerada ciclica
no contexto hamiltoniano, também o serd no contexto lagrangiano. Neste contexto, o

teorema seguinte é muito utilizado para resolver problemas na mecanica [1].

Teorema 2.3. Seja ¢* uma coordenada ciclica. Neste caso, p1 € um invariante. Sendo
assim, a variacao das restantes coordenadas com o decorrer do tempo € a mesma que tem
lugar no sistema n — 1-dimensional, com coordenadas independentes ¢° ..., q" que tem a

fun¢ao de Hamilton
H(p27"'7pn7q27"'7qn7tac)

dependente do parametro ¢ = p;.

2.2.2 Teorema de Noether

Um dos pilares da mecanica lagrangiana é o teorema de Noether que, em linguagem in-
formal assume a seguinte forma: a todo o grupo uniparamétrico de difeomorfismos da
variedade configuracional do sistema lagrangiano que conserva a funcao de Lagrange cor-
responde um invariante das equacoes do movimento. Dito de outra forma, quando existe
uma simetria na Lagrangiana ou na Hamiltoniana, entao certas quantidades do movi-
mento, as fungoes quantidade de movimento, irao ser preservadas pelo fluxo lagrangiano
ou hamiltoniano, respectivamente.

Uma deducdo possivel do teorema de Noether é a que se encontra em [15]. Seja s o
parametro que caracteriza uma transformacao geral de coordenadas; se s = 0, as coorde-
nadas nao sao transformadas. Por exemplo, considere-se uma Lagrangiana que contém
uma forca central arbitraria; entao, o sistema de coordenadas pode rodar livremente sem
alterar a Lagrangiana (admite-se que a rotac¢ao é independente do tempo). Para qualquer

valor de 6, o ponto (z,y) é transformado num ponto (z’,y’), de acordo com
x' =xcosf —ysinb,

Yy =ycosf + xsinb.
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Se 8 = 0, esta-se em presenca da transformacao identidade. Neste exemplo, tem-se que
s = 6. Voltando ao caso genérico, se q(t) for a solu¢ao das equagoes de Euler-Lagrange no
sistema original, entao Q(s,t) representa a solugao das equagoes de Euler-Lagrange para

qualquer valor de s, com Q(0,t) = q(t). A definigdo da invariancia da Lagrangiana é

L'= L(Q(s,1),Q(s,1), 1) = L(q, &, 1).

Se a Lagrangiana é invariante, entao L’ nao depende de s (por simplicidade, nao se

considera a dependéncia temporal):

SHQs.1), Qs 1) = 0

De acordo com a regra da cadeia, vem

AL _0LiQ 0L iQ
ds  0Qds 9Q ds’
e de acordo com as equagoes de Fuler-Lagrange:

oL _doL
0Q  dtoQy
Entao,
AL _doLdq  oLdQ
ds dt aQ ds aQ ds
_d[ordq
Cdt aQ ds

o que significa que
dQ

T = const, (2.13)

s=0

g—g e % sao avaliados em s = 0 por uma questao de conveniéncia.

onde p =
Admita-se, agora, que a transformacao é descrita por mais do que um parametro; por
exemplo, as rotacoes sao descritas por trés parametros. Faz-se s; = 1,2,.... Para cada
parametro s;, repete-se a derivacao feita acima, mostrando que existe uma quantidade
conservada [; associada a ele. Para N graus de liberdade, vem:

N Q"

Ij<q17q27' .. 7qN7q17q27‘ .. 7qN) = Zpk 7
k=1

Is, = const, (2.14)

todos s=0
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onde p, = g—;. No caso das rotagoes espaciais, I, I e I3 sao as componentes da quantidade
de movimento angular total.

A expressao (2.14) traduz o teorema de Noether: se a Lagrangiana ¢ invariante sob
uma simetria continua, existem quantidades conservadas associadas a essa simetria, uma
para cada parametro da transformacao. Tal pode ser determinado diferenciando cada
coordenada em ordem aos parametros da transformacao, na vizinhanca da transformacao
identidade, multiplicando pela quantidade de movimento conjugada e somando ao longo
dos graus de liberdade. O teorema de Noether ird ser retomado na secgao sobre fungoes

quantidade de movimento.

2.2.3 Simplecticidade

Outros integrais do movimento estao associados com a simplecticidade do fluxo hamilto-
niano, com o teorema de Liouville e com o teorema de Poincaré sobre o retorno.

Os sistemas hamiltonianos preservam a simplecticidade do seu fluxo. O que é que isso
significa? A solucao do sistema (2.6) induz uma transformacao v no espaco de fases R??;

tal funcao diz-se simpléctica se, sendo ) linear,
YT = J, (2.15)

onde a matriz J é dada pela expressao (2.7). A interpretagdo geométrica da simplecti-
cidade do fluxo hamiltoniano é fornecida, por exemplo, em [1, 13]. Os objectos bésicos
a serem estudados sao paralelogramos de duas dimensoes em R??. Admita-se que os

paralelogramos podem ser gerados por dois vectores
134 n’
)’ nt )’
onde &P, &7 nP,n? € R? no espaco (p,q) como
P={tE+sm:0<t<1,0<s<1}.
No caso d = 1, considere-se a area orientada

area.or(P) = det ( ?; ZZ; > = &Pt — P (2.16)
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No caso d > 1, substitui-se (2.16) pela soma das dreas orientadas das projecgdes de P nos
planos coordenados (p;, ¢')

d p p d
slem = Yot (& T ) =S et - ), 2.17)
i=1 v i=1

que define uma funcao bilinear que actua nos vectores de R??. Em notacao matricial, esta

fungao assume a forma
w(&,m) =& Jn. (2.18)

A definigao de simplecticidade em (2.15) ¢ equivalente a

w(AE, An) = w(&,n), (2.19)

para todo o &, € R??, sendo A : R?* — R?? yma funcao linear. Mostra-se que det A = 1
26].

No caso d = 1, a expressao w(&,n) representa a area do paralelogramo P, e entao a
simplecticidade da funcao linear A equivale a preservacao da area de P. No caso geral,
onde d > 1, a simplecticidade significa que a soma das areas orientadas das projeccoes de
P sobre (p;, q*) é a mesma, no caso dos paralelogramos transformados A(P).

No caso da funcdo ¢ nao ser linear, uma funcio diferenciavel ¢ : U — R?¢, onde U C R??

é um aberto, diz-se simpléctica se a matriz jacobiana '(p, q) for simpléctica

V' (p, )" IV (p,q) =J ou w(®'(p,q)& ¢ (p,a)n) = w(&,n). (2.20)

A interpretacdo geométrica da simplecticidade de fungoes nao lineares é a seguinte. Seja
M uma subvariedade 2-dimensional do conjunto 2d-dimensional U, e admita-se que M =
#(K), onde K C R? 6 um compacto, sendo ¢(s, t) uma funcao continuamente diferencigvel.
A variedade M pode ser considerada como o limite das unioes dos paralelogramos gerados

pelos vectores
¢ 09
0s ot

Para um paralelogramo, considere-se a soma das areas orientadas das suas projecgoes

(s,t)ds (s,t)dt.

sobre o plano (p;, ¢') e faca-se a adicdo sobre todos os paralelogramos da variedade. No

limite, obtém-se a expressao

QM) = //Kw (g—f(s,t), %(s,t)) ds dt. (2.21)
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Se uma funcgao ¢ : U — R?? ¢ simpléctica em U, entdo ela preserva a expressao (M), o

que significa que

para todas as variedades 2-dimensionais que podem ser representadas como a imagem de
uma funcao ¢ continuamente diferencidvel.

Para d = 1, M C R? e escolhe-se K = M, sendo ¢ a funcao identidade. Neste caso,
QM) =[] 1 ds dt representa a drea de M. Entao, todas as fungoes simplécticas, mesmo
as nao lineares, preservam a area.

No caso de problemas com um grau de liberdade (d = 1), a simplecticidade do fluxo
hamiltoniano traduz-se na preservacao da drea orientada. No caso do oscilador harmoénico

(2.1) o fluxo, com condigbes iniciais (p(0), ¢(0)) em ¢ = 0 assume a forma matricial

p(t) \ cos wt —(mw) sin wt p(0) (2.22)
qit) )\ (mw) 'sinwt cos wt q(0) ) '
No caso de mw = 1, o fluxo traduz-se numa rotacao rigida de wt radianos. No caso de

mw # 1, mostra-se que a matriz representativa do fluxo em (2.22) pode ser factorizada

mw 0 coswt — sinwt (mw)™t 0
0 1 sinwt coswt 0 1)

A matriz mais a direita contrai a area de um factor mw, o efeito exactamente oposto da

como [34]

matriz mais a esquerda, que actua apos a rotacao rigida.

O conjunto das transformacoes simplécticas 1 : R?? — R2? é um grupo, ja que se verificam

cumulativamente as seguintes condigoes:

1. A composicao de transformagoes simplécticas é fechada, ou seja, se ¥ e ¢ sao trans-

formacoes simplécticas, entao também o é a transformacao v o .
W' IW'Y) = T W T I ) = ¢TI = J.
2. A composicao de transformagoes simplécticas é associativa.

3. Se 1 é simplética, entdao a sua inversa 1)~ também o é.

Partindo da hipdtese de que a transformacao é simpléctica, usando uma definicao
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alternativa, baseada na identidade J~! = —J, tem-se
w/TJflqpl —_ J*l
e atendendo a que, obviamente, JI = —.J, ou seja, J~7 = —J 7!, obtém-se

’l/J/TJ'l// = J= (w/TJ,l/}/)fT — J*T = 2blfT:]fl,wlfl —_ J71 = (wfl)TJfl(wfl) — Jfl,
o que demonstra que 1! é uma transformacao simpléctica.

4. A transformacao ) = id é simpléctica, o que é ébvio, ja que é satisfeita a identidade
id"J id = J.

Um resultado de Poincaré, de 1899, mostra que o fluxo dos sistemas hamiltonianos é

sempre simpléctico.

Teorema 2.4. Seja H(p,q) uma funcio C? em U C R*. Entdo, para cada t, o fluzo,

onde estiver definido, é uma transformacao simpléctica.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [13]. Demonstra-se, também,
a equivaléncia entre fluxos simplécticos e a sua natureza hamiltoniana. Uma equacao

diferencial diz-se localmente hamiltoniana se a igualdade (2.6) se verificar.

Teorema 2.5. Seja f : U — R?* uma funcio continuamente diferencidvel. Entdo, 7 =
f(y) € localmente hamiltoniana se e sé se o seu fluro € simpléctico, para todo y € U e

para todo t suficientemente pequeno.

Mas, a teoria hamiltoniana permite ir um pouco mais além nestas consideragoes
sobre a preservacao da area, conviccao que toma forma no teorema de Liouville, cuja

demonstracao pode ser encontrada em [1].

Teorema 2.6 (Teorema de Liouville). O fluzo de fase 1 conserva o volume, ou seja, para
qualquer dominio D

volume (D) = volume D.

[1] demonstra uma afirmagdo um pouco mais geral, também devida a Liouville.

Considere-se um sistema de equagdes diferenciais ordindrias x = f(x), onde x = (21, ..., z,),
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cuja solucao se prolonga por todo o eixo do tempo. Seja g' o respectivo grupo de trans-
formacoes

g(x) =x+Ex)L+O0(),  (t—0).

Seja D(0) um dominio no espaco {x} e v(0) o volume desse dominio, sendo validas as
igualdades
v(t) = volumeD(t), D(t) = g" D(0).

Entéao, quando div f = 0, g* conserva o volume: v(t) = v(0).
O teorema de Liouville é apresentado noutra forma em [15]. Defina-se a densidade do

espaco de fase como

onde N representa o ntimero de sistemas na <area do espaco de fase> A = Aq Ap, todos
governados pela mesma Hamiltoniana. Mostra-se que

dp
2=,

dt
ou seja, a area de qualquer distribuicao no espaco de fases é preservada. O volume do
espaco de fases é conservado, isto é, a densidade do espago de fases assemelha-se a um
fluido incompressivel.

No seguimento do teorema de Liouville faz sentido enunciar o teorema de Poincaré, citado

e demonstrado em [1].

Teorema 2.7 (Teorema de Poincaré sobre o retorno). Seja v uma aplica¢ao que conserva
o volume, continua, biunivoca e que transforma em si proprio o dominio limitado D do
espaco euclideano: YD = D.

Neste caso, em qualquer vizinhanca U de qualquer ponto do dominio D, hd um ponto

x € U que retorna ao dominio U, ou seja, yx € U, para certo n > 0.

Em linguagem mais simples, tal significa que quase todo o ponto em movimento
retorna, reiteradas vezes, a sua posicao inicial. Uma aplicagao, com resultados que se
poderiam designar por paradoxais, é a previsao: se a membrana que separa uma camara
cheia de gas de uma camara onde hé véacuo, for aberta, dentro de certo tempo, as moléculas

de gés voltarao a reunir-se na camara inicial. Para o senso comum, a solugao tem natureza



Leis de conservacao 29

paradoxal, porque o <certo tempo> é maior que o tempo de existéncia do sistema solar.

Quando se considera d = 1, fluxo simpléctico significa preservagao da &rea; [34] enfa-
tiza que, para d > 1, a generalizacao correcta é a simplecticidade e nao a preservacao do
volume. A simplecticidade caracteriza o fluxo hamiltoniano, ao passo que a conservagao
do volume é uma propriedade mais fraca, partilhada por alguns sistemas nao hamiltoni-
anos. Note-se de seguida, por exemplo, como a simplecticidade caracteriza e distingue os
sistemas hamiltonianos dos sistemas genéricos.

A simplecticidade do fluxo hamiltoniano fornece mais informacao do que, simplesmente,
a preservacao da area orientada - fornece informagao sobre a dinamica do sistema hamil-
toniano. Devido a propriedade da conservagao da area, caracteristicas que sao excepgao
em sistemas dinamicos genéricos, sao a regra em sistemas hamiltonianos; inversamente,
caracteristicas tipicas de sistemas dinamicos genéricos nao se podem verificar nos sistemas
hamiltonianos.

Considere-se um sistema auténomo (H nao depende, explicitamente, do tempo) de equagoes

diferenciais no plano, da forma

p=1f(p,q), q=2g(p,a),

e assuma-se que o ponto (pg,q’) é um ponto de equilibrio. Regra geral, os pontos de
equilibrio sao hiperbdlicos: as partes reais dos dois valores proprios Ay, Ay da linearizacao
a volta do equilibrio sao nao-nulas. Os pontos de equilibrio hiperbdlicos podem ser de

trés tipos:

(i) atractores - Aj, Ao tém parte real negativa;
(ii) repulsores - A1, Ay tém parte real positiva;

(iii) ponto sela - A\j, A2 tém parte real de sinal contrério.

Regra geral, a situacao de A1, Ay serem imaginarios puros conjugados nao se verifica: neste
caso, pequenas perturbacoes arbitrarias no lado direito do sistema transformam-no num
sistema com pontos de equilibrio com natureza de atractor ou repulsor. No entanto,

restringindo esta consideragao a sistemas auténomos hamiltonianos no plano, o que é
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regra geral - pontos de equilibrio hiperbdlicos - nao se pode verificar; atractores (ou re-
pulsores) nao tém lugar porque o fluxo, na sua vizinhanga, contrai-se (expande-se). Um
atractor para um fluxo 1 é um conjunto compacto A, com uma vizinhanca U, tal que
Y(U) CU, Vt>0e A=()oo¥(U). Mostra-se que, devido a simplecticidade do fluxo
hamiltoniano, nao existem atractores nao triviais (o conjunto vazio e todo o espago) [25].
Em suma, o caso de \1, \y terem parte real nula é, agora, genérico: se um sistema hamilto-
niano se enquadrar nesta situacao (o ponto de equilibrio é um centro), entao, tipicamente,
sistemas hamiltonianos vizinhos também o sao.

Consideracoes analogas podem ser feitas a propdsito das solucoes periddicas. Em sis-
temas auténomos de equacoes diferenciais no plano, as orbitas periddicas sao ciclos-limite
estaveis ou instaveis. Na vizinhanga de tais ciclos limite, a drea contrai-se ou expande-se, o
que significa que os ciclos limite nao tém lugar em sistemas hamiltonianos. Para sistemas
auténomos hamiltonianos no plano, uma orbita periédica esta rodeada por outras orbitas
periddicas, uma situagao que nao é genérica em sistemas auténomos nao hamiltonianos.
[34] menciona que todas as propriedades especificas da dinamica hamiltoniana podem ser
derivadas da propriedade da preservagao da area, ou seja, da simplecticidade do fluxo.
Com efeito, a conservacao pelo fluxo da area orientada é uma caracteristica que so é

verificavel em sistemas hamiltonianos. Assuma-se que {2 é simpesmente conexo e que

dp dq
— =f(p,q,t), — = ,q, 1), 2.23
o = (P, a,t) o — 8P a) (2.23)
é um sistema diferencial suave cujo fluxo é simpléctico. Entao, (2.23) é, efectivamente,
um sistema hamiltoniano, para um determinado H. Pelo teorema de Liouville, para cada

t, o campo vectorial (f, g)T tem divergeéncia nula, e entao
(-t = 5

condigao necessaria e suficiente para que (g, —f )T seja o gradiente da funcao escalar H,
ou seja, para que (2.23) seja hamiltoniano.
Se ) nao for simplesmente conexo, entao os sistemas com fluxo simpléctico sao, em geral,
localmente hamiltonianos: em cada bola B C {2, eles coincidem com um sistema hamilto-
niano mas, globalmente, o sistema pode nao ser hamiltoniano. Um exemplo tipico é dado
pelo sistema definido em Q = R?\(0,0) por

o _ _p da _ 4

dt  p2+q? dt  p2+q?
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Em cada bola em € o sistema é hamiltoniano, com H dado por um dos argumentos do
ponto (p,q). No entanto, o sistema nao é globalmente hamiltoniano porque o argumento

nao pode ser definido como uma unica fungao suave em ).

2.3 Sistemas forcados e com restricoes

Muitos sistemas mecanicos sao restringidos por vinculos holénomos. Por exemplo, seja
uma curva suave no plano. Quando, nas vizinhacas de v ha um campo de forgas muito
intenso orientado no sentido da curva, o ponto em movimento mantém-se nas proximi-
dades de 7. No limite, considerando um campo de for¢as infinitamente intenso, o ponto
¢ obrigado a manter-se na curva 7. Um exemplo de sistemas com restrigoes ¢ dado pelo
caso de uma particula cujo movimento é restrito a uma esfera.

No caso de sistemas mecanicos com restricoes ou constrangimentos, aplica-se, nao o
principio de Hamilton, mas o principio de Lagrange-d’Alembert. Imagine-se uma particula
de massa m que se move numa superficie, definida por g(q) = 0, para alguma fungao g
suave. Em qualquer instante, a particula sofre a acgao de dois tipos de forcas: as forcas
aplicadas, definidas pelo potencial V', e as forcas da restricao, que actuam de forma a
manter a particula na superficie. Embora, em geral, nao se saiba qual a direccao dessa
forca, assume-se o principio de Lagrange-d’Alembert, ou seja, a forca da restricao actua
na direcgao normal & superficie na qual o movimento da particula estd restrito (na di-
recgao do gradiente da funcdo g, no ponto de contacto). Se as forgas da restricao forem

—8%(‘1). Usando a segunda lei de
q

representadas por F,, tem-se que F || 8%—(:‘), ou F = )\

Newton, as equacoes do movimento assumem a forma

d._

dtq_v’

d _ V(@) <~9q) (2.24)
Mdtv_ oq Z oq A

gz(q):0> i:1727"'7m7

onde M representa uma matriz de massa, definida positiva, simétrica e, tipicamente,
diagonal. Estas equacgoes podem ser escritas de uma forma mais compacta, através da

introducao de g(q) = (¢1(q), - - -, gm(q))’; se a sua matriz jacobiana for representada por
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G(q)" =29 o Xx=(\,...\n)7, as equacdes (2.24) vém

oq !
d._
dtq—v,
d _ 9V(q) T (2.25)
g(q) =0.

As equagdes (2.25) sao um caso particular das equagoes de Euler-Lagrange com restrigoes.
Um exemplo classico é o do péndulo esférico, onde uma massa m esta suspensa num fio
rigido de massa desprezivel, com comprimento L > 0. Em coordenadas cartesianas, a
energia ¢ dada por

1
E=—(2*+y*+ %) + mgz,

2m
e as equagoes do movimento sao
mi = 2 \x
my = 2\y

mz = 2\z —mg
0=a? 49>+ 22— L%
As equacgoes de Euler-Lagrange podem ser generalizadas para descrever sistemas mecanicos
com forcas externas. Um caso particular é quando essas forcas sao dissipativas.
Seja E a energia do sistema. Um campo vectorial vertical Y em T'Q) diz-se fracamente

dissipativo se
(E,Y) <0,

para todos os pontos de T'Q). Se
(dE,Y) <0

o campo vectorial diz-se dissipativo. Um sistema lagrangiano dissipativo em T'Q) é um
campo vectorial Z 4+ Y, sendo Z o campo vectorial lagrangiano e Y o campo vectorial
dissipativo. Um caso particular de forcas dissipativas é a funcao dissipacao de Rayleigh
R.

Se o campo de forcas for dado por uma funcao dissipativa de Rayleigh R, as equacoes de
Euler-Lagrange forcadas tém a forma

d (8L> oL OR
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No caso da Lagrangiana com a forma

] 1. ;
L(q,q) = §qTMq —V(q)

onde q € R% M uma matriz de massa, constante, simétrica e definida positiva, e V um

dado potencial, as equagoes do movimento assumem a forma

. OR .
Mg=-VV(q) - %(q, q).

Seja a energia dada por

) 1. )
E(q,q) = §qTMq +V(q)

d . OR,
%E = — <q, %(q, q)> :

] 1.+ ,.
R(q,q) = quSq,

onde S é uma matriz simétrica definida positiva, vem

d
—F=—-¢'Sq <0
dt q q— )

No caso classico em que

ou seja, a dissipacao do tipo Rayleigh é fraca.

No caso geral, [26] demonstra qual a forma genérica das equacoes de Euler-Lagrange
forcadas. Seja o campo de forcas dado por

. 0L ,
FY = ¢, 575=Y7(¢"d") ) .
(q AL ))

As equagoes de Euler-Lagrange forcadas sao

d (OL\ 0L . . &

No caso de sistemas com restrigoes, as equacgoes de Euler-Lagrange sao andlogas, se o
termo relativo a restricao for perspectivado como a forca da restricao. Na derivagao
dessas equagoes é necessario apelar ao teorema dos multiplicadores de Lagrange, para
espacos lineares e para variedades, ambos demonstrados em [26].

Sejam V' e A espacgos de Banach e ¢ : V' — A uma funcao suave. Admita-se que 0 é um
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valor regular de ¢, tal que C' = ¢~ 1(0) é uma subvariedade. Seja h : V — R uma funcao

suave e defina-se h : V x A* — R por

h(x, X) = h(z) = (A, ¢(x)).

Teorema 2.8 (Teorema dos multiplicadores de Lagrange para espagos lineares). As

condicoes sequintes sao equivalentes em xo € C':
(i) xo é um ponto critico de h|C;
(ii) existe um Ng € A* tal que (z9, No) € um ponto critico de h.

O teorema seguinte é uma generalizagao do teorema dos multiplicadores de Lagrange
ao caso das variedades. Seja M uma variedade e N C M uma subvariedade. Admita-se
que 7 : £ — M ¢é um fibrado vectorial sobre M e ¢ uma seccao de E que é transversa ao

fibrado. Assuma-se que N = ¢ 1(0).

Teorema 2.9 (Teorema dos multiplicadores de Lagrange para variedades). As condi¢ées

sequintes sao equivalentes em xo € N e h: M — R uma funcao suave:
(i) xoy € um ponto critico de h|N;

(ii) existe uma seccdo \g do fibrado dual E* tal que \o(xo) € um ponto critico de h(\,) =
E* — R definida por
h(Ae) = h(@) = (Ae, (2)),

onde \, representa um elemento arbitrdrio de E.

As restrigdes impostas a um sistema mecanico podem ser de dois tipos: holénomas
e nao holénomas. As restricoes holénomas sao impostas no espaco das configuracoes,
tal como a incompressibilidade na mecanica dos fluidos. As nao holénomas envolvem
condicoes na velocidade.
Seja N C () um subconjunto de uma dada variedade . Como T'N C @), a Lagrangiana
L : TQ — R pode ser restringida a TN, isto é, Ly : TN C TQ) — R. Admita-se que
N = ¢ }0) para uma secgao ¢ : Q — E*, o dual de um fibrado vectorial E sobre Q.

Aplicando os principios variacionais a Ly, obtém-se

5 / Lav(a, &)dt = 0, (2.28)
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onde a variagao ¢é feita sobre curvas com pontos extremos fixos e sujeita a restricao
©(q(t)) = 0. Aplicando o teorema dos multiplicadores de Lagrange a equagao (2.28),

resulta
6/ﬁ«mxmwwan@¢mewmw=o (2.29)

para alguma fungao A(q,t) com valores no fibrado E e onde a variacao é sobre curvas q

em ) e curvas A em E. Em coordenadas, a equagao (2.29) escreve-se como
5 1L ) - X(a' enla Nt = 0.

As equacoes de Euler-Lagrange forcadas correspondentes, nas varidveis ¢', A%, sao

4oL _IL .0

—_—— = 4 . 2.
dtd¢t  Oq oq'’ (2.30)

co1m

0o = 0. (2.31)

O termo —)\a%—“;;’ ¢ a forga da restri¢do, e neste sentido, as equagoes (2.30) e (2.31) s@o

andlogas as equagoes (2.27).



Capitulo 3

Métodos numeéricos

Um método numérico, aplicado a uma equacao diferencial ordindria, pretende aproximar

a solugao do problema

y' =f£(t.y). t>to, y(to) =Yo. (3.1)

Assume-se que f é suficientemente bem comportada, que aplica [ty, co] x R? em RY; y, € R?
é um vector dado e R? é o espaco euclideano real d-dimensional. No minimo, f deve

obedecer a condicao de Lipschitz
I£(Lx%) — £(Ly)| < Alx—yl, paratodox,y €RY, >t (3.2)

A constante real A > 0 é independente da escolha de x e de y e designa-se por constante de
Lipschitz. Se a condicao de Lipschitz se verificar, entao o sistema de equagoes diferenciais
ordindrias tem solucao tnica.

Admita-se que se pretende calcular a solugao numérica de (3.1) no intervalo compacto
[to, to+1*], com determinado algoritmo - cobre-se o intervalo com uma malha equidistante
e aplica-se o algoritmo numérico de forma a obter-se a solugao numérica. Cada malha
tem associada a si uma sequéncia numeérica diferente; uma questao pertinente é: a medida
que o passo h — 0, serd que a solugdo numérica tende para a solu¢ao exacta de (3.1)7?
Represente-se a dependéncia da solucao numérica em relagao ao passo temporal por y,, =
Yor, n=0,1,...,|t*/h]. Un método diz-se convergente se, para cada equagao diferencial

ordindria (3.1), com uma funcao f de Lipschitz e para cada t* > 0

li nh — tn 207
Jm | max |¥nn — ¥ ()]

36
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onde || € Z representa a parte inteira de « € R. A convergéncia significa que, para
cada func¢ao Lipschitz, a solu¢ao numérica tende para a solugao verdadeira, a medida que
a malha se torna mais fina.

Considere-se um integrador arbitréario

Yn+1 :yn<f7h7y07YI7"' 7yn)7 n:O,l,---

para o sistema (3.1); o integrador diz-se de ordem p se

y(thrl) - yn(fa h, Y(t0)7 Y<t1)a T 7y<tn)) = O(thrl)?

para toda a funcao analitica f e n = 0,1,.... O método recupera exactamente toda a

solucao polinomial de ordem p ou inferior.

3.1 Métodos de Euler: explicito, implicito e simpléctico

3.1.1 O método ¢#: métodos de Euler explicito e implicito

Qual a informacao da expressao (3.1)7 Por um lado, sabe-se o valor de y no ponto t = t,
e, por outro lado, dado qualquer valor da funcao y € R?, no instante ¢t > t,, pode saber-se
o declive. Qual o valor de y num novo ponto? A resposta mais elementar e intuitiva
é estimar y(t) pela aproximacao f(t,y(t)) = f(to,y(to)), para t € [to,to + h], e h > 0

suficientemente pequeno. Integrando (3.1), obtém-se

Y(t):}’(to)+/t f(r, y(7))dr (3.3)

~yo+ (t —to)f(to, yo).

Dada a sequéncia tg, t; = to+h,ts = tg+2h, ..., onde h > 0 é o passo temporal, represente-
se por y, a estimativa numérica da solugao exacta y(t,),n = 0,1,.... Da equagao (3.3)
decorre

y1 = yo + hf(to, yo);
continuando este processo de produzir aproximacoes em to, t3, ..., obtém-se a regra recur-
siva

Yn+1 = Yn + hf(tna Yn)a n=0,1,..., (34>
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designada por método de Euler explicito. O método é explicito porque, no célculo da
aproximagao y,i1, usa-se uma avaliagao de f no valor ja conhecido de y,. A férmula
(3.4) representa uma funcao

(I)h ‘Y 7 Yo+,

designada por fluxo numérico ou discreto.

O método de Euler (3.4) é convergente e de ordem 1 [16].

O método de Euler aproxima a derivada por uma constante em [t,,t,.1] pelo seu valor
em t,; fard mais sentido fazer a aproximacao da derivada pela média dos seus valores nos

pontos extremos. Neste sentido, uma expressao andloga a (3.3) é

y(t) = y(ta) + / £(r, y(r))dr

~ ¥ () 5t = ),y (1) + £,y (1)

A regra trapezoidal, baseada nesta expressao, é

Lt yo) + E(ters yoos). (3.5)

yn+1:yn+2

A regra trapezoidal (3.5) é convergente e de ordem 2 [16]. Outra diferenca entre o método
de Euler e a regra trapezoidal reside na natureza explicita do primeiro e na natureza
implicita da segunda; neste 1ltimo caso, serd necessario resolver um sistema de equagoes
nao linear. O facto de o método ser implicito e, por isso, ter o custo associado da resolucao
de um sistema de equagoes nao lineares, nao significa, necessariamente, que sera preferivel
o uso de métodos explicitos; tal é apenas um dos atributos de um método numérico, entre
outras caracteristicas relevantes.

Uma alternativa a aproximacao da derivada no método de Euler é, além da regra trape-

zoidal, a regra do ponto médio implicita, dada por

1

1

A regra do ponto médio implicita (3.6) é convergente, de ordem 2 e um caso particular
dos métodos Runge-Kutta. (3.6) é um método simétrico, no sentido de que a férmula fica

inalterada apos a troca y,, <> y,+1 ¢ h <> —h. Este método ¢ algebricamente estavel para



Métodos de Euler: explicito, implicito e simpléctico 39

qualquer escolha do passo temporal [2, 30].

Considere-se a expressao, para 6 € [0, 1],

Yn+1 = Yn + h[ef(tm Yn) + ((1 - g)f(tn—i-lu Yn—i-l)]? n= 07 17 Tt (37>

Sed =0ef = %, recuperam-se os métodos de Euler explicito e a regra trapezoidal,

1

5 €, caso

respectivamente. A expressao (3.7) origina um integrador de ordem 2 se 6 =
contréario, de ordem 1, sendo um método convergente para todo o 6 € [0, 1]. O método é
explicito para # = 0 e, caso contrario, é implicito. Uma questao pertinente, a propdsito
deste método ¢, qual o seu interesse, além dos casos ja citados - para § = 0, que origina
um método explicito (método de Euler explicito) e 6 = %, que origina um método de
ordem 2 (regra trapezoidal)? [16] menciona 3 razdes. Em primeiro lugar, o conceito
de ordem baseia-se no facto de o erro estar concentrado, principalmente, no primeiro
termo da série de Taylor que foi desprezado; tal é verdade, a medida que h — 0 mas,
na realidade, no computador tal nao é possivel. Assim, em certas circunstancias, se for
desejavel anular termos da expansao de Taylor que estao inseridos no erro, tal é possivel
pela escolha de #; por exemplo, para 6 = 2/3 os termos O(h?) desaparecem, retendo-se o
termo O(h?). Em segundo lugar, este método ¢ um método geral, baseado, nao na mera
intuicdo geométrica, mas numa aproximacao mais formal (na expansao de Taylor e no
teorema da funcao implicita). A terceira razao apontada é a escolha # = 1, com grande

relevancia em termos praticos. Para esta escolha particular, obtém-se

Ynt+1 = ¥Yn + hf(tn—I—h Yn+1)7 n = Oa 1’ ) (38>

conhecido por método de Euler implicito.

Uma iteragao da regra trapezoidal, com passo temporal h, é equivalente a uma iteragao do
método de Euler explicito com passo temporal %, seguido de uma iteracao do método de
Euler implicito com passo temporal % De forma similar, a regra do ponto médio implicita

corresponde ao método de Euler implicito seguido do método de Euler explicito.
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3.1.2 O método de Euler simpléctico

Para sistemas do tipo

u=a(u,v)
(3.9)
v = b(u,v),
usa-se o método de Euler particionado ou simpléctico
U1 = U, + ha(un+17 Vn)
(3.10)

Vitl = Vp + hb(lln+1, Vn)-

O método de Euler simpléctico (3.10) trata a varidvel u pelo método de Euler implicito e

a variavel v pelo método de Euler explicito.

3.1.3 O método de Euler simpléctico em sistemas com restricoes

Considere-se um sistema mecanico com posicoes (¢, . .. ,qd), com o movimento restrito
de forma a satisfazer g(q) = 0, onde g : R? — R™, com m < d.
Admita-se que se integra a variavel p pelo método de Euler implicito e a variavel q pelo

método de Euler explicito. Obtém-se

~ OH A n n
Pn4+1 = Pn — h (a_q(anrla q ) + G(q )T)‘n+1)
OH (3.11)
n+1 — h— n
q "+ (Pnt1,4")
0=g(¢"""),
onde A = (A, ..., \n)T representam os multiplicadores de Lagrange, e G(q) = %(q). A

aproximacao numérica (p,y1,¢" ™) satisfaz g(q) = 0, mas nao G(q)%—g(p, q) = 0. Entao,

para obter a aproximagao (p,.1,¢""') € M, com

M ={(p,a): g(a) =0, G(a)—(p,q) =0}, (3.12)

OH
Ip
adiciona-se a projeccao

Pn+1 = ﬁn-ﬁ-l - hG(qn+1)Tﬂn+1

LOH § (3.13)
0==Gl(qg —H)%(pn-i-laq .

As equagodes (3.13) constituem um sistema nao linear em p,, 41 € hfini1.
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3.2 Métodos Runge-Kutta: explicitos, implicitos e
particionados

3.2.1 Métodos Runge-Kutta explicitos

A forma integral do sistema (3.1) é dada por
t
y(t) =vito) + [ Hry(o)ir
to
Conforme se observa, a solucao passa pelo calculo de um integral; neste sentido, o calculo
da solucao numérica passa pela integracao numérica do integral. E usual substituir o
integral por uma soma finita, procedimento conhecido como quadratura. Seja v uma

fungao nao negativa no intervalo (a,b), tal que

/a " Hi(r)dr

A aproximacao do integral por uma soma finita é dada pela expressao

b
O</’7(T)dT<OO, < 00, j=1,2,---

| o~ Yo i) (3.14)

onde os numeros by, by, -+ ,b, € c1,co,- -+, ¢y, independentes da fungao f, sao as pon-
deracoes e os nodos da quadratura, respectivamente. E possivel ter a = —oo ou b = 400.
Admita-se que a quadratura coincide com o integral exacto quando f é um polinémio
arbitrario de grau p — 1. Para cada funcao f, com p derivadas suaves, tem-se que

< (p)
< cmax | FP(t)

)

| sontmar =3t

onde a constante ¢ > 0 é independente de f [16]. Neste caso, a quadratura diz-se de

ordem p.

Como aplicar uma quadratura ao sistema (3.1)? Integra-se de ¢, a t,1 = t, + h da

seguinte forma:
tnt1
it =y(ta) + [ Ery(r)ar
tn

1
vt +h / £(t, + hr,y (b, + hr))dr,
0
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substituindo o segundo integral por uma quadratura, resultando o «<método>

Vil :yn+h2bjf(tn+cjh,y(tn+cjh)), n=0,1,....

j=1
O problema que se levanta é o desconhecimento do valor de y nos nodos t,, + cih, t, +
coh, ..., t, +v,h e, por isso, torna-se necessario recorrer a uma aproximacao. Represente-
se a aproximacao a y(t, + ¢jh) por Ej,j =1,2,...,v. Inicie-se o processo com c¢; = 0,
ja que desta forma se obtém &, = y,. A ideia que subjaz aos métodos de Runge-Kutta

explicitos ¢ expressar cada §;,j = 2,3, ..., v por actualizar y, como a combinagao linear
de f(tna 51)7 f(tn _l' Cgh, 52)7 cee af(tn + Cj—lh'7 €j71):

€1 =Y
& = yn + hag f(t,, &)
53 =¥yn+t+ hCLng(tn, €1> + ha3’2f(tn + Cgh, 52)

(3.15)

v—1

€ZI =Yn + h Z al/,if(tn + Ciha Ez)

=1

14
Ynt1 =Yn +h Z bif(t, + c;h, §;).
j=1
Diz-se que (3.15) tem v etapas. A matriz A = (a;;)ji=12,...,, onde os elementos que
nao constam sao nulos, é a matriz RK; as ponderacoes RK e os nodos RK sao dados,

respectivamente, por

by C1

bo Co
e

b, Cy

Esta informacgao é apresentada numa tabela RK

c| A
bT

Mas, como escolher a matriz RK? Concretizando para v = 2, [16] mostra que

1
bl + b2 = 1, bQCQ = 5, Q21 = Ca. (316)
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NoI= O

[es) I
—_

Tabela 3.1: Métodos Runge-Kutta de ordem 2

— = O

[N I N

—
winy DN
[N

Tabela 3.2: Método Runge-Kutta cléssico

As condigoes (3.16) nao definem de forma dnica um método Runge-Kutta explicito de
ordem 2. As escolhas habituais passam por uma das tabelas RK que constam da tabela

3.1. As condicoes para que um método Runge-Kutta explicito seja de terceira ordem sao
1 9 5 1 1
b1 =+ b2 + b3 = 1, bQCQ —|— b303 = 5, 6202 + b303 = g, b3a37262 = 6 (317)

Os exemplos mais relevantes sdo o método Runge-Kutta cldssico (tabela 3.2) e o método
de Nystrom (tabela 3.3). O método de Runge-Kutta explicito de quarta ordem mais
conhecido é o que consta da tabela 3.4. Métodos Runge-Kutta explicitos de ordem v,
com v-etapas, existem somente para v < 4. Para obter ordem cinco, sao necessarias seis

etapas.

olrowinn O

= O win

[t VTN
ool

Tabela 3.3: Método de Nystrom
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NN = O

o= O Ol
Wi O Nl
W =

O

Tabela 3.4: Método Runge-Kutta de ordem 4

3.2.2 Métodos Runge-Kutta implicitos

Formulacao dos métodos Runge-Kutta implicitos

Considere-se o algoritmo mais geral do que (3.15):
5]:yn+hzaj,zf(tn+clha€z)v j:1a27"'7ya
i=1

Ynt1 =¥n + hzbjf(tn + th7£j>'

=1

(3.18)

Neste caso, a matriz RK, A = (aj;)jiz12,. ., ¢ arbitraria, ao passo que em (3.15) era

estritamente triangular inferior. Impde-se a igualdade

v
E aji; = Cj, j:1,2,...,l/,
i=1

para que o método tenha ordem nao trivial.
O algoritmo (3.18) é um sistema de vd equagoes algébricas implicitas, com y € R?. Esta
desvantagem, relativamente ao método explicito, pode ser compensada por propriedades

de estabilidade superiores.

Como exemplo, considere-se o método Runge-Kutta implicito com duas etapas

& = o+ 31 [F(0n &) = £0u + 21.65)
€= ¥u+ 15t [30(0n € 45100, + 31.6) (319)
YnJrl = Yn + ;lh |:f(tna El) + 3f(tn + gha 62):| )

cuja tabela RK ¢ a que consta da tabela 3.5, método de ordem trés [16].
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Tabela 3.5: Método Runge-Kutta implicito de ordem 2
Métodos de colocacao

Um importante subconjunto dos métodos de Runge-Kutta implicitos sao os métodos de
colocacao. Considere-se uma aproximacao alternativa a solugdo numérica do sistema
(3.1), e assuma-se que a integracdo ja foi feita até (t,,y,), pretende-se, agora, avancar
para (tn+1,yYns1). Com este propdsito, escolham-se v parametros de colocacao distintos,

C1,Ca,...,C, € procure-se o polinémio u, de grau v, tal que
u(tn) =Y¥Yn
(3.20)
u'(t, + c;h) = £(t, + c;h,u(t, + c;h)), j=12,...,v

u obedece a condigao inicial e, também, satisfaz a equagao diferencial (3.1) em, exacta-
mente, v pontos distintos. Um método de colocacao consiste em determinar tal polindmio

u, de grau v, e fazer
Ynt+1 = u(tn-i-l)'

Para v = 1, o polinémio tem a forma u(t) = yo + (t — to)k, com
k = f(to + Clh, Yo + hClk).

Os métodos de Euler explicito, implicito e a regra do ponto médio sao métodos de
colocagao, com ¢; = 0, ¢; = 1 e ¢ = 1/2, respectivamente. Se v = 2, com ¢; = 0 e

co = 1, obtém-se a regra trapezoidal.

O método de colocagao (3.20) é um método de Runge-Kutta implicito, conforme se de-

preende do teorema seguinte [16].

Teorema 3.1. Sejam
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Cj qz‘(T) ..
aji = dr, a=1,2,... v, 3.21
s /O (Cz) .] ( )
)

qi
1
q;(T -
b-:/ dr, j=12,...,v. (3.22)
’ o ()

O método de colocagao (3.20) € idéntico ao método de Runge-Kutta implicito

c| A
bT

No entanto, nem todos os métodos Runge-Kutta implicitos tém origem num método
de colocacao, ou seja, os métodos de colocacao sao um caso particular dos métodos Runge-
Kutta implicitos.

Se as formulagoes (3.18) e (3.20) sao idénticas, por que e quando usar uma ou outra? Em
termos préticos, a formulacao (3.18) é a adequada, ao passo que a formulagao (3.20) é
mais conveniente na analise da ordem do método, fazendo uso do teorema e do corolario

que se seguern.

Teorema 3.2. Admita-se que

1
/q(T)TdeIO, j=0,1,...,m—1,
0

para algum m € {0,1,...,v}. Entdo, o método de colocagcio (3.20) é de ordem v + m.

Seja o conjunto de todos os polinémios reais de grau v representado por P,.

Corolario 3.1. Sejam cq,co,...,c, zeros do polinomio P, € P,, que é ortogonal com a
funcao y(t) =1, 0 <t < 1. Entao o método de colocagio subjacente (3.20) é de ordem
2v.

Os métodos de v-etapas e de ordem 2v que se enquadram neste corolario designam-

se por métodos de Gauss-Legendre. O polinémio P, pode ser obtido de forma explicita,

sz () ()

Parav =1, vem P;(t) = t—%, ou seja, ¢ = % O método, descrito pela tabela 3.6, é a regra

obtendo-se

B (t) =
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Tabela 3.6: Regra do ponto médio implicita

1 V3| 1 1_\3
2 \Gf 4 4 6
1 3 1 3 1
26 |16 g
1 1
2 2

Tabela 3.7: Método Runge-Kutta implicito de ordem 4

do ponto médio implicita (3.6). Se v = 2, resulta P(t) = t* —t + ¢, ou seja, ¢; = 3 — ‘/?3 e
=i+ \/?g. As férmulas (3.21) e (3.22) produzem o método de Runge-Kutta implicito de
quarta ordem, com duas etapas, que consta da tabela 3.7. Este integrador é um integrador
simétrico [13]. O célculo de sistemas algébricos nao lineares origindrios de métodos de
Runge-Kutta implicitos com v grande é pesado e computacionalmente dispendioso, mas
pode ser compensado pelo aumento da ordem do método. O compromisso mais ambicioso
entre os custos de implementacao e a ordem do método é dado pelo método de Gauss-
Legendre com trés etapas (tabela 3.8) [16]. Os métodos de Lobatto IITA, métodos de
colocacao, sao obtidos, com ¢; = 0 e ¢, = 1, de forma a que a ordem do método seja
maxima. Para que tal se verifique, os nodos devem ser os zeros de

dv-2

de—Q

(2" Nz =17, (3.23)

obtendo-se uma quadratura de ordem p = 2v — 2 [13, 14]. Se v = 2 obtém-se a regra
trapezoidal. Se v = 3 obtém-se a tabela 3.9, método Lobatto IITA de ordem 4. Este

integrador é um integrador simétrico [13].

1 _ V15 5 2 _ V15 5 _ /15
2 10 36 9 15 36 30
1| s Vs 2 5 s
N 2\/B 356 2115 ) 9\/ﬁ 36 524
2t 13+ 30 st 15 6
5 1 5
18 9 18

Tabela 3.8: Método de Gauss-Legendre de ordem 6
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olo o o
105 1 _1
2 24 3 24

111 2 1

6 3 6

1z 1

6 3 6

Tabela 3.9: Método Lobatto IIIA de ordem 4

—N= O
|

=

o

OO O [ =S | =
WD [T [ =
ol O O

Tabela 3.10: Método Lobatto IIIB de ordem 4
Métodos de colocagao descontinuos

Os métodos de colocacao descontinuos sao uma modificagdo da ideia dos métodos de
colocagdo. Sejam co, ..., c,_1 numeros reais distintos (em geral, 0 < ¢; < 1) e by, b, dois
reais arbitrarios. O método de colocagao descontinuo é definido por apelar ao polinémio

de grau v — 2 que satisfaz

U(to) =Yoo — hbl (u/(to) — f(to, U(to)))
u'(tg + cih) = £(to + cih,ulto + b)),  i=2,...,v—1 (3.24)
Y1 = U(t1> - hb,,(u'(tl) — f(tl, U(tl)))

Os métodos de colocagao descontinuos sao equivalentes aos métodos Runge-Kutta implicitos
[13].
Considerem-se, novamente, os zeros da expressao (3.23); tem-se que ¢; = 0 e ¢, = 1.
Agora, se by # 0e b, # 0, obtém-se os métodos Lobatto ITIB, métodos de ordem p = 2v—2.
O método Lobatto IIIB de ordem 4 é descrito pela tabela 3.10. Este integrador é um in-

tegrador simétrico [13].
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3.2.3 Métodos Runge-Kutta particionados

Formulacao

Considerem-se as equacoes diferenciais na forma particionada

y="F(yz), z=gy,2), (3.25)

onde y e z sao vectores que podem ter dimensoes diferentes.
A ideia subjacente aos métodos Runge-Kutta particionados é tratar a varidavel y por
um método (a;j,b;) e a varidvel z por um outro método (A;;, B;). Estes métodos sao

especificados por duas tabelas

C1 | Qi1 - Cy | Ay - Ay
o : :

Cy ay1 e Ayy CI/ Ayl te Aw/

‘ by -+ b, ‘ B, --- B,

Um método Runge-Kutta particionado para a solucao de (3.25) é dado por
kz’ =f <y0 +h Z aijkj, Zo + hz Az]1]>
j=1 j=1
li =g (yo—i—hZaijkj? ZO+hZAijlj>
j=1 j=1
Y1 =Yo+ hzbiki

i=1

Z1 = Zgo + thzlz
=1

(3.26)

O método de Euler simpléctico (3.10) é dado pela combina¢do do método de Euler
implicito, by = 1,a;; = 1 com o método de Euler explicito B; = 1, A;; = 0, ou seja,
o método de Fuler simpléctico é um método Runge-Kutta particionado.

Para que um método Runge-Kutta particionado tenha ordem 2, as seguintes condicoes

devem ser satisfeitas [13]:

i ij
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admitindo que as condigoes (3.16) se verificam. As condigoes (3.27) sdo automaticamente
satisfeitas por métodos particionados com os mesmo nodos na quadratura, o que se traduz
em

¢ = C para todo o i, (3.28)

onde ¢; = ) a;; e C; = 3. Ajj. No caso de (3.28) se verificar, as condigées para que um

método Runge-Kutta particionado seja de ordem 3 sao

Z bz’AijCj = 1/6 e Z BiCLZ'jCj = 1/6 (329)
ij ij

O par Lobatto IITA - IIIB

Para um v arbitrario, a combinacao do método Lobatto IIIA e IIIB é adequada para

sistemas hamiltonianos. Prova-se o teorema seguinte [13].

Teorema 3.3. O método Runge-Kutta particionado, que combina o método Lobatto 11TA

de v-etapas com o método Lobatto IIIB de v-etapas, € de ordem 2v — 2.

Métodos de Nystrom

Considerem-se as equacoes diferenciais de segunda ordem

y =gty y) (3.30)

Introduzindo a varidvel z = y, o problema (3.30) assume a forma de um sistema parti-

cionado
y =z, z=g(ty,z). (3.31)

Considerem-se os nimeros reais ¢;, A;;, B;, @;; e b;, onde

Gij = Z @ikAkja EZ = Z bkA]ﬂ (332)
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Um método de Nystrém, solucao do sistema (3.30), é dado por

li=g <t0 + ¢ih, yo + cihyo + h? Zaz’ﬂp Yo+ hz Az‘ﬂj)
j=1 j=1
Y1 =yo+ hyo+ h? Zl_)ili (3.33)
i=1

yi=Yo+ hZBili-

i=1

Um método de Nystrom é de ordem p se y1 —y (to+h) = O(hP*!) e y1—y (to+h) = O(RPT1).

Um sistema de equacoes diferenciais da forma

dv dq
~ —f B 3.34
ou entao, de forma equivalente,
a4 _ ) (3.35)
dt2 - q 9 .

pode ser eficientemente integrado por um método de Runge-Kutta-Nystrom [34], com a

tabela

Y| 1 o Qg
Yv (01 T Ayy
Bi - By
bl e b,,

onde
ﬁi:ZBjaﬂ, izl,...,V,
j=1
’Y’L:ZAZW i:]_,...,V, (336)
j=1
Ckij:ZAikakj i,jzl,...,y.
j=1

Os estagios intermédios Q° sao

Q' =q" + hyvy, + h? Z i f(Q7, 1, + v;h), (3.37)

j=1
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e as aproximacoes sao dadas por

Va1 = Vo + 0> bE(Q' L, +vih)
=1 } (3.38)
n+l _ _.n 2 7
QT =q v+ B2 BE(Q 4 ih).
=1

Problemas com hamiltonianos separaveis

Considere-se um caso particular das equagoes (3.25)

dp dq
—f 2 3.39
o = fa@), - =g(p) (3.39)
onde as p componentes sao integradas por um método Runge-Kutta e as ¢ componentes

por um método Runge-Kutta diferente. Neste caso, obtém-se [34]

Pn+1 = Pn + hn+1 Z bzf(Qw tn + Cihn—l-l)
= (3.40)
Q" =q" + hyi Z Big(P;),

i=1
onde as etapas intermédias P; e Q¢ sao dadas por

P;=pp+ hna Z ai£(Q7 t, + Cihpi1)

j=1

Q' =q" + Z Aig(P;),

J=1

(3.41)

comi=1,2,...,veC; :Zinj~

No caso de a;; = A;; = 0, para ¢ < j, o método é explicito. Se a;; = 0 para i < j e
A;; = 0 para i < j, o método ainda é explicito, devido a estrutura especial de (3.59);
Analogamente se a;; = 0 para i < j e A;; = 0 parai < j. Se a;; = A;; = 0, para ¢ < j,

entao o método é implicito.
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3.3 Meétodo Stormer-Verlet

Considere-se uma Hamiltoniana da forma H(p,q) = T(p) + V(q), onde T(p) é uma

funcao quadratica. O sistema hamiltoniano resultante é
q = M_1p7 p = _vv<q)7

onde M = diag(my1,...,myI), I é a matriz identidade tridimensional e VV = (9V/0q")
representa o gradiente de V. Este sistema é equivalente a equacao diferencial de segunda

ordem

q =f(q), (3.42)

onde f(q) = —M~'VV(q) nao depende de ¢. Muitos problemas em astronomia, dinamica
molecular e outras dreas da fisica assumem esta forma. A discretizagdo natural de (3.42)
¢

q" = 2q" + q" ' = PP, (3.43)

"1 sdo conhecidos. O método (3.43) designa-se por

que determina q"*', quando q" e q
método Stormer no campo da astronomia, método Verlet no campo da dinamica molecular
e leapfrog no campo das equagoes diferenciais parciais.

(3.43) é uma formulagao de passo duplo; para obter uma formulacdo de passo simples,
procede-se como se segue. A introducdo da velocidade v = ¢ transforma a equacao (3.42)

num sistema de primeira ordem
q=v, v = f(q). (3.44)

Agora, considerem-se as seguintes aproximacoes discretas

_ qn+1 _ qnfl _ qn _ qnfl nol qn + qnfl
Vp = T, Vn—% = T, q 2= T (345)

Para o problema (3.42), sao dadas as condigoes iniciais q(0) = q" e q(0) = vo; o valor q*,
necessario para iniciar a integragdo em (3.43), é
2

h
q1 — qo + hVO + ?f(qo),
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obtido por fazer n = 0 em (3.43), na expressao v,, em (3.45) e eliminando o valor g~

Substituindo as expressoes (3.45) em (3.43), obtém-se

h
Vn-i—% =Vn+t §f<qn)
Q" =q"+hv, (3.46)

n+1>

)

h
Vigl = V1 o+ §f(q
método de passo simples explicito

n+1

(I)h : (qn7vn) = (q 7Vn+1)7

para o sistema de primeira ordem (3.44).
: , : - _1 1
Uma variante do método ocorre nos pontos intermédios (v,,_ 1 ,q4"72) — (v, +%,qnﬂ)

[12]’

n_  nt N
qa =q + §Vn7%
Vel =V, 1+ hi(q") (3.47)
gtz =q" + 5 Vn+s

Encadeando as equagoes (3.46) e (3.47), obtém-se o seguinte método

Vn-&-% = Vn—% + hf(qn)
oy (3.48)
q q"+hv,,1,

que é mais economico em termos de implementacao e numericamente mais estavel do que

(3.43) [14].
O método Stormer-Verlet pode ser perspectivado como a composicao de dois métodos

de Euler simplécticos. Das expressoes (3.46) e (3.47) decorrem os algoritmos (v,,q") —

1
(Vn—i-% ’ qn+ 2 )

2 (3.49)
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e (Vn—i-%’ qn-i-%) = (Vn-l-la anrl)

anrl — anr% +

N[

hV
by .
}QL (3.50)

Vnt1 = Vgl + f<qn+1)'

[}

Os métodos (3.49) e (3.50) enquadram-se na expressao (3.10), ou seja, ambos sao métodos
de Euler simplécticos, na medida em que uma das varidaveis ¢ usada no valor antigo e a
outra variavel no valor mais recente.

O algoritmo (3.46) ¢ dado pela composigao dos algoritmos (3.49) e (3.50), ao passo que
o algoritmo (3.47) é dado pela composi¢ao dos algoritmos (3.50) e (3.49), de tal forma
que ¢ legitimo afirmar que o método de Stormer-Verlet é dado pela composicao de dois

métodos de Euler simplécticos.

O método Stormer-Verlet também pode ser visto como um método de decomposicao ou
separavel [11, 13]. Um método diz-se separavel se for possivel decompor o campo vectorial
em dois campos vectoriais integraveis e, entao, trata-los separadamente. Considere-se o
campo vectorial (v,f(q)) de (3.44) separado como a soma dos campos vectoriais (v, 0) e
(0,f(q)). Os fluxos exactos destes dois campos vectoriais sao dados por

1 0 1 0
n.Ja = a+t-vo 2.9 = 4
L { Vi = Vg Ve { vi = vg+t-f(q°). (3.51)

O método simpléctico (3.49) é dado pela composi¢ao de wf] com w[ﬁl], a0 passo que o
2

2
método simpléctico (3.50) é dado pela composigao de wf com ¢[ﬂ2], ou seja,
2 2

(3.49) = qﬁ[%l] ° qp[;
(3.50) = zp? o %}l

Mas, atendendo a que

obtém-se

PEI0) _ 2 5 yll 01/1[%2]

2

3.52
PN _ ¢[%1] o gl Oiﬁ[%l]‘ (3.52)
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Esta forma de fazer a composicao de fluxos de campos vectoriais separados é conhecida

como Strang splitting.

O método Stormer-Verlet (3.46) pode ser visto como um método Runge-Kutta parti-

cionado com as tabelas

1
2
1
2
2

A ordem do método Stormer-Verlet é ordem 2 porque, sendo um método Runge-Kutta par-
ticionado, enquadra-se nas condicoes (3.27). Ora, uma desvantagem do método Stérmer-
Verlet reside no facto de, precisamente, ser um método de ordem 2 e, por isso, ineficiente
para computagbes que exigem muita precisao (por exemplo, simulagbes do movimento
planetério) [11]. No entanto, o seu uso é tao popular j& que combina dois aspectos bas-
tante favoraveis: por um lado, é um método explicito e, por outro lado, s6 é necessario
calcular a forga —VV uma tnica vez, por cada passo (enquanto que, por exemplo, um
método Runge-Kutta de ordem 2 tem de avaliar a for¢a duas vezes).

O método Stormer-Verlet (3.46) é um método de Nystrom (3.33) para problemas da
forma § = g(t,y). Considera-se v = 2 e faz-se ¢; = 0,¢c5 = 1,a1; = Q12 = Q9o = 0,91 =
1/2,b; =1/2,by =0e B; = By =1/2.

Para o Stormer-Verlet (3.47), considera-se v = 1 e faz-se ¢; = 1/2,a@;, =0e by = By = 1.

3.4 0O Método Newmark

Considere-se uma lagrangiana continua dada pela diferenca entre a energia cinética e a

energia potencial, da forma (4.3). As equagoes de Euler-Lagrange correspondentes sao
Mg =-VV(q).

A familia dos integradores Newmark é usada com grande frequéncia na dinamica estru-

tural. Sejam v e § reais, 0 < v < 1,0 < § < 3. Dado (¢*,¢*), o método Newmark
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k+1 sk+1
4

determina (g ) tal que

G
¢ = ¢ + hit + — [(1 - 28)ar, + 2Baks1]

2 (3.53)
@ ="+ h[(1 = )ak + yara],
onde
ar = M~ (=VV(g")). (3.54)

O algoritmo é de segunda ordem se e s6 se v = %; caso contrario s6 é consistente. Se
B =0, (3.53) é explicita para ¢**!, ou seja, obtém-se o Newmark explicito.
As expressoes das velocidades no algoritmo Newmark podem ser determinadas a partir

da primeira equacao de (3.53), obtendo-se

- 1 h
¢" = 2" = ¢") = 5 [(1 = 26)ax + 2Bax.1]
_ 1 h
k+1 _ E(qkw _ qk+1) -3 (1 —28)ags1 + 20ag42] -

Agora, substituindo estas duas expressoes na segunda equagao de (3.53), obtém-se

1 1 1
(072 = 20" + ) = Para + (20— = Jlaxa + (=47 - Har =0 (3.55)

O método Newmark forcado

O Newmark for¢ado, com forga externa dada por f(q,q), é dado por
2

h
k+1 _ k -k _ —
¢ = bt [(1 = 28)ay, + 2Bay41] (3.56)
-k

¢ ="+ h[(1 = y)ag + yaggl],
onde

ap = M~ [=VV(¢") + f(d",d")]: (3.57)
Para h suficientemente pequeno e usando o teorema da funcao implicita, as equagoes
(3.56) e (3.57) definem uma funcao (¢, ¢"*™') — (¢*,¢**!) [18]; tal permite substituir a
expressao (3.57) por

Foar(d®, d" ) = f(q",d")

B+ [k k+1 k4+1 k41 (3.58)
(@5 ) = f(7 ).
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A expressao forgada, andloga a (3.55), é dada por
L e k41 k
— —2
5 (a ¢ +q")
+ BRM'VV(¢"?) — (28 — )RM 'YV (¢") + BRM 'V (¢)

- 1 1 -
= BRM (@ ¢ + (28 = DRMT fl (6" ¢ )

1 _
+5(20 = DAM™ (0" ¢ = BRMT (0", ) = 0.

3.5 SHAKE e RATTLE

Considere-se o sistema hamiltoniano (2.5), com q,p € R" e H : R?" — R suficientemente
suave. Em aplicagoes no contexto da mecanica, astronomia e da dinamica molecular, a

Hamiltoniana H é, tipicamente, da forma
1 _
H(p,q) = 5p"M"'p+V(a), (3.59)

onde M é uma matriz de massa definida positiva e o potencial é dado por V : R®” — R.

Neste caso, o sistema hamiltoniano é

q=M""p
) oV (q) (3.60)
P=—- a )

q

onde q, p € R" representam as posicoes e as quantidades de movimento das particulas. No
campo da dinamica molecular q e p representam a posicao dos atomos de uma molécula
e a sua quantidade de movimento, respectivamente; os atomos sao perspectivados como
pontos de massa, sendo M tipicamente diagonal.

Ao modelo podem ser adicionadas restrigoes holénomas da forma g(q) = 0, resultando o

modelo
q=M"p
ov dg(q)T
p=— (@) 99(@)" | (3.61)
oq oq
9(q) =0,
onde A = (A, ..., \n)T representam os multiplicadores de Lagrange. As equacoes (3.61)

definem uma restricao adicional que, neste sentido, estd como que <escondidas. A
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condicao

99(a) , -1

—=M =0 3.62
que resulta de % =0 (ja que g(q(t)) = 0 para todo o t), deve ser satisfeita pelos valores

iniciais (qo, po), por forma a garantir-se a existéncia de solugoes suaves.
[32] deriva as equagbes (3.61) considerando a seguinte Hamiltoniana H

1

M%M=H@m+ﬂﬂ®%@,

onde 0 < € <€ 1. As equacoes do movimento correspondentes sao

_ 0H(a,p)
Ip
) 0H(q,p 10 T
b= ( )__QM)MQ'
oq e 0q
Introduzindo a variavel A € R™
1
A=—g(q)
€
as equacoes sao reescritas como
. _ 0H(q,p)
=0
P
_ _0H(a,p) 99(a)"
dq dq
1
A= —g(q)

No limite, quando ¢ — 0, obtém-se o sistema (3.61).

O algoritmo Verlet é usado para integrar equagoes da forma (3.60), sistemas sem quaisquer
constrangimentos. Uma integragdo numérica directa das equagoes (3.61), baseada no
método Verlet e que preserva os constrangimentos, é dado pelo algoritmo SHAKE. Este

algoritmo foi, posteriormente, reformulado pelo algoritmo RATTLE.

3.5.1 SHAKE

Considere-se o sistema com Hamiltoniana separavel (3.59). Se o movimento estiver restrito
ag(q) =0, com g : RY - R™ m < d, a equacio do movimento é a equagao diferencial

de segunda ordem
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onde ¢g(q) = 0, G(q) = g—(’;(q) e X = (A1,...,\n)T representam os multiplicadores de
Lagrange.

No contexto da dinamica molecular, surge o integrador

oV
n+1_2 n+ n—lZ_hQM—l <_ n ‘I‘G nT)\n>
q ¢"+q a4 (¢") + G(q") (3.63)
0=g(¢"™),
chamado algoritmo SHAKE. As p-componentes sao aproximadas por
M n+l1 _  n—1
p, = Mg ) (3.64)

2h

3.5.2 RATTLE

As equagoes (3.63) podem ser reescritas como um método de passo simples, obtendo-se

h 0V
L =p,— = | — n G(ag™ T)\n
ooy == 5 (Gul) + Gl )
qn+1 — qn 4 thlpn+%
1 (3.65)
0=g(q"")
h(ov i
s =ty = 3 (Gl + G ).

Como \,4; ainda nao estd disponivel, uma vez que é calculado juntamente com ¢"*2,

pode substituir-se a ultima equagao de (3.65) pela projeccao

hi(OV n+1\T
0=G(¢"™ )M posi,

(3.66)

obtendo-se um integrador numérico designado por RATTLE.

O método RATTLE pode ser aplicado a Hamiltonianas genéricos. Para (p,,q") € M,
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sendo M é definido pela equagao (3.12), tem-se

h (OH

2 \ 0q
h (OH oH
n+l _ n I el n il n+1
" =q" (ap(pn+;,q )+ gp Pos ))
0=g(¢"*")
_ h aH n+1 n+1\T
Prnt1 = Ppyl — B} (a_q(p“%’q ) + G(CI ) Hn

0= G(qn+l)a— (pn-i-lu an)'

61

(3.67)



Capitulo 4

Integradores geométricos

E desejavel que um método numérico partilhe as propriedades geométricas do sistema
de equacoes diferenciais que pretende integrar. Assumindo que o integrador numérico
induz um fluxo discreto v, em R??, considerado uma aproximacao do fluxo continuo, essa
aproximacao tera tanto mais <qualidade> quanto melhor reproduzir o fluxo continuo. Por
exemplo, nos sistemas hamiltonianos, o fluxo ¢é simpléctico - entao, sera desejavel que o
integrador numeérico seja simpléctico. Ou entao, se o fluxo conservar determinadas quan-
tidades - no caso hamiltoniano, nomeadamente, a energia e as quantidades de movimento
- 0 integrador numérico, idealmente, também o devera fazer.

Neste sentido, algumas questoes se colocam; naturalmente, uma delas é, sem duvida, como
construir integradores desta natureza, integradores geométricos? Sera que algum dos in-
tegradores chamados cléssicos, que foram desenhados sem levar em conta a preservagao
das caracteristicas qualitativas do sistema a integrar, sao integradores geométricos? Ou,
sO o serao em determinadas condi¢oes? Outro ponto a ter em mente é a questao da opcao
- se nao for possivel que o integrador partilhe todas as caracteristicas do sistema continuo,
quais as caracteristicas a eleger?

Atente-se a escolha entre simplecticidade e conservacao da energia. Um integrador simpléctico
1, com passo temporal constante nao pode conservar, exactamente, a energia - excepto nos
casos em que 1y, coincide com o fluxo do sistema de equacoes diferenciais ou entao, é uma
sua reparametrizagdo (por exemplo, os sistemas integraveis sio uma excepgao a esta re-
gra) [9]. Consequentemente, em geral, um integrador numérico nao pode, em simultaneo,

conservar a energia e a estrutura simpléctica - este resultado induziu uma dicotomia na
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literatura entre, por um lado, integradores que conservam a estrutura simpléctica e a
quantidade de movimento, e por outro lado, integradores que conservam a energia e a
quantidade de movimento. Neste contexto, e tendo em mente que um sistema hamil-
toniano conserva a energia e a estrutura simpléctica, a questao pertinente a colocar é -
opta-se por conservar a energia ou por conservar a estrutura simpléctica? Embora a op¢ao

dependa da aplicac@o especifica, a resposta pode ser ponderada da seguinte forma [34]:

(i) a simplecticidade é uma propriedade que caracteriza sistemas hamiltonianos, ao
passo que a conservacao da energia ¢ uma caracteristica partilhada, também, por sis-
temas nao hamiltonianos. Alids, embora os integradores simplécticos nao conservem,
exactamente, o valor de H, eles conservam-no de forma aproximada. A <boas con-
servacao da energia (em termos aproximados) produzida pelos integradores simplécticos
relaciona-se com a andlise backward do erro, em particular, com o teorema (4.8). A
ideia basica passa por mostrar que o algoritmo conserva exactamente a energia, a
menos de termos exponencialmente pequenos, de um sistema hamiltoniano proximo
(no entanto, se o passo temporal for demasiado grande, a energia pode apresentar

um mau comportamento, mesmo no caso de os integradores serem simplécticos);

(ii) a conservagao da energia restringe a dinamica da solugao numérica, ao for¢a-la a ser
calculada na (2d — 1)-variedade com H constante, mas nao impoe nenhuma outra
restrigao a essa dinamica; na (2d — 1)-variedade a solu¢ao numérica é livre no seu
movimento, sendo unicamente negados movimentos ortogonais a variedade. Quando
d é grande, esta restricao é fraca. Mas, a simplecticidade restringe a dinamica de

uma forma mais global - todas as direcgoes no espaco de fases sao levadas em conta.

A dicotomia integradores simplécticos-quantidade de movimento e integradores energia-
quantidade de movimento sé existe quando os integradores tém passo temporal constante.
Pode <«ter-se tudo=, se forem usados algoritmos adaptativos 23|, mas o prego a pagar
passa pela eficiéncia computacional ou pela estabilidade [24].

Nao sendo possivel, para um passo temporal constante, obter integradores que preservem
a simplecticidade e a energia, por que nao optar pela conservagao da energia? Embora
seja possivel construir tais integradores, eles exibem propriedades numéricas desinteres-

santes [20]. Por exemplo, em geral, sdo implicitos e, por isso, requerem a resolugao de
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um sistema de equagoes nao lineares em cada passo. Além do mais, em casos tipicos, o
comportamento qualitativo da solucao numérica é pior do que o obtido com integradores
simplécticos, mais faceis de implementar.

Em sistemas hamiltonianos, os erros de arredondamento introduzem perturbacoes nao
hamiltonianas (dissipacao), apesar do uso de integradores simplécticos. No entanto, é
preferivel o uso de integradores desta natureza, ja que o facto dos métodos simplécticos
produzirem um comportamento que <parece> hamiltoniano, mostra que as perturbacoes
nao hamiltonianas sao muito mais pequenas do que as introduzidas pelos métodos nao
simplécticos.

Em face da relevancia da simplecticidade, como construir integradores simplécticos? A lit-
eratura indica alguns caminhos, nomeadamente, o uso de funcoes geradoras, métodos split-
ting e métodos variacionais. Um integrador variacional é um integrador que é a equagao
de Euler-Lagrange discreta, para uma dada Lagrangiana discreta. Os integradores de na-
tureza variacional apresentam a grande vantagem de serem simplécticos e de, adicional-
mente, conservarem as funcoes quantidades de movimento que decorrem de simetrias
na ac¢ao. Além do mais, a aproximacao variacional permite a integragdo de sistemas
conservativos, mas também de sistemas forcados, dissipativos e com restrigoes. A ideia
subjacente a derivacao dos integradores variacionais é a discretizagao do principio varia-
cional de Hamilton. No caso de sistemas conservativos, usam-se os principios variacionais
usuais na mecanica e, para sistemas dissipativos, recorre-se ao principio de Lagrange-
d’Alembert, sendo possivel incorporar os efeitos dissipativos no principio variacional. Os
sistemas com restrigoes podem ser integrados por integradores variacionais via multipli-
cadores de Lagrange; a vantagem da aproximacao variacional reside na nao perturbacao
da natureza simpléctica ou conservativa dos algoritmos devido a existéncia de restrigoes
[18].

Outra vantagem dos integradores variacionais é que a aproximacao variacional possibilita
a construgao de integradores de ordem elevada, de uma maneira mais facil e eficiente do
que determinar solugoes aproximadas da equagdo de Hamilton-Jacobi [23]. Por exemplo,
pode aproximar-se directamente a acgao com um grau de precisao escolhido, usando uma
quadratura adequada, obtendo-se um integrador variacional de igual ordem. E também

de salientar que os integradores variacionais sao flexiveis, no sentido de que incluem al-
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goritmos explicitos e implicitos. Adicionalmente, a metodologia variacional indicou o
caminho para os integradores multisimplécticos, no contexto das equagoes diferenciais
parciais. De salientar, também, o excelente comportamento dos integradores variacionais
em termos do comportamento da energia, tanto no caso conservativo como no caso dis-
sipativo. Por fim, nao se ignore a performance dos integradores variacionais associada
a quantidades estatisticas. Por exemplo, em sistemas cadticos, faz muito mais sentido
determinar correctamente quantidades estatisticas do que trajectorias individuais. Neste
campo, os integradores variacionais <retratam a fisica correctamentes [23]; por exemplo,
uma quantidade estatistica de interesse é a temperatura de um sistema de particulas,
entidade que nao estd associada a nenhuma quantidade conservada mas que, no entanto,
os integradores variacionais conseguem captar de forma muito interessante.

Tal como no caso continuo, a mecanica variacional discreta tem uma abordagem la-
grangiana e uma abordagem hamiltoniana; estas duas visdes nao se excluem, mas sao
complementares, fornecendo o suporte tedrico necessario para a derivacao de integradores
que, na pratica, sao eficientes. Em sintese os integradores variacionais parecem ser <nat-
urais> em contextos diversos e com resultados extremamente bons em termos praticos
[30].

Na derivagao dos integradores variacionais, [27] opta por construir Lagrangianas discretas

que aproximam a Lagrangiana discreta exacta. A justificagdo avangada prende-se:

1. com a eficacia, isto é, constroem-se integradores muito praticos;

2. com razoes tedricas, associadas a geometria subjacente a mecanica variacional disc-

reta.

Neste seguimento, faz-se uma explanacao sumaria da mecanica variacional discreta sub-
jacente a posterior derivagao dos integradores variacionais que, por direito proprio, sao
integradores geométricos. Reforce-se a ideia de que, em sistemas conservativos, os in-
tegradores variacionais sao simplécticos e conservam as funcoes quantidades de movi-
mento [23]. A conservagao das fungdes quantidades de movimento significa que quando
o sistema discreto tem uma simetria, entao existe um teorema de Noether discreto que
fornece a quantidade que é exactamente conservada ao nivel discreto. Uma das vanta-

gens da aproximagao variacional discreta é o facto de que o vinculo entre simetrias e
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quantidades conservadas é o mesmo do nivel continuo [24]; tal significa que, construindo
um principio variacional discreto com respeito a simetrias (por exemplo, invariancia rota-
cional ou quantidade de movimento angular), entdo existe uma quantidade conservada
que é exactamente respeitada pelo integrador. Tal nao acontece com todos os métodos
numéricos, mesmo que tenham uma ordem mais elevada do que o integrador variacional.
Numa fase posterior, faz-se uma breve sintese sobre os integradores que tém uma na-
tureza geométrica, ou entao, indicam-se as condicoes a verificar para que o sejam. Antes
de iniciar a derivagao das equacoes de Euler-Lagrange discretas, equagoes que definem
implicitamente um algoritmo em ) x ) que aproxima o fluxo das equacoes de Euler-
Lagrange continuas, relembrem-se os conceitos de ordem de um integrador, erro local e
erro global.
Considere-se um método numérico ¥ : T*Q x R — T*Q, o qual aproxima o fluxo
Yy T°Q x R — T*@Q) de um dado campo vectorial hamiltoniano. Um integrador 1
de Xy diz-se de ordem r se existir um aberto U C T*(Q) e constantes C; > 0 e h; > 0 tais
que

l¥(a,p, k) — Yu(a, p,h)|| < G, (4.1)

para todo (q,p) € U e h < h;. A expressao que figura no lado esquerdo da inequagao
designa-se por erro local. Um método que tenha, pelo menos, ordem 1 diz-se consistente.
Um método ¢ de Xy diz-se convergente de ordem r se existir um aberto U C T(Q e

constantes Cy > 0 e T, > 0 tal que

1) (a,, h) — Yu(a,p,T)| < Coh', (4.2)

onde h = T'/N para todo (q,p) € U, k < hye T < T,. A expressao que figura no lado
esquerdo da desigualdade designa-se por erro global no tempo T'.

A ordem de um integrador ¢y de Xy pode ser calculada por expandindo-se o fluxo de
Yy e o integrador ¢ em série de Taylor em h; se os termos coincidirem até a ordem 7, o

método diz-se de ordem 7.
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4.1 As equacoes de Euler-Lagrange discretas e os sis-
temas hamiltonianos discretos

A derivacao das equagoes de Euler-Lagrange discretas pode ser feita conforme se segue
[27]. Considerem-se, nao a posigao q e a velocidade ¢, mas duas posicoes gy € ¢1. Seja
h € R o passo temporal. As posicoes qo € ¢; podem ser vistas como dois pontos numa
curva, ou seja, qo =~ q(0) e g1 = q(h). Neste sentido, considera-se o espago discreto @ x @
e uma Lagrangiana discreta Ly : () X Q — R.

Considere-se, a titulo de exemplo, a Lagrangiana discreta Ly(qo, ¢1, k), 0 qual aproxima a

accao ao longo da curva, entre qq e ¢, da forma

La(q0:q1, 1) = h [(qlzqo)TM (%ZQO) — V()

onde M é a matriz das massas, de natureza simétrica definida positiva, e V' um dado

)

potencial - a expressao de L; mostra que a aproximagao a fOT Ldt, onde a Lagrangiana

continua é dado por

Llg.d) = 5" Mi ~ V(o) (1.3

foi feita usando a regra do rectangulo. Agora, considere-se a curva de pontos discreta
{qr}i_, e calcule-se a acgao discreta ao longo desta sequéncia, adicionando a Lagrangiana

discreta em cada par adjacente

N-1

Ad =Y Lalar, ki1, h). (4.4)

k=0
De seguida, calcula-se variacoes desta accao discreta, mantendo os pontos extremos, ¢ e

qn, fixos, resultando

N-1 N-1
0> La(@, Gesr,h) = D [D1La(Grs Ghers 1) - 66 + DaLa(ge, Gisr, b) - 0gpsa]
h=0 k=0
N-1
= Y [DoLi(qr-1,qx:h) + D1La(qk, gis1, R)] - 0qi,
s

onde D; representa a derivada em ordem a i-ésima posicao, se usou a integragao por partes

discreta e o facto de que dqp = dgy = 0. Impondo que as variagoes da ac¢ao sejam iguais
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a zero para qualquer escolha de dgg, obtém-se as equacoes de Euler-Lagrange discretas

DzLd(Qk—LQk,h) + DlLd(Qk7Qk+1ah) = Oa (45)

para qualquer k. Esta equacao pode ser reescrita em termos de um algoritmo discreto

Vi, @ XQ—Qx0Q

definido implicitamente por

DiLjor, +DyLg =0

ou seja

Vi, (Ge—1, @) = (@ Ger1)-
Tal significa que, assumindo para condigoes iniciais (qo, q1), as equagdes de Euler-Lagrange
discretas podem ser vistas como uma regra recursiva para calcular a sequéncia {qg}4_.
Entao, elas definem uma funcao ¥, : (¢x—1,q) — (qk, @r+1), de forma que (4.5) podem
ser perspectivadas como um integrador de passo simples para o sistema das equagoes de
Euler-Lagrange continuas.
No caso da Lagrangiana escolhida, tem-se

DyLg(qr—1,qx, h) = M <Qk——h%—1)

D1 Ly(qk, i1, h) = — {M (%Lh_qlg) + hVV(qk)} ,

sendo as equacoes de Euler-Lagrange

-2 .
M <Qk+1 Qk + QG 1) — YV (),

B2
que traduzem a discretizacao das equacoes de Newton.

Um outro exemplo é dado pela Lagrangiana

L3 (g0, q1,h) = hL ((1 —a) g+ aq, o ; qo) (4.6)

com 0 < o < 1. Para a Lagrangiana continua da forma (4.3), LS vem

hilg—aq\ -
Lyt =5 (U5 ) 2 (B5™) < V(G - @+ aa)
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originando as seguintes equacoes de Euler-Lagrange

M
ﬁ(qw—l =201+ Q1) = —(1—a)VV((1 —a)gp + aqry1) —aVV (1 — a)qr—1 + aqr). (4.7)
Fazendo

trya = M7=VV((1 - @)gi—1 + agy)], (4.8)
(4.7) é reescrita como

1

ﬁ(%ﬂ — 20k + @r—1) = (1 — @)ag 1110 + AGktq,

algoritmo em () x ), implicito e de segunda ordem.
Uma expressao alternativa para a Lagrangiana discreta ¢ dada pela versao simétrica de
(4.6), definido por

h

sim,o - h -
L™ (qo, 1) = §L ((1 — o)qo + aqi, o 3 qo) + §L (aqo + (1 — a)q, 4 . qO) , (4.9)

onde h € R* representa o passo temporal e o € [0,1]. As equagdes de Euler-Lagrange

obtidas sao simétricas e da forma

1 1 1 1 1
E(Qkﬂ — 2k + Q1) = 5(1 — Q)Akt14a + 5420 + 3t + 5(1 — )41, (4.10)

onde ayiq ¢ dada por (4.8), para uma Lagrangiana continua da forma (4.3). Estas

equagoes definem um algoritmo de segunda ordem e, para qualquer «, implicito.

A derivacao das equacoes de Euler-Lagrange discretas apresentada pode ser sintetizada

no teorema seguinte [27]. O caminho discreto é

Ca(Q) = {qa : {te}ro — Q},

onde {t;, = kh, k=0,---,N}. O espago tangente a Cy no ponto g4 é T,,C4(Q) . Qq 60
conjunto de pares da forma ((qo, q1), (q1,2))-

Teorema 4.1. Dado uma Lagrangiana discreta de ordem C*,k > 1, existe uma tnica
funcio de ordem C*', DpprLy : Qq — T*Q, e 1-formas tinicas, w}i e wi;, de ordem

C*1em Q x Q, tais que, para todas as variagoes 6qq € T,,C(Q) de qq,

dAd . (5qd
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¢ dado por

=

-1

DpprLa((Ge-1, ar), (@rs Grs1))-0qr+wr ' (qv—1, an) - (0qn—1, 0qn) —wi, (90, 41)- (G0, 0qn).
1

e
Il

(4.11)
A funcao Dpgr chama-se funcao de Fuler-Lagrange discreta e a sua expressao, em coor-

denadas € dada por

DperLa((qk—1: @), (@s Ger1)) = DaLa(qr—1, qx) + D1La(qr, Qrs1)-

As 1-formas, wg e wi;, sao as I1-formas lagrangianas discretas, cuja expressdo, em

coordenadas, é

0Ly

wry = DaLa(go, q1)dar = qui,
q%L (4.12)
wr, = —DiLa(q, q1)dgo = —#dqg.
0

Saliente-se que, no caso discreto hd duas 1-formas, ao passo que no caso continuo
s6 ha uma. No entanto, sé6 ha uma 2-forma discreta, tal como no caso continuo, ja que,
por um lado,

_ 1+ 1-
de — de - de

e, por outro lado,
=0

ou seja,

I+ _ g 1—
dwp = dwy .

O andlogo de um campo vectorial continuo é o operador evolucao discreto X : @ X
Q — (QxQ)x(Q x Q) que satisfaz m o X = id, onde m é o operador projecgao
definido por 7 : ((q0,q1), (¢4, 4q7)) — (g0, q1)-O andlogo do fluxo é a funcao discreta v :
Q x @ — Q x Q definida por ©» = 0 o X, onde o é o operador translacao definido
por o : ((q0,q1),(q5,41)) — (4b,¢)). Reescrevendo em coordenadas, se X : (qo,q1) —
(90,01, 95, q1), entao, ¥ : (qo, q1) — (g0, q;). Particularizando para um sistema lagrangiano

discreto, o operador evolucao lagrangiana discreta X, satisfaz

DDELLdOXLd =0
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e o analogo, em termos discretos, do fluxo é a funcao ¥, : ) X Q@ — @ x @, definida

como
@DLd =00 XLd'

Tal como no caso continuo, Xy, e ¢, podem nao estar bem definidos para escolhas ar-
bitrarias da Lagrangiana discreta.

As equagoes de Euler-Lagrange discretas (4.5) podem ser deduzidas a partir da expressao
(4.11); um caminho discreto g; € Cy(Q) satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange discretas
se o primeiro termo da expressao (4.11) for nulo, para todas as variagoes dqq € T,,Cq(Q).

Tal significa que os pontos {qx} satisfazem ¥, (qr—1, @) = (qk, Q+1)-

A transformacao de Legendre discreta aplica o espaco das configuracoes discreto Q) x @

em 1T7*(), através de

T; (90, ¢1) - 6¢1 = D2La(qo, q1) - 0

(4.13)
Ty, (90, 1) - 0go = —D1La(qo, q1) - 0,
as quais podem ser escritas como
T/ < (g0, q1) = (q1,1) = (@1, D2La(qo, ¢1))
(4.14)

Ty, (90, q1) = (g0, po) = (g0, —D1La(qo, q1))-

Se ambas as transformagoes de Legendre discretas forem isomorfismos locais, entao a
Lagrangiana discreta L4 diz-se regular; se forem isomorfismos globais, entao Ly diz-se
hiperregular.

As 1-formas w! lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se pela expressao
ol = (TR,
e as 2-formas w? pela expressao
w%d = (Tfi)*uﬂ.
Dado L4 : @ x Q — R, o operador evolugao lagrangiana discreta Xy, e o analogo discreto

do fluxo, ¢r,, estao bem definidos se e s6 se T} for um isomorfismo local. Também, a

natureza regular de L, é equivalente a afirmar que ¢, esta bem definida e é invertivel [27].

O analogo discreto do fluxo lagrangiano, ¢y, : @ x @ — @ x @, quando empurrado
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para T*(Q), origina a fungao vy, : T*Q — T*Q que, de acordo com [27], tem as seguintes

expressoes, equivalentes entre si:
Vg, =Tf otpp, o (TF)7!
Y, =Ty 0, o (T )™
v, =T; o (Ty)™"

Em coordenadas, ¥ g, : (g0, po) — (q1,p1), onde

Po = _DlLd(QOa Ch)
(4.15)

P = D2Ld(q07 Q).
Diz-se que um integrador variacional estd no seu formato posicao-quantidade de movi-

mento quando ¢é escrito como

pr = —D1La(qk, @rs1, h)
(4.16)

Pk+1 = D2Ld<Qk7 k41, h’)7
o que traduz a igualdade de quantidades de movimento entre intervalos adjacentes.
Por exemplo, fazendo o pushforward do algoritmo variacional (4.10), com a transformada

de Legendre

1

STM, h
TLd “(q0,q1) = <Q1, M [E(Ch —qo) + §<aa0+k + (1 — Oé)(h—a]) )

obtém-se o algoritmo implicito (qx, px) — (qk+1, Pry1) dado por

_ h?
Q1 = Qe + hM 'y + 7[(1 — Q) Upta + QWpy1—a]

(4.17)
1 1
Dk+1 = P + hM §Qk+a + §ak+1fa ’

algoritmo de segunda ordem, para qualquer a.

4.2 Leis de conservacao em sistemas discretos

4.2.1 Conservacgao da 2-forma simpléctica

A funcao 1, é simpléctica, ou seja, para um tnico passo, tem-se que [27, 39]

(Yr,) Wi, = wi,, (4.18)
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onde w? = dw!™ = dw!” representa a 2-forma simpléctica discreta, dada pela expressao
Ld Lg Ly ?

0”La i J
wr, (0, q1) = ﬁd% Ndg. (4.19)
994043
O argumento ¢ vélido para qualquer ntimero de passos de ¢y, .

A funcao vy, preserva o pushforward da 2-forma discreta w? ue corresponde & forma
5 d Lg»

simpléctica candnica em T™(Q).

4.2.2 Conservacao das funcoes quantidades de movimento

Considere-se a accao (esquerda ou direita) ® : G x ) — ) de um grupo de Lie G em
(), com gerador infinitesimal {;. As funcoes quantidades de movimento lagrangianas

discretas de, Jr, @ x @ — g* sdo dadas pela expressao

Ji (g0, 1) - € = (DaLa(qo, 1), o (q1)),

(4.20)
Jr (g0, q1) - € = (—D1La(q0, 1), €0 (q0))-

O teorema (A.9) tem uma versao discreta [27].

Teorema 4.2 (Teorema de Noether discreto na versao lagrangiana). Considere-se uma
Lagrangiana discreta Lq : Q X Q — R, o qual € invariante sob lifts da ac¢ao (esquerda ou
direita) da ac¢ao @ : G x Q — Q. Entao, a funcao quantidade de movimento lagrangiana
discreta Jr, : Q@ X Q — g* € uma quantidade conservada pela fungao discreta r, :
QxXQ —QxQ, ou seja,

JLd ° ¢Ld = JLd-

Em termos simples, tal significa que, sob o efeito de acgoes simétricas, a funcao quan-
tidade de movimento discreta (sob a presenca de acgoes simétricas, s existe uma tunica
fungao quantidade de movimento) é preservada, ou seja, é uma constante do movimento.
As fungdes quantidades de movimento discretas lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se
pela operacao pullback

Jr, = (TF) Ju.
A funcao ¢y, preserva o pushforward das funcoes quantidades de movimento discretas,

que correspondem as fungoes quantidades de movimento candnicas em 77(Q).
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4.2.3 Conservacgao da energia

A literatura mostra que, no caso de integradores com passo temporal constante, existe
uma dicotomia: ou eles conservam a simplecticidade e a quantidade de movimento, ou
entao conservam a energia e a quantidade de movimento. Os integradores variacionais
enquadram-se no primeiro caso - sao simplécticos e conservam a quantidade de movimento.
No entanto, com passo temporal nao constante, é possivel obter integradores variacionais
que preservam a simplecticidade, a energia e a quantidade de movimento [17].

Dado (qo,q1,ho), pretende-se determinar (qi,qs,h1); em geral, tal possibilitard passar
de (qr—1,qx, hi—1) para (g, qr+1, hi). Este procedimento difere do habitual, ja que a in-
formagao sobre o passo tempotal hy, estd acoplada aos dados actuais (g, gx+1). Determinam-
se hy e go conjuntamente, por resolver uma equacao similar a equacao de Euler-Lagrange
discreta para go, a0 passo que para hj usa-se a equacao E4(qo, g1, ho) = Fa(q1, g2, h1), onde
Eq4 ¢é a fungao energia discreta [17].

A acgao discreta é dada por

hOLd(q07QI7hO) + hlLd(Q17q27h1)' (421>

O algoritmo discreto é dado por

o0 [hoLa(qo, q1, ho) + hiLa(q1, g2, h1)] = 0, (4.22)
1

ou

hoDsL4(qo, ¢1, ho) + hiD1L4(q1, g2, h1) = 0,

onde os passos temporais hg, hy sao fixos. A energia discreta é definida por

0
Ea(qo, q1, ho) = ohe [hoLa(q0, g1, ho)] - (4.23)

Por exemplo, para a Lagrangiana discreta (4.6), onde L(q, ¢) é dado pela diferenca entre

a energia cinética e a potencial, vem

1/ —q\" -
Ea(qo, g1, ho) = = Do) (BB 4 V((1—a)g + aq).
2 ho ho

O algoritmo é constituido pelas equagoes (4.22) e

Ed(‘]m q1, ho) = Ed((h, q2, hl)' (4-24>
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Por exemplo, no caso das Lagrangianas continuas e discretas mencionadas, a condicao

FEy = E; traduz-se em
B2 — (Q2 - Q1)TM(Q2 - Q1)
' 2[Ey = V((1 = a)q1 + aga]’

onde a condicao da energia cinética ser positiva deve ser verificada.

Este algoritmo é simpléctico, preserva a quantidade de movimento e foi desenhado de

forma a conservar a energia [17].

4.3 Sistemas discretos forcados

Considere-se um sistema nao conservativo. Para problemas onde a parte nao conservativa
é dominante, o uso de integradores variacionais nao traz grandes beneficios. No entanto,
se o sistema for primariamente conservativo, com efeitos nao conservativos muito fracos
(por exemplo, com dissipagao de Rayleigh), as técnicas variacionais sdo bastante interes-
santes. Os integradores variacionais no caso de sistemas dissipativos mas que sao quase
conservativos, nomedamente em sistemas com fraca dissipacao, sao particularmente tteis,
ja que a sua performance é bastante interessante na parte conservativa do sistema, a parte
onde os integradores tradicionais introduzem a maior parte do erro [18].

Considerem-se as duas forgas lagrangianas discretas f, 7 : @ X @ — T*Q, com coorde-

nadas

fi (g0, @) = (a1, £ (q0, @),
fd_<q07Q1) = (QOafd_(qm(h))-

Usando o principio de Lagrange-d’Alembert discreto obtém-se as equagoes de Euler-

Lagrange forcadas discretas [27]

DyLa(@-1,q) + DiLa(aqr, qe1) + fif (@r-1: @) + fo (@ @rr1) = 0. (4.25)
As transformacoes de Legendre forcadas discretas

T (g0, 1) = (q1.p1) = (@1, DaLa(qo. 1) + £ (q0, 1)),

(4.26)
ng_ : (qo, q1) ¥ (90, p0) = (qos —D1Lalqo, 1) — fif (g0, q1)),
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permitem determinar a funcao Hamiltoniana forgada discreta, wlj;d : (q0,p0) — (q1,p1),
definida por w};d = ng o, © (ng[)_l, com coordenadas

po = —D1La(q0, 1) — f3 (90, q1),

= Da2La(q0, ¢1) + £ (q0, q1)-

Considere-se a Lagrangiana discreta (4.6)

(4.27)

Lg(qo’qhh) =hL ((1 - CY) qo + aqq, %) )

com « € [0, 1]. As forgas discretas sao

f;<q07q1,h) = ahfL ((1 - Oé)QO + aqn, o ; qo) )

filanans ) = (1= )ity (1= @)+ aan, 22,

Para L = %qTM q — V(q), a funcao Hamiltoniana for¢ada discreta é

91— 9
h
: ;po = —VV((I —a)g + aq) + fu((1 — a)g + aqr, apo + (1 — a)py),

onde fy = (T1,) "o f1.

Um outro exemplo é dado pela Lagrangiana discreta [24]

La=(q0,q1,h) = h (% (qlqu)TM (m;cm) - V(t]o)) :

onde M é a matriz de massa, simétrica e definida positiva. Considerando, agora, as forcas

=M (apo + (1 — a)p1),

discretas
I (ak, ars1) = faw)
f;(%: qk+1> = 07

obtém-se as equagoes discretas de Euler-Lagrange forcadas

— 2 + i
Y, <Qk+1 hq: L 1) = =VV(qr) + flar)-

Para a Lagrangiana discreta Lffm’a, dado pela expressao (4.9), as forcas discretas sao

sim,a— h @ — q 1 — q
d (QO,Ch) = 5 {(1—04)f (QO+a,%) +af (Q1—m - h O)]

sim, o h — .
2 (o0 @) = 3 [af (qom%) L (1—a)f (Q1—a, il . %)] ’
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onde Grro = (1 — a)qr + aqry1.
Para o caso particular da Lagrangiana da forma L = %qTM q—V(q) e F = F(q), deriva-se
o integrador [18]

1 h h h h
E(_Qk” + 2Qp+1 — qr) + 5(1 — )@t 14a T §aak+2—a + §aakz+a + 5(1 — Q) y1-a
h, [ Gry2 — Qe ho . ( Qe+ — @
Dop | 2RA2 T AL SN B S L R
T3/ ( h A :

onde a, = M~ (=VV(q)).

Tal como no caso continuo, se a forca lagrangiana fr : T'Q)Q — T™*() satisfizer

(fr(q,9),(q,9)) <0,

para todo o (q,q) € TQ, ela tem natureza dissipativa. Seja Ep : TQ — R a energia
do sistema. Calculando a evolugao temporal de E7 ao longo da solugao das equagoes de

Euler-Lagrange forcadas, mostra-se que [27]

d

S Bu(a(. a() = fula(t). a()) - a(b),

ou seja, as forcas dizem-se dissipativas se a energia do sistema decrescer. No caso de

fr-q <0, as forcas dizem-se fracamente dissipativas.

Se as forcas forem ortogonais a acgao do grupo, ou seja, (f4,éoxq) = 0 para todo o
¢ € g, as duas fungdes quantidades de movimento lagrangianas discretas coincidem [27].

Represente-se esta funcao por J gd QX Q — gt

Teorema 4.3 (Teorema de Noether forgado discreto). Considere-se um sistema lagrangiano
discreto Lg : Q x Q@ — R com forcas discretas f,f; : Q@ x Q — T*Q e uma acgio
simétrica ® : G x Q — Q, tal que (fi,€oxq) = 0 para todo o & € g. Entao, a fungao
quantidade de movimento lagrangiana discreta J}jd cQ X Q — g* € preservada pelo fluxo

lagrangiano discreto, ou seja, Jgd oy, = de.

Note-se que, tal como no caso continuo, a 2-forma discreta nao é preservada em

sistemas forcados.
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4.4 Sistemas discretos com restrigcoes

Considere-se um sistema lagrangiano discreto Ly : () X ) — R, com a restri¢ao holénoma
¢ : Q — R? e a correspondente subvariedade N = ¢~(0) € . Como N x N é uma
subvariedade de Q x @, pode restringir-se a Lagrangiana discreta a L) = Lg|yxn, a fim
de obter um sistema lagrangiano discreto em N x N. As equagoes de Euler-Lagrange
discretas tém uma versdo para sistemas com restri¢oes [27, 39]; demonstra-se o teorema,
seguinte [27].

Teorema 4.4. Dado um sistema lagrangiano discreto Lg : QQ X Q — R, com a restri¢ao
holénoma ¢ : Q — R?, faca-se N = ¢=1(0) C Q e LY = Lyq|nxn. Entdo, o que se seque

€ equivalente:

1. g3 = {qu}iy € Ca(N) extremiza AY = Aglnyxn e, entdo, resolve as equagoes de

Euler-Lagrange discretas para LY .

2. qq = {@}hy € Ca(Q) e Mg = (M € Cu(RY) satisfaz as equacies de Euler-
Lagrange discretas com restricoes
DoLi(qr—1,qr) + D1La(qr, qr+1) = Ak, VO(ar)),

o(qr) = 0.
3. (qa, M) = {(qe, M) o € Ca(Q x RY) extremiza Ag(qa, Aa) = Aa(qa) — (Aa, Pa))i,. €

entdo, resolve as equacgoes de Fuler-Lagrange discretas para ambas as Lagrangianas

discretas aumentadas LT, L7 : (Q x RY) x (Q x R?) — R definidos por

(4.28)

L (s Moy @ty Mev1) = La(qrey @r1) — irrs 0(qrs)),

L (qr, M, @1, Me1) = La(@es @es1) — (M, 0(ar)),

onde a funcio ® : Cy(Q) — Ca(R?) € definida por ®4(qa)(kh) = d(qa(kh)) = ¢(q)-

Agora, defina-se a funcao Hamiltoniana discreta ¢Z; : (g0, Mo, Pos mo) — (q1, A1, p1, 1)

Cco1mo

po = —D1La(qo, 1) + (Ao, Vé(q0)),
Ty = ¢(CJ0)>

(4.29)
b1 = D2Ld(q0> q1)7

71'1:0.
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Estas equagoes, juntamente com a condigao ¢(gx) = 0, sdo equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange discretas com restrigoes (4.28), ou seja, sao equivalentes ao ponto (2) do
teorema (4.4).

Note-se que Ay ndao é uma condigao inicial livre, mas serda determinada por (go,po). Um
sistema lagrangiano discreto com restrigoes preserva a 2-forma simpléctica discreta.

Se a accao de um grupo for uma simetria da Lagrangiana, entao as fungoes quantidades

de movimento coincidem e o teorema de Noether é valido num sistema com restrigoes.

4.5 Sistemas discretos forcados com restricoes

Os sistemas discretos forgados com restri¢oes sao uma combinacao dos sistemas discretos

forcados com os sistemas discretos com restricoes. Demonstra-se o teorema seguinte [27].

Teorema 4.5. Dado a Lagrangiana discreta Ly - QQ X Q@ — R, com for¢as lagrangianas
discretas [, f7 : Q@ xQ — T*Q, e restrigio holénoma ¢ : Q — RY, faga-se N = ¢~1(0) C

Q, éVi =T*10 fdjE o VN e LY = Lyl xq. Entao, o que se seque é equivalente.

1. g3 = {q}i_y € Ca(N) satisfaz o principio de Lagrange-d’Alembert discreto para

LY, C]lV+ e fév_ e, por isso, resolve as equacoes de Fuler-Lagrange forcadas discretas.

2. qq = {a )iy € Ca(Q) e Mi = { M }1' € Ca(R?) satisfazem as equagdes de Euler-
Lagrange forcadas discretas com restricoes
DyLa(qr-1,qx) + D1La(qr, Grr1) + fa (ah-1,ax) + fo (@rs ri1) = (Mn, Vo(ar)),
o(ar) = 0.
(4.30)

3. (qa, M) = {(qr, \e) }ol, € Ca(Q x RY) satisfaz o principio de Lagrange-d’Alembert
discreto e, por isso, resolve as equacgoes de Euler-Lagrange forcadas discretas, para
Ly, Ly (Q xR x (Q x RY) — R definidas por

Ly (s Mo Qs Mes1) = La( @, Grer) — (Mgt 0(Grsn)),
E; (Qka >\k:7 qk+1, /\k+1) = Ld(Qk, Qk+1) - <)‘k7 ¢(Qk)>7
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com forgas lagrangianas discretas £, f; + (Q x RY) x (Q x R?), definidas por

f_‘;(an Akaq]f-i-la )\/C-f-l) = ﬂ-é © fJ<Qk7Qk+l)7

Fa (s Aoy @1y Aken) = 75 0 i (G Q)

onde mg : Q X RT — Q representa a projecgao.

A funcao Hamiltoniana forcada aumentada w]j; : (g0, Mos Do, ™) > (q1, A1, p1,71) €

definida por

po = —D1La(qo, 1) — f3 (90, @1) + (Ao, V(o))

Ty = ¢((I0)>

(4.31)
p1 = DsLa(qo, 1) + f;(%, ¢),
™ = 0.

Estas equagoes, juntamente com a condigao ¢(gx) = 0, sdo equivalentes as equagoes de
Euler-Lagrange forcadas discretas com restrigoes (4.30).

Tal como no caso continuo, os termos devidos as restricoes entram na equagao do movi-
mento, da mesma forma que os termos devidos a forca; por este motivo, os termos relativos
as restri¢oes podem ser perspectivados como forgas (tém o efeito de forgar a trajectéria
discreta na subvariedade V).

O teorema de Noether discreto também tem uma versao forcada com restricoes. Em geral,
o teorema de Noether nao é valido em presenca de forcas, excepto no caso das forcas
serem ortogonais a accao do grupo. Ora, no caso de sistemas forcados com restrigoes, tal
é possivel se as forgas restritas & subvariedade N, f¥ forem ortogonais & acgio do grupo;

mas, se fy for ortogonal a &gy, ou seja, (fa,Eoxq), entao fIV serd ortogonal a &y .

Teorema 4.6 (Teorema de Noether discreto forgado com restrigdes). Considere-se a
Lagrangiana discreta Lg : Q@ x @ — R na subvariedade N C @Q, as forcas discretas
5[5 :QxQ—T*Q e aaccao simétrica @ : G x Q — Q tal que (fa,éoxg) para todo
o0& €g. Entao, a funcao quantidade de movimento lagrangiana discreta com restrigoes

JiN : N x N — g* € preservada pelo fluxo do sistema.
d
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4.6 A analise backward do erro

A ideia bésica subjacente a analise backward do erro é considerar a aproximagao numeérica

como a solugao exacta de um problema modificado. Considere-se a equagao diferencial

y =F(y) (4.32)

e 0 método numérico de passo simples y, 11 = P5(y,). O objectivo da andlise backward é

determinar e estudar a equacao diferencial modificada

y = F(y) + hFy(y) + h*Fs(y) + .. ., (4.33)

tal que o fluxo exacto YZh(y) de (4.33) seja igual ao fluxo numérico ®,(y). A série (4.33),

em geral, nao converge, sendo necessario recorrer ao teorema que se segue [12].

Teorema 4.7. Considere-se (4.32) com um campo vectorial F(y) infinitamente difer-
encidvel, e assuma-se que o método numérico admite uma expansao em série de Taylor
da forma

®,(y) =y + hF(y) + h*Dy(y) + A*Ds(y) + .. ., (4.34)

com D;(y) suave. Entdo, existe um tnico campo vectorial ¥;(y) tal que, para qualquer
N>1,
O(y) = Ynn(y) + O,

onde Jt,N representa o fluzo exacto da equacao modificada truncada

y = F(y) + hFy(y) + ... + BN 'Fx(y). (4.35)
Este teorema é valido para N > 1, mas qual a melhor escolha de N7 O teorema
seguinte langa luz sobre a resposta [13].

Teorema 4.8. Seja F(y) analitica em Byr(yo) e sejam os coeficientes D;(y) do método

(4.34) analiticos em Bg(yo). Assuma-se que

2rM )H (4.36)

IFQ) <M e ||Dj(Y)||§/~LM( )

para todo 'y € Bag(yo) ey € Br(yo), respectivamente. Se h < hy/4, com hy = R/(enM)

en = 2max(k, 1/(2In2—1)), entdo existe N = N(h), nomeadamente o maior inteiro que
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satisfaz hN < hyg, tal que a diferenca entre a solugdo numérica y; = ®p(yo) € a solugao

exacta &N7t(y0) da equagao modificada truncada (4.35) satisfaz

1D (yo) — wa(yo)|l < hyMeho/™, (4.37)

onde v = e(2 + 1.65n + p) depende somente do método.

Aplicando um qualquer integrador simpléctico de ordem r a um sistema hamiltoni-

ano, entao a equagao diferencial modificada é hamiltoniana com [11]

H(p,q) = H(p,q) + h" Hys1(p, @) + b Hopo(pa) + ...

O facto de que a aplicacao de métodos simplécticos origina equacoes modificadas hamil-
tonianas é um caso particular das propriedades geométricas da andlise backward do erro.
Tal significa que, no contexto da equacao diferencial (4.32), se F pertencer a uma certa
classe de campos vectoriais (por exemplo, preservam algum integral)e o método numérico
preservar esse integral, entdao o campo vectorial modificado também estard na mesma
classe de F [33].

Para os métodos de Euler simpléctico, Stormer-Verlet e Runge-Kuttas particionados é
possivel determinar relagoes de recorréncia explicitas para os H;(p, q), revelando-se que
eles sdo compostos por derivadas de H(p, q) e, consequentemente, globalmente definidos.

A equagao modificada truncada de um sistema hamiltoniano é

H(p,q) = H(p,q) + W Hyy1(p,q) + W Hoo(p,q) + ...+ WY 'Hy(p,q).  (4.38)

A quase conservacao da Hamiltoniana decorrente da aplicacao de integradores simplécticos
é demonstrada pela juncao da expressao (4.38) e do teorema (4.8), por concluir que

I H (pn, q™) — H(po,q")|| ¢ limitado em perfodos de tempo exponencialmente longos [11].

4.7 Os integradores geométricos

Nesta seccao consideram-se integradores considerados convencionais, indicando-se as suas
propriedades geométricas, em particular, em que condigoes sao simplécticos, e se tém na-

tureza variacional. A importancia da natureza variacional decorre de dois resultados: se
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o integrador é variacional, entao ele preserva a 2-forma simpléctica e preserva a funcao
quantidade de movimento [39].

Os métodos considerados sao os métodos de Euler, a familia Runge-Kutta, o método
Stormer-Verlet e o método Newmark; para sistemas com restri¢oes, abordam-se os métodos
SHAKE e RATTLE.

No caso do método Newmark, mostra-se como usa-lo em sistemas dissipativos [18].

Em geral, a maioria dos integradores geométricos sao condicionalmente estaveis. Para
averiguar a estabilidade do método, escolhe-se um problema teste simples do tipo rele-
vante, com solugoes limitadas e calcula-se o limite da estabilidade para varios métodos.
Em sistemas hamiltonianos, em geral, o problema teste é o oscilador harmoénico com o
splitting T'(p) + V (q). Por exemplo, o método Stérmer-Verlet é estavel para h < 2 e os
integradores de ordem superior, com r-etapas, sao estaveis para h < h*, onde em geral,

h* ~ .

4.7.1 Os métodos de Euler simplécticos

Natureza simpléctica

Considere-se 0 método de Euler simpléctico da forma (3.10) que, nas varidveis p e q e

aplicado a sistemas hamiltonianos, assume a leitura

oOH
n - n_h_ n+1, n’
Pni1 =P 8q(p+1q)

n+l _ _n +ha_H< n) (439>
a =49 op Prn+1,4")-

Este método é implicito, ja que para determinar p,y; é necessario resolver um sistema

n+1 4

nao linear de equagoes; uma vez conhecido p,,41, o célculo de g™ é explicito.

(4.39) é um método simpléctico de ordem 1, ja que [13]

< (Pnt1,9" ) )TJ< (Pnt1,9" ) ) -

O(Pn,a™) A(pn,a™)
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de acordo com a defini¢ao (2.20) de simplecticidade.

O seu método adjunto

OH
n - n_h_ n
Pni1 =P a4 (Pn, q

n n OH
q't'=q +ho (P, q
p

n+1)

Y

(4.40)

n+1)

também é simpléctico. Pode provar-se a simplecticidade destes dois métodos por recorrer

as formas diferenciais, nomeadamente que [20]
dq" A dppi1 = dq" A dp,,.

Em sistemas hamiltonianos genéricos, ambos os métodos de Euler simplécticos sao implicitos
[13]. No entanto, se a Hamiltoniana for separavel, isto ¢, da forma H(p,q) = T'(p)+V (q),

ambos tém natureza explicita.

Anadlise backward do erro

[lustre-se esta seccao com o exemplo classico do péndulo, com Hamiltoniana

1

H(p,q) = 5292 — cosgq,

e com as equacoes de movimento

p=—sing, ¢=p.

Considere-se 0 método de Euler simpléctico (4.39). Desenvolvendo a solucao exacta ¥ (y)
de (4.33) em poténcias de h e comparando-a com o fluxo numérico, obtém-se relagoes de

recorréncia para as funges Fj(y). No caso do péndulo, resulta

1) = P h ( —sing h_2 2p cos q
(p>_(_SiHQ)+2<pcosq)+12((p2_2008q)sinq + ...,

sistema com natureza hamiltoniana, com

~ 1 h ) h2
H(p,q) = 5]92 — COSq — §pslnq+1—2(p2 —cosq)cosq+ .. ..
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Conservacao de invariantes

Os métodos de Euler simplécticos preservam qualquer invariante da forma [20]

I =q"Ap + blz, (4.41)

em sistemas dindmicos da forma % = f(z).

Extensao a sistemas com restrigoes

O método de Euler simpléctico em sistemas com restri¢oes, constituido pelas equacgoes

(3.11) e (3.13)[13]:
(i) é convergente de ordem 1;
(ii) nao é simétrico;

(iii) é simpléctico, ja que é definido pela composigao de duas transformagoes simplécticas.
A primeira fungao (p,, ¢") — (Pni1,¢" ") é definida por (3.11), considerando-se A, 1
como fungao de \(py, ¢"). A segunda fungao é (pni1,¢" ™) = (pni1,¢" ™), definida
por (3.13).

4.7.2 A regra do ponto médio implicita

A regra do ponto médio implicita é um método convergente de ordem 2, simétrico e
algebricamente estavel. De seguida, considera-se a sua natureza simpléctica e variacional

e que tipo de invariante conserva.

Natureza simpléctica

A regra do ponto médio implicita (3.6), aplicada a sistemas hamiltonianos, é reescrita

como

Yoi1 = Yo+ hJ 'VH (y”%m) . (4.42)

(4.42) é um método simpléctico de ordem 2 [6, 13]. Diferenciando a equagao (4.42), vem

OYns1 h 12 Ynt1 T ¥n - h 12 Yn+1 T ¥n
- =] - = H|—— I+ - H|—— 4.4
dy < 5 J 'V 5 + 5 J 'V 5 , ( 3)
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e substituindo na definicao de transformacao simpléctica, deve verificar-se que

I + ﬁJ—vaH Yn+1 + Yn Jl T + EJ_IVQH Yn+1 + Yn T

2 2 2 2
(I—EJ_IVZH (yn+1+yn>)J(I—ﬁj_lv2H (yn+1+yn>)T
2 2 2 2 ’

A igualdade decorre da simetria da matriz hessiana e do facto que J* = —J.

é igual a

Pode demonstra-se que a regra do ponto médio implicita é um integrador simpléctico por
recorrer as formas diferenciais - alids, como na demonstracao sé se exige que a matriz J
seja constante, invertivel e anti-simétrica, pode afirmar-se que este integrador preserva

qualquer estrutura simpléctica constante [20].

Natureza variacional

Dado um sistema hamiltoniano H : T*(Q) — R, a regra do ponto médio é um integrador

¥n, : (g0, po) — (q1,p1) com natureza variacional [27]. v, é definida por

CI1—C]0_8H Q1+QO7P1+1?0 ’ (4.44)
h dp 2 2
P1—Po GH ¢1+qo P1+ Po
= ) 4.45
h 9q ( 2 72 ) (4.45)

Admita-se que H é regular, assim como a Lagrangiana correspondente, e defina-se a

seguinte Lagrangiana discreta

Ld(QOa q1, h) = hL (ql —; qo7 o ; qo) . (446)
Calculando pg e p; recorrendo as expressoes (4.15), obtém-se
» :_ﬁa_[/ ¢G1+ 90 g1 — qo +3_L ¢1+qo g1 — qo
7 29\ 2 7 h oG\ 2 ' h )’
hoL (@i+d ¢ =) 9L (a+d ¢~
=959, \" 2 g g\ 2 ' n )
Adicionando e subtraindo estas duas expressoes, obtém-se
pi+po  OL (@1 +q ¢1— o
_ 4.47
m_ o ( o ) | (4.47)
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(4.48)

h o 9¢g\ 2 ' h

Apelando a transformacao de Legendre, pode dizer-se que a equagao (4.47) significa

T Gi+q ¢ —q\ (9 +dq Pp1+ Do
L ) - ) )
2 h 2 2

p1—po _ OL <Q1+QO (J1—(10)

< OH _ 9L
e entao, por um lado, como a4 = oo

e, por outro lado, a mesma equagao (4.48), conjugada com a igualdade %—Z = q, origina
(4.44).

a equacao (4.48) corresponde a equagao (4.45)

Por fim, note-se que a Lagrangiana (4.46) é um caso particular da Lagrangiana (4.6)

Lq(q,q1,h) = hL ((1 —a)qo + g, 1 ; %) 7

onde a € [0,1]. Para qualquer valor de «, obtém-se sempre integradores implicitos.
Quando a = %, obtém-se a Lagrangiana (4.46), tinico valor de « para o qual L, é simétrica

e de segunda ordem. Para outros valores de «, obtém-se integradores de ordem 1.

A regra do ponto médio também pode ser obtida por intermédio da Lagrangiana discreta

(4.9), ou seja, Ly = Ljim’a, para a = % [18]. O algoritmo (4.17), para esta escolha de «,

l qu _ qk B ML (pk+12+pk)
h\ Per1i—px )\ =VV (M) ’

Zk+11+2k )
2

pode ser escrito como

o qual, para z = (q, p), tem a representagio -t = X ( , onde Xy é o campo

vectorial hamiltoniano correspondente & Hamiltoniana H = 1p" M ~'p 4+ V(q).

Se, em vez de avaliar a forca no ponto médio, se fizer a média das forcas, obtém-se,

para «a € [0, 1], a regra trapezoidal generalizada

Lil"'apva(qo’ q1, h) = h(l - C]{)L <q07 n ; qo) + hOfL (CIla n ; qo) . (449)

Este método é explicito para todo o a e de ordem 1, excepto quando a = =, que é de

1
2
ordem 2 e simétrico.
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Conservacao de invariantes

A regra do ponto médio implicita preserva exactamente qualquer invariante quadratico

da forma [20] "
=2 > Z Ty, (4.50)

onde A representa uma matriz simétrica, para a equacao diferencial % = f(z). Tal

significa que o integrador conserva exactamente a quantidade de movimento linear e a

quantidade de movimento angular de um sistema hamiltoniano linear.

4.7.3 Meétodos Runge-Kutta simplécticos

Natureza simpléctica

Em geral, os métodos Runge-Kutta nao sao ideais para integrar sistemas hamiltonianos, j&
que estes nao sao estruturalmente estaveis relativamente a perturbacoes nao hamiltonianas
[7]. A aproximagao numérica feita por métodos Runge-Kutta convencionais introduzem
perturbacoes nao hamiltonianas, o que significa que o sistema, originalmente hamiltoni-
ano, tornar-se-a dissipativo (ndo hamiltoniano), com um comportamento no longo prazo
completamente diferente - por exemplo, os sistemas dissipativos tém atractores e os hamil-
tonianos nao. Por este motivo, faz todo o sentido usar métodos da familia Runge-Kutta
que preservem as caracteristicas dos sistemas hamiltonianos, nomeadamente, que cada
passo na integracao seja uma transformagao canénica ou simpléctica.

Métodos Runge-Kutta explicitos e simplécticos sao usados no caso de Hamiltonianas
separaveis e os implicitos para as nao separaveis. Os métodos Runge-Kutta Gauss-
Legendre sao os mais adequados para sistemas hamiltonianos gerais porque, embora sejam

implicitos e, por isso, de implementagao mais pesada [14, 29]:

(i) sao A-estaveis, ou seja, sao estaveis para todo o passo temporal h e para todos os

sistemas lineares com solucoes limitadas;
(ii) tém a maxima ordem possivel em métodos Runge-Kutta com v-etapas, ordem 2v;

(iii) preservam todos os primeiros integrais quadraticos;
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(iv) sdo simplécticos para sistemas hamiltonianos canénicos.

Embora os métodos simplécticos sejam preferiveis na integragao de sistemas hamiltoni-
anos, note-se que eles nao sao perfeitos; por exemplo, mesmo implementando um Gauss-
Legendre na integracao de sistemas hamiltonianos, nao se consegue a conservacao da
energia. No entanto, na maioria das aplicagoes, opta-se pela preservacao da estrutura
hamiltoniana, ao invés da conservacao da energia.

Considere-se o método Runge-Kutta com tabela

c| A
bT

Aplicando-o ao sistema hamiltoniano (2.5), obtém-se as equagoes

P, = Pn + hz az-jf(Pj, Qj, ty, + th)
j=1
Q=q"+hY_ a;gP;, Q, ta+ch)
7~ (4.51)
Pnt1 = Pn + hz bf(P;, Q' tn +¢;)

=1

qn+1 = qn + h Z blg(Plv Qia tn + Cih)7

i=1
onde f e g representam, respectivamente, os d-vectores com componentes —OH/dq' e

OH/0p;; P; e Q' sdo as etapas intermédias correspondentes as varidveis p e q, respecti-

vamente. Demonstra o teorema seguinte [34].

Teorema 4.9. Se os coeficientes de um método Runge-Kutta verificarem as relagoes
biCLZ’j + bj(lji - b,bj = 0, Z,] = 1, e, U (452)

entdo o método € simpléctico.

Um exemplo de métodos Runge-Kutta simplécticos sao os de Gauss-Legendre. Todos

os métodos Runge-Kutta simplécticos sao implicitos, o que decorre de fazer i = j em (4.52)
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e exigir a consisténcia do método.

Devido & simetria, a validade de (4.52) é garantida se
biaij + bjaji — blb] = 0,

se verificar para ¢ < j. No entanto, nao existe nenhuma relacao entre a simetria e
a simplecticidade de um método Runge-Kutta. Por exemplo, a regra do ponto médio
(3.6) ¢é simétrica e simpléctica; o método de Euler explicito ndo é nem simétrico e nem
simpléctico. E possivel construir algoritmos de 2 etapas simétricos mas nao simplécticos

ou, entao, simplécticos mas nao simétricos.

Leis de conservacao

O teorema (2.2) mostra que, em problemas hamiltonianos auténomos, a Hamiltoniana
¢ uma quantidade conservada. Serd que os métodos Runge-Kutta também conservam a
Hamiltoniana? Ou, em termos mais abrangentes, se I for uma quantidade conservada por
um sistema hamiltoniano auténomo, sera que I também é conservada por métodos desta
natureza? Todos os métodos Runge-Kutta conservam invariantes lineares [13]. Quando I

é quadratico, utiliza-se o resultado seguinte [34].

Teorema 4.10. Admita-se que 1(y) = %yTSy, onde S € uma matriz simétrica constante,

dy

> = F(y,t), ndo necessaria-

¢ uma quantidade conservada por um sistema autéonomo
mente hamiltoniano. Entao, I também € conservado quando o sistema € integrado por
1

um método Runge-Kutta simpléctico, ou seja, I(y) = iy”TSy” nao varia com n.

Este teorema (4.10) implica que, se um sistema auténomo linear com Hamiltoniana
quadratica for integrado por um método Runge-Kutta simpléctico, entao H sera exacta-
mente conservado ao longo das trajectérias numeéricas.

Os integrais lineares e quadraticos sao preservados pelos métodos Runge-Kutta simplécticos
[30]. No entanto, por exemplo, para preservar um integral ctibico, tem de se fazer a escolha

entre a preservacao da estrutura simpléctica e a preservagao do integral.
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C1 11
Co by ax
C3 by by as3

1—co| by by by ay
1-— C1 b1 bg b3 b2 Q55

Tabela 4.1: Método Runge-Kutta implicito diagonal de ordem 5
Simetria

Em que situagao é que os métodos Runge-Kutta sao simétricos? Demonstra-se o teorema

que se segue [13, 30].

Teorema 4.11. O método adjunto de um método Runge-Kutta com v-etapas,

ki:f<t0+ciha y0+hzaijkj>, 1=1,...,v

) =t (4.53)
Y1 ="Yo + hzbikia
i=1
¢ ainda um método Runge-Kutta de v-etapas. Os seus coeficientes sao dados por
i = bup1-j — Quyi—i, vr1-j, by = b1 (4.54)
Se
Ayt1—i, v1-j + Qij = by, (4'55)

para todo o 1,7, entdo o método Runge-Kutta (4.53) € simétrico.

Nenhum método Runge-Kutta explicito pode ser simétrico, pois, para ¢ = 7, nao
satisfazem a equagao (4.55). Nos métodos Runge-Kutta implicitos diagonais, onde a;; = 0

para i < j e elementos da diagonal ndo nulos, a condigao (4.55) vem
aij =bj =by11-; para i>j, ajj + Ayy1-j, vr1-j = by.

Por exemplo, para v = 5, a tabela de tal método é da forma desenhada na tabela 4.1,

b
com asg = 3, Agq = by — ag € ass = by — ay1.
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4.7.4 Meétodos Runge-Kutta particionados

Natureza simpléctica

Considere-se uma Hamiltoniana do tipo

H(p,q) =T(p) + V(a), (4.56)

designado por Hamiltoniana separavel. Neste caso, as equagoes de Hamilton assumem a

forma particionada (3.59), com

(_ v 0T
- ) g_apa

sendo, entao, possivel integra-las por um método Runge-Kutta particionado.

Prova-se o teorema que se segue [34].

Teorema 4.12. Se os coeficientes de um método Runge-Kutta particionado verificarem

as relagoes
entao o método, quando aplicado a um problema hamiltoniano com Hamiltoniana separdvel

(4.56), é simpléctico.

No caso mais geral das equagoes (3.33), deve acrescentar-se a equagao [13]

Natureza variacional

Considere-se 0 método Runge-Kutta particionado

D1 :po—i‘thiPi

i=1

¢ =" +h) bQ
o (4.58)
Pi=po+h)  AyP;

j=1

Q =4q"+ hzaszi,
j=1
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onde P, = —%—g(H,Qi), Q= %—Ig(ﬂ,@i), com Hamiltoniana H = p’q — L(q,q). Se o

método for simpléctico, entao é valido o teorema que se segue [13, 27].

Teorema 4.13. O integrador variacional com Lagrangiana discreta

Li(",q") = h Y _bL(Q, Q") (4.59)

i=1
¢ equivalente ao método Runge-Kutta particionado simpléctico, aplicado ao sistema hamil-

toniano com H = pT'q— L(q,q).

Leis de conservacgao

Os métodos Runge-Kutta particionados conservam invariantes lineares se b; = B;, para
todo o 4, ou se o invariante depende somente de p ou de q [13].
O anélogo do teorema (4.10) para métodos Runge-Kutta particionados assume a forma

seguinte.

Teorema 4.14. Admita-se que I1(p,q) = p*Sq, onde S é uma matriz constante, é uma
quantidade conservada de um sistema auténomo particionado (3.59), nao necessariamente
hamiltoniano. Entao, I também é uma quantidade conservada quando o sistema € inte-
grado por um método Runge-Kutta particionado simpléctico, ou seja, I(p™,q") nao varia

com mn.

No caso dos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos, mesmo que se as-
suma a linearidade do sistema a integrar, tal nao significa, em geral, a conservacao da

Hamiltoniana: I(p,q) = p?.Sq nao é a expressao quadritica mais geral nas varidveis p e

q.
Simetria
Admita-se que se aplica um método Runge-Kutta particionado ao sistema

y="1(y,z), z=gly2).

O método s6 serd simétrico se ambos os métodos Runge-Kutta o forem [13].
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Teorema 4.15. Se os coeficientes de ambos os métodos Runge-Kutta, b;,a;; e B;, Ajj

satisfizerem a condi¢ao (4.55), entdo o método

ki = f (yo + hz Cbijkj, 20 -+ hz Az]lj>
=1 =1
li =g (y(] + hZaijkj, Zo + hZAUlJ>

Jj=1 Jj=1

Y1 ="Yo + hzbiki
i=1

21 :Z(]—f-hZV:lel

i=1

€ simétrico.

Os métodos de Runge-Kutta particionados mais tteis, no contexto da integracao
geométrica, sao o par Lobatto ITIA-ITIB, métodos de ordem 2v —2, ja que sao simplécticos

em sistemas hamiltonianos.

4.7.5 Meétodos Runge-Kutta-Nystrom

Formulacao

Se a Hamiltoniana for separavel com T = %pTM ~Ip, com M matriz constante, simétrica
e invertivel, H é dada pela expressao

H(p,a) = ;0" M 'p + V(). (4.60)

Note-se que a Hamiltoniana pode ser separavel, mas nao da forma (4.60) - por exemplo,
o movimento relativista de um sistema de pontos de massa. No caso (4.60), as equagoes
do movimento sao

p=1f(q) = aq a=M"p, (4.61)
ou, eliminando p

g =M 'f(q),

sistema que pode ser integrado por um método Runge-Kutta particionado. Reescrevendo

as equagoes (3.38) em termos das varidveis p e g, obtém-se a seguinte expressao para o0s
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estagios
Q' = " + My + B2 g MTE(Q  + 35h); (4.62)
j=1

as aproximagoes sao dadas por
Pr+1 = Pn +h Z bzf<Q]a an + 7]}7’)
i=1

QT =q" M py + B BM Q) + 5h).

=1

(4.63)

Natureza variacional

Os métodos de Runge-Kutta explicitos particionados simplécticos sao variacionais, pelo
menos para Hamiltonianas cuja energia cinética é da forma T = %pTM ~Ip, para alguma

matriz de massa M constante [27].

Natureza simpléctica

As condigoes para que um método de Runge-Kutta-Nystrom seja simpléctico sao referidas

no teorema seguinte.

Teorema 4.16. Admita-se que os coeficientes (3.36) do método de Runge-Kutta-Nystrom

satisfazem

Bi = bi(1 — ), i=1,...,v,
bi(Bj — ij) = bj(Bi — i), ,7=1,...,v.
Entao, o método, quando aplicado a problemas hamiltonianos com Hamiltoniana da forma

(4.60) é simpléctico.

(4.64)

Leis de conservacao

O andlogo do teorema (4.14) é dado pelo teorema seguinte.

Teorema 4.17. Admita-se que I(p,q) = p*Sq, onde S é uma matriz constante, é uma

quantidade conservada de um sistema autonomo particionado (3.59), ndo necessariamente
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hamiltoniano. Entao, I também é uma quantidade conservada quando o sistema € inte-
grado por um método Runge-Kutta Nystrom simpléctico, ou seja, I(p™,q") nao varia com

n.

Analogamente aos métodos Runge-Kutta particionados simplécticos, o facto de o sis-
tema a integrar ser linear nao significa, necessariamente, a conservacao de H pelo método
Runge-Kutta-Nystrom, ja que a expressao I(p,q) = p’Sq nao é a fungao quadratica

mais geral, nas variaveis p e q.

4.7.6 O método Stormer-Verlet

Natureza variacional

O método Stormer-Verlet é um método variacional [25, 27]. Admita-se que a Lagrangiana

do sistema é dado pela diferenca entre a energia cinética e a energia potencial

La,v) = 5a" Ma— V() (4.65)

onde M é a matriz das massas, de natureza definida positiva. Se M nao depender de q,

as equacoes de Euler-Lagrange (2.4) reduzem-se a equacgao diferencial de segunda ordem
Mg =-VV(q).

Se, no processo de discretizacao, a aproximacao a ftzN Ldt for feita pela regra trapezoidal

h n - Yn h n - Yn
Lh(Qan+1) = §L (Qm %) + §L (Qn+1, %) (4-66)

obtém-se as equacoes de Euler-Lagrange discretas
M(Qn—f—l - 2(]71 + Qn—l) + hQVV(Qn) = 0, (467>

expressao andloga a (3.43), para f(q) = —M'VV/(q).

Propriedades geométricas

Nesta subseccao sumarizam-se as propriedades do fluxo das equacoes diferenciais que sao
preservadas pelo método Stormer-Verlet, nomeadamente, reversibilidade, simplecticidade

e preservacao do volume.
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1. Simetria e reversibilidade. O método Stormer-Verlet, quando aplicado a equacao

diferencial de segunda ordem (3.42), é simétrico e reversivel [12].

e Simetria. O método Stormer-Verlet é simétrico com respeito a direcgao tem-
poral: se, nas equagoes (3.46), se substituir A por —h e se trocar n por n + 1,

obtém-se o mesmo método; analogamente nas equagoes (3.47), para as substi-

1

5 <N+ % Tal significa que, em termos da formulacao

tuicoes h < —h en —

de passo simples P, : (qn, Vi) = (Qn+1; Vt1),
D=7, (4.68)
e Reversibilidade. A simetria temporal do método Stérmer-Verlet implica a re-
versibilidade. Se, no sistema (3.44), se inverter a direcgao da velocidade inicial,

entao a trajectéria solucao é a mesma, mas a direc¢ao do movimento é contraria.

Neste sentido, diz-se que o fluxo 1, satisfaz

wt(qv V) = (ﬁ» 6) anhca wt(a7 _G) = (q> _V)7 (469)

ou seja, o fluxo é reversivel com respeito a reflexdao p : (q,v) — (q,—v). O

método Stormer-Verlet é reversivel, ou seja, satisfaz
®,(q,v) = (q,V) implica  ®,(q,—V) = (q, —V). (4.70)

Mostra-se que a simetria deste método é equivalente a sua reversibilidade [12].

Em alguns casos, o fluxo é p-reversivel com respeito a involugoes p, isto é

poty =l op. (4.71)

Genericamente, o fluxo de uma equacao diferencial y = F(y) é p-reversivel
se e s6 se o campo vectorial satisfaz p o F = —F o p; neste caso, a equagao

diferencial diz-se p-reversivel. O método Stormer-Verlet é p-reversivel para p

da forma p(a, v) = (p1(a). pa(v)), ou seia,

po®, =o,"op. (4.72)
2. Sistemas hamiltonianos e simplecticidade. Considere-se o sistema genérico

q=g(q,v), Vv=f»f(q,v). (4.73)
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Usando as equagoes (3.49) e (3.50) obtém-se uma extensao do método de Stérmer-

Verlet com o seguinte formato
h

h
QTL+1 = d(4n + 5 (g (qn7 'Un+%) + g (qn+17vn+%)) (474>

h
O método Stormer-Verlet (4.74) aplicado ao sistema de equagoes hamiltonianas (2.5)

assume a leitura

hoH
Pnyl = DPn— 58_q (pn+%7 Qn>
h (OH OH
Gn+1 = Gn + 5 (8_]9 (pn+%7Qn> + (9_]9 <Pn+;aQn+1)) (4.75)

hoH
Pnt1 = Pnyl — Eﬁ_q <pn+%,%+1> .

No caso particular da Hamiltoniana ter a expressao

1
H(p,q) = §pTM’1p + V(q), (4.76)

onde M é a matriz das massas, com natureza definida positiva e V(q) é o poten-
cial, as equagoes (4.75) reduzem-se ao método Stérmer-Verlet (3.46), com f(q) =
—M~VV(q), e fazendo p, = Mu,.

A demonstracao da simplecticidade do método Stormer-Verlet pode ser diversa, de-
pendendo da interpretacao dada ao método: visao do Stormer-Verlet como a com-
posicao dos métodos de Euler, ou como um método splitting, ou como um integrador
variacional, ou entao por apelar as fungoes geradoras [12]. O método Stérmer-Verlet
é simpléctico e de ordem 2; a demonstragao apela a equagao (3.52) e ao facto de as
transformacoes simplécticas serem um grupo, em particular que, a composicao de

transformagoes simplécticas é, também, simpléctica [13].

3. Preservagdo do volume. O método (4.75) aplicado ao sistema (2.5) preserva o vol-
ume, consequéncia da simplecticidade; de facto, a equagao (2.20), defini¢ao de trans-

formacao simpléctica, implica

det ¢, (p,q) = 1,

para todo o (p,q).
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Conservacao dos invariantes ou primeiros integrais

Uma fungao I(y) diz-se um primeiro integral (ou uma quantidade conservada, ou uma
constante do movimento, ou um invariante) da equacao diferencial y = F(y) se I(y(t))

for constante ao longo de toda a solucao, ou de forma equivalente,
I'(y)F(y) =0, para todo oy, (4.77)

o que significa que o gradiente VI(y) é ortogonal ao campo vectorial F(y), em todo o
ponto do espago de fase. Os teoremas (4.18) e (4.19) indicam que tipos de invariantes sao

preservados pelo método Stormer-Verlet [12].

Teorema 4.18. O método Stormer-Verlet preserva os primeiros integrais lineares.

Muitos primeiros integrais originam-se no teorema de Noether. Nas condigoes do
teorema de Noether, os primeiros integrais assumem a forma p”a(q) [1]; infere-se, entao,

que em sistemas hamiltonianos da forma

H(p,q) = %pTMlp +V(a) (4.78)

com Lagrangiana associada da forma
1
L(q7 V) = §VTMV - V<q)7

a(q) deve ser linear. Consequentemente, para sistemas hamiltonianos (2.5) com Hamil-
toniana (4.78), todos os primeiros integrais que se originam do teorema de Noether sdo
preservados pelo método de Stormer-Verlet.

Mas, em geral, os primeiros integrais quadraticos ja nao sao preservados pelo método,

embora uma subclasse o seja.

Teorema 4.19. O método Stormer-Verlet preserva os primeiros integrais quadrdaticos da

forma

I(q,v) = v’ (Cq+c)

ou
I(q,v) =p"(Bq+b)

no caso hamiltoniano.
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O teorema (4.19) pode ser utilizado para provar, de forma alternativa, a simplecti-

cidade do método Stérmer-Verlet [12].

Equacao modificada do método Stormer-Verlet

Fazendo y = (¢,v)" e F(y) = (v, f(¢))7, a equacao diferencial (3.44) assume a forma de
(4.32). Para o método Stormer-Verlet (3.46), tem-se

o) — g+ hv+ % f(q)
200~ (i) it s 25y ) )

Expandindo esta fungao em série de Taylor, obtém-se (4.34), com

RYat) o) = 1 0
Dalg.v) =3 ( f/(q)v>’ Dalgv) = ( f’(q)f(q)+f”(q)(v,v))""

sendo as funcoes F,(g,v) construidas pelas relacoes de recorréncia [12]

1

Fy(y) = Do(y) — gF’F(Y)
- . (4.80)
Fa(y) = Ds(y) - 5; (F"(F,F)(y) + F'FF(y)) — 5 (FFa(y) + F2F(y)),

as quais definem, univocamente, as fungdes F;(y). Estas expressoes sao consequéncia da
comparagao, em poténcias de h, das expressoes (4.34) e (4.81)

Un(y) = ¥ +h(F(y) + hFs(y) + h*Fs(y) +...)

+E2(F(y) + hF's(y) + .. )(E(y) + hFa(y) + .. ) + ... (4.81)

Como o método Stormer-Verlet é de ordem 2, a fun¢do Dy(q,v) tem de coincidir com
o coeficiente h? da solucao exacta, e entdo, resulta Fy(q,v) = 0. Alids, demonstra-se
que para métodos simétricos, a equacao diferencial modificada admite uma expansao em

poténcias impares de h, ou seja, [12]
ng(y>:(), ]:1,2,

Para F3(q,v) obtém-se

1 —2f"(q)v
Fs(0,v) = 15 ( @) (@) + F(@)w) ) ' (4.82)

Para fungoes F;(¢,v) impares de ordem superior, as expressoes sao mais pesadas e com

derivadas de f(q) de ordem mais elevada.
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Propriedades da equagao diferencial modificada

As propriedades geométricas de um método numérico tém a sua contrapartida na equagao
modificada. Assim, estudar as propriedades de determinado método, é equivalente a
estudar as propriedades correspondentes da equacao diferencial modificada. Em particular

para o método Stormer-Verlet, mostra-se que [13]:

(i) Sistemas reversiveis. Se o método Stormer-Verlet (3.46) for aplicado a (3.44), entao,

cada truncatura da equagao diferencial modificada é reversivel com respeito a re-

flexdo p(q,v) = (g, —v).

(ii) Sistemas hamiltonianos. Se o método Stormer-Verlet (4.75) for aplicado a um
sistema hamiltoniano, entao cada truncatura da equacao diferencial modificada é

hamiltoniana.

(iii) Primeiros integrais. Se o método Stormer-Verlet (4.74) for aplicado a uma equagao
diferencial com um primeiro integral da forma I(q,v) = v'(Cq + c), entdo, cada

truncatura da equagao diferencial modificada tem I(q, v) para primeiro integral.

Comportamento assimptoético das solugoes numéricas

A energia total H(p,q) de um sistema hamiltoniano nao é exactamente preservada pelo
método Stormer-Verlet; no entanto, a energia é conservada de forma aproximada. De
facto, em sistemas hamiltonianos genéricos, a Hamiltoniana é preservada, no longo prazo,

de forma aproximada.

Teorema 4.20. A energia total ao longo da solugao numérica (p,, q,) do método Stormer-

Verlet satisfaz
|H(pp, ¢n) — H(po, qo)| < Ch* + OnhVt, para 0<t=nh<h™",

para N inteiro positivo arbitrdrio. As constantes C' e Cy sdao independentes det e h. Cy
depende dos valores extremos das derivadas de H até a ordem N +1 na regido que contém

0s valores das solucoes numéricas.
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O teorema é demonstrado de duas formas diferentes [12]; numa delas apela-se a
simplecticidade do método Stérmer-Verlet, conjugando-a com a andlise backward e, na
outra, apela-se a simetria do método, conjugando-a com a analise backward. O contributo
da andlise backward do erro é visivel em muitas demonstracoes no campo da integracao

geométrica.

4.7.7 O método Newmark

Natureza variacional

O método Newmark é um método variacional e, por isso, goza das vantagens dos in-
tegradores variacionais: é simpléctico, preserva as fungoes quantidades de movimento e
exibe um comportamento de longo prazo relativamente & energia excelente [18].
Pode provar-se a natureza variacional do Newmark de trés maneiras diferentes [18]. Numa
delas, faz-se o pullback do algoritmo (4.17), de T*Q) para T'Q, obtendo-se o algoritmo
(@ dx) = (@rt1, Gey1), dado por

2

. h
Qi1 = Qi + i + 5 (1 — @)apsa + aGr11-0]

. . ) (4.83)

Qo1 = qGr + D (§ak+a + 3 h+1-a

Ora, fazendo @ = 0 ou a = 1 neste algoritmo, ou f =0e v = % nas equagoes (3.53) do
método Newmark, obtém-se as mesmas equacoes. A demonstracao mais geral da natureza
variacional do integrador passa por construir uma Lagrangiana discreta Lg para a qual

as equagoes de Euler-Lagrange sao o proprio método Newmark, com v = %, dado 3.

Teorema 4.21. O método Newmark, com v = % e qualquer 3, 0 < G <

1

5, € h suficien-

temente pequeno, € igual as equacoes de Fuler-Lagrange discretas, para a Lagrangiana
discreta Lg definida por

LS(QO,CM) _ g (Wﬂ((h) ; 776<QO)) M (77’6(611) ; 776<QO)) . hv(nﬁ(%)),

onde 1°(qx) = qi — W2BM NV (q) e V € definido tal que VYV (0°(q)) = VV(q)), para
todo o qy.
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Nao se garante a estabilidade do método Newmark para passos temporais grandes;
a performance do Newmark pode nao ser interessante em sistemas nao lineares, mesmo
com h moderado. Tal é reflexo da estabilidade numérica do método, que exige h pequeno
[18].
O algoritmo Newmark forcado também ¢é de natureza variacional. O analogo forcado do

teorema (4.21) assume a forma que se segue.

Teorema 4.22. O método Newmark, com vy = %, qualquer 3 e h suficientemente pequeno,
para um sistema forcado, € igual as equacoes de Fuler-Lagrange discretas forcadas, para

a Lagrangiana discreta Lg e forcas discretas fg_ e dB+ definidas por

(g0 1) h (776((]1) — nﬁ(qo))TM (nﬁ(ql) - nﬁ(qo)) — hV (1’ (q)),

2 h h

fdﬂ_((Jm Q) = g [(1 - 2@]%]4((]0» q) + 25]“?54@& Q1)] Dnﬁ(qO)7

fdﬂJr(fJo,C]l) = g [25]01%4((107(]1) + (1 - 2ﬁ)f]€f—;4(QOaQI)] Dnﬁ((h);

onde n°(qr) = qu — W2BM7'VV (q), V € definida tal que VV(n°(qr)) = VV(q)) para

todo o qi, e as fungoes ff,& e fﬁ]{/[ sao definidas de acordo com (3.58).

Método de passo duplo para sistemas com fricgao

A ideia basica é usar um método de integracao com dois passos, separando-se o algoritmo
em parte conservativa e em parte dissipativa, e em que ao segundo passo subjaz um
principio de minimizacao. Este género de algoritmo, baseado em métodos de optimizagao,
¢ bastante 1til numa grande variedade de problemas, nomeadamente, onde poupancas de

armazenamento computacional sao possiveis de obter através das técnicas de optimizacao

[18].

Teorema 4.23. Para uma Lagrangiana igual a diferenca entre a energia cinética e a
energia potencial, o algoritmo de passo duplo sequinte € consistente com as equagoes do

movimento com forgas dissipativas, com potencial dissipativo p:

1 (Gn-1,qn) — (qn,quff ), através das equagoes de Euler-Lagrange discretas, a partir

da escolha de uma dada Lagrangiana discreta Lg.
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2. (qn, qﬁff) — (Gn, qni1), por extremizar

Te Gn — Q4n
Kd(QnJrlvqg-&-f) + he <%) ;

onde Ky representa a energia cinética discreta, com respeito ao ponto qn.1-

Considere-se o exemplo que se segue. Dados (qo, 1), 0 cdlculo de qi;”“ed, de acordo

com as equagoes de Euler-Lagrange discretas, para L§ dado por (4.6), com a = %,

pred pred
-2

etapa que passa pelo algoritmo Newmark. De seguida, a etapa dissipativa, que passa por

é

1
2

minimizar a energia cinética discreta adicionada do potencial dissipativo, com respeito ao

ultimo ponto ¢z, ou seja, extremizar a expressao que se segue com respeito a g

I {q— qpred ! q2 — qpred q2 — 1
-l =2 M| =2 h _— .

Tal significa que a equacao satisfeita por ¢s é

red
C_Iz—qé7 [ 92 — Q1
M( 02 >—|—4p( N ) 0 (4.85)

Adicionando as equagoes (4.84) e (4.85), obtém-se

G2 — 2q1 + qo 1 , Qo+ q1 / Q1+qgmi
M| (T - 90 T 91 917492
(=) e v () v (™

o qual é consistente com as equacgoes originais.

4.7.8 SHAKE e RATTLE

Os métodos Stormer-Verlet, velocidade de Verlet, SHAKE e RATTLE sao derivados da
Lagrangiana discreta (4.66) [27]. Consequentemente, tém todos natureza variacional e,
por isso, conservam a estrutura simpléctica e as func¢oes quantidade de movimento. De

acordo com a derivagao variacional dos algoritmos,

(i) o Stormer-Verlet corresponde a fungao ¢r, : Q x Q — @ X Q;
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(ii) o velocidade de Verlet corresponde a fungao ¢y, : 7%Q — T*Q);

(iii) o SHAKE ¢ a versdao num contexto de restri¢oes do Stormer-Verlet, ou seja, corre-

sponde a funcao ¢Lév :NxN— N x N;

(iv) o RATTLE é a versao num contexto de restri¢oes do velocidade de Verlet, ou seja,

corresponde a funcao wHév :T*N — T*N.

O algoritmo RATTLE, definido pelas equagoes (3.65) e (3.66), é simpléctico [19].
O algoritmo RATTLE, definido pelas equagoes (3.67) é [13]:

(i) simétrico;
(ii) simpléctico;
(iii) convergente de ordem 2.

Os algoritmos SHAKE e RATTLE sao equivalentes, no sentido de que produzem solugoes
idénticas para as posicoes nos pontos da malha e para as velocidades nos pontos in-
termédios da malha [21]. Ambos os métodos preservam o produto wedge, embora o al-
goritmo SHAKE nao seja, em termos rigorosos, simpléctico, ja que as velocidades nos

pontos da malha nao sao tangentes a
M={qeR?: g(q)=0, i=1,...,m}. (4.86)

O algoritmo SHAKE pode ser olhado como uma fungao em (4.86), mas nao define uma

funcao em 7'M, o espaco de todos os pares (q,v), com q em M e v em T, M, onde

TqM:{VGRdZagai—ilq)'V:Oa z’:l,...,m}, (4'87>

chamado de espago tangente em q [20]. O integrador SHAKE nao ¢ simpléctico no seguinte
sentido: embora satisfaca a condi¢ao ¢g(q,) = 0 em todos os pontos da malha, a restrigao
<escondida> (3.62) nao serd, tipicamente, satisfeita, mesmo que as condigoes iniciais a
satisfagam [21].

No entanto, o método SHAKE é algebricamente equivalente ao método RATTLE, o qual

é uma funcao em T M. A ideia subjacente ao método RATTLE é corrigir a solu¢ao do
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método SHAKE, para que esta esteja em T .M. Sintetizando, os algoritmos SHAKE e

RATTLE sao equivalentes nos pontos intermédios ¢ mas o método RATTLE satisfaz

ntls
ambas as restrigoes, quanto a posicao e a Velocidade,2 nos pontos da malha. Neste sen-
tido, o integrador RATTLE pode ser visto como um método através do qual as solucoes
produzidas pelo integrador SHAKE sao projectadas simplecticamente em T M.
Negligenciando erros de arredondamento, os métodos SHAKE e RATTLE sao globalmente
convergentes de ordem 2 [21]. A palavra de cautela é dada ja que, no estudo de equagoes
diferenciais algébricas, é frequente encontrar erros de arredondamento introduzidos via
solucoes inexactas das equacoes nao lineares, os quais podem originar instabilidade na
solugao numérica.

Ambos os algoritmos sao reversiveis no tempo.

O integrador RATTLE tem uma versao para o caso das restri¢coes serem nao holénomas

[30]. Para o caso da Lagrangiana ser dada por L = 1||¢||3 — V(q), sujeita a restri¢ao nao

hol6noma A(q)q = 0, entdo uma escolha de uma Lagrangiana discreta produz o algoritmo

1 h
2
Vg1 = Uk + 1 (h—VV(qH; + A(qk+%)T>\k+1> (4.88)
qk+1 _ qk—i-% 4 §Uk+1

A(qk+1>vk+1 = 07

onde v = § representa a velocidade. Tal como o algoritmo RATTLE, este método é de

ordem 2, reversivel no tempo, sendo necessario um tnico calculo da forca por passo.

Os métdos Runge-Kutta particionados podem ser estendidos ao caso de sistemas com
restrigoes [27, 30]. O método Lobbato IITA-ITIB tem ordem 2v — 2, com v etapas, é
reversivel no tempo e é simpléctico para sistemas com restricoes holénomas. Como é um
método totalmente implicito, sempre que possivel é preferivel um método simples como
o RATTLE; no entanto, se for exigida uma ordem maior ou se a Hamiltoniana nao for

separavel, entao os métodos Runge-Kutta particionados podem ser competitivos [30].



Capitulo 5

Dinamica Molecular

O mundo fisico é descrito pela mecanica classica quando, por um lado, as <coisas> sao
tao pequenas e se movem com tao pouca velocidade que se pode ignorar a relatividade e,
por outro lado, quando as <coisas> sao tao grandes e se movem com uma velocidade tal,
que se podem ignorar os efeitos quanticos. Pode dizer-se, entao, que a mecanica classica
descreve um grande niimero de problemas, assim como deixa de fora outro tanto.
As equagoes do movimento de Newton, equagoes da mecanica classica, traduzem a igual-
dade

F = ma, (5.1)

onde F representa a forca, m a massa e a representa a aceleracao. As equacoes de
Euler-Lagrange (2.4) sdo equivalentes as equagoes de Newton. Considere-se a fungao

Lagrangiana dada pela diferenca entre a energia cinética e potencial
L(q,q) = T(q) - V(a), (5.2)

assumindo-se que a energia cinética é apenas fungao das velocidades e a energia potencial

é apenas funcao das posigoes. Sendo a energia cinética dada por

L.
T = mllal? (53)
e a forca dada por
oV
F=—— 5.4
aq? ( )
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obtém-se as equagoes de Newton, a partir das equagoes de Euler-Lagrange (2.4), fazendo

$-()-33)- (%)

d
= — o —F
o7 (md)
=mq—F
= 0.

Estas equagoes tém a sua formulagao hamiltoniana. Introduzindo a quantidade de movi-
mento atomica p = M, a energia cinética é dada por
2

N
_x il
=% oo (5.5)
=1

e a funcdo Hamiltoniana pode ser escrita como a soma da energia cinética e potencial. As

equagoes do movimento assumem a forma

q =2
omy (5.6)
pi =F;

As equacoes de Newton constituem um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de se-
gunda ordem. Para o resolver é necessério dispor das condi¢oes iniciais (qg, o); conhecidas
as posicoes e velocidades iniciais, € possivel determinar quaisquer posicoes e velocidades
futuras.

No campo da dinamica molecular, resolve-se este sistema de equagoes diferenciais para N

moléculas - tem-se 3N equacoes e 6N condigoes iniciais, considerando
T
ai = [T, i, 2i]

ou seja
_ T
q = [Z1y12172Y2%2 - - TNYNZN]

=lg1qs - aqn]"

I

e M uma matriz diagonal, com diagonal
(mymymymaemaems - - -mymymy),

onde m; representa a massa da i-ésima particula.

Nas simulacoes numéricas, e dependendo dos recursos computacionais disponiveis e do
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objectivo da simulacao, N pode variar entre 10? e 10°.

As simulagoes computacionais fazem a ponte entre o mundo nanoscopico das moléculas
e dos atomos e o mundo macroscopico do laboratorio - na expectativa de alargar a com-
preensao das propriedades e comportamento das moléculas e suas interaccoes, servindo de
complemento as experiéncias convencionais. Adicionalmente, as simulagoes fazem a ponte
entre a teoria e a experiéncia. Pode testar-se uma teoria conduzindo-se simulagoes usando
um modelo indicado pela teoria; pode testar-se o modelo comparando-o com resultados
experimentais. Ou entao, pode simular-se no computador situagoes muito dificeis ou im-
possiveis de simular no laboratério (por exemplo, trabalhar com temperaturas ou pressao

extremas).

5.1 Potenciais intermoleculares

A tnica informacao que falta nas equacoes de Newton é a expressao da funcao energia
potencial. A energia potencial, geralmente, é decomposta na componente intermolecular

e na componente intramolecular. As interacgoes intermoleculares incluem:

1. repulsao na nuvem de electroes;
2. dispersao atractiva van der Waal’s;

3. interacgoes entre moléculas distintas ou atomos de uma mesma molécula separados

por uma distancia significativa - interacgoes de Coulomb.
As forcas intramoleculares incluem:
1. uma deformagao axial da ligacao quimica primaria;
2. uma flexao da ligacao quimica primaria;

3. uma torsao da ligacao quimica primaria em torno de um eixo que contém uma

ligagao quimica adjacente, o qual tem uma orientacao espacial diferente.

No caso de se poderem negligenciar os graus de liberdade internos de uma molécula (in-

cluem vibragao e rotagdo em torno de uma ligagdo quimica), sé se consideram interacgoes
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intermoleculares. Por exemplo, fluidos como o Argon nao tém graus de liberdade internos;
fluidos poliatomicos tais como Oy, Ny e CH, podem ser considerados pseudo atomos, ou
seja, desprezam-se os graus de liberdade internos. Numa etapa introdutéria a dinamica
molecular é usual considerar apenas fluidos simples, para os quais s6 se considera o po-
tencial intermolecular.

Alids, nas simulacoes computacionais classicas, é bastante comum nao representar os
vinculos intramoleculares em termos da energia potencial, ja que estes vinculos tém uma
frequéncia de vibragao muito alta - neste sentido, sao tratados no contexto da mecanica
quantica e nao na mecanica classica. Nas simulag¢oes no ambito da mecanica classica, estes
vinculos sao tratados como distancias fixas. Por exemplo, fixando a distancia d entre os

atomos 1 e 2, a equagao da restricao assume a forma

(a1 — Q) - (a1 — q2) — d* =0,

e, na formulacao lagrangiana, as forcas da restricao que actuam nos atomos sao adi-

cionadas, de acordo com (2.25),
md; = Fi + AG/

onde A representam os multiplicadores de Lagrange e

G1=—2(q1 —q)

Gy = 2(q1 — qo).
Os potenciais intermoleculares sao, em geral, caracterizados por potenciais 2-corpos ou
N-corpos. No primeiro caso assume-se que a energia potencial total é calculada somando
as interacgoes entre todas as combinacoes de pares de atomos. Os fluidos sao bem de-
scritos por potenciais desta forma. Os potenciais N-corpos incluem, adicionalmente, as

contribuicoes das interacgoes entre 3 ou mais atomos.

5.1.1 O potencial de Lennard-Jones

Em dinamica molecular, as interagoes entre pares de atomos sao, em geral, modeladas

pelo potencial Lennard- Jones

Vig(ry) = 4e (%)12 - (%)6 , (5.7)
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onde € e ¢ sao constantes que dependem dos atomos; e representa a intensidade do
potencial e o é proporcional a distancia de equilibrio atémica. r;; representa a distancia
entre os centros do atomos i e j
rij = [|rs — 12
- e )2 )2 )2
= \/(TW Tug)? 4 (rys — 1y 3)* + (s — r25)%

O grafico da fungao potencial V7 ; (5.7), para 0 = 1 e € = 1, estd representado na figura

(5.8)

5.1. As caracteristicas principais deste potencial sao [4, 13]:

2

Lennard—Jones

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2 2.4

Figura 5.1: Potencial de Lennard-Jones, parac =1ee =1

(i) tem um minimo absoluto & distancia r;; = ov/2;

(ii) a forca devida ao potencial repele os atomos quando eles distam menos de ov/2 e

atrai-os caso contrario.

A parte atractiva, com dependéncia —%6, ¢é a forga dispersiva ou de van der Waals. A

parte repulsiva é devida ao principio da exclusao de Pauli, o qual proibe duas particulas
de ocuparem o mesmo espaco. A forma repulsiva nao é exactamente r%, mas por um lado,
¢ uma boa aproximacao e, por outro lado, é mais conveniente em termos computacionais.
A acgao do potencial de Lennard-Jonnes diminui rapidamente com a distancia r > o. Por
isso, ¢ usual introduzir uma distancia r., para além da qual o potencial é, aproximada-

mente, nulo. Simplificando, obtém-se uma versao truncada do potencial

12 6
g — = <
VLJ = 1e ((rij> (rij> ) ¢ Tij = Te (59)

0 se Ty >Te
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Verlet [38] considerou o valor de 7. dentro da banda 2.50 < r. < 3.30.
O potencial de Lennard-Jones é um potencial do tipo 2-corpos, ou seja, a energia potencial

total é dada pela soma de todas as combinagoes de pares de atomos

77 (5.10)

onde N representa o nimero total de atomos.

A for¢a num atomo ¢ devido a interacgao com o atomo j é determinada pela equagao (5.4)

Fij = =VV(ry)
_ oV aﬁ'j B 5% 87"1']' _ oV 87“@' r
N 87”@‘ 8:172 87“2-]- ayl 8’/“@' 8zz

A48 | (o 13_ 1 /o \"|[ory; ory ory]"
N o i Tij 2 Tij | 8ZL‘Z ﬁyz 821 (511)
A8e [/ o\ 1/0)\° .
T2 <a> D) (E) (@i —x5) (yi —y;) (2 — %)
C48e o \M 1[0\ 1)
N 0’2 rij 2 Tij ! I
Naturalmente, tem-se que

que traduz a terceira lei de Newton, e a forca total na particula i é

N
j=1

J#i
5.2 Condicoes iniciais

Para resolver o sistema de equacoes diferenciais ordinéarias é necessario a informacao sobre
a posicao e a velocidade inicial de cada dtomo - 3N posigoes e 3NN velocidades. Existem

algumas condicoes standard para inicializar simulagoes em dinamica molecular, ja que,
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como a simulagao s6 pode ser feita para alguns nanosegundos, a configuracao inicial do
problema a simular deve estar muito préxima do equilibrio.
Nestas simulacoes ¢ usual iniciar o sistema numa lattice - os atomos estao igualmente dis-

tribuidos num cubo. Esta configuragao inicial é usada, essencialmente, por dois motivos:

1. é uma configuragao bem definida e de facil implementagao;

2. tem a vantagem, sobre as configuracoes com posigoes aleatérias, de assegurar que nao
se verifique uma quase sobreposi¢ao dos atomos; quando os dtomos, na configuragao
inicial, estao demasiado perto, podem originar forcas repulsivas muito intensas e,

consequentemente, que a simulacao, logo nos passos iniciais, sofra uma <explosaos.

O procedimento quanto as velocidades é, em geral, conforme se segue. As velocidades
iniciais sdo geradas aleatoriamente, sendo reescaladas de acordo com trés condigoes (as

duas primeiras condigoes devem ser satisfeitas e a terceira é opcional):

1. a quantidade de movimento linear deve ser conservada;

2. a energia cinética deve relacionar-se com o teorema da equiparticao termodinamica

N

1 3

55 m; § v§7i:§NkBT, (5.14)
=1

a=2,Y,%
onde kg representa a constante de Boltzman e a temperatura 1" é especificada pelo

utilizador.

3. a distribuicao das velocidades deve seguir a distribuicao de Maxwell-Boltzmann. A
medida que o sistema se aproxima do equilibrio, esta condicao serd satisfeita auto-
maticamente; no entanto, quando satisfeita inicialmente, pode acelerar o processo
de equilibrio.

A lei de distribuigao das velocidades, a lei de Maxwell-Boltzmann ¢é [8]:

3
4 m \? , 1 mov?
Pl)=—= (szT) VP <_§ kBT) ’

e pode ser verificada experimentalmente, medindo a accao da gravidade sobre as

moléculas que saem de uma pequena abertura num recipiente que contém um gas

(experiéncia de Esterman, Simpson e Stern, 1947).
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5.3 Condicoes fronteira

Em geral, um sistema de equagoes diferenciais ordinarias nao exige condicoes fronteira,
mas somente condigoes iniciais. As condicoes fronteira peridédicas fornecem um meio de
simular um sistema infinito (pelo menos a escala molecular) com apenas algumas centenas
ou milhares de atomos. Considere-se o volume de simulacao com N particulas como uma
célula unitaria de um sistema, sendo este periodicamente reproduzido nas trés direcgoes;
neste sentido, a simulacao pode ser considerada um sistema infinito. Cada célula imagem
é do mesmo tamanho e forma da célula priméria, contendo N particulas que sao imagens
das particulas da célula priméaria (a periodicidade estende-se a posigao e a quantidade de
movimento dos atomos). As condigoes fronteira respondem a questao sobre o que fazer
a uma particula que encontra a fronteira do cubo e sai - se as condicoes fronteira forem
periddicas, qualquer particula que saia da célula priméaria é substituida pela sua imagem
(quando uma particula sai pela face x = L do cubo, ela torna a entrar pela face x = 0,
mantendo-se o valor das outras componentes).

Cumulativamente, o uso de condigoes fronteira periddicas permite contornar um prob-
lema que surge em simulagdes de sistemas pequenos (algumas centenas ou milhares de
particulas). Em sistemas de pequena dimensao, a simulac¢ao é dominada pelos efeitos das
interaccoes das particulas com as paredes do recipiente as contém; se os efeitos dessas
interaccoes nao forem de interesse para a simulacao, eles podem ser removidos pelo uso
de condigoes fronteira periddicas.

Se o volume de simulagao for um cubo no espago, com N atomos dentro de si, sera de
esperar que durante o processo de simulacao, alguns atomos sigam trajectérias que saiam
fora desse cubo. Para que o nimero de particulas dentro do cubo seja constante, uma
nova particula deve entrar; e, para que a quantidade de movimento e a energia cinética
sejam conservadas, essa nova particula deve ter a mesma velocidade e a mesma energia
potencial da particula que saiu. As condigoes fronteira periédicas sao implementadas de
forma a satisfazer estes constrangimentos.

Se N particulas estao num cubo de aresta L, com condigoes fronteira periddicas impostas,
entao, em qualquer instante, a uma particula com coordenadas x, y, z dentro do cubo, esta

associada a um numero infinito de imagens periédicas, com coordenadas obtidas por adi-
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cionar ou subtrair multiplos de L em cada coordenada [3].

Ao uso de condigoes fronteira periddicas estd associado o uso da <convengao da imagem
mais préximas. Uma particula ¢ posicionada dentro da célula principal interage com
todas as N — 1 particulas dentro desse volume e, também com todas as imagens dessas
N — 1 particulas. Mesmo para potenciais de curto alcance, tal como o potencial de

Lennard-Jones (5.9), tal implicaria

1. no caso bidimensional: a consideragao de 8 células vizinhas a célula principal (ad-

mitindo que é uma escolha razoavel para o alcance do cut-off );

2. no caso tridimensional: a consideracao de 26 células vizinhas a célula principal.

Assim, a particula ¢ ao interagir com a particula j (ambas dentro da célula principal),
também deveria interagir com as imagens da particula j: 8 no caso bidimensional, e 26
no caso tridimensional. De acordo com a convencao da imagem mais préxima, a particula
1 ird interagir com a particula j da seguinte forma: assume-se que a particula ¢ apenas
ird interagir com a particula j ou apenas com uma imagem da particula j (escolhendo-se
a particula j ou uma sua imagem, consoante a distancia até a particula ). Em suma, a
particula ¢ ou ird interagir com a particula j (que estd dentro do volume principal) ou
com uma sua imagem, se esta estiver mais préxima da particula i. Desta forma, o nimero

. - . N(N—1
de interacgoes totais reduz-se a %

5.4 Calculo da forca e a utilizacao de listas

A medida que o sistema aumenta em nimero de particulas, a maior parte do tempo de

simulacao é gasto no calculo da forca. Como o nimero de interaccoes no sistema é de

N(N-1)
2

este obstaculo, Verlet [38], notando que a mudanga nas posigoes, em cada passo, ¢ muito

, tal significa que o custo do célculo da forca é proporcional a N2. Para contornar

pequena dado que o passo h também é muito pequeno, sugeriu o uso de listas vizinhas
para pares de atomos.

Considera-se um raio 7; tal que r, > r.. Na primeira iteracao, para cada atomo, é
construida uma lista com todos atomos vizinhos que distem menos de r;. Nas iteragoes

seguintes, no calculo da forga, os unicos pares de atomos que entram em linha de conta
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sao os que constam dessa lista; de x em x iteragoes, a lista é reconstruida. E evidente
que a interacao entre o atomo ¢ e o atomo j, que dista dele d, com r. < d < 7, vai ser
nula, mas esta margem serve de <zona de segurancas. A escolha de r; é um compromisso:
listas grandes necessitam de ser reconstruidas com menos frequéncia do que listas mais
restritas; no entanto, quanto maior a dimensao da lista, mais recursos computacionais e

temporais sao exigidos.

5.5 Leis de conservacao

De acordo com o teorema de Noether (2.14), as leis de conservagao em sistemas dinamicos
sao consequeéncias de simetrias na Lagrangiana. Para sistemas N-corpos isolados, verificam-

se as seguintes leis de conservagao:

1. massa
2. energia
3. quantidade de movimento linear

4. quantidade de movimento angular.

No entanto, quando os sistemas isolados sao simulados com condicoes fronteira periddicas,

essas simetrias podem ser quebradas e as leis de conservacao deixam de o ser.

Massa

Os sistemas isolados tém um ntimero constante de particulas. O uso de condigoes fronteira
periddicas nao afecta o nimero de particulas na célula priméria e, consequentemente, a

lei de conservacao da massa continua valida.

Energia

Como é que o uso de condigoes fronteira peridédicas afecta a conservacao de energia? A

energia potencial é calculada usando uma particula ou uma sua imagem, a energia total
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do sistema mantém-se inalterada [10]. A energia

E=H(p,q)
N N i—1
Y (5.15)
=3 Z EpiTpi + Z Z Vij (lg: — a;11)
i=1 " i=2 j=1

é, entao, uma constante do movimento.

Quantidade de movimento linear

A lei de conservacao da quantidade de movimento linear é valida, mesmo apds a aplicacao
de condigoes fronteira periddicas, ja que a imagem de um atomo ¢ tem a mesma quantidade

de movimento do proprio atomo. Entao,

N
P=> myv; (5.16)
=1

pode ser calculado a partir das N particulas da célula primaria.

Quantidade de movimento angular

Em sistemas isolados
N

Z q’ X p; = const. (5.17)

i
No entanto, para as N particulas da célula priméria, a aplicacao de condic¢oes fronteira
periédicas quebram a lei de conservagao (5.17). [10] mostra que ao fim de algum tempo,

quando o nuimero de particulas que saiu da célula priméria é igual em todas as direcgoes,

a quantidade de movimento angular ird flutuar a volta de um valor.

5.6 Integradores geométricos vs. Dinamica molecu-
lar

5.6.1 Natureza dos sistemas dinamicos moleculares

Os sistemas dinamicos no ambito da dinamica molecular sdo acentuadamente nao lin-
eares e tém como que a <marca> do caos, exibindo uma dependéncia sensivel a per-

turbagoes. Consequentemente, e atendendo, também, a geracao aleatoria das velocidades
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iniciais, para integragoes no longo prazo, a precisao quanto a trajectorias individuais nao
é desejavel nem atingivel [13, 22, 36]. A integragao no longo prazo ird retratar o com-
portamento representativo e genérico do sistema, possibilitando o calculo de grandezas,
nomeadamente a temperatura.

A argumentacao a favor do uso de integradores geométricos no campo da dinamica molec-
ular pode ser feita conforme se segue [22]. Tradicionalmente, os métodos numéricos sao
analisados em termos da sua estabilidade e da sua precisao. Grosso modo, <estabili-
dade> significa uma reacgao limitada face a perturbagoes e <precisao> significa precisao
com respeito a uma trajectéria particular. Ora, estes conceitos tém um valor pratico
limitado no tratamento de sistemas de dinamica molecular, no longo prazo, devido a de-
pendéncia sensivel das condic¢oes iniciais. Em suma, embora a estabilidade classica e a
precisao local sejam um pré-requisito para que um integrador funcione bem em dinamica
molecular, estes conceitos sao, por si sé, insuficientes. Alids, ja que sé é de exigir baixa
precisao nas trajectérias, em virtude da sua natureza cadtica, sugere-se o uso de inte-
gradores de ordem baixa [4].

Uma aproximacao alternativa é mostrar que a trajectéria numérica é vizinha da tra-
jectoria verdadeira de um sistema de equacgoes diferenciais vizinho e, idealmente, este terd
propriedades dinamicas similares ao sistema dinamico original. FEste ponto de vista é
partilhado pela andlise backward do erro - o fluxo numérico gerado por uma discretizagao
simpléctica de um sistema hamiltoniano é o fluxo exacto de um sistema hamiltoniano
vizinho. Dito de outra forma, a diferenca entre a solucao numeérica e a solugao exacta é
expressa em termos de uma perturbacao do problema. A anélise backward é mais inter-
essante do que a analise forward, em particular no campo da dinamica molecular, ja que
a natureza cadtica de sistemas moleculares significa que qualquer pequeno erro numérico
resultara em grandes erros na trajectoria. A natureza dos sistemas dinamicos moleculares
impoe severas limitagoes nas simulagoes numéricas [4]: em termos do passo temporal
e, consequentemente, em termos do intervalo temporal maximo no qual a simulacao é

possivel.
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5.6.2 O método Stormer-Verlet na Dinamica Molecular

O método Stormer-Verlet é <o cavalo de corridas e o «padrao de ouro> da dinamica molec-
ular [3]. A sua excelente performance nesta area (consequéncia das suas propriedades) e
o facto de ser um método explicito explicam o seu uso privilegiado. Alids, em virtude das
forcas dominarem o custo de computacao, serd desejavel trabalhar com métodos explicitos
- nao esquecer que o método Verlet é explicito, s6 avalia a forca uma tinica vez por passo e
é de ordem 2 (baixa) [4]. A conservacao de primeiros integrais complementa a justificagao
da sua atractividade. Por exemplo, a comunidade fisica, desde os anos 60, procurava um
método que reproduzisse a reversibilidade temporal presente nos sistemas N-corpos; no
campo da astrofisica, em simulacoes de N-corpos, o interesse assentava na conservacao
da quantidade de movimento angular. Ora, o método Stormer-Verlet conserva estes dois
invariantes do movimento.
O comportamento correcto de um integrador relativamente ao oscilador harménico parece
ser uma propriedade necessaria para o sucesso das simulagoes em dinamica molecular,
embora nao suficiente [22, 36]. Este oscilador permite lancar luz sobre o comportamento
vibracional no potencial intramolecular, altamente vibratério. As suas equagoes do movi-
mento sao
dq
i
dp
dt

p
= _w2q7

onde w representa a velocidade angular do oscilador. Analiticamente, quando se retrata
p(t) nas abcissas e wq(t) nas ordenadas, obtém-se uma 6rbita circular, para o qual se
verifica uma rotacao de wh para cada passo temporal da solucao. Usando o método

Stormer-Verlet, resulta
n+1 : n
wq D cos 0 sin6 p-1( wd
Pr+1 —sinf cosf Pn

h
6 = 2 arcsin %

D = diag (l,cos g) ,

onde



Integradores geométricos vs. Dinamica molecular 120

desde que wh < 2 [37]. Esta restricao, necessaria para a estabilidade do método, é
a condicao mais fraca de um método explicito. Pelo método Verlet, verifica-se uma ex-
pansao, seguida de uma rotagao e, finalmente, seguido de uma contraccao; nesta sequéncia,
a expansao ¢ anulada pela contraccao. Este método preserva a caracteristica qualitativa
da solucao. Este método é muito popular na dinamica molecular, em particular, ja que

sendo um integrador simpléctico, tem uma excelente performance no longo prazo.

5.6.3 Alternativas ao método Stormer-Verlet

As alternativas ao método Stormer-Verlet podem ser ponderadas da forma seguinte [22].
No campo da dinamica molecular, tém sido propostos e implementados ao longo dos anos
algoritmos alternativos - passam por métodos multipasso, tais como os métodos Gear
explicitos, e pela familia Runge-Kutta. Ora, por um lado, estes métodos nao sao, em
geral, simplécticos nem reversiveis e, por outro lado, nao é claro que a ordem extra obtida
seja relevante, uma vez que eles exibem, no que concerne a energia, uma estabilidade
relativamente fraca no longo prazo. A vantagem principal dos métodos multipasso reside
na precisao significativa obtida com um custo minimo em termos de calculo da forca.
Os métodos Runge-Kutta envolvem uma sequéncia de estagios intermédios e, cada um
deles exige o cédlculo de uma forca; por este motivo, provavelmente, nao sera vantajoso
considerar métodos da familia Runge-Kutta de ordem significativa em simulagoes em
dinamica molecular, ja que uma precisao significativa nao é um requisito critico.

Os métodos implicitos exigem a resolucao de um sistema de equagoes nao lineares por
cada passo. Estes métodos sao utilizados com a expectativa de contornar as restrigoes
de estabilidade, de forma a usar um passo temporal maior. A utilizacao dos métodos
Gauss-Legendre, da familia Runge-Kutta, deve ser ponderada atendendo aos custos de
implementacao acrescidos. O que dizer da regra do ponto médio implicita? A andlise

da integracao do oscilador harmonico por este método lanca alguma luz. Uma iteracao

wq"™ Y\ [ cosf sinf wq”
Prt1 ~ \ —sinf cos6 Pn

6 = 2 arctan w_
2

satisfaz

onde
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Tal como no método Stormer-Verlet, existe uma rotagao mas, nao se verifica nenhuma
expansao nem contraccao. No entanto, quando se considera o comportamento deste inte-
grador para passos temporais grandes, a frequéncia é completamente distorcida - quando
h — oo, tem-se que # — 7. Em suma, embora nao exista nenhuma restricao em h, moti-
vada por razoes de estabilidade, as frequéncias altas nao sao representadas com precisao,

a nao ser que h seja proporcionalmente pequeno.

5.7 Uma aplicacao a dinamica molecular

Nesta seccao apresentam-se e interpretam-se os resultados de uma simulagao em dinamica
molecular levada a cabo com o método Stormer-Verlet. O problema foi testado em diversos

cenarios.

5.7.1 Configuracao inicial

Considere-se uma lattice do tipo fcc, no qual cada célula é do tipo representado na figura
5.2; cada particula é posicionada nos vértices do cubo e, adicionalmente, é colocada uma
particula no centro de cada face do cubo. Se o ntimero de particulas for N = 4M3, com
M =1,2,3,..., entao as particulas preenchem um volume ctibico. Por este motivo, no
caso de se usar uma lattice do tipo fcc em simulagoes em dinamica molecular, o nimero
de particulas é 32 = 4 x 23, 108 = 4 x 33, 256,500,864, .... Na simulacdo que se segue
escolheu-se N = 108. Se N # 4M?, entdo alguns espacos da lattice ficarao desocupados.

O primeiro critério de escolha dos diferentes cendrios a testar é a auséncia ou a presenca de
<listas> nas 108 particulas. No caso da auséncia de <listas>, a configuracao inicial é a que
estd representada na figura 5.3. Diz-se que o sistema tem <«listas> quando as 108 particulas
sao agrupadas em subconjuntos; as particulas que pertencem a mesma <lista> ou subcon-
junto (representam, portanto, entidades moleculares) interagem de forma mais intensa
do que as particulas que pertencem a subconjuntos diferentes. A figura 5.4 ilustra a
configuracgao inicial de tal sistema, tendo sido representadas, por uma questao de clareza,
apenas 3 dessas listas; foram formadas 12 <listas> e as particulas que pertencem ao mesmo

subconjunto foram sinalizadas com a mesma cor. Cada lista é formada por um minimo
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de 6 particulas e por um maximo de 12 particulas.
Na configuragao inicial dos dois casos, sem e com <«listas>, assumiu-se uma velocidade
inicial das particulas nula, de forma a garantir que a quantidade de movimento linear

fosse igual ao vector nulo.

e

° o
e o °° PY
re |
25" * o 00 O°
: - ° - Py
® ° o Y
@ o 4 e 9
2 o - ) o
0’ o . ° °°
o o ° ‘0 o
~ 15 ° o T @ @ ° o
1 2 Oo @ - ] L
. . '0 o °° 00.
05° °0 ° ‘0 @ )
' ° e, W g °
° e [
o Y o
@ e . ® »
25
- 0° L] o
2 ° . 25
15 -] Y 2
1 : 15
05 @ 05
Y X

Figura 5.3: Configuragao inicial - lattice do tipo fcc com 108 particulas, com velocidades iniciais nulas

5.7.2 Funcao potencial

Admitindo que se esta a simular a dinamica de um fluido simples, ignoram-se as parcelas

do potencial associadas as interacgoes intramoleculares. Para a interaccao intermolecular,
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Figura 5.4: Configuragao inicial - lattice do tipo fcc com 108 particulas, com <«listass, estando apenas
representadas 3 delas, com velocidades iniciais nulas

considera-se o potencial de Lennard-Jones (5.7), com ¢ = 1. No caso do cendrio sem
<listas>, usou-se ¢ = 1; nos testes com a consideragao de <listas>, foram usados dois
valores para e, consoante as particulas pertencam ou nao a mesma <listas.

Na simulacéo, como o nimero de particulas é moderado, nao se usou a expressao (5.9) e,

consequentemente, também nao foram utilizadas as listas de Verlet.

5.7.3 Equacoes do movimento

As equagoes do movimento que modelam o problema a simular sao as equacoes de Newton

d ;
Cgf (5.18)
m;—V; :Fi> 1= 1,108,
dt
assumindo-se m; = 1, com ¢ = 1,...,108. Para a integracao numérica foi utilizado o

método Stormer-Verlet (3.46).

5.7.4 Simulacoes numéricas

Todas as simulagoes sao efectuadas sem o recurso a condicoes fronteira periddicas e com

o uso do potencial de Lennard-Jones (5.7), com o = 1 (igual a distancia inicial entre duas
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particulas <consecutivass).

Cenario 1

O algoritmo é testado com as seguintes condigoes:

(i) configuragao inicial sem <«listas> e consideragdo de € = 1 na fungao potencial;

(ii) o movimento das particulas é livre de qualquer constrangimento e acgao de forga

externa.
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Figura 5.5: Configuragoes intermédias e final do cendrio 1, com passo 10~%; o intervalo temporal
considerado é t € [0, 1], visualizando-se as posi¢oes das particulas ao fim de 150, 500, 1000, 2000 e 10000

passos, respectivamente

Neste cendrio fez-se a simulacao com dois passos: 1072 e 107%; o intervalo temporal de
integracao é t € [0, 1]. As configuragoes intermédias e final, para o passo 10™*, constam na

figura 5.5. A observacao das vérias configuragoes permite concluir que as particulas saem
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do cubo inicial de simulagao, em todas as direccoes. Alids, como a distancia inicial entre
as particulas é inferior ao minimo do potencial de Lennard-Jonnes, inicialmente verifica-se
uma forte repulsao entre as particulas. Por outro lado, é visivel que a partir dos 1000
passos, sensivelmente, as posicoes relativas das particulas mantém-se.

A figura 5.6 mostra, em termos comparativos, o erro na energia (diferenga entre a ener-

gia de dois passos consecutivos), para o passo 1072 e 107%. E visivel que, no inicio da
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Figura 5.6: Erro na energia do cendrio 1, com passo 1073 e 10~%, respectivamente, ao longo de toda a
simulacao

simulagao, o erro na energia é bastante significativo, especialmente para o passo maior;
grosso modo, apos os primeiros 100 ou 1000 passos, respectivamente, o erro na energia
estabiliza em torno de zero. Tal situacao pode ser justificada pelo atingir do equilibrio do
sistema; tal significa que no inicio da simulacao o sistema nao estaria muito préximo do
equilibrio, verificando-se uma certa instabilidade na energia.

Uma particula estard em equilibrio em z,. se ai estiver em repouso, . = 0, e se z, for
um ponto de estacionaridade do potencial [8]. Os pontos de estacionaridade podem ser
minimos, maximos ou pontos de inflexao. No caso de um minimo, se o sistema for desvi-
ado relativamente a sua posicao de equilibrio, a forca que actua tende a levar o sistema
de volta a essa posicao: o equilibrio em torno de um minimo do potencial é um equilibrio
estavel. Pelo contrario, o equilibrio em torno de um maximo é um equilibrio instavel.
Num ponto de inflexdo o equilibrio é estdavel para deslocacoes para um lado e instavel
para deslocagoes para o outro.

No intuito de se saber, com maior detalhe, o erro na energia ao longo da fase de estabi-

lizagao, retrata-se o seu comportamento entre os 5000 e os 10000 passos (ver figura 5.7).



Uma aplicacao a dinamica molecular 126

O erro na energia exibido é, em termos tedricos, o esperado: o método Stormer-Verlet nao
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Figura 5.7: Erro na energia do cendrio 1, com passo 1072 e 10™%, respectivamente, na segunda metade
da simulacao

conserva exactamente a energia, mas fa-lo de forma aproximada; o erro oscila de forma
limitada & volta de zero. Nesta simulacdo, o erro é muito pequeno, na ordem de 1077,
Observe-se o comportamento da energia cinética, energia potencial e energia total para o
passo 107* (ver figura 5.8). A energia cinética e a energia potencial no inicio da simulacao
exibem um comportamento atipico, relativamente aos tltimos 9000 passos; inicialmente,
a energia cinética cresce abruptamente, ao passo que a energia potencial o faz em sentido
contrario. Como a subida da energia cinética nao é compensada pelo comportamento
oposto da energia potencial, a energia total demonstra uma tendéncia de subida, na fase
inicial da simulacao. Apds esta fase inicial de <instabilidade> na energia cinética e na
energia potencial, ambas estabilizam e, consequentemente, também a energia total esta-
biliza.

A quantidade de movimento linear é uma grandeza vectorial preservada pelo método
Stormer-Verlet. Observe-se a figura 5.9, que retrata o comportamento de cada compo-
nente da quantidade de movimento linear, ao longo de toda a simulagao e para os dois
passos. Inicialmente, cada componente da quantidade de movimento linear é nula, aten-
dendo a que as velocidades iniciais sao nulas e, consequentemente, a soma em cada uma
das direccoes também é igual a zero. A quantidade de movimento linear é praticamente

conservada, ja que os valores das componentes do vector rondam o zero.
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Figura 5.8: Evolucao da energia cinética, energia potencial e energia total do cendrio 1, com passo 10~*

‘2 x 10" x 10" x10 " x10*° x10 "
2 T 1 T 2 T 7 T 5

6

-2

. _ . . . - . 3 .
500 1000 0 500 1000 o 500 1000 0 5000 10000 0 5000 10000 0 5000 10000
Tempo Tempo Tempo Tempo Tempo Tempo

o

Figura 5.9: Evolucio das componentes da quantidade de movimento linear, para os passos 1073 (3
primeiras figuras) e 10~* (3 tltimas figuras), no cendrio 1

Cenario 2

O cendrio 2 difere do cendrio 1 unicamente no uso de <listass>. Na fungao potencial (5.7),

usa-se € = 100 no caso das particulas pertencerem ao mesmo subconjunto e € = 1 caso
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contrario. Por uma questao de clareza, optou-se por <seguirs a trajectéria de apenas 3
<listas> ou moléculas, de um total de 12.

A evolucgao da posicao das «listass> estd retratada na figura 5.10. Analogamente ao cenario
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Figura 5.10: Configuracoes intermédias e final do cendrio 2, com passo 10~%; o intervalo temporal
considerado é t € [0, 1], visualizando-se as posi¢oes das particulas ao fim de 150, 500, 1000, 2000 e 10000
passos, respectivamente

1, as particulas saem fora do cubo de simulacao, em todas as direc¢oes. Embora a in-
teraccao entre as particulas pertencentes a uma mesma <lista> seja mais intensa do que
a interaccao entre as particulas que pertencem a <listas> diferentes, nao é visivel que,
em geral, particulas do mesmo subconjunto se <aproximems. Tal pode ser justificado
pelo facto de ¢ = 100 nao ser suficientemente grande relativamente a € = 1, ou seja, a
diferenca de intensidade do potencial nao é suficiente para <aproximars particulas da
mesma <lista>. De forma similar ao cenario 1, a observacao da figura 5.10 conduz a
conclusao que o equilibrio do sistema é atingido por volta dos 1000 passos; a partir dai,

as particulas movem-se, mas a sua posicao relativa é, grosso modo, mantida. Este facto é
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Figura 5.11: Configuragao final do cenario 2, com passo 10~%, com a totalidade das particulas

congruente com o comportamento exibido pela energia.

Para contextualizar estes 3 subconjuntos no total de particulas do sistema, pode visualizar-
se a figura 5.11. Nesta figura, as 3 <listas> estao sinalizadas com as cores habituais, ao
passo que as restantes <listas> estao todas sinalizadas de amarelo. A observacao da con-
figuragao final com a totalidade das 108 particulas, por comparagao com a configuragao
final do cendrio 1 (figura 5.5), permite concluir que no cendrio 2 as movimentagoes das
particulas nao foram mais <contidas> do que no cenario prévio; a amplitude do movi-
mento foi da mesma ordem.

O erro na energia, para ambos os passos, é exibido na figura 5.12. De forma similar ao

-100 |- b

—200 |- b

Erro na energia
Erro na energia

-300 - b

-400 | 4

-500

. . . . . . . . . _06 . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Tempo Tempo

Figura 5.12: Erro na energia do cenario 2, com passo 1073 e 10~%, respectivamente, ao longo de toda
a simulacao

cenario 1, o erro na energia apresenta um <pico> até cerca de % do tempo de simulagao
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e, de seguida, estabiliza em torno de zero. Para se conseguir obter uma informacao mais
detalhada sobre o erro na energia apos a sua fase de estabilizagao, observe-se a figura 5.13.

Para o passo 1072, o erro na energia nao é desprezivel e, por isso, as solucoes obtidas nao
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Figura 5.13: Erro na energia do cenério 2, com passo 1073 e 10~*, respectivamente. No primeiro caso,
entre os passos 300 e 3500 e, no segundo caso, para a segunda metade da simulacao

sao as desejaveis. J4 quanto ao passo 107, o comportamento do erro na energia é o
teoricamente esperado: oscilagoes em torno de um valor, mesmo no longo prazo.

A energia cinética, a energia potencial e a energia total estao representadas na figura 5.14.
O seu comportamento é, em termos de tendéncia, semelhante ao cenério 1; grosso modo,
a energia total estabiliza decorrido 10% do tempo de simulacdo, ja que as suas parcelas
também estabilizam. No primeiro décimo, a energia cinética cresce de forma abrupta,
contrastando com a energia potencial que decresce; a partir dai, a energia total apresenta
um valor que se mantém até ao final da simulacgao.

Atente-se ao comportamento exibido pela quantidade de movimento linear, observavel na
figura 5.15. Embora, a primeira vista, parega que o valor de cada uma das componentes
da quantidade de movimento linear oscile, note-se que tal é na ordem de 107!2 e 10713,

ou seja, a quantidade de movimento linear é praticamente conservada.

Cenario 3

O cenério 3 é idéntico ao cendrio 2, com excepcao do valor de ¢ atribuido as interacgoes
entre particulas de uma mesma <lista>. Assim, na fungao potencial (5.7), nas interacgdes

entre particulas de subconjuntos diferentes continuara a usar-se € = 1, ao passo que nas
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Figura 5.14: Evolugao da energia cinética, energia potencial e energia total do cendrio 2, com passo
1074
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Figura 5.15: Evolucdo das componentes da quantidade de movimento linear, para os passos 1073 (3
primeiras figuras) e 10~* (3 tltimas figuras), no cendrio 2

)

interaccoes entre particulas do mesmo subconjunto, usar-se-a ¢ = 1000. Este cenario, por
comparagao com o cenario anterior, permite testar a reaccao do sistema a um aumento

da intensidade do potencial nas interaccoes <intralista> ou intramolecular.
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Na figura 5.16 estao representados <instantaneoss> da dinamica do sistema, para o passo
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Figura 5.16: Configuracoes intermédias e final do cendrio 3, com passo 107°; o intervalo temporal
considerado é t € [0, 1], visualizando-se as posigoes das particulas ao fim de 1500, 5000, 10000, 20000 e
100000 passos, respectivamente

107°. Neste cendrio foi necessario integrar com um passo mais pequeno, ji que o erro na
energia para os passos ja utilizados, 1073 e 1074, era indesejavel. Nota-se que as particulas
que pertencem a mesma <lista> demonstraram uma tendéncia em <aproximarem-se> umas
das outras a medida que a integracao decorria; tal pode ser justificado pelo aumento na
intensidade do potencial <intralistas, via aumento do e associado. A posicao de to-
das as particulas estd representada na figura 5.17. Por observacao, pode afirmar-se que
as particulas se <aproximams> umas das outras; embora nao se possa afirmar que cada
particula se aproxima das outras da mesma <lista>, ja que a cor amarela sinaliza todas
as restantes 9 <listas>, sera de esperar que a tendéncia exibida pelas 3 <listas> seja par-
tilhada pelas restantes 9.

O erro na energia, para os passos 1072, 107* e 1075, est4 apresentado na figura 5.18. Para
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Figura 5.18: Erro na energia do cendrio 3, com passo 1073, 107% e 10~°, respectivamente, ao longo de

toda a simulagao

o passo 1073, o erro na energia ¢ significativo e, por isso, considera-se que os resultados da

integracao nao sao aceitaveis. Usando o passo 10~% obtém-se um erro na energia bastante
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N

menor, mas usando o passo 107° esse erro reduz-se a terceira casa decimal, o que j& é
aceitdvel, atendendo a que o valor tipico da energia é da ordem de 10* (figura 5.20). A

figura 5.19 permite uma analise mais detalhada do erro na energia, na segunda metade

05

Erro na energia
o

Figura 5.19: Erro na energia do cendrio 3, com passo 10~°, a partir do passo 1000

da simulacao.

A energia cinética, a energia potencial e a energia total para este passo constam da figura
5.20. A fase de instabilidade no que se refere ao comportamento da energia total é a
inicial; apds esta fase muito breve, a energia estabiliza, consequéncia da estabilizacao das
suas parcelas.

A evolugao da quantidade de movimento linear é representada na figura 5.21. Pode dizer-
se que a quantidade de movimento linear é conservada, uma vez que as suas componentes

diferem de zero, o valor inicial, s6 na décima segunda casa decimal.

Cenario 4

A simulacao do sistema foi realizada sob as condigoes:

(i) configuragao inicial com <listas> e consideracao, na fungao potencial (5.7), de ¢ =

100 caso as particulas pertencam a mesma <«lista> e ¢ = 1 caso contrario;

(i) as particulas que estao na superficie z = 0.25 devem permanecer nela (o valor inicial
minimo da componente z é 0.25, de forma que as particulas que estao na superficie

z = 0.25 correspondem a uma <face> do cubo de simulagio);
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Figura 5.20: Evolugao da energia cinética, energia potencial e energia total do cendrio 3, com passo
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Figura 5.21: Evolucio das componentes da quantidade de movimento linear no cendrio 3, para o passo
10-°

(iii) todas as particulas sofrem a acgao de uma forga externa linear F'(t) = 2t, no sentido

do vector —eés.

Neste cenario, o integrador Stormer-Verlet foi adaptado:
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1. para que as particulas na superficie z = 0.25 se movam somente nessa superficie,
impoe-se que a forca aplicada as particulas dessa superficie, e que figura nas equagoes

do algoritmo, tenha componente nula no que concerne a componente z;

2. para aplicar uma carga F'(t) = 2t nas particulas, recorre-se a igualdade
Fi = F" + F{™; (5.19)

tal significa que a forca total aplicada numa particula é composta por duas con-
tribuigoes: a forca interna, que decorre das interacgoes entre as particulas, e a forca
externa.

Consequentemente, a forga que figura no algoritmo nao serda f(q"), mas f(q",t,);

na pratica, adiciona-se —2té; a expressao da forca das equagoes (3.46).

Saliente-se a grande diferenca quanto aos cendrios anteriores: o sistema deixa de ser

isolado ja que h& uma forga externa a actuar no sistema. Em resumo [8]:

1. Sistema isolado. Sejam E, P e L a energia, a quantidade de movimento linear e a

quantidade de movimento angular, respectivamente. Entao,

dF
° %_07
° E—O'
dt
dL
— =0.
*a

2. Sistema nao isolado

dE
¢ = = F“' . v, onde F¢ e v representam a forca externa e a velocidade,
respectivamente;
dP
o — — Fext,
dt ’
dL
o — = x F¢,
at 4

A variacao de energia do sistema, ao fim de um certo intervalo de tempo [to, 1], é assim

dada por:

t1 dq q1
AE = / Fert . =t = / Fe*t . dq. (5.20)
to dt q0
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Entao,
AE = Wt

isto é, a variacao da energia mecanica de um sistema, £ = T + V, é igual ao trabalho

realizado pelas forgas exteriores, nao incluidas no potencial.

Alguns sistemas fisicos sao nao conservativos, mesmo quando a forga deriva de um poten-
cial. Tal acontece quando o potencial e, consequentemente, o campo de forcas derivados

dele, sao dependentes explicitamente do tempo. Se
V =V(r,t)

entao o campo de forcas é
F =F(q,t) = -VW.

O trabalho efectuado pela forca que actua na particula é

q1 q1 q1
W:/ F-dq:—/ vodg=— [ Yo Vg Voo
q0 q0 q 8 a a

0
mas a integranda ja nao é igual a diferencial total devido a dependéncia explicita do

tempo. Como a diferencial total de V' é agora

ov . oV, oV, oV
av = e+ Py + g+
Vi=grdet gyt 5 5

a integranda no integral acima é igual a dV — %—Ydt e, entao,

q1
W:—/ (dV——dt /dV+/ —dt
q0 q0

Designando o potencial nos pontos gy € ¢, por Vy e Vi, respectivamente, pode escrever-se

1%
W=V, -V, —dt
0 1‘|—/t1 ar 4

onde os limites do integral acima foram ajustados, ja que a integragao é com respeito
ao tempo; assume-se que a particula passa no ponto gy no instante t; e no ponto ¢; no
instante ;.

O trabalho efectudao pela forca que actua na particula pode ser escrito como

W:Tl_T07
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onde Ty, T representam a energia cinética da particula nos pontos qg, g1, respectivamente.

Entao,
gy
t1
ou .
2oV
Ti+Vi—(To+ W) = Edtv
t1

ou seja, a soma da energia cinética com a energia potencial ja nao é constante. A taxa de
variacao da energia total é igual a derivada parcial do potencial com respeito ao tempo
ar _ov
dt dt
No cendrio 4 sdo integradas numericamente as equagoes de Newton (5.18), mas F; foi

substituida pela expressao Fi°* de (5.19). A Hamiltoniana H é dada por

1

H(q(t), q(t).t) = §H<51||2 + Ves(a(t)) + Vear(a(t), 1), (5.21)

onde V,,; = 2t Zf\; 2(t), e q; = (z; v; z;)T. Entao,

2~ ati) +a0 58 40>+ 23 500 52

onde q(t) = F™(q(t)) + F(q(t)). Substituindo em (5.22) a expressio da aceleragao,

conjugada com a defini¢do de forga (5.4), resulta

N
dH
— =2 i(T). 5.23
ar =22 (5.23)
Consequentemente,
t1 N
to =1
ou seja,

H(t)) — H(ty) — 2 /tl > z(t)dt =0, (5.25)

to =1

chamada de energia modificada, onde o integral foi aproximado pela regra trapezoidal, ou
. t Zi Zi
seja, [u' SO, z(t)dt ~ (0 — to) YL, 2elpal),

Neste cenario, devido a presenca de uma forca externa, integrou-se usando um passo



Uma aplicacao a dinamica molecular 139

Figura 5.22: Configuracoes intermédias e final do cendrio 4, com passo 107°; o intervalo temporal
considerado é t € [0, 1], visualizando-se as posigdes das particulas ao fim de 1500, 5000, 10000, 20000 e
100000 passos, respectivamente

menor do que nos cendrios anteriores, o passo h = 107°. As configuracoes intermédias e
final constam da figura 5.22. Por mera inspecgao visual, pode dizer-se que as particulas
pertencentes a mesma lista, a medida que a simulagao decorria, aproximaram-se umas das
outras. Por outro lado, e comparando com o cendrio 2, neste cenario 4 as particulas nao se
moveram com tanta amplitude ao longo da componente z, no sentido negativo; tal poderia
ser explicado pela imposicao de 18 particulas se manterem na superficie z = 0.25, que fun-
cionaria como que uma <parede>. A observagao da figura 5.23 conduz a mesma conclusao.
O erro na energia modificada observavel na figura 5.24 tem um padrao semelhante aos
cendarios anteriores: no inicio da simulacao, verifica-se uma certa <turbuléncia>, seguido
de uma fase de estabilizacdo. Apesar disso, o erro maximo ¢ da ordem dos 10™#, valor
bastante aceitavel. A observacao da figura 5.25 fornece uma informacao mais detalhada

sobre a ordem de grandeza do erro na esmagadora maioria do tempo de simulacao; a partir
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Figura 5.23: Configuragao final do cenario 4, com passo 107°, com a totalidade das particulas
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Figura 5.24: Erro na energia modificada no cenario 4, com passo 10~°, respectivamente, ao longo de
toda a simulagao

do passo 200, o erro é da ordem dos 107%. O comportamento exibido pela quantidade de
movimento linear é o teoricamente esperado. Como a forca aplicada é perpendicular ao
plano x0y, as componentes x e y da quantidade de movimento linear devem conservar-
se; somente na componente z essa conservacao é quebrada. A visualizacao da figura 5.26
confirma este facto. Nas duas primeiras componentes da quantidade de movimento linear,
constata-se que o seu erro ronda os 10711, j4 que a conservacao equivale a ter zero nessas
componentes. Quanto a componente z, observa-se uma subida brusca na fase inicial da

simulagao, seguida por uma tendéncia de descida bastante suave, em comparacao com o
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Figura 5.25: Erro do cenario 4, com passo 107°, respectivamente, a partir do
passo 200
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Figura 5.26: Evoluciao das componentes da quantidade de movimento linear no cendrio 4, para o passo
107°

ritmo inicial de subida. Alids, tem-se que % = F* ou seja, dézz = —2t; como a taxa de

variagao temporal da componente z da quantidade de movimento linear é negativa, seria

de esperar que essa componente exibisse uma tendéncia de descida.

5.7.5 Conclusoes

Os resultados obtidos na simulagao dos 4 cenarios com o integrador geométrico Stormer-
Verlet sao os esperados. O integrador demonstra um excelente comportamento no longo

prazo, tanto no que respeita a conservagao da energia como da quantidade de movimento
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linear.

Embora este integrador nao conserve, exactamente, a energia, fa-lo de forma muito aprox-
imada; no erro da energia observam-se ligeiras oscilacoes em torno de zero, mas sempre
com ordens de grandeza muito pequenas. A quantidade de movimento linear é conservada
em todos os casos esperados, com uma precisao a rondar os 107,

Esta performance do método Stormer-Verlet explica porque motivo é um integrador tao

apreciado em aplicacoes de Dinamica Molecular.



Capitulo 6

Conclusoes

A integragao numérica de equagoes diferenciais deve preservar as caracteristicas qualita-
tivas do sistema a ser integrado. As caracteristicas qualitativas a serem preservadas sao
diversas; a energia, quantidades de movimento, simetrias e simplecticidade sao algumas
delas.

Os sistemas hamiltonianos constituem um objecto de estudo privilegiado no ambito da
integragao geométrica; afinal, muitos sistemas em areas tao diversas como a Mecanica, a
Astronomia e a Dinamica Molecular sao hamiltonianos. Integradores numéricos usados
na integracao de sistemas hamiltonianos devem ser simplécticos; a simplecticidade é uma
das principais caracteristicas intrinsecas a esses sistemas. Embora nao existam, para um
passo temporal constante, integradores simplécticos que preservem a energia, a analise
backward do erro mostra que a energia sera quase conservada, oscilando de forma limi-
tada em torno de um valor.

Se a derivacao dos integradores numeéricos for feita utilizando principios variacionais,
obtém-se integradores variacionais. A grande vantagem da derivacao variacional reside
no seguinte: os integradores variacionais preservam a simplecticidade e os invariantes do
movimento resultantes do teorema de Noether (por exemplo, as cldssicas quantidade de
movimento linear e quantidade de movimento angular).

O método de Euler explicito, apesar de muito apelativo por questoes de simplicidade, nao
se inclui na classe dos integradores geométricos. O método de Euler implicito, apesar de
permitir o uso de passos temporais maiores do que o método de Euler explicito, ja que é

incondicionalmente estavel, também nao se inclui na classe dos integradores geométricos.

143
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O método de Euler simpléctico, tal como o seu nome indica, ja pertence a esta classe e,
neste sentido, preferivel ao explicito e ao implicito.

O método de Euler simpléctico é um método de ordem 1. Por isso, em muitas situagoes em
que se exige precisao, € necessario usar métodos de ordem superior. O método Stormer-
Verlet, integrador geométrico de ordem 2, é frequentemente usado em Dinamica Molecular
devido aos excelentes resultados obtidos no longo prazo, quanto ao comportamento da en-
ergia e da quantidade de movimento linear, tal como foi observado no capitulo anterior;
mas, neste caso, como nao se exige uma grande precisao nas trajectorias, a ordem 2 do
método ¢ suficiente, adicionando-se-lhe a vantagem de ser um método explicito e de se
calcular a forga uma 1nica vez por passo.

Em campos nos quais a precisao das trajectorias assume um papel de relevo, é exigivel o
recurso a integradores de ordem superior. A familia Runge-Kutta pode ser a resposta a
estas exigeéncias, em particular o método Runge-Kutta Gauss-Legendre. Este método, em-
bora implicito, pode ser usado para sistemas descritos por Hamiltonianas gerais e inclui-se
na classe dos integradores geométricos. O método é A-estavel, é simpléctico para sistemas
hamiltonianos canoénicos, preserva todos os primeiros integrais quadraticos e tém ordem

2v, a maxima ordem para métodos Runge-Kutta com v etapas.

6.1 Perspectivas de trabalho futuro

O integrador Stormer-Verlet foi usado numa simulacao num problema no ambito da

Dinamica Molecular. A simulagao deste problema pode ser enriquecida e/ou modificada:

1. pelo uso de condigoes fronteira periddicas, caso se remova a imposicao do movimento

das particulas que estao inicialmente numa dada superficie a essa mesma superficie.
2. por usar as listas sugeridas por Verlet e o uso do potencial de Lennard-Jones (5.9).
3. por calcular grandezas macroscépicas, tais como a temperatura e a pressao.

4. por comparar os resultados obtidos com o método Stormer-Verlet com outros inte-

gradores, geométricos e nao geométricos.

5. por aumentar o numero de particulas do sistema a simular.
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Para aumentar o nimero de particulas do sistema a simular e/ou para usar integradores

implicitos serd necessario ter ao dispor recursos computacionais convenientes.



Apeéendice A

Abordagem geométrica da mecanica

Este apéndice relembra alguns conceitos fundamentais para compreender a abordagem
geométrica da mecanica lagrangiana e hamiltoniana. Numa primeira fase, abordam-se
as formas externas e as formas diferenciais; de seguida, aplicam-se estes conceitos na
compreensao das variedades simplécticas vs. mecanica hamiltoniana e lagrangiana; numa
fase posterior, sumariam-se algumas nocgoes sobre grupos e algebras de Lie, por forma a

compreender a abordagem geométrica das fungoes quantidade de movimento.

A.1 Formas externas

Nesta secgao faz-se uma breve abordagem das formas externas: de grau 1, de grau 2 e
de grau k. Para cada forma ¢é apresentado o significado geométrico e um exemplo; por
fim, sao relembrados os conceitos de produto externo, suas propriedades e as funcgoes

pushforward e pullback.

1. Chama-se forma de grau 1 (1-forma) a uma fungao linear de um vector, w : R"” — R,

tal que

WM&y + A2&s) = Mw(&y) + Aaw(&s), VNER Vg eERY, =12

2. Chama-se forma externa de grau 2 (2-forma) a uma fungao de um par de vectores,

w? : R" x R® — R, bilinear e anti-simétrica:
WA+ A€y, &3) = MW (€1, €5) + Maw? (€5, €3)

146
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w2(€1,£2) = —w2(£2,£1)7

para todo o \; € R, § € R", i = 1,2. Um exemplo de uma 2-forma é a area
orientada S(&;,&,) do paralelogramo construido com base nos vectores &, &,, do
plano euclideano orientado R?:

Sne) = [ & &

onde &; = £1€1+&12€2, &, = Ea1€1+Exnes € (€1, €3) é a base que fornece a orientagao
de R.

Y

Para qualquer 2-forma w? em R" é valida a igualdade
w’(€,€) =0, VE€eR", (A-1)
o que é evidente, devido & anti-simetria w?(€, &) = —w?(&, £).

3. Chama-se forma externa de grau k (k-forma) a uma funcao de k vectores, a qual é
k-linear e anti-simétrica.
O volume orientado de um paralelepipedo com aresta &,,...,&;, no espago eu-

clideano orientado R* é uma k-forma:

STRIRER ST
V(éla"‘aék): )
Ser ot e
onde &, = ey + -+ &g e (er, -+ ,e;) é uma base em R¥.

4. O produto externo w; A wy de duas 1-forma wy,ws é a 2-forma que, para cada par
de vectores &;,&, € R” fornece a area orientada da imagem de um paralelogramo

de lados &; e &, no plano wy, wy:

(w1 Awa)(&,&2) =

5. O resultado do produto externo de uma k-forma w”* e uma I-forma w!, Wk A w!, é

uma (k + [)-forma. Esta operagao goza das seguintes propriedades:



Formas externas 148

e Anticomutatividade

e Distributividade
AP 4+ AawE) A wh = Mwh A Wl + Mowk A W
(Mwy 2 1 2
e Associatividade
(W AW Aw™ = WP A (WA W™).
A demonstracao destas propriedades pode ser encontrada, por exemplo, em [1].

6. Seja f : R™ — R” uma funcao C* e w* uma k-forma externa em R”. Entdo, em

R™ surge uma k-forma

*wk

cujo valor nos k vectores &, ...,&, € R™ é igual ao valor nas suas imagens:

(fw) (& &) = W ([, - fE)-

Este procedimento designa-se por pullback da forma diferencial: f* é um operador
linear do espaco das k-formas em R” para o espago das k-formas em R™. Mostra-se
que f*w* é, também, uma forma externa.

Se f:R™ —=R"e g:R"— RP entdo (go f)* = f*og"

Também se verifica a igualdade f*(w* Aw!) = (f*w*) A (f*w!).

O pushforward da forma bilinear relaciona-se com o pullback da seguinte forma

admitindo que f é um difeomorfismo.

Fazendo uma sintese das operacoes pullback e pushforward com funcoes, campos vectoriais

e formas bilineares:

(i) pullback de uma fungao: ¢*f = f o .

(ii) pushforward de uma fungao: p,g = go p 1.
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(iii) pushforward de um campo vectorial X por ¢:

(0 X)(p(2)) = Do(2) - X(2);

e1m COIHpOIleIlteSI
ool
X)) = 22 x
(X)) =575

(iv) pullback de um campo vectorial Y por ¢: ¢*Y = (p71),Y.

(v) pullback de uma forma bilinear w? origina uma forma bilinear ¢*w? que depende do
ponto z € Z:
(p*'w?)z(21, 22) = W (Dep(2) - 21, Dip(2) - 22);
em componentes:

\ o™ D™
(¢ wQ)U = W@U@m

(vi) pushforward de uma forma bilinear w? por ¢: p,w? = (p~1)*w?.

A.2 Formas diferenciais

Nesta subseccao faz-se uma breve sintese dos conceitos de 1-forma diferencial e de k-forma
diferencial; de seguida, indica-se como descrever univocamente tais formas diferenciais,
escolhido o sistema de coordenadas (x1,...,z,) e, por fim, introduz-se o conceito de

derivada externa e algumas propriedades dessa operacao.

1. Chama-se forma diferencial de ordem 1 (1-forma) na variedade ) a uma aplicacao
w: T — R, linear em cada espaco tangente T'(Q),, do fibrado tangente da variedade
Q.

O exemplo mais simples de uma forma diferencial é a diferencial de uma funcao.
Seja f : Q@ — R uma fungao diferencial definida na variedade ). A diferencial da
funcao f, no ponto z, é uma aplicacao linear df, : T(), — R, definida no espaco
tangente a () no ponto x. Generalizando a todos os pontos da variedade, diz-se que
a diferencial da funcao f na variedade () é uma aplicagao suave do fibrado tangente

TQ em R, df : TQQ — R (relembre-se que TQ) = |J, TQ.).
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2. Considere-se uma 1-forma diferencial w arbitraria em R". Em cada ponto z, essa
1-forma decompée-se, univocamente na base dzq,...,dz,. Dito de outra forma,
qualquer 1-forma diferencial no espaco R™, com o sistema de coordenadas escolhido

(x1,...,x,), é¢ univocamente descrita como
w=a(z)dry + ...+ a,(x)dx,,
onde os coeficientes a;(z) sao fungdes suaves.

3. A quantidade w*|,, no ponto z da variedade ) é uma k-forma externa no espago
tangente T'Q), a ) em x, ou seja, uma funcao anti-simétrica k-linear dos k vectores
&,,..., & tangentes a M em x.

Pode dizer-se que a k-forma em () é uma aplicacao que associa a cada ponto x uma

k-forma externa em T'Q), <que depende de x de forma diferencidvels.

4. Qualquer k-forma diferencial no espaco R™, com um sistema de coordenadas escol-

hido (x1,...,z,), é univocamente descrita como

Wk = Z iy (T)dxy, NN dx,,

11 <...<ip

onde a;, ;, () s@o fungdes suaves em R™.

5. Seja f uma 0-forma, isto é, uma funcao diferenciavel; o seu diferencial é a 1-forma:

"0
df = ; a—a‘idxi.
Para generalizar este processo usa-se a derivada exterior: transforma k-formas em
(k + 1)-formas. Considere-se a 1-forma w = _ f;dr; em R?; a sua derivada exterior
¢ uma 2-forma
dw =" df; Ada;.
Por exemplo, seja w = fidx; + fodzs + f3dxs. A sua derivada exterior é dada por

_(9f2 _Of dfs  Of fs  0fs
dw = (3331 (%2) dxidxy + (c%vl Bis dxidxs + Oy s dxodrs.

Como exemplo suplementar, considerem-se as funcoes reais f e ¢ em R?. Entao,

af of
df Ndg=1| 3¢ 9 | dedy.
ox oy
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6. Sejam f e g fungoes e w e Y 1-formas. Entao:

(i) d(fg) = dfg+ fdg.
(ii) d(fw) =df Nw+ fdw.

(iii) d(w A1) =dw AN —w A di. No caso genérico de w ser uma k-forma e ¢ uma

1-forma, vem
dw A ) =dw A+ (=1)Fw A dip.
(iv) d*(w) = d(dw) = 0, para qualquer k-forma
(v) dw+¢) = dw + di.

A derivada exterior comuta com a operacao pullback, ou seja,
d(f*w*) = f*(dw"),

onde w¥ ¢ uma k-forma numa variedade N e f : M — N uma funcdo suave entre
variedades.

Como exemplo globalizante, considere-se w = zydz + x*dz. Entao,
dw = d(xy) A dz + d(z®) A dz
= (ydz + xdy) N\ dx + 2xdx N dz
= —xdx N dy + 2xdx N dz.
Um outro exemplo elucidativo é o que se segue. Seja w = xyzdr + yzdy + (x + 2)dz.
Entao,
dw = d(zyz) Ndx + d(yz) Ndy + d(x + z) Ndz
= (yzdx + xzdy + xydz) N\ dx + (zdy + ydz) N dy + (dx + dz) A dz
= —zzdx Ndy + (1 — zy)dx ANdz — ydy A dz.
Uma k-forma w diz-se fechada se dw = 0 e exacta se existir uma (k — 1)-forma [ tal

que w = df. Mostra-se que toda a k-forma exacta ¢ fechada [26]; no entanto, existem

k-formas fechadas que nao sao exactas.
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A.3 Variedades simplécticas e sistemas hamiltonianos

Nesta subseccao traduz-se em linguagem de geometria diferencial a teoria hamiltoniana.
A compreensao do funcionamento dos sistemas hamiltonianos deve ser alcancada, quer se
utilize linguagem de cariz geométrico, quer instrumentos de analise de outras areas.

Seja Q?" uma variedade diferencidvel de dimensao par. O par (Q*",w?) designa-se por

variedade simpléctica se Q" tiver uma estrutura simpléctica:

1. a 2-forma w? é fechada - significa que dw? = 0;

2

2. a 2-forma w? é nio degenerada - significa que V€ # 0 3In : w?(€,m) # 0, onde

Enelq.

A nao degenerescéncia da 2-forma pode ser reescrita da seguinte forma: se w?(€,m) = 0
para todo o m € T'Q), entao &€ = 0.

Exemplos de variedades simplécticas sao enumerados em [1, 26], nomeadamente:

(a) o par (R*™ w?), onde o espago tem coordenadas (p;,q") e w? = > dp; A dg'.
(b) o par (S* x R,w?), com coordenadas (6,p), e w? = df A dp.

(c) o par (T? w?), com coordenadas (0, @), e w? = dw A dp.

(d) o par (S? w?), onde r representa o raio, e o elemento de drea dado por w? =

r?sinf df A de.

A relevancia das variedades simplécticas na mecanica hamiltoniana é a seguinte. Seja
() uma variedade diferenciavel n-dimensional. Uma 1-forma no espago tangente a ), no
ponto x, chama-se vector cotangente a (), nesse ponto. O conjunto de todos os vectores
cotangentes a (), no ponto x, chama-se espaco cotangente a () nesse ponto, e representa-se
por T*Q),. A reunidao dos espagos cotangentes a () em todos os seus pontos designa-se
por fibrado cotangente de (), representando-se por T%(). Entao, um ponto de T*() é uma
1-forma no espaco tangente a V, num ponto qualquer de V. Diz-se que o espago T7(Q) é
dual do espaco T'Q).

A funcao r : TQ) — @Q,que faz corresponder a cada vector & o ponto x € (), onde o vector
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£ ¢é tangente a @ (£ € T(Q,) chama-se projeccao natural. Analogamente, existe uma
projeccao natural p : T*Q) — @, que contrapoe a cada 1-forma em 7T'(), um ponto X.

Em muitos problemas mecanicos, o espaco de fase é o fibrado cotangente T*() ao espaco
das configuracoes (). O fibrado cotangente é dotado de uma estrutura simpléctica.
Assuma-se que Q é N-dimensional e escolham-se as coordenadas locais (¢!, ..., ¢") neste
espaco; como (dq*, ..., dq") é uma base de T*Q pode escrever-se qualquer o € T*(Q) como
a = pydq'. Este procedimento define as coordenadas locais (¢', ..., ¢, p1,...,pn) em T*Q.

Define-se a forma canodnica simpléctica em T*() por
w?® = dq" A dp;, (A-2)

que é uma 2-forma fechada e independente da escolha de coordenadas (q!,...,q"). O

teorema que se segue sintetiza o que foi descrito [1].

Teorema A.1. O fibrado cotangente T*(Q) tem uma estrutura simpléctica natural. Nas

coordenadas locais (p;, q'), esta estrutura simpléctica é dada pela expressao
w? = dei Adq' = dpy Adg' + ... dp, A dg".

Considerando em 7% a 1-forma
w' =p dq, (A-3)

verifica-se que w? = —dw!, ou seja, a 2-forma fechada w? ¢ nao degenerada. A relacao

entre esta 1-forma w! e a 2-forma w? ¢ apresentada no teorema que se segue [26].

Teorema A.2. No caso dimensional finito, a 2-forma simplética w? € dada pela expressao

w? =>"dq" Ndp;. A 1-forma associada é dada por w' = p;dq’, verificando-se a relagdo

w? = —dw'. (A-4)

A igualdade (A-4) obtém-se da seguinte forma:

—dw' = —d(p;dq’) = dq' A dp; = W*.

1

A transformacao de Legendre, T}, : T'QQ — T, permite obter a 1-forma w' e a 2-forma

w? no espaco T'Q, pelo recurso & operacao pullback, fazendo

1 _ * 1 2 * 2
wp =1T;w e w;=T/w".



Variedades simplécticas e sistemas hamiltonianos 154

A 1-forma wj chama-se 1-forma lagrangiana e a 2-forma w? designa-se por 2-forma la-

grangiana; wi e w? estao relacionadas pela expressao
w% = —d(.Ui, (A_5)

ja que a operacao derivada exterior comuta com a operacao pullback. Quais as expressoes

destas formas diferenciais em 7'Q)7 Em dimensao finita, tém-se [26]

oL . .
wp = 5% (A-6)
© 2 2
0L , , 0L . .
2= ——_dg' Nd¢’ —dq' A d§’ A-7

onde se subentende a soma em 7 e em j.

A 1-forma w! lagrangiana e hamiltoniana estao relacionadas pela expressao
wi - (TL)*(‘U17

ao passo que as 2-formas relacionam-se através de
wi = (Tp)*w?

A 1-forma w} pode ser derivada a partir de principios variacionais. Quando se derivam
as equagoes de Euler-Lagrange remove-se a condi¢do dos extremos d¢g(a) = dq(b) = 0,

mantendo-se o intervalo temporal fixo (a,b). Considere-se a acgao

A= /abL ((qi(t>, C;—q:(t)) dt.

O principio variacional de Hamilton procura curvas q(t) para as quais a acgao é esta-
cionaria sob variagoes de ¢‘(t), com pontos extremos fixos e para um intervalo temporal

fixo. Com estes pressupostos, obtém-se

b 9L d oL oL .
5o (22— L9 i 'S5
/aq<aqz dtaq'%> "o

Na derivagao feita das equagoes de Euler-Lagrange (2.4), o tltimo termo

b

a

oL _|°

o

i

(A-8)
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anula-se, ja que dq(a) = dq(b) = 0. Mas, o que acontece se essa condi¢ao nao se verificar,
mas apenas a do intervalo temporal ser fixo? O termo (A-8) ndo tem, necessariamente,
de se anular, mas passa a ser uma funcao de ¢* e ¢*, com o vector tangente d¢*; tal funcao

pode ser considerada uma 1-forma em 7'(), em particular a 1-forma ‘g;; dq'.

Teorema A.3. Dado uma Lagrangiana L, de ordem C* k > 2, existe uma unica funcgao
DpiL: Q — T*Q, de ordem C*2, definida na subvariedade

. &q ) ,
Q= {W(O) € T(TQ) : q ¢ uma curva C* em Q}

de T(TQ), e uma tinica 1-forma wi , de ordem C*~1 em T'Q, tal que para todas as variacoes
qc(t) de ordem C?, para um intervalo temporal firo, onde qo(t) = q(t), se tem

b

dA(g(.))-6q() = / ) (%) Saqdt + wh (‘%) sal (A-9)

a

onde

d

d . d
= qc(t), 5q(t)za qu(t)-

e=0
A 1-forma assim definida designa-se por 1-forma lagrangiana.

oq(t)

e=0

Um campo vectorial lagrangiano, X, : TQ — T(T'Q), satisfaz a equagao
DELLOXL :O, (A—l())

e o fluxo lagrangiano ¥y : TQ x R — T@Q é o fluxo de X;. Para uma Lagrangiana
arbitraria, a equagao (A-10) pode nao definir, de forma tnica, o campo vectorial X, e por
isso a func¢ao fluxo v, pode nao existir. Mostra-se que, dado a Lagrangiana L : T'Q) — R,
o campo vectorial lagrangiano X e o seu fluxo ¢y estao bem definidos se e s6 se a
Lagrangiana L for regular [27].

Uma Lagrangiana L é regular se a matriz [0>L/0¢'0¢’] for nao singular. Se a transformada,
de Legendre for um difeomorfismo, entao a Lagrangiana é hiperregular. Se L for regular,
os principios variacionais originam equacoes diferenciais ordinarias de segunda ordem
independentes das coordenadas.

Os campos vectoriais lagrangiano e hamiltoniano estao relacionados pela expressao

X = (T0) Xu,
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e os respectivos fluxos pela expressao

Y = (TL)f1 oy o Ty.

Considere-se a transformada de Legendre Ty : T*Q) — T'Q) definida por

Ty :(q,p) — (q,9) = (q, g—[;(q, p)) :

Diz-se que a Hamiltoniana H é regular se Ty for um isomorfismo local, e hiperregular se

for um isomorfismo global.

[26] mostra que os fluxos lagrangianos sao simplécticos usando formas diferenciais, nomeada-
mente a equacao (A-9). Considere-se a restricao de A ao subespago C7, das solugoes do
principio variacional. Para v, € T'Q), associa-se a curva integral s — 5(v,),s € [0,1],

sendo 9, a representacao do fluxo. Seja a accao

A= [ Ltois

Entao, dA;/dt = L(¢1(v,)). Usando a equacao (A-9), obtém-se

BA(vg) W, = wh (U1(vy). -

7 Py(vy + ewy,) — wi(vq).qu, (A-11)

e=0

onde € — v, + ew, Trepresenta a curva em vy, com derivada w, . E de salientar que o
primeiro termo do segundo membro da equagao (A-9) é nulo, uma vez que a acgao esta

restrita a C. A equagdo (A-11) pode ser escrita como

Aplicando a derivada exterior a equagao (A-12), obtém-se a simplecticidade do fluxo, ou
seja,
0= ddA, = d(($r)'wp, —wp) = —(¥) wi + i,

a qual é equivalente a

Quando se usam principios variacionais, a equacao analoga a simplecticidade do fluxo é

d? = 0, aplicada & accao restrita ao espaco das solucoes do principio variacional.
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A estrutura simpléctica estabelece um isomorfismo entre o espaco dos vectores tangente
e o das 1-formas. Seja I o isomorfismo [ : T*Q), — T'Q,, construido conforme se segue.
Faca-se corresponder a 1-forma wél em T*(Q), ao vector &, tangente a variedade simpléctica

(Q?",w?), no ponto z, pela expressao

we(n) = w?(n, &) Vn € TQ,.

Agora, considere-se H uma funcao na variedade simpléctica Q**. Entao, dH é uma 1-
forma diferencial em @), a qual corresponde um determinado vector tangente a (). Desta
forma, obtém-se em () o campo vectorial I dH. O campo vectorial [ dH chama-se campo
vectorial hamiltoniano, sendo H a funcao de Hamilton. Por exemplo, se Q** = R?" =

(p,q), obtém-se o campo da velocidade de fase das equagoes canénicas de Hamilton

OH OH
i =1dH S pPp=—F q=——
[1] mostra o teorema que se segue.

Teorema A.4. O fluzo de fase hamiltoniano ¥y conserva a estrutura simpléctica:
(Ym) w? = w?.

Quando n = 1, Q*" = R?, este teorema indica que o fluxo conserva a drea. Este teo-
rema corresponde, naturalmente, ao teorema 2.4. Neste momento, ja é possivel apresentar

o teorema relativo a conservacao de energia, utilizando formas diferenciais.

Teorema A.5. A funcdio H € uma invariante do fluzo de fase hamiltoniano, sendo H a

funcao de Hamilton.

A derivada de H, segundo a direccao do vector n, é igual ao valor de dH no vector

1. Por definicao do campo hamiltoniano, tem-se que n = I dH e, entao
dH(n) = w*(n, I dH) = w*(n,n) = 0.

O teorema seguinte é o andlogo do teorema 2.5 [26].
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Teorema A.6. O fluxo v de um campo vectorial consiste nas transformagoes simpléticas,
ou seja, para cada t, tem-se (;)*w? = w? se e s6 se o campo vectorial for localmente

hamiltoniano.

Por exemplo, um campo vectorial constante no toro T? é um campo vectorial local-

mente hamiltoniano, mas nao o é globalmente [26].

A.4 As funcoes quantidade de movimento

Os conceitos cldssicos do momento linear e do momento angular podem ser generalizados;
essa generalizacao toma forma no conceito de funcao quantidade de movimento. Um facto
fundamental sobre as func¢oes quantidade de movimento J, prende-se com o facto de, se a
Hamiltoniana H for invariante sob a ac¢ao de um grupo G, entao J é uma constante do
movimento do campo vectorial hamiltoniano.

Esta secgao faz um breve sumaéario de alguns conceitos necessarios a definicao da funcao
quantidade de movimento e ao teorema de Noether, nomeadamente: grupos e algebras de

Lie, accao de um grupo e geradores infinitesimais.

A.4.1 Variedades de Poisson, grupos e algebras de Lie

Uma variedade P, juntamente com a operagao colchete {.,.} em F(P), o espago das

fungoes suaves em P, que satisfaz as propriedades

1. {F,G} éreal e bilinear em F e G,

2. Anti-simetria

{F.G} = —{G, F},
3. Identidade de Jacobi
{FGLHY+{{H F},G}+ {{G, H}, F} = 0,
4. Identidade de Leibniz

{FG,H} = F{G,H} + {F, H}G,
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designa-se por variedade de Poisson.

Um grupo de Lie é um grupo que é, também, uma variedade diferencidvel, nas quais
as operagoes de grupo sao de classe C* [35]. Dito de outro forma, um grupo de Lie é
uma variedade G' que tem estrutura de grupo consistente com a estrutura de variedade,

no sentido de que
p:GxG—G, (g,h)— gh

¢ uma funcao C'™ [26].

A recta real, com a operacao adigao, é o exemplo mais simples de grupo de Lie. R", com
a adicao usual de vectores é um grupo de Lie abeliano. Os grupos das transformagcoes
lineares num espaco vectorial designam-se por grupos de Lie lineares. Por exemplo, o
conjunto de todas as matrizes n xn nao singulares forma o grupo GL(n,R). O subconjunto
de todas as matrizes n X n com determinante unitério forma o grupo SL(n,R). O grupo
ortogonal O(n) é o grupo das matrizes n X n que satisfazem AA' = I; este grupo preserva
a forma bilinear simétrica (z,y) = > z'y" = z'y. O grupo das rotagdes no espago
euclideano tridimensional, SO(3) preserva o produto interno. O grupo Sp(2n), designado

por grupo simpléctico, preserva a forma bilinear anti-simétrica
(@,y) = (@1Yn+1 — Toay1) + (T2Ynr2 — Tns2y) + -+ + (Tnlon — T2n¥n)
= 2'Jy,
onde a matriz J corresponde a matriz (2.7). As matrizes que deixam esta forma bilinear

anti-simétrica invariante satisfazem a igualdade
AJA = J.

Como um grupo de Lie é uma variedade diferencial, faz sentido considerar, em cada ponto,
0 espaco tangente a essa variedade e, em particular, o espaco tangente na identidade do
grupo. O espago tangente nesse ponto, a identidade, chama-se algebra de Lie. Uma
algebra de Lie g é um espago vectorial linear sobre o corpo F, na qual o produto [, |,

chamado de colchete de Lie, obedece as seguintes propriedades:

1. X,)Yeg=[X,Y]€eg;

2. [X,aY +pZ] =alX,)Y]+ p[X,Z], paraa,f € Fe X|Y,Z € g;
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3. [X7 Y] = _D/a X]?
4 [X, [V, Z]] + V. (2, X]] 4+ [Z, [X, Y]] = 0.

Um exemplo simples de uma algebra de Lie é dado por R?, com o produto vectorial como
o colchete de Lie, [X,Y] =X x Y.
A algebra de Lie de GL(n,R) é o espaco vectorial de todas as transformagoes lineares de
R™ com

[A, B] = AB — BA.
No caso de grupos lineares, as algebras de Lie podem ser determinadas explicitamente,
por diferenciar curvas na origem. Por exemplo, considerem-se as matrizes ortogonais

seguintes, que correspondem a rotacoes em R?, no sentido contrario ao dos ponteiros do

relégio:
1 0 0
Ri(a)=| 0 cosa —sina |,
0 sina cosa
cosf 0 sinpg
Rz(ﬂ) = 0 1 0 )
—sinf3 0 cospf
cosy —siny 0
Rs3(y) = | siny cosy O
0 0 1

Estas rotagoes sao curvas que passam na identidade em SO(3). As suas derivadas na

origem, L; = Rj(O), sao dadas por

00 O 0 01 0 -1 0
Li=( 00 -1 ], Ly= 0 00]), Ls={(1 0 0 ]. (A-13)
01 0 -1 00 0 0 0

Estas matrizes formam uma base para a algebra de Lie so(3).

A.4.2 As funcoes adjuntas, accao de um grupo e geradores in-
finitesimais

Seja G um grupo de Lie e g a sua dlgebra de Lie (identificada com T.G, o espago tangente

ao elemento identidade em G). Considere-se a fungao ¢ : G — Aut G, definida por

¢g<h) = ghgil-
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Para cada g em G, 1, ¢ um automorfismo de G; consequentemente, a derivada de 1), na

identidade é um automorfismo da algebra de Lie. Tal funcao representa-se por
Ad,:g—g.

Como a funcao Ady é um automorfismo da algebra de Lie, tal significa que Ad, ¢ uma

transformacao linear de g que preserva os colchetes de Lie. A funcao
Ad: G — Aut(g)

aplica g em Ad, e designa-se por representacao adjunta de G em g.
Como passar da representacao de um grupo de Lie GG, para a representacao da sua algebra
de Lie g7 Derivando, na identidade, a func¢ao adjunta do grupo de Lie, Ad : G — Aut(g),

obtém-se a representacao adjunta da algebra de Lie g
ad : g — Der(g).

Der(g) ¢ a dlgebra de Lie de Aut(g), a qual pode ser identificada com a algebra derivada de
g. A representacao adjunta da algebra de Lie relaciona-se com a estrutura dessa algebra

da seguinte forma:
ad,(y) = [, y],

para todo o x,y € g.
Seja G um grupo e X um conjunto. A accao esquerda do grupo G em X é a funcao

GxX—-X

definida por
(9.2) > g-x
que satisfaz

1. (gh) -z =g- (hx), paratodoo g,h € Gex € X.

2. e-x =, para todo o x € X, sendo e o elemento identidade de G.
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A accao direita do grupo G em X é a fungao
XxG—X

que satisfaz

1. z-(gh) = (zg) - h, paratodoo g,h € Gex € X.

2. x-e=ux, para todo o x € X, sendo e o elemento identidade de G.

Por exemplo, SO(3) actua em R3 por (A, 1) — Ax. Esta acgao deixa a esfera S? invari-
ante.

Seja  um elemento de uma algebra de Lie g. A accao adjunta de x em g é o endomorfismo
ad, : g — g

onde
ad,(y) = [z, y].

A accao adjunta de um grupo de Lie é a representacao natural de GG na sua dlgebra de Lie.

Esta representacao é a versao linearizada da accao de GG, em si préprio, por conjugacao.

Seja P uma variedade de Poisson, G um grupo de Lie e ® : G x P — P uma funcao
suave que representa a ac¢ao esquerda de G em P por transformacoes candnicas. A accao

¢, : P — P, tal que ®,4(z) = g.2, diz-se candnica se
(Dg)"{F1, Fa} = {(Dg)" F1, (Dy)" I, } (A-14)

para qualquer Fi, Fy, € F(P) e qualquer ¢ € G. Se a variedade de Poisson P for
simpléctica, com forma simpléctica w?, entao a accao é canénica se e sé se for simpléctica,

isto ¢, (®,)*w? = w?, para todo g € G.

Um campo vectorial X em P diz-se invariante a esquerda se, para todo p € P,
L)X =X,

onde L, : P — P, h+— ph representa a funcao translacao esquerda, numa variedade P.
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Sejam M e N variedades e G um grupo de Lie que actua em M por &, : M — M,
eem N por ¥, : N — N. Uma funcgao suave f : M — N diz-se equivariante com respeito

a estas accoes se, para todo o g € G,

fod®, =W, o0 f.

A funcao exponencial exp : g — G, dada por

exp(X) = (1),

onde 7 : R — G, é o tnico subgrupo uniparamétrico de G (isto é, v(s +t) = vy(s)v(¢),
para qualquer s,t € R) cujo vector tangente, na identidade, é igual a X. A fungao
exponencial aplica a algebra de Lie g no grupo de Lie GG e fornece um difeomorfismo entre
uma vizinhanga de 0 em g e uma vizinhanga de e em G. A fungao v pode ser construida
como a curva integral do campo vectorial invariante (esquerdo) associado a X.

Se GG for um grupo de Lie de matrizes, entao

3

eXpX:ZH:[_FX_FT_F?_F...
k=0

A funcao exponencial goza das seguintes propriedades:

(i) Para todo X € g, a fungao y(t) = exp(tX) é o tnico subgrupo uniparamétrico de

G, cujo vector tangente na identidade é X. Entao,

exp(t + s)X = (exptX)(expsX)

exp(—X) = (exp X) ™"

(ii) A funcdo exp : g — G é suave. A sua derivada na identidade, exp, : g — g é a

funcao identidade.
(iii) O fluxo do campo vectorial X, é dado por (¢, g) — gexp(t§).

(iv) Ad(exp(A)) = exp(ad(A)).
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Seja ® : G x M — M a accao. Para £ € g, a funcao ®¢ : R x M — M, definida por
(L, z) = Pexpté, x)

¢ uma R-accao em M. Por outras palavras, ®expe : M — M é um fluxo em M. O campo
vectorial correspondente em M, dado por

Em(z) = 7 Pexp re ()
t=0

designa-se por gerador infinitesimal da accao correspondente a £&. Entao, um gerador
infinitesimal da accao correspondente a um elemento de uma &algebra de Lie, £ € g, é um
campo vectorial £y, em M, obtido por diferenciar a accao com respeito a g na identidade,
na direccao &.

Por exemplo, as matrizes (A-13), que formam uma base da algebra de Lie so(3), geram
o subgrupo uniparamétrico R;(a) através da férmula exponencial Rj(a) = e*"i. Estas
matrizes L; chamam-se os geradores infinitesimais do grupo de Lie SO(3).

O caso interessante é &, ter natureza globalmente hamiltoniana. Assim, assume-se que

existe uma Hamiltoniana global J(&) € F(M) para £y, isto é

Xy = &,

equagao que permite determinar J(£) a menos de uma constante.

A.4.3 Funcgoes quantidade de movimento

Seja g uma algebra de Lie que actua canonicamente (& esquerda) na variedade de Poisson

P. Admita-se que existe uma funcao linear J : g — F(P) tal que
X = &ps (A-15)
para todo o £ € g. A fungao J : P — g*, definida por
(J(2),€) = J()(2), (A-16)

para todo o £ € g e z € P designa-se por funcao quantidade de movimento da acgao.

A funcao quantidade de movimento J : P — g* é uma funcao com a propriedade de,



As funcgoes quantidade de movimento 165

para todo £ € g, (J(2),&) = J(&£)(2) gerar o campo vectorial {p, ou seja, X ;) = {p. Da
definicao de J decorre a existéncia de um isomorfismo entre o conjunto de fungoes P — g*

e o conjunto de fungoes g — F(P).

Considere-se uma particula no espago euclideano tridimensional e seja z = (q,p). A
fungao momento angular é dada por J(z) = q x p. Seja £ € R? e considere-se a compo-

nente de J a volta do eixo &, nomeadamente,

(J(2),6) =€&(axp).

Verifica-se que as equacoes de Hamilton determinadas por esta funcao de q e p descrevem
rotagoes infinitesimais a volta do eixo £. A condi¢ao (A-16) é uma generalizacao deste
momento angular.

Na mecanica, as funcoes quantidade de movimento tém um papel de relevo, porque elas

sao quantidades conservadas, conforme sintetizado no teorema de Noether.

Teorema A.7 (Teorema de Noether na versao hamiltoniana). Se a dlgebra de Lie actua
canonicamente na variedade de Poisson P e admite uma funcao quantidade de movimento
J — g% ese H e F(P) é g-invariante ({p[H] = 0, para todo § € g), entio J € uma

constante do movimento de H, ou seja
J o ¢t - Ja

onde V; representa o fluxo do campo vectorial hamiltoniano.
Se a acgao da dlgebra de Lie € proveniente de uma ac¢ao canonica esquerda de um grupo
de Lie, ®, entdo a hipotese da invariancia em H decorre da condicao de invariancia

Ho®,=H, para todo o { € g.

A condicao &p[H] = 0 implica que {J(§), H} = 0 e, consequentemente, para cada
elemento ¢ da algebra de Lie, J(£) é uma quantidade conservada ao longo do fluxo de
Xy . Tal significa que os valores da funcao quantidade de movimento J, avaliados em g*,
o espaco dual de g, sao conservados. Por outro lado, diferenciando Ho®, = H, em ordem

a g, na identidade e, na direcgao &, obtém-se {p[H] = 0.
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O exemplo que se segue ilustra este processo, obtendo-se o classico momento linear total
[26]. Para um sistema de N particulas em R?, escolha-se o espago das configuragoes
Q = R3" e representem-se os elementos do espaco de fase P = T*R3YN = ROV >~ R3N x R3V

por (¢’,p;). Seja o grupo aditivo G = R? de translagoes que actua em @ de acordo com
o, (d’) = d’ +x,

onde x € R3. Cada um dos N vectores posicao ¢’ sofre uma translacao dada pelo vector

x. O lift da accdo ® de G para o espaco de fases T*R3" = RV & dado por

X'(qjvpj):(qj+xapj)7 ]:17 >N' (A_17)

Seja £ € g = R3. O gerador infinitesimal p, no ponto (¢’,p;) € R = P, ¢ dado por

diferenciar (A-17) em ordem a x, na direccao &:

§P(qj7pj) - <§7§7"‘7€70707”'70)'

Por outro lado, por definicao de estrutura candnica simpléctica w? em P, qualquer can-
didato J(§) tem o campo vectorial hamiltoniano dado por

9J(¢) _c‘U(&))
op;, = o4 )

X', py) = (
Entao, da igualdade X ;) = {p resulta

&7(5):5 e O _o 1<
op;

oq’

Resolvendo estas equacoes e escolhendo constantes tais que J seja linear, obtém-se

J(€)(d, py) (Zm) 3
ou seja

J(o’, py) ij,

expressao designada por momento linear total.
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Seja G C GL(n,R). Admita-se que G actua em R"™ pela multiplicagdo de matrizes a

esquerda, ou seja, P4(q) = Aq. A accao induzida em P = T*R" é dada pela expressao

A (q,p) = (Aq,(A")"'p)

e o gerador infinitesimal correspondente a £ € g por

¢p(q,p) = (£q,—€"p).

Resolvendo as equacoes

9J(&) 0J(&) _ .1
W =¢q e 8—q ={p,
(J(qa,p), &) = (¢a) - p. (A-18)

Sen=3e G =S50(3), a expressao (A-18) ¢ igual a

J(q,p) =q x p,

o classico momento angular. O teorema seguinte revela uma expressao que permite cal-
cular a funcao quantidade de movimento de uma forma mais expedita, considerando, nao

a ac¢ao no espago das configuragoes, mas o seu lift para o fibrado cotangente [26, 31].

Teorema A.8. Admita-se que uma dlgebra de Lie g actua (4 esquerda) numa variedade
Q). FEsta accao em P = T*(Q) € hamiltoniana com funcdao quantidade de movimento J :
P — g* dada por

(3(00). &) = {agsEal@))- (A-19)

Reescreva-se o primeiro exemplo citado para o calculo da funcao quantidade de
movimento, determinando agora a funcao quantidade de movimento pelo teorema A.8.
Considere-se o sistema de N-particulas no espaco de configuracoes Q = R3". Admita-se

que R3 actua em @ por translacoes, isto é, ® : R?* x Q — @ é dado por

(I,(q,...,qN))|—>(q1+x,...,qN+x).
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O gerador infinitesimal correspondente a £ € R? é:

d
SQ(qla"'an)_ % (I)(tfv (q17"'7qN))
t=0

— Voge o gV +¢
dttzo(q+€, ,q 4 t€)

= (f, - ,f) S qu’m’qNRsN.

Entao, pelo teorema A.8, o lift da accao de @ = R*" para T*R3*V admite uma funcao
quantidade de movimento dada por
I ., aV,p1,- o, pn)s &) = ((P1,---,Pn), ol ., aY))
=p1-{+-F+prv-¢€
=P+ +pn)-§
ou seja, J(qt,...,q",p1,...,Pn) = P1 + - + Pn, €xpressio que representa o momento
linear classico.

O teorema de Noether tem uma versao lagrangiana [27].

Teorema A.9 (Teorema de Noether na versao lagrangiana). Considere-se um sistema
lagrangiano L : TQ) — R invariante sob o lift da accao ® : QQ x Q — Q). Entao, a funcdo
quantidade de movimento lagrangiana Jp : TQ) — g* é uma quantidade conservada pelo

fluzo, isto €, Jp ot = Jp, para todo o instante t.

As funcoes quantidade de movimento lagrangiana e hamiltoniana relacionam-se
através da expressao

Jp = (T0)" Ju.

A.5 Sistemas forcados

Seja a funcao fp : TQ — T*(Q a forca lagrangiana, dada em coordenadas por

fr:(q,d4) — (q, fr(q,9))

Dada esta forca, e utilizando o principio de Lagrange-d’Alembert, obtém-se as equagoes

de Euler-Lagrange forgadas, equivalentes a (2.27), escritas em coordenadas como

i (Gaaa) - Sr@a - iaa (A-20)
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As equagoes de Hamilton forcadas, em coordenadas, assumem a forma

X,(q,p) = —g—z(q, p) + fu(qa,p)

OH
X,(a,p) = %(q, p),

(A-21)

onde Xy representa o campo vectorial hamiltoniano forcado e a funcao fgy : T7°Q — T%Q
é designada por forca hamiltoniana.

A relacao entre as forcas lagrangiana e hamiltoniana é dada por

Jo=fuolL.

As equacoes de Euler-Lagrange forcadas sao equivalentes a equagoes de Hamilton forcadas.

[30] exemplifica com um sistema mecanico com dissipagao de Rayleigh. Se a Hamilto-

niana é da forma ;p” M(q)~'p + V(q), as equacdes do movimento sao

oo
==
g - 1 (A-22)
— M(q)~
p 9 R(q)M(a) 'p,

onde R(q) ¢ definida positiva. O caso mais simples é R(q) = ¢, M(q) = I.

O teorema de Noether tem uma versao para sistemas forcados, mostrando-se que a forca
altera a funcao quantidade de movimento; no caso especial da forga ser ortogonal a accao

do grupo, ent@o o teorema de Noether verifica-se [27].

Teorema A.10 (Teorema de Noether forgado na versao lagrangiana). Considere-se o
sistema lagrangiano L : TQ) — R, com forca fr : TQ — T*Q e uma ac¢ao simétrica
DG xQ — Q, tal que (fr(q,4),¢0(q)) = 0 para todo (q,q) € TQ e todo o & € g.
Entao, a funcao quantidade de movimento lagrangiana Ji, : TQ — g* € preservada pelo

fluzo, ou seja, Ji ot = Jp para todo o t.

Note-se que se fr # 0, o fluxo lagrangiano e o fluxo hamiltoniano nao preservam a

2-forma.
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A.6 Sistemas com restrigcoes

Seja () uma variedade e considere-se uma Lagrangiana L : T'() — R, a restrigao holénoma
¢ : Q — R? e a correspondente subvariedade N = ¢~1(0) C @Q, onde 0 é um valor regular
de ¢. Como TN ¢é uma subvariedade de T'Q, pode restringir-se L a LY = L|ry. [27]

prova o teorema seguinte.

Teorema A.11. Dado a Lagrangiana L : T'Q) — R, com a restricao holonoma ¢ : ) —

R?, fagca-se N = ¢~2(0) C Q e LY = L|rn. As afirmagdes sequintes sao equivalentes.

1. q € C(N) estremiza AN e, por isso, resolve as equagdes de Euler-Lagrange para
LN,
2. q€C(Q) e X € C(RY) satisfazem as equagoes de Euler-Lagrange com restrigoes

oL ) d (0L ) ¢
5 (A a0) = ( o (q“)’q“)) = <>‘(t)’ a_qi<q(t))> ’ (A-23)
o(q(t)) = 0.

3. (q,A) € C(Q x RY) extremiza A(q,\) = A(q) — (A, ®(q)), e entdo, resolve as
equagoes de Buler-Lagrange para a Lagrangiana aumentada L : T(Q x RY) — R

definido por

L(g, A, 4, A) = L(q,q) — (A, ¢(q)),

onde ® : C(Q) — C(R?) € definida por ®(q)(t) = ¢(q(t)).

Considere-se a Hamiltoniana H : T*() — R e defina-se a Hamiltoniana aumentada

H(q, A, p,7) = H(q,p) + (A, ¢(q)),

onde 7 é a varidvel conjugada a A. As equacoes de Hamilton com restrigoes sao

_ oH
Xqi(qv )‘7 P, 7[-) = 8]? )
_oH ¢ (A-24)
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As equagoes de Hamilton com restrigoes (A-24) sao equivalentes as equagoes de Euler-

Lagrange com restrigoes (A-23).

Os sistemas com restricoes em TN e T*N definidos por LY e H¥, respectivamente,
sao sistemas lagrangianos e hamiltonianos standard e, por isso, gozam das propriedades
de conservacao usuais.
Por exemplo, o fluxo do sistema lagrangiano com restri¢oes preserva a 2-forma simpléctica
lagrangiana

W%N = (TZ)*W%M
onde a funcao 1% : TN — T'Q) permite fazer a imersao de T'N em T'Q), e o fluxo do sistema

hamiltoniano com restrigoes preserva a 2-forma simpléctica hamiltoniana
Wgn =1 W,

onde n: T*N — T*(@) permite fazer a imersao de T*N em T™(Q).
O teorema de Noether é valido para os sistemas com e sem restricoes, e é essencialmente

a mesma funcao quantidade de movimento que é preservada, ou seja

JLN = JLOT’i

JHN = JHOT]

A.7 Sistemas forcados com restricoes

Os sistemas lagrangianos e hamiltonianos forcados e com constrangimentos tém uma
formulacao que se traduz na combinacao da formulacao de sistemas for¢ados com a for-
mulacdo de sistemas com restricdes. Assuma-se que () é uma variedade, ¢ : Q — R? ¢
uma restrigao holénoma e N = ¢~1(0) C Q.

Dada a forga lagrangiana f;, : TQQ — T*(Q), a forca lagrangiana em TN é dada por
Y =T*o fpoTi: TN — T*N. Apelando ao teorema de Lagrange-d’Alembert, no

espaco do sistema com restricoes, obtém-se o teorema seguinte.



Sistemas forcados com restricoes 172

Teorema A.12. Dado a Lagrangiana L : T'Q) — R com forca lagrangiana fr, : TQ — T*Q)
e restricao holdnoma ¢ : Q — R?, faca-se N = ¢72(0) C Q, fN = T*io froTi e

LN = Lirn. As afirmagdes sequintes sdo equivalentes:

1. q € O(N) satisfaz o principio de Lagrange-d’Alembert para L™ e fY e, por isso,

resolve as equacgoes de Fuler-Lagrange forcadas.

2.q € C(Q) e A € C(RY) satisfazem as equagoes de Euler-Lagrange forcadas com

restricoes:
T (a(0.400) - 5 (a4 ) + fula(0.a00) = (A0, 5@l ).

¢(q(t)) = 0.
(A-25)

3. (a,A) € C(Q x RY) satisfaz o principio de Lagrange-d’Alembert, e entdo, resolve as
equagdes de Euler-Lagrange forcadas, para L : T*(Q x R?) — R e fr : T(Q x RY) —
T*(Q x R?) definidas por

E(qa >‘7 (.L )‘) = L(q7 q) - <)‘7 ¢(q)>,

fL(qa )‘7(.17 )‘) = ﬂ'z) ° fL(q> q)a

onde mg : Q X RT — Q representa a projecgao.

Note-se que, nas equagdes de Euler-Lagrange forgadas com restrigoes (A-25), a forga
e os multiplicadores de Lagrange entram da mesma forma; por este motivo, por vezes, o
multiplicador de Lagrange é designado por for¢a da restrigao.

As equagoes de Hamilton forcadas com restricoes assumem a forma

oH
Xg(a, A p,m) = op;
OH 0 -
X, = =G+ fulap) = (A Gl ). (A-26)
¢(a) = 0.

O teorema de Noether tem uma versao para sistemas forcados com restricoes. Por um
lado, se a Lagrangiana ¢é invariante sob a ac¢ao de um grupo e as forcas forem ortogonais
a acgao, o teorema de Noether ¢ vélido e, por outro lado, se f7, for ortogonal a g, entao

a forga f também serd ortogonal ao gerador infinitesimal restrito &y .
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Teorema A.13 (Teorema de Noether forcado com restricoes). Considere-se um sistema
lagrangiano L : TQ — R na variedade restrita N C Q, com for¢a fr, : TQ — T*Q e
ac¢do simétrica ® : G x Q — Q tal que (fr(q,q),&o(q)) = 0 para todo (q,q) € TQ e
¢ € g. Entao, a fungao quantidade de movimento lagrangiana restringida Jyn : TN — g*

serd preservada pelo fluxo lagrangiano for¢ado num sistema com restricoes.
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