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Homologia dirigida

Resumo

No ambito da sua investigacdo em topologia algébrica dirigida, Marco Grandis desenvolveu
uma teoria de homologia dirigida para conjuntos ctbicos. Neste trabalho adaptamos a teoria
de Grandis para conjuntos pré-clibicos, que sdo mais adequados para aplicacdes em teoria
de concorréncia.

Introduzimos os principais conceitos fundamentais sobre conjuntos pré-cubicos, defi-
nindo, em particular, a homologia de um conjunto pré-ctbico. Estudamos grupos abelianos
pré-ordenados e a homologia de compleoxs de cadeias dirigidos. Por fim, estudamos a ho-
mologia dirigida de conjuntos pré-cubicos, onde relacionamos a homologia dirigida em grau
0 com a conexidade, estabelecemos uma variante do Teorema da Invariancia e provamos
teoremas sobre a homologia dirigida de pushouts e de produtos tensoriais de conjuntos

pré-cubicos.

Palavras-chave: conjunto pré-cubico, homologia dirigida, invariancia dihomotdpica, pro-

duto tensorial, pushout.



Directed homology

Abstract

In the framework of his research on directed algebraic topology, Marco Grandis developed
a theory of directed homology for cubical sets. In this work, we adapt Grandis' theory to
precubical sets, which are more suitable than cubical sets for applications in concurrency
theory.

We introduce the main fundamental concepts about precubical sets defining, in par-
ticular, the homology of a precubical set. We study preordered abelian groups and the
homology of directed chain complexes. Finally, we study the directed homology of precubi-
cal sets, where we relate the directed homology in degree O with connectedness, establish
a variant of the Invariance Theorem, and prove theorems about the directed homology of

pushouts and tensor products of precubical sets.

Keywords: precubical set, directed homology, dihomotopy invariance, tensor product,

pushout.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é o estudo do tema Homologia Dirigida no sentido de Marco
Grandis [4, [3]. Trata-se de um tema da topologia algébrica dirigida, uma subdrea recente
da topologia que surgiu motivada por aplicacdes em teoria da concorréncia. Nesta area
- a topologia algébrica dirigida - s3o estudados espacos topoldgicos ou outros objetos to-
polégicos munidos de uma estrutura direcional que representa o fluxo no tempo ou um
sentido de travessia.

Em [3], Grandis introduziu a homologia dirigida para conjuntos cibicos. Um conjunto
clbico é uma estrutura combinatéria que representa um espaco dirigido constituido por
cubos de diversas dimensdes. A direcao é dada pelos cubos de dimensao um, que constituem
as arestas de um grafo dirigido. A homologia dirigida de um conjunto ctibico é a homologia
clbica habitual munida de uma relacdo de pré-ordem aditiva em cada grau, isto é, uma pré-
ordem compativel com a estrutura aditiva do respetivo grupo de homologia. Esta pré-ordem
é induzida pela estrutura dirigida do conjunto ctbico. No seu trabalho, Grandis estabeleceu
versdes dirigidas dos resultados cldssicos da teoria de homologia singular [5, 6], [10].

Para qualquer um dos cubos, um conjunto cibico contém versoes degeneradas em di-
mensdes superiores e, por isso, qualquer conjunto cubico n3o vazio é necessariamente infi-
nito, o que se torna problematico computacionalmente. Deste modo, usam-se nas aplicagoes
conjuntos pré-cubicos, que sao conjuntos cubicos sem as estruturas de degeneracao - estru-
turas estas que causam o problema da infinitude [2].

O objetivo da dissertacdo é adaptar os principais ingredientes da teoria de Grandis aos
conjuntos pré-ctbicos. Assim, paralelamente ao trabalho desenvolvido por Grandis, ire-

mos estudar como e em que medida os resultados classicos sobre homologia habitual sdo
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transportados para a homolgia dirigida, tendo como base os conjuntos pré-ctibicos.

A dissertacdo estd organizada em trés capitulos. No primeiro capitulo iremos introdu-
zir conceitos basicos sobre conjuntos pré-cubicos que serao explorados através de exemplos
ilustrativos. Definimos também o complexo de cadeias de um conjunto pré-ctbico e calcu-
lamos a sua homologia, tendo-se a homologia ctbica. No capitulo seguinte estudamos os
grupos abelianos pré-ordenados e a homologia de complexos de cadeias dirigidos. Por fim,
estudamos a homologia dirigida de conjuntos pré-cibicos. lremos relacionar a homologia
dirigida em grau 0 e a conexidade, estabelecer uma variante do Teorema da Invaridncia e
provar teoremas sobre a homologia dirigida de pushouts e de produtos tensoriais de conjuntos

pré-ctbicos.



Capitulo 1
Conjuntos pré-cubicos

Neste capitulo apresentamos a matéria bdsica relacionada com conjuntos pré-cubicos. Esta
matéria pode, por exemplo, ser encontrada em [2] ou [7]. Referéncias gerais sobre os

conceitos de topologia e teoria de categorias usados sdo [5) 0, [10] e [1, 9], respetivamente.

1.1 Conceitos basicos

Um conjunto pré-cibico é um conjunto graduado X = (X,),en com operadores face ou
bordo
df: X, — Xp-1, n>0, ke{0,1}, ic{1, .. n}

que satisfazem as relacGes de compatibilidade
didl =d_,df, i<}

Se x € X, dizemos que x tem grau n e escrevemos deg(x) = n. Os elementos de grau n
designam-se por n-cubos. Aos 0-cubos chamamos também vértices e aos 1-cubos chamamos
arestas. Observemos que um n-cubo tem 2n faces e para cada face existe uma face oposta.
Assim, os operadores bordo tém dois indices i € {1,...,n} e k € {0,1}. Para x € X,
dizemos que d’x é a i-ésima face da frente e d'x é a j-ésima face de trds. Notemos

que uma aresta x é considerada dirigida de d°x a dix. Assim, os vértices e as arestas de
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um conjunto pré-cubico formam um grafo dirigido. Neste sentido, um conjunto pré-cibico
podera ser interpretado como um objeto topoldgico dirigido.
Como ilustra a seguinte figura, as relacées de compatibilidade garantem que as faces de um

cubo se intersetam corretamente:

ddix = didix  dix  didix = didix

0
di'x

dddox = ddd?x d3x diddx = d?dix

Figura 1.1: 2-cubo

Exemplos 1.1.1. (i) O intervalo standard [0, 1]

) ©1 (1)

Figura 1.2: Intervalo standard

é o conjunto pré-cubico definido por

[0.1]o = {{0). (D)}, [0.1]s ={(0.1)} e [0,1],=0, Vn=>2

e por dois operadores bordo em grau 1, dados por

d®: [0,1]; — [0, 1] di: [0,1]; — [0,1]o
(0,1) — (0) (0,1) — (1).

(i) Circunferéncia dirigida S*

A circunferéncia dirigida é gerada por um 1-cubo cujos vértices coincidem.
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u

Figura 1.3: Circunferéncia dirigida

O conjunto pré-cibico é dado por

Ss={a}, Si={u} e SL=0, Vn>2

onde a representa o Unico vértice e u representa a Unica aresta. Os operadores face

d°,dl: St - S

ur— a.

(i) Circunferéncia ordenada Q"
A circunferéncia ordenada é gerada por dois 1-cubos cujos vértices coincidem.

b

a

Figura 1.4: Circunferéncia ordenada

Temos o conjunto pré-cubico

Op={a b}, O;={uv} e 0,=0 Vn>2
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onde a e b representam os vértices e u e v representam as arestas.

Os operadores face sdo dados por

d°: 0! - O} & 0! - O}
ura u—b
Vi a v — b.

(iv) Fita de Mébius M

A fita de Mobius pode ser vista como um conjunto pré-cibico M do seguinte modo:

a ab b
o——— 0
ac X bc

bc y ac
o——0
b ba a

Figura 1.5: Fita de Mobius

Considera-se M o conjunto graduado
My ={a, b,c}, M; ={ab, bc,ac,cc,ba}, M,={x,y}eM,=0, n>3
que é munido dos operadores face

d® dl: My — My, d°,di, d?,d}: My — M,
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dados por
d?(ab) = a, di(ac)=a, dY(cc)=c, di(ba)=b d°bc)=b;

dl(ab) = b, di(ac)=c, dicc)=c, di(ba)=a d:(bc)=c;
dp(x) = ac = di(y);
di(x) = be = d7(y);
d(x) = ab, di(y) = cc;

dy(x) = cc, d¥(y)= ba.

Morfismos

Sejam P e Q conjuntos pré-ctibicos. Um morfismo de conjuntos pré-ctibicos é um morfismo

f: P — Q de conjuntos graduados que é compativel com os operadores bordo, i.e.,
f o df(x) = df o f(x),

ondexe P, (n>0),i=1,..., neke{0,1}.

Iremos denotar por preCub a categoria dos conjuntos pré-cibicos.

Subconjuntos pré-cubicos

Seja P um conjunto pré-ctbico. Um conjunto pré-ciibico Q é um subconjunto pré-ciibico
de P se
Q.S P, VneN

e se os operadores face de P e Q coincidem em . Notemos que a intersecdo e a reunido
de dois subconjuntos pré-cibicos é ainda um subconjunto pré-cibico. O n-esqueleto de P

é o subconjunto pré-cibico P<, definido por
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Produto tensorial

Sejam P, @ conjuntos pré-ctbicos. O produto tensorial de P e Q, P ® Q, é dado, em cada

dimensao, por

(P®Q)y= J_l P, x Q

p+q=n

e é munido dos seguintes operadores bordo:

(d*x, y), 1 <i<deg(x),
dik(Xv y)=
(X, 0 gegny ¥):  deg(x) +1 < i < deg(x)+ deg(y).
Proposicao 1.1.2. Sejam P, @ conjuntos pré-ciibicos. Entdo o produto tensorial P ® Q é

um conjunto pré-cubico.

Demonstracdo. Vejamos que, para 1 < < j < deg(x) + deg(y), se tem
dikdjl(xvy) = a{jlfldik(x'y)'

Por um lado, temos

(

i i\ X, y) =
df (X, d_gegoy), deg(x) +1 < j < deg(x) + deg(y)
)
(dfdix,y), 1<i<j<deg(x),
= L@ gyy) 10 < deg(x) < J < deg(x) + deg(y),
(X, 9 g0 T degoy)  deg(x) +1<i < j < deg(x)+deg(y).

Por outro lado, temos
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[ \(dfxy), 120 < deg(x)
dleldik(X:Y) = !
Lde—l(Xv df_deg(x)y), deg(x)+1<i<deg(x)+deg(y)
(d_1dkx,y), 1<i<j<deg(x),

= (di'x d]_gepay), 1 <j<deg(x) <j<deg(x)+deg(y),

(%G1 geg) i deg(y):  deg(x) +1 < i <j < deg(x) + deg(y).

Logo, dikdjl(xvy) = djl—ldik(XvY)- 0

Exemplos 1.1.3. (i) O toro dirigido T é o produto tensorial de duas circunferéncias
dirigidas, isto &,
T=S'®Ss"
Mais explicitamente, considerando a circunferéncia dirigida como sendo o conjunto

pré-ctibico definido em [I.1.1] (ii), temos

To = Sg x Sp = {(a,a)}:

T, =S§ x S]UST x S§ = {(a, v), (u,a)};
T, =S; x 81 = {(v, u)}:

T, =0, />3

Os operadores bordo sdo dados por
di(a, u) = (a, dfu) = (a, a);

dlk(u, a) = (d{‘u, a) = (a, a);
d¥(u, u) = (dfu, u) = (a, u);
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dy(u, u) = (u, d3"yu) = (u, dyu) = (u, ),

onde k € {0, 1}.
(i) Seja P um conjunto pré-ctibico. O cilindro pré-cibico sobre P é o produto tensorial
P ® [0, 1].

Assim, temos em dimensao n

(P01, = || A x[0.1];

i+j=n

Mais precisamente, temos

(P®1[0,1])o = Po x [0, 1]o = Po x {{0), (1) };
(P®[0,1])n = Py x [0, 1o L P,y x [0, 1] L P,—> x [0,1]>. ..
Ll.PO X IIO,].]],,

=P, x[0,1]o L P,—1 x [0,1];, n>0.

Os operadores bordo sdo dados por:

Se x € P,, entdo

Se x € P,_;, entdo

10
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dfx, (0,1)), i=1,...,n-1,
g, (0,1 = O

(x,df(0,1)) = (x, (k)), i=n.

Cubos e esferas pré-cubicos

O produto tensorial é associativo (a menos de isomorfismo candnico) e, portanto, pode ser
iterado. Dado n > 0, o n-cubo pré-ciibico é definido pelo produto tensorial [0, 1]®". Iremos

denotar por ¢, o tnico elemento de grau n, tendo-se

L= ((0,1), ..., (0, 1)).
N——

nvezes

A n-esfera pré-ctibica, ¥.", é o n-esqueleto do n + 1-cubo.

Pushouts

Recordemos que, numa categoria, um pushout é um diagrama comutativo

A .B

| |

o A &
tal que para qualquer objeto @ e para quaisquer morfismos ¢: B — Q e ¥: C — @ com

pof =1 oi, existe um unico morfismo h: P — @ tal que hoj =@ e hog = 19.

Proposicao 1.1.4. Seja

AT+ B

|

c -2+ D

A

um diagrama de conjuntos pré-cubicos que é um pushout de conjuntos graduados, ou seja,

um pushout de conjuntos em cada dimensdo. Entdo o diagrama é um pushout na categoria

11
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preCub.

Demonstragdo. Consideremos a: B — P e f: C — P morfismos de conjuntos pré-ctibicos
tais que o f = Boi. Pela propriedade universal do pushout de conjuntos graduados, existe
um udnico morfismo de conjuntos graduados h: D — P tal que hoj = a e hog = B.
Iremos provar que h é um morfismo de conjuntos pré-cubicos.

Vejamos, primeiramente, que D = j(B)Ug(C). Consideremos entdo o diagrama comutativo

de conjuntos graduados

_

(.

f
’

—£ j(B)

O ——>

B
l-,
ug(C)

em que j' e g’ sdo as restricdes de j e g, respetivamente. Este diagrama é um pushout.
De facto, dados n: B — S e x: C — S morfismos de conjuntos graduados tais que
nof = xoi, existe um nico morfismo de conjuntos graduados 8: D — S tal que foj =7
efog =x. Seja o arestricdo de 6 a j(B)Ug(C). Entdo coj' =neocog’ =x. Seja
o': j(B)Ug(C) — S um morfismo de conjuntos graduados tal que 0’0o’ =neoc'og = x.

Consideremos a aplicacdo 6': D — S definida por

o'(x), xe€j(B)ug(C)

0(x), x¢j(B)ug(C).

0'(x) =

Ent3o,

6" 0 j(b) = 6'(i(p)) = o'(j'(b)) = n(b), beB.

Logo, 8 = 6 e, portanto ¢’ = o. Segue-se que a inclusdo j(B) U g(C) — D é um

isomorfismo de conjuntos graduados e, portanto D = j(B) U g(C).

12
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Vejamos agora que h é um morfismo de conjuntos pré-cibicos. Seja x € D. Suponhamos

primeiramente que x = j(b), para algum b € B. Ent3o

h(dix) = h(d45(b)) = h(i(dkb)) = a(dkb) = dea(b) = d“h(j(b)) = d¥h(x).
Suponhamos agora que x = g(c), para algum c € C. Entdo

h(dx) = h(dfg(c)) = h(g(dfc)) = B(d{c) = df'B(c) = dfh(g(c)) = dh(x).
Logo, o diagrama é um pushout de conjuntos pré-cubicos. O]

Exemplo 1.1.5. Consideremos a circunferéncia dirigida S* definida em [1.1.1](ii) e conside-
remos o morfismo de conjuntos pré-ciibicos f: [0, 1] — S* dado por £({0)) = f((1)) = ae
f((0,1)) = u. Entdo temos o seguinte diagrama comutativo de conjuntos pré-ctibicos em

que i e j sdo as inclusdes e g é a restricdo de f aos 0-esqueletos:

2 = [0, 1] <0 = {(0), (1)} —— Sk, = {a}

| y

[0,1] f > St

Este diagrama é um pushout de conjuntos pré-cibicos. Com efeito, em grau 0 temos o

pushout de conjuntos

{(0), (1)} —— {a}

i d{<0>,<1>}l l"d{a}

{(0), (1)} — {a}

e em grau 1 temos o pushout de conjuntos
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1.2 Homologia cubica

Seja P um conjunto pré-cibico. O complexo de cadeias ciibico de P, C,(P), é definido do

seguinte modo:

1. Para n > 0, C,(P) é o grupo abeliano livre gerado por P,, C,(P) = ZP,, e para
n < 0 definimos C,(P) = 0.

2. Para cada n > 0, o operador bordo d : C,(P) — C,_1(P) ¢ definido por

d(x) =Y (-1)/(d’x—d'x), xeP,
i=1
ed=0paran<O0.
Mostramos na Proposigéoﬂque C.(P) é, de facto, um complexo de cadeias. O morfismo

f: P — Q de conjuntos pré-cibicos induz uma aplicacdo de cadeias

fo: Cu(P) = Ci(Q)
z— f(2),

onde z € P. Denotando por Ch a categoria dos complexos de cadeias, temos o funtor

C,: preCub — Ch.
Proposicao 1.2.1. dod = 0.

Demonstragdo. Sejam n> 2 e x € P,. Temos

dod(x)=d (Z(_ly(dﬁx - d}x)>

j=1

n

1y (dd’x — dd} x)
)

1Ydd’x - (~1)dd}x

J

- Z(_
- F e

14
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n—1
-3y (St dio)
i=1
n—1
-3 (S da)
i=1
n n-—1 n n-—1
DB EHD IS B AL
j=1 i=1 j=1 i=1
n n-1 n n-1
+3 Y (D) + Y D (-1)Hdldx
Jj=1 i=1 j=1 i=1
n—1 n n—1 n
S W NEILTT S ) wEGr e
i=1 j=1 i=1 j=1
n—1 n n—1 n
DI ACILLTT NS 3 wEICTIR
i=1 j=1 i=1 j=1
n—1 n—1 n
S I EEITIS 3 WETETTE
i=1 j=1 i=1 j=i+1
n—1 | n—1 n
+ Z Z(_l)i+j+1di1djpx + Z Z (_1)i+j+1di1deX
i=1 j=1 i=1 j=i+1
n—1 i n—1 n
DR ACIELEA N W R
i=1 j=1 i=1 j=i+1
n—1 | n—1 n
S g S
i=1 j=1 i=1 j=i+1
_ Z ( )I+Jd0d0X+ Z I+Jd0d0
1<j<i<n 1<i<j<n
+ Z (_ I+J+1d d0X+ Z I+J+1d dO
1<<i<n 1<i<j<n
+ > ()P RdIx+ Y (1) dPdx
1<j<i<n 1<i<j<n
+ Z /+jd1d1X + Z I+J dldl
1<<i<n 1<i<j<n
Y U Y (1)
1<<i<n 1<i<j<n

15
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+ Z (_ /+J+1d1d0X + Z I+J+1d0 dl
1<j<i<n 1<i<j<n

+ Z (_ I+J+1d0d1X + Z I+_j+]_d]_ dO
1<<i<n 1<i<j<n

+ Z /+jd1d1X + Z l+_] dl 1d1
1<<i<n 1<i<j<n

_ Z ( )1+Jd0d0X+ Z s+r+1d0d0 (I’:j—]., SZi)
1<<i<n 1<s<r+1<n

+ Z (_ I+J+1d1d0X + Z s+rd0d1
1<j<i<n 1<s<r+1<n

+ Z (_ I+J+1 dOdlx + Z S+rd1 dO
1<j<i<n 1<s<r+1<n

+ Z (-1) ’ﬂdldlx + Z 1)+l dlx
1<<i<n 1<s<r+1<n

_ Z ( 1)I+J dOdOX + Z s+r+1 dOdO
1<<i<n 1<s<r<n

+ Z (_ I+j+1d1d0X + Z s+rd0d1
1<<i<n 1<s<r<n

+ Z (_ l+j+1 dOdlx + Z S+rd1 dO
1<j<i<n 1<s<r<n

+ Z /+J dl d1X + Z $+r+1 dl dl
1<<i<n 1<s<r<n

_ Z ( 1)I+J+1 dl dOX + Z s+rd0d1
1<<i<n 1<s<r<n

+ Z (_ /+j+1 dOdlx + Z S+rd1 dO
1<j<i<n 1<s<r<n

_ Z ( )H-H—l dl dOX + Z s+rd1 dO
1<<i<n 1<s<r<n

+ Z (_ I+J—|—1d0d1X + Z s+rd0d1
1<j<i<n 1<s<r<n

—0. O

Defini¢ao 1.2.2. Seja P um conjunto pré-cibico. A homologia cibica de P, H,(P), é a
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1.2. HOMOLOGIA CUBICA

homologia habitual de C,(P), isto é, para n € Z,

Iremos denotar por Z,(P) os ciclos e por B,(P) os bordos de C,(P).

Exemplos 1.2.3. (i) Intervalo standard

Comecemos por recordar o conjunto pré-ctibico [0, 1] definido em[L.1.1](i) que descreve

o intervalo standard.

A homologia cubica de [0, 1] é dada, em grau n, por

n=0,

{0}, n#0.

Ha([0, 1]) =

De facto, consideremos (Z,0) o grupo abeliano graduado que é Z em grau 0 e {0}

nos restantes graus. Ent3o (Z, 0) munido do operador bordo nulo é um complexo de

cadeias.

Consideremos as aplicacoes

n: (Z,0) — C.([0,1]) e: C.([0,1]) — (Z,0)
1~ (0) (0) =1
(1) — 1
(0,1) — 0

Entdo n e £ sdo aplicacdes de cadeias. Com efeito, em grau n = 0, uma vez que

d =0, é claro que 1 e € sdo compativeis com o operador bordo.

Em grau n =1 temos
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CAPITULO 1. CONJUNTOS PRE-CUBICOS

Tem-se € o = id(z,0). Mais, uma homotopia de cadeias h: C,([[0,1]) — C.([0, 1])
tal que dh + hd = idc, i) — m o € é definida por h((0)) = 0, h((1)) = (0,1),
h({0,1)) = 0.

Com efeito,

dh+ hd({0)) = dh({0)) + hd((0))

— d(0) + h(0)
=0
= (0) - (0)

= idc,(o1p)({0)) — n(1)
= idc,(o11)({0)) — n 0 £({0));
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1.2. HOMOLOGIA CUBICA

= d((0,1)) + h(0)
= (1) - (0)+0
= (1) - (0)

= idc,(jo,11)((1)) — n(1)

= idc,(jo.1)({1)) —moe((1));

dh + hd((0,1)) = dh({0, 1)) + hd((0, 1))
= d(0) + h(d;(0,1) — d?(0, 1))
=0+ h((1) - (0))
= h((1)) — h({0))
=(0,1)—0
= idc,(qoap)((0, 1)) — n(0)
= ide, (10 ({0, 1)) — n(£({0, 1)))
= idc,(pap ({0, 1)) —noe((0,1)).

Logo, n é uma equivaléncia de homotopia de cadeias e, portanto, induz o isomorfismo
em homologia n.: H.((Z,0)) — H.([0,1]), 1 — [(0}].

(ii) Circunferéncia dirigida
Recordemos agora o conjunto pré-cibico S! definido em m (ii).

O complexo de cadeias ciibico de S! é dado pelos conjuntos
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CAPITULO 1. CONJUNTOS PRE-CUBICOS

Co(SY) =7 - {a};
G(SH =7 {u};
C,(SHy=0, n#0,1,

onde os operadores bordo sao todos nulos. Assim, todas as cadeias sao ciclos e 0 é o

tinico bordo em cada grau. Logo,

(iii) Circunferéncia ordenada

Consideremos a circunferéncia ordenada O descrita em [1.1.1] (iii).

O complexo de cadeias clibico de Q! é dado por

onde os operadores bordo sao dados por

d: C1(©1) — Co(@l)
u—b—a

v b—a
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1.2. HOMOLOGIA CUBICA

e pela fun¢do nula para n # 1.

Vejamos primeiramente qual é a homologia cubica da circunferéncia ordenada em grau
0. Consideremos a aplicagio €: Co(Q') — Z definida por £(a) = £(b) = 1. Notemos
que € envia By(O?') para {0}. O morfismo induzido por ¢, €,: Ho(O') — Z, é um

isomorfismo. De facto, considerando ¢: Z — Ho(Q%), 1 — [a] = [b], temos

0 p(1) = e.([a]) = e(a) = 1

¢ oe.([aa+ Bb]) = ¢ oeu(afa] + B[b])
= ¢(ae.([a]) + Be.([0]))
= ¢(ae(a) + Be(b))
= ¢(a + B)
= (a+ B[]
= afa] + Bla]
= afa] + B[b]
= [aa + Bb).

Logo, Ho(0') = Z.

De modo a calcular a homologia ciibica de Q! em grau 1, vejamos em que constam

os ciclos de C;(Q%). Ora, dados A, pu € Z,

dAu+pv)=0< Adu+ pdv =0
o AMb—a)+pub—a)=0
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CAPITULO 1. CONJUNTOS PRE-CUBICOS

SA+pu)b—A+pn)a=0
SA+p=0

= U=\

Logo, Z1(Q') = (u — v). Temos entdo o isomorfismo €1: Z — Z;(Q!) definido por

e1(l)=u—v.
Como B;(0*') = {0}, obtemos o isomorfismo ¢;: Z — H;(0'), 1 — [u — v].

Assim, temos que a homologia ctbica de Q! é

(iv) Toro
Recordemos o toro descrito pelo conjunto pré-ctibico definido em (i).

O complexo de cadeias clbico de T é dado por

Co(T) =Z-{(a,a)};
C(T) = Z-{(a, u), (v, a)};
Co(T) =Z - {(u, u)};
Co(T)={0}, n=>3

onde os operadores bordo s3o todos nulos. Entdo, analogamente ao exemplo anterior

da circunferéncia dirigida, temos os seguintes isomorfismos
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1.2. HOMOLOGIA CUBICA

0: Z — Ho(T), m— [m(a,a)];
Y: Z* — Hy(T), (m,n)— [m(a, u)+ n(u, a)];

0:7Z — Hy(T), mw— [m(u,u)].

Logo,

)
7 n=20,2
Hn(T) = < 72 n=1
{0} n#0,1,2.
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Capitulo 2
Algebra homolédgica dirigida

O objetivo deste capitulo passa por desenvolver a parte puramente algébrica da teoria de

homologia dirigida de Grandis, que é descrita no 2.2 capitulo de [4].

2.1 Grupos abelianos pré-ordenados

Definicao 2.1.1. Seja G um grupo abeliano e seja < uma relagdo de pré-ordem em G, isto
é, uma relacdo bindria reflexiva e transitiva. A relacdo < diz-se uma relacido de pré-ordem
aditiva se

a<ad, b<b = a+b<a+Vb.
Um grupo abeliano pré-ordenado é um grupo abeliano equipado com uma pré-ordem aditiva.

Exemplos 2.1.2. (i) Seja G um grupo abeliano. Ent3o a relagdo de pré-ordem

a<b&sa=b, VabeG

é uma relacido de pré-ordem aditiva em G. De facto, dados a, a’, b, b’ € G tais que

a<adeb<b, temosa=a eb=1">. Logo,

a+b=a+V",
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(iii)

GRUPOS ABELIANOS PRE-ORDENADOS

peloque a+ b < a +b.

A esta relagdo chamamos relagcdo discreta.

Dado um grupo abeliano G, a relagao de pré-ordem definida, para a, b € G, por
a<besabeG

é uma relacdo de pré-ordem aditiva. De facto, sejam a,a’, b, b’ € G taisque a < ad’ e

b<b.Entdoa,ad €Geb b cG. Assim,a+b,a+b €G. Logo, a+b<a +Vb.

Esta relacdo designa-se por relagdo cadtica.

Consideremos o grupo abeliano Z. Entao a relagao
a<bses b—acN, VanelZ

é uma pré-ordem aditiva em Z. De facto, dados a,a’, b, b’ € 7Z tais que a < 4’ e

b<b, temos a —a, b’ — b & N. Assim,
(8 +b)y—(a+b)=(b—b)+(a —a)eN.

Logo,a+b< a + b,

A esta relacao chamamos relagdo natural. lremos denotar por Z o grupo abeliano Z

munido da relacao natural.

Cone positivo

Seja G = (G, <) um grupo abeliano pré-ordenado. O cone positivo é o subconjunto de G

definido por

G =(G,)*={NeG: x>0}

Exemplos 2.1.3. (i) Se considerarmos a relagdo discreta num grupo abeliano G, temos
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CAPITULO 2. ALGEBRA HOMOLOGICA DIRIGIDA

o seguinte cone positivo
Gr={AeG|X>0}={\eG|X=0}={0}.

(i) Considerando agora G um grupo abeliano pré-ordenado com a pré-ordem cadtica, o

cone positivo associado a G é dado por

Gt={AeG|X>0}={ eG|N0cG}=0G.

—

(iii) Por fim, considerando o grupo abeliano pré-ordenado Z, i.e., o grupo abeliano Z com

a pré-ordem natural, temos o cone positivo
Zt={eZ|A>0={Ae€Z|Xx-0eN}={AeZ|AeN}=N,

Proposicdo 2.1.4. O cone positivo G é um submondide de G.

Demonstracdo. Uma vez que < é reflexiva, 0 < 0, peloque 0 € G*. Sejam agoraa, b e G™.

Entdo a>0e b>0. Logo,a+ b>0+0=0, peloquea+beG™. m

Proposicao e Definicao 2.1.5. Seja M um submondide de um grupo abeliano G. Entdo

uma pré-ordem aditiva <,, € definida por

a<ybesb—ace M.

Demonstracdo. Seja a € G. Como M é um submondide de G, temos que a—a=0¢€ M.
Portanto a <y, a, pelo que <, é reflexiva.

Sejam agora a, b, c € G tais que a <), b e b <y c. Entdo
b—ac—be M.

Ora,
c—a=(c—b)+(b—a)e M.
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2.1. GRUPOS ABELIANOS PRE-ORDENADOS

Logo, a <p c, pelo que <y € transitiva.
Vejamos agora que a pré-ordem <j, é aditiva. Sejam a,a’, b, b’ € G tais que a <;; a’ e
b <y b'. Entdo

a—ab—be M.

Ora,
(8 +b)—(a+b)=(a —a)+ (b —b)e M.

Logo, a+ b<y a +b. O

Exemplos 2.1.6. (i) Se considerarmos M = {0} o submondide de um grupo abeliano G,

temos que a relagdo de pré-ordem associada a M é a relacdo discreta. De facto, dados

a,beagG,

ag{o}b@b—aEM:{O}
Sb—a=0

< b= a.

(ii) A relagdo cadtica é a relacdo associada ao submondide G do préprio grupo abeliano

G. Com efeito, dados a, b € G,

a<gb&s b—acG

& oa, beaG.

(iii) Consideremos o grupo abeliano Z. Entdo a rela¢do

a<ygbe b—aeN, VabelZ

é a relacdo natural.

Proposicao 2.1.7. Seja G um grupo abeliano. As aplicacées <+ (G, <)T e M — <y, sdo
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CAPITULO 2. ALGEBRA HOMOLOGICA DIRIGIDA

bijecbes inversas entre o conjunto das pré-ordens aditivas de G e o conjunto dos submondides

de G.

Demonstracdo. Sejam a, b € G. Temos
a<g<r beb-—ac(6<)"eb—a>0sa+0<a+b—asa<b.

Logo, <(6,<)+=<.

Além disso, dado g € G,
ge(G <) e0<ygeg-0eMesgeM.

Logo, (G, <m)" = M. 0

Observacao 2.1.8. Dados G um grupo abeliano, < uma relagdo de pré-ordem aditiva em

G e M um submondéide de G, tem-se

(G, SM)+ =Me S(GVS)-%—:S .

Homomorfismos

Sejam G, G’ grupos abelianos pré-ordenados e f: G — G’ um homomorfismo de grupos
abelianos. O homomorfismo f diz-se um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

se

Va,be G, a<b= f(a) < f(b).

A categoria dos grupos abelianos pré-ordenados sera denotada por pAb.

Proposicao 2.1.9. Sejam G e G’ grupos abelianos pré-ordenados. O homomorfismo

f: G — G' é um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados se e s6 se

fF(GH)C G™.
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2.1. GRUPOS ABELIANOS PRE-ORDENADOS

Demonstragcdo. Suponhamos primeiramente que f é um morfismo de grupos abelianos pré-

ordenados. Seja x € G*. Entdo x > 0 e, por hipétese,
x>0 = f(x)>f(0)=0.

Logo, f(x) € G'*.

Suponhamos agora que f(G*) C G'*. Sejam a, b € G tais que a < b. Entdo
0=—a—a<b—g
donde b —a € G'. Assim,
f(b) — f(a) =f(b—a) e f(GT) C G"™.

Logo, f(b) — f(a) > 0, isto é, f(a) < f(b). O

Corolario 2.1.10. Sejam G e G' grupos abelianos pré-ordenados. Um isomorfismo de
grupos abelianos f: G — G' é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados se e s
se

F(G*) = G™.

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que f é um isomorfismo de grupos abelianos

pré-ordenados. Pela Proposicio 2.1.9, f(GT) C G'" e f~1(G'") C G'. Logo,
F(GY) CG* =f(F1(G")) C f(GT)

e portanto f(GT) = G'*.

Reciprocamente, suponhamos que f(G*) = G'*. Entdo, uma vez que f é um isomorfismo
de grupos abelianos, temos também f~1(G'*) = G*. Pela Proposicao , fef!sdo
homomorfismos de grupos abelianos pré-ordenados. Logo, f é um isomorfismo de grupos

abelianos pré-ordenados. O]
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Soma direta

Seja (Gx)aen uma familia de grupos abelianos pré-ordenados. A soma direta @,cpGy €
um grupo abeliano pré-ordenado, onde a pré-ordem aditiva é definida componente por

componente.

Subgrupos

Um subgrupo H de um grupo abeliano pré-ordenado G é um grupo abeliano pré-ordenado
munido da restricdo da pré-ordem aditiva de G e a inclusio H — G é um homomorfismo

de grupos abelianos pré-ordenados. Temos

Ht ={xeH|x>0}=HnN{xeG|x>0}=HNG".

Quociente

Sejam G um grupo abeliano pré-ordenado e H um subgrupo de G. Consideremos a seguinte

relacdo binaria definida em G/H:
Vl[a],[b] € G/H, [a] <[b] & Vxe€[a] Tye[b]:x<y. (2.1)
Munido desta relacdo, G/H é um grupo abeliano pré-ordenado:

Proposicao 2.1.11. A relacio bindria definida em[2.1| é uma pré-ordem aditiva em G/H.

Demonstraco. Seja [a] € G/H. E claro que
Vx € o] x < x.

Logo, [a] < [e].

Sejam agora [a], [B], [0] € G/H tais que [a] < [B] e [B] < [0]. Entdo
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Vxela] yelf]l:x<y (2.2)

Vzelf] Iwelf]: z<w. (2.3)

Vejamos que [a] < [0]. Seja entdo k € [a]. Por[2.2]existe y € [B] tal que
k<y.
Por outro lado, tomando em 2.3z = y € [B] temos que existe | € [6] tal que

y <.

Logo, k </ e portanto [a] < [0].

Vejamos agora que a pré-ordem ¢é aditiva. Com efeito, sejam [a], [@'], [B], [B'] € G/H tais
que [a] < [B] e [&] < [B]. Entdo

Vxela] Jye[Bl: x<y (2.4)

Vx'ela] Fy' €[B]: X <y (2.5)

Sejam u € [o] + [¢], a € [a] e & € [@]. Entdo, por definicdo de grupo quociente, existe
h € H tal que
u=a+a+h.

Por hipétese, e[2.5 existem b € [B] e b’ € [B'] tais que a < be d < b. Assim,
u—h=a+a < b+ b, donde
u<b+b+h.
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Uma vez que b+ b’ + h € [B] + [B'], segue que
[a] + [o] < [B] + [B]- O
Proposicao 2.1.12. A projecio canénica G — G/H é um homomorfismo de grupos abe-

lianos pré-ordenados.

Demonstragdo. Uma vez que a projecdo candnica é um homomorfismo de grupos abelianos,
falta apenas ver que é compativel com as pré-ordens. Com efeito, sejam a, b € G tais que

a < b. Seja x € [a]. Entdo x — a € H. Consideremos y = b+ x — a. Entdo
y—b=x—aeH,
pelo que y € [b]. Ora,
X=a+x—a=a+y—b<b+y—-b=y.

Logo, [a] < [b]. O

Observacgao 2.1.13. Por definicdo de pré-ordem do grupo G /H e pela Proposi¢do anterior,
tem-se

[@] >0=1[0] & 3z € [a]: z> 0.

Donde

(G/H)" ={le] € G/H [[a] 20} ={[z] [ z€ G, 2= 0} ={[z] | z€ G}

O grupo abeliano pré-ordenado G/H tem a seguinte propriedade universal:

Proposicao 2.1.14. Seja f: G — A um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados
tal que H C ker f. Entdo existe um tinico homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

f: G/H — A tal que f([x]) = f(x), Vx € G.
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Demonstracdo. Pela propriedade universal do grupo abeliano quociente G/H, existe um e
um sé homomorfismo f: G/H — A tal que f([x]) = f(x), Vx € G. Vejamos que f é
compativel com as pré-ordens. Sejam [a], [b] € G/H tais que [a] < [b] e seja x € [a].
Ent3o, por definicdo da pré-ordem no quociente, existe y € [b] tal que x < y. Uma vez

que f é compativel com as pré-ordens, temos

f([a]) = F([x]) = f(x) < f(y) = f([y]) = f([b]). O

Produto tensorial

O produto tensorial de dois grupos abelianos pré-ordenados G e H é um grupo abeliano
pré-ordenado relativamente a pré-ordem aditiva associada ao submondide de G ® H gerado

pelos elementos g ® h, com g € Gt e he HT.

Grupos abelianos pré-ordenados livres

Seja X um conjunto. Iremos denotar por NX o submondide do grupo abeliano livre ZX
que é constituido pelas combinagdes lineares positivas. O grupo abeliano pré-ordenado livre
gerado por X é o grupo abeliano livre ZX munido da pré-ordem aditiva <yx. lremos denotar

este grupo por ZX.

O grupo abeliano pré-ordenado livre tem a seguinte propriedade universal:

Proposicao 2.1.15. Sejam G um grupo abeliano pré-ordenado e f: X — G uma aplicacdo
tal que f(X) C G*. Entdo existe um dnico homomorfismo de grupos abelianos pré-

ordenados f: ZX — G tal que f(x) = f(x) Vx € X.

Demonstragdo. Pela propriedade universal do grupo abeliano livre, existe um e um sé
homomorfismo de grupos abelianos f: ZX — G tal que f(x) = f(x) Vx € X. Ve

~

jamos que f é um morfismo de grupos abelianos pré-ordenados. Consideremos entao
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mxiy + Moxo + - -+ ngx,e € NX. Temos

f(nlxl + Ny Xo + -+ nka) = nlf(xl) + nzl?(Xz) + -+ nkf(xk)

= mf(x1) + mf(x) + -+ nef(xx) € G™.

Assim, pela Proposicao , segue que f é um homomorfismo de grupos abelianos pré-

ordenados. n

2.2 Complexos de cadeias dirigidos

Um grupo abeliano pré-ordenado graduado é uma familia (G,)ncz de grupos abelianos
pré-ordenados. Um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados é uma
familia (f,)nez: (Gn)nez — (G})nez de homomorfismos de grupos abelianos pré-ordenados.
Um complexo de cadeias dirigido é um complexo de cadeias que é um grupo abeliano pré-
ordenado graduado. Uma aplicagdo de cadeias dirigida é uma aplicacao de cadeias que é um
homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. A categoria dos complexos

de cadeias dirigidos ird denotar-se por dCh.

Homologia dirigida

Seja C um complexo de cadeias dirigido. Os subconjuntos dos ciclos e dos bordos do grupo
abeliano pré-ordenado C, sdo grupos abelianos pré-ordenados que denotaremos por Z,Ce

B,C. O n-ésimo grupo de homologia dirigida de C é o grupo abeliano pré-ordenado
H,C = Z,C/B,C.

Uma aplicagao de cadeias dirigida f: C — D induz o homomorfismo de grupos abelianos

pré-ordenados

fi: I:in(C) - Hn(D)
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2] = [f(2)],

obtendo-se o funtor H,: dCh — pAb.

Observacao 2.2.1. Dado C um complexo de cadeias dirigido, tem-se
Ho(C)r ={lz] | z€ Z,(C)"} ={[z] | z € Z,(C) N C .

O homomorfismo de Kiinneth dirigido
Sejam C e D complexos de cadeias dirigidos. Recordemos que o complexo de cadeias C® D
é definido, em cada grau n, por
(C® D)y =®i1j=n(C; ® Dy),
sendo o operador bordo d: (C ® D), — (C ® D),_1 definido por

dx®y)=dx®y+(-1)'x ®dy,

ondex € C;ey € D, ;. Como C e D sdao complexos de cadeias dirigidos, entdo para cada
i ej, Ci e Djsao grupos abelianos pré-ordenados, pelo que C; ® D; é um grupo abeliano
pré-ordenado. Por defini¢do, @®;1j—,(C; ® D;) é ainda um grupo abeliano pré-ordenado.

Deste modo, o produto tensorial C ® D é um complexo de cadeias dirigido.

Proposicao e Definicao 2.2.2. Existe um homomorfismo tnico de grupos abelianos pré-
ordenados graduados

k: Hy(C) ® H.(D) = H,(C ® D)

tal que k([x] ® [y]) = [x ® y]. Este homomorfismo chama-se o homomorfismo de Kiinneth

para C e D.

Demonstracdo. Sejam x,x" € C; e y,y' € D; ciclos tais que [x] = [x'] e [y] = [y']. Entdo

existem a € Ciyy e b€ Gy taisque X' —x =daey —y =db, isto é X' =x+dae
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y' =y + db. Temos

Xy =xQy+x®db+da®y

=x®y+(-1)d(x®b)+d(a®y).

ouseja, X®y —x®y = (-1)d(x®b) + d(a®y’). Logo, [ ® y'] = [x ® y]. Assim, a

correspondéncia

f: H{(C) x H(D) = Hij(C ® D)

(X V) = [x®y]

esta bem definida.

Vejamos agora que f é bilinear. Com efeito, temos

F(IX+ X Iv]) = £(Ix + X [v])
=[(x+x)®y]
=[x®@y+x ®y]
=x®y]+[xX®y]
= f([x]. v]) + £(IxT. V]).

Andlogamente, f([x], [y] + [y']) = f([x], [y]) + f([x]. [/])-

Logo, existe um tnico homomorfismo

— —

Kij: H,(C) X HJ(D) — I-7,-+J-(C X D)

tal que & j([X] @ [y]) = [x @ y].
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Assim, existe um tnico homomorfismo de grupos abelianos graduados
k: Hy(C) ® H.(D) — H,(C ® D)

tal que k([x] ® [y]) = [x® y].
O homomorfismo k é compativel com as pré-ordens em cada grau. De facto, dados x € C

e y € D ciclos positivos, temos que x ® y € ainda um ciclo positivo. [

Recordemos que a torcdo de um grupo abeliano G é o subgrupo definido por
T(G)={me G |3reZ\{0}: rm=0}.

G diz-se livre de torgcdo se
T(G)=0.

Pelo Teorema de Kiinneth algébrico [5, Thm. 3B.5] temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.2.3. Sejam C e D complexos de cadeias dirigidos. Se C e D sdo livres
enquanto grupos abelianos graduados, entdo k € injetivo. Se H,(C) ou H.(D) € livre de

tor¢do em cada dimensao, entdo k € bijetivo.
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Capitulo 3
Homologia dirigida

Neste capitulo definimos a homologia dirigida de conjuntos pré-cubicos e adaptamos os prin-
cipais resultados de Grandis sobre a homologia dirigida de conjuntos clbicos aos conjuntos
pré-ctibicos. O Teorema da Invariancia de Grandis baseia-se numa teoria de homotopia para
conjuntos cubicos que n3o se estende aos conjuntos pré-ctibicos. Portanto, apresentamos
na seccao 3.4 um novo conceito de equivaléncia para cojuntos pré-clibicos e provamos o

Teorema da Invariancia neste caso.

3.1 Homologia dirigida de conjuntos pré-cubicos

Seja P um conjunto pré-cibico. O complexo de cadeias dirigido de P é o complexo de
cadeias cubico em que consideramos os grupos de cadeias como grupos abelianos pré-
ordenados livres. Iremos denotar o complexo de cadeias dirigido de um conjunto pré-clbico
P por d(P). Um morfismo de conjuntos pré-cibicos f: P — @ induz uma aplicacdo de

cadeias dirigida

38



3.1. HOMOLOGIA DIRIGIDA DE CONJUNTOS PRE-CUBICOS

onde x € P. Assim, obtemos o funtor 5*: preCub — dCh.

A homologia dirigda de um conjunto pré-cubico P é o grupo abeliano pré-ordenado graduado
H.(P) = H,(C.(P)).

Assim, a homologia dirigida de P é a sua homologia habitual equipada, em cada dimensao

n (n € Z), com a pré-ordem induzida pelo grupo abeliano pré-ordenado 5n(P). I[remos

—

usar a notacio Z,(P) = Z,(C.(P)) e Bn(P) = B,(C.(P)) para os ciclos e para os bordos,

respetivamente.

Exemplos 3.1.1. (i) Consideremos a circunferéncia ordenada definida em [L.1.7] (iii) e
recordemos o isomorfismo ¢: Z — Ho(O') definido em [1.2.3] (iii), por

¢(m) = [ma] = [mb], Vm € Z.

Entao

Fo(0Y)" = {[z] | z € Zo(0")" =N-O} = N - {a, b}
= {[ma+ nb] | m,n €N}
= {ml[a] + n[b] | m, n € N}
— {mla] + nla] | m,n € N}
— {(m+ n)al | m,n € N}
— {{ma] | m e N}
— $(N).

Logo, por [2.1.10| segue que ¢ é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados
7 — Ho(OY).
Vejamos agora qual é a homologia dirigida de ©@! para n = 1. Recordemos que

39
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Z1(0') = (u—v) e que temos o isomorfismo ¢;: Z — Hy(Q%) definido, na base, por

$1(1) = [u — v]. Assim,

Ai(0Y = {l2] | z € Zi(0Y)")
—{ld|z€ Z(@)N (0} [porP2d]]
={[z] | z€ (u—v)NN-01}
— {2 z € {01}
= {o}.

Assim, ¢, é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados (Z, <o) — H;(Q").

Para n # 0,1, uma vez que a homologia clibica é nula, ndo existe homologia dirigida

de O

Consideremos a circunferéncia dirigida S! definida em [L.1.1] (ii) e recordemos o com-
plexo de cadeias cidbico definido em [L.2.3] (ii). Entdo Co(S!) = Z - {a} = Zo(S!)
e Ho(S') = Zo(S')/{0}. Assim, temos o isomorfismo ¢: Z — Hy(S*) definido por
¢(m) = [ma], Ym € Z.

Ora,

Ho(8')" = {l2] | z € Zo(S')" = N - S5}
= {[ma] | m € N}
= ¢(N).

Assim, ¢ envia bijetivamente elementos do cone positivo de Z em elementos do cone
positivo da homologia dirigida de S' em grau 0. Logo, ¢ é um isomorfismo de grupos

abelianos pré-ordenados Z — Ho(S!).
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Analogamente, para n = 1, temos ﬁl(Sl) ~ 7,

Para n # 0,1 a homologia dirigida é nula porque a homologia ctibica é nula.

(iii) Recordemos o toro T definido em [1.1.3] (i), a respetiva homologia cibica e os isomor-

fismos
0: Z — Ho(T), m— [m(a,a)];
Y: 7> — Hy(T), (m,n)— [m(a, u)+ n(u, a)];
0:Z — Hy(T), mw— [m(u,u)].

definidos em [1.2.3] (iv).

Analogamente ao exemplo (ii) anterior,

No caso n = 1, temos

HY(T)" ={[z] | z € Zy(T)" = C4(T)" =N - Ty}
= {[m(a, u) + n(u, a)] | m, n € N}
= P(N?),

41



CAPITULO 3. HOMOLOGIA DIRIGIDA
donde segue que temos o isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

¥ 7% — Hy(T).

3.2 Componentes conexas

Um conjunto pré-cibico P diz-se conexo se quaisquer dois vértices estdo ligados por uma
sequéncia de arestas ou, mais formalmente, se quaisquer dois vértices sio homdlogos. Dado
um vértice v de um conjunto pré-ctbico P, a uniao de todos os subconjuntos pré-ctibicos co-
nexos que contém v é um subconjunto pré-cibico conexo de P. A este conjunto chamamos

componente conexa de v e denota-lo-emos por P, .

Proposicao 3.2.1. Seja P um conjunto pré-cibico. Entdo P, = P,, se e s6 se v e w sdo

vértices homdlogos em P.

Demonstragdo. Suponhamos primeiramente que P, = P,. Entio v € P, = P,. Por
definicao, P, é um subconjunto pré-cibico conexo de P que contém w. Assim, dev,w € P,
segue que v e w sao homdlogos.

Reciprocamente, sejam v e w vértices homdlogos em P. Vejamos que w € P,. Se v = w,
ndo hd nada a provar. Suponhamos entdo que v # w. Seja x € C;(P) tal que dx = v—w.
Uma vez que v # w, segue que dx # 0 e portanto x # 0. Assim, existem arestas

a,...,a, € Py (r > 1) e ndmeros my, ..., m, € {—1, 1} tais que

P
X = E m;aj.
i=1

Se r =1, entdo a;, w € P;. Caso contrario, P, U{w, a;} seria um subconjunto pré-cibico
conexo de P que contém v e que é maior do que P,. Se r > 1, entdo existe um indice / tal
que d(m;a;) = u—w para algum vértice u. Podemos supor que i = r. Sejay = Z,r;ll m;a;.
Entdo

dy =d(x—m,a,)=dx—dma,=v—-—w—(u—w)=v—u.
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Por indugdo, u € P,. Como P, U{w, a,} é um subconjunto pré-cibico conexo de P que
contém v, temos P, U{w,a,} = P,. Logo w € P, e, por definicdo de P, segue que

P, C P,,. Analogamente P, C P,. ]

Corolario 3.2.2. Duas componentes conexas de um conjunto pré-ctibico P ou sdo iguais

ou disjuntas.

Demonstracdo. Sejam C e D duas componentes conexas de um conjunto pré-cibico P.
Ent3o existem v, w vértices de P tais que C = P, e D = P,,. Suponhamos que C N D # 0.

Ent3o existe um vértice x € C N D, donde

[v] = [x] = [w],

pelo que

[v] = [w].

Logo, P, = P,. O

A versdo do seguinte teorema para conjuntos cubicos é enunciada em [4] 2.1.4].

Teorema 3.2.3. Seja P um conjunto pré-ctibico. Entdo
Ho(P) = Z{P, | v € P,}.
Demonstragdo. Seja X C P, o conjunto minimal de vértices tal que
{1 xeX;=A{lvllveh}

Pela Proposicdo [3.2.1} segue que {P, | v € Py} =2 {[v] | v € R}. Como {[x] | x € X}

esta em bijecao com X, basta provar que
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Seja y € Py\X. Entdo existe um dnico x, € X tal que
vl =[x
Seja ¢, € C1(P) uma cadeia tal que dc, = y — x,. Vejamos que o conjunto
Y={y—x|yehR\X}

é uma base do conjunto Byo(P) = imd: C;(P) — Co(P), ou seja, que Y é um conjunto

gerador e é linearmente independente. De facto, seja a € P; uma aresta. Entao

da=dla—d% e [dia]=][d?a].

Se d%a € X e dla € X, entdo d’a = dja e portanto da=0 € (Y).

Se dfac X edla¢ X, entdo d)a = xg, e portanto da = dja — dfa=dja—xg, €Y C

(v).

Se dfa ¢ X e dia € X, entdo dia = x, e portanto

—da=—dia+dia=dla— X405, €Y C(Y).

Se d?a ¢ X e dla & X, entdo xy, = Xz, € portanto
1 1 dia dia

da=dla—d’a=(dfa— Xla) — (dPa — X40,) € (Y).

Logo, uma vez que By(P) é gerado por dP;, segue que Y é um conjunto gerador de By(P).

Para mostrar que Y é um conjunto linearmente independente, suponhamos que

Z Ay —x) =0.

yeP\X
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Ent3o

D Ay— D) Ax=0= > Ny= > X\x €(X).

yeP\X yeP\X yeP\X yeP\X

Logo, Zyepo\x Ayy = 0 e, portanto, para cada y € Py\X, A, = 0. Assim, Y é de facto
uma base de By(P).

Provemos agora que Y U X é uma base de Co(P). Sejay € Py. Sey € Xentdoy € YUX,
peloquey € (YUX).Sey ¢ X, temos y =y — x, +x, € (Y UX). Logo, Pp C (YUX).
Portanto, como Co(P) = (F), entdo Y U X é também gerador de Co(P).

Para provar que Y U X é linearmente independente, suponhamos que

Z )\y(y—xy)+2pxx: 0.

yEP\X x€X

Ent3o

> Ay=> Ax - mxe(X) = > Ay=0

yeER\X yeER\X xeX yEPo\X
Logo, para cada y € R\ X, Ay, = 0. E, paracada x € X, pu, = 0.

Portanto, temos a sequéncia exata curta

0 — Bo(P) — Co(P) — ZX — 0.

Donde segue que a aplicagdo ¢: ZX — Hy(P) definida, para x € X, por ¢(x) = [x] é um
isomorfismo de grupos abelianos.

Por fim, vejamos que ¢ é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados ZX — HO(P).

Como qualquer vértice v é positivo, segue que [v] € Ho(P)". Logo,
$(NX) C Ho(P)".
Seja agora o € Ho(P)". Entdo a = [z], para algum z € Zo(P)* = Co(P)™ = NP,. Assim,

a € {[Z nvil | ni €N, v, € Ry}
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= {Z nilvi] | nieN, vie R}
={d) _nilxl|meN, xeX}
= $(NX).

Logo, Ho(P)* = ¢(NX). O

3.3 Homologia dirigida de um produto tensorial

Sejam P e Q conjuntos pré-ctbicos. Definimos a aplicacao de grupos abelianos graduados

—

¢ C(P)®C(Q) = C(P®Q)

por {(x®y)=(x,y),ondex e Pey€Q.
Proposicao 3.3.1. A aplicacdo ¢ € um isomorfismo de complexos de cadeias dirigidos.

Demonstragdo. Notemos que os elementos x®y, com x € P e y € Q, formam uma base de
(i(P)@(,?*(Q). Por outro lado, os elementos da forma (x, y), com x € Pey € Q, formam
uma base de (i(P ® Q). Assim, ¢ é um isomorfismo de grupos abelianos graduados.
Como os elementos positivos de C:(P) ® d(Q) sao as combinagdes lineares positivas de
elementos da forma x ® y, com x € P e y € Q e os elementos positivos de C(P ® Q) sdo
as combinagdes lineares positivas de elmentos da forma (x, y), com x € P e y € Q, entdo
¢ e ¢! preservam os cones positivos.

Logo, ¢ é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. Falta apenas ver

que ¢ comuta com o operador bordo. Sejam entdio m,n € Z, x € P, ey € Q,,. Temos

d{(x®y)=d(x,y)

=D (“1)(d’(x.y) — di(x.¥))
=D (F)(dP0xy) = di(x, )+ Z (—1)'(d(x.¥) — dj(x.y))
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= Z(—l)’((df)x,y) — (dix,y)) + Z (=1)(x, dy) = (x, diy))
=3 (@)~ () + (D)"Y (18 ) — (x, )
= Z(—l)i((d?X.Y) — (di'x,y)) + (-1)" Z(—l)i(Xv dPy) — (x, d}y))

=¢Q_(-){(dx®@y —dix®y)+(-1)"Y_(-1)(x® d’y — x® d}y))
=¢D_(-1)(dx—d'x)®y + (-1)" Z(—l)ix ® (d)y — dly))
=D _(-D{(dPx—d'x)) @y + (-1)"x® >_(~1)/(d’y — d}y))

Cross-product dirigido

O cross-produto dirigido de dois conjuntos pré-ciibicos P e Q é o morfismo de grupos

abelianos pré-ordenados graduados

—

x = ¢ ok: Ho(P)® Hy(Q) — H.(P® Q).

Iremos escrever [a] x [b] para denotar x([a] ® [b]), onde [a] € H,(P) e [b] € H,(Q).
Pelas Proposi¢des e temos o seguinte resultado que corresponde ao Teorema [4,
2.2.4].

Teorema 3.3.2. O cross-produto dirigido de dois conjuntos pré-ciibicos P e Q € injetivo

em cada grau e se H,(P) ou H.(Q) for livre de tor¢do, entdo € bijetivo.
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Exemplos 3.3.3. (i) Recordemos o conjunto pré-ciibico que descreve o toro T = S! ® S?,
definido em (i). Recordemos as homologias ctbica e dirigida calculadas em

(iv) e[3.1.1] (iii), respetivamente. Consideremos o cross-produto
H,(SY) ® Hy(S') = H.(T)

definido por [a] x [a] = [(a.a)], [a] x [u] = [(au)], [u] x [a] = [(u a)],
[u] x [u] = [(u, v)], que, por definicdo, é um morfismo de grupos abelianos pré-

ordenados graduados.

Uma vez que x é uma bijecdo em cada grau, temos um isomorfismo de grupos abelianos

graduados.

Vejamos que x é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. Ora,

para (a,a) e TeneN,
n[(a, a)] = n([a] x[a]) = n¢.k([a]®[a]) = ¢k (n[a]®]a]) = Cuk([na]®[a]) = [na] x[a],
logo

Ho(T)" = {nl(a,a)] | n € N}

—

C x((Ho(S") ® Ho(81))")

—

— X ((H.(SY) ® H.(SY))S).

Analogamente, para i € {1, 2},

N

Hi(T)" C x((A.(S") ® H.(SY)7).

Logo, no caso do toro, o cross-produto dirigido é um isomorfismo de grupos abelianos

pré-ordenados graduados.
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(i) Consideremos o conjunto pré-cibico P definido por

Po = {v,w}

Py = {x1, X2, X3, Xa, Y1, Y2, Y3, Ya}

onde os operadores bordo sao dados por

dfx,- = dlly,- =v

dix; = dly; = w,
onde i € {1,2,3,4}.
Uma vez que C1(P) = Z - P, é um grupo abeliano livre, segue que o subgrupo Z;(P)

de C1(P) é ainda um grupo abeliano livre [8, p.880]. Por outro lado, como B;(P) = 0,

Z1(P) = Hy(P). Logo, H1(P) é um grupo abeliano livre e, portanto, é livre de torgdo.

Mostramos no entanto que o cross-produto dirigido

—

H,(P) ® H,(P) — H,(P® P)

nao é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. Por definicao, o

complexo de cadeias ctibico de P é dado por

Co(P)=2-{v,w},
Cl(P) = Z ' {leX2rX3vX4v)/1:)/2:)/3:)/4}§
C,(P)=0, n+0,1,
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e os operadores bordo s3ao dados por

dx;=w—v e dy,=v—w, i€{l,234}.

Assim, para todos i, j € {1,2,3,4}, x; — x;, ¥i — ¥j € X; + y; sdo ciclos. Consideremos

o 2-ciclo z definido em C,(P) ® C.(P) por

z=(x1 —x)® (x1 —x)+ (2 —x3) ® (x1 + y1)
+ (= xa) ® (2 + y2) + (33 + y1) ® (X3 + y1)

+(3+y2)®(x1 +y3) + (xa+y3) @ (xa + y2) + (Xa + ya) ® (X2 + ya)-

O ciclo z é positivo. De facto,

Z=X10X1 —X1 QX2 — X2 ® X1 + X2 & X2
XX +X®y1 —Xx3QXx1 —X38 )1
+X10X+X1 QY — X4 QX2 — X3 Q Y2
TX3QR@Xx3+X3Qy1 +y1 QX3+ y1 @y
TX3®X1+X3Qy3+)2®X1+y2Q y3
+X QX +X QY+ y30Xs+y3Q )2
+X QX+ X4 QYsa+Ys@ X0+ Ya® ya

=X1 @ X1 + X2 & X2
T X Q0
+Xx1 Q)2
TX3Q0X3+y1 QX3+ Y1 ®@n

+X3RY3+ )2 ®@Xx1+ )2 Q Y3
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+X QX+ 38X+ Y3 )2

T X QYs+Ya QX2+ Ya & ya.

Logo, [z] € Ha(C.(P) ® C.(P))*. Seja o um elemento positivo de grau 2 de
H,(P) ® H,(P). Vejamos que k() # [z]. Sejam z, ...,z 2., ..., Z. ciclos positi-
vos em Cy(P) tais que o = > [z]®[z]]. Paratodos i€ {1,..,r}ej€{1,2,3, 4},

/

sejam n;j, my;, n;, mf-j € N tais que

Zj = Nj1X1 + Nj2Xo + Nj3X3 + NjgXg + Mj1y1 + Mjzy2 + Mjzy3 + Misys

! ! ! / / !/ / ! /
Z; = NijpX1 + NipXp + NigX3 + NiyXa + M y1 + Mipys + Mizy3 + My ya.

E claro que k(a) = [3_/_; z ® z/]. Suponhamos, por contradic3o, que

=1 z0z)

Uma vez que (C,(P) ® C.(P))s = 0, segue que z = ¥ '_, z,® z.. Como z contém
o termo x; @ x; com coeficiente 1, entdo existe um indice k tal que ng; = n; = 1.
Uma vez que z, é um ciclo, entdo pelo menos um dos coeficientes my; é ndo nulo.
Como z, ® z, contém o termo y; ® x; com coeficiente ndo nulo, o mesmo é valido

para Y .,z ® z| e, portanto, para z. A Unica possibilidade é quando j = 2.

Analogamente, como z! é um ciclo, pelo menos um dos coeficientes m’, . é n3ao nulo.
k kj
Como zx ® z, contém o termo x; ® y; com coeficiente ndo nulo, o mesmo é valido para
asomay . .z ® z e, portanto para z. Novamente, a Unica possibilidade é quando
i=1 i
J = 2. Segue entdo que zx ® z, contém o termo y, ® y» com coeficiente ndo nulo.

Consequentemente, o mesmo acontece a z. Como z n3o contém o termo y» ® y»,
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obtivemos uma contradicdo. Logo,
r
2] # [)_z®2z] = k(a).
i=1
Portanto, n3o existe nenhuma classe positiva o em H,(P) ® H,(P) tal que o cross-

produto satisfaz x () = ¢.([z]) € Ha(P ® P)*.

Assim, temos que o cross-produto dirigido nem sempre é um isomorfismo de grupos

abelianos pré-ordenados graduados, mesmo que a homologia seja livre de torcao.

3.4 Invariancia dihomotopica

Um morfismo injetivo de conjuntos pré-cibicos f: P — Q diz-se uma dicofibragcdo aciclica

se

1. induz um isomorfismo em homologia;

—

C«(Q) admite uma retragdo, isto &,

Q) — C.(P) tal que

2. a aplicagio de cadeias dirigida C,(f): C,(P) —
se existir uma aplicacao de cadeias dirigida r: C

roCu(f) = idg p).

Exemplos 3.4.1. (i) Cilindro

Seja P um conjunto pré-cibico. A inclusdo

Jo: P— P®[0,1]
x = (x, (0))

¢ uma dicofibracao aciclica.
E claro que jo é injetiva. A aplicacio jo.: H.(P) — H.(P ® [0,1]) é dada pela
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composta

idp, (P)®nx
) ————

H.(P) 4, H.(P)® (Z,0 H.(P) ® H,([0,1]) = H.(P ®[0,1]),

onde x é o cross-produto e as aplicacbes ¢ e 7, sao dadas, respetivamente, por
() = e®1en(l) = [(0)]. De facto, seja z = ) . aix; um ciclo em C,(P) com

x; € P, Vi. Temos

x o (idu,p) ® M) 0 $([2]) = X o (idh,(p) ® :)([2] ® 1)
= x([Z] ® [(0)])
= ¢ ok([z] ® [(0)])
= G:([z ® (0)])

= [Z a;(x;, (0))]
= [Z oifo(x;)]

= jos [Z aixi]

= jou([2])-

Uma vez que H,([0,1]) é livre de torgado, por segue que o cross-produto é
um isomorfismo de grupos abelianos graduados. Sabemos que o produto tensorial
é functorial, pelo que idy,(py ® Ny € um isomorfismo. Por fim, temos que ¢ € um

isomorfismo. De facto, em grau n, ¢ é o isomorfismo canénico H,(P) — H,(P) ® Z.
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CAPITULO 3. HOMOLOGIA DIRIGIDA

Logo, jos € ainda um isomorfismo.

Consideremos a aplicacdo r: C,(P ® [0, 1]) — C.(P) definida, para cada x € P, por
r(x,(0)) = x, r(x,(1)) = x e r(x,(0,1)) = 0.

Vejamos que r é uma aplicagdo de cadeias. Seja entdo x € P, (n > 1). Temos

Analogamente, temos que rd(x, (1)) = dr(x, (1)).

Seja x € P, (n > 0). Temos

rd(x,(0,1)) = f(z (—1)'(d?(x, (0,1)) - di(x,(0,1))))

= (3 (-1)/(ef(x, (0,1)) — d(x, (0.1))

+(=1)"(dnya(x, (0,1)) — dpis(x, (0, 1))))
= f(z (—1)'((dx, (0. 1)) — (dix, (0.1)))

+(=1)""H((x, d7(0,1)) — (x, d1(0,1))))
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(ii)

INVARIANCIA DIHOMOTOPICA

= Z (—1)(r(d’x, (0,1)) — r(d'x, (0,1)))
+ (=)™ (r(x, (0)) — r(x, (1))

Assim, r é de facto uma aplicacdo de complexos de cadeias.

Vejamos que r é uma aplicacao de cadeias dirigida. De facto, como os elementos da
base do complexo de cadeias do cilindro (x, (0)), (x, (1)) e (x, (0,1)), sdo enviados,
por r, para elementos positivos do complexo de cadeias C,(P), ent3o r preserva a

pré-ordem.

Finalmente, dado x € P,

—

ro Cli)(x) = r(x,{0)) = x = idz, (o) (x).

Logo, r é uma retrac3o de 6*00).

Fita de Mobius

Consideremos a Fita de Mobius descrita pelo conjunto pré-ciibico definido em [1.1.1
(iv).

Seja X o conjunto pré-ciibico que representa a circunferéncia dirigida do meio da Fita

de Mobius, ou seja, o conjunto pré-clbico

Xo={c}, Xi={cc}, X,=0, Vn>2,

onde os operadores bordo sao definidos por
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d?IX1—>X0 d11:X1—>X0

cc— C CCH— C.

Ent3o a inclusdo

i X =M

¢ uma dicofibracdo aciclica. De facto, é imediato que / € injetiva. Consideremos a

seguinte aplicagdo r: C,(M) — C,(X) definida, para elementos da base, por

Vejamos que r é uma retragdo de i,: Ci(X) — C,(M).

Ora,

dor(ac) =d(r(ac)) =d(0) =0=c—c=r(c—a)=r(d(ac)) = rod(ac).

Analogamente, para os restantes casos, temos rod = d o r. Logo, r é uma aplicacao

de cadeias.

Uma vez que r envia cada elemento de M para um elemento positivo de 6*(X) ré

uma aplicacdo de cadeias dirigida



3.4. INVARIANCIA DIHOMOTOPICA

Temos

roi(c) = c=idg x)(c)

roiy(cc) = cc = idg x(cc),

Logo, r &, de facto, uma retracio dirigida de i,: C,(X) — C,(M).

Vejamos, por fim, que i induz um isomorfismo em homologia. Consideremos a aplicacao
h: C.(M) — C,(M) de grau 1 definida por h(a) = ac, h(b) = bc, h(c) = 0,
h(ab) = —x, h(ba) = —y, h(ac) = h(bc) = h(cc) = 0, h(x) = h(y) = 0. Temos,

por exemplo,

(dh+ hd)(bc) = dh(bc) + hd(bc)
— d(0) + h(c — b)

= h(c) — h(b)
=0-— bc
= i,r(bc) — bc

= iy o r(bc) — idg, gy (bc).

De modo semelhante, para os restantes casos,

Logo, iy or =~ ldf*(M)'
Assim, de ro i, = idg*(x) el,or~ idg*(M) segue que i induz um isomorfismo em

homologia.

Proposicao 3.4.2. Uma dicofibragdo aciclica induz um isomorfismo em homologia dirigida.
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CAPITULO 3. HOMOLOGIA DIRIGIDA

Demonstragdo. Seja i: P — @ uma dicofibracdo aciclica. Entdo, por definicdo, 7 induz um
isomorfismo em homologia, H.(i): H.(P) — H.(Q), mais precisamente, um isomorfismo
de grupos abelianos graduados. Mais, temos que i induz a aplicacao de cadeias dirigida
C.(i): C.(P) = C.(Q) que induz o morfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados
H.(i): Hy(P) = H.(Q).

Por definicdo, existe uma retraciao r de (i(i), isto é, uma aplicacdo de cadeias dirigida
r: C(Q) — C.(P) tal que roC,(i) = idg,py- Assim, r induz a aplicacdo de grupos abelia-
nos pré-ordenados graduados r,: Fl;(Q) — 1-7*(P) e temos r*oﬁ*(i) = idl-_i*(P)' Portanto, r.
é a aplicacio inversa do isomorfismo H,(i): H.(P) — Hx(Q). Logo, r.: Hi(Q) — H.(P)
e H,(i): H.(P) — H.(Q) sdo isomorfismos inversos de grupos abelianos pré-ordenados

graduados. O]
Observacao 3.4.3. Pela Proposicao anterior, a dicofibragdo aciclica
Jjo: [0, 1]®% — [0, 1]®**

induz um isomorfismo em homologia dirigida. Indutivamente, temos que a sequéncia de

dicofibracdes aciclicas

[0,1] — [0, 1]®2--- — [0, 1]®"

induz um isomorfismo em homologia dirigida
A.([0,1]) — H.([0, 1]°").

Assim,

=0,

{0}, i+#o0.

Hj([0, 1]°") =

Este facto permite-nos calcular a homologia dirigida da esfera X7, n > 1.
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De facto, comecemos por notar que
X" = [0, 127" = [0, 11"\ {enra} C [0, 1]

Ora, para graus iguais ou inferiores a n, temos que X" e [0, 1]®"*! coincidem, logo

—

Hn(Z") = Hn([0, 1]8™1), m < n.

Vejamos agora o caso da homologia da esfera em dimensdo n. Ora, temos que

n+1

xi=dip1 =Y (—1)(dPens1 — ditns1)

i=1
é um ciclo em [0, 1]®™! e, portanto é também um ciclo em X"
Seja z € Z,(X"). Entdo z € Z,([0, 1]®") = B,([0, 1]®"*!). Logo, existe A € Z tal que

zZ = d)\Ln+]_ — )\dLn+1 - )\X

Portanto, Z,(X") = (x). Como B,(X") = {0},

Hn(3") = Z - {[x]}-

Os elementos dfi,1 = ((0,1), ..., (k), ..., (0, 1)) formam uma base de C,(X"). Assim,

i

—

Z,(ZM = Z,(EM) N C(EZM*F = (x) NN- L7 = {0}.
Portanto, H,(£")" = {[z] | z € Z,(X")*} = {0}. Logo,
Hy(Z") = (Z, <q0p)-

Por definicdo, para m > n, 7 = ( e, portanto, l:im(zn) = {0}.

Resumindo, temos
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Z, i =0,
Hi(z") = (Z,<o), i=n,
{0} i#0,n

Equivaléncia de dihomotopia

Dois conjuntos pré-cubicos P e Q dizem-se ter o mesmo tipo de dihomotopia se existir uma

sequéncia finita de dicofibracdes aciclicas
P— - —. . =Q.

Temos entdao o seguinte Teorema da Invariancia, que é uma consequéncia imediata da

Proposicao 3.4.2;

Teorema 3.4.4. Se dois conjuntos pré-cubicos P e Q tém o mesmo tipo de dihomotopia,

entao

H.(P) = H.(Q).

Exemplos 3.4.5. (i) Consideremos a dicofibracdo aciclica jo: S* — S' ® [0, 1]. Recor-

demos a dicofibragdo aciclica da circunferéncia dirigida do meio na Fita de Mobius
i X —->M

definido em ii). Notemos que X = S*.

Entdo temos a seguinte sequéncia finita de dicofibracdes aciclicas
S'® [0,1] &~ S' 5 ML

Pelo Teorema anterior, S!, S ® [0, 1] e M tém o mesmo tipo de dihomotopia, pelo
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que

H,(S' ® [0, 1]) = H.(M) = H,(S1).

(i) Como Q! e S! n3o tém a mesma homologia dirigda, n3o t&m o mesmo tipo de diho-

motopia.

3.5 Homologia dirigida de um pushout

Nesta seccao estabelecemos um resultado sobre a homologia dirigida de um pushout de

conjuntos pré-ctibicos, baseado numa adaptagdo do Teorema [4, Thm. 2.2.2].

Lema 3.5.1. Seja

f
—

< 0O

A
|
B—2-5D

um diagrama comutativo de grupos abelianos. Temos as seguintes propriedades:

(i) A composta

Al pec g p

é nula, isto é, im (i, —f) C ker(g + j).
(ii) Se o diagrama for um pushout, entdo a aplicacdo induzida

BeC/im(i,—f)— D

[(b, c)] — g(b) +(c)
€ um isomorfismo.
(i) Se o diagrama for um pushout e i injetiva, entdo a sequéncia

05 A Bac e p o

€ exata.
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Demonstracdo. (i) Uma vez que goi=jof, dado a € A, temos

(g +4)o (i, =f)(a) = (g +4)(i(a), —f(a))
= g(i(a)) +j(=f(a))
=goi(a)—jof(a)
= 0.

Logo, im (i, —f) C ker(g + J).

(i) Consideremos os homomorfismos

p: B— B®C/im(i,—f)
b — [(b,0)]

qg:C—=Ba@C/im(i,—f)
c — [(0, )]
Dado a € A,
(i(a),0) — (0, f(a)) = (i(a), —f(a)) € im (i, —f).
Assim,

p(i(a)) = [(i(a), 0)] = [(0, (a))] = q(f(a)).
Portanto, temos o diagrama comutativo de grupos abelianos

—f>C

s

— 5 B C/im(i,—f)

A
|
B
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3.5. HOMOLOGIA DIRIGIDA DE UM PUSHOUT

Vejamos que este diagrama é um pushout. Sejam ¢: B — E e ¢: C — E ho-
momorfismos de grupos abelianos tais que ¢ o i = 9 o f. Por (i), temos que

im (i, —f) C ker(¢ + 9). Consideremos o homomorfismo canénico

h: B®C/im(i,~f) — E
[(b, )] = ¢(b) + P(c).

Para b € B,
ho p(b) = h([(b,0)]) = ¢(b)

e, para c € C,

ho q(c) = h([(0, c)]) = 9(c).

Por fim, vejamos que o homomorfismo h é tnico. Seja entdo k: B&C/im (i, —f) — E

um homomorfismo tal que kop=¢ e kog=1. Para (b,c) € BaC,

k([(b, €)]) = K([(p, 0) + (0, c)])
= k([(b,0)]) + k([(0, c)])
= ko p(b) + ko q(c)
= ¢(b) + 9(c)
= h([(b, c)]).

Assim, o diagrama acima ¢, de facto, um pushout.

Uma vez que o diagrama do enunciado é também um pushout, temos que a aplicacao

candnica

B® C/im(i,—f) — D

[(b, c)] = &(b) +j(c).
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€ um isomorfismo.

(iii) Uma vez que i é injetiva, (i, —f) é ainda uma aplicagdo injetiva. Por (i), temos que

im (i, —f) C ker(g + j). Por (ii), a aplicagdo

Be&C/im(i,—f)— D

[(b, €)] — &(b) +j(c).

é um isomorfismo. Assim, g + j é sobrejetiva.

Dado (b,c) € B& C, se
(g +Jj)(b,c) =g(b) +j(c) =0,
i.e, [(b,c)] =0, temos (b, c) € im (i, —f). Logo, ker(g +j) C im (i, —f). O

Teorema 3.5.2. Consideremos um diagrama de conjuntos pré-ctibicos

que é um pushout de conjuntos em cada dimensdo (e entdo um pushout de conjuntos pré-
ctbicos). Suponhamos que i é um morfismo injetivo e seja m > 0 tal que A,, = 0. Ento,

para todo o n > m,

g+ Jjr: Ha(B) ® Ha(P) = HA(Q)

(X1 VD) = &([x]) + 4 (IyD)-

€ um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados.

Demonstragcdo. Uma vez que o funtor de grupos abelianos pré-ordenados livres preserva
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3.5. HOMOLOGIA DIRIGIDA DE UM PUSHOUT

pushouts [9, p.87, 119], o diagrama comutativo de complexos de cadeias

C.(A) —— C.(P)
I.* j*

C.(B) &= C.(Q)

€ um pushout de grupos abelianos em cada grau. De i ser injetiva segue que a aplicacao
induzida i, € injetiva. Assim, pelo Lema [3.5.1} temos a seguinte sequéncia exata curta de

complexos de cadeias

(i, — )

0 — C.(A) C.(B) @ C.(P) £ €.(Q) — 0, (3.1)

que induz a longa sequéncia exata de Mayer-Vietoris em homologia:

8 f)

S HoA) BT 4 (B) @ Ho(P) £ HA(Q) 5 Hyi(A) = - (3.2)

Seja agora n > m. Uma vez que A, = 0, entdo A, ; = A, = 0, donde segue que

Hn_1(A) = H,(A) = 0. Assim, por [3.2] segue que
g« +Jv: Ho(B) ® H,(P) — H\(Q)

é um isomorfismo. Uma vez que g,: Hn,(B) = H,(Q) e ji: Hno(P) — Ha(Q) sio homo-

morfismos de grupos abelianos pré-ordenados,

— — —

g« +Ju: Ho(B) ® Hoy(P) — H,(Q)

é um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados. Falta apenas ver que (g, + ji)™*

é um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados. Nesse sentido, vejamos que

—

Q)" C g+ J((Ha(B) @ Ha(P))") = gu(Ha(B)") + ju(Ha(P)").
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Seja entdo a € H,(Q)". Entdo existe z € Z,(Q)* C NQ, tal que o = [z]. Como A, = 0,

Q) € a reunido disjunta Q, = g(B,) Uj(P,). Assim,
z € NQ, = Ng(B,) + Nj(P,) = g(NB,) + j«(NP,).
Portanto, existem b € NB, e ¢ € NP, tais que z = g.(b) + ji«(c). Temos entdo
0= dz = dg,(b) + dj.(c) = g.db + jodc = g, + j.(db, dc).

Uma vez que A,_; = 0 e o funtor do grupo abeliano livre preserva coprodutos, segue que

o homomorfismo

8x +J* Cn—l(B) @ Cn—l(P) — Cn—l(Q)

é um isomorfismo. Assim, como g + j. é isomorfismo e g, + j.(db, dc) = 0, segue que b

e ¢ sdo ciclos, pelo que b € Z,(B)* e c € Z,(P)*. Temos

8:([b]) + Ju([c]) = [g«(b) +Ju(c)] = [2] = e,

pelo que o € g*(ﬁn(B)+) +J*(ﬁn(P)+) -

Exemplo 3.5.3. Sejam B e C conjuntos pré-ctibicos e seja B L1 C o coproduto entre B e
C, isto é, a reunido disjunta em cada grau. Pelos Teoremas e[3.5.2 temos, para todo

o n >0, um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

—

H,(BLLC) = H,(B) & H,(C).

66



Bibliografia

[1]

2]

8]

[4]

[5]
[6]

[7]

8]
[9]

F. Borceux, Handbook of Categorical Algebra 1: Basic Category Theory, Encyclopedia

of Mathematics and its Applications, vol. 50, Cambridge University Press, 2008.

L. Fajstrup, E. Goubault, E. Haucourt, S. Mimram, M. Raussen, Directed Algebraic

Topology and Concurrency, Springer, 2016.

M. Grandis, Directed combinatorial homology and noncommutative tori (the breaking
of symmetries in algebraic topology), Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 138 (2005),
no. 2, 233-262.

M. Grandis, Directed Algebraic Topology: Models of Non-Reversible Worlds, Cambridge
University Press, 2009.

A. Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press, 2002.

P.J. Hilton, S. Wylie, Homology Theory: An Introduction to Algebraic Topology, Cam-
bridge University Press, 1967.

T. Kahl, Labeled homology of higher-dimensional automata, Journal of Applied and
Computational Topology 2 (2018), no.3-4, 271-300.

S. Lang, Algebra, third ed., Graduate Texts in Marthematics, vol. 211, Springer, 2002.

S. Mac Lane, Categories for the Working Mathematician, second ed., Graduate Texts

in Mathematics, vol. 5, Springer, 1998.

o7



BIBLIOGRAFIA

[10] W.S. Massey, Singular Homology Theory, Graduate Texts in Mathematics, vol. 70,
Springer-Verlag, 1980.

68



	Resumo
	Abstract
	Introdução
	Conjuntos pré-cúbicos
	Conceitos básicos
	Homologia cúbica

	Álgebra homológica dirigida
	Grupos abelianos pré-ordenados
	Complexos de cadeias dirigidos

	Homologia dirigida
	Homologia dirigida de conjuntos pré-cúbicos
	Componentes conexas
	Homologia dirigida de um produto tensorial
	Invariância dihomotópica
	Homologia dirigida de um pushout

	Bibliografia

