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Homologia dirigida

Resumo

No âmbito da sua investigação em topologia algébrica dirigida, Marco Grandis desenvolveu

uma teoria de homologia dirigida para conjuntos cúbicos. Neste trabalho adaptamos a teoria

de Grandis para conjuntos pré-cúbicos, que são mais adequados para aplicações em teoria

de concorrência.

Introduzimos os principais conceitos fundamentais sobre conjuntos pré-cúbicos, defi-

nindo, em particular, a homologia de um conjunto pré-cúbico. Estudamos grupos abelianos

pré-ordenados e a homologia de compleoxs de cadeias dirigidos. Por fim, estudamos a ho-

mologia dirigida de conjuntos pré-cúbicos, onde relacionamos a homologia dirigida em grau

0 com a conexidade, estabelecemos uma variante do Teorema da Invariância e provamos

teoremas sobre a homologia dirigida de pushouts e de produtos tensoriais de conjuntos

pré-cúbicos.

Palavras-chave: conjunto pré-cúbico, homologia dirigida, invariância dihomotópica, pro-

duto tensorial, pushout.
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Directed homology

Abstract

In the framework of his research on directed algebraic topology, Marco Grandis developed

a theory of directed homology for cubical sets. In this work, we adapt Grandis’ theory to

precubical sets, which are more suitable than cubical sets for applications in concurrency

theory.

We introduce the main fundamental concepts about precubical sets defining, in par-

ticular, the homology of a precubical set. We study preordered abelian groups and the

homology of directed chain complexes. Finally, we study the directed homology of precubi-

cal sets, where we relate the directed homology in degree 0 with connectedness, establish

a variant of the Invariance Theorem, and prove theorems about the directed homology of

pushouts and tensor products of precubical sets.

Keywords: precubical set, directed homology, dihomotopy invariance, tensor product,

pushout.
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2 Álgebra homológica dirigida 24
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Introdução

O objetivo deste trabalho é o estudo do tema Homologia Dirigida no sentido de Marco

Grandis [4, 3]. Trata-se de um tema da topologia algébrica dirigida, uma subárea recente

da topologia que surgiu motivada por aplicações em teoria da concorrência. Nesta área

- a topologia algébrica dirigida - são estudados espaços topológicos ou outros objetos to-

pológicos munidos de uma estrutura direcional que representa o fluxo no tempo ou um

sentido de travessia.

Em [3], Grandis introduziu a homologia dirigida para conjuntos cúbicos. Um conjunto

cúbico é uma estrutura combinatória que representa um espaço dirigido constitúıdo por

cubos de diversas dimensões. A direção é dada pelos cubos de dimensão um, que constituem

as arestas de um grafo dirigido. A homologia dirigida de um conjunto cúbico é a homologia

cúbica habitual munida de uma relação de pré-ordem aditiva em cada grau, isto é, uma pré-

ordem compat́ıvel com a estrutura aditiva do respetivo grupo de homologia. Esta pré-ordem

é induzida pela estrutura dirigida do conjunto cúbico. No seu trabalho, Grandis estabeleceu

versões dirigidas dos resultados clássicos da teoria de homologia singular [5, 6, 10].

Para qualquer um dos cubos, um conjunto cúbico contém versões degeneradas em di-

mensões superiores e, por isso, qualquer conjunto cúbico não vazio é necessariamente infi-

nito, o que se torna problemático computacionalmente. Deste modo, usam-se nas aplicações

conjuntos pré-cúbicos, que são conjuntos cúbicos sem as estruturas de degeneração - estru-

turas estas que causam o problema da infinitude [2].

O objetivo da dissertação é adaptar os principais ingredientes da teoria de Grandis aos

conjuntos pré-cúbicos. Assim, paralelamente ao trabalho desenvolvido por Grandis, ire-

mos estudar como e em que medida os resultados clássicos sobre homologia habitual são

1



INTRODUÇÃO

transportados para a homolgia dirigida, tendo como base os conjuntos pré-cúbicos.

A dissertação está organizada em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo iremos introdu-

zir conceitos básicos sobre conjuntos pré-cúbicos que serão explorados através de exemplos

ilustrativos. Definimos também o complexo de cadeias de um conjunto pré-cúbico e calcu-

lamos a sua homologia, tendo-se a homologia cúbica. No caṕıtulo seguinte estudamos os

grupos abelianos pré-ordenados e a homologia de complexos de cadeias dirigidos. Por fim,

estudamos a homologia dirigida de conjuntos pré-cúbicos. Iremos relacionar a homologia

dirigida em grau 0 e a conexidade, estabelecer uma variante do Teorema da Invariância e

provar teoremas sobre a homologia dirigida de pushouts e de produtos tensoriais de conjuntos

pré-cúbicos.
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Caṕıtulo 1

Conjuntos pré-cúbicos

Neste caṕıtulo apresentamos a matéria básica relacionada com conjuntos pré-cúbicos. Esta

matéria pode, por exemplo, ser encontrada em [2] ou [7]. Referências gerais sobre os

conceitos de topologia e teoria de categorias usados são [5, 6, 10] e [1, 9], respetivamente.

1.1 Conceitos básicos

Um conjunto pré-cúbico é um conjunto graduado X = (Xn)n∈N com operadores face ou

bordo

dki : Xn → Xn−1; n > 0; k ∈ {0; 1}; i ∈ {1; :::; n};

que satisfazem as relações de compatibilidade

dki d
l
j = d lj−1d

k
i ; i < j:

Se x ∈ Xn dizemos que x tem grau n e escrevemos deg(x) = n. Os elementos de grau n

designam-se por n-cubos. Aos 0-cubos chamamos também vértices e aos 1-cubos chamamos

arestas. Observemos que um n-cubo tem 2n faces e para cada face existe uma face oposta.

Assim, os operadores bordo têm dois ı́ndices i ∈ {1; :::; n} e k ∈ {0; 1}. Para x ∈ Xn

dizemos que d0
i x é a i-ésima face da frente e d1

i x é a i-ésima face de trás. Notemos

que uma aresta x é considerada dirigida de d0
1x a d1

1x . Assim, os vértices e as arestas de

3



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

um conjunto pré-cúbico formam um grafo dirigido. Neste sentido, um conjunto pré-cúbico

poderá ser interpretado como um objeto topológico dirigido.

Como ilustra a seguinte figura, as relações de compatibilidade garantem que as faces de um

cubo se intersetam corretamente:

x

d0
1d

0
2x = d0

1d
0
1x

d0
1d

1
2x = d1

1d
1
1x d1

1d
1
2x = d1

1d
1
1x

d1
1d

0
2x = d0

1d
1
1x

d0
1x

d1
2x

d1
1x

d0
2x

Figura 1.1: 2-cubo

Exemplos 1.1.1. (i) O intervalo standard J0; 1K

〈0〉 〈1〉〈0; 1〉

Figura 1.2: Intervalo standard

é o conjunto pré-cúbico definido por

J0; 1K0 = {〈0〉; 〈1〉}; J0; 1K1 = {〈0; 1〉} e J0; 1Kn = ∅; ∀n ≥ 2

e por dois operadores bordo em grau 1, dados por

d0
1 : J0; 1K1 → J0; 1K0 d1

1 : J0; 1K1 → J0; 1K0

〈0; 1〉 7→ 〈0〉 〈0; 1〉 7→ 〈1〉:

(ii) Circunferência dirigida S1

A circunferência dirigida é gerada por um 1-cubo cujos vértices coincidem.

4



1.1. CONCEITOS BÁSICOS

u

a

Figura 1.3: Circunferência dirigida

O conjunto pré-cúbico é dado por

S1
0 = {a}; S1

1 = {u} e S1
n = ∅; ∀n ≥ 2

onde a representa o único vértice e u representa a única aresta. Os operadores face

são

d0
1 ; d

1
1 : S1

1 → S1
0

u 7→ a:

(iii) Circunferência ordenada O1

A circunferência ordenada é gerada por dois 1-cubos cujos vértices coincidem.

vu

a

b

Figura 1.4: Circunferência ordenada

Temos o conjunto pré-cúbico

O1
0 = {a; b}; O1

1 = {u; v} e O1
n = ∅; ∀n ≥ 2

5



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

onde a e b representam os vértices e u e v representam as arestas.

Os operadores face são dados por

d0
1 : O1

1 → O1
0 d0

2 : O1
1 → O1

0

u 7→ a u 7→ b

v 7→ a v 7→ b:

(iv) Fita de Möbius M

A fita de Möbius pode ser vista como um conjunto pré-cúbico M do seguinte modo:

y

x

b

c

a b

c

a

bc

ac

ab

bc

cc

ac

ba

b

c

a

y

x
ba

cc

ab

bc

ac

Figura 1.5: Fita de Möbius

Considera-se M o conjunto graduado

M0 = {a; b; c}; M1 = {ab; bc; ac; cc; ba}; M2 = {x; y} e Mn = ∅; n ≥ 3

que é munido dos operadores face

d0
1 ; d

1
1 : M1 →M0, d0

1 ; d
1
1 ; d

0
2 ; d

1
2 : M2 →M1

6



1.1. CONCEITOS BÁSICOS

dados por

d0
1 (ab) = a; d0

1 (ac) = a; d0
1 (cc) = c; d0

1 (ba) = b d0
1 (bc) = b;

d1
1 (ab) = b; d1

1 (ac) = c; d1
1 (cc) = c; d1

1 (ba) = a d1
1 (bc) = c ;

d0
1 (x) = ac = d1

1 (y);

d1
1 (x) = bc = d0

1 (y);

d0
2 (x) = ab; d1

2 (y) = cc ;

d1
2 (x) = cc; d0

2 (y) = ba:

Morfismos

Sejam P e Q conjuntos pré-cúbicos. Um morfismo de conjuntos pré-cúbicos é um morfismo

f : P → Q de conjuntos graduados que é compat́ıvel com os operadores bordo, i.e.,

f ◦ dki (x) = dki ◦ f (x);

onde x ∈ Pn (n > 0), i = 1; : : : ; n e k ∈ {0; 1}.

Iremos denotar por preCub a categoria dos conjuntos pré-cúbicos.

Subconjuntos pré-cúbicos

Seja P um conjunto pré-cúbico. Um conjunto pré-cúbico Q é um subconjunto pré-cúbico

de P se

Qn ⊆ Pn; ∀n ∈ N

e se os operadores face de P e Q coincidem em Q. Notemos que a interseção e a reunião

de dois subconjuntos pré-cúbicos é ainda um subconjunto pré-cúbico. O n-esqueleto de P

é o subconjunto pré-cúbico P≤n definido por

7



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

(P≤n)i =

8><>:Pi ; i ≤ n;

∅; i > n:

Produto tensorial

Sejam P;Q conjuntos pré-cúbicos. O produto tensorial de P e Q, P ⊗ Q, é dado, em cada

dimensão, por

(P ⊗ Q)n =
a

p+q=n

Pp × Qq

e é munido dos seguintes operadores bordo:

dki (x; y) =

8><>:(dki x; y); 1 ≤ i ≤ deg(x);

(x; dki−deg(x); y); deg(x) + 1 ≤ i ≤ deg(x) + deg(y):

Proposição 1.1.2. Sejam P;Q conjuntos pré-cúbicos. Então o produto tensorial P ⊗ Q é

um conjunto pré-cúbico.

Demonstração. Vejamos que, para 1 ≤ i < j ≤ deg(x) + deg(y), se tem

dki d
l
j (x; y) = d lj−1d

k
i (x; y):

Por um lado, temos

dki d
l
j (x; y) =

8><>:d
k
i (d lj x; y); 1 ≤ j ≤ deg(x)

dki (x; d lj−deg(x)y); deg(x) + 1 ≤ j ≤ deg(x) + deg(y)

=

8>>>>><>>>>>:
(dki d

l
j x; y); 1 ≤ i < j ≤ deg(x);

(dki x; d
l
j−deg(x)y); 1 ≤ i ≤ deg(x) < j ≤ deg(x) + deg(y);

(x; dki−deg(x)d
l
j−deg(x)y); deg(x) + 1 ≤ i < j ≤ deg(x) + deg(y):

Por outro lado, temos

8



1.1. CONCEITOS BÁSICOS

d lj−1d
k
i (x; y) =

8><>:d
l
j−1(dki x; y); 1 ≤ i ≤ deg(x)

d lj−1(x; dki−deg(x)y); deg(x) + 1 ≤ i ≤ deg(x) + deg(y)

=

8>>>>><>>>>>:
(d lj−1d

k
i x; y); 1 ≤ i < j ≤ deg(x);

(dki x; d
l
j−deg(x)y); 1 ≤ i ≤ deg(x) < j ≤ deg(x) + deg(y);

(x; d lj−1−deg(x)d
k
i−deg(x)y); deg(x) + 1 ≤ i < j ≤ deg(x) + deg(y):

Logo, dki d
l
j (x; y) = d lj−1d

k
i (x; y).

Exemplos 1.1.3. (i) O toro dirigido T é o produto tensorial de duas circunferências

dirigidas, isto é,

T = S1 ⊗ S1:

Mais explicitamente, considerando a circunferência dirigida como sendo o conjunto

pré-cúbico definido em 1.1.1 (ii), temos

T0 = S1
0 × S1

0 = {(a; a)};

T1 = S1
0 × S1

1 q S1
1 × S1

0 = {(a; u); (u; a)};

T2 = S1
1 × S1

1 = {(u; u)};

Tl = ∅; l ≥ 3:

Os operadores bordo são dados por

dk1 (a; u) = (a; dk1 u) = (a; a);

dk1 (u; a) = (dk1 u; a) = (a; a);

dk1 (u; u) = (dk1 u; u) = (a; u);

9



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

dk2 (u; u) = (u; dk2−1u) = (u; dk1 u) = (u; a);

onde k ∈ {0; 1}.

(ii) Seja P um conjunto pré-cúbico. O ciĺındro pré-cúbico sobre P é o produto tensorial

P ⊗ J0; 1K:

Assim, temos em dimensão n

(P ⊗ J0; 1K)n =
a
i+j=n

Pi × J0; 1Kj :

Mais precisamente, temos

(P ⊗ J0; 1K)0 = P0 × J0; 1K0 = P0 × {〈0〉; 〈1〉};

(P ⊗ J0; 1K)n = Pn × J0; 1K0 q Pn−1 × J0; 1K1 q Pn−2 × J0; 1K2 : : :

· · · q P0 × J0; 1Kn

= Pn × J0; 1K0 q Pn−1 × J0; 1K1; n > 0:

Os operadores bordo são dados por:

Se x ∈ Pn, então

dki (x; 〈0〉) = (dki x; 〈0〉)

e

dki (x; 〈1〉) = (dki x; 〈1〉):

Se x ∈ Pn−1, então

10



1.1. CONCEITOS BÁSICOS

dki (x; 〈0; 1〉) =

8><>:(dki x; 〈0; 1〉); i = 1; :::; n − 1;

(x; dk1 〈0; 1〉) = (x; 〈k〉); i = n:

Cubos e esferas pré-cúbicos

O produto tensorial é associativo (a menos de isomorfismo canónico) e, portanto, pode ser

iterado. Dado n > 0, o n-cubo pré-cúbico é definido pelo produto tensorial J0; 1K⊗n. Iremos

denotar por «n o único elemento de grau n, tendo-se

«n = (〈0; 1〉; :::; 〈0; 1〉| {z }
n vezes

):

A n-esfera pré-cúbica, Σn, é o n-esqueleto do n + 1-cubo.

Pushouts

Recordemos que, numa categoria, um pushout é um diagrama comutativo

A B

C P

f

i j

g

tal que para qualquer objeto Q e para quaisquer morfismos ’ : B → Q e  : C → Q com

’ ◦ f =  ◦ i , existe um único morfismo h : P → Q tal que h ◦ j = ’ e h ◦ g =  .

Proposição 1.1.4. Seja

A B

C D

f

i j

g

um diagrama de conjuntos pré-cúbicos que é um pushout de conjuntos graduados, ou seja,

um pushout de conjuntos em cada dimensão. Então o diagrama é um pushout na categoria

11



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

preCub.

Demonstração. Consideremos ¸ : B → P e ˛ : C → P morfismos de conjuntos pré-cúbicos

tais que ¸◦ f = ˛ ◦ i . Pela propriedade universal do pushout de conjuntos graduados, existe

um único morfismo de conjuntos graduados h : D → P tal que h ◦ j = ¸ e h ◦ g = ˛.

Iremos provar que h é um morfismo de conjuntos pré-cúbicos.

Vejamos, primeiramente, que D = j(B)∪g(C). Consideremos então o diagrama comutativo

de conjuntos graduados

A B

C j(B) ∪ g(C)

f

i j ′

g ′

em que j ′ e g ′ são as restrições de j e g , respetivamente. Este diagrama é um pushout.

De facto, dados ” : B → S e ffl : C → S morfismos de conjuntos graduados tais que

” ◦ f = ffl◦ i , existe um único morfismo de conjuntos graduados „ : D → S tal que „ ◦ j = ”

e „ ◦ g = ffl. Seja ff a restrição de „ a j(B) ∪ g(C). Então ff ◦ j ′ = ” e ff ◦ g ′ = ffl. Seja

ff′ : j(B)∪g(C)→ S um morfismo de conjuntos graduados tal que ff′ ◦ j ′ = ” e ff′ ◦g ′ = ffl.

Consideremos a aplicação „′ : D → S definida por

„′(x) =

8><>:ff
′(x); x ∈ j(B) ∪ g(C)

„(x); x =∈ j(B) ∪ g(C):

Então,

„′ ◦ g(c) = „′(g(c)) = ff′(g ′(c)) = ffl(c); c ∈ C

e

„′ ◦ j(b) = „′(j(b)) = ff′(j ′(b)) = ”(b); b ∈ B:

Logo, „′ = „ e, portanto ff′ = ff. Segue-se que a inclusão j(B) ∪ g(C) → D é um

isomorfismo de conjuntos graduados e, portanto D = j(B) ∪ g(C).

12



1.1. CONCEITOS BÁSICOS

Vejamos agora que h é um morfismo de conjuntos pré-cúbicos. Seja x ∈ D. Suponhamos

primeiramente que x = j(b), para algum b ∈ B. Então

h(dki x) = h(dki j(b)) = h(j(dki b)) = ¸(dki b) = dki ¸(b) = dki h(j(b)) = dki h(x):

Suponhamos agora que x = g(c), para algum c ∈ C. Então

h(dki x) = h(dki g(c)) = h(g(dki c)) = ˛(dki c) = dki ˛(c) = dki h(g(c)) = dki h(x):

Logo, o diagrama é um pushout de conjuntos pré-cúbicos.

Exemplo 1.1.5. Consideremos a circunferência dirigida S1 definida em 1.1.1 (ii) e conside-

remos o morfismo de conjuntos pré-cúbicos f : J0; 1K→ S1 dado por f (〈0〉) = f (〈1〉) = a e

f (〈0; 1〉) = u. Então temos o seguinte diagrama comutativo de conjuntos pré-cúbicos em

que i e j são as inclusões e g é a restrição de f aos 0-esqueletos:

Σ0 = J0; 1K≤0 = {〈0〉; 〈1〉} S1
≤0 = {a}

J0; 1K S1

g

i j

f

Este diagrama é um pushout de conjuntos pré-cúbicos. Com efeito, em grau 0 temos o

pushout de conjuntos

{〈0〉; 〈1〉} {a}

{〈0〉; 〈1〉} {a}

id{〈0〉;〈1〉} id{a}

e em grau 1 temos o pushout de conjuntos

∅ ∅

{〈0; 1〉} {u}:
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CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

1.2 Homologia cúbica

Seja P um conjunto pré-cúbico. O complexo de cadeias cúbico de P , C∗(P ), é definido do

seguinte modo:

1. Para n ≥ 0, Cn(P ) é o grupo abeliano livre gerado por Pn, Cn(P ) = ZPn, e para

n < 0 definimos Cn(P ) = 0.

2. Para cada n > 0, o operador bordo d : Cn(P )→ Cn−1(P ) é definido por

d(x) =
nX
i=1

(−1)i(d0
i x − d1

i x); x ∈ Pn

e d = 0 para n ≤ 0.

Mostramos na Proposição 1.2.1 que C∗(P ) é, de facto, um complexo de cadeias. O morfismo

f : P → Q de conjuntos pré-cúbicos induz uma aplicação de cadeias

f∗ : C∗(P )→ C∗(Q)

z 7→ f (z);

onde z ∈ P . Denotando por Ch a categoria dos complexos de cadeias, temos o funtor

C∗ : preCub→ Ch.

Proposição 1.2.1. d ◦ d = 0.

Demonstração. Sejam n ≥ 2 e x ∈ Pn. Temos

d ◦ d(x) = d

 
nX
j=1

(−1)j(d0
j x − d1

j x)

!

=
nX
j=1

(−1)j(dd0
j x − dd1

j x)

=
nX
j=1

(−1)jdd0
j x −

nX
j=1

(−1)jdd1
j x

14



1.2. HOMOLOGIA CÚBICA

=
nX
j=1

(−1)j

 
n−1X
i=1

(−1)i(d0
i d

0
j x − d1

i d
0
j x)

!

−
nX
j=1

(−1)j

 
n−1X
i=1

(−1)i(d0
i d

1
j x − d1

i d
1
j x)

!

=
nX
j=1

n−1X
i=1

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

nX
j=1

n−1X
i=1

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x

+
nX
j=1

n−1X
i=1

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

nX
j=1

n−1X
i=1

(−1)i+jd1
i d

1
j x

=
n−1X
i=1

nX
j=1

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

n−1X
i=1

nX
j=1

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x

+
n−1X
i=1

nX
j=1

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

n−1X
i=1

nX
j=1

(−1)i+jd1
i d

1
j x

=
n−1X
i=1

iX
j=1

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

n−1X
i=1

nX
j=i+1

(−1)i+jd0
i d

0
j x

+
n−1X
i=1

iX
j=1

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

n−1X
i=1

nX
j=i+1

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x

+
n−1X
i=1

iX
j=1

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

n−1X
i=1

nX
j=i+1

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x

+
n−1X
i=1

iX
j=1

(−1)i+jd1
i d

1
j x +

n−1X
i=1

nX
j=i+1

(−1)i+jd1
i d

1
j x

=
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+jd0
i d

0
j x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd1
i d

1
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+jd1
i d

1
j x

=
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+jd0
j−1d

0
i x

15



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+j+1d0
j−1d

1
i x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+j+1d1
j−1d

0
i x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd1
i d

1
j x +

X
1≤i<j≤n

(−1)i+jd1
j−1d

1
i x

=
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

X
1≤s<r+1≤n

(−1)s+r+1d0
r d

0
s x (r = j − 1; s = i)

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

X
1≤s<r+1≤n

(−1)s+rd0
r d

1
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

X
1≤s<r+1≤n

(−1)s+rd1
r d

0
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd1
i d

1
j x +

X
1≤s<r+1≤n

(−1)s+r+1d1
r d

1
s x

=
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd0
i d

0
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+r+1d0
r d

0
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+rd0
r d

1
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+rd1
r d

0
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+jd1
i d

1
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+r+1d1
r d

1
s x

=
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+rd0
r d

1
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+rd1
r d

0
s x

=
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d1
i d

0
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+rd1
r d

0
s x

+
X

1≤j≤i<n

(−1)i+j+1d0
i d

1
j x +

X
1≤s≤r<n

(−1)s+rd0
r d

1
s x

= 0:

Definição 1.2.2. Seja P um conjunto pré-cúbico. A homologia cúbica de P , H∗(P ), é a
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1.2. HOMOLOGIA CÚBICA

homologia habitual de C∗(P ), isto é, para n ∈ Z,

Hn(P ) = Hn(C∗(P )):

Iremos denotar por Zn(P ) os ciclos e por Bn(P ) os bordos de Cn(P ).

Exemplos 1.2.3. (i) Intervalo standard

Comecemos por recordar o conjunto pré-cúbico J0; 1K definido em 1.1.1 (i) que descreve

o intervalo standard.

A homologia cúbica de J0; 1K é dada, em grau n, por

Hn(J0; 1K) ∼=

8><>:Z; n = 0;

{0}; n 6= 0:

De facto, consideremos (Z; 0) o grupo abeliano graduado que é Z em grau 0 e {0}

nos restantes graus. Então (Z; 0) munido do operador bordo nulo é um complexo de

cadeias.

Consideremos as aplicações

” : (Z; 0)→ C∗(J0; 1K) " : C∗(J0; 1K)→ (Z; 0)

1 7→ 〈0〉 〈0〉 7→ 1

〈1〉 7→ 1

〈0; 1〉 7→ 0:

Então ” e " são aplicações de cadeias. Com efeito, em grau n = 0, uma vez que

d = 0, é claro que ” e " são compat́ıveis com o operador bordo.

Em grau n = 1 temos

17



CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

" ◦ d(〈0; 1〉) = "(d(〈0; 1〉))

= "(d1
1 〈0; 1〉 − d0

1 〈0; 1〉)

= "(〈1〉 − 〈0〉)

= "(〈1〉)− "(〈0〉)

= 1− 1

= 0

= d(0)

= d("(〈0; 1〉))

= d ◦ "(〈0; 1〉):

Tem-se " ◦ ” = id(Z;0). Mais, uma homotopia de cadeias h : C∗(J0; 1K) → C∗(J0; 1K)

tal que dh + hd = idC∗(J0;1K) − ” ◦ " é definida por h(〈0〉) = 0, h(〈1〉) = 〈0; 1〉,

h(〈0; 1〉) = 0.

Com efeito,

dh + hd(〈0〉) = dh(〈0〉) + hd(〈0〉)

= d(0) + h(0)

= 0

= 〈0〉 − 〈0〉

= idC∗(J0;1K)(〈0〉)− ”(1)

= idC∗(J0;1K)(〈0〉)− ” ◦ "(〈0〉);
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1.2. HOMOLOGIA CÚBICA

dh + hd(〈1〉) = dh(〈1〉) + hd(〈1〉)

= d(〈0; 1〉) + h(0)

= 〈1〉 − 〈0〉+ 0

= 〈1〉 − 〈0〉

= idC∗(J0;1K)(〈1〉)− ”(1)

= idC∗(J0;1K)(〈1〉)− ” ◦ "(〈1〉);

dh + hd(〈0; 1〉) = dh(〈0; 1〉) + hd(〈0; 1〉)

= d(0) + h(d1
1 〈0; 1〉 − d0

1 〈0; 1〉)

= 0 + h(〈1〉 − 〈0〉)

= h(〈1〉)− h(〈0〉)

= 〈0; 1〉 − 0

= idC∗(J0;1K)(〈0; 1〉)− ”(0)

= idC∗(J0;1K)(〈0; 1〉)− ”("(〈0; 1〉))

= idC∗(J0;1K)(〈0; 1〉)− ” ◦ "(〈0; 1〉):

Logo, ” é uma equivalência de homotopia de cadeias e, portanto, induz o isomorfismo

em homologia ”∗ : H∗((Z; 0))→ H∗(J0; 1K), 1 7→ [〈0〉].

(ii) Circunferência dirigida

Recordemos agora o conjunto pré-cúbico S1 definido em 1.1.1 (ii).

O complexo de cadeias cúbico de S1 é dado pelos conjuntos
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CAPÍTULO 1. CONJUNTOS PRÉ-CÚBICOS

C0(S1) = Z · {a};

C1(S1) = Z · {u};

Cn(S1) = 0; n 6= 0; 1;

onde os operadores bordo são todos nulos. Assim, todas as cadeias são ciclos e 0 é o

único bordo em cada grau. Logo,

Hn(S1) ∼=

8><>:Z; n = 0; 1;

{0}; n 6= 0; 1:

(iii) Circunferência ordenada

Consideremos a circunferência ordenada O1 descrita em 1.1.1 (iii).

O complexo de cadeias cúbico de O1 é dado por

C0(O1) = Z · {a; b};

C1(O1) = Z · {u; v};

Cn(O1) = 0;

onde os operadores bordo são dados por

d : C1(O1)→ C0(O1)

u 7→ b − a

v 7→ b − a
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1.2. HOMOLOGIA CÚBICA

e pela função nula para n 6= 1.

Vejamos primeiramente qual é a homologia cúbica da circunferência ordenada em grau

0. Consideremos a aplicação " : C0(O1)→ Z definida por "(a) = "(b) = 1. Notemos

que " envia B0(O1) para {0}. O morfismo induzido por ", "∗ : H0(O1) → Z, é um

isomorfismo. De facto, considerando ffi : Z→ H0(O1), 1 7→ [a] = [b], temos

"∗ ◦ ffi(1) = "∗([a]) = "(a) = 1

e

ffi ◦ "∗([¸a + ˛b]) = ffi ◦ "∗(¸[a] + ˛[b])

= ffi(¸"∗([a]) + ˛"∗([b]))

= ffi(¸"(a) + ˛"(b))

= ffi(¸+ ˛)

= (¸+ ˛)[a]

= ¸[a] + ˛[a]

= ¸[a] + ˛[b]

= [¸a + ˛b]:

Logo, H0(O1) ∼= Z.

De modo a calcular a homologia cúbica de O1 em grau 1, vejamos em que constam

os ciclos de C1(O1). Ora, dados –; — ∈ Z,

d(–u + —v) = 0⇔ –du + —dv = 0

⇔ –(b − a) + —(b − a) = 0
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⇔ (–+ —)b − (–+ —)a = 0

⇔ –+ — = 0

⇒ — = −–:

Logo, Z1(O1) = 〈u − v〉. Temos então o isomorfismo "1 : Z → Z1(O1) definido por

"1(1) = u − v .

Como B1(O1) = {0}, obtemos o isomorfismo ffi1 : Z→ H1(O1), 1 7→ [u − v ].

Assim, temos que a homologia cúbica de O1 é

Hn(O1) ∼=

8><>:Z; n = 0; 1;

{0}; n 6= 0; 1:

(iv) Toro

Recordemos o toro descrito pelo conjunto pré-cúbico definido em 1.1.3 (i).

O complexo de cadeias cúbico de T é dado por

C0(T) = Z · {(a; a)};

C1(T) = Z · {(a; u); (u; a)};

C2(T) = Z · {(u; u)};

Cn(T) = {0}; n ≥ 3;

onde os operadores bordo são todos nulos. Então, analogamente ao exemplo anterior

da circunferência dirigida, temos os seguintes isomorfismos
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’ : Z→ H0(T); m 7→ [m(a; a)];

 : Z2 → H1(T); (m; n) 7→ [m(a; u) + n(u; a)];

„ : Z→ H2(T); m 7→ [m(u; u)]:

Logo,

Hn(T) ∼=

8>>>>><>>>>>:
Z; n = 0; 2;

Z2; n = 1;

{0}; n 6= 0; 1; 2:
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Caṕıtulo 2

Álgebra homológica dirigida

O objetivo deste caṕıtulo passa por desenvolver a parte puramente algébrica da teoria de

homologia dirigida de Grandis, que é descrita no 2.º caṕıtulo de [4].

2.1 Grupos abelianos pré-ordenados

Definição 2.1.1. Seja G um grupo abeliano e seja ≤ uma relação de pré-ordem em G, isto

é, uma relação binária reflexiva e transitiva. A relação ≤ diz-se uma relação de pré-ordem

aditiva se

a ≤ a′; b ≤ b′ =⇒ a + b ≤ a′ + b′:

Um grupo abeliano pré-ordenado é um grupo abeliano equipado com uma pré-ordem aditiva.

Exemplos 2.1.2. (i) Seja G um grupo abeliano. Então a relação de pré-ordem

a ≤ b ⇔ a = b; ∀a; b ∈ G

é uma relação de pré-ordem aditiva em G. De facto, dados a; a′; b; b′ ∈ G tais que

a ≤ a′ e b ≤ b′, temos a = a′ e b = b′. Logo,

a + b = a′ + b′;
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pelo que a + b ≤ a′ + b′.

A esta relação chamamos relação discreta.

(ii) Dado um grupo abeliano G, a relação de pré-ordem definida, para a; b ∈ G, por

a ≤ b ⇔ a; b ∈ G

é uma relação de pré-ordem aditiva. De facto, sejam a; a′; b; b′ ∈ G tais que a ≤ a′ e

b ≤ b′. Então a; a′ ∈ G e b; b′ ∈ G. Assim, a+ b; a′+ b′ ∈ G. Logo, a+ b ≤ a′+ b′:

Esta relação designa-se por relação caótica.

(iii) Consideremos o grupo abeliano Z. Então a relação

a ≤ b ⇔ b − a ∈ N; ∀a; n ∈ Z

é uma pré-ordem aditiva em Z. De facto, dados a; a′; b; b′ ∈ Z tais que a ≤ a′ e

b ≤ b′, temos a′ − a; b′ − b ∈ N. Assim,

(a′ + b′)− (a + b) = (b′ − b) + (a′ − a) ∈ N:

Logo, a + b ≤ a′ + b′.

A esta relação chamamos relação natural. Iremos denotar por ~Z o grupo abeliano Z

munido da relação natural.

Cone positivo

Seja G = (G;≤) um grupo abeliano pré-ordenado. O cone positivo é o subconjunto de G

definido por

G+ = (G;≤)+ = {– ∈ G : – ≥ 0}:

Exemplos 2.1.3. (i) Se considerarmos a relação discreta num grupo abeliano G, temos
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o seguinte cone positivo

G+ = {– ∈ G | – ≥ 0} = {– ∈ G | – = 0} = {0}:

(ii) Considerando agora G um grupo abeliano pré-ordenado com a pré-ordem caótica, o

cone positivo associado a G é dado por

G+ = {– ∈ G | – ≥ 0} = {– ∈ G | –; 0 ∈ G} = G:

(iii) Por fim, considerando o grupo abeliano pré-ordenado ~Z, i.e., o grupo abeliano Z com

a pré-ordem natural, temos o cone positivo

~Z+ = {– ∈ Z | – ≥ 0} = {– ∈ Z | –− 0 ∈ N} = {– ∈ Z | – ∈ N} = N:

Proposição 2.1.4. O cone positivo G+ é um submonóide de G.

Demonstração. Uma vez que≤ é reflexiva, 0 ≤ 0, pelo que 0 ∈ G+. Sejam agora a; b ∈ G+.

Então a ≥ 0 e b ≥ 0. Logo, a + b ≥ 0 + 0 = 0, pelo que a + b ∈ G+.

Proposição e Definição 2.1.5. Seja M um submonóide de um grupo abeliano G. Então

uma pré-ordem aditiva ≤M é definida por

a ≤M b ⇔ b − a ∈ M:

Demonstração. Seja a ∈ G. Como M é um submonóide de G, temos que a − a = 0 ∈ M.

Portanto a ≤M a, pelo que ≤M é reflexiva.

Sejam agora a; b; c ∈ G tais que a ≤M b e b ≤M c . Então

b − a; c − b ∈ M:

Ora,

c − a = (c − b) + (b − a) ∈ M:
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Logo, a ≤M c , pelo que ≤M é transitiva.

Vejamos agora que a pré-ordem ≤M é aditiva. Sejam a; a′; b; b′ ∈ G tais que a ≤M a′ e

b ≤M b′. Então

a′ − a; b′ − b ∈ M:

Ora,

(a′ + b′)− (a + b) = (a′ − a) + (b′ − b) ∈ M:

Logo, a + b ≤M a′ + b′.

Exemplos 2.1.6. (i) Se considerarmos M = {0} o submonóide de um grupo abeliano G,

temos que a relação de pré-ordem associada a M é a relação discreta. De facto, dados

a; b ∈ G,

a ≤{0} b ⇔ b − a ∈ M = {0}

⇔ b − a = 0

⇔ b = a:

(ii) A relação caótica é a relação associada ao submonóide G do próprio grupo abeliano

G. Com efeito, dados a; b ∈ G,

a ≤G b ⇔ b − a ∈ G

⇔ a; b ∈ G:

(iii) Consideremos o grupo abeliano Z. Então a relação

a ≤N b ⇔ b − a ∈ N; ∀a; b ∈ Z

é a relação natural.

Proposição 2.1.7. Seja G um grupo abeliano. As aplicações ≤ 7→ (G;≤)+ e M 7→≤M são
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bijeções inversas entre o conjunto das pré-ordens aditivas de G e o conjunto dos submonóides

de G.

Demonstração. Sejam a; b ∈ G. Temos

a ≤(G;≤)+ b ⇔ b − a ∈ (G;≤)+ ⇔ b − a ≥ 0⇔ a + 0 ≤ a + b − a⇔ a ≤ b:

Logo, ≤(G;≤)+=≤.

Além disso, dado g ∈ G,

g ∈ (G;≤M)+ ⇔ 0 ≤M g ⇔ g − 0 ∈ M ⇔ g ∈ M:

Logo, (G;≤M)+ = M.

Observação 2.1.8. Dados G um grupo abeliano, ≤ uma relação de pré-ordem aditiva em

G e M um submonóide de G, tem-se

(G;≤M)+ = M e ≤(G;≤)+=≤ :

Homomorfismos

Sejam G;G ′ grupos abelianos pré-ordenados e f : G → G ′ um homomorfismo de grupos

abelianos. O homomorfismo f diz-se um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

se

∀a; b ∈ G; a ≤ b ⇒ f (a) ≤ f (b):

A categoria dos grupos abelianos pré-ordenados será denotada por pAb.

Proposição 2.1.9. Sejam G e G ′ grupos abelianos pré-ordenados. O homomorfismo

f : G → G ′ é um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados se e só se

f (G+) ⊆ G ′+:
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Demonstração. Suponhamos primeiramente que f é um morfismo de grupos abelianos pré-

ordenados. Seja x ∈ G+. Então x ≥ 0 e, por hipótese,

x ≥ 0 =⇒ f (x) ≥ f (0) = 0:

Logo, f (x) ∈ G ′+.

Suponhamos agora que f (G+) ⊆ G ′+. Sejam a; b ∈ G tais que a ≤ b. Então

0 = a− a ≤ b − a;

donde b − a ∈ G+. Assim,

f (b)− f (a) = f (b − a) ∈ f (G+) ⊆ G ′+:

Logo, f (b)− f (a) ≥ 0, isto é, f (a) ≤ f (b).

Corolário 2.1.10. Sejam G e G ′ grupos abelianos pré-ordenados. Um isomorfismo de

grupos abelianos f : G → G ′ é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados se e só

se

f (G+) = G ′+:

Demonstração. Suponhamos primeiramente que f é um isomorfismo de grupos abelianos

pré-ordenados. Pela Proposição 2.1.9, f (G+) ⊆ G ′+ e f −1(G ′+) ⊆ G+. Logo,

f (G+) ⊆ G ′+ = f (f −1(G ′+)) ⊆ f (G+)

e portanto f (G+) = G ′+.

Reciprocamente, suponhamos que f (G+) = G ′+. Então, uma vez que f é um isomorfismo

de grupos abelianos, temos também f −1(G ′+) = G+. Pela Proposição 2.1.9, f e f −1 são

homomorfismos de grupos abelianos pré-ordenados. Logo, f é um isomorfismo de grupos

abelianos pré-ordenados.
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Soma direta

Seja (G–)–∈Λ uma faḿılia de grupos abelianos pré-ordenados. A soma direta ⊕–∈ΛG– é

um grupo abeliano pré-ordenado, onde a pré-ordem aditiva é definida componente por

componente.

Subgrupos

Um subgrupo H de um grupo abeliano pré-ordenado G é um grupo abeliano pré-ordenado

munido da restrição da pré-ordem aditiva de G e a inclusão H ,→ G é um homomorfismo

de grupos abelianos pré-ordenados. Temos

H+ = {x ∈ H | x ≥ 0} = H ∩ {x ∈ G | x ≥ 0} = H ∩ G+:

Quociente

Sejam G um grupo abeliano pré-ordenado e H um subgrupo de G. Consideremos a seguinte

relação binária definida em G=H:

∀[a]; [b] ∈ G=H; [a] ≤ [b]⇔ ∀x ∈ [a] ∃y ∈ [b] : x ≤ y: (2.1)

Munido desta relação, G=H é um grupo abeliano pré-ordenado:

Proposição 2.1.11. A relação binária definida em 2.1 é uma pré-ordem aditiva em G=H.

Demonstração. Seja [¸] ∈ G=H. É claro que

∀x ∈ [¸] x ≤ x:

Logo, [¸] ≤ [¸].

Sejam agora [¸]; [˛]; [„] ∈ G=H tais que [¸] ≤ [˛] e [˛] ≤ [„]. Então
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∀x ∈ [¸] ∃y ∈ [˛] : x ≤ y (2.2)

e

∀z ∈ [˛] ∃w ∈ [„] : z ≤ w: (2.3)

Vejamos que [¸] ≤ [„]. Seja então k ∈ [¸]. Por 2.2 existe y ∈ [˛] tal que

k ≤ y:

Por outro lado, tomando em 2.3 z = y ∈ [˛] temos que existe l ∈ [„] tal que

y ≤ l :

Logo, k ≤ l e portanto [¸] ≤ [„].

Vejamos agora que a pré-ordem é aditiva. Com efeito, sejam [¸]; [¸′]; [˛]; [˛′] ∈ G=H tais

que [¸] ≤ [˛] e [¸′] ≤ [˛′]. Então

∀x ∈ [¸] ∃y ∈ [˛] : x ≤ y (2.4)

e

∀x ′ ∈ [¸′] ∃y ′ ∈ [˛′] : x ′ ≤ y ′: (2.5)

Sejam u ∈ [¸] + [¸′], a ∈ [¸] e a′ ∈ [¸′]. Então, por definição de grupo quociente, existe

h ∈ H tal que

u = a + a′ + h:

Por hipótese, 2.4 e 2.5, existem b ∈ [˛] e b′ ∈ [˛′] tais que a ≤ b e a′ ≤ b′. Assim,

u − h = a + a′ ≤ b + b′, donde

u ≤ b + b′ + h:
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Uma vez que b + b′ + h ∈ [˛] + [˛′], segue que

[¸] + [¸′] ≤ [˛] + [˛′]:

Proposição 2.1.12. A projeção canónica G → G=H é um homomorfismo de grupos abe-

lianos pré-ordenados.

Demonstração. Uma vez que a projeção canónica é um homomorfismo de grupos abelianos,

falta apenas ver que é compat́ıvel com as pré-ordens. Com efeito, sejam a; b ∈ G tais que

a ≤ b. Seja x ∈ [a]. Então x − a ∈ H. Consideremos y = b + x − a. Então

y − b = x − a ∈ H;

pelo que y ∈ [b]. Ora,

x = a + x − a = a + y − b ≤ b + y − b = y:

Logo, [a] ≤ [b].

Observação 2.1.13. Por definição de pré-ordem do grupo G=H e pela Proposição anterior,

tem-se

[¸] ≥ 0 = [0]⇔ ∃z ∈ [¸] : z ≥ 0:

Donde

(G=H)+ = {[¸] ∈ G=H | [¸] ≥ 0} = {[z ] | z ∈ G; z ≥ 0} = {[z ] | z ∈ G+}:

O grupo abeliano pré-ordenado G=H tem a seguinte propriedade universal:

Proposição 2.1.14. Seja f : G → A um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

tal que H ⊆ ker f . Então existe um único homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

f̄ : G=H → A tal que f̄ ([x ]) = f (x); ∀x ∈ G.
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Demonstração. Pela propriedade universal do grupo abeliano quociente G=H, existe um e

um só homomorfismo f̄ : G=H → A tal que f̄ ([x ]) = f (x); ∀x ∈ G. Vejamos que f̄ é

compat́ıvel com as pré-ordens. Sejam [a]; [b] ∈ G=H tais que [a] ≤ [b] e seja x ∈ [a].

Então, por definição da pré-ordem no quociente, existe y ∈ [b] tal que x ≤ y . Uma vez

que f é compat́ıvel com as pré-ordens, temos

f̄ ([a]) = f̄ ([x ]) = f (x) ≤ f (y) = f̄ ([y ]) = f̄ ([b]):

Produto tensorial

O produto tensorial de dois grupos abelianos pré-ordenados G e H é um grupo abeliano

pré-ordenado relativamente à pré-ordem aditiva associada ao submonóide de G ⊗H gerado

pelos elementos g ⊗ h, com g ∈ G+ e h ∈ H+.

Grupos abelianos pré-ordenados livres

Seja X um conjunto. Iremos denotar por NX o submonóide do grupo abeliano livre ZX

que é constitúıdo pelas combinações lineares positivas. O grupo abeliano pré-ordenado livre

gerado por X é o grupo abeliano livre ZX munido da pré-ordem aditiva ≤NX . Iremos denotar

este grupo por ~ZX.

O grupo abeliano pré-ordenado livre tem a seguinte propriedade universal:

Proposição 2.1.15. Sejam G um grupo abeliano pré-ordenado e f : X → G uma aplicação

tal que f (X) ⊆ G+. Então existe um único homomorfismo de grupos abelianos pré-

ordenados f̂ : ~ZX → G tal que f̂ (x) = f (x) ∀x ∈ X.

Demonstração. Pela propriedade universal do grupo abeliano livre, existe um e um só

homomorfismo de grupos abelianos f̂ : ~ZX → G tal que f̂ (x) = f (x) ∀x ∈ X. Ve-

jamos que f̂ é um morfismo de grupos abelianos pré-ordenados. Consideremos então
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n1x1 + n2x2 + · · ·+ nkxk ∈ NX. Temos

f̂ (n1x1 + n2x2 + · · ·+ nkxk) = n1f̂ (x1) + n2f̂ (x2) + · · ·+ nk f̂ (xk)

= n1f (x1) + n2f (x2) + · · ·+ nk f (xk) ∈ G+:

Assim, pela Proposição 2.1.9, segue que f̂ é um homomorfismo de grupos abelianos pré-

ordenados.

2.2 Complexos de cadeias dirigidos

Um grupo abeliano pré-ordenado graduado é uma faḿılia (Gn)n∈Z de grupos abelianos

pré-ordenados. Um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados é uma

faḿılia (fn)n∈Z : (Gn)n∈Z → (G ′n)n∈Z de homomorfismos de grupos abelianos pré-ordenados.

Um complexo de cadeias dirigido é um complexo de cadeias que é um grupo abeliano pré-

ordenado graduado. Uma aplicação de cadeias dirigida é uma aplicação de cadeias que é um

homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. A categoria dos complexos

de cadeias dirigidos irá denotar-se por dCh.

Homologia dirigida

Seja C um complexo de cadeias dirigido. Os subconjuntos dos ciclos e dos bordos do grupo

abeliano pré-ordenado Cn são grupos abelianos pré-ordenados que denotaremos por ~ZnC e

~BnC. O n-ésimo grupo de homologia dirigida de C é o grupo abeliano pré-ordenado

~HnC = ~ZnC=~BnC:

Uma aplicação de cadeias dirigida f : C → D induz o homomorfismo de grupos abelianos

pré-ordenados

f∗ : ~Hn(C)→ ~Hn(D)
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[z ] 7→ [f (z)];

obtendo-se o funtor ~Hn : dCh→ pAb.

Observação 2.2.1. Dado C um complexo de cadeias dirigido, tem-se

~Hn(C)+ = {[z ] | z ∈ ~Zn(C)+} = {[z ] | z ∈ Zn(C) ∩ C+
n }:

O homomorfismo de Künneth dirigido

Sejam C e D complexos de cadeias dirigidos. Recordemos que o complexo de cadeias C⊗D

é definido, em cada grau n, por

(C ⊗D)n = ⊕i+j=n(Ci ⊗Dj);

sendo o operador bordo d : (C ⊗D)n → (C ⊗D)n−1 definido por

d(x ⊗ y) = dx ⊗ y + (−1)ix ⊗ dy;

onde x ∈ Ci e y ∈ Dn−i . Como C e D são complexos de cadeias dirigidos, então para cada

i e j , Ci e Dj são grupos abelianos pré-ordenados, pelo que Ci ⊗ Dj é um grupo abeliano

pré-ordenado. Por definição, ⊕i+j=n(Ci ⊗ Dj) é ainda um grupo abeliano pré-ordenado.

Deste modo, o produto tensorial C ⊗D é um complexo de cadeias dirigido.

Proposição e Definição 2.2.2. Existe um homomorfismo único de grupos abelianos pré-

ordenados graduados

» : ~H∗(C)⊗ ~H∗(D)→ ~H∗(C ⊗D)

tal que »([x ]⊗ [y ]) = [x ⊗ y ]. Este homomorfismo chama-se o homomorfismo de Künneth

para C e D:

Demonstração. Sejam x; x ′ ∈ Ci e y; y ′ ∈ Dj ciclos tais que [x ] = [x ′] e [y ] = [y ′]. Então

existem a ∈ Ci+1 e b ∈ Cj+1 tais que x ′ − x = da e y ′ − y = db, isto é, x ′ = x + da e
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y ′ = y + db. Temos

x ′ ⊗ y ′ = x ⊗ y + x ⊗ db + da⊗ y ′

= x ⊗ y + (−1)id(x ⊗ b) + d(a⊗ y ′):

ou seja, x ′ ⊗ y ′ − x ⊗ y = (−1)id(x ⊗ b) + d(a⊗ y ′). Logo, [x ′ ⊗ y ′] = [x ⊗ y ]. Assim, a

correspondência

f : ~Hi(C)× ~Hj(D)→ ~Hi+j(C ⊗D)

([x ]; [y ]) 7→ [x ⊗ y ]

está bem definida.

Vejamos agora que f é bilinear. Com efeito, temos

f ([x ] + [x ′]; [y ]) = f ([x + x ′]; [y ])

= [(x + x ′)⊗ y ]

= [x ⊗ y + x ′ ⊗ y ]

= [x ⊗ y ] + [x ′ ⊗ y ]

= f ([x ]; [y ]) + f ([x ′]; [y ]):

Análogamente, f ([x ]; [y ] + [y ′]) = f ([x ]; [y ]) + f ([x ]; [y ′]).

Logo, existe um único homomorfismo

»i ;j : ~Hi(C)⊗ ~Hj(D)→ ~Hi+j(C ⊗D)

tal que »i ;j([x ]⊗ [y ]) = [x ⊗ y ].
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Assim, existe um único homomorfismo de grupos abelianos graduados

» : ~H∗(C)⊗ ~H∗(D)→ ~H∗(C ⊗D)

tal que »([x ]⊗ [y ]) = [x ⊗ y ].

O homomorfismo » é compat́ıvel com as pré-ordens em cada grau. De facto, dados x ∈ C

e y ∈ D ciclos positivos, temos que x ⊗ y é ainda um ciclo positivo.

Recordemos que a torção de um grupo abeliano G é o subgrupo definido por

T (G) = {m ∈ G | ∃r ∈ Z\{0} : rm = 0}:

G diz-se livre de torção se

T (G) = 0:

Pelo Teorema de Künneth algébrico [5, Thm. 3B.5] temos o seguinte resultado:

Proposição 2.2.3. Sejam C e D complexos de cadeias dirigidos. Se C e D são livres

enquanto grupos abelianos graduados, então » é injetivo. Se H∗(C) ou H∗(D) é livre de

torção em cada dimensão, então » é bijetivo.
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Caṕıtulo 3

Homologia dirigida

Neste caṕıtulo definimos a homologia dirigida de conjuntos pré-cúbicos e adaptamos os prin-

cipais resultados de Grandis sobre a homologia dirigida de conjuntos cúbicos aos conjuntos

pré-cúbicos. O Teorema da Invariância de Grandis baseia-se numa teoria de homotopia para

conjuntos cúbicos que não se estende aos conjuntos pré-cúbicos. Portanto, apresentamos

na secção 3:4 um novo conceito de equivalência para cojuntos pré-cúbicos e provamos o

Teorema da Invariância neste caso.

3.1 Homologia dirigida de conjuntos pré-cúbicos

Seja P um conjunto pré-cúbico. O complexo de cadeias dirigido de P é o complexo de

cadeias cúbico em que consideramos os grupos de cadeias como grupos abelianos pré-

ordenados livres. Iremos denotar o complexo de cadeias dirigido de um conjunto pré-cúbico

P por ~C∗(P ). Um morfismo de conjuntos pré-cúbicos f : P → Q induz uma aplicação de

cadeias dirigida

f∗ = ~C∗(f ) : ~C∗(P )→ ~C∗(Q)

x 7→ f (x);
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onde x ∈ P . Assim, obtemos o funtor ~C∗ : preCub→ dCh.

A homologia dirigda de um conjunto pré-cúbico P é o grupo abeliano pré-ordenado graduado

~H∗(P ) = ~H∗(~C∗(P )):

Assim, a homologia dirigida de P é a sua homologia habitual equipada, em cada dimensão

n (n ∈ Z), com a pré-ordem induzida pelo grupo abeliano pré-ordenado ~Cn(P ). Iremos

usar a notação ~Zn(P ) = ~Zn(~C∗(P )) e ~Bn(P ) = ~Bn(~C∗(P )) para os ciclos e para os bordos,

respetivamente.

Exemplos 3.1.1. (i) Consideremos a circunferência ordenada definida em 1.1.1 (iii) e

recordemos o isomorfismo ffi : Z→ H0(O1) definido em 1.2.3 (iii), por

ffi(m) = [ma] = [mb]; ∀m ∈ Z:

Então

~H0(O1)+ = {[z ] | z ∈ ~Z0(O1)+ = N ·O1
0 = N · {a; b}}

= {[ma + nb] | m; n ∈ N}

= {m[a] + n[b] | m; n ∈ N}

= {m[a] + n[a] | m; n ∈ N}

= {(m + n)[a] | m; n ∈ N}

= {[ma] | m ∈ N}

= ffi(N):

Logo, por 2.1.10 segue que ffi é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

~Z→ ~H0(O1).

Vejamos agora qual é a homologia dirigida de O1 para n = 1. Recordemos que
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Z1(O1) = 〈u− v〉 e que temos o isomorfismo ffi1 : Z→ H1(O1) definido, na base, por

ffi1(1) = [u − v ]. Assim,

~H1(O1)+ = {[z ] | z ∈ ~Z1(O1)+}

= {[z ] | z ∈ Z1(O1) ∩ ~C1(O1)+} [por 2.2.1 ]

= {[z ] | z ∈ 〈u − v〉 ∩ N ·O1
1}

= {[z ] | z ∈ {0}}

= {0}:

Assim, ffi1 é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados (Z;≤0)→ ~H1(O1):

Para n 6= 0; 1, uma vez que a homologia cúbica é nula, não existe homologia dirigida

de O1.

(ii) Consideremos a circunferência dirigida S1 definida em 1.1.1 (ii) e recordemos o com-

plexo de cadeias cúbico definido em 1.2.3 (ii). Então C0(S1) = Z · {a} = Z0(S1)

e H0(S1) = Z0(S1)={0}. Assim, temos o isomorfismo ffi : Z → H0(S1) definido por

ffi(m) = [ma]; ∀m ∈ Z.

Ora,

~H0(S1)+ = {[z ] | z ∈ ~Z0(S1)+ = N · S1
0}

= {[ma] | m ∈ N}

= ffi(N):

Assim, ffi envia bijetivamente elementos do cone positivo de Z em elementos do cone

positivo da homologia dirigida de S1 em grau 0. Logo, ffi é um isomorfismo de grupos

abelianos pré-ordenados ~Z→ ~H0(S1):
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Analogamente, para n = 1, temos ~H1(S1) ∼= ~Z.

Para n 6= 0; 1 a homologia dirigida é nula porque a homologia cúbica é nula.

(iii) Recordemos o toro T definido em 1.1.3 (i), a respetiva homologia cúbica e os isomor-

fismos

’ : Z→ H0(T); m 7→ [m(a; a)];

 : Z2 → H1(T); (m; n) 7→ [m(a; u) + n(u; a)];

„ : Z→ H2(T); m 7→ [m(u; u)]:

definidos em 1.2.3 (iv).

Analogamente ao exemplo (ii) anterior,

~H0(T)+ = ’(N)

~H2(T)+ = „(N);

Portanto, temos os isomorfismos de grupos abelianos pré-ordenados

’ : ~Z→ ~H0(T)

e

„ : ~Z→ ~H2(T):

No caso n = 1, temos

~H1(T)+ = {[z ] | z ∈ ~Z1(T)+ = ~C1(T)+ = N · T1}

= {[m(a; u) + n(u; a)] | m; n ∈ N}

=  (N2);
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donde segue que temos o isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

 : ~Z2 → ~H1(T):

3.2 Componentes conexas

Um conjunto pré-cúbico P diz-se conexo se quaisquer dois vértices estão ligados por uma

sequência de arestas ou, mais formalmente, se quaisquer dois vértices são homólogos. Dado

um vértice v de um conjunto pré-cúbico P , a união de todos os subconjuntos pré-cúbicos co-

nexos que contêm v é um subconjunto pré-cúbico conexo de P . A este conjunto chamamos

componente conexa de v e denotá-lo-emos por Pv .

Proposição 3.2.1. Seja P um conjunto pré-cúbico. Então Pv = Pw se e só se v e w são

vértices homólogos em P .

Demonstração. Suponhamos primeiramente que Pv = Pw . Então v ∈ Pv = Pw . Por

definição, Pw é um subconjunto pré-cúbico conexo de P que contém w . Assim, de v; w ∈ Pw
segue que v e w são homólogos.

Reciprocamente, sejam v e w vértices homólogos em P . Vejamos que w ∈ Pv . Se v = w ,

não há nada a provar. Suponhamos então que v 6= w . Seja x ∈ C1(P ) tal que dx = v −w .

Uma vez que v 6= w , segue que dx 6= 0 e portanto x 6= 0. Assim, existem arestas

a1; :::; ar ∈ P1 (r ≥ 1) e números m1; :::; mr ∈ {−1; 1} tais que

x =
rX
i=1

miai :

Se r = 1, então a1; w ∈ P1. Caso contrário, Pv ∪ {w; a1} seria um subconjunto pré-cúbico

conexo de P que contém v e que é maior do que Pv . Se r > 1, então existe um ı́ndice i tal

que d(miai) = u−w para algum vértice u. Podemos supor que i = r . Seja y =
Pr−1

i=1 miai .

Então

dy = d(x −mrar ) = dx − dmrar = v − w − (u − w) = v − u:
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Por indução, u ∈ Pv . Como Pv ∪ {w; ar} é um subconjunto pré-cúbico conexo de P que

contém v , temos Pv ∪ {w; ar} = Pv . Logo w ∈ Pv e, por definição de Pw segue que

Pv ⊆ Pw . Analogamente Pw ⊆ Pv .

Corolário 3.2.2. Duas componentes conexas de um conjunto pré-cúbico P ou são iguais

ou disjuntas.

Demonstração. Sejam C e D duas componentes conexas de um conjunto pré-cúbico P .

Então existem v; w vértices de P tais que C = Pv e D = Pw . Suponhamos que C ∩D 6= ∅.

Então existe um vértice x ∈ C ∩D, donde

[v ] = [x ] = [w ];

pelo que

[v ] = [w ]:

Logo, Pv = Pw .

A versão do seguinte teorema para conjuntos cúbicos é enunciada em [4, 2.1.4].

Teorema 3.2.3. Seja P um conjunto pré-cúbico. Então

~H0(P ) ∼= ~Z{Pv | v ∈ P0}:

Demonstração. Seja X ⊆ P0 o conjunto minimal de vértices tal que

{[x ] | x ∈ X} = {[v ] | v ∈ P0}:

Pela Proposição 3.2.1, segue que {Pv | v ∈ P0} ∼= {[v ] | v ∈ P0}: Como {[x ] | x ∈ X}

está em bijeção com X, basta provar que

~H0(P ) ∼= ~ZX:
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Seja y ∈ P0\X. Então existe um único xy ∈ X tal que

[y ] = [xy ]:

Seja cy ∈ C1(P ) uma cadeia tal que dcy = y − xy . Vejamos que o conjunto

Y = {y − xy | y ∈ P0\X}

é uma base do conjunto B0(P ) = im d : C1(P ) → C0(P ), ou seja, que Y é um conjunto

gerador e é linearmente independente. De facto, seja a ∈ P1 uma aresta. Então

da = d1
1a− d0

1a e [d1
1a] = [d0

1a]:

Se d0
1a ∈ X e d1

1a ∈ X, então d0
1a = d1

1a e portanto da = 0 ∈ 〈Y 〉.

Se d0
1a ∈ X e d1

1a =∈ X, então d0
1a = xd1

1 a
e portanto da = d1

1a− d0
1a = d1

1a− xd1
1 a
∈ Y ⊆

〈Y 〉.

Se d0
1a =∈ X e d1

1a ∈ X, então d1
1a = xd0

1 a
e portanto

−da = −d1
1a + d0

1a = d0
1a− xd0

1 a
∈ Y ⊆ 〈Y 〉:

Se d0
1a =∈ X e d1

1a =∈ X, então xd0
1 a

= xd1
1 a

e portanto

da = d1
1a− d0

1a = (d1
1a− xd1

1 a
)− (d0

1a− xd0
1 a

) ∈ 〈Y 〉:

Logo, uma vez que B0(P ) é gerado por dP1, segue que Y é um conjunto gerador de B0(P ).

Para mostrar que Y é um conjunto linearmente independente, suponhamos que

X
y∈P0\X

–y (y − xy ) = 0:
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Então X
y∈P0\X

–yy −
X

y∈P0\X

–yxy = 0 =⇒
X

y∈P0\X

–yy =
X

y∈P0\X

–yxy ∈ 〈X〉:

Logo,
P

y∈P0\X –yy = 0 e, portanto, para cada y ∈ P0\X, –y = 0. Assim, Y é de facto

uma base de B0(P ).

Provemos agora que Y ∪X é uma base de C0(P ). Seja y ∈ P0. Se y ∈ X então y ∈ Y ∪X,

pelo que y ∈ 〈Y ∪X〉: Se y =∈ X, temos y = y − xy + xy ∈ 〈Y ∪X〉. Logo, P0 ⊆ 〈Y ∪X〉.

Portanto, como C0(P ) = 〈P0〉, então Y ∪ X é também gerador de C0(P ).

Para provar que Y ∪ X é linearmente independente, suponhamos que

X
y∈P0\X

–y (y − xy ) +
X
x∈X

—xx = 0:

Então X
y∈P0\X

–yy =
X

y∈P0\X

–yxy −
X
x∈X

—xx ∈ 〈X〉 =⇒
X

y∈P0\X

–yy = 0

Logo, para cada y ∈ P0\X, –y = 0. E, para cada x ∈ X, —x = 0.

Portanto, temos a sequência exata curta

0→ B0(P )→ C0(P )→ ZX → 0:

Donde segue que a aplicação ffi : ZX → H0(P ) definida, para x ∈ X, por ffi(x) = [x ] é um

isomorfismo de grupos abelianos.

Por fim, vejamos que ffi é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados ~ZX → ~H0(P ).

Como qualquer vértice v é positivo, segue que [v ] ∈ ~H0(P )+. Logo,

ffi(NX) ⊆ ~H0(P )+:

Seja agora ¸ ∈ ~H0(P )+. Então ¸ = [z ], para algum z ∈ ~Z0(P )+ = ~C0(P )+ = NP0. Assim,

¸ ∈ {[
X

nivi ] | ni ∈ N; vi ∈ P0}
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= {
X

ni [vi ] | ni ∈ N; vi ∈ P0}

= {
X

ni [xi ] | ni ∈ N; xi ∈ X}

= ffi(NX):

Logo, ~H0(P )+ = ffi(NX).

3.3 Homologia dirigida de um produto tensorial

Sejam P e Q conjuntos pré-cúbicos. Definimos a aplicação de grupos abelianos graduados

“ : ~C∗(P )⊗ ~C∗(Q)→ ~C∗(P ⊗ Q)

por “(x ⊗ y) = (x; y), onde x ∈ P e y ∈ Q.

Proposição 3.3.1. A aplicação “ é um isomorfismo de complexos de cadeias dirigidos.

Demonstração. Notemos que os elementos x⊗y , com x ∈ P e y ∈ Q, formam uma base de

~C∗(P )⊗ ~C∗(Q). Por outro lado, os elementos da forma (x; y), com x ∈ P e y ∈ Q, formam

uma base de ~C∗(P ⊗ Q). Assim, “ é um isomorfismo de grupos abelianos graduados.

Como os elementos positivos de ~C∗(P ) ⊗ ~C∗(Q) são as combinações lineares positivas de

elementos da forma x ⊗ y , com x ∈ P e y ∈ Q e os elementos positivos de ~C∗(P ⊗Q) são

as combinações lineares positivas de elmentos da forma (x; y), com x ∈ P e y ∈ Q, então

“ e “−1 preservam os cones positivos.

Logo, “ é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. Falta apenas ver

que “ comuta com o operador bordo. Sejam então m; n ∈ Z, x ∈ Pn e y ∈ Qm. Temos

d“(x ⊗ y) = d(x; y)

=
n+mX
i=1

(−1)i(d0
i (x; y)− d1

i (x; y))

=
nX
i=1

(−1)i(d0
i (x; y)− d1

i (x; y)) +
n+mX
i=n+1

(−1)i(d0
i (x; y)− d1

i (x; y))
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=
nX
i=1

(−1)i((d0
i x; y)− (d1

i x; y)) +
n+mX
i=n+1

(−1)i(x; d0
i−ny)− (x; d1

i−ny))

=
nX
i=1

(−1)i((d0
i x; y)− (d1

i x; y)) + (−1)n
n+mX
i=n+1

(−1)i−n(x; d0
i−ny)− (x; d1

i−ny))

=
nX
i=1

(−1)i((d0
i x; y)− (d1

i x; y)) + (−1)n
mX
i=1

(−1)i(x; d0
i y)− (x; d1

i y))

=
nX
i=1

(−1)i(“(d0
i x ⊗ y)− “(d1

i x ⊗ y))

+ (−1)n
mX
i=1

(−1)i(“(x ⊗ d0
i y)− “(x ⊗ d1

i y))

= “(
nX
i=1

(−1)i(d0
i x ⊗ y − d1

i x ⊗ y) + (−1)n
mX
i=1

(−1)i(x ⊗ d0
i y − x ⊗ d1

i y))

= “(
nX
i=1

(−1)i(d0
i x − d1

i x)⊗ y + (−1)n
mX
i=1

(−1)ix ⊗ (d0
i y − d1

i y))

= “((
nX
i=1

(−1)i(d0
i x − d1

i x))⊗ y + (−1)nx ⊗
mX
i=1

(−1)i(d0
i y − d1

i y))

= “(dx ⊗ y + (−1)nx ⊗ dy)

= “d(x ⊗ y):

Cross-product dirigido

O cross-produto dirigido de dois conjuntos pré-cúbicos P e Q é o morfismo de grupos

abelianos pré-ordenados graduados

× = “∗ ◦ » : ~H∗(P )⊗ ~H∗(Q)→ ~H∗(P ⊗ Q):

Iremos escrever [a]× [b] para denotar ×([a]⊗ [b]), onde [a] ∈ ~H∗(P ) e [b] ∈ ~H∗(Q).

Pelas Proposições 2.2.3 e 3.3.1 temos o seguinte resultado que corresponde ao Teorema [4,

2.2.4].

Teorema 3.3.2. O cross-produto dirigido de dois conjuntos pré-cúbicos P e Q é injetivo

em cada grau e se H∗(P ) ou H∗(Q) for livre de torção, então é bijetivo.
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Exemplos 3.3.3. (i) Recordemos o conjunto pré-cúbico que descreve o toro T = S1 ⊗ S1,

definido em 1.1.3 (i). Recordemos as homologias cúbica e dirigida calculadas em 1.2.3

(iv) e 3.1.1 (iii), respetivamente. Consideremos o cross-produto

~H∗(S1)⊗ ~H∗(S1)
×−→ ~H∗(T)

definido por [a] × [a] = [(a; a)], [a] × [u] = [(a; u)], [u] × [a] = [(u; a)],

[u] × [u] = [(u; u)], que, por definição, é um morfismo de grupos abelianos pré-

ordenados graduados.

Uma vez que× é uma bijeção em cada grau, temos um isomorfismo de grupos abelianos

graduados.

Vejamos que × é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. Ora,

para (a; a) ∈ T e n ∈ N,

n[(a; a)] = n([a]×[a]) = n“∗»([a]⊗[a]) = “∗»(n[a]⊗[a]) = “∗»([na]⊗[a]) = [na]×[a];

logo

~H0(T)+ = {n[(a; a)] | n ∈ N}

⊆ ×(( ~H0(S1)⊗ ~H0(S1))+)

= ×(( ~H∗(S1)⊗ ~H∗(S1))+
0 ):

Analogamente, para i ∈ {1; 2},

~Hi(T)+ ⊆ ×(( ~H∗(S1)⊗ ~H∗(S1))+
i ):

Logo, no caso do toro, o cross-produto dirigido é um isomorfismo de grupos abelianos

pré-ordenados graduados.
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(ii) Consideremos o conjunto pré-cúbico P definido por

P0 = {v; w}

P1 = {x1; x2; x3; x4; y1; y2; y3; y4}

onde os operadores bordo são dados por

d0
1xi = d1

1yi = v

e

d1
1xi = d0

1yi = w;

onde i ∈ {1; 2; 3; 4}.

Uma vez que C1(P ) ∼= Z · P1 é um grupo abeliano livre, segue que o subgrupo Z1(P )

de C1(P ) é ainda um grupo abeliano livre [8, p.880]. Por outro lado, como B1(P ) = 0,

Z1(P ) ∼= H1(P ). Logo, H1(P ) é um grupo abeliano livre e, portanto, é livre de torção.

Mostramos no entanto que o cross-produto dirigido

~H∗(P )⊗ ~H∗(P ) → ~H∗(P ⊗ P )

não é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados. Por definição, o

complexo de cadeias cúbico de P é dado por

C0(P ) = Z · {v; w};

C1(P ) = Z · {x1; x2; x3; x4; y1; y2; y3; y4};

Cn(P ) = 0; n 6= 0; 1;
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e os operadores bordo são dados por

dxi = w − v e dyi = v − w; i ∈ {1; 2; 3; 4}:

Assim, para todos i ; j ∈ {1; 2; 3; 4}, xi − xj , yi − yj e xi + yj são ciclos. Consideremos

o 2-ciclo z definido em ~C∗(P )⊗ ~C∗(P ) por

z = (x1 − x2)⊗ (x1 − x2) + (x2 − x3)⊗ (x1 + y1)

+ (x1 − x4)⊗ (x2 + y2) + (x3 + y1)⊗ (x3 + y1)

+ (x3 + y2)⊗ (x1 + y3) + (x4 + y3)⊗ (x4 + y2) + (x4 + y4)⊗ (x2 + y4):

O ciclo z é positivo. De facto,

z =x1 ⊗ x1 − x1 ⊗ x2 − x2 ⊗ x1 + x2 ⊗ x2

+ x2 ⊗ x1 + x2 ⊗ y1 − x3 ⊗ x1 − x3 ⊗ y1

+ x1 ⊗ x2 + x1 ⊗ y2 − x4 ⊗ x2 − x4 ⊗ y2

+ x3 ⊗ x3 + x3 ⊗ y1 + y1 ⊗ x3 + y1 ⊗ y1

+ x3 ⊗ x1 + x3 ⊗ y3 + y2 ⊗ x1 + y2 ⊗ y3

+ x4 ⊗ x4 + x4 ⊗ y2 + y3 ⊗ x4 + y3 ⊗ y2

+ x4 ⊗ x2 + x4 ⊗ y4 + y4 ⊗ x2 + y4 ⊗ y4

=x1 ⊗ x1 + x2 ⊗ x2

+ x2 ⊗ y1

+ x1 ⊗ y2

+ x3 ⊗ x3 + y1 ⊗ x3 + y1 ⊗ y1

+ x3 ⊗ y3 + y2 ⊗ x1 + y2 ⊗ y3
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+ x4 ⊗ x4 + y3 ⊗ x4 + y3 ⊗ y2

+ x4 ⊗ y4 + y4 ⊗ x2 + y4 ⊗ y4:

Logo, [z ] ∈ ~H2(~C∗(P ) ⊗ ~C∗(P ))+. Seja ¸ um elemento positivo de grau 2 de

~H∗(P )⊗ ~H∗(P ). Vejamos que »(¸) 6= [z ]. Sejam z1; :::; zr ; z
′
1; :::; z

′
r ciclos positi-

vos em ~C1(P ) tais que ¸ =
Pr

i=1[zi ]⊗ [z ′i ]. Para todos i ∈ {1; :::; r} e j ∈ {1; 2; 3; 4},

sejam ni j ; mi j ; n
′
i j ; m

′
i j ∈ N tais que

zi = ni1x1 + ni2x2 + ni3x3 + ni4x4 +mi1y1 +mi2y2 +mi3y3 +mi4y4

e

z ′i = n′i1x1 + n′i2x2 + n′i3x3 + n′i4x4 +m′i1y1 +m′i2y2 +m′i3y3 +m′i4y4:

É claro que »(¸) = [
Pr

i=1 zi ⊗ z ′i ]. Suponhamos, por contradição, que

[z ] = [
rX
i=1

zi ⊗ z ′i ]:

Uma vez que (~C∗(P ) ⊗ ~C∗(P ))3 = 0, segue que z =
Pr

i=1 zi ⊗ z ′i . Como z contém

o termo x1 ⊗ x1 com coeficiente 1, então existe um ı́ndice k tal que nk1 = n′k1 = 1.

Uma vez que zk é um ciclo, então pelo menos um dos coeficientes mkj é não nulo.

Como zk ⊗ z ′k contém o termo yj ⊗ x1 com coeficiente não nulo, o mesmo é válido

para
Pr

i=1 zi ⊗ z ′i e, portanto, para z . A única possibilidade é quando j = 2.

Analogamente, como z ′k é um ciclo, pelo menos um dos coeficientes m′kj é não nulo.

Como zk⊗z ′k contém o termo x1⊗yj com coeficiente não nulo, o mesmo é válido para

a soma
Pr

i=1 zi ⊗ z ′i e, portanto para z . Novamente, a única possibilidade é quando

j = 2. Segue então que zk ⊗ z ′k contém o termo y2 ⊗ y2 com coeficiente não nulo.

Consequentemente, o mesmo acontece a z . Como z não contém o termo y2 ⊗ y2,
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obtivemos uma contradição. Logo,

[z ] 6= [
rX
i=1

zi ⊗ z ′i ] = »(¸):

Portanto, não existe nenhuma classe positiva ¸ em ~H∗(P ) ⊗ ~H∗(P ) tal que o cross-

produto satisfaz ×(¸) = “∗([z ]) ∈ ~H2(P ⊗ P )+.

Assim, temos que o cross-produto dirigido nem sempre é um isomorfismo de grupos

abelianos pré-ordenados graduados, mesmo que a homologia seja livre de torção.

3.4 Invariância dihomotópica

Um morfismo injetivo de conjuntos pré-cúbicos f : P → Q diz-se uma dicofibração aćıclica

se

1. induz um isomorfismo em homologia;

2. a aplicação de cadeias dirigida ~C∗(f ) : ~C∗(P ) → ~C∗(Q) admite uma retração, isto é,

se existir uma aplicação de cadeias dirigida r : ~C∗(Q)→ ~C∗(P ) tal que

r ◦ ~C∗(f ) = id~C∗(P ):

Exemplos 3.4.1. (i) Ciĺındro

Seja P um conjunto pré-cúbico. A inclusão

j0 : P → P ⊗ J0; 1K

x 7→ (x; 〈0〉)

é uma dicofibração aćıclica.

É claro que j0 é injetiva. A aplicação j0∗ : H∗(P ) → H∗(P ⊗ J0; 1K) é dada pela
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composta

H∗(P )
ffi−→ H∗(P )⊗ (Z; 0)

idH∗(P )⊗”∗−−−−−−→ H∗(P )⊗H∗(J0; 1K)
×−→ H∗(P ⊗ J0; 1K);

onde × é o cross-produto e as aplicações ffi e ”∗ são dadas, respetivamente, por

ffi(") = " ⊗ 1 e ”∗(1) = [〈0〉]. De facto, seja z =
P

i ¸ixi um ciclo em C∗(P ) com

xi ∈ P; ∀i . Temos

× ◦ (idH∗(P ) ⊗ ”∗) ◦ ffi([z ]) = × ◦ (idH∗(P ) ⊗ ”∗)([z ]⊗ 1)

= ×([z ]⊗ [〈0〉])

= “∗ ◦ »([z ]⊗ [〈0〉])

= “∗([z ⊗ 〈0〉])

= “∗([(
X
i

¸ixi)⊗ 〈0〉])

= “∗([
X
i

¸ixi ⊗ 〈0〉])

= [“(
X
i

¸ixi ⊗ 〈0〉)]

= [
X
i

¸i“(xi ⊗ 〈0〉)]

= [
X
i

¸i(xi ; 〈0〉)]

= [
X
i

¸i j0(xi)]

= j0∗[
X
i

¸ixi ]

= j0∗([z ]):

Uma vez que H∗(J0; 1K) é livre de torção, por 3.3.2 segue que o cross-produto é

um isomorfismo de grupos abelianos graduados. Sabemos que o produto tensorial

é functorial, pelo que idH∗(P ) ⊗ ”∗ é um isomorfismo. Por fim, temos que ffi é um

isomorfismo. De facto, em grau n, ffi é o isomorfismo canónico Hn(P )→ Hn(P )⊗ Z.
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Logo, j0∗ é ainda um isomorfismo.

Consideremos a aplicação r : C∗(P ⊗ J0; 1K)→ C∗(P ) definida, para cada x ∈ P , por

r(x; 〈0〉) = x , r(x; 〈1〉) = x e r(x; 〈0; 1〉) = 0.

Vejamos que r é uma aplicação de cadeias. Seja então x ∈ Pn (n ≥ 1). Temos

rd(x; 〈0〉) = r(
nX
i=1

(−1)i(d0
i (x; 〈0〉)− d1

i (x; 〈0〉)))

= r(
nX
i=1

(−1)i((d0
i x; 〈0〉)− (d1

i x; 〈0〉)))

=
nX
i=1

(−1)i(r(d0
i x; 〈0〉)− r(d1

i x; 〈0〉))

=
nX
i=1

(−1)i(d0
i x − d1

i x)

= dx

= dr(x; 〈0〉):

Analogamente, temos que rd(x; 〈1〉) = dr(x; 〈1〉).

Seja x ∈ Pn (n ≥ 0). Temos

rd(x; 〈0; 1〉) = r(
n+1X
i=1

(−1)i(d0
i (x; 〈0; 1〉)− d1

i (x; 〈0; 1〉)))

= r(
nX
i=1

(−1)i(d0
i (x; 〈0; 1〉)− d1

i (x; 〈0; 1〉))

+ (−1)n+1(d0
n+1(x; 〈0; 1〉)− d1

n+1(x; 〈0; 1〉)))

= r(
nX
i=1

(−1)i((d0
i x; 〈0; 1〉)− (d1

i x; 〈0; 1〉))

+ (−1)n+1((x; d0
1 〈0; 1〉)− (x; d1

1 〈0; 1〉)))
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=
nX
i=1

(−1)i(r(d0
i x; 〈0; 1〉)− r(d1

i x; 〈0; 1〉))

+ (−1)n+1(r(x; 〈0〉)− r(x; 〈1〉))

= 0 + (−1)n+1(x − x)

= 0

= dr(x; 〈0; 1〉):

Assim, r é de facto uma aplicação de complexos de cadeias.

Vejamos que r é uma aplicação de cadeias dirigida. De facto, como os elementos da

base do complexo de cadeias do ciĺındro (x; 〈0〉), (x; 〈1〉) e (x; 〈0; 1〉), são enviados,

por r , para elementos positivos do complexo de cadeias C∗(P ), então r preserva a

pré-ordem.

Finalmente, dado x ∈ P ,

r ◦ ~C∗(j0)(x) = r(x; 〈0〉) = x = id~C∗(P )(x):

Logo, r é uma retração de ~C∗(j0).

(ii) Fita de Möbius

Consideremos a Fita de Möbius descrita pelo conjunto pré-cúbico definido em 1.1.1

(iv).

Seja X o conjunto pré-cúbico que representa a circunferência dirigida do meio da Fita

de Möbius, ou seja, o conjunto pré-cúbico

X0 = {c}; X1 = {cc}; Xn = ∅; ∀n ≥ 2;

onde os operadores bordo são definidos por
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d0
1 : X1 → X0 d1

1 : X1 → X0

cc 7→ c cc 7→ c:

Então a inclusão

i : X →M

é uma dicofibração aćıclica. De facto, é imediato que i é injetiva. Consideremos a

seguinte aplicação r : C∗(M)→ C∗(X) definida, para elementos da base, por

r(a) = r(b) = r(c) = c ;

r(ac) = r(bc) = 0;

r(ab) = r(ba) = r(cc) = cc ;

r(x) = r(y) = 0:

Vejamos que r é uma retração de i∗ : ~C∗(X)→ ~C∗(M).

Ora,

d ◦ r(ac) = d(r(ac)) = d(0) = 0 = c − c = r(c − a) = r(d(ac)) = r ◦ d(ac):

Analogamente, para os restantes casos, temos r ◦ d = d ◦ r . Logo, r é uma aplicação

de cadeias.

Uma vez que r envia cada elemento de M para um elemento positivo de ~C∗(X), r é

uma aplicação de cadeias dirigida

r : ~C∗(M)→ ~C∗(X):
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Temos

r ◦ i∗(c) = c = id~C∗(X)(c)

r ◦ i∗(cc) = cc = id~C∗(X)(cc);

Logo, r é, de facto, uma retração dirigida de i∗ : ~C∗(X)→ ~C∗(M).

Vejamos, por fim, que i induz um isomorfismo em homologia. Consideremos a aplicação

h : ~C∗(M) → ~C∗(M) de grau 1 definida por h(a) = ac; h(b) = bc; h(c) = 0;

h(ab) = −x , h(ba) = −y , h(ac) = h(bc) = h(cc) = 0; h(x) = h(y) = 0. Temos,

por exemplo,

(dh + hd)(bc) = dh(bc) + hd(bc)

= d(0) + h(c − b)

= h(c)− h(b)

= 0− bc

= i∗r(bc)− bc

= i∗ ◦ r(bc)− id~C∗(M)(bc):

De modo semelhante, para os restantes casos,

dh + hd = i∗ ◦ r − id~C∗(M):

Logo, i∗ ◦ r ' id~C∗(M).

Assim, de r ◦ i∗ = id~C∗(X) e i∗ ◦ r ' id~C∗(M) segue que i induz um isomorfismo em

homologia.

Proposição 3.4.2. Uma dicofibração aćıclica induz um isomorfismo em homologia dirigida.
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Demonstração. Seja i : P → Q uma dicofibração aćıclica. Então, por definição, i induz um

isomorfismo em homologia, H∗(i) : H∗(P ) → H∗(Q), mais precisamente, um isomorfismo

de grupos abelianos graduados. Mais, temos que i induz a aplicação de cadeias dirigida

~C∗(i) : ~C∗(P )→ ~C∗(Q) que induz o morfismo de grupos abelianos pré-ordenados graduados

~H∗(i) : ~H∗(P )→ ~H∗(Q).

Por definição, existe uma retração r de ~C∗(i), isto é, uma aplicação de cadeias dirigida

r : ~C∗(Q)→ ~C∗(P ) tal que r ◦ ~C∗(i) = id~C∗(P ). Assim, r induz a aplicação de grupos abelia-

nos pré-ordenados graduados r∗ : ~H∗(Q)→ ~H∗(P ) e temos r∗◦ ~H∗(i) = id ~H∗(P ). Portanto, r∗

é a aplicação inversa do isomorfismo H∗(i) : H∗(P ) → H∗(Q). Logo, r∗ : ~H∗(Q) → ~H∗(P )

e ~H∗(i) : ~H∗(P ) → ~H∗(Q) são isomorfismos inversos de grupos abelianos pré-ordenados

graduados.

Observação 3.4.3. Pela Proposição anterior, a dicofibração aćıclica

j0 : J0; 1K⊗k → J0; 1K⊗k+1

induz um isomorfismo em homologia dirigida. Indutivamente, temos que a sequência de

dicofibrações aćıclicas

J0; 1K→ J0; 1K⊗2 · · · → J0; 1K⊗n

induz um isomorfismo em homologia dirigida

~H∗(J0; 1K)→ ~H∗(J0; 1K⊗n):

Assim,

~Hi(J0; 1K⊗n) ∼=

8><>:
~Z; i = 0;

{0}; i 6= 0:

Este facto permite-nos calcular a homologia dirigida da esfera Σn, n ≥ 1.
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De facto, comecemos por notar que

Σn = J0; 1K⊗n+1
≤n = J0; 1K⊗n+1\{«n+1} ⊆ J0; 1K⊗n+1:

Ora, para graus iguais ou inferiores a n, temos que Σn e J0; 1K⊗n+1 coincidem, logo

~Hm(Σn) = ~Hm(J0; 1K⊗n+1); m < n:

Vejamos agora o caso da homologia da esfera em dimensão n. Ora, temos que

x := d«n+1 =
n+1X
i=1

(−1)i(d0
i «n+1 − d1

1 «n+1)

é um ciclo em J0; 1K⊗n+1 e, portanto é também um ciclo em Σn.

Seja z ∈ Zn(Σn). Então z ∈ Zn(J0; 1K⊗n+1) = Bn(J0; 1K⊗n+1). Logo, existe – ∈ Z tal que

z = d–«n+1 = –d«n+1 = –x:

Portanto, Zn(Σn) = 〈x〉. Como Bn(Σn) = {0},

Hn(Σn) ∼= Z · {[x ]}:

Os elementos dki «n+1 = (〈0; 1〉; :::; 〈k〉
i

; :::; 〈0; 1〉) formam uma base de Cn(Σn). Assim,

~Zn(Σn)+ = Zn(Σn) ∩ ~C(Σn)+ = 〈x〉 ∩ N · Σn
n = {0}:

Portanto, ~Hn(Σn)+ = {[z ] | z ∈ ~Zn(Σn)+} = {0}. Logo,

~Hn(Σn) = (Z;≤{0}):

Por definição, para m > n, Σn
m = ∅ e, portanto, ~Hm(Σn) = {0}.

Resumindo, temos
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~Hi(Σn) ∼=

8>>>>><>>>>>:
~Z; i = 0;

(Z;≤0); i = n;

{0}; i 6= 0; n:

Equivalência de dihomotopia

Dois conjuntos pré-cúbicos P e Q dizem-se ter o mesmo tipo de dihomotopia se existir uma

sequência finita de dicofibrações aćıclicas

P → · ← · → · · · ← · → Q:

Temos então o seguinte Teorema da Invariância, que é uma consequência imediata da

Proposição 3.4.2:

Teorema 3.4.4. Se dois conjuntos pré-cúbicos P e Q têm o mesmo tipo de dihomotopia,

então

~H∗(P ) ∼= ~H∗(Q):

Exemplos 3.4.5. (i) Consideremos a dicofibração aćıclica j0 : S1 → S1 ⊗ J0; 1K. Recor-

demos a dicofibração aćıclica da circunferência dirigida do meio na Fita de Möbius

i : X →M

definido em 3.4.1(ii). Notemos que X = S1.

Então temos a seguinte sequência finita de dicofibrações aćıclicas

S1 ⊗ J0; 1K j0←− S1 i−→M:

Pelo Teorema anterior, S1; S1 ⊗ J0; 1K e M têm o mesmo tipo de dihomotopia, pelo
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que

~H∗(S1 ⊗ J0; 1K) ∼= ~H∗(M) ∼= ~H∗(S1):

(ii) Como O1 e S1 não têm a mesma homologia dirigda, não têm o mesmo tipo de diho-

motopia.

3.5 Homologia dirigida de um pushout

Nesta secção estabelecemos um resultado sobre a homologia dirigida de um pushout de

conjuntos pré-cúbicos, baseado numa adaptação do Teorema [4, Thm. 2.2.2].

Lema 3.5.1. Seja

A C

B D

f

i j

g

um diagrama comutativo de grupos abelianos. Temos as seguintes propriedades:

(i) A composta

A
(i ;−f )−−−→ B ⊕ C g+j−−→ D

é nula, isto é, im (i ;−f ) ⊆ ker(g + j).

(ii) Se o diagrama for um pushout, então a aplicação induzida

B ⊕ C=im (i ;−f )→ D

[(b; c)] 7→ g(b) + j(c)

é um isomorfismo.

(iii) Se o diagrama for um pushout e i injetiva, então a sequência

0→ A
(i ;−f )−−−→ B ⊕ C g+j−−→ D → 0

é exata.
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Demonstração. (i) Uma vez que g ◦ i = j ◦ f , dado a ∈ A, temos

(g + j) ◦ (i ;−f )(a) = (g + j)(i(a);−f (a))

= g(i(a)) + j(−f (a))

= g ◦ i(a)− j ◦ f (a)

= 0:

Logo, im (i ;−f ) ⊆ ker(g + j).

(ii) Consideremos os homomorfismos

p : B → B ⊕ C=im (i ;−f )

b 7→ [(b; 0)]

e

q : C → B ⊕ C=im (i ;−f )

c 7→ [(0; c)]:

Dado a ∈ A,

(i(a); 0)− (0; f (a)) = (i(a);−f (a)) ∈ im (i ;−f ):

Assim,

p(i(a)) = [(i(a); 0)] = [(0; f (a))] = q(f (a)):

Portanto, temos o diagrama comutativo de grupos abelianos

A C

B B ⊕ C=im (i ;−f )

f

i q

p

62



3.5. HOMOLOGIA DIRIGIDA DE UM PUSHOUT

Vejamos que este diagrama é um pushout. Sejam ffi : B → E e  : C → E ho-

momorfismos de grupos abelianos tais que ffi ◦ i =  ◦ f . Por (i), temos que

im (i ;−f ) ⊆ ker(ffi+  ). Consideremos o homomorfismo canónico

h : B ⊕ C=im (i ;−f )→ E

[(b; c)] 7→ ffi(b) +  (c):

Para b ∈ B,

h ◦ p(b) = h([(b; 0)]) = ffi(b)

e, para c ∈ C,

h ◦ q(c) = h([(0; c)]) =  (c):

Por fim, vejamos que o homomorfismo h é único. Seja então k : B⊕C=im (i ;−f )→ E

um homomorfismo tal que k ◦ p = ffi e k ◦ q =  . Para (b; c) ∈ B ⊕ C,

k([(b; c)]) = k([(b; 0) + (0; c)])

= k([(b; 0)]) + k([(0; c)])

= k ◦ p(b) + k ◦ q(c)

= ffi(b) +  (c)

= h([(b; c)]):

Assim, o diagrama acima é, de facto, um pushout.

Uma vez que o diagrama do enunciado é também um pushout, temos que a aplicação

canónica

B ⊕ C=im (i ;−f )→ D

[(b; c)] 7→ g(b) + j(c):
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é um isomorfismo.

(iii) Uma vez que i é injetiva, (i ;−f ) é ainda uma aplicação injetiva. Por (i), temos que

im (i ;−f ) ⊆ ker(g + j). Por (ii), a aplicação

B ⊕ C=im (i ;−f )→ D

[(b; c)] 7→ g(b) + j(c):

é um isomorfismo. Assim, g + j é sobrejetiva.

Dado (b; c) ∈ B ⊕ C, se

(g + j)(b; c) = g(b) + j(c) = 0;

i.e, [(b; c)] = 0, temos (b; c) ∈ im (i ;−f ). Logo, ker(g + j) ⊆ im (i ;−f ).

Teorema 3.5.2. Consideremos um diagrama de conjuntos pré-cúbicos

A P

B Q

f

i j

g

que é um pushout de conjuntos em cada dimensão (e então um pushout de conjuntos pré-

cúbicos). Suponhamos que i é um morfismo injetivo e seja m ≥ 0 tal que Am = ∅: Então,

para todo o n > m,

g∗ + j∗ : ~Hn(B)⊕ ~Hn(P )→ ~Hn(Q)

([x ]; [y ]) 7→ g∗([x ]) + j∗([y ]):

é um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados.

Demonstração. Uma vez que o funtor de grupos abelianos pré-ordenados livres preserva
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pushouts [9, p.87, 119], o diagrama comutativo de complexos de cadeias

C∗(A) C∗(P )

C∗(B) C∗(Q)

f∗

i∗ j∗

g∗

é um pushout de grupos abelianos em cada grau. De i ser injetiva segue que a aplicação

induzida i∗ é injetiva. Assim, pelo Lema 3.5.1, temos a seguinte sequência exata curta de

complexos de cadeias

0→ C∗(A)
(i∗;−f∗)−−−−→ C∗(B)⊕ C∗(P )

g∗+j∗−−−→ C∗(Q)→ 0; (3.1)

que induz a longa sequência exata de Mayer-Vietoris em homologia:

· · · ‹∗−→ Hn(A)
(i∗;−f∗)−−−−→ Hn(B)⊕Hn(P )

g∗+j∗−−−→ Hn(Q)
‹∗−→ Hn−1(A)→ · · · (3.2)

Seja agora n > m. Uma vez que Am = ∅, então An−1 = An = ∅, donde segue que

Hn−1(A) = Hn(A) = 0. Assim, por 3.2 segue que

g∗ + j∗ : Hn(B)⊕Hn(P )→ Hn(Q)

é um isomorfismo. Uma vez que g∗ : ~Hn(B) → ~Hn(Q) e j∗ : ~Hn(P ) → ~Hn(Q) são homo-

morfismos de grupos abelianos pré-ordenados,

g∗ + j∗ : ~Hn(B)⊕ ~Hn(P )→ ~Hn(Q)

é um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados. Falta apenas ver que (g∗ + j∗)
−1

é um homomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados. Nesse sentido, vejamos que

~Hn(Q)+ ⊆ g∗ + j∗(( ~Hn(B)⊕ ~Hn(P ))+) = g∗( ~Hn(B)+) + j∗( ~Hn(P )+):
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CAPÍTULO 3. HOMOLOGIA DIRIGIDA

Seja então ¸ ∈ ~Hn(Q)+. Então existe z ∈ ~Zn(Q)+ ⊆ NQn tal que ¸ = [z ]. Como An = ∅,

Qn é a reunião disjunta Qn = g(Bn) ∪ j(Pn). Assim,

z ∈ NQn = Ng(Bn) + Nj(Pn) = g∗(NBn) + j∗(NPn):

Portanto, existem b ∈ NBn e c ∈ NPn tais que z = g∗(b) + j∗(c). Temos então

0 = dz = dg∗(b) + dj∗(c) = g∗db + j∗dc = g∗ + j∗(db; dc):

Uma vez que An−1 = ∅ e o funtor do grupo abeliano livre preserva coprodutos, segue que

o homomorfismo

g∗ + j∗ : Cn−1(B)⊕ Cn−1(P )→ Cn−1(Q)

é um isomorfismo. Assim, como g∗ + j∗ é isomorfismo e g∗ + j∗(db; dc) = 0, segue que b

e c são ciclos, pelo que b ∈ ~Zn(B)+ e c ∈ ~Zn(P )+. Temos

g∗([b]) + j∗([c]) = [g∗(b) + j∗(c)] = [z ] = ¸;

pelo que ¸ ∈ g∗( ~Hn(B)+) + j∗( ~Hn(P )+).

Exemplo 3.5.3. Sejam B e C conjuntos pré-cúbicos e seja B q C o coproduto entre B e

C, isto é, a reunião disjunta em cada grau. Pelos Teoremas 3.2.3 e 3.5.2, temos, para todo

o n ≥ 0, um isomorfismo de grupos abelianos pré-ordenados

~Hn(B q C) ∼= ~Hn(B)⊕ ~Hn(C):
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