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Resumo

Classificagao e Otimizagao de Portefélios

A Teoria de Utilidade Esperada surgiu como alternativa ao principio do valor esperado,
que nao descrevia adequadamente a tomada de decisao dos individuos. Mais tarde, Von
Neumann e Morgenstern mostraram que maximizar a utilidade esperada é equivalente a
hipétese de decisao de um individuo satisfazendo alguns axiomas. Ora, caso nao exista
consisténcia e pragmatismo num dos axiomas prova-se que a teoria de utilidade esperada
nao modela verdadeiramente a opiniao dos individuos. Os modelos de risco apresentados
associados a medidas de risco permitem avaliar a grandeza da percecao de risco dos objetos
e por isso estabelecer uma relagao de preferéncia de risco g entre os mesmos de modo
a classificar agoes. O modelo de otimizacao média-variancia motivado por Markowitz
permite selecionar portefélios eficientes com menor variancia e menor valor esperado ou
com maior variancia e maior valor esperado.

Nesta dissertacao sao estudados modelos de decisao, medidas de risco classicas como
o valor esperado, a variancia, a entropia e a probabilidade de perda, medidas de risco
compostas como o valor esperado - variancia e a utilidade esperada - entropia e o processo
de otimizacao média - varidncia. Ao conjunto de dados do PSI aplicou-se as medidas de
risco mencionadas, que permitem classificar as agoes, e o processo de otimizacao de média-
variancia e comparou-se os resultados obtidos.

Da implementacao das medidas de risco classicas surgiu a recomendacao de utilizar a
medida de risco probabilidade de perda como auxiliar nas conclusées que retirar-se-a das
restantes medidas de risco classicas. Quando se aplicou as medidas de risco compostas
valor esperado - variancia e utilidade esperada - entropia e se comparou os resultados
obteve-se uma consisténcia e algumas flutuagoes nas classificagoes das a¢des. Para o pro-
cesso de otimizacao média-variancia optou-se por minimizar o risco para um dado retorno
esperado. Desta concretizagao foi determinada a a¢ao que contribui com maior peso para
o valor esperado e variancia do portefélio de variancia minima global. Da comparacao de
resultados obteve-se que as agoes classificadas como mais preferiveis estao presentes em

portefélios eficientes de menor variancia e associadas a uma maior ponderagao.

Palavras-Chave: PSI, teoria da utilidade esperada, relacao de preferéncia de risco 7 g,

modelos de risco, processo de otimizacao média-variancia de Markowitz.



Abstract

Classification and Optimization of Portfolios

The Expected Utility Theory emerged as an alternative to the expected value principle,
which did not adequately describe the decision-making process of individuals. Later, von
Neumann and Morgenstern showed that maximizing expected utility is equivalent to the
decision hypothesis of an individual satisfying some axioms. Now, if there is no consistency
and pragmatism in one of the axioms, it is proved that the theory of expected utility does
not truly model the opinion of individuals. Risk models presented and associated with risk
measures make it possible to assess the magnitude of the risk perception of objects and,
consequently, establish a risk preference relation >~ between them, to classify actions.
The mean-variance optimization model motivated by Markowitz allows the selection of
efficient portfolios with lower variance and lower expected value or with higher variance
and higher expected value.

In this dissertation, decision models, classic risk measures such as expected value,
variance, entropy and probability of loss, composite risk measures such as expected value
- variance and expected utility - entropy and the mean-variance optimization process,
are studied. The risk measures mentioned, which allow classifying the stocks, and the
mean-variance optimization process were applied to the PSI dataset, and the results were
compared.

The implementation of classic risk measures gave rise to the recommendation to use
the risk measure probability of loss as an auxiliary measure for the conclusions that will be
drawn from the other classic risk measures. When the composite risk measures expected
value - variance and expected utility - entropy were applied and the results compared
there was consistency and some fluctuation in the stock ratings. In the mean-variance
optimization process, it was chosen to minimize the risk for a given expected return.
Thus, the stock was determined, which contributes with a greater weight to the expected
value and variance of the portfolio of global minimum variance. The comparison of results
showed that the stocks ranked as more preferable are present in the efficient portfolios of

lower variance and associated with a higher weighting.

Keywords: PSI, expected utility theory, risk preference relation 77 g, risk models, Mar-

kowitz’s mean-variance optimization process.
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—“Em resumo, nada é tao doce como triunfar sobre
a resisténcia |[. .. |, em relagdo a isso, tenho a ambicao
dos conquistadores que iam perpetuamente de vitoria,
em vitéria e nunca conseguem por limite as suas am-
bigbes. [...] tenho coragdo para |[...] a Terra inteira;
e como Alexandre, poderia desejar novos mundos até

aos quais levasse as minhas conquistas [...[.”

MOLIERE, Don Juan

Introducao

Esta dissertacao culmina o trabalho das atividades desenvolvidas e resultados obtidos
durante o periodo de 6 meses da bolsa de investigacao, intitulada de “Classificagdo e
Otimizagao de Portef6lio”, (BI2021-E), orientada pela Professora Doutora Irene Brito e
o trabalho realizado durante o 22 ano de Mestrado em Estatistica para Ciéncia de Dados
na Universidade do Minho.

Este trabalho elaborado em ambiente curricular e de investigacdo tem como princi-
pais objetivos: (1) estudar modelos de decisdao, medidas de incerteza como a entropia e
variancia e medidas de risco que dependam (ou nao) da utilidade esperada como o valor
esperado, a probabilidade de perda, o valor esperado - variancia e utilidade esperada -
entropia; (2) estudar o processo de otimizagao média-variancia de Markowitz; (3) aplicar
as medidas de risco mencionadas, que permitem através da ordenagao dos valores de risco
estabelecer uma relagao de preferéncia para as a¢oes de modo a classifica-las como mais
ou menos preferiveis, e o modelo de otimizagdo média - varidncia ao conjunto de dados
PSI; e, (4) analisar a relacao entre os resultados obtidos para a otimizagao de portef6lios

e classificacao de agoes.



Capitulo 1. Introducao 2

1.1 Estado da Arte

Desde ha muito tempo que os maiores pensadores e filésofos da Humanidade tentam
explicar o comportamento do ser humano perante situagoes de incerteza. Quando o
matematico Blaise Pascal invocou a famosa Aposta, “A Aposta de Pascal”, para convencer
os seus amigos que Deus existe, acabou por estabelecer o primeiro principio matematico
para a tomada de decistes: o principio do valor esperado.

Mais tarde, Bernoulli, no ensaio (Bernoulli, 1954), defendeu que o principio do valor
esperado nao descrevia a verdadeira tomada de decisao do ser humano em situacoes de
incerteza. Propondo como alternativa a Teoria de Utilidade Esperada. Bernoulli
defendia que o valor de um objeto nao é determinado pelo seu preco, mas pela utilidade
que tem para o individuo. Em meados do século XX, Von Neumann e Morgenstern com
a publicagao do artigo “Theory of Games and Economic Behavior” (Von Neumann and
Morgenstern, 2007) apresentou a primeira estrutura axiomatica para teoria de utilidade
esperada, identificando as condigoes necessérias e suficientes (ou axiomas) para a exis-
téncia de uma funcao, na forma de utilidade esperada, que descreve a atitude do decisor.
A partir dessa fungao e do conceito certainty equivalent ou da desigualdade de Jensen
tornou-se ainda possivel caracterizar os individuos quanto ao risco: aversos, neutros ou
propensos ao risco. Mais tarde, Maurice Allais, a partir do Paradoxo de Allais, provou
que a teoria de utilidade esperada nem sempre modela adequadamente os desejos dos
individuos por contradizer uma das estruturas axiomaticas definidas por Neumann and
Morgenstern (ver, como exemplo, Kaas et al., 2008). Apesar deste facto, a teoria de
utilidade esperada ainda é considerada a teoria de decisao mais influente do mundo por
se tratar de uma area multidisciplinar encontrando-se presente na teoria de jogos, nas
areas das financas, seguradoras, estatistica, psicologia, ciéncias politicas, administracao e

economia.

Até ao momento, pretender-se-ia explicar como o ser humano se comporta em situ-
agoes de incerteza. Agora, pretende-se nomear quais as variaveis que influenciam e/ou
definem a percecao de risco. Estudos mostraram que apenas as “variaveis da teoria de
decisao” (as realizagoes e probabilidades de uma variavel aleatdria associada a uma agao,
que o individuo execute, ou lotaria) influenciavam a percegao de risco. Posteriormente, a
medida que estudos iam sendo publicados, investigadores como (MacGregor et al., 1999;
Sachse et al., 2012 e Weber, 2004 como citado em Nguyen et al., 2019), encontraram evi-
déncias “comportamentais” na tomada de decisdes. Porém, estudos recentes mostraram
a comunidade cientifica que a combinacao de “varidveis comportamentais” e “variaveis

da teoria de decisao” explica sensivelmente melhor a perceg¢ao de risco dos individuos.
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A medida que surgiam defini¢bes para a percecao de risco, surgiam também modelos de
risco que permitiam avaliar a grandeza dessa percecao de risco. Como a designacao indica,
primitivamente surgiram as seguintes medidas de risco classicas: o valor esperado, a
varidncia, a entropia e a probabilidade de perda (Brachinger and Weber, 1997). Estas
medidas de risco que incorporam somente as “variaveis da teoria de decisao” (realizagoes
e probabilidades) quantificam apenas a percegao de risco de forma objetiva. Nomes que
subjetivam o individuo, tais como, o conhecimento, a confianca e o controlo, nao tém
influéncia na quantificacao da percecao de risco quando se implementa as medidas apre-
sentadas a montante. J4& em 1970, Pollatsek and Tversky (Pollatsek and Tversky, 1970)
propuseram a medida de risco valor esperado - variancia, composta, como a deno-
minacao sugere, pelas medidas de risco valor esperado e variancia e por um parametro 6
indicado pelo individuo. Recentemente, em 2005, Yang and Qiu (Yang and Qiu, 2005)
desenvolveram uma medida de risco baseada na utilidade esperada e entropia,
considerada pelos autores como uma versao mais realista. Estudos empiricos mostraram
para alguns problemas de decisao, por exemplo, para o Paradoxo de Allais, resultados e
interpretacoes razoaveis. As duas medidas de risco compostas apresentadas quantificam
a percecao de risco de uma forma objetiva e subjetiva. Para a primeira, a objetividade
é representada pelo valor esperado e variancia e a subjetividade apenas pelo parametro
0. Para a segunda, a objetividade é tida em consideracdo na entropia, nas realizacoes e
nas probabilidades e a subjetividade na funcao de utilidade adotada e no parametro A

igualmente fornecido pelo individuo.

Na Teoria Moderna do Portefélio existe uma estrutura de sele¢ao e construgao de por-
tefélios de investimento proposta por Markowitz, que maximiza o valor esperado para um
dado risco ou minimiza o risco para um dado valor esperado, designada por Modelo de
Otimizagdo Média - Variincia e usada extensivamente no campo financeiro (Wirtz
et al., 2009). O modelo de otimizagdo média - varidncia pode ser motivado por pelo
menos uma das premissas: “para distribuigcoes arbitrarias, o modelo média-variancia
pode ser motivado assumindo uma funcao de utilidade quadratica” ou “para funcgoes de
utilidade arbitrarias (com excegoes), o modelo de otimizagao média - varidncia pode
ser motivado assumindo uma distribuicao normal para a variavel aleatoéria associada a
acao do portefdlio”; o vocabulo “exce¢des” para fungoes de utilidade arbitrarias refere-se
ao conjunto de fungoes de utilidade monodtonas crescente e concavas. Este processo de
otimizagdo média - varidncia permite selecionar portefélios (ou, sub-conjuntos de agoes)
viaveis, de variancia minima global e eficientes. O portefélio de variancia minima global é

encontrado quando se minimiza o risco para um dado valor esperado (ou retorno esperado).
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A titulo de curiosidade para o leitor recomenda-se o seguinte estudo realizado aos
jovens entre os 18 e 25 anos. De acordo com a informagao disponibilizada pela Comissao
do Mercado de Valores Mobilidrios (CMVM) ao Expresso (ver Rita (2021)), os resultados
do inquérito realizado aos jovens entre os 18 anos e 25 anos, pela CMVM, mostraram
que a literacia financeira dos jovens portugueses estd num nivel ligeiramente abaixo da

restante populacao.

1.2 Objetivos

Uma vez apresentado o estado da arte, pretende-se definir, com algum detalhe, os objetivos

que levaram a elaboracao desta dissertacao:
o estudo introdutério a Teoria de Utilidade Esperada e a Teoria de Risco;

« estudo do modelo de utilidade esperada, de medidas de risco (valor esperado, va-
ridncia, entropia, probabilidade de perda e valor esperado - variancia) e de outras
medidas de decisao baseadas na utilidade esperada (medida de utilidade esperada e

medida da utilidade esperada - entropia);
e estudo ao modelo de otimizagao média-variancia de Markowitz;

o implementacao das medidas de risco imediatamente as referidas no ponto anterior

e classificacao das agdes do PSI como mais ou menos preferiveis;

— Portuguese Stock Index (PSI) refere-se a uma lista composta por 18 agoes.
Cada conjunto de dados extraido a partir do Investing.com foi restrito a todos
os dias tuteis consecutivos entre 17 de julho de 2017 e 16 de julho de 2021.

o aplicacao do modelo de otimizacao média - variancia para selegao e construgao de

portefélios eficientes ao conjunto de dados do PST;

o comparacao dos resultados obtidos da classificacdo de agdes com os resultados do
modelo média-varidncia de Markowitz, como forma de antever (ou nao) o sub-

conjunto de agoes que constituem portefdlios eficientes.

1.3 Enquadramento Estrutural

O presente documento encontra-se dividido em 6 capitulos, e por sua vez, por seccoes e
subseccoes de modo a que o conteudo presente fique organizado e permita uma leitura

agradavel da informacao apresentada.
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Resumidamente, do conjunto de 6 capitulos, a informacao contida nos quatro primei-

ros capitulos é tedrica; no quinto capitulo, apresenta-se os resultados obtidos quando se

implementam as medidas de risco e decisao e processo de otimizacao média - variancia a

base de dados PSI; e, no sexto capitulo o conteuido apresentado é relativo as conclusoes,

retiradas ao longo do documento, e a apresentacao de trabalhos futuros.

Detalhamente:

Capitulo 1:

Capitulo 2:

Capitulo 3:

Capitulo 4:

Capitulo 5:

O primeiro capitulo introduz o tema e contetido da dissertacao, no qual se destaca os
principais objetivos; o estado da arte e os objetivos definidos; a sec¢ao que descreve

a estrutura do documento; e, por fim, o software e os packages utilizados.

Na primeira sec¢ao do segundo capitulo, apresentar-se-a uma introdugao ao capi-
tulo. Em seguida, descrever-se-a pormenorizadamente, a partir de um exemplo
apresentado no ensaio de Bernoulli, a génese da teoria de utilidade esperada, sendo,
também, apresentadas algumas consideracoes sobre o paradoxo de St. Petersburg. Na
terceira seccao apresenta-se o desenvolvimento formal da teoria de utilidade espe-
rada de Von Neumann-Morgenstern, enquanto, a posteriori, representa-se a relagao
de preferéncia, formalizada anteriormente através de um conjunto de regras (ou,
axiomas), a partir de uma fungdo. Mostrar-se-4, ainda, ao leitor alguns conceitos
de preferéncia de risco acompanhados de alguns exemplos. E, para terminar este

capitulo, apresentar-se-4 o famoso paradoxo de Allais.

O terceiro capitulo foca-se na apresentagao de modelos de risco. Inicialmente, define-
se o conceito de percecao de risco e de que forma ele é influenciado tedrica e prati-
camente. Em seguida, apresentar-se-a as medidas de risco simples - valor esperado,
variancia, entropia e probabilidade de perda. Para terminar, e, apés a defini¢ao das
medidas de risco classicas, apresentar-se-a as ditas medidas de risco “compostas”

como: valor esperado - variancia, utilidade esperada e utilidade esperada - entropia.

No quarto capitulo dar-se-a4 a conhecer a motivacao que levou Markowitz a formu-
lar o modelo média - variancia. Logo depois, apresentar-se-a algumas definigoes
essenciais ao modelo de otimiza¢do média-variancia. Posteriormente, definir-se-a os
conceitos de fronteira viavel e eficiente e de diversificacao. Para terminar, aplicar-
se-4 as defini¢Oes e conceitos, apresentados a montante, a um determinado problema

de otimizacao de duas agoes.

O quinto capitulo ¢ direcionado a apresentagao de resultados e conclusoes, conside-
rando o enquadramento tedrico apresentado nos capitulos a montante e o conjunto

de dados do Portuguese Stock Index (PSI) constituido por 18 agoes.
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Capitulo 6: Por fim, no sexto capitulo refletir-se-4 sobre as principais conclusoes retiradas da

dissertacao e trabalhos futuros.

1.4 Software

A jusante, os resultados tedricos e praticos serdo apoiados na utilizagdo do sistema R. R
é um conjunto de recursos de software para manipulacao de dados, calculo e represen-
tacao de graficos, criado em 1995 por Ross Thaka e Robert Gentleman. A escolha deste
sistema fica a dever-se a sua conhecida versatilidade e capacidades graficas, a linguagem
conceituada e acessivel (todas as mentes estatisticas podem fazer alteragbes no programa,
- caracteriza-se pelo conceito de linguagem de cédigo aberto), a compatibilidade com ou-
tros ambientes, por exemplo, com o IXTEX (sistema que apoia a escrita desta dissertacao),
e ainda ao facto de ser distribuido livremente na Internet possuindo assim o regime open

source.

Neste sistema foram instalados os packages pracma, dplyr, plyr e fPortfolio. Os
trés primeiros packages foram implementados para tratamento e manipulagdo de dados e
o ultimo para apresentar os resultados do processo de otimizagao média-variancia. Por se
tratar de um package importante na dissertacao descreve-se-a4 o package fPortfolio.

O package fPortfolio contém a disposicdo uma colecao de func¢oes poderosas para
otimizar portefélios e analisar diferentes pontos de vista. Em particular, foram utilizadas
as fungoes descritas na Tabela 1.1.

Para aprofundamento do package remete-se para as referéncias bibliograficas o docu-

mento da autoria Wuertz et al..



Capitulo 1. Introducao

Tabela 1.1: Informacao relevante sobre as funcgoes utilizadas do package

fPortfolio.

Funcoes

Descricao

as.timeSeries

Converte os retornos num objeto de classe timeSeries

minvariancePortfolio Fornece informagoes sobre o portefélio de variancia minima glo-
bal, por exemplo: o retorno esperado, variancia e as agoes con-
tidas no portefolio.

minvariancePoints Fornece, exclusivamente, o retorno esperado e variancia do por-
tefélio de variancia minima global.

portfolioFrontier Fornece informacoes sobre os portefélios viaveis e eficientes.

get Weights Fornece, exclusivamente, os pesos (ou, ponderagoes) para as
agoes do PSI contidas nos portefélios vidveis e/ou eficientes.

getTargetReturn Fornece, apenas, o retorno esperado dos portefolios.

getTargetRisk Fornece, apenas, a varidncia (ou, o risco) dos portef6lios.

frontierPoints Representa os portefdlios vidveis e/ou eficientes no grafico.







Teoria da Utilidade Esperada

J& os maiores fil6sofos e pensadores da Humanidade reconheceram que o comportamento
humano estd limitado ao conhecimento do mundo e a incerteza sobre uma matéria. Por-
tanto, foram, sdo e serdo muitos os investigadores que tentam procurar explicar o com-
portamento humano sob a métrica da incerteza (Cusinato, 2003).

Como este capitulo esta intitulado de “Teoria da Utilidade Esperada”, a questao que
se deixa ao leitor é a seguinte: serda que a teoria de utilidade esperada explica o com-
portamento humano sob situagoes de incerteza, dado o conhecimento do mundo naquela

época?

2.1 Introducao

O desejo de encontrar respostas para explicar o comportamento do ser humano em situ-
acoes de incerteza levou ao desenvolvimento da Teoria de Decisdo. A teoria de decisao,
curiosamente, nao foi desenvolvida por um sociélogo, mas um matematico, Blaise Pascal,
que embora, no momento, nao tivesse o objetivo de compreender a dinamica do ser hu-
mano através da teoria da decisdao, mas convencer os seus amigos a tornarem-se devotos de
Deus, acabara por estabelecer o primeiro principio matematico para a tomada de decisoes
em situacoes de incerteza: o principio do valor esperado. Além do mais, esta teoria

chamou a atencao de outros matematicos, tendo sido utilizada como método de anélise
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de decisao em muitas situagoes na ultima década do século XVII.

Mais tarde, quando o principio do valor esperado mostrou que nao descrevia, aproxi-
madamente, a verdadeira tomada de decisao do ser humano em episédios de incerteza, o
matematico Bernoulli propos a hipétese da utilidade esperada, desenvolvendo a teoria de
decisdo mais influente no mundo: a Teoria da Utilidade Esperada (UE). Em 1947,
a teoria de utilidade esperada recebeu a sua primeira caracterizacao axiomatica com a
publicacdo de Von Neumann - Morgenstern no artigo Theory of Games and Economic
Behavior. Na publicagdo (Von) Neumann - Morgenstern identificaram as condigoes ne-
cessarias e suficientes para a existéncia de uma funcao de utilidade que descreve a atitude
do decisor perante uma determinada a¢do (Von Neumann and Morgenstern, 2007). E,
passadas duas centurias, a teoria da utilidade esperada é uma area multidisciplinar que
se encontra em diversas areas como: a economia, a teoria dos jogos, financas, segurado-
ras, administracao, psicologia, ciéncias politicas, estatistica, e economia - o seu “habitat

natural”.

Apos situar o leitor sobre a origem da teoria de decisao e evolucao até ao surgimento
da teoria de utilidade esperada, e a respetiva aplicabilidade nas areas da sociedade, ir-se-a

na préxima seccao abordar com mais detalhe a teoria da utilidade esperada.

2.2 Exérdio do Modelo de Utilidade Esperada

Conforme mencionado na Secgao 2.1, em 1738, Bernoulli levantou a hipotese que o princi-
pio do valor esperado apresentava algumas limitagoes, isto ¢, diferentes individuos toma-
ram diferentes decisoes baseando-se no mesmo jogo e critério, em particular, no principio
do valor esperado. De acordo com o ensaio publicado em 1954, na lingua universal, Ber-
noulli, defendeu que o valor de um objeto nao é determinado pelo seu prego, mas pela
utilidade que tem para esse individuo, reforcando que, o preco do objeto, apenas, depende
de si mesmo e ¢ igual para todos; e, por outro lado, que a utilidade depende das circuns-

tancias particulares do homem e do jogo.

A partir do seguinte exemplo, Bernoulli mostrou que a teoria do valor esperado nao

modela adequadamente as decisoes do ser humano sob métrica de incerteza:

(...) “Somehow a very poor fellow obtains a lottery ticket that will yield with
equal probability either nothing or twenty thousand ducats. Will this man eva-

luate his chance of winning at ten thousand ducats? Would he not be illadvised
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to sell this lottery ticket for nine thousand ducats? To me, it seems that the
answer is the negative. On the other hand I am inclined to believe that a rich
man would be illadvised to refuse to buy the lottery ticket for nine thousand
ducats. If I am not wrong then it seems clear that all men cannot use the same
rule to evaluate the gamble. (...)” (Bernoulli, 1954)

Através do excerto apresentado, Bernoulli considerou que mil ducats é mais “significativo”
para um homem pobre do que para um homem rico, embora ambos tenham a possibili-
dade de ganhar, em média, na lotaria a mesma quantidade (10 mil ducats). Em termos de
utilidade, mil ducats tém mais utilidade para o homem pobre do que para o homem rico.
Foi a partir deste exemplo que Bernoulli introduziu e explicou o conceito de utilidade

esperada.
Paradoxo de St.Petersburg

No mesmo artigo, Bernoulli citou o “Paradoxo de St. Petersburg” - publicado orginal-
mente pelo seu primo Nicholas Bernoulli, em 1713. O paradoxo pode ser apresentado do

seguinte modo:

“Supondo que pagando uma quantidade P é possivel entrar no seguinte jogo.
E lancada uma moeda equilibrada ao ar até que apareca “cara”. Se forem

necessarios n langamentos até que ocorra “cara”, o ganho X é 2"

Logo, o valor esperado deste jogo é:

E[X]:iQ’l(l)n:l><2+1><4+1><8+...:oo
= 2 2 4 8
A partir do resultado anterior, qualquer pessoa poderia pagar uma qualquer quantia para
entrar neste jogo, pois nao é exigida uma quantia minima de entrada, E[X] ndo depende
de P e o ganho esperado ¢ agradavel a qualquer individuo. Este jogo representa um
paradoxo porque a percecao do ganho esperado do jogo diminui a medida que se paga
uma quantia P para realizar um novo lancamento. E por isso, que os individuos estdo
dispostos a pagar pequenas quantias para entrar no jogo, segundo literatura Kaas et al..
Se, se revelasse caracteristicas sobre o jogo como o niimero de langamentos, em média,
que um individuo teria de realizar até obter o sucesso, a partir de um estudo empirico, o
individuo conseguiria decidir que utilidade tem na realidade o jogo para si, uma vez que,
o numero de lancamentos efetuados até ao momento esta associado a um gasto que tem

uma determinada utilidade para determinado individuo. A partida este jogo refletiu no
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individuo uma percegdo de ganho esperado elevado (infinito), quando na realidade este
diminui a medida que se efetua langcamentos.

Para tentar resolver o Paradoxo de St. Petersburg, Bernoulli considerou, no seu artigo,
duas fungoes de utilidade tais como: raiz quadrada e a fungao logaritmica e o conceito de
certainty equivalent (nogdes que apresentar-se-a na secgao 2.5). Todavia, a solucdo apre-
sentada por Bernoulli ndo satisfez Nicholas Bernoulli. Contudo, a resolucao de Bernoulli
continua a ser citada em muitos dos livros da Teoria de Utilidade Esperada (Lorenzo Mar-
tinez, 2013).

Aos olhares dos economistas da época, as escolhas realizadas sob incerteza pareciam,
as vezes, algo enigmético. Entre meados de 1920 e 1960, (John) Von Neumann e (Oskar)
Morgenstern desenvolveram a axiomatizacao para caracterizar a relagao de preferéncia do
decisor, usando a teoria de utilidade esperada. No topico seguinte apresentar-se-4 o seu

desenvolvimento formal.

2.3 Caracterizacao da Relacao de Preferéncia

Von Neumann e Morgenstern, na sua obra publicada em 1944 - Theory of Games and
Economic Behavior, mostraram que maximizacao da utilidade esperada é equivalente a

hipétese de decisao de um individuo satisfazendo algumas restrigoes sob forma de axiomas.

Denote A C R o conjunto de todas as possiveis realizagoes.

Definicao 1. Uma lotaria L é uma varidvel aleatoria real cujo o niumero de realizacoes
¢ finito. Denota-se L por (ai,p1;...;an,PN), em que as realizagoes a, € A ocorrem com
N
probabilidade p,, n=1,.... N, com p, >0 e an = 1.
n=1

Denote £ o conjunto de todas as lotarias e £4 o conjunto de lotarias em suporte A.

Nota. Define-se o suporte de VL € £ como: supp(L) = {a, € L, A:p, #0}. A pode ter

diferente dimensao para quaisquer lotarias em £.

Defini¢ao 2. Sejam as lotarias L,L' € £ representadas por L = (ay,p1;...;an,DPN),
L' = (a},py;...;dy, py), de modo respetivo, e a € (0,1]. Seja A= {ay,...,an} e A" =
{a},...,a\,} osuporte de L e L, respetivamente. Seja B = AUA" = {by,...,bx}. Define-
se a sequinte composicio de lotaria L, = oL + (1 — )L’ por L, = (b1, s1;...;bK, Sk ),

onde para Vb, € B se tem:



Capitulo 2. 'Teoria da Utilidade Esperada 13

sebye ANA' 3 n,3 mtal como: b, =a, =a, e sy =ap, + (1 —a)p,
seb, e AN=-A',3 n tal como: b, = a,, e s, = ap,
se by € A'N—=A, 3 m tal como: by, =al, e sy = (1 —a)p,
Note-se que a partir de um conjunto de lotarias pode-se definir uma relacdo de pre-
feréncia entre os objetos do conjunto. A preferéncia de um individuo por dois objetos é

formalizada por uma relagdo binéria - ou relagao de preferéncia (fraca).

O modelo de utilidade esperada é baseado em trés fundamentais axiomas: axioma de

ordem fraca, axioma da continuidade arquimediana e axioma da independéncia.

1. Ordem Fraca:

(a) Completa:
VL, L' e £: L= L'V L ~ZL;
Uma relacao de preferéncia completa implica que o individuo seja capaz de

comparar qualquer par de lotarias pertencentes a £.

Se o individuo é capaz de comparar qualquer par de lotarias através de uma
relacao binaria o mesmo consegue definir a sua preferéncia a partir de outras

duas relacoes:

» Relagao de preferéncia estrita > definida da seguinte forma:
L1 <=Lz LUN-(L7ZL), (2.1)

onde A significa o operador l6gico de conjun¢ao e — o operador logico de
negacao; e, que L = L' significa, em linguagem corrente, “L é estritamente
preferivel a L'”.

 Relacao de indiferenca ~ definida da seguinte maneira:
L~ <=Lz L'NL =L, (2.2)

em que L ~ L' significa, em linguagem corrente, “L é indiferente a L'”.

Nota. (2.1) implica a propriedade de assimetria. Por outro lado, (2.2) implica a

propriedade de simetria.

Além disso, se o axioma de completude é satisfeito, entao, é possivel, implici-

tamente, estabelecer o seguinte axioma:

¢ Reflexividade:
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Se L=L'= L' entdo L' = L'. Logo, = é reflexiva.

Repare-se que, a qualquer relagdo de preferéncia, apresentada no documento,

pode-se atribuir um valor légico.

-

afirmacao da proposicdo anterior for verdadeira implica que “L é (fracamente) prefe-

zemplo 1. Considere a seguinte relacao de preferéncia VL, L' € £ : L - L'. Se a

rivel a L'”. Caso contrério, a afirmacao implica que “L’ é estritamente preferivel a L”.

_

(b) Transitiva:

VL,L',L" € £: L L' ANL = L' = L L"

A partir de uma relagao de preferéncia transitiva exclui-se a possibilidade
de preferéncias “circulares” entre alternativas de pares de escolha. De um outro
modo, a verificacdo deste axioma resulta na ordenacgao das lotarias tendo em

consideracao a relacao de preferéncia existente entre as mesmas.

Exemplo 2. VL, L'.L" e £: L~ L', L' = L" e L" = L.

A partir deste exemplo conclui-se, sem duvidas, que a relacido de preferéncia estrita
existente entre as lotarias ndo permite estabelecer uma ordenagao. Logo, esta relagao

de preferéncia existente nao é transitiva, tratando-se assim de um contraexemplo.

A titulo de observacao, o axioma de ordem fraca ou de ordenacdo é um principio
fundamental de racionalidade e é assumido na maioria das teorias de escolha, inclu-
sive na teoria de consumo (Schmidt, 2009). Muitos autores consideram os axiomas
de completude e transitividade como um s6, enquanto que outros como dois axiomas

independentes.

2. Continuidade Arquimediana:
VL,L',L" e £eL>L > L" = Ja,f€(0,1):

aL+(1—a)l" = L'~ L+ (1—-p)L";
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A interpretacdo realizada a este axioma permite deduzir que pequenas mudancas
nas probabilidades, a e 3, ndo mudam a natureza de ordenacdo de quaisquer trés

lotarias. Veja-se, uma possivel interpretacao deste axioma:

e Se L' = L" e existe um L ainda mais preferivel do que a relacao anterior, entao,
por mais que L' = L” o axioma da continuidade afirma que se pode definir uma
probabilidade «, para L, mais préxima de 1 para que a combinacao L e L” seja

preferivel a L'

o Analogamente, pode-se atribuir a 5 um valor préximo de zero para que L’ seja

preferivel & combinacao de L e L”.

3. Independéncia:
VL, L', L" € £

i) Lz L =Vael0,1]al+(1—-a)l” Z ol +(1—a)Ll"
i) 3aec(0,]:al+(1—-a)l" mall+(1—a)l" =Lz L.

Logo, por i) e ii) tem-se:
VL, L', L" eVa € (0,1 : Lz L' <= aL+ (1 —a)L" 7 ol + (1 —a)L".

O axioma da independéncia impde que a comparacao de quaisquer duas composigoes
de lotarias pertencentes a £ é baseada nos seus aspetos distintos; isto é, o decisor
deve ignorar todos os aspetos que sdo comuns na comparacao de composicoes de
lotarias (Karni, 2014). Considerando a sintaxe apresentada conclui-se que, este
axioma afirma que a preferéncia entre as composigoes de lotarias oL + (1 — a)L" e

al’+ (1 —a)L” é a mesma entre as lotarias L e L e vice-versa.

Assim sendo, se os axiomas apresentados anteriormente forem satisfeitos, entao é pos-
sivel construir uma funcao na “forma de utilidade esperada” que represente a relagao de
preferéncia dos individuos, possibilitando o apoio a tomada de decisoes em situacoes de

incerteza aos individuos através do principio da utilidade esperada.

2.4 Representacao da Relacao de Preferéncia

Definig¢ao 3. A funcio U : £ — R tem a forma da utilidade esperada, se existir uma
atribuicio de nimeros u(ay), ...,u(ay) para as N realizagoes tal que para todas as lotarias

L= (a1,p1;-..;an,pn) € £ se tem:
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U(L) =Elu(L)] = ;u(ai)pi = u(a)p1 + ... + u(an)pn,

onde u(-) : A — R € uma fungdo de utilidade estritamente crescente e unica a menos de

uma transformagdo linear positiva, isto €, qualquer fung¢io v =au+b coma > 0,b € R ¢

também admissivel para obter uma fungao U(-) (Chateauneuf et al., 2008).

Nota. Uma fungao U(-) com forma de utilidade esperada é, também, chamada de funcao de

utilidade esperada de Von Neumann-Morgenstern.

No seguinte teorema formaliza-se o modelo de utilidade esperada.

Teorema 3. Sejam L, L' € £ definidas por L = (a1, p1;...;an,pn), L' = (a}, pi;. .5 dy, py),
respetivamente. A relacao de preferéncia - satisfaz os axiomas de ordem fraca, continui-
dade arquimediana e independéncia se e so se existir uma fungio U : £ — R que

represente a relacao bindria, isto é:
L7 L' < E[u(L)] > E[u(L)]

Nota. U(L) ¢ tinica a menos de uma transformagao linear, isto é, outra funcdo U*(L) : £ — R

representa - se e s se existir uma constante real ¢ > 0 e d € R tal que:
U*(L)=cU(L)+d,VL € £.

Coroldrio 1. Comparar duas lotarias L, L' a partir da funcao de utilidade u(-) ou da sua
transformagdo linear au(-)+b,a > 0 e b € R, produz o mesmo resultado quando o decisor
compara através do valor esperado da fungdo de utilidade U(-) ou da sua transformagcao
linear U*(-), considerando para ambos os casos as mesmas lotarias, L e L', e 0os mesmos

valores para as constantes reais. Seja VL, L' € £ : L' = L tem-se:
E[u(L)] < E[u(L")] <= E[au(L) + b] < Elau(L’) + b]

<= aE[u(L)] + b < aE[u(L")] + b.

Atente-se que o resultado obtido através do Corolario 1 serd muito importante para a
seguinte secgao, na medida em que altera¢oes na origem e/ou escala do eixo vertical do
referencial nao afetam o “shape” da funcao de utilidade e, consequentemente, a relacao
de preferéncia entre duas lotarias. Estas transformacoes lineares sao realizadas com fim

de normalizar a func¢do de utilidade (Machina, 1987).

Na proxima secgao mostrar-se-a como as relagoes de preferéncia que satisfazem as pro-
priedades da utilidade esperada podem ser usadas para formalizar as no¢oes de preferéncia

de risco, especificamente, aversao, neutralidade e propensao ao risco.
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2.5 Nocoes de Preferéncia de Risco

Nesta sec¢ao procura-se, por um lado, formalizar as nogoes de preferéncia de risco e, por
outro, caracterizar o comportamento dos decisores que diferem apenas na fungao de uti-

lidade.

Comece-se por considerar que as trés seguintes fungoes de utilidade - u;(w), us(w) e
ug(w) - e as respetivas representagoes graficas apresentadas na Figura 2.1 - definem trés
individuos diferentes.

Para as representagoes graficas da Figura 2.1 observa-se que quando o valor da reali-

zacdo é 1, utilidade para os diferentes individuos é a mesma - um.

Exzemplo 4. Considere a lotaria L = (0,1/2;2,1/2), em que o individuo tem igual probabilidade

de receber zero e duas u.m. O valor esperado de L é 1, matematicamente é dado por: E[L] =

0x0,54+2x0,5=1.

Para o Exemplo 4 obtém-se trés valores desiguais para a utilidade esperada da lotaria

L, consequéncia das trés funcgoes de utilidade diferentes. Como se pode comprovar:
1. E(uy(L)) = 0,5 x u1(0) + 0,5 x u1(2) =04 0,5 x 2 = 1;
2. E(ug(L)) = 0,5 x ug(0) + 0,5 X u(2) =0+ 0,5 x 2> = 2;
3. E(us(L)) = 0,5 x u3(0) + 0,5 x u3(2) =0+ 0,5 x 22 =0, 71.

Para qualificar o comportamento dos individuos quanto ao risco introduz-se o conceito
certainty equivalent. Certainty Fquivalent representa a quantia que o decisor esta disposto
a aceitar com certeza em vez de “enfrentar” a lotaria.

Considerando o Exemplo 4 e as fung¢oes de utilidade apresentadas na Figura 2.1, o

certainty equivalent para os distintos individuos é dado por:
1. OB, = (u (1))~ =1, 00;
2. CEy = (up(2))' = 2% = 1,41,
3. CE5 = (u3(0,71))"' =0,71* = 0,51.

Logo, dependendo da funcao de utilidade, um individuo pagaria 1 u.m; 1,41 u.m; e
0,51 u.m para participar na lotaria. Por conseguinte, os resultados obtidos suscitam as

seguintes conclusoes:
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(c) ug(w) = w'’?

Figura 2.1: Representagao conjunta das fungoes de utilidade uq (w), uz(w)

e uz(w): (a) Funcdo de utilidade linear, nomeadamente, ui(w) = w; (b)

Fungao de utilidade convexa, nomeadamente, us(w) = w? e da reta secante

a funcdo wus(w) = w? nos pontos (5,52) e (20, 202>; e, (c) Funcao de

utilidade concava, nomeadamente, us(w) = w'? e da reta secante & funcio
ug(w) = w'’? nos pontos (5, 51/2) e (20, 201/2).
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1. O individuo com funcao de utilidade u;(+) é neutro ao risco, porque

2. O individuo com fungao de utilidade uy(-) é propenso ao risco, porque

CE =1,41 > E[L] = 1;

3. O individuo com fungao de utilidade u3(-) é averso ao risco, porque

CE =0,51 <E[L] = 1.

Considerando os decisores aversos aos risco como um grupo importante na teoria de
utilidade esperada tém-se, na pratica, que: se o valor da certainty equivalent é inferior ao
valor esperado da lotaria, entao, o decisor é caracterizado como averso ao risco. De um
outro modo, se a lotaria L para o individuo 3 tem uma utilidade de 0,71 u.m (anéloga a
utilidade esperada da lotaria E[u(L)]) a quantia que o sujeito terda que pagar para entrar
na lotaria é 0,51 um (CE). Quando o individuo 3 compara o valor da utilidade, em
média, da lotaria, E[u(L)], com o valor esperado da mesma lotaria, E[L], o individuo
prefere aceitar o valor da certainty equivalent 0,51 do que enfrentar a lotaria, pois “o
valor moral” que a lotaria tem para o individuo - o contexto de aplicacao da lotaria e
outras variaveis que influenciam a utilidade da lotaria, em média, E[u(L)] - é inferior a
quantia E[L]. Perante a relagao E[u(L)] < E[L], o decisor é caracterizado como averso ao
risco.

A partir do ponto anterior é possivel tecer uma ilacdo. Nos individuos propensos ao
risco, o “valor moral”, a confianca, o conhecimento, o contexto da lotaria e outras variaveis
que influenciam a utilidade do individuo tém uma ponderacao superior na decisao do que
uma certa quantia exata para todos os individuos, o valor esperado da lotaria; porém, nos

individuos aversos ao risco verifica-se o reverso.

Outra maneira de caracterizar o comportamento do individuo perante uma situagao

sob incerteza é através da utilidade da lotaria esperada u(E[L]), dada pela expressao

W(E[L]) = u (il piai> :

e da utilidade esperada da lotaria, estabelecendo o seguinte teorema (Brito and Gongalves,
2015).
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Teorema 5 (Desigualdade de Jensen). Se u(-) é uma func¢io convera e L € uma varidvel
aleatoria, entao:
Elu(L)] = u(E[L]).

e a igualdade é vdlida se e s6 seu(-) € linear no suporte de L ou no caso em que Var[L] =

0. Se u(-) € uma fungao concava e L é uma varidvel aleatoria, entdo:
Elu(L)] < w(E[L]).

Na demonstragao considerar-se-a retas tangentes invés das retas secantes apresentadas

na Figura 2.1. No entanto, as conclusoes obtidas serao analogas.

Demonstragio. Seja u(-) uma fungdo conveza, ou seja, u” > 0. Se E[L] = p existe, considere

a reta tangente d fungdo u(-) no ponto (u,u(w)) denotada porl e cuja a equagiao é dada por:

Hw) = u(p) + u'(p)(w — ).

A partir da Figura 2.2 e/ou do pressuposto que u(-) é convexa sabe-se que:

u(w) = l(w) = u(p) + ' (p)(w — p), Yw.

Substituindo w pela varidvel aleatoria L e calculando os valores esperados, obtém-se:

No caso de u(-) ser concava, basta repetir a demonstrag¢io anterior trocando u(-) por —u(-). O

Assim, mediante o Teorema 5 é admissivel descrever o individuo quanto ao risco. Isto

é, se
e Elu(L)] = u(E[L]) o individuo é neutro ao risco (ver, como exemplo, a Figura

2.1a);

o Elu(L)] > u(E[L]) o individuo é propenso ao risco (ver, como exemplo, a Figura
2.1b);

o Elu(L)] < u(E[L]) o individuo é averso ao risco (ver, como exemplo, a Figura 2.1c).

Considerando o Exemplo 4 e as fungoes de utilidade wu(-), ua(-) e us(-), apresentadas
na Figura 2.1, associadas aos individuos 1, 2 e 3, respetivamente, averiguar-se-a4 se os
individuos sdo classificados do mesmo modo quando se aplica o conceito de certainty

equivalent e a desigualdade de Jensen.



Capitulo 2. 'Teoria da Utilidade Esperada

21

— Funcéo de utilidade - u(w)
— — Retatangente: I{w)

Figura 2.2: Representagao grafica de uma funcao de utilidade convexa u(+)
e da reta tangente /() & fun¢@o u(-) no ponto (u,u(u)).
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1. E[uy(L)] =1 =wu(1l) = 1 = individuo 1 neutro ao risco;
2. E[ug(L)] =2 > u(l) =1 = individuo 2 propenso ao risco;

3. Elusz(L)] = 0,71 < u(l) =1 = individuo 3 averso ao risco.

Logo, conclui-se quer através da nocao de certainty equivalent, quer da desigualdade de

Jensen que se obtém as mesmas conclusoes.

E de reparar que, a forma (ou, “shape”) da funcao de utilidade v’ > 0 conduz a
identificagdo da preferéncia de risco do decisor, ou seja, se a funcao de utilidade é convexa
(tem-se como exemplo a Figura 2.1b) o individuo é propenso ao risco; por outro lado,
quando é concava (tem-se como exemplo a Figura 2.1c) o decisor é averso ao risco; e,
por fim, quando a fungdo de utilidade é linear (tem-se como exemplo a Figura 2.1a) o

individuo é neutro ao risco.

Nota. Quando a funcao de utilidade é linear, o valor da utilidade esperada da lotaria é equi-

valente ao valor esperado da mesma (E[u(L)] = E[L]).

Considere este caso especial apresentado na forma de exemplo.
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Exemplo 6. Problema: Considere as seguintes lotarias, cujas realizagbes representam ganhos
em u.m, L = (0,3/10; 100, 5/10; 250, 2/10) e L' = (100,1). O valor esperado de ambas as lotarias é
100 uw.m, ou seja, E[L] = E[L’] = 100. Os desvios padrao de L e L’ sdao 86,60 e 0, respetivamente.

E admissivel considerar que um individuo averso ao risco prefere L’ = L; e, que um indivi-
duo propenso ao risco prefere uma lotaria com uma variancia associada, porque existe em L a
possibilidade de ganhar 250 ou 100 com uma variancia associada, ou seja, L = L'?

Resolugio: Suponha as seguintes fungdes de utilidade: u(w) = w?

- uma funcao de utilidade
convexa - e u(w) = /w - uma fungao de utilidade concava.

Como ja é sabido, a partir de uma funcao de utilidade convexa identifica-se um individuo
propenso ao risco. Por outro lado, a partir de uma fungao de utilidade concava identifica-se um
individuo averso ao risco.

Pelo Teorema 3, L' =~ L se e s6 se E[u(L")] > E[u(L)], e L = L' se e s6 se E[u(L)] > E[u(L")].
Para o individuo averso ao risco: E[u(L')] = 10 e E[u(L)] = 8,162. Logo, como E[u(L’)] >
E[u(L)] = L’ > L - verificando o Teorema 3. Para o individuo propenso ao risco: E[u(L)] =
17500 e E[u(L’)] = 10000. Logo, como E[u(L)] = 17500 > E[u(L’)] = 10000 = L > L' -
verificando o Teorema 3.

O decisor averso ao risco prefere “enfrentar” a lotaria L’ do que a lotaria L, pois sabe que
ird receber 100 u.m com “certeza” do que se “enfrentasse” a lotaria L, cuja mesma quantia esta
associada a uma incerteza. Por outro lado, o decisor propenso ao risco opta por “enfrentar” a

lotaria L e receber uma quantia varidavel do que a mesma quantia “com certeza”.

Estes resultados sdo validos para as funcdes de utilidade apresentadas. J
Considere as seguintes familias de fungoes de utilidade (Kaas et al., 2008):
o Utilidade Quadrdtica: u(w) = —(a —w)? (w < @);
o Utilidade Logaritmica: u(w) = log(a + w) (w > —a);
o Utilidade Exponencial: uw(w) = —aexp™® (a > 0);
o Utilidade de Poténcia: u(w) =w® (w > 0,0 < ¢ <1).

Atente que, para a funcao de utilidade quadratica estabelece-se u(w) = 0 para w > a.
Estas fungoes de utilidade e as suas transformacoes lineares tém utilidade marginal (u/(+))
nao-negativa e nao-crescente, ou seja, contribuem para evidenciar comportamentos aversos

a0 risco.
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2.6 Paradoxo de Allais

Para finalizar é apresentado o Paradoxo de Allais divulgado por Maurice Allais. A prin-
cipal conclusao obtida assinala que a teoria de utilidade esperada possui limitagoes, isto
é, este paradoxo contradiz o axioma da independéncia considerado pela literatura como

o axioma mais importante (Kaas et al., 2008).

Considere as seguintes lotarias em dolares:
L = (1000000, 1);
L’ = (5000000, 1/10; 1000000, 89/100; 0, 1 /100) ;
L" = (1000000, 11 /100; 0, 89/100) ;
L = (5000000, 1/10;0,9/10) .

Nota. Uma lotaria do tipo L é, considerada na literatura, uma lotaria degenerada.

. . . . / .
A economia experimental tem revelado que existindo uma escolha entre L e L a mai-
oria das pessoas escolhe L, entdo, se satisfeitos os axiomas de ordem fraca, continuidade

arquimediana e independéncia obtém-se que:
L= L' < E[u(L)] > E[u(L")], (2.3)

mas ao mesmo tempo as mesmas preferem L a L”, entao, se satisfeitos os axiomas de

ordem fraca, continuidade arquimediana e independéncia obtém-se que:
L" » L" <= E[u(L")] > E[u(L")]. (2.4)
Desenvolvendo, sabe-se que:
E[u(L)] > E[u(L")] < 0,10 x «(5000000) 4 0,01 x u(0) > 0,11 x «(1000000)  (2.5)
e, por outro lado que:

E[u(L"™)] > E[u(L")] < 0,10 x u(5000000) 4 0,01 x u(0) < 0.11 x u(1000000).  (2.6)
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Surpreendentemente, a desigualdade (2.5) é oposta a desigualdade (2.6). Esta discordéan-
cia nos resultados obtidos evidéncia que nao existe garantia no interesse tedrico e pratico
da teoria de utilidade esperada para esta situagao; isto é, para este caso, a teoria de utili-
dade esperada nao descreveu a opiniao dos individuos adequadamente. Esta contradigao
deve-se ao facto do axioma da independéncia nao se verificar. Quando pelo menos um dos
axiomas nao é consistente e pragmatico expoe, em particular, que a teoria de utilidade
esperada nao representa de uma forma 1til fenémenos com que a realidade nos confronta.
Recordar-se-4 que, uma vez nao satisfeitos todos os axiomas (ordem fraca, continuidade
arquimediana e independéncia) nao é possivel representar a relacdo de preferéncia na

forma de utilidade esperada (ver o Teorema 2).

A titulo ilustrativo, apresenta-se o seguinte exemplo como prova que o axioma da
independéncia nao é satisfeito.
Sejam quaisquer lotarias L', L? L3 e L* € £, a € (0,1] e LL* L2* L1? e L%3 compo-

sicoes de lotarias detalhadas como se segue:

LM =al' + (1 —a)L* vs L2* = al?+ (1 — a)L*

LY =al'+ (1 —a)L? vs L** = al®+ (1 —a)L®.
Pelo axioma da independéncia deduz-se que:
L' P = L 2P ANLP - L2 (2.7)

ou
P L= L2 D Ly NL2P 2 Ly, (2.8)

Agora, considere:
L' = (1000000, 1), L* = (0,1), L* = (1000000, 1), L* = (5000000,10/11;0,1/11) e a = 0, 11
Logo, pela Definicao 2, tem-se que:

Ly'1; = 0,11 (1000000, 1) + 0,89 (1000000, 1) = (1000000, 1) ,

equivalente a lotaria L do paradoxo de Allais;

Lyt = 0,11 (5000000, 10/11; 0, 1/11)+0, 89 (1000000, 1) = (5000000, /10; 1000000, 89/100; 0, 1/100) ,
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equivalente a lotaria L' do paradoxo de Allais;
Ly}, = 0,11 (1000000, 1) + 0,89 (0, 1) = (1000000, 11 /100; 0, 39/100) ,
equivalente a lotaria L” do paradoxo de Allais;
Ly, = 0,11 (5000000, 10/11; 0, 1/11) + 0,89 (0, 1) = (5000000, 1/10; 0,9/10) ,

equivalente a lotaria L" do paradoxo de Allais.

Aplicando a nova notacao as expressoes (2.7) e (2.8) e supondo que o axioma da

independéncia é satisfeito tem-se:
L LANL =L = L'= L* (2.9)

ou
L'sLANL" - L' = L L (2.10)

Pela opiniao dos inquiridos sabe-se que preferem L sobre L’ e, ao mesmo tempo, L" so-
bre L”. Como as expressoes do lado esquerdo das implicagoes (2.9) e (2.10) tém valor
logico Falso, sob a opinidao dos inquiridos, conclui-se que o axioma da independéncia nao
é verificado. Logo, uma vez nao satisfeito, é plausivel afirmar que a teoria de utilidade

esperada nao modela adequadamente os desejos dos inquiridos.

Esta evidencia empirica, o Paradoxo de Allais, tem motivado os investigadores a de-
senvolver teorias alternativas de escolha debaixo da incerteza, que permitam captar ver-

dadeiramente o comportamento observavel dos individuos.

Para finalizar o capitulo, vale a pena introduzir o seguinte comentario. No Paradoxo
de St.Petersburg, dada a conhecer a varidncia de X (infinita) aos individuos concluir-
se-ia de antevisao que para alcancar o sucesso “sair cara” ter-se-ia que efetuar inimeros
lancamentos. Optando assim o individuo por investir pequenas quantidades por cada
lancamento efetuado. Esta variabilidade associada a varidncia adverte que a dispersao

pode ser fundamental para investigar o verdadeiro comportamento dos decisores.



Modelos de Risco

O termo risco tem, obviamente, um papel importante na maioria dos documentos e ar-
tigos publicados na literatura econémica, politica, social e tecnologica tornando-se assim

essencial definir o conceito de risco.

O vocabulo “acao”, neste capitulo, significa uma eventual decisao que o individuo

tomara de um conjunto de acoes.

3.1 Percecao do Risco

O conceito de risco nao é apenas uma caracteristica objetiva; trata-se também de uma
construcao inerentemente subjetiva. Primitivamente, na teoria de decisao, pesquisas reali-
zadas por (Mellers et al., 1992; Koonce et al., 2005 e Mellers and Chang, 1994 como citado
em Nguyen et al., 2019) demonstraram que os principais fatores, mencionados d posteri-
ori como “variaveis da teoria de decisao”, que influenciam de forma objetiva a percecao
de risco sao: as probabilidades e as realizagoes associadas a uma acao; e, consequente
a variabilidade dos retornos, particularmente na area das finangas (volatility of returns).
No entanto, a medida que estudos iam sendo publicados, investigadores como (MacGre-
gor et al., 1999; Sachse et al., 2012 e Weber, 2004 como citado em Nguyen et al., 2019),

27
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encontraram evidéncias comportamentais, mencionadas a posteriori como “variaveis com-
portamentais”, na tomada de decisoes, levando a concluir que as “variaveis da teoria de
decisao” nao conseguem explicar totalmente a percecao de risco dos individuos. Numa
. . . 7 , iy
tentativa de conseguir dar resposta a esta conjetura, estudos recentes, que utilizaram os
dois tipos de “varidaveis” para estudar a percecao de risco, mostraram que a combinacao
destas duas “variaveis”, “variaveis comportamentais” e as “variaveis da teoria de decisao”,
explicam, sensivelmente, melhor a perce¢ao de risco dos individuos.
. varidvei . . - .
O conjunto de “varidveis comportamentais” que na teoria de decisdo contribuem para

a percecao de risco, de acordo com estudos realizados, sao, por exemplo:
e Preocupacgao;
o Risco de “catastrofe”;
« Controlo;
» Confianga;
o Conhecimento / Familiarizagao;

o Gravidade da consequéncia.

Na Tabela 3.1 apresenta-se algumas conclusoes retiradas por investigadores sobre a
percecao de risco.

Numa situacao pratica é possivel obter uma ordenacao do risco quando se questiona
ao individuo qual das alternativas de um par de agoes é mais ou menos arriscada. Sendo
assim, pode-se considerar que a ordenacao do risco depende da percecao de risco que o
individuo tem das agoes. Uma vez que é possivel estabelecer uma ordenacao debaixo
de condigbes de risco, conclui-se que se pode definir uma relagdo de preferéncia de risco
~r para um par de agoes. A relacao de preferéncia de risco 7Zr é uma relagiao bindria:

completa e transitiva.

De acordo com a literatura, é possivel representar a relacdo de preferéncia de risco
~ R para as alternativas A e B pertencentes ao espaco de alternativas £ a partir de uma

funcao R : £" — R, isto é, se:
AZxr B<= R(A) > R(B), (3.1)

onde A, B representam as alternativas de um par de ag¢des e R(-) uma medida de risco.

De acordo com a relacdo de preferéncia de risco 7Jr a expressao (3.1) tem o seguinte
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Tabela 3.1: Algumas conclusbes de estudos empiricos que avaliam a perce-
¢ao de risco.

Conclusoes retiradas, a partir de estudos empiricos, sobre a percecao
de risco:

e O risco de uma agado aumenta, se a probabilidade de perda aumentar (Bra-
chinger and Weber, 1997);

» Realizacoes que representem possiveis ganhos reduzem a percegao de risco sob
a agao - os investigadores até ao momento ainda nao conseguiram perceber como
é que a percegao do risco depende de possiveis ganhos (Brachinger and Weber,
1997);

« O risco nao é simplesmente igual a uma preferéncia negativa (Brachinger and
Weber, 1997);

e Segundo Olsen, mais confianca estd relacionada com menor percegao de risco;

e Individuos que possuam mais conhecimento ou estejam mais familiarizados
com a agao tém uma menor percegao de risco, de acordo com (Olsen, 1997 e
MacGregor et al., 1999);

o Individuos aversos ao risco sobrestimam as realizacoes negativas, conduzindo
a uma maior percegao de risco, levando-os aceitar agoes menos arriscadas (como
citado em Nguyen et al., 2019);

o Individuos propensos ao risco sobrestimam as realizagoes positivas conduzindo
a uma menor percecao de risco, levando-os aceitar agoes mais arriscadas (como
citado em Nguyen et al., 2019).
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significado: a alternativa A é pelo menos tao arriscada como a alternativa B se e s6 se, o
risco de A é igual ou maior do que o risco de B; no entanto, a versao mais utilizada pelos
investigadores, que se baseia na relacao de preferéncia =, para interpretar a expressao

(3.1), é: B é (fracamente) preferivel a A.

Em suma, o risco pode ter varios significados dependendo do individuo e do campo de
aplicacao. No campo financeiro o risco é entendido como a variacao da distribuicao dos
retornos (a definigdo de retornos apresentar-se-a na secgao 5.2); enquanto, na psicologia
o risco é visto como uma perda; e, em todos os campos da ciéncia a percecao dos indivi-
duos face ao risco pode ser caracterizada por uma relacdo de preferéncia de risco =g e,

consequentemente, representada por uma medida de risco.

Suponha o conjunto de agoes A = {A;,..., Ay}; dada uma agdo A,, € A,;m =
1,..., M, considera-se X a sua varidvel aleatéria com funcao de distribuicao Fx(z) e

fungao densidade de probabilidade (f.d.p) fx ou fun¢do massa de probabilidade (f.m.p)
Px-

3.2 Medidas de Risco Simples

As medidas mais usuais e simples, que avaliam a perce¢ao de risco dos individuos objeti-

vamente, sao (Brachinger and Weber, 1997):

Definicao 4 (Valor Esperado). A medida de risco valor esperado E[X] : R — R ¢ dada
por:
“+oo
E[X] = / vdFyx (z), (3.2)

representada através do integral de Riemann-Stieltjes; e, Fx(x) representa a fungao de

distribuicio - sendo que o diferencial dFx(x) no caso discreto é dado por:
dFx(z) = Fx(z) — Fx(z — dz);
e, mo caso continuo por:
dFx(x) = fx(z)d(z).
Definigao 5 (Varidncia). A medida de risco varidncia Var[X]: R — R ¢ dada por:

Varlx] = [ " (@ — B[X])dFyx (z). (3.3)

—00
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De acordo com o artigo (Philippatos and Wilson, 1972), véarios autores afirmam que
existe uma medida de risco mais genérica, dindmica e com um grau de liberdade para
o pressuposto da distribuicdo a priori dos dados do que a varidncia, denominada por
entropia. Nos mecanismos estatisticos, a entropia mede o risco da variavel aleatoria
associada a uma a¢ao; entdo, maior entropia significa maior risco. A medida que se segue
foi desenvolvida por Shannom, em 1948, o fundador da Teoria de Informacao - a sua area

de referéncia.

Definicao 6 (Entropia). Caso X seja uma varidvel aleatoria discreta que toma as realiza-
¢oes T1,...,xn com f.m.p igual a px(z,) = P(X =x,),n=1,...,N, onde N representa

o nimero de realiza¢oes; a medida de risco entropia H(X) : R — Ry ¢ dada por:

H(X) = - Z:lpx (@) In(px (xn)); (3.4)

e, caso X seja uma varidvel aleatoria continua com f.d.p fx(x); H(X) : R = R, geral-

mente chamada de entropia diferencial, é dada por:

B =~ [ fe@)n(fx (@) (3.5)

De acordo com os autores do artigo anterior, quando se conhece a forma da distribui-
¢ao para os dados o calculo da entropia pode ser obtido diretamente a partir da formula
da variancia; no entanto, segundo (Garner and McGill, 1956), a entropia tem uma grande
generalidade que pode ser 1util, mesmo, quando o investigador calcula a varidncia. A
entropia é adimencional e, portanto, pode-se comparar os diferentes valores de entropia,
eventualmente ou nao, associados a variaveis aleatorias diferentes, ao contrario da varian-
cia que é dimencional. Outra grande generalidade da entropia é que pode ser calculada
para varidveis do tipo qualitativas (nominais e ordinais) pois, apenas, sao exigidas as
probabilidades.

Para o caso discreto, a entropia tem valor igual a zero, quando a probabilidade se
“concentra” na unica realizagdo da variavel aleatéria; e, assume o valor maximo quando
as probabilidades estao distribuidas uniformemente por todas as realizacoes da variavel

aleatoria.

Definigao 7 (Probabilidade de Perda). A medida de risco probabilidade de perda,
P(X <r):R—10,1], é dada por:

P(X <r) = L dFx (z) (3.6)
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onde r representa o nivel (ou, quantil) a partir do qual o individuo tem uma perda.

Ao nivel da interpretacdo, quanto mais préxima de zero for a probabilidade de perda

para um nivel inferior ou igual a r menos arriscada (ou mais segura) é a agao.

3.3 Medida de Risco Valor Esperado - Variancia

Um importante marco no estudo da percecao de risco é a axiomatizagao da Teoria de

Risco desenvolvida por Pollatsek e Tversky, em 1970.

Pollatsek and Tversky verificaram que uma vez satisfeitos sete axiomas é possivel

definir a seguinte medida de risco (Pollatsek and Tversky, 1970).

Teorema 7. Se os sete axiomas forem verificados, entdo existe um unico valor 6, 0 <
0 <1, tal que para YAy, Ay € A, A; 7or A se e s6 se R(Ay) > R(As), onde

R(A;) = 0Var[X;] — (1 — 0)E[X4], (3.7)

onde 0 - um valor conhecido e indicado pelo individuo - representa a contribuicdo relativa
entre o valor esperado e a variancia e X1, Xo sao varidveis aleatorias associadas as acoes

Ay, As, respetivamente, com valor esperado e variancia finita.

A medida de risco de Pollatsek e Tversky é apresentada, em notagao genérica, na
Definigao 8.

Defini¢ao 8. A medida de risco Pollatsek e Tversky, Rpr(A,) : R — R, € dada
por:
Rpr(A;,) = 6Var[X]| — (1 — 0)E[X]. (3.8)

Quando o valor de # — 0, o individuo tende a dar mais importancia ao valor esperado
do que a dispersao existente na variavel X; quando o valor de 6§ = 0,5, as duas compo-
nentes variancia e valor esperado possuem a mesma ponderagao na medida de risco; no
entanto, quando o valor de # = 1 a medida de risco de Pollatsek e Tversky baseia-se,

apenas, na variancia da variavel aleatéria X, ou seja, Rpr(A4,,) = Var[X].

A relagao de preferéncia de risco 7Jr entre duas a¢oes pode ser representada, neste
caso, pela combinacao linear do valor esperado e variancia (ver equacao (3.8)). Este
modelo de dois “atributos” pode assumir valores negativos e distribui¢coes degeneradas

podem originar valores diferentes de zero.
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E de notar que Pollatsek e Tversky, no seu artigo, consideraram que a avaliagao da
adequabilidade da presente medida de risco foi uma tarefa dificil, uma vez que as suas
percecoes de risco nao eram tao claras, no momento, e, porque definir uma medida de
risco que fosse capaz de representar a ordenacao do risco realizada pelos individuos nao
é facil. Mais tarde, estudos empiricos, apresentados por Coombs e Bowen (Brachinger
and Weber, 1997), mostraram que a medida de risco de Pollatsek e Tversky é insuficiente
para determinar o risco, uma vez que existem outros fatores, para além destas duas

componentes que afetam a percecao de risco, tal como a assimetria (skewness).

3.4 Medida de Risco de Utilidade Esperada

Até ao momento no documento, nao se utilizou a utilidade esperada para medir a percecao
de risco que os individuos sob uma acao. No entanto, a abordagem apresentada por Jia
e Dyer (Brachinger and Weber, 1997) que se baseia na utilidade esperada assume que
a percecao de risco de uma acao associada a uma variavel aleatoria deve ser avaliada
considerando como referéncia o valor esperado, podendo assim contribuir para identificar
perdas ou ganhos relativos e eventuais outliers; isto é, as autoras defendem que o valor

esperado deve ser utilizado como uma medida de “agregacao” ou complementaridade.

Definigao 9 (Medida de Risco standard). A medida de risco proposta por Jia e Dyer
denominada por medida de risco standard, Rs(A,,) : R — R, € definida por:

Rs(Am) = —E[u(X")] = —E[u(X — E[X])], (3.9)

onde u(.) representa a fungdao de utilidade de Von Neumann-Morgenstern; e, X' representa
a varidvel aleatoria “normalizada” de X (subtrai-se a cada realiza¢io de X o seu valor

esperado).

Como a equacgao (3.9) incorpora a medida de risco valor esperado esta pode ser, indi-

retamente, classificada como um modelo de risco de dois atributos (two-atribute model).

3.5 Medida de Risco Utilidade Esperada-Entropia

Como a utilidade esperada nao descreve adequadamente as decisdes dos individuos, con-
forme se concluiu no Capitulo 2, e a entropia por si s6 nao é capaz de descrever o compor-
tamento dos decisores; (Yang and Qiu, 2005) desenvolveram uma medida de risco baseada
na utilidade esperada e entropia. Os autores consideram-na, em particular as medidas

de risco classicas e a medida de risco utilidade esperada, como uma versao mais realista,
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pois estudos empiricos mostraram para alguns problemas de decisdao, por exemplo, para
o paradoxo de Allais resultados e/ou interpretagoes razoaveis. Recorde-se que o para-
doxo de Allais, apresentado na Seccao 2.6, mostrou que a utilidade esperada nem sempre
consegue modelar adequadamente as preferéncias dos individuos. Todavia, a teoria de uti-
lidade esperada tem sido amplamente aceite como modelo de andlise de decisao quando

esta envolve também uma medida de risco.

Definicao 10 (Medida de Risco Utilidade Esperada-Entropia (UE-E)). Suponha que exis-
tam pelo menos duas agoes em A; que IgnaeﬁﬂE[u(X)H} exista; e, que u(-) denota uma
funcao de utilidade mondtona crescente. "

Quando max {|E[w(X)]]} € RT, a medida de risco utilidade esperada-entropia,
m€E
RUE—E(Am) ‘R — R,

¢ dada por:

Elu(X)]
s, {Eu(X]]}
onde 0 < X\ <1 é uma constante especificada pelo individuo (tradeoff coefficient); e, H(X)

denota a entropia de Shannom para a varidvel X associada d a¢io Ap,,Ym € {1,..., M}.

Rup-p(An) = MH(X) — (1 - )) (3.10)

Quando ﬂ%ﬁﬂE[U(Xm} = 0 significa que para qualquer agio A,, € A, E[u(X)] = 0;
entdo, para este caso, a medida de risco utilidade esperada-entropia, Ryp_p(An) :
R — R*, é dada por:

Rup_p(Ay) = H(X). (3.11)

A constante A representa a ponderagao que a componente subjetiva, presente na es-
colha da funcao de utilidade e na constante A, e a componente objetiva, presente na
entropia e na utilidade esperada normalizada através das probabilidades e realizacoes,
tém na medida de risco apresentada.

Se o decisor deseja que a medida da equacao (3.10) se foque totalmente no quociente
Elu(X)]

masx {[E[u(O][}

e objetividade tém a mesma relevancia para quantificar o risco de uma acao; no entanto,

entdo, A = 0; quando A = 0,5, o individuo reforca que subjetividade

se o individuo deseja atribuir uma pequena ponderacao a utilidade esperada o valor de
A — 1; caso as M agoes representadas através de M variaveis aleatorias tenham a mesma
utilidade esperada a medida de risco UE - E focar-se-4 apenas na medida de risco simples
entropia e na constante \; e, caso o individuo pretenda dar total preferéncia a entropia

obtém-se a medida de risco apresentada na equagao (3.11).
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Nota. Algumas das representagoes realizadas por (Luce et al., 2008 como citado em Chiew

et al., 2019) contribuiram para o avango da axiomatizagido da medida de risco UE-E.

(Yang and Qiu, 2005) melhoraram o modelo UE - E apresentado na Defini¢ao 10 para
um modelo de UE-E normalizado permitindo, assim, a comparagao de variaveis aleatorias
nas situacoes em que o conjunto de variaveis aleatorias é amplamente disperso como, por

exemplo, no caso em que as variaveis possuem entre si diferente niimero de realizagoes.

Definic¢ao 11 (Medida de Risco Utilidade Esperada-Entropia Normalizada (UE — E) nor)-
Suponha que existam pelo menos duas agoes em A; que ﬁ%ﬁ“E[u(X)H} exista; e, que
u(+) é uma fungao de utilidade mondtona crescente.

Quando Enaeﬁ{UE[u(X)H} € RY, a medida de risco utilidade esperada-entropia normali-
zada, Rp—p)y,, (An) : R = R, € dada por:

H(X) . : Elu(X)]
onde () representa a entropia de Shannom normalizada e e (B} repre-

senta a utilidade esperada normalizada.






Modelo de Otimizacao Média-Variancia de

Portefolios

Harry Markowitz, mais conhecido por “Markowitz”, um notavel economista que recebeu
o Prémio Nobel da Economia pela sua pioneira contribuicdo tedrica para a economia e
sociedade financeira, estabeleceu, na sua dissertacao de doutoramento em Estatistica fun-
damentos para a Teoria Moderna do Portefélio (Wirtz et al., 2009), uma estrutura de
selecao e construcao de portefélios de investimento, com base na maximizacao do valor
esperado para um dado risco ou na minimizacao do risco para um dado valor esperado,

denominada por Modelo de Otimizacao Média-Variancia.

A posteriori, o vocabulo “agdo” tomara a seguinte defini¢ao:

Definicao 12. “Acao” representa o titulo representativo de uma parte do capital de uma

sociedade.

4.1 Motivacao

O modelo média-variancia concebido por Markowitz, desde sua apresentacao, tem sido
usado extensivamente no campo financeiro. Por esse motivo apresentar-se-4 as motiva-

¢oes que levaram Markowitz a formulagao deste modelo.

37
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Conforme o apresentado nas Secgoes 2.4 e 2.5 concluiu-se que é possivel representar
a relacao de preferéncia entre duas alternativas através da maximizacao da utilidade
esperada debaixo de um conjunto de regras (ou axiomas).

O modelo de otimizacao média-varidncia foi motivado através da maximizagdo da

utilidade esperada da seguinte forma:

e Seja W uma varidvel aleatoria cuja funcao de utilidade de W pode ser obtida através
da série de Taylor de ordem n em torno E[W] associada & fungao de utilidade real

u(-) infinitamente diferenciavel neste ponto, quando o valor esperado de W é finito:

u(W) = w(EW]) +u (EW]) (W -E[W])+ ;U”(E[W])(W—E[WD2+O(W3), (4.1)

mw%:iwﬂwmmuﬁww, (12

n!

e, onde u™(E[W]) denota a n—ésima derivada de u(-) no ponto E[W].

e Assumindo que a série de Taylor converge, entao aplicando o valor esperado a ex-

pressao (4.1) obtém-se a seguinte expressao para a utilidade esperada de W:
Elu(W)] = w(E[W]) + =" (E[W])Var[W] + E[O(W?)], (4.3)
onde Var[W] = E[(W — E[W])?] e

Eow®) =3 “EWD g gy g, (4.4)

n=3

u"(E[W])
n!

onde E[(W — E[W])"] denota o n—ésimo momento central de W.

A partir da expressao (4.3) é possivel concluir que a utilidade esperada nao é, somente,
explicada através da variancia e do valor esperado; envolve, também, momentos centrais
de ordem igual ou superior a 3. Por isto, Markowitz imp6s duas suposicoes alternati-
vas que motivaram a constru¢do do modelo de otimizagdo média-varidncia (Huang and
Litzenberger, 1988):

e Para distribuig¢oes arbitrarias, o modelo média-variancia pode ser motivado

assumindo uma funcao de utilidade quadratica.
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— Debaixo de uma funcio de utilidade quadratica E[O(W?3)] é zero, uma vez que

para n > 3,u"(E[W]) = 0. Obtendo, especificamente, que:

1
E[u(W)] = w(E[W]) + §u”(E[W])Var[W]. (4.5)
Logo, uma fungao de utilidade quadratica é suficiente para que E[u(W)] fique

completamente descrita através do valor esperado e variancia;

— Para um conjunto restrito de funcoes de utilidade quadréticas com v’ > 0 e
u” < 0 (ver, como exemplo, a fun¢ao de utilidade quadratica apresentada na
Seccao 2.5) garante-se o objetivo deste modelo de otimiza¢ao: minimiza o risco
(considerando como medida de risco a varidncia) para um dado valor esperado,
a partir de Var[W], ou maximiza o valor esperado para um dado risco, a partir
de E[W].

o Para fungdes de utilidade arbitrarias (com excegbes), o modelo média-
variancia pode ser motivado assumindo uma distribuicao normal para a variavel

aleatoéria W.

— Debaixo da normalidade, o momento central de ordem igual ou superior a 3 -
E[(W — E[W])"] - envolvido na expressao E[O(W?)] escrever-se-4 a partir do

momento de 12 ordem e do momento central de 22 ordem:;

— Para esta alternativa, as fungoes de utilidade arbitrarias referem-se ao conjunto
de fungoes de utilidade com v’ > 0 e u” < 0 (ver, como exemplo, as fungoes
de utilidade apresentadas na Secgdo 2.5); pois s6 debaixo destas condigdes é
que se garante um problema de maximizacao da utilidade esperada de W e,
consequentemente, o objetivo do modelo apresentado. Assim sendo, s6, sao ad-
missiveis fungoes de utilidade com caracteristicas semelhantes as apresentadas

na Secgao 2.5.

Nota. Ambas as suposi¢oes impoem que este modelo de otimizacdo seja, apenas, aplicavel aos

individuos aversos ao risco.

4.2 Problema de Portefélio de Markowitz

4.2.1 Defini¢coes e notacgoes

Esta sec¢ao surge com o intuito de apresentar algumas defini¢oes e notagoes fundamentais

para o desenvolvimento da dissertacgao.
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Definicao 13. A covariincia das varidveis aleatorias W e X €
Cov(W, X) =E[(W - E[W])(X — E[X])], (4.6)

se este valor esperado existir.
Defini¢ao 14. Denote por A = {A,...,Ap} o conjunto de agoes.

Definicdo 15. Denote por RT = [R1, Ra, ..., Ryl o vetor aleatdrio de retornos de M
acoes distintas, onde R,, representa a varidvel aleatoria associada aos retornos da ag¢do

A, param=1,..., M.

Definicao 16. Se RT ¢ um vetor aleatdrio entdo o valor esperado de R pode ser repre-

sentado por
E[R]" = [E[Ri]. ER,]. .., E[Ruy]] (4.7)

Definicao 17. Denota-se por 3 a matriz de variancia-covariancia de R :

11 012 ... O1LM
S} = Cov(Ru, R) = (0nm) = A (4.8)
OM,M
onde 0y = Omm, paran,m=1,..., M. Quandon =m, o,,, = 02, = Var[R,,].

Do mesmo modo se define a matriz de correlacoes de R

_1 01,2 01,M |

o0y 010M

1 O2.M
p=(pum) = 0200 | | (4.9)

1
onde o, representa o desvio padrdo de Ry, € ppm = pmmn, paran,m =1,..., M. Quando
n=m, Ppm = Pnn = 1.

Definicdo 18. Denote por wl = [wi, ... ,wn| o vetor de pesos para M agoes distintas,
onde wy,,m =1,..., M, representa a propor¢cio de determinado capital que o individuo

M
quer investir na a¢ao m, com w,, > 0 e Z W = 1.

m=1
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Definicao 19. Se R é um vetor aleatério de retornos de M acoes distintas e se wl é um
vetor de pesos entao o portefolio de investimento P, caracterizado por uma combinagdo

pesada de retornos de acoes, € dado pela expressao

P=uw'R (4.10)
M

=Y wnln (4.11)
m=1

E[P] = wTE[R] (4.12)
= JXW: Wi B[R] (4.13)

Do mesmo modo se define a variancia de P,

Var[P] = w!'Sw
M M M
= Zl WO Zl Z;é WnWim O m (4.14)
m= n=1m=1n#m
= f: wio? o+ g: f: W
- mY m,m nWmPn,mOnOm (415)

3
&
3
ﬂ
3
ﬂ.
3
S
3

onde X representa a matriz de variancia-covariancia apresentada na Definicao 17.

4.2.2 Otimizacao

De acordo com o objetivo apresentado no exérdio do Capitulo 4 é de notar que existem
duas opgoes de otimizacao para se aplicar o modelo de portefélio média-varidncia; no

entanto, neste documento, apenas, se considera o
o problema de Markowitz de risco minino
pelo motivo de simplicidade comparativamente ao

 problema de Markowitz de retorno méaximo (ver, por exemplo, Wiirtz et al., 2009).



Capitulo 4. Modelo de Otimizacao Média-Variancia de Portefélios 42

O problema de otimizacao de portefélio particularmente o problema de Markowitz de

risco mimino é definido da seguinte maneira:

1

w'=min -w'Sw
w 2
sa. w'E[R] = uo, (4.16)
wlfl=1

onde w* representa o vetor de pesos que tém variancia minima, 1 um vetor coluna M X 1

de 1’s e uy o retorno esperado especificado pelo individuo.

1
Nota. Note que multiplicou-se o 3 a variancia de P por uma questdo de simplificacdo dos cal-
culos d posteriori; acrescenta-se que, este artificio de calculo nao afetara o resultado da solucao

Otima.

Para resolver este problema de minimizacao recorrer-se-4 aos multiplicadores de La-
grange. Considere a funcao lagrangiana L(w, A, A2), aplicada ao problema de minimiza-

gao apresentado na equagao (4.16), definida por:
Lor T T

onde A\; e Ay representam os multiplicadores de Lagrange.
Para minimizar a fungdo L(w, A1, \y) derivar-se-4 a fungdo lagrangiana em ordem a

w, A1 e )y igualando-se, em seguida, cada derivada a zero:

W — Sw — ME[R] - A1 =0, (4.18)

OLlw. M a) " rgig) — o, (4.19)
O\

8L(w, /\1, /\2) o T1 _

8—)\2_1 w'1=0. (4.20)

Resolvendo a equagao (4.18) em a ordem a w obtém-se:

w= NI 'E[R] + )X 1. (4.21)

Pré-multiplicando a equagao (4.21) por E[R]” e usando a expressio (4.19) tem-se:

E[R]"w = ME[R]"S'E[R] + ME[R]TS 1 = pp. (4.22)
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Pré-multiplicando, também, a equacio (4.21) por 17 e usando a expressao (4.20) tem-

se:
17w = M1TS'E[R] + \172 711 = 1. (4.23)
Resolvendo o sistema de equagoes (4.22) e (4.23) em ordem a A\; e Ay obtém-se:
Cup— A
A= “(’T (4.24)
e
B—-A
= —— Ho (4.25)
onde
A=1"S"'E[R]
B =E[R]"S'E[R]
C=1"x""1
D = BC — A%

Substituindo na equacao (4.21) as expressoes (4.24) e (4.25) no A\; e Ay, respetivamente,

e aplicando 0s passos necessarios para a obtencao de w* analiticamente tem-se:

W' = 11)[8211 — AS'E[R]] + llg[CﬁlE[R] — AZ 1o, (4.26)

4.2.3 Fronteiras Viavel e Eficiente

Os diferentes w* do problema de otimizacao de Markowitz sdo obtidos atribuindo dife-
rentes valores a jio; os valores atribuidos a pg levarao a formagao de uma curva coénica -
uma hipérbole. A titulo de exemplo apresenta-se as representacoes graficas da Figura 4.1
que relacionam o risco, definido como a variancia do portefélio, com o valor esperado do

portefdlio.

A fronteira vidvel e eficiente (definigoes apresentadas no pardgrafo seguinte e Defini-
gao 21, respetivamente) assim como o ponto que as separa, o ponto de varidncia minima

global, estao representadas graficamente na Figura 4.1.
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— Fronteira Vidvel — Fronteira Vidvel
Fronteira Eficiente

C U=
* Ponto Eficiente: (8, %)
* Ponto Viavel (&, u")

Pontos Menos Viaveis
* Variancia Minima Global: o

u —E[P]
=

o -VarP] o —VarP]

Figura 4.1: Modelo de otimizagao média-variancia: representacdo grafica

do risco wversus retorno do portefélio. Painel esquerdo: representacao da

fronteira viavel, pontos menos vidveis e ponto de variancia minima global.

Painel direito: representagdo da fronteira eficiente e parte da fronteira via-
vel.

O painel esquerdo sugere que qualquer ponto sobre a hipérbole garante sempre a va-
ridncia minima para um dado valor esperado do portefélio; isto é, para o mesmo valor
esperado do portefélio, p*, o ponto ((0?)*, u*), representado a verde na figura, produz um
menor risco do que o ponto (UAQ*, u*), representado a amarelo. Logo, o ponto ((02)*, u*) é
denominado por ponto viavel; de uma maneira em geral, todos os pontos de R? : (¢, 1)
pertencentes & hipérbole sdo designados por pontos viaveis. O ponto ((o?)*, u*) é, tam-
bém, chamado de ponto de varidncia minima global, uma vez que (0%)* corresponde
a abcissa de menor valor de entre todas as abcissas de pontos que constituem a hipér-
bole; geralmente, a combinacao de acoes associada ao ponto de variancia minima global

é selecionada por individuos aversos ao risco.

Definigao 21. Seja (02, 1) um ponto vidvel qualquer e ((o2)*, u*) o ponto de varidncia
minima global de um problema de otimizacio de Markowitz. O ponto vidvel (o2, ) €,
também, eficiente se: p > p*. O conjunto de pontos eficientes origina a fronteira

eficiente.

O painel direito, da Figura 4.1, indica a existéncia de duas fronteiras: eficiente (curva

a vermelho tijolo) e a vidvel (curva a preto). Qualquer ponto que pertenga a fronteira
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eficiente garante sempre o maior valor esperado do portefélio para um dado risco, ou seja,
maximiza o valor esperado para uma dada varidncia do portefélio; como exemplo, tem-se

o ponto a vermelho tijolo da Figura 4.1 comparativamente ao ponto observavel a preto.

Um portefdlio viavel ou eficiente, em vias de selecao pelo individuo, para investimento
cujos retornos possuem independéncia ou estejam negativamente correlacionados condu-
zem a resultados de menor risco. Esta caracteristica entre os retornos esté relacionada

com a diversificacao, conceito que apresentar-se-a a seguir.

4.2.4 Diversificacao

No quotidiano, a diversificagao consiste em tornar algo heterogéneo o que antes era ho-

mogéneo, ou seja, gerar diferenca.

A diversificacao dos portefdlios esta presente nos fatores internos das sociedades de-
tentoras de um titulo, no nimero de titulos existentes no portefélio com ponderagoes
diferentes de zero e na interdependéncia linear entre os retornos.

Em grande parte dos casos, a diversificacao do portefélio conduz a minimizacao do

risco.

Fatores internos a sociedade

Como a diversificacao influencia os resultados do valor esperado e variancia do portefélio
alguns resultados apresentados graficamente podem conduzir a interpretacoes erradas,
uma vez que a diversificacdo pode reduzir ou eliminar determinados fatores de risco, tais
como: os fatores exclusivos de uma sociedade, processos judiciais, méa reputacao, méa
gestao de contas e outros, levando, assim, a diminui¢ao da variancia do portefélio. Por
outro lado, segundo Mangram, os fatores externos nao sao reduzidos ou eliminados pela
diversificagao afetando todas ou grande parte das sociedades na bolsa de valores ao mesmo

tempo.

Dimensao do portefélio e Interdependéncia dos Retornos

o Dimensao do Portefdlio Os dois casos particulares que se apresentarao permitem

mostrar como a dimensao do portefélio influéncia o risco do portefélio.

Caso 1. Suponha que exista independéncia entre os retornos, isto é, Pn,m = 0, para todo
n,m = 1,..., M, e que investir-se-a w,, do capital k nas M agoes da bolsa de valores, ou seja,
wm = —, tal que Eflewm =1,param=1,...,M.

M
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Substituindo na férmula da varidncia do portefélio Var[P], apresentada na equacdo (4.15), as

suposicoes admitidas anteriormente tem-se:

1 M o2
Var[P Zlﬁ (4.27)

Quando M — oo, Var[P] — 0.

Logo, quando M — oo o risco de um portefélio é relativamente menor (tende para zero) compa-
rativamente a um portefélio com um risco igual ou semelhante ao da expressdao apresentada na

equagao (4.27). <

Caso 2. Suponha que exista dependéncia entre os retornos R,,,m = 1,..., M, e que investir-
se-4 w,, do capital k nas M agbes da bolsa de valores, ou seja, wy,, = U tal que fo:l wm =k =1,
param=1,..., M.

Substituindo na férmula (4.14) da varidncia do portefélio Var[P] as suposi¢des admitidas anteri-

ormente tem-se:

1 o2 o
Var[P] = L UL
TN NGL T
m:l m=1n=1,m#n
Considerando
M- 9
-3 %
M
m=1
e
Z Z i
m=1n=1,m#n M )
tem-se que: M
1 —1_
Var[P] = 205, + = 0mn, (4.28)
172 M-1_ 435 « A 43 « )
onde —0,, € ———0,,, representam a média da “variancia” e a média da “covaridncia” do

portefélio, respetivamente.
Quando M — oo, Var[P] = 0y p-

Logo, quando M — oo o risco de um portefélio é relativamente menor comparativamente a um

portef6lio com um risco igual ou semelhante & expressdo apresentada na equagdo (4.28).

Comparando os Casos 1 e 2 de forma sintetizada, verifica-se, para os casos de inde-
pendéncia e dependéncia entre os retornos, que o risco do portefélio diminui com o
aumento do nimero de agoes num portefélio em consequéncia do aumento da diver-
sificagdo. Para o primeiro caso, o risco do portefélio aproxima-se de zero e para o

segundo caso o risco do portefélio fica apenas a depender da média das covariancias
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entre os retornos do portefélio, respetivamente.

o Interdependéncia entre os retornos

O comportamento de interdependéncia entre os retornos associados as agoes con-
tribui para o objetivo da diversificacdo, isto é, se existir um aumento do nimero
de retornos num portefélio independentes ou negativamente correlacionados, o risco

desse portefolio diminui.

A partir da equagao (4.28), apresentada no Caso 2, conclui-se que se existir um
elevado numero de retornos de agoes negativamente correlacionados, 0,,, tomara
um valor baixo que conduzird a uma variancia do portefélio a tender para zero
(Var [P] — 0). Além disso, deduz-se que o risco do portefélio quando existe um
elevado nimero de retornos de agoes entre si negativamente correlacionados (ver
equagao (4.28)) é menor comparativamente a portefélios com um elevado nimero
de retornos independentes entre si (ver equagao (4.27)), supondo que as proporgoes

de w,, sdo iguais, param=1,..., M.

4.3 Otimizacao de duas acoes

Suponha que existam duas agées (ou, investimentos) A; e Ay, A = {A;, Ao}, associ-

adas ao vetor de retornos RT = [R;, R,], de modo respetivo, e para cada uma das acoes
2

investir-se-a4 w,, do capital k, onde w,, € [0,1], Z w, = k = 1. Entao, o portefélio de

m=1
investimento P para as duas agoes A; e Ay é dado por

P = w1R1 + U)QRQ
= w1R1 -+ (1 — wl)Rg. (429)

Condicao 1.

Suponha que —1 < p;5 < 1 e Var[Ry] = Var[Ry| = 07 > 0.

Assim sendo e atendendo as expressoes (4.15) e (4.29), Var[P] toma a seguinte expressao
Var[P] = 0% [w? + (1 — w1)?] + 2w1 (1 — wi)oipr o (4.30)
O valor esperado de P, E[P], é dado por

E[P] = le[Rl] + (1 — wl) ]E[RQ]
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A partir das expressoes (4.16) e (4.30) é possivel encontrar o valor de w] que minimiza a

variancia
" 1
wi = min §Var[P] (4.31)
= mim1 {02 [ 2 —w)? — 2
= 1wl + (1 —wi)”| +2wi(1 —wi)oipr2 (4.32)
w1 2

Para tal, derivar-se-4 a expressao (4.30) em ordem a w; igualando-a, em seguida, a zero

dVar[P)

= 2wi — 2w1p172 — 14+ P12 = 0 (4.33)
w1

Resolvendo a equagéo (4.33) em ordem a w; obtém-se

1
w1 = 5,
. 1
e por conseguinte, um wy = (1 —w;) = 5
0*Var[P
Como 82ar[ ] =207 (1 — p12) > 0 sabe-se que de facto a fungio (4.30) tem um minimo
w1

1
global em w; = 3

1
Logo, quando a variancia do portefdlio é Var[P] = 50% (1 + p1,2) e o valor esperado é E[P] =
E[R,] + E[R;]

2
risco minimo, onde —1 < p15 < 1 eV E[R;],E[R2] € R.

o individuo devera investir metade do capital k nas acées A; e Ay para obter um

Numa situagdo de independéncia entre retornos, a varidncia do portefélio reduz-se a Var[P] =
L,
—o7.
571

Sob o ponto de vista investigacional e de interpretacao, o exemplo referente a Condicao
2. foi construido debaixo de um pressuposto mais realista do que a Condicdo 1. por

considerar-se que Var[R;] # Var|Rs)].

Condigao 2.

Suponha que —1 < p; 5 < 1 e Var[R,;] # Var[Rs] > 0.

Assim sendo, suponha os seguintes valores para

1 —0,80 1 —0,40
B E ] ¢ P=nm)=1 o 1 ] oY
tor de valor esperado, a matriz de variancia-covariancia e a matriz de correlagdes dos retornos,

ERT=[1 12|, Z=o0um

respetivamente.
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Usando as propriedades do valor esperado e variancia tem-se que:

E[P] = —1lw; + 12

Var[P] = 11, 4w} — 22,4w; + 12,

para w; € [0,1].

O problema de otimizacdo, em particular o problema de Markowitz de risco minimo, é

definido da seguinte forma;:

w1
wi = min iVar[P]

1 2
= min (11, 40 - 22,407 + 12] (4.34)
Tratando de um problema de otimizacao de 2 agdes recorreu-se a derivagao para obter o wj;
d*Var[P
obtendo-se um wj = 0,73 e um w3 = (1 — w}) = 0,27. Como %H =6>0,wf =073
wi

e wy = 0,27 representam as proporcoes do capital k que o individuo investira nas acoes A; e
As, respetivamente, para obter uma variancia minima global de 0,51 (Var = 0,51) e um retorno
esperado de 4,00 (E[P] = 4, 00).

Para complementar o resultado anterior apresenta-se, na Figura 4.2, a representacio gréfica
que relaciona o risco e o valor esperado do portefélio para o problema de minimizacéo da equacao
(4.34).

Se o individuo pretende um portefélio com retorno esperado maximo, o seu investimento
apenas se focard na acdo Ay e obterd um risco Var[P] = 4,00, ver Figura 4.2. Porém, caso
pretenda investir em mais do que uma acdo, o risco associado a esse investimento serd menor
do que no caso anterior, ver Figura 4.2. A partir deste resultado e de acordo com o Caso 1,
conclui-se que o incremento de uma agdo num portefélio reduz o risco do investimento pelo

motivo que existe mais variedade no portefélio.

Vale a pena referir que para valores de Var[P] compreendidos entre 0,51 < Var[P] < 1 a

diversificacdo maximiza, sempre, o valor esperado do portefélio E[P].

A Figura 4.3 apresenta a taxa instantanea de variacdo de E[P] em Var[P], para valores
de E[P] superiores a 4,00 (E[P] = 4,00 representa o valor esperado obtido para o portefélio
que garante a variancia minima global) e um sub-grafico que apresenta a relagio entre o valor

esperado e o risco do portefélio.
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Figura 4.2: Problema de minimizagdo de 2 agoes restrito a Condigao 2..

Representagao grafica do valor esperado (u — E[P]) versus da varidncia do

portefélio (02 — Var[P]), que contém as fronteiras vidvel e eficiente e alguns
pontos importantes.
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Figura 4.3: Taxa instantdnea de variacdo de E[P] em Var[P], restrita a
valores de E[P] > 4,00 (grafico-principal). Valor esperado do portefélio
versus variancia do portefélio (sub-gréafico).
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A Figura 4.3 indica que pequenas variagoes na varidncia do portefélio, nomeadamente, pré-
ximas do ponto de varidncia minima global (na ordem de 3,45 x 1075 u.m) originam uma elevada
variacdo no E[P]; sugere, também, que & medida que a varidncia do portefélio Var[P] = o2 au-
menta, o declive da reta tangente tende para 1. A partir desta representagao grafica o investidor
é capaz de concluir se recompensa aumentar o risco do portefélio para obter um maior valor

esperado.



Aplicacao ao Mercado de Ac¢oes Portugueés -

PSI

Neste capitulo apresenta-se a parte pratica do projeto de investigacdo e/ou dissertagao
utilizando-se como dados o principal indice de referéncia do mercado de capitais portu-

gueses - Euronext Lisboa - o PSI.

Vale a pena referir os objetivos da génese e um breve historial do PSI ao leitor. O
principal indice de referéncia do mercado de capitais portugueses foi lancado no dia 31 de

dezembro de 1992, com a designagao de PSI — 20, com uma dupla finalidade:
o servir de indicador da evolucdo do mercado acionista portugués e
« servir de suporte a negociagdo de contratos futuros e agoes.

Em 2022, o indice deixou cair o nimero minimo de 20 empresas, dai a designacao ini-
cial PST — 20, implementando uma nova regra: agregar as empresas que tenham mais

de 1000 milhoes de euros de capitalizagao, designando-se a partir desse momento por PSI.

A partir de um conjunto de dados do PSI, personalizado no dominio temporal, descrever-

se-4 as recolha dos dados e base de dados; representar-se-a de uma forma compreensivel a

23
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informacgao contida nos dados a partir de representacoes tabulares e graficas; apresentar-
se-4 a notacao utilizada no texto; apresentar-se-a trés abordagens de classificacao dos
titulos do PSI baseadas nas medidas de risco simples, na medida de risco valor esperado -
variancia e na medida de risco utilidade esperada - entropia, apresentadas no Capitulo 3;
e, para finalizar, comparar-se-4 os resultados obtidos no ponto anterior com os resultados

da implementacao do modelo de otimizagao média - variancia de portefélios.

5.1 Recolha e Descricao de Dados

Os dados do PSI, que constituem a matéria-prima da andlise estatistica e dos resultados
que obter-se-a para os objetivos desta dissertacao, dizem-se secundarios pelo motivo que
foram compilados e publicados por uma organizagao, em particular, pela Investing.com.

Como estes dados especificos provéem de fontes que se encontram disponiveis para a
utilizacao publica sdo classificados de processos observacionais; isto é, a natureza ética
ou financeira das pessoas ou organizacoes que lidam com a recolha de dados nao exercem

um controlo nos fatores da base de dados.

Do sistema de informagao Investing.com extraiu-se 18 conjuntos de dados “crus”,
correspondentes a 18 agdes (ou, titulos), cada um constituido por 7 varidveis, particular-

mente:
o Ultimo (pf) - representa o prego de fecho;
o Abertura (pa) - representa o prego de abertura;
o Alta (pmaz) - representa preco maximo atingido pelo titulo;
o Baizo (pmin)- representa o prego minimo atingido pelo titulo;
o Volume (vol) - representa a quantia obtida através do nimero de ativos negociados;

o Variagdo (var) - representa o conceito de variagdo percentual aplicado ao mercado
de agdes, isto é (Kenton, 2022):

— se a diferenca entre o preco de fecho do dia atual for superior ao preco de fecho
do dia anterior tem-se um aumento, para o periodo comparado, resultando
numa variacao percentual dada pelo quociente entre a diferenca e o preco de

fecho do dia anterior multiplicado por 100;

— se a diferenca entre o preco de fecho do dia atual for inferior ao prego de fecho

do dia anterior tem-se uma diminuicao, para o periodo comparado, resultando



Capitulo 5. Aplicacao ao Mercado de Ag¢oes Portugués - PSI 55

numa variacdo percentual dada pelo quociente entre o moédulo da diferenca e

o preco de fecho do dia atual multiplicado por 100.

Os objetos do conjunto de ac¢oes correspondem a dias. O periodo de estudo definido para
os conjuntos de dados estd compreendido para todos os dias uteis consecutivos entre 17
de julho de 2017 e 16 de julho de 2021, existindo, primeiramente, um total de 1023 dias
uteis para recolher do Investing.com. No tratamento de dados verificou-se que nem todos
os conjuntos de dados retirados da fonte continham um total de 1023 dias tteis, existindo
a necessidade de retirar os dias em falta em todos os conjuntos de dados; obtendo-se um
total de 1004 dias (ou objetos) para cada conjunto de dados. Esta alteragdo nos dados nao
colocara em causa toda a andlise estatistica e resultados subsequentes. Apds descrever o
conjunto de dados “cru”, tome conhecimento que apenas o atributo pf é importante para
o desenvolvimento da dissertacgao.

Para finalizar a discussao de recolha e descricao da base de dados, apresenta-se, na
Tabela 5.1, a composicao de agoes do PSI para o periodo de estudo definido e o sector de

operacao de cada empresa possuidora de um titulo nesse periodo.

Tabela 5.1: Composicao do indice PSI para o periodo compreendido entre
17 de julho de 2017 e 16 de julho de 2021 e a respetiva descrigdo baseada
no setor de atividade.

Titulos Setores de atividade
Altri SGPS SA (ALTRI) o Papel e energia
Banco Comercial Portugués (BCP) » Banca
Corticeira Amorim (CORA) o Transformagdo de cortiga
CTT Correios de Portugal, SA (CTT) . f(i)pcmd.or de multisservigos com vocacao postal e
nanceira
Energias de Portugal (EDP) e Energia
Energias de Portugal Renovédveis (EDPR) o Energia
GALP o Energia
Jeronimo Martins (JMT) o Negécio alimentar
Engenharia e construgdo, ambiente e servigos,
Mota-Engil (MOTA) o concessoOes de transportes, energia, turismo,
€ mineragao.
NOS o Telecomunicagoes
The Navigator Company SA (NVGR) o Fabrico e comercializa¢ao de papel
Rede Energéticas Nacionais (RENE) o Energia e telecomunicagoes
Semapa (SEM) o Papel, cimento e papel
Retalho, servigos financeiros,
Sonae (YSO) » gestdo de centros comerciais, software e
sistemas de informagao, media e telecomunicacoes
Ibersol Reg (IBS) o Negdcio da restauragéo
Novabase (NBA) + Tecnologias de informagéo
Pharol SGPS SA (PHRA) o Telecomunicagoes

Ramada Investimentos e Industria SA (RAMA)! o Industria
L' A acio RAMA entrou para o PSI-20 no dia 19 de marco de 2018.
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5.2 Enquadramento Notacional

E 6bvia a necessidade de encarar este tépico com o méximo rigor, pois dele dependerd
a forma como se desenvolverao todos os passos seguintes e, consequentemente, o maior
ou menor esfor¢o neles envolvido, a qualidade da escrita, rigor matemético e a compre-
ensao do leitor. Anteriormente, apresentou-se de forma introdutoéria algumas notacoes
que voltar-se-a a frisar, sem grandes repeti¢oes, para que este ponto seja apresentado da

forma que foi caracterizado.

Ja identificado, anteriormente, considere que A = {Ay,..., Ay},m = 1,...,18, re-
presenta o conjunto de agoes, em particular, do PSI para o periodo mencionado. Na
Tabela 5.2 apresenta-se a correspondéncia entre elementos do conjunto A e os acrénimos

das agoes apresentados na Tabela 5.1 na forma de parénteses.

Tabela 5.2: Representacao tabular que estabelece correspondéncia entre
elementos do conjunto A e os titulos.

Notacgao: A,, Titulos

A ALTRI
A, BCP
A, CORA
Ay CTT
As EDP
Ag EDPR
A, GALP
Ag JMT
Ag MOTA
A NOS
Ap NVGR
Ay RENE
Aps SEM
Ay YSO
As IBS
A NBA
Ayq PHRA
Ag RAMA

Os passos que se desenvolverao nao se centrardao na variavel pf, mas nos retornos de

cada agao. Os retornos da agao A,,, 7, para m = 1,...,18, sao definidos de acordo
com a expressao
pft’
Tmt = l0g <> , (5.1)
ply 1

para Vt' € {2,...,1004} e t =t — 1 (Vt € {1,...,T}), pfy representa o preco de fecho

no dia . Assim sendo, Ym € {1,...,18},S,, = {"m.1, ..., mr} Tepresenta o conjunto de
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retornos associado a acao A,,.

Apresentando-se ao investigador uma colecao numerosa de dados, a analise e a obten-
¢ao de resultados, neste caso, nao é apresentada com facilidade. Por isso, torna-se neces-
sario recorrer as chamadas distribuicoes de frequéncias. A distribuicao de frequéncias
tem a finalidade de representar a forma como os retornos, neste caso, se distribuem por
um conjunto de diferentes classes (ou intervalos de classe).

Para se atingir este objetivo pontual, comecga-se por encontrar o minimo e maximo

global de todos os retornos de S,,, para m =1,...,18, ou seja,

a= min {r T = —0, 2600
1§m§18{ m,1, ) m,T} )

b= lgnaéS{rmJ, ooy tmry = 0,2801

de tal forma que conseguir-se-4 identificar um intervalo global [a,b] para os retornos.
Assim sendo, conjuntamente com a regra de Rice, que consiste em cobrir a gama de

valores na qual os retornos se situam por um nimero de classes proximo de

K=vVT—-1x2=20

—a

com igual amplitude, é possivel determinar a amplitude das classes h = = 0,0270;
tal como se ilustra seguidamente, as classes C.,c = 1,..., K, sao definidas da seguinte
forma:

C1 = [Lo, L1) = [0, 2600; —0, 2330)

Cy = [Ly, Ly) = [0, 2330; —0, 2060)

020 = [ng, Lgo] = {0, 2531, O, 2801] s
a verificar

Lo<Iy<---<Lj<---< Loy, Ly=ae Ly=0.

Deste modo, é possivel, para cada acao A,,,m = 1,...,18, e para cada classe C,,c =
1,..., K, definidas, calcular a frequéncia relativa (ou, probabilidade), p,., do nimero

de retornos da acao A,, contidos no intervalo de classe C.. A probabilidade p,, ., Vm €
{1,...,18} e Ve € {1,...,20}, é dada pela expressao:

rmg €Cei=1,..., T
- .

Pmc
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Como é provavel que cada intervalo de classe tenha uma dimensao de valores superior a
1 torna-se fundamental encontrar um ponto que resuma todos os retornos que pertencam a
classe C'. do conjunto de dados da acao A,,, param = 1,...,18, designado, em particular,
por retorno médio da classe C,,c = 1,...,20. O retorno médio da classe C, 7, ., Ym €
{1,...,18} e Ve € {1,...,20}, é dado pela expressao:

e S €Ce =1, 1]
Assim, a partir destas estatisticas a distribuicao de frequéncias encontra-se completamente
descrita para cada variavel aleatéria associada a acao A,,, param = 1,...,18. Portanto,
admita-se que R é uma variavel aleatéria associada a acdo A, cujas realizacdes perten-
cem ao conjunto finito {71, ...,7ma0} € Pm. denota a probabilidade de Rﬁ ser igual a
Tme, P[RE =] = D

A titulo de ilustracdo para o leitor, no Anexo B apresenta-se em formato de ta-
bela para a acdo A; (ou, ALTRI) as probabilidades p; ., e os representantes 7y ., para
Ve e {1,...,20}.

Nota. Na dissertacao também se utilizou uma regra mais simples para determinar o nimero
de classes, que se baseia na raiz quadrada do nimero de dias. No entanto, o niimero de retornos
nulos por classe é superior face a utilizagdo da regra de Rice. Assim se, se implementasse a regra
mais simples tornava-se dificil perceber a forma como se distribuiam os retornos de uma acao

nas classes predefinidas.

5.3 Abordagem Exploratéria dos Dados

Neste ponto recorre-se algumas técnicas de estatistica descritiva com o proposito de sin-

tetizar a informacao contida nos dados.

Na Figura 5.1 apresenta-se o histograma para as classes definidas na Sec¢ao 5.2.

A partir da Figura 5.1 é possivel retirar varias ilagoes ou hipéteses. Designadamente,
indica uma reduzida variabilidade dos retornos; indica que 95% dos retornos estdo com-
preendidos entre —0,0440 e 0,0370, dos quais 63% pertencem & classe predominante
[—0,0170;0,0100); e, sugere que os retornos das 18 agoes seguem uma distribui¢ao nor-
mal com uma média em torno de zero. Dado este iltimo comentario, serd que ha razoes

para supor que os retornos das 18 acgoes se distribuem Normalmente? Para responder a
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Figura 5.1: Histograma da distribuicao dos retornos r,,:, para m =
1,...,18et=1,...,1003.

questao recorreu-se ao teste de Kolmogorov-Smirnov (K-S) com a seguinte formulagao de

hipdteses:
e Hp : Os retornos seguem uma distribuicio N (0; (0,02)?)
e H; : Os retornos nio seguem uma distribuicao N(0; (0, 02)?).

Em consonancia que, os parametros da distribuicdo Normal foram estimados a partir
dos dados amostrais é obtido um valor-de-prova inferior a 2,2 x 1071 que, ao nivel de
significancia de 5%, permite rejeitar a hipdtese nula, Hy; concluindo-se entdo que os re-

tornos das 18 acoes nao seguem uma distribuicao normal.

Em seguida, apresenta-se as caixas com bigodes (ou, boxplots) para cada ac¢ao do
conjunto A.

Quando se considera a amplitude interquartil, que corresponde na Figura 5.2 aos re-
tangulos (ou, “caixas”) dos boxplots das agdes, como medida de dispersao é patente figurar
que a variabilidade dos retornos em cada acao é reduzida, uma vez que as caixas possuem
uma dimensao reduzida, sendo mais notéria a presenca de “caixas” reduzidas nas acoes
EDPR, JMT, NOS, RENE e NBA. Porém, quando se considera a medida de dispersao

paradigmatica da falta de resisténcia a presenca de valores que parecem muito grandes
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Figura 5.2: Comparacao dos retornos entre ac¢oes do
apresentacao de caixa-com-bigodes.

conjunto A, sob a
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ou muito pequenos em relacao as outras observagoes, isto é, a amplitude do intervalo de
variacdo da amostra, verifica-se que as agoes CORA, EDPR, RENE e YSO apresentam
uma menor variabilidade, ao contrario das agoes BCP, CTT, GALP, MOTA, IBS, NBA

e RAMA que apresentam uma maior variabilidade.

Como sinais de interpretacao, a pequena maioria das caixas-com-bigodes acima de-
nuncia a nivel da caixa central uma simetria. A nivel dos bigodes, sendo este sublinhado
ainda pelo aparecimento de outliers e outliers severos, é identificada uma simetria para
as agoes ALTRI, BCP, CORA e JMT; uma presenca de caudas esquerdas mais alongadas
do que caudas direitas para as agoes CTT, EDP, EDPR, GALP, NVGR, RENE, YSO,
IBS e RAMA; e, em oposicao, caudas direitas mais alongadas do que caudas esquerdas
nas agoes MOTA, NOS, SEM, NBA e PHRA. Uma interpretagao andloga pode ser ainda

retirada a partir da analise dos histogramas do Anexo A.

Entao, assim, pode-se conjeturar que os retornos das acoes ALTRI, BCP, CORA e
JMT seguem uma distribui¢cao normal em torno de zero; e, os retornos das restantes agoes

do PSI nao sao provenientes de uma distribui¢do normal.

Denote-se por RS uma varidvel aleatéria e admita que tal varidvel pode tomar valores

pertencentes ao conjunto .S, associado a acao A,,, param=1,...,18.

Para testar a validade das conjeturas anteriores utilizou-se o teste de normalidade
Kolmogorov-Smirnov (K-S). As hipéteses nula e alternativa sao formuladas nos seguintes

termos:

Hy : RS segue uma distribuicio N(fim; 6mm), ¥m € {1,...,18}
H; : RY nao segue uma distribuicdo N(fim; Gmm), Vm € {1,...,18},

onde fi,,, € Gpm, que representam as estimativas do valor esperado e desvio padrao da
variavel RC associada a acdo A,,, de modo respetivo, estdo caracterizados na Tabela C.1,
do Anexo C.

Como decisdo estatistica, para Vm € {1,...,18}, a hip6tese Hy é rejeitada, ficando
estabelecido, ao nivel de significAncia de 5%, que RS ndo se encontra distribuida nor-
malmente. Os valores-de-prova do teste K-S encontram-se disponiveis para consulta na
Tabela C.1.
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5.4 Abordagem Baseada nas Medidas de Risco Sim-
ples

Tendo em conta as medidas de risco simples apresentadas na Sec¢ao 3.2 classificar-se-4,
a partir da relagdo de preferéncia -, as agoes, que figuram na Tabela 5.2, como mais ou
menos preferiveis de acordo com o retorno esperado, varidncia, entropia e probabilidade
de perda.

Os valores obtidos para cada elemento (ou, acao) do conjunto A e respetivas medidas

de risco encontram-se caracterizados na Tabela 5.3.

Tabela 5.3: Valores correspondentes ao retorno esperado E[RY] vari-

ancia Var[RL], entropia H(RL) e probabilidade de perda P[RL < 0]

e as respetivas ordenacoes das agoes, segundo os valores obtidos, para
Vm e {1,...,18}.

Ay, - Titulos  R(A,) = —E[RE] Ordem R(A,,) = Var[RE] Ordem R(A,)= H(RE) Ordem R(A,)= P[RE <0] Ordem

A; - ALTRI  —2,33 x 1074 4 4,51 x 10~* 13 1,1909 15 0,7328 3
A, - BCP 6,73 x 1074 17 5,03 x 1074 14 1,2708 16 0, 7298 2
Ay - CORA 1,64 x 107 7 1,97 x 10~* 2 0,9545 7 0,7836 9
Ay - CTT 2,16 x 1074 8 4,33 x 1074 12 1,1127 14 0,7577 4
As - EDP —4,41 x 1074 2 2,10 x 1074 4 0,8925 4 0, 7876 11
Ag - EDPR —1,05 x 1073 1 2,45 x 1074 6 0,9215 5 0, 7886 12
A; - GALP 4,70 x 1074 13 3,52 x 1074 10 1,0888 13 0,7677 6
Ag - IMT 4,85 x 107° 5 1,99 x 1074 3 0,8778 3 0, 8066 14
Ay - MOTA 6,05 x 107* 16 7,06 x 1074 17 1, 3456 18 0,7208 1
Ay - NOS 5,88 x 104 15 2,16 x 1074 5 0,8762 2 0,8146 15
A - NVGR 2,63 x 1074 11 2,90 x 104 8 1,0708 11 0, 7597 5
Ay - RENE 9,62 x 1075 6 8,32 x 1075 1 0,5367 1 0,8943 18
A3 -SEM 4,21 x 107 12 3,15 x 1074 9 1,0235 10 0,7807 8
Ay, - YSO 2,54 x 1074 10 2,46 x 1074 7 1,0062 8 0,7727 7
A;s - IBS 5,85 x 1074 14 5,46 x 1074 16 1,0207 9 0,8185 16
A -NBA  —3,63x1071 3 4,03 x 107* 11 0,9401 6 0,8205 17
A7 - PHRA 1,19 x 1073 18 7,21 x 1074 18 1, 3368 17 0, 7856 10
Ais - RAMA 2,33 x 107* 9 5,45 x 1074 15 1,0886 12 0,8036 13

Os valores associados as medidas de risco apresentadas possuem entre si diferentes casas decimais para que d posteriori seja acessivel
classificé-las.

O termo “ordem” representa que se estabeleceu uma ordenacao crescente para os valores das medidas de risco valor esperado, varidncia,
entropia e probabilidade de perda.

Note-se que usando a distribuicdo de frequéncias dos retornos, cujas observagdes sdo 7. e as probabilidades s&o py,. (ver, como
exemplo, a Tabela B.1), para calcular P[R? < 0], verifica-se que P[RL < 0] = P[R2 < 0],¥m € {1,...,18}.

‘m —

A Tabela 5.3 sugere que as acoes EDP e EDPR, que pertencem ao setor da energia, tém
o primeiro e segundo maior retorno esperado (ou, de outra forma, o primeiro e segundo
menor risco) das 18 agoes, de modo respetivo. Pelo contrério, as agoes BCP e PHRA tém
o primeiro e segundo menor retorno esperado, respetivamente, estando associadas a uma
elevada variabilidade (ou, a um elevado risco) em relagao as restantes, quer em termos de
variancia e entropia.

As agoes que repercutam uma menor variabilidade em termos de varidncia ao investidor
sao: RENE, CORA, JMT, EDP e NOS, pela respetiva apresentacdo. Ora, as acoes

que possuem uma menor variabilidade em termos de entropia ao investidor sao: RENE,
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NOS, JMT, EDP e EDPR, também, pela respetiva apresentacao. Note-se que, as acoes
RENE, EDP e JMT ocupam a mesma posi¢ao de classificagdo, quer se utilize a medida
de dispersao variancia, quer se utilize a medida de dispersao entropia.

Para um periodo de 5 anos, as probabilidades de perda para um quantil inferior a
zero, isto é, P[RY < 0] sdo elevadas, para m = 1,...,18. A partir destes valores facil-
mente se conclui que mais de 70% dos retornos das 18 agoes sao negativos. Em particular,
as agoes A (ou, RENE), Ajs (ou, NBA) e A5 (ou, IBS) representam os elementos do
sub-conjunto de A cujas probabilidades de perda sdo mais elevadas, pela respetiva enu-
meragao, para um quantil inferior ou igual (ou, apenas, inferior) a zero. Recomenda-se
o uso desta medida de risco, apresentada na Defini¢ao 7, como caracter informativo; isto
é, os valores que obter-se-4 permitirao informar o investidor a partir de que quantil, es-
colhido ou nao de forma arbitraria, podera obter mais perda independentemente do risco
que a acdo A,, possui quando aplicada uma das restantes medidas de risco classicas. Por
exemplo, deve notar-se, no entanto, que, enquanto a acdo Az (ou, RENE) representa
a acado com menor variabilidade do conjunto A (ou seja, a mais suscetivel de escolha
pelo investidor, a partida), a mesma representa a a¢gdo com maior probabilidade de perda

quando os retornos sao inferiores ou iguais (ou, apenas, inferiores) a zero.

Se, as interpretagoes consideradas anteriormente, se acrescentar a ordenagao das agoes
considerando a relagao de preferéncia -, para as medidas de risco valor esperado, variancia
e entropia, entao é possivel identificar as agoes que sdo mais ou menos preferiveis ou se,

primar as que possuem um menor ou maior risco, respetivamente, a investir no PSI:

e Valor Esperado
A T As DA T AL S As D A S A3 S As D As 5 A D A
A3 5 Ar D Ais 5 Ao T Ao T As T Aug
e Variancia
A Z A3 T AR T As 5 A D As 5 A 5 An 2 Ais T Ar D Ais
Ay Ay D As D A D Ais T Ag T Ay
o Entropia
A Z AT A8 T As T A 2 Ae T A3 S An D Ais T A3 2 A

Ag D A7 D An s Av A D Air T Ay
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Em relagao a Figura 5.2 e a classificagdo que se obteve para a varidncia e entropia das
acoes na Tabela 5.3, é oportuno sugerir os seguintes e possiveis paralelismos, através de um
procedimento visual e intuitivo que a Figura 5.2 e a Tabela 5.3 oferecem, respetivamente:
uma baixa (ou, elevada) amplitude interquartil estd relacionada com uma baixa (ou,
elevada) ordenagao para a entropia e vice-versa; e, uma baixa (ou, elevada) amplitude
amostral esta relacionada com uma baixa (ou, elevada) ordenagao obtida para a variancia e
vice-versa. Para ilustrar tais possiveis paralelismos, faz-se uso dos resultados obtidos para
a variancia e entropia das agoes IBS, NBA e CORA. As agoes IBS e NBA possuem uma
elevada amplitude amostral e menor amplitude interquartil (ver Figura 5.2) que resultarao
numa classificagdo (ou, ordem) superior para a varidncia e numa classificacao inferior para
a entropia, respetivamente (ver Tabela 5.3). Em oposigao a conclusdo anterior, tem-se os
resultados obtidos para a acdo CORA.

Em consonancia com os possiveis paralelismos anteriores, averiguar-se-a, entao, a par-
tir da representacao tabular 5.4a, se as ordenacoes obtidas para as estatisticas de dispersao
amplitude da amostra e amplitude interquartil sao bons indicadores para as ordenacoes
da variancia e entropia, respetivamente.

Tabela 5.4: Representacao tabular dos resultados das estatisticas de dis-
persao, entropia e varidncia para as agdes do conjunto A.

(a) Apresentacao dos valores das estatisticas de dis-(b) Ordenagdo das agoes usando a entropia e varian-

persao - amplitude interquartil (AIQ) e amplitude cia.
da amostra (A) - e as respetivas ordenagoes.
. Ordem
A, - Titulos
A, - Titulos  AIQ  Ordem A Ordem R(A,) = H(RD) R(A,,)= Var[RD

A, - ALTRI  0,0222 15 0,2697 9 A - ALTRI 15 13
A, - BCP 0,0251 18 0,3380 11 A, - BCP 16 14
A3 - CORA  0,0173 9 0,1692 3 A3 - CORA 7 2
Ay - CTT 0,0196 14 0,3526 14 Ay - CTT 14 12
As - EDP 0,0156 5 0,2439 8 4 - EDP 4 4
Ag-EDPR  0,0142 2 0,1960 4 As - EDPR 5 6
A; - GALP 0,019 13 0,3407 13 A7 - GALP 13 10
Ag - IMT 0,0160 6 0,2126 6 Ag-IMT 3 3
Ay - MOTA  0,0248 17 0,4444 17 flg - “&%TSA ;8 ;f
Ay - NOS 0,0145 4 0,2137 7 A“’ i NVGR 11 3
A - NVGR  0,0189 12 0,2021 5 AE _RENE 1 1
Ap - RENE  0,0089 1 0,1640 1 ALCSEM 10 0
Ay -SEM  0,0182 11 0,3561 15 4.-YSO 8 7
Ay - YSO 0,0174 10 0,1680 2 A, - IBS 9 16
Ays - IBS 0,0161 7 0,4823 18 A.-NBA 6 1
A -NBA  0,0144 3 0,3679 16 Ay - PHRA 17 18
Az - PHRA  0,0235 16 0,2890 10 Ajs - RAMA 12 15
A - RAMA  0,0169 8 0,3383 12

A partir dos resultados apresentados na Tabela 5.4 é possivel apontar que as orde-
nagoes obtidas para a amplitude interquartil (AIQ) e amplitude da amostra (A) nao sao
bons indicadores de classificagao de agoes, quanto ao risco, para a entropia e variancia, em
resultado de alguma dissemelhanga (ou, oscilagdo) verificada nas ordenagoes entre AIQ

- entropia e A - variancia. Mas, serd que os resultados permitem concluir, ao nivel de
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significancia de 5%, a hipdtese de que existe uma associacao positiva entre AIQ - entropia

e/ou A - varidncia?

Usando o coeficiente de correlacdo ordinal de Spearman pretende-se testar a “associ-
acao nula” contra a alternativa de que a associacao é positiva; isto é, realizar um teste
unilateral a direita.

Em particular, para AIQ - entropia sao formuladas as seguintes hipoteses:

e Hj : A ordenacgao obtida para o indicador da amplitude interquartil nado esta asso-

ciada a ordenagao obtida para a entropia.

e H; : A ordenagao obtida para a amplitude interquartil esta diretamente associada
a ordenagao obtida para a entropia - isto é, uma ordenacao baixa (ou, elevada) na

AIQ tende a refletir-se numa ordenagao baixa (ou, elevada) para a entropia.

Obtendo-se o valor-de-prova 0, 34 nao significativo ao nivel de significancia de 5%, pelo que
nao se rejeita a hipdtese Hy, conclui-se que a hipdtese uma baixa (ou, elevada) ordenagao
no indicador AIQ néo estd associada a uma baixa (ou, elevada) ordenagao para a entropia.

J&, para A - varidncia as hipdteses nula e alternativa sao entao as seguintes:

e Hj : A ordenacao obtida para o indicador da amplitude da amostra nao esta asso-

ciada a ordenacao obtida para a variancia.

e H; : A ordenacao obtida para a amplitude da amostra esta diretamente associada a

ordenagao obtida para a variancia.

E, atendendo-se que o valor-de-prova é 0,41, Hy nao pode ser rejeitada ao nivel de signifi-
cancia de 5%, concluindo-se que o indicador da amplitude da amostra nao esta associado

diretamente a variancia, ao nivel da ordenacao.

Apesar dos resultados apresentados, efetuou-se ainda o teste de “signed rank” de

Wilcoxon com as seguintes formulacoes de hipdteses:
1. HO : NAIQ = MNentropia US Hl CNAIQ 7& Tlentropia-

2. HO - MA = Tvariancia US Hl ‘na 7£ Tlvariancia

onde 14, MA1Q; Nentropia € Mvariancia TePTesentam as medianas das populagoes amplitude da
amostra (A), amplitude interquartil (AIQ), entropia (H(-)) e variancia (Var[]), respeti-

vamente.
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Obtendo-se, como decisao estatistica, para 1. e 2. a nao rejeicao da hipdtese nula, Hy,
ao nivel de significidncia de 5%, com valores-de-prova iguais a 0,97 e 0, 98, respetivamente.
Comparando as decisoes estatisticas dos testes de hipéteses de Spearman e “signed-rank”
conclui-se que foram obtidas diferentes conclusoes para a hipdtese: as estatisticas de
dispersao amplitude da amostra e amplitude interquartil sao bons indicadores para as

ordenacgoes da variancia e entropia, respetivamente.

5.5 Abordagem Baseada na Medida de Risco Valor
Esperado - Variancia

No ambito desta seccao sé sera contemplada a apresentacao de resultados usando a me-
dida de risco valor esperado - variancia dos autores Pollatsek e Tversky, apresentada na
Definigao 8. Debaixo da suposicao que os sete axiomas da medida de risco de Pollatsek e

Tversky sao satisfeitos apresenta-se os seguintes resultados e consideragoes.

De entre a vasta gama de valores que 6 pode tomar para se aplicar a medida de
risco valor esperado - varidncia (0 < 6 < 1 - ver Seccao 3.3), foram selecionados, para
andlise nesta seccao, o seguinte conjunto de valores para 6: 6 € {1/a,1/2 3/a 1} . Torna-se
importante reforcar que a aplicagao da medida de risco valor esperado - variancia quando
0 = 1 equivale & aplicagdo da medida de risco classica varidncia (ver, também, a Secgao
5.4).

Na Tabela 5.5 estao caracterizados os resultados da aplicacao da medida de risco valor
esperado - variancia para as 18 agoes do conjunto A; e, por consulta da Tabela 5.5,
conclui-se que os valores obtidos suscitam os seguintes comentérios (ou, observagoes).

A primeira observacao refere-se ao facto de, a medida que 6 toma valores préximos de
um, as acoes ALTRI, MOTA, IBS, NBA e RAMA diminuem na preferéncia do investidor,
em consequéncia, do aumento do risco em particular e em geral, aproximando-se dos
valores que a medida de risco variancia toma na Tabela 5.3. Por outro lado, verifica-se
um comportamento oposto para as acoes BCP, CORA, CTT, NOS, SEM e YSO.

O segundo comentario sugere que os valores selecionados para € nao proporcionam
diferengas na ordenacao do risco nas agoes EDP, EDPR, NVGR e PHRA, permitindo
supor que a componente objetiva, composta pelas medidas de risco valor esperado e
variancia, predomina exclusivamente os resultados obtidos.

O dltimo comentario enfatiza que os resultados obtidos vao de encontro aos valores

apresentados na Tabela 5.3, nomeadamente, para as medidas de risco valor esperado e
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Tabela 5.5: Valores obtidos da aplicacdo da medida de risco valor esperado
- varidncia Rpp(Arn,),m € {1,...,18}, e a respetiva ordenacdo (ordem) das
acoes para os diferentes valores de 6 € {1/4,1/2,3/4}.

0
Am - Titulos 1/4 1/2 3/4
Rpr(An) Ordem Rpr(Am) Ordem Rpr(An) Ordem
A — ALTRI —6,22x107° 4 1,09 x 107 5 2,80 x 107 8
Ay, — BCP 6,30 x 107* 17 5,88 x 107* 16 5,45 x 107* 15
A3 —CORA 1,72x107%* 7 1,80 x 107 7 1,89 x 107 5
Ay —CTT 2,70 x 107 10 3,25 x 107* 10 3,79 x 107* 12
As — EDP —2,78 x 107* 2 -1,16 x 107* 2 4,70 x107% 2
A¢— EDPR —-7,29x107* 1 —4,04 x107* 1 —7,96 x 107° 1
A; —GALP 4,41 x107* 13 4,11 x107* 14 3,81 x107* 13
Ag— JMT 8,62x 10 5 1,24 x 107 6 1,62x107* 4
Ay — MOTA 6,30x107* 16 6,55 x 107* 17 6,80 x 107* 17
Ajg— NOS  4,94x107* 14 4,02x 107 13 3,09 x 107* 10
A3 —NVGR 2,70x107* 9 2,77x10™* 9 2,83 x107* 9
A, —RENE 9,29x107° 6 8,97 x 107° 4 8,64x107° 3
Ais—SEM  3,95x107* 12 3,68 x107* 11 3,42x 107 11
Ay —YSO 2,52 x107* 8 2,50 x 107 8 2,48 x 107 7
A5 — IBS 5,75 x 107* 15 5,65 x 107 15 5,55 x 107* 16
Ajg— NBA —1,71x10* 3 2,03x107° 3 2,12x107* 6
Ai; —PHRA 1,07 x107% 18 9,54 x 107 18 8,38 x107* 18
Aig— RAMA 3,11 x107* 11 3,80 x107* 12 4,67 x10™* 14

varidncia, com as agoes EDP (ou,

de A com menor risco.

Analogamente ao apresentado

aplicando a relagao de preferéncia 7.

e Para =1/

A ZAs T A 2 AT AT A Z A3 2 A2 An T AT Ais I

o« Para =1/

Ag 5 As T A T A DA D Ag D As DA DAL DAL As

o Para 0 =3/

As T A Z A Z AT A Z A ZAuZ AL ZAnZ A Z Az T

A13 r>\_1A7 f>\_/ AIO f>\:A15 ,>\: AQ f>\:A2 r>\_) A17.

AIS r>\_,A10 r>\:A7 r>\—1A15 f>\: AZ f>\_JA9 t A17~

As) e EDPR (ou, Ag) a formarem o par de elementos

na Seccao 5.4, apresentar-se-a a ordenagao das acoes
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A4iA7iA18iA2iA15iA9iAl7-

5.6 Abordagem Baseada na Medida de Risco Utili-
dade Esperada - Entropia

Em alternativa a medida de risco valor esperado - variancia recorrer-se-a a outra medida,
que tendo um procedimento conceptual semelhante, assenta num modelo de risco mais
realista e adequado (ver a Secgao 3.5). Trata-se da medida de risco utilidade esperada -

entropia,
E[u(Rp)]

max {[E[u(RD)][}

composta por duas componentes: objetiva, representada através da entropia, e subjetiva,

Rup-p(An) = M(Ry) — (1= )

representada a partir da constante A e da funcao de utilidade monétona crescente.
Para a componente subjetiva, define-se para A e para a fun¢ao de utilidade os seguintes

valores e funcoes, de modo respetivo:

e Do conjunto de valores que A pode admitir 0 < A < 1, especificou-se que A pode to-
mar valores pertencentes ao conjunto {0, 1/2,1/2,3/a}. Refor¢a-se, novamente, quando
A =1, a medida de risco Ryg_g(-) apresentada na expressao (3.10) e anteriormente
nesta seccao, fica simplificada a expressao (3.4) e, por conseguinte, aos resultados

apresentados na Tabela 5.3 (ver, nomeadamente, a coluna R(A,,) = H(RL)).

o Para esta aplicagdo, considerou-se duas fungoes de utilidade, designadamente, as

fungoes de utilidade exponencial do tipo S-shaped e linear definidas pelas seguintes

expressoes:
1 —exp(—w w >0
u(w) = p(~w) - (5.2)
—k(1 —exp(w)) w <0
u(w) = w,Yw € R, (5.3)
respetivamente,

onde, o argumento k representa um parametro que apenas assume valores iguais
ou superiores a 1, ou seja, k > 1. Para valores de x > 1, a funcao de utilidade
exponencial do tipo S-shaped tem a capacidade de aumentar a percecao de risco sob
uma acao quando as realizagOes representam possiveis perdas comparativamente a
valores de Kk = 1 (ver, como exemplo, a Figura D.2 e, para mais curiosidade, a
Figura D.1).
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Nas proximas subseccoes implementar-se-a cada funcao de utilidade apresentada nas
equagoes (5.2) e (5.3) na medida de risco utilidade esperada - entropia e comentar-se-a os

resultados.

5.6.1 Funcgao de utilidade exponencial do tipo S-shaped

Como existe uma predominancia de retornos negativos que conduzem uma elevada proba-
bilidade de perda para todas as 18 agoes do conjunto A, definir-se-a que x, argumento da
funcao de utilidade exponencial do tipo S-shaped, tomara dois valores, designadamente,
k=1e Kk =2-com o propésito de retirar possiveis conclusoes a partir da comparagao

de resultados.

Nas Tabelas 5.6 e 5.7 apresentam-se os resultados quando se admite para s valores

iguais a 1 e 2, respetivamente.

Tabela 5.6: Valores obtidos da aplicagdo da medida de risco utilidade es-

perada - entropia Ryp_g(Am),m = 1,...,18, quando se utiliza k = 1,

e a respetiva ordenagdo (ordem) das agoes para os diferentes valores de
A€ {0,1/a,1/2,3/a}.

A
A, - Titulos 0 1y 15 34
RUE—E(Am) Ordem RUE—E(Am> Ordem RUE—E(Am) Ordem RUE—E(Am) Ordem
A, - ALTRI  —0, 1841 4 0, 1596 4 0,5034 6 0,8471 9
A, - BCP 0, 5456 17 0, 7269 17 0,9082 16 1,0895 16
As - CORA 0,1340 7 0,3392 7 0,5443 7 0,7494 6
A, - CTT 0,1513 8 0,3917 8 0,6320 9 0,8724 13
As - EDP -0, 3551 2 —0,0432 2 0, 2687 2 0, 5806 3
A¢ - EDPR —0, 8481 1 —0,4057 1 0,0367 1 0,4791 2
A7 - GALP 0,3788 13 0, 5563 13 0,7338 14 0,9113 15
As - JMT 0,0425 ) 0,2514 6 0,4602 ) 0,6690 5
Ay - MOTA  0,5050 16 0,7151 16 0,9253 17 1,1354 17
Ajp - NOS 0,4765 14 0,5764 14 0,6763 12 0,7763 7
Ay - NVGR 00,2101 11 0,4253 11 0,6404 10 0, 8556 10
App - RENE  0,0709 6 0,1874 ) 0,3038 3 0,4203 1
Az - SEM 0, 3636 12 0, 5286 12 0, 6936 13 0, 8586 11
A1y - YSO 0,2066 10 0,4065 9 0,6064 8 0, 8063 8
Ays - IBS 0,5017 15 0,6315 15 0,7612 15 0,8910 14
As - NBA —0,2593 3 0,0405 3 0, 3404 4 0, 6403 4
Az - PHRA  1.0000 18 1,0842 18 1,1684 18 1,2526 18
Aig - RAMA  0,1965 9 0,4195 10 0,6425 11 0, 8656 12

A partir da Tabela 5.6 verifica-se que existem algumas dissemelhancas nas ordenagoes
das agbes quanto ao risco, para variagdes no valor de A em 1/2 unidades. Por exemplo, a
medida que se aumenta o valor de A observa-se que a acao RENE aproxima-se da primeira

posicao da ordenacao crescente, verificando-se até 14 algumas oscilagoes na classificacao.
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Tabela 5.7: Valores obtidos da aplicacdo da medida de risco utilidade es-
perada - entropia Ryp_g(Anm),m = 1,...,18, quando se utiliza K = 2,
e a respetiva ordenagdo (ordem) das agoes para os diferentes valores de

A€ {0,1/s,1/2,3/a}.

A
A, - Titulos 0 1y 1 34
Ryg-g(Am) Ordem Rpyp-p(An,) Ordem Ryp_g(An,) Ordem Ryp_g(An,) Ordem
A; - ALTRI  0,6265 15 0,7676 15 0,9087 15 1,0498 15
A, - BCP 0, 8344 16 0,9435 16 1,0526 16 1,1617 16
Az - CORA 0, 4600 6 0,5836 6 0,7073 7 0, 8309 7
Ay - CTT 0,6241 14 0,7463 14 0, 8684 14 0,9906 14
As - EDP 0,3355 3 0,4748 3 0,6140 3 0,7532 2
As - EDPR  0,2630 2 0,4276 2 0,5923 2 0,7569 3
A7 - GALP 0,6177 12 0,7355 12 0,8533 12 0,9710 12
Ag - JMT 0,3991 5 0,5188 4 0,6384 4 0,7581 4
Ag - MOTA 0,9026 17 1,0133 17 1,1241 17 1,2348 17
Ap-NOS  0,5010 7 0, 5948 7 0, 6386 6 0,7824 5
A1 - NVGR  0,5672 9 0,6931 10 0,8190 11 0,9449 11
A, - RENE  0,1852 1 0,2731 1 0,3610 1 0, 4488 1
A3 - SEM 0,5770 10 0, 6886 9 0,8003 9 0,9119 9
A -YSO  0,5328 8 0,6511 8 0,7695 8 0, 8879 8
Ais - IBS 0,6063 11 0,7099 11 0,8135 10 0,9171 10
Aig - NBA 0, 3985 4 0,5339 5 0,6693 5 0, 8047 6
A7 - PHRA 1.0000 18 1,0842 18 1,1684 18 1,2526 18
Az - RAMA  0,6215 13 0,7383 13 0,8551 13 0,9718 13

Acrescenta-se que, a medida que \ se aproxima de 3/4, o risco associado as a¢oes aumenta
aproximando-se dos valores obtidos para a entropia, apresentados na Tabela 5.3.

Em adicao, os resultados da Tabela 5.7 sugerem um comportamento sem grandes
oscilagoes na ordenacdo das agOes para os diferentes valores de A apresentados. Esta
observacao leva a aluna a refletir e questionar o seguinte: sera que a medida que s
aumenta, a importancia de A diminui na medida de risco UE — E7?; isto é, observa-se
uma menor oscilacdo (ou dissemelhanga) na ordenagiao para variagoes no valor de A em
1/4 unidades.

Quando se efetua um estudo comparativo, pelo motivo da alteracao do valor do argu-
mento k, por consulta das Tabelas 5.6 e 5.7, verifica-se que existem algumas alteracoes
na classificagdo e nos valores que a medida de risco toma. Em particular, nas agoes NOS
e RENE a alteragao no argumento (o aumento do valor de k) provocou uma diminuigao
na classificagdo, e em contrapartida, um aumento nos valores do risco. Ora, nas acoes
ALTRI e CTT verificam-se um aumento na ordenagao acompanhado por um aumento
nos valores do risco. A grande semelhanca verificada, a partir das observacoes anteriores
e, também, das Tabelas 5.6 e 5.7, remete-se para o aumento do valor do risco justificado
pelo aumento de uma unidade no valor do argumento e penalizado pela elevada exis-

téncia de realizagoes negativas nas agoes. Como todas as agdes do indice do PST possuem
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um elevado volume de retornos negativos (superior a 70%), que realga a existéncia de
uma semelhanca entre as acoes aparentemente, acredita-se que a implementagao de k = 2
na funcao de utilidade exponencial do tipo S — Shaped destaca, através do valor que a
utilidade assumira, as mais pequenas diferencas existentes nos retornos das acoes compa-
rativamente a utilizacdo de x = 1, produzindo, por consequéncia, diferengas no valor do
risco e na ordenagao.

Em termos de risco (ou, preferéncia), para k = 1 e VA € {0,1/4}, as agoes EDPR,
EDP e NBA proporcionardao um menor risco em caso de investimento no PSI; no en-
tanto, enquanto, para valores de VA € {1/2,3/4}, as acbes RENE, EDPR, EDP e NBA
sobressaem-se por apresentar menor risco (ou, maior preferéncia) de todas as agoes de
A. Ora, para k = 2 e VA € {0,1/4,1/2,3/4}, verifica-se que as agoes RENE, EDPR, EDP

constituem sempre o sub-conjunto de trés agoes (ou, elementos) de A com menor risco.

Analogamente ao apresentado nas secgoes anteriores, para k£ = 1 (escolhido de forma
arbitraria), estabelecer-se-a entre as a¢oes uma ordenagao de preferéncia =~ para todos os

valores de )\ selecionados.

e Para A=0

Ay 5 Az T A D Ay D Ag D Ag T Anr
o Para A\ =3/1
A ZAg D As D Ae T As T As s Ay DA DA DA D Ais T

A18 r>\:A4 r>\: A15 ,>\:A17 iA2 r>\—/A9 r>\: Al?-
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5.6.2 Funcao de utilidade linear

A abordagem que implementa a utilizacdo da fungao linear (5.3) como funcdo de uti-
lidade permitira reduzir a componente da utilidade esperada, apresentada na equacao
(3.10), numa componente de valor esperado - obtendo-se entdo uma medida de risco que
combina as medidas valor esperado e entropia. Esta abordagem permitira, assim, ave-
riguar possiveis diferencas “significativas” nos resultados quando se aplica a medida de
risco utilidade esperada - entropia usando uma func¢ao de utilidade linear e outra fungao de

utilidade monétona crescente, nomeadamente, as fungoes (5.3) e (5.2), de modo respetivo.

Apresenta-se na Tabela 5.8 os resultados da implementagao da funcdo linear (5.3)

como funcao de utilidade na medida de risco utilidade esperada - entropia.

Tabela 5.8: Valores obtidos da aplicacdo da medida de risco utilidade es-

perada - entropia Ryp_g(Am),m =1,...,18, quando se implementa como

funcao de utilidade a funcgao linear (5.3), e a respetiva ordenagdo (ordem)
das agoes para os diferentes valores de A € {0,1/4,1/2,3/4}.

A
A, - Titulos 0 1y 1o 34
Ryg_g(A,) Ordem Ryp p(A,) Ordem Rygp g(A,) Ordem Rygp g(A,) Ordem
Ay - ALTRI —0, 1965 4 0,1503 4 0,4972 6 0, 8440 9
Ay - BCP 0,5670 17 0,7429 17 0,9189 16 1,0949 16
Az - CORA 0,1378 7 0,3420 7 0, 5462 7 0, 7504 6
Ay - CTT 0,1818 8 0,4145 9 0,6473 11 0, 8800 13
As - EDP —0,3714 2 —0,0554 2 0, 2606 P 0,5765 3
Ag - EDPR —0,8872 1 —0,4350 1 0,0172 1 0,4693 2
A7 - GALP 0,3963 13 0, 5694 13 0,7426 14 0,9157 15
Ag - JMT 0,0408 5 0,2501 6 0,4593 5 0, 6686 5
Ag - MOTA 0, 5095 16 0,7185 16 0,9275 17 1,1365 17
Ao - NOS 0,4944 15 0, 5898 14 0,6853 12 0, 7807 7
A - NVGR  0,2219 11 0,4342 11 0, 6464 10 0, 8586 11
Ay - RENE  0,0810 6 0, 1950 5 0, 3089 3 0,4228 1
Aq3 - SEM 0, 3549 12 0, 5220 12 0, 6892 13 0, 8564 10
Ay - YSO 0,2137 10 0,4118 8 0,6100 8 0, 8081 8
Ay - IBS 0,4927 14 0,6247 15 0,7567 15 0, 8887 14
A - NBA  —0,3054 3 0, 0060 3 0,3173 4 0, 6287 4
A7 - PHRA 1.0000 18 1,0842 18 1,1684 18 1,2526 18
Az - RAMA  0,1960 9 0,4191 10 0,6423 9 0, 8654 12

Os resultados apresentados na Tabela 5.8 sugerem um comportamento idéntico aos
resultados apresentados na Tabela 5.6. Estes resultados nao surpreendem! Porque, de
facto, a funcao de utilidade exponencial do tipo S-shaped, quando k = 1, para valores
compreendidos entre [—0,2600; 0, 2801] indica um comportamento semelhante, e, aproxi-
madamente, linear, a funcao (5.3) (ver a Figura D.2c). Logo, para a aplicacao ao mercado

de acoes do PSI, s6 se observam diferencas nos resultados obtidos para as duas fungoes
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de utilidade implementadas, na medida de risco utilidade esperada - entropia, quando k,
da funcao de utilidade exponencial do tipo S-shaped, toma valores superiores a 1, neste

caso para, kK = 2.

Quando se compara os valores obtidos da Tabela 5.5 com os valores obtidos da Tabela
5.8 (ou, Tabela 5.6) é possivel apontar que a escolha da variancia ou da entropia, como
medida de risco classica, influencia “levemente” a ordenacao que se obtém para as agoes
e a “suavidade” das oscilagdes na classificagdo de agoes, para os mesmos valores de 0 e
A, a medida que se incrementa 1/2 unidades em 6 ou A (isto é, as oscilagoes na classifi-
cagdo de agoes, a medida que se incrementa 1/4 unidades em A, quando se implementa
a medida de dispersao entropia nao sao tao “bruscas” comparativamente a aplicacao da
medida de dispersao variancia). Coloca-se como hipétese se, esta “suavidade” esta rela-
cionada significativamente com robustez da medida de risco aplicada. Note-se, também,
que para os mesmos valores de A e 6 os valores obtidos para a medida de risco valor
esperado - variancia sao menores do que quando se implementa a medida de risco utili-
dade esperada - entropia utilizando as fungoes (5.3) ou (5.2) com k = 1 como funcao de
utilidade. Estes resultados podem ser justificados pela definicdo de variancia e nao pela

possibilidade de existéncia de menor risco (porque a ordenagao é, relativamente, analoga).

Para terminar, verifica-se, apesar das diversas medidas de risco aplicadas ao conjunto

de dados do PSI, uma consisténcia nos resultados que possuem menor e maior risco.

5.7 Processo de Otimizacao Média-Variancia

Os procedimentos apresentados nas ultimas trés seccoes permitem classificar as agoes
como mais ou menos preferiveis (ou, se primar, por menos ou mais arriscadas, de modo
respetivo) tendo em conta a medida de risco considerada. Nesta secgao serd apresentado
um outro procedimento: o processo de otimizagao de média-variancia de portefélios; cujos
objetivos e conceitos apresentados no Capitulo 4 serdao aplicados recorrendo a base de
dados apresentada minuciosamente na Sec¢ao 5.1. De acordo com o figurado na Secc¢ao
4.1, a motivagao da implementagao do modelo de otimizacao média-variancia, em singular,

é justificada pela premissa:

o “Para distribuicoes arbitrarias, o modelo média-variancia pode ser motivado

assumindo uma funcao de utilidade quadratica”.

A utilizacdo da premissa a jusante como motivagdo ao processo de otimizacao média-

variancia (apresentada na Secgao 4.1) nao é adequada, porque as agdes A,, representadas
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através da varidvel aleatéria RS, Vm € {1,...,18}, nio sdo provenientes de uma distri-

buigao normal, tal como foi enunciado na Secgao 5.3.

Para resolver o problema de minimizacao detalhado na Seccao 4.2.2 recorrer-se-a ao
package fPortfolio, do software R, e & programacao quadratica (ou, otimizagao qua-
dréatica): processo de resolugdo de problemas de otimizagao matemadtica, minimizagao ou
maximizacao, envolvendo uma fungao objetivo quadratica sujeita a restri¢es lineares,
permitindo, assim, obter o ponto de variancia minima global; as fronteiras viavel e efici-
ente; e, as agoes do conjunto A que constituem os portefdlios eficientes e os respetivos

valores esperados e variancia.

Admita-se que, para a apresentacao de resultados, definiu-se um total de 50 portefo-
lios dos quais: 23 representam portefélios viaveis, os quais formam a fronteira viavel; 1
representa o portefdlio de varidncia minima global; e, 26 (p = 26) representam portef6lios
eficientes, formando a fronteira eficiente. Tais fronteiras e portefélios sdo ilustrados na
Figura 5.3 devidamente distinguiveis.

Na Tabela 5.9 é detalhado o valor esperado, a variancia e o vetor de pesos para o
portefélio de varidncia minima global.

Sendo assim, a partir da Tabela 5.9, é possivel identificar que as agbes CORA, CTT,
EDPR, JMT, NOS, RENE, YSO, IBS, NBA e RAMA contidas no portefélio P* geram
um retorno esperado negativo (E[P*] = —0,0104) e uma varidncia minima global de
0,8527. Note-se, outrossim, que, a acado RENE contribui, em termos de peso, mais para
o portefélio P*, seguindo-se a JMT, ambas associadas a um valor esperado negativo (ver,
especialmente, a primeira coluna da Tabela 5.3).

Detalhadamente, estabelece-se uma relagao de preferéncia - entre as 18 agoes consi-

derando os valores obtidos para w*:

A12r>\:A8r>\;A3§A10zA18r>\:A16§A6tAlf)?\:Allt
AuZ A ZAZAZAZ AT An 2 Az T Avr

Ora, nas Tabelas 5.10 e E.1 apresentam-se, em detalhe, os vetores de pesos w, valores
esperados, as variancias e as taxas instantdneas de variacdo de E[P,] em Var[P,] para os
p portefélios eficientes.

Como primeira observacao, ¢ importante notar que, a composicao dos trés primeiros
portefdlios, Py, P, e P3 figurados na Tabela 5.10, que sucedem o portefélio de variancia
minima global (P*) é andloga e contém as acoes CORA, CTT, EDPR, JMT, NOS, RENE,
YSO, IBS, NBA e RAMA; verificando-se, apenas, diferencas nos pesos atribuidos as agoes
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Figura 5.3: Valor esperado do portefélio versus variancia do portefélio do
problema de otimizagdo do PSI: fronteiras vidvel e eficiente e ponto de
variancia minima global.
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Tabela 5.9: Informagoes relevantes obtidas para o portefdlio de varidncia
minima global: valor esperado E[P*], variancia Var[P*| e vetor de pesos
6timo w*.

, P* - Portefélio de Variancia Minima Global
A,, - Titulos

w* - Vetor de Pesos Otimo

A, - ALTRI  0,0000
A, - BCP 0, 0000
A; - CORA  0,1363
Ay - CTT 0, 0085
As - EDP 0, 0000
Ag - EDPR 0.0379
A; - GALP  0,0000
Ag - JMT 0, 1604
Ag - MOTA  0,0000
A -NOS  0,0951
A - NVGR  0,0000
A5 - RENE  0,4279
A3 -SEM  0,0000
A1 -YSO  0,0043
A5 - IBS 0,0315
Ajg - NBA  0,0462
A7 - PHRA  0,0000
Ajg - RAMA  0,0518

E[P*] —0,0104
Var[P*] 0,8527
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Tabela 5.10: Representacao tabular dos cinco primeiros e dltimos porte-

félios eficientes do modelo de otimizacdo média-variancia e os respetivos

vetores de pesos w?, valores esperados E[P,], varidncia Var[P,] e taxa ins-

tantanea de variacdo de E[P,] em Var[P,].
P, - Portefélios Eficientes
A - Titulos Py P, Py Py Py Py Py Py Py Pys P
wP - Vetor de Pesos

A; - ALTRI 0,0000 0, 0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0456 0,0472 0,0330 0,0000 0,0000 0,0000
A, - BCP 0, 0000 0, 0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ay -CORA  0,1358  0,1341  0,1325 0,1308 0,1290 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ay - CTT 0,0079 0,0061 0,0043 0,0025 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
As - EDP 0, 0000 0, 0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0087 0,0050 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
As-EDPR  0.0466  0,0751  0,1036 0,1321 0,1606 0,7177 0,7572 0,8076 0,8676 0,9338 1,0000
A; - GALP 0, 0000 0, 0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ag - IMT 0,1599  0,1584  0,1568 0,1552 0,1534 0,0350 0,0214 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ay - MOTA  0,0000  0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ayg - NOS 0,0911 0,0779 0,0647 0,0514 0,0379 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
A1 - NVGR  0,0000 0, 0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ap - RENE 00,4253 0,4167 0,4080 0,3994 0,3904 0,0212 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
A3 - SEM 0, 0000 0, 0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ay - YSO 0,0039 0,0026 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
A5 - IBS 0,0295 0,0230 0,0165 0,0099 0,0033 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
A - NBA 0,0481 0,0543 0,0605 0,0667 0,0728 0,1647 0,1680 0,1595 0,1324 0,0662 0,0000
A;;-PHRA  0,0000  0,0000  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Az - RAMA  0,0518 0,0519 0,0519 0,0520 0,0520 0,0072 0,0012 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
E[PP} —0,0090 —0,0044 0,0002 0,0047 0,0093 0,0824 0,0870 0,0916 0,0962 0,1007 0,1053
Var[Pp] 0,8529 0,8553 0,8607 0,8690 0,8801 1,4026 11,4496 1,4989 1,5549 1,6221 1,7019
AEPy]/Avarp,]  9,9760 1, 8950 0,8494 0,5510 0,4107 0,0998 0,0974 0,0927 0,0815 0,0681 0,0572
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contidas nos portef6lios, varidncia e valor esperado - sendo que, na tltima (valor esperado)
a diferenca é mais notével. Note-se que, o retorno esperado dos portefélios Py e P» (e, ainda
assim P*) é negativo, gerando, assim, perdas para o investidor, uma vez que, os valores
esperados e pesos associados as acoes sao negativos e elevados, de modo respetivo. Por
outro lado, P, cuja composicao de agoes é semelhante aos anteriores, gera ganhos devido
ao ligeiro aumento do peso da acao EDPR, cujo seu valor esperado é o mais elevado do
conjunto de ac¢oes A. Assim sendo, recomenda-se, principalmente, a investidores aversos
ao risco o portefélio eficiente Ps, uma vez que retorna ganhos (valor esperado positivo),
uma variancia, aproximadamente, semelhante a obtida para o portefélio P* e a mesma
composi¢ao de agoes.

Analisando os ultimos cinco portefélios eficientes Poq, Poo, Pos, Poy, Pos e Pog, carac-
terizados a partir das Figura 5.3 e Tabela 5.10 por apresentarem maior valor esperado
e varidncia, corrobora-se que as agoes: EDPR, NBA, ALTRI e EDP - com maior valor
esperado, essencialmente, e variancia - constituem os portefdlios enunciados. A partir da
observacao anterior e da Tabela E.1 pode-se antever que os resultados obtidos a partir
do processo de otimizacao média-variancia sao um reflexo dos que se obtiveram para as
medidas de risco valor esperado e variancia apresentadas na Tabela 5.3.

Verifica-se, outrossim, que, a influéncia da acado EDPR nos portefélios aproxima-se da
totalidade, & medida que a variancia e o valor esperado aumentam (como seria de esperar!).
Sendo possivel conjeturar com este acontecimento que, a medida que a varidncia e valor
esperado do portefélio aumentam o atual processo de otimizacao atribui maior ponderacao
(ou, peso) as agdes que contenham maior valor esperado e variancia.

Por fim, é verificado que a dimensao do niimero de a¢oes nos portefélios eficientes de-
cresce a medida que a variancia aumenta. Este resultado pode ser uma consequéncia da
existéncia de diversificacao entre portefélios. Recorde-se que na Seccao 4.2.4 mencionou-
se que o numero de ac¢oes contidas nos portefélios é inversamente proporcional a variancia

do portefdlio e diretamente proporcional a diversificagao.

Estabelecendo uma comparacao entre os resultados apresentados do processo de oti-
mizacao média-variancia e das medidas de risco verificam-se que: as a¢des mais preferiveis
EDPR, RENE, CORA, JMT, NBA e NOS estao presentes na maioria dos portefélios efi-
cientes e associadas em alguns portefélios os pesos maiores; podendo-se conjeturar que as
medidas de risco, implementadas para classificar as agoes quanto ao risco, sao adequadas
para prever quais as possiveis acoes contidas nos portefdlios eficientes. E surpreendente
que a acao EDP esteja classificada nos modelos de risco, apresentados no Capitulo 3,
como uma das 18 agoes de menor risco e nos portefélios eficientes nao esta incorporada

nos cinco primeiros portefélios eficientes (possui peso diferente de zero a partir do sétimo
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portefdlio - ver Tabela E.1).






Conclusao e Trabalho Futuro

Esta dissertagdo intitulada de “Classificacdo e Otimizacao de Portefdlios” contempla a
realizacdo dos seguintes objetivos: (1) estudar a Teoria de Utilidade Esperada; (2) estu-
dar medidas de incerteza como a entropia e variancia e medidas de risco que dependam
(ou, nao) da utilidade esperada como: o valor esperado, a probabilidade de perda, valor
esperado - variancia e utilidade esperada - entropia; (3) estudar o processo de otimizagao
média-variancia de Markowitz; (4) aplicar cada medida de risco apresentada e o processo
de otimizac¢ao média-variancia ao conjunto de dados do PSI; e, (5) relacionar os resultados
da otimizacao de portefélios com a classificacao de agoes do PSI, estabelecida a partir da

ordenacao dos valores de risco que se obteve de cada medida de risco apresentada em (2).

No Capitulo 2 apresentou-se o primeiro principio matematico, que tentou explicar o
comportamento humano sob situagoes de incerteza, o principio do valor esperado. Porém,
a posteriori, Bernoulli defendeu que o valor de um objeto nao é determinado pelo seu preco
(igual para todos os individuos), mas pela utilidade que oferece ao individuo; levando esta
convicgcao ao nascimento de uma nova teoria de decisao: a Teoria de Utilidade Esperada.
Ja no século XX, Von Neumann e Morgenstern desenvolveram uma estrutura axiomatica
e concluiram que a relagao de preferéncia =~ satisfaz os axiomas de ordem fraca, continui-
dade arquimediana e independéncia se e s6 se existir uma fung¢ao, na forma de utilidade

esperada, que represente a relacdo de preferéncia entre dois objetos. No entanto, mais
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tarde, o Parodoxo de Allais, apresentado na Sec¢ao 2.6, mostrou que a teoria de utilidade
esperada nem sempre modela verdadeiramente a opiniao dos individuos perante situacoes
de incerteza. O exemplo apresentado por Maurice Allais revelou que o axioma da inde-
pendéncia nao foi satisfeito (ver, atentamente, a Sec¢ao 2.6). A partir do conceito de
certainty equivalent, da desigualdade de Jensen e do shape de uma funcao de utilidade
com u' > 0 concluiu-se que é possivel caracterizar o comportamento dos individuos face
ao risco. Por exemplo, e atendendo ao shape de uma funcao de utilidade com v’ > 0,
os individuos podem-se comportar de maneira aversa (quando u" > 0 e v” < 0), neutra
(quando v’ > 0 e w” = 0) ou propensa (quando v > 0 e u” > 0) ao risco. A partir do
Capitulo 3 concluiu-se que os individuos podem estabelecer uma relagao de preferéncia
de 7Zg entre dois objetos baseando-se na percegao de risco que tém sobre as alternativas
de escolha. Uma vez que a relagdo de preferéncia de risco Zr é uma relacao bindria,
concluiu-se que é possivel representa-la através de uma medida de risco, permitindo as-
sim ao individuo quantificar o quanto arriscada é a alternativa. Como medidas de risco
apresentou-se: as medidas de risco classicas (o valor esperado, a variancia, a entropia e a
probabilidade de perda), a medida de risco valor esperado - varidncia, a medida de risco
utilidade esperada, e a medida de risco utilidade esperada - entropia. O processo de oti-
mizacao média-varidncia apresentado no Capitulo 4 e desenvolvido por Markowitz pode
ser motivado, ora por assumir-se uma funcao de utilidade quadratica, ora por assumir-se
uma distribuicao normal para as variaveis aleatorias associadas as agoes de um mercado
financeiro. Para aplicar o modelo de portefélio média-variancia existem duas opcoes de
otimizacao: o problema de Markowitz de risco minimo e o problema de Markowitz de
retorno maximo. A partir de qualquer opcao, concluiu-se que é possivel identificar os
portefélios que constituem as fronteiras viavel e eficiente e os respetivos valores esperados
e variancia. Concluiu-se, também, que a diversificagdo de um portefdlio esta relacionada
com o numero de agoes existentes no portefdlio, com a interdependéncia linear entre os

retornos e com os fatores internos das sociedades detentoras de um titulo (ou, agao).

Quando implementada na dissertacao a base de dados PSI e as medidas de risco valor
esperado, variancia e entropia, que permitem a partir dos valores obtidos estabelecer
uma classificagdo para as agoes, obteve-se as seguintes conclusdes: o sub-conjunto (ou,
portefélio) constituido pelas acoes EDPR e EDP gera o maior retorno esperado e uma
menor variabilidade, usando a entropia ou variancia como medida de dispersao; e, por
outro lado, o sub-conjunto formado pelas acoes PHRA e BCP gera os menores retornos
esperados e uma elevada variabilidade, quer se utilize a medida de risco entropia ou
variancia como modelo de risco (ver a Tabela 5.3). Nesta dissertacao propdem-se o uso da

medida de risco probabilidade de perda como caracter informativo ou auxiliar de futuras
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conclusoes, bastando o investidor especificar um quantil para o qual pretende obter a
informacao.

A aplicacao da medida de risco valor esperado - variancia relevou que as agoes ALTRI,
MOTA, IBS, NBA e RAMA diminuem na preferéncia do investidor, a medida que a
varidncia tem mais “poder” na medida implementada. Porém, as agoes BCP, CORA,
CTT, NOS, SEM e YSO aumentam na preferéncia do investidor, a medida que 6 se
aproxima de 3/4. Realca-se, novamente, e a partir da implementagdo de outra medida,
que as agoes EDPR e EDP, para V0 € {1/2,1/2,3/a,1}, transmitem resultados agradaveis ao
investidor por possuirem o primeiro e segundo lugar na relagdo de preferéncia apresentada
na Sec¢ao 5.5, respetivamente.

A escolha das fungoes de utilidade (5.2) e (5.3) para a medida de risco utilidade
esperada - entropia permitiu a “génese” (de algumas) e, por conseguinte, a comparagao
das seguintes medidas de risco compostas: (1) valor esperado - varidncia e valor esperado
- entropia; e, (2) valor esperado - entropia e utilidade esperada - entropia. Na opgao (1)
varia-se na medida de dispersao e, enquanto, em (2) varia-se na medida de preferéncia.
A comparagao das medidas de risco assinaladas em (1) permitiu concluir que a escolha
das medidas de risco classicas variancia ou entropia afeta a “suavidade” das oscilagoes na
classificagao da ag¢ao para os mesmos valores de 6 e A (por exemplo, por cada incremento
de 1/2 unidades em A e 6 as oscilages na classifica¢do de uma agdo quando se implementa
a medida de dispersao entropia nao sao tao “bruscas” comparativamente a aplicacao da
variancia). Por outro lado, a comparagao das medidas de risco compostas assinaladas em
(2) indicou que a agdo EDPR, para kK = 1, kK = 2 e VA, possui o “rétulo” de agdo com
menor risco do conjunto A.

Os resultados do processo de otimizagdo média-varidncia mostraram que o retorno
esperado do portefélio de varidncia minima global é negativo (E[P*] = —0,0104), a va-
riancia 0, 8527 e que é composto pelas seguintes de a¢des do conjunto A: CORA, CTT,
EDPR, JMT, NOS, RENE, YSO, IBS, NBA ¢ RAMA, sendo que a acao RENE salienta-
se pela contribuicao de 43% para a obtencao dos resultados a montante (ver a Tabela
5.9). Verificou-se, outrossim, que as agdes mais preferiveis, ou também denominadas de
menor risco, de acordo com as medidas de risco apresentadas no Capitulo 3 e nos objeti-
vos, EDPR, RENE, CORA, JMT, NBA e NOS estao presentes na maioria dos portefélios
eficientes de menor varidncia e associadas a uma maior ponderacdo. As acdes que es-
tao contidas em portefdlios eficientes de varidncia e retorno esperado elevado, proximo
de 1,7019 e 0.1053, respetivamente, sdao as agoes EDPR, NBA, ALTRI e RAMA. Curi-
osamente, para a medida de risco valor esperado - variancia, as ultimas trés agoes estao
associadas a uma diminuicao na preferéncia do decisor a medida que o valor de € se apro-

xima de 3/4. Por fim, também, foi observavel a partir da Tabela 5.10 que a acio EDPR
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atinge uma contribuicao de 100% para o portefélio eficiente de maior retorno esperado e

variancia.

Para dar resposta a questao apresentada no inicio do Capitulo 2 - sera que a teoria
de utilidade esperada explica o comportamento humano sob situagoes de in-
certeza, dado o conhecimento do mundo naquela época? - tem-se o resultado e/ou
conclusoes obtidas do paradoxo de Allais. A partir deste sabe-se que utilidade esperada,
quando aplicada somente como medida de preferéncia, nem sempre permite representar
de uma forma 1util fenémenos ou processos com que a realidade nos confronta. Todavia,
quando conjugada com uma medida de risco como, por exemplo, a entropia, originando a
chamada medida de risco utilidade esperada - entropia, ja permite obter e transmitir con-

clusoes e interpretagoes razodveis, por exemplo, para o paradoxo de Allais, respetivamente.

Como trabalho futuro poder-se-ia:
« considerar outro intervalo de tempo e comparar as classificagoes de agoes;

o analisar a influéncia, em particular, o aumento do parametro x, da funcao de uti-
lidade exponencial do tipo S-shape, nos resultados da medida de risco utilidade

esperada-entropia;

« analisar a atual classificacao de agdes com a entrada de outras agoes, por exemplo
a GreenVolt, ou com a saida de outras acoes, por exemplo as acoes RAMA, NBA,
PHRA e IBS (noutros intervalos de tempo).
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Resultados para a acao Altri

Tabela B.1: Resultados das probabilidades p . e mé-
dias dos retornos 71 . da acdo A; para todas as classes

Ce,c=1,...,20.
Classes Di,c Tl

C,  [-0,2600;—0,2330) 0,000 -

Cy  [-0,2330;—0,2060) 0,000 -

Cs  [-0,2060;—0,1790) 0,000 -

C, [-0,1790;—-0,1520) 0,000 -

Cs  [-0,1520;—0,1250) 9,97 x 107*  —1,46 x 107!
Cs  [-0,1250;—0,0980) 3,99 x 1072 —1,09 x 107!
C;  [-0,0980;—0,0710) 1,99 % x1073 —7,93 x 1072
Cs  [-0,0710;—0,0440) 1,30 x 1072  —5,26 x 1072
Cy  [-0,0440; —0,0170) 1,41 x 10~}  —2,65 x 1072
Cio [-0,0170;0,0100)  5,72x 107!  —2,48 x 1073
Cy1 [0,0100;0,0371) 2,25 x 1071 2,00 x 102
Ci2  [0,0371;0,0641) 3,30 x 1072 4,51 x 102
Ci3  [0,0641;0,0911) 5,98 x 1073 7,81 x 1072
Cis  [0,0911;0,1181) 1,99 x 1073 1,03 x 107!
Cys [0,1181;0,1451) 9,97 x 107* 1,24 x 107!
Ci6 [0,1451;0,1721) 0,000 -

Cy7  [0,1721;0,1991) 0,000 -

Cis  [0,1991;0,2261) 0,000 -

Cro [0,2261;0,2531) 0,000 -

Coo  [0,2531;0,2801) 0,000 -

O simbolo — remete-se para o seguinte significado:
nao foi possivel calcular o representante da classe 71 .
uma vez que nao existe presenca de retornos no inter-
valo de classe C. da agao Aj.
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Teste Kolmogorov - Smirnov

Tabela C.1: Resultados da aplicagdo do teste Kolmogorov-
Smirnov para os retornos das agbes A,,,m = 1,...,18,: repre-
sentacao tabular do valor de prova e da decisdo estatistica para

cada acao Ap,.

A,,, - Titulos

Teste Kolmogorov-Smirnov

fim Om,m valor de prova Decisao Estatistica
Ay -ALTRI 0,00 0,022 2,19x10~*  Rejeita-se Hy
As - BCP 0,00 0,024 2,51 x107° Rejeita-se Hy
Az - CORA 0,00 0,016 6,59 x 1073 Rejeita-se Hy
Ay - CTT 0,00 0,022 4,19x10°7 Rejeita-se Hy
As - EDP 0,00 0,016 5,32 x 1079 Rejeita-se Hy
Ag-EDPR 0,00 0,017 4,98 x 1072 Rejeita-se Hy
A7 -GALP 0,00 0,020 4,54x10~7  Rejeita-se Hy
Ag - JMT 0,00 0,016 2,80 x 10~® Rejeita-se Hy
Ag - MOTA 0,00 0,028 1,05x 1078 Rejeita-se Hy
A - NOS 0,00 0,016 1,87 x 1078 Rejeita~-se Hy
A1 - NVGR 0,00 0,018 3,65 x 1073 Rejeita-se Hy
Az -RENE 0,00 0,011 2,52x 1073 Rejeita-se Hy
A3 - SEM 0,00 0,019 3,26x10~7  Rejeita-se Hy
Aqy - YSO 0,00 0,017 1,76 x 104 Rejeita-se Hy
Ays - IBS 0,00 0,024 <2,2x107'% Rejeita-se Hy
Aj6 - NBA 0,00 0,021 <2,2x107'6 Rejeita-se Hy
A;7-PHRA 0,00 0,028 <2,2x10°0 Rejeita-se Hy
Ags- RAMA 0,00 0,024 <2,2x107'6 Rejeita-se Hy

1 Adotou-se um nivel de significAncia de 5%.
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Funcoes de utilidade

u(w)

40 o T e 0

Figura D.1: Representagdo gréafica das fungdes de utilidade exponencial do
tipo S-shaped para k =2, k =5 e k = 10.
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Anexo D. Funcoes de utilidade 96

10 9 — yw)=—1+e" 07 — yw)=2(-1+e")
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(a) Fungao de utilidade exponencial do tipo S-shaped (b) Funcdo de utilidade exponencial do tipo S-shaped

com Kk = 1. com Kk = 2.
107 — yw)=—1+e"
— uw)=1-e"
- = uw)=w
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£ 00 E
=l =
05 7
10 4
T T
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(¢) Comparacao grafica entre as fungdes (5.2) para (d) Comparagdo gréifica entre as fungoes (5.2) para
k=1e (5.3). k=2e (5.3).

Figura D.2: Representacdo grafica das func¢ées de utilidade exponencial
do tipo S-shaped para k = 1 e Kk = 2 (painel superior) e as respetivas
comparagoes com a fungao de utilidade linear (painel inferior)



Portefolios Eficientes do modelo de
otimizacao média-variancia

Tabela E.1: Representacao tabular dos demais portefélios eficientes do mo-

delo de otimizacdo média-variancia e os respetivos vetores de pesos w?,

valores esperados, varidncia e taxa instantanea de variacdo de E[P)] em
Var[P,], apresentados na Figura 5.10.

A,, - Titulos

P, - Portefélios Eficientes

PS P7 PS P9 PIO Pll P12 PlJ P14 P15 Plﬁ Pl7 PIS

P19 PZD

wP - Vetor de Pesos

Ay - ALTRI  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0017 0,0058 0,0099 0,0140 0,0180 0,0221 0,0262 0,0303 0,0344 0,0385 0,0426
A, - BCP 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
A;- CORA  0,1259 0,1217 0,1153 0,1069 0,0981 0,0885 0,0790 0,0695 0,0599 0,0504 0,0409 0,0313 0,0218 0,0122 0,0027
A, - CTT 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
As - EDP 0,0002 0,0015 0,0026 0,0037 0,0045 0,0049 0,0053 0,0056 0,0060 0,0064 0,0068 0,0071 0,0075 0,0079 0,0083
Ag-EDPR  0,1899 0,2197 0,2528 0,2892 0,3252 0,3608 0,3964 0,4320 0,4676 0,5032 0,5387 0,5743 0,6099 0,6455 0,6811
A; - GALP 00,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Ag - IMT 0,1508 0,1475 0,1419 0,1341 0,1261 0,1179 0,1097 0,1015 0,0933 0,0851 0,0769 0,0688 0,0606 0,0524 0,0442
Ag- MOTA  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
Ay - NOS 0,0232 0,0075 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
A -NVGR  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
Ap - RENE  0,3797 0,3670 0,3481 0,3236 0,2980 0,2740 0,2491 0,2242 0,1994 0,1745 0,1496 0,1247 0,0998 0,0750 0,0501
A -SEM  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
Ay - YSO 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
Ays - IBS 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
A -NBA  0,0790 0,0853 0,0914 0,0975 0,1034 0,1090 0,1147 0,1203 0,1260 0,1316 0,1373 0,1429 0,1486 0,1542 0,1599
Ay - PHRA  0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 O0,0000
Ajs - RAMA  0,0513 0,0499 0,0478 0,0451 0,0422 0,0391 0,0360 0,0329 0,0298 0,0267 0,0236 0,0205 0,0174 0,0143 0,0112
E[P,] 0,0093 0,0139 0,0184 0,0230 0,0276 0,0322 0,0367 0,0413 0,0459 0,0504 0,0550 0,0596 0,0642 0,0687 0,0733
Var|P,] 0,8801 0,8940 0,9108 0,9304 0,9532 0,9792 1,0079 1,0391 1,0727 1,1084 1,1459 1,1853 1,2262 1,2685 1,3121

AE[P] /AVar(P,)

0,3288 10,2725 0,2329 0,2001 0,1764 0,1592 0,1463 0,1362 0,1281 0,1216 0,1162 0,1118 0,1080

0,1049 0,1022
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