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A MODELACAO MATEMATICA NA APRENDIZAGEM DAS FUNCOES LOGARITMICAS DE ALUNOS
DO 12.° ANO COM RECURSO A CALCULADORA GRAFICA

RESUMO

Este trabalho pretende averiguar o contributo da modelacao matematica na aprendizagem das
funcdes logaritmicas de alunos do 12.° ano com recurso a calculadora grafica. Para concretizar
esse objetivo, formularam-se as seguintes questdes de investigacao: (1) Que atividades realizam
os alunos com tarefas de modelacdo na aprendizagem das funcdes logaritmicas? (2) Que
dificuldades tém os alunos na aprendizagem das funcdes logaritmicas? E na resolucdo de tarefas
de modelacao? (3) Que percecdes tém os alunos sobre a modelacdo matematica e a utilizacdo da
calculadora grafica na aprendizagem das funcdes logaritmicas? Para dar respostas a estas
questdes, recorreu-se a diferentes métodos de recolha de dados: questionarios (inicial e final),
gravacOes audio e video das aulas e producdes dos alunos.

A intervencao pedagodgica foi realizada numa turma do 12.° ano de uma escola do distrito de
Braga. Na implementacéo desta investigacdo, a dinamizacdo das atividades de ensino e de
aprendizagem articulou-se em torno das tarefas de modelacao e, logo, do ciclo de modelacao, do
ensino exploratorio e da utilizacdo da calculadora grafica.

Os resultados obtidos apontam que os alunos, ao longo da sua escolaridade, nao tiveram
oportunidades de realizar tarefas de modelacdo. Os alunos também evidenciam que as tarefas de
modelacdo promoveram o trabalho em grupo, o interesse e a participacdo de cada um. Na
exploracao destas tarefas, os alunos percorreram as fases de compreensdo do enunciado, da
analise dos dados, da construcao e validacdo do modelo e da exploracdo do modelo, quer em
momentos de introducdo das funcdes logaritmicas e das suas derivadas quer em momentos de
consolidacao dos conhecimentos construidos.

Os alunos apresentaram dificuldades no que toca as propriedades e caracteristicas das funcdes
logaritmicas, e na representacdo grafica e simbodlica destas. As fases do ciclo de modelacéo
também dificultaram os alunos, o que evidenciou dificuldades relacionadas a utilizacao da
calculadora grafica, nomeadamente na realizacdo de regressoes estatisticas e na definicao de
janela de visualizacao.

Os alunos destacam que as tarefas de modelacao matematica contribuiram na aprendizagem das

funcdes logaritmicas, referindo que permitiram uma melhor construcao do conhecimento.

Palavras-chave: calculadora gréfica, funcdes logaritmicas, logaritmo, modelacdo matematica,

tarefas de modelacéao.



MATHEMATICAL MODELLING IN LEARNING LOGARITHMIC FUNCTIONS USING THE GRAPHING
CALCULATOR: A STUDY WITH 12TH GRADE STUDENTS

ABSTRACT

This work intends to investigate the contribution of mathematical modelling in learning logarithmic
functions of 12th grade students using the graphing calculator. To achieve this goal, the following
research questions were formulated: (1) What activities do students perform with modelling tasks
in learning logarithmic functions? (2) What difficulties do students have in learning logarithmic
functions? And in solving modelling tasks? (3) What perceptions do students have about
mathematical modelling and the use of the graphing calculator in learning logarithmic functions?
To answer these questions, different methods of data collection were used: questionnaires (initial
and final), audio and video recordings of classes and students’ productions.

The pedagogical intervention was carried out in a 12th grade class of a school in the district of
Braga. In implementing this investigation, the dynamization of teaching and learning activities was
articulated around the modelling tasks and, therefore, the modelling cycle, exploratory teaching,
and the use of the graphing calculator.

The results obtained show that the students, throughout their schooling, did not have opportunities
to carry out modelling tasks. The students also show that the modelling tasks promoted group
work, the interest and participation of everyone. In the exploration of these tasks, the students went
through the phases of understanding the utterance, data analysis, construction and validation of
the model and exploration of the model, either in moments of introduction of logarithmic functions
and their derivatives or in moments of consolidation of the constructed knowledge.

The students showed difficulties regarding the properties and characteristics of logarithmic
functions, and in their graphical and symbolic representation. The phases of the modelling cycle
also made it difficult for the students, which highlighted difficulties related to the use of the graphing
calculator, namely in performing statistical regressions and in defining viewing windows.

Students emphasize that mathematical modelling tasks contributed to the learning of logarithmic

functions, referring that they allowed a better construction of knowledge.

Keywords: graphing calculator, logarithmic functions, logarithm, mathematical modelling,.

modelling tasks,
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

Este capitulo encontra-se dividido em trés seccdes. A primeira seccdo ¢ dedicada a
apresentacao do tema em estudo, assim como aos objetivos e as questdes de investigacao. Na
segunda seccao, é realcada a pertinéncia do estudo e, por fim, na terceira seccdo, é descrita a

estrutura do relatorio.

1.1. Tema e objetivos

A escolha do tema para a realizacado da minha intervencao pedagdgica incidiu
essencialmente pelo interesso e curiosidade acerca da modelacdo matematica como meio de
aprendizagem de contetidos matematicos. Efetivamente, sendo que nunca vivenciei experiéncias
de modelacao durante a minha escolaridade, quer no Ensino Regular, quer no Ensino Superior,
achei relevante e desafiante elaborar esta investigacdo em torno deste tema.

A modelacao matematica esta incorporada nos curriculos e programas da Matematica por
todo o mundo (Hoe & Dawn, 2015). Em Portugal, a modelacdo matematica faz parte integrante
dos Programas e Metas Curriculares de Matematica (Ministério da Educacao e Ciéncia, 2015) e
do Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatoria (Ministério da Educacdo, 2017).
Atualmente, é dada muita consideracao, por numerosos autores (Blum, 2007; Carrejo & Marshall,
2007; Stillman, Blum & Kaiser, 2017), ao estudo e ao contributo da modelacdo na aprendizagem
das ciéncias na Escola. Além do mais, a modelacdo estd incluida na definicdo da literacia
matematica do Programme for International Student Assessment (PISA) da Organizacdo de
Cooperacdo e Desenvolvimento Econdmico (OCDE), como é referido no PISA 2018 Mathematics
Framework.

A literacia Matematica é a capacidade de um individuo formular, aplicar e interpretar

a matematica numa variedade de contextos. Inclusivamente raciocinar

matematicamente e usar conceitos, processos, factos e ferramentas matematicas

para descrever, explicar e prever fendmenos. Ajuda individuos a reconhecer o papel

da matematica no nosso mundo e a tomar julgamentos e decisbes bem

fundamentados necessarios de cidadaos construtivos, comprometidos e reflexivos.
(p. 75)



Um dominio de predilecdo da matematica para modelar fenomenos naturais é o dominio
das funcdes. Desde o Ensino Basico, os alunos trabalham com relacdes entre quantidades como
a proporcionalidade entre grandezas através, por exemplo, de um problema envolvendo
velocidades de automoveis, ou funcdes quadraticas através de problemas de otimizacdo de areas
de figuras geométricas. E especificado e reforcado no Principles and Standards for School
Mathematics (NCTM, 2000) que os alunos deverao ter, ao longo da escolaridade, experiéncias em
modelar com matematica problemas diversos do mundo real, quer sociais quer fisicos, e essa
pratica devera ser mais presente nos niveis de escolaridade mais altos. De facto, no Ensino
Secundario sdo introduzidos conceitos matematicos poderosos, tal como a derivacdo, que
permitem descrever e compreender funcdes mais complexas. Dessas funcdes, temos as funcoes
logaritmicas introduzidas no 12.° do Ensino Secundario. Numerosos fendmenos do nosso mundo
podem ser modelados por essas funcdes, como, por exemplo, o crescimento de uma populacdo
de bactérias ou a magnitude de um sismo.

Perante um problema de modelacdo matematica, & preciso compreender e estruturar a
matematica presente no problema. Para esse efeito, 0 uso de tecnologia & primordial para
identificar e visualizar o modelo que melhor se ajusta ao contexto do problema em estudo. A
calculadora grafica, ferramenta que ja estd bem implementada na sala de aula do ensino
secundario, é indispensavel na conceptualizacdo e compreensao das diferentes representacdes
de uma funcéo e, logo, das tarefas de modelacdo matematica. Com base em tais pressupostos,
este trabalho pretende averiguar o contributo da modelacdo matematica e da calculadora grafica
na aprendizagem de funcdes logaritmicas de alunos do 12.° ano. Para concretizar este objetivo,

pretendo responder as seguintes questdes de investigacao:

Q1. Que atividades realizam os alunos com tarefas de modelacdo na aprendizagem das
funcoes logaritmicas?

Q2. Que dificuldades tém os alunos na aprendizagem das funcdes logaritmicas? E na
resolucdo de tarefas de modelacéo?

Q3. Que percecoes tém os alunos sobre a modelacdo matematica e a utilizacdo da

calculadora grafica na aprendizagem das funcdes logaritmicas?

1.2. Pertinéncia do estudo

Blum (2002) define a modelacado matematica como o processo que permite tornar um
problema do mundo real num modelo matematico. Blum (2002) ainda salienta a diferenca entre

2



a modelacdo matematica e a matematica aplicada. Por um lado, a modelacdo foca-se no processo
envolvido na transformacdo de uma situacao real numa situacdo matematica. Por outro lado, a
matematica aplicada foca-se no sentido contrario, ou seja, no uso e na utilidade de objetos
matematicos em situacdes reais. A modelacdo matematica é entdo um processo de resolucao de
problemas. Existem numerosas representacoes diagramaticas deste processo na literatura, sendo

uma delas o diagrama de De Lange (2006):

> | i Mathematical
-|.||.I|j|i| Ch]

i

Real solution: -

v

Real-world ; E .-'. L] - Mathematical
|||u||'||-r|| ||r-l'|l|-'|1:|

Real World Mathematical World

Figura 1: O ciclo da modelacdo matematica (De Lange, 2006, p. 5)

Segundo o autor, a modelacdo matematica € um processo que esta dividido em cinco fases.
A primeira fase (1) consiste em identificar e discutir o problema real. A seguir, o grupo de alunos
tenta identificar conceitos matematicos relevantes para o problema (2) e organiza-los de modo a
direcionar-se pouco a pouco para um problema matematico (3). A quarta fase consiste em testar
as informacdes recolhidas e as conjeturas elaboradas de modo a resolver o problema matematico
obtido (4). Na ultima fase (5), os alunos tém que verificar os calculos efetuados, a coeréncia dos
conceitos matematicos envolvidos com o problema inicial e a interpretacdo real das conclusées
obtidas na resolucdo do problema matematico. Sdo numerosos os autores (por exemplo, Niss,
1989), os estudos (por exemplo, Shahbari & Tabach, 2020) e as obras de referéncia (por exemplo,
NCTM, 2000) que defendem o contributo da modelacdo matematica no desenvolvimento de
competéncias fundamentais para o envolvimento dos alunos nas suas futuras atividades, quer
profissionais quer sociais.

As funcdes sao essenciais na representacdo e na resolucdo de problemas da vida real
(Ponte, 1990; Sawalha, 2018). Como referi anteriormente, as funcdes logaritmicas estao
presentes em numerosas situacdes do nosso mundo. Segundo Kastberg (2002) e Weber (2002),
os alunos tém dificuldades na compreensao e na representacao destas funcdes, pois a exploracao

deste tipo de funcdes restringe-se sobretudo aos aspetos teoricos. Para além disso, a escrita



simboalica dos logaritmos e, por extensao, das funcdes logaritmicas tém tendéncia em perturbar a
sua compreensdo (Mulqueeny, 2012). O ensino dessas funcdes através de problemas e situacdes
da vida real pode ajudar os alunos a melhorar a sua compreensao.

O uso da calculadora gréfica é essencial no ensino da Matematica, pois ela permite verificar
calculos, visualizar a representacao grafica de uma funcéo e conjeturar resultados. A calculadora
grafica cria uma nova dinamica dentro da sala de aula onde os alunos podem pesquisar e
experimentar com essa ferramenta, o que propicia a aquisicao de conhecimentos e a motivacao
dos alunos para aprender. Contudo, é preciso ter alguns cuidados no uso da calculadora grafica,
pois, como sugere Consciéncia (2013), os alunos podem interpretar incorretamente resultados
obtidos a partir de representacdes graficas de funcdes. Na realizacao das tarefas de modelacao
na aprendizagem de topicos das funcdes logaritmicas em estudo, a calculadora grafica é um
material didatico que dispde aos alunos o recurso a tabelas, a edicao de graficos e a exploracao
de curvas de regressdo que melhor se ajustam aos dados que resultam das tarefas propostas nas

aulas.

1.3. Estrutura do relatério

Este relatdrio esta organizado em quatro capitulos. No Capitulo 1, Introducéo, é apresentado
o tema, o objetivo e as questdes de investigacao, a pertinéncia do estudo, e a estrutura do relatério.

No Capitulo 2, Enquadramento Contextual e Tedrico, apresenta-se o contexto onde ocorreu
a intervencdo pedagogica, assim como as caracteristicas da turma. E feita uma revisdo da
literatura que serviu de base as metodologias de ensino e aprendizagem que orientaram a
intervencao pedagogica e que sustenta a analise dos resultados obtidos.

O Capitulo 3 trata da Intervencao Pedagogica, onde sdo apresentados os resultados obtidos
da analise dos dados recolhidos, resultantes das atividades realizadas, e se faz uma avaliacdo do
ensino ministrado com base nas percecdes dos alunos.

Finalmente, no Capitulo 4, Conclusdes, Limitacdes e Recomendacoes, discutem-se os
resultados obtidos através da resposta as questdes de investigacdo formuladas neste trabalho.
Ainda sao referidas algumas limitacdes que foram encontradas neste estudo e recomendacdes

para investigacdes futuras.



CAPITULO 2

ENQUADRAMENTO CONTEXTUAL E TEORICO

Este capitulo tem como intuito descrever o contexto onde foi realizada a intervencéo
pedagobgica, apresentando a Escola e a Turma. De seguida, apresenta-se o enquadramento tedrico
que sustenta esta intervencdo, clarificando as metodologias de ensino e de aprendizagem

adotadas como também os métodos de recolha de dados.
2.1. Enquadramento contextual

Neste subcapitulo é apresentada a caracterizacao da escola e da turma onde desenvolvi a

minha intervencao pedagdgica no ano letivo 2019/2020.

2.1.1. Caracterizacao da Escola

A escola onde desenvolvi a minha pratica pedagogica localiza-se no distrito de Braga e
incorpora o0 3.° ciclo do Ensino Basico e o Ensino Secundario. No que diz respeito a oferta formativa
e educativa, a escola propde todos os cursos cientifico-humanisticos e os seguintes cursos
profissionais: Técnico de Apoio Psicossocial; Técnico de Auxiliar de Saude; Técnico de
Comunicacdo e Servico Digital; Técnico de Contabilidade; Técnico de Gestdo e Programacéo de
Sistemas Informaticos; Técnico de Turismo.

Nos ultimos anos, a escola teve uma média de 1075 alunos distribuidos por 43 turmas e
cerca de 130 profissionais dos quais 88 sdo docentes, 10 séo assistentes técnicos e 32 séo
assistentes operacionais. Em termos de resultados escolares, podemos observar na seguinte

tabela as taxas de sucesso da Escola de 2014 a 2018.

Tabela 1: Taxa de Sucesso da Escola em comparacdo com a Taxa de Sucesso Nacional

Ano letivo
2014/2015 2015/2016 2016/2017 2017/2018
Ensino
Escola Nacional Escola Nacional Escola Nacional Escola Nacional
Ensino Basico 95,18% | 91,1% | 92,81% | 92,58% | 90,76% | 93,68%. | 95,68% | 94,05%
Ensino Secundario | 81,67% | 80,72% | 89,89% | 83,3%. | 84,85% | 83,92% | 88,46% | 85,29%

O projeto educativo da escola evidencia o lema “uma escola faz-se com todos!” e tem por

missdo proporcionar formacdes diversificadas de qualidade aos seus alunos, quer a nivel




profissional, quer a nivel do individuo, assim como promover e potenciar os valores de cada
estudante. Este projeto tenciona ligar a escola a comunidade e criar uma cultura de escola onde
todos encontrem oportunidades para aprender e condicdes adequadas para se realizarem
plenamente, respondendo as necessidades de cada aluno. Deste projeto sobressaem os seguintes
principios e valores: igualdade de oportunidades para todos (equidade); o respeito e a tolerancia
pela individualidade de cada um (inclusdo); a aceitacdo do outro (integracdo); contribuir para a
formacao de individuos auténomos e valorizar a diferenca de opinides (autonomia); promover e
potenciar a ligacao entre a inovacao e a criatividade, valorizar a igualdade de oportunidades no
acesso a educacao e a formacao integral do individuo (solidariedade); promover e potenciar os
valores da cidadania (responsabilidade) (Projeto Educativo).

Para elaborar este projeto educativo, foi enviado a todos os elementos da comunidade
educativa um questionario para uma analise SWOT (strenghts, weaknesses, opportunities, threats).
Desta analise, sobressai como pontos fortes a diversidade de apoio aos alunos, a visdo da escola
centrada mais nos processos do que nos resultados e a inexisténcia de taxas de abandono. No
que toca aos pontos fracos, destacam-se os resultados das provas finais de 3.° ciclo com valores
inferiores & média nacional, a resisténcia @ mudanca e a pouca valorizacado/reconhecimento dos
cursos profissionais. Em termos de oportfunidades, evidencia-se a imagem que a comunidade
possui da escola, os diversos projetos nacionais e internacionais e os diversos clubes. No que diz
respeito aos constrangimentos, destaca-se a rede de transportes deficitaria, a distancia
casa/escola e o baixo indice de escolarizacao dos pais.

A escola propde diversas atividades, projetos e clubes que fazem parte do quotidiano
educativo dos alunos e que foram articulados com as metas do projeto educativo, nomeadamente:
O Eco-Escolas; o “Olhar pela Lente”; o Plano Nacional de Cinema; o UP Cavado; o VerdEmCena;
0 Clube Europeu; o Clube de Multimédia e Comunicacao; o Clube Casa do Conhecimento; o Clube
de Protecao Civil; o Clube de Solidariedade; o Clube de Radio; o Clube de Xadrez; o Clube de
Programacao e Robética; o Clube de Jogos Matematicos; O Clube de Astronomia; o programa
Erasmus +.

Em termos de infraestruturas, todas as salas de aula da escola estdo equipadas com
computador e video projetor, possuindo sete delas quadros interativos. A escola também
disponibiliza aos alunos um auditério, um pavilhdo gimnodesportivo, um ginasio, uma enfermaria,
salas de informatica e de artes, laboratorios, gabinetes de trabalho de professores e de pequenos

grupos e espacos de convivio para os alunos e professores.



Devido a pandemia do virus covid-19, a escola elaborou diversos documentos orientadores
de ensino a distancia E@D, quer para os alunos, quer para os docentes. Desses documentos
destaca-se 0 “Plano de Ensino a Distancia E@D"” que contém diretivas relativamente a lecionacao
de aulas (sincrona ou assincrona) e aos diferentes recursos tecnoldgicos que se podem utilizar,
nomeadamente o Microsoft Teams. Este documento também disponibiliza orientacdes acerca das
metodologias de ensino (construtivista), da avaliacdo das aprendizagens, da monitorizacdo do
Plano E@D, do apoio técnico e pedagogico na utilizacdo dos meios tecnologicos e das avaliacdes

finais.

2.1.2. Caracterizacdo da Turma

A intervencao pedagogica foi implementada numa turma do 12.° ano do Curso de Ciéncias
e Tecnologias, constituida por 31 alunos, dos quais 17 eram raparigas e 14 eram rapazes, com
idade de 16 até 18 anos, sendo todos de nacionalidade portuguesa. A turma nao possuia qualquer
aluno repetente, mas dois alunos repetiram o 10.° ano durante o seu percurso escolar. Somente
um aluno teve uma classificacdo negativa no ano anterior, na disciplina de Fisica e Quimica A. Em
média, os alunos tém um agregado familiar composto por 3 ou 4 elementos, sendo que a maioria
deles vive com os pais. Em termos de disciplinas favoritas, destacam-se a Matematica e a Fisica
e Quimica (Tabela 2).

Tabela 2: Disciplinas favoritas da turma (n = 31)

Disciplinas favoritas Frequéncia
Matematica 20
Fisica e Quimica 17
Biologia e Geologia 1
Educacao Fisica

Portugués 3
Inglés 10
Psicologia 3

Entre as disciplinas a que sentiam mais dificuldades, evidencia-se a disciplina de Portugués,

seguindo-se as disciplinas de Matematica, Fisica e Quimica e Biologia e Geologia (Tabela 3).

Tabela 3: Disciplinas de aprendizagem dificil segundo a turma (n = 31)

Disciplinas favoritas Frequéncia
Matematica 7
Fisica e Quimica 7
Biologia e Geologia 7
Educacao Fisica 1
Portugués 18
Inglés 1
Filosofia 1




De acordo com as respostas dadas pelos alunos no questionario inicial, cerca de 48%
dedicam semanalmente mais de 4 horas para o estudo da disciplina de Matematica, 41%
dedicam 3 a 4 horas e 10% estudam 1 a 2 horas por semana.

No que toca ao desempenho na disciplina de Matematica no final do 11.° ano, constata-se
que 8 dos alunos que obtiveram 18 a 20 valores no final do 11.° ano dedicam mais de 4 horas
por semana no estudo da disciplina de Matematica (Tabela 4). Nenhum aluno obteve uma
classificacdo negativa no final do ano anterior.

Tabela 4: Classificacdo na disciplina de Matematica no final do 11.° ano (n = 29)

Desempenho Frequéncia
Excelente (18-20 valores) 10
Muito Bom (16-17 valores) 4

Bom (14-15 valores)
Satisfatorio (10-13 valores)
Insatisfatério (0-9 valores)

O o ©

O desempenho dos alunos a disciplina de Matematica indicia traduzir a apreciacdo que a
maior parte tem por esta disciplina, como exemplificam as respostas dos alunos Al, A4 e A31,

evidenciando a importancia dos seus desafios no desenvolvimento do raciocinio:
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Figura 2: Respostas dos alunos Al, A4 e A31 a questdo “Gostas de Matematica?”

Somente dois alunos consideram que nao gostam de Matematica, dos quais um
acrescentou que sentia “algumas dificuldades e preferia disciplinas relacionadas com linguas”.

Quanto ao topico das Funcdes, sete alunos apontam que ndo apreciaram o seu estudo.
Segundo esses alunos, trata-se de um topico que envolve conhecimentos abstratos, o que torna a
sua aprendizagem dificil e confusa. Além disso, este topico averigua matéria desde o basico e
interliga-se com outros topicos da Matematica. Lacunas acumuladas dos anos anteriores podem
prejudicar a futura compreensao e aprendizagem do topico, tal como exemplifica a seguinte

posicao do aluno Al4:
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Figura 3: Resposta do aluno Al14 & questao “Gostas do tépico Funcoes?”

Dos alunos que responderam que gostam do tépico Funcdes, sobressai na sua justificacao
tratar-se de um topico interessante, acessivel e cativante, pois envolve a representacao grafica e
muita pratica com a manipulacdo de expressdes analiticas, tal como ilustra a seguinte afirmacao

do aluno A5:
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Figura 4: Resposta do aluno A5 a questdo “Gostas do topico Funcdes?”

A questdo “Em que consiste a Modelacdo Matematica?”, a maioria dos alunos responde
gue nao sabia o significado desta atividade matematica ou que nunca tinha ouvido falar. Segundo
o aluno A27, a modelacdo matematica consiste “no estabelecimento de um conjunto de
ferramentas matematicas que permitem fazer uma analise tedrica de uma situacéo dada”. O aluno

A20 respondeu, mais sucintamente, que era a aplicacdo da matematica ao mundo real (Figura 5).
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Figura 5: Resposta do aluno A20 a questao “Em que consista a Modelacado Matematica?”

Somente trés alunos respondem que ja realizaram tarefas de modelacdo. No entanto, no
presente ano letivo ja resolveram uma tarefa de modelacao com recurso a calculadora grafica.
Através do menu “Plot imagem” da calculadora grafica, os alunos tiveram de descrever o
movimento de uma turbina edlica ao longo do tempo, recorrendo a uma curva de regressao, o que

€ associado a modelacéo por tao poucos alunos, tal como ilustra a resposta de um deles:
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Figura 6: Resposta do aluno A2 a questao “Ja realizaste tarefas de modelacao matematica?”



Todos os alunos possuem uma calculadora grafica. A pergunta “Costumas usar a
calculadora grafica na resolucéo de tarefas?”, somente um aluno respondeu que ndo. Os restantes
alunos descrevem situacdes nas quais costumam usar a calculadora grafica. Dentro destas,
destaca-se, na sua maioria, o uso da calculadora grafica no estudo/visualizacao de graficos de
funcdes, na realizacdo de calculos mais complexos, na resolucdo de equacdes e para conferir

resultados obtidos analiticamente (Figura 7).
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Figura 7: Resposta do aluno A26 a questao “Costumas usar a calculadora grafica na resolucédo de tarefas?”

Em suma, e consoante as minhas observacoes, esta turma é composta por alunos bem-
comportados, responsaveis e participativos, que manifestam interesse e empenho na realizacao
de tarefas em grupo. Contudo, existem disparidades na reparticdo dos alunos na sala de aula,
visto que os que tém mais dificuldades estdo concentrados em grupos homogéneos, alguns deles

mais afastados do resto da turma.

2.2. Enquadramento teérico

Esta seccao destina-se a sustentacao tedrica deste relatorio, encontrando-se dividida em
trés partes: a primeira dedicada a historia dos logaritmos; a segunda a modelacao matematica; e
a terceira ao lugar da modelacdo matematica nos documentos curriculares internacionais e

nacionais.
2.2.1. A histdria dos logaritmos

Nesta seccao, pretende-se explanar a evolucao do conceito de logaritmo ao longo do tempo,
percorrendo as suas definicdes mais primitivas e passando naturalmente pela definicdo de Napier.
Pretende-se também averiguar a versatilidade dos logaritmos enquanto instrumento de calculo
poderoso, assim como ferramenta matematica indispensavel no estudo de lugares geométricos
atipicos e no calculo infinitesimal. Aborda-se também o problema dos logaritmos de numeros
negativos e as suas conclusoes. Por fim, encontra-se um enquadramento dos logaritmos e das

funcdes logaritmicas nos programas atuais.
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2.2.1.1. Os logaritmos antes de Napier

As primeiras marcas dos fundamentos da teoria dos logaritmos apareceram na época
paleobabilonica (18.° século a.C.) (Trompler, 2002). Os historiadores encontraram tabuas
didaticas que continham poténcias de 2 a 7, de 9, de 16, de 100 e também de 225. Dentro
destas tabuas, uma se destaca em particular e responde explicitamente a pergunta ‘a que
expoente deve ser elevado um numero a para obter outro valor fixo?’, com a base a = 16 e 0s
seguintes valores fixos: 2; 4; 8; 16; 32; 64. Presume-se que os babildnicos se interessaram pelos
numeros exponencias e pelas suas tabuas a partir de problemas sobre calculos de juros, onde se

encontram resultados numéricos proximos de resultados que se podem obter através da formula

n
dos juros compostos C,, = C (1 + 1%) , onde C,, é o capital obtido apds n periodos de tempo,

Cy o capital inicial e r a taxa de juro.

O segundo encontro dos logaritmos com a histdria situa-se na época de Arquimedes (3.°
século a.C.), com o desenvolvimento da sucessdo de poténcia de 2 na sua obra O Contador de
Areia, com intuito de determinar o limite maximo para o nimero de grdos de areia que ‘cabem’
no universo. Para esse efeito, o matematico grego teve de estimar o tamanho do universo e
pressupor que este era esférico de diametro igual a 10 estadios, onde 1 estadio equivale
aproximadamente a 176 metros (Trompler, 2002). Sem notacdes modernas e simbolos para os

expoentes, Arquimedes conseguiu manipular numeros desmesurados e chegar a regra

a™ x a = ™",

Se numeros sdo continuamente proporcionais a partir da unidade, e se dois termos
desta progressao sao multiplicados um pelo outro, o produto sera um termo dessa
progressao afastado de tantos termos do fator maior quanto o fator menor for a
unidade. Este mesmo produto sera afastado da unidade por tantos termos menos
um quanto os dois fatores juntos da unidade. (Peyrard:, 1807)

Segundo Trompler, ndo se encontra quase nada na literatura acerca dos logaritmos até a
obra de Chuquet, matematico francés do 13.° século, 7rjparty en la Science des Nombres (1484),
e a obra de Stifel, matematico aleméao do 13.°-14.° século, Arithmetica Infegra (1544). Ambos os
matematicos manipularam expoentes, nomeadamente expoentes negativos e fracionarios, e

encontraram também a regra enunciado por Arquimedes, sem ter conhecimento das obras dos

1 Este documento encontra-se disponivel, sem paginacédo, em francés, no seguinte link:
http://remacle.org/bloodwolf/erudits/archimede/arenaire.htm
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babilonicos e do matematico grego. No entanto, nenhum deles introduziu os logaritmos, embora
tivessem todo o conhecimento necessario para o fazer (Trompler, 2002). Avancamos entao para
o século 17, onde o desenvolvimento da astronomia e a descoberta das leis de Kepler mostram a
necessidade de facilitar os calculos. J& eram conhecidas dos astrénomos as formulas de

prostaférese, que permitem substituir uma multiplicacdo por uma adicdo (cosa X cosbh =
%[cos(a + b) + cos(a — b)] e sinasinb = %[cos(a — b) — cos(a + b)]), mas que séo

limitadas pela precisao das tabuas trigonométricas.

2.2.1.2. Napier e as tabuas logaritmicas

John Napier (ou Neper), matematico escocés, publica em 1614 Mirifici Logarithmorum
canonis descriptio e em 1619, postumo, Mirifici Logarithmorum canonis constructio. O primeiro
tratado descreve (“descriptio”) os principios e regras utilizadas pelo autor na construcao
(“constructio”) das tabuas logaritmicas (Trompler, 2002). No prefacio do primeiro tratado, Napier
indica claramente que ndo ha nada mais dificil no calculo que a multiplicacdo, a divisdo e a
extracdo de raizes quadradas ou cubicas, o que o motivou a encontrar varios métodos para facilitar
os calculos, mas que nenhum, segundo ele, chega perto da eficacidade dos logaritmos (Napier,
1614). Ainda no primeiro tratado, o matematico escocés define os logaritmos como sendo
numeros que correspondem a numeros proporcionais e de diferencas iguais. Na construcédo
etimoldgica da palavra logaritmo, encontra-se duas raizes grega. A primeira, /ogos, que significa
“razao” (de uma progressdo aritmética) e a segunda, arithmos, que significa “nimero” e dai o
significado de logaritmo: “numero de razdes”. Napier construiu tdbuas de logaritmos de seno,
onde o0 “seno” representava, naquela época, a medida de um segmento numa circunferéncia de
raio arbitrario, que se designava por “seno total”, e ndo a razdo desse segmento com o raio. Com

base num “seno total”, ou raio, de 107, Napier desenvolve uma progressdo geométrica de razao

(1 —%), a qual faz corresponder uma progressao aritmética (Boyer & Merzbach, 2011;

L

Trompler, 2002). Obtém-se entdo N = 107 (1 — %07) , onde L é o logaritmo do nimero N
1

segundo a definicdo de Napier. Assim, o logaritmo de 107 é 0, o logaritmo de 107 (1 — #) é

1 e assim por diante. E de salientar que a nocdo de base para os logaritmos ainda nao existia

naquela época, mas se se dividir a definicdo de logaritmo segundo Napier por 107, pode-se
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107
. - 1 1
considerar que a base com a qual este matematico trabalhava era = pois (1 _W) =

n
lim (1 - %) = é (Boyer & Merzbach, 2011).

n—-+oo

Numa primeira analise, esses logaritmos sao discretos, pois trata-se, no fundo, de
sucessdes, mas a visdo de Napier dos logaritmos era uma visao continua. Ele imaginou dois
movimentos ligados, um ponto G sobre um segmento [T'S] tal que a velocidade do ponto G seja
proporcional & distancia GS e um ponto C sobre uma semirreta Bx movendo-se com velocidade

constante, igual a velocidade inicial do ponto G (Figura 8).

_ | x(t)

o

y(t) _
® O—

o

Figura 8: Movimentos continuos descritos por Napier

Napier descreveu entao a relacao, a cada instante, da distancia BC em funcao da distancia
GS, onde GS é o logaritmo da distancia BC (Boyer & Merzbach, 2011; Trompler, 2002). Com

notacdes atuais, pode-se verificar que a definicdo de Napier corresponde a um sistema de
logaritmos de base i Seja GS = x(t), BC = y(t), TS = x(0), x'(0) = vy = 107. Pela
definicdo geométrica de Napier, obtém-se a seguinte equacao diferencial: x'(t) = —kx(t), onde
vot
k € N. Logo, x(t) = TS X e Ts. Sendo a velocidade do ponto C constante igual a vy, tem-se
, . ~ Y .y x

que y(t) = vyt e obtém-se a seguinte relacdo: x = TS X e Ts. Isto &, rrie —In (W) ou
Y X
107 logé (107)'

Joost Birgi, matematico suico, imaginou e inventou, independentemente e antes da

publicacdo dos trabalhos de Napier, os logaritmos utilizando um processo semelhante ao

matematico escocés (Trompler, 2002). Ele faz corresponder uma progressdo geométrica de

primeiro termo 108 e de razo (1 + #) a uma progressao aritmética de primeiro termo 0 e de

razao 10 (Trompler, 2002). Biirgi publica as suas tabuas em 1620, mas como as tabuas de Napier

ja tinham percorrido todo o continente europeu, estas ficaram por ser poucas utilizadas e
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esquecidas (Trompler, 2002). No entanto, nenhum deles considerou o logaritmo de 1 como sendo
igual a 0, o que implica que n&o existe nenhum isomorfismo entre o conjunto dos numeros reais
e 0 conjunto dos seus logaritmos (Trompler, 2002). Consequentemente, a regra primordial dos
logaritmos né@o se aplica para todos os numeros: logab # loga + logb. Com intuito de
aperfeicoar as tabuas de Napier e a construcado dos logaritmos, Henry Briggs, matematico inglés,
encontrou-se com ele em 1615 e ambos concordaram que seria mais simples e eficaz construir
uma tabua cujo logaritmo de 1 seria igual a 0 e o logaritmo de 10 seria igual a 1 (Boyer &
Merzbach, 2011; Thomas & Williams, 20092). Briggs publicou em 1624 as suas tabuas Arithmetica
logarithmica que contém logaritmos de numeros de 1 a 20 000 e de 90 000 a 100 000. A

partir desta data, as propriedades algébricas dos logaritmos como sao conhecidas sao
perfeitamente  vélidas e definidas: log(a X b) = loga + log b; log(%)zloga—

logh; loga? = q X loga, onde a € R*\{0} e ¢ € Q. Em 1628, Adriaan Vlacq, matematico
holandés, publicou uma versao traduzida em francés e completada pelos 70 000 inteiros que
faltavam nas tabuas de Briggs (Boyer & Merzbach, 2011; Thomas & Williams, 2009). Estas tabuas
encontraram um sucesso imediato e foram utilizadas até a primeira metade do século XX, antes

de serem pouco a pouco substituidas por calculadoras (Trompler, 2002).

2.2.1.3. Réguas e instrumentos de calculos logaritmicos

Apds a inovacdo das tabuas de logaritmos, nasceu naturalmente a ideia de relacionar esses
nimeros a um instrumento de medida de modo a facilitar os calculos. Edmund Gunter, astrénomo
inglés, concebeu a escala logaritmica que usa o logaritmo de uma grandeza em vez da grandeza
propriamente dita (Cajori, 1910). Ele completou esta escala com logaritmos de funcoes
trigonométricas e juntou o todo numa régua, ou escala, designada por ‘Escala de Gunter’ (Cajori,
1910). Esse instrumento de medida destinado a navegacdo permitia realizar multiplicacoes e
divisbes de comprimentos ao adicionar ou retirar esses comprimentos com recurso a um
compasso e com base nas propriedades algébricas dos logaritmos. Os principios fundamentais da
‘Escala de Gunter’ sdo descritos no ‘Canon triangulorum’ de 1620 e no ‘Description and use of
the sector, cross-staff and other instruments de 1624 (Cajori, 1910). Nos anos a seguir, varios

autores britanicos dedicaram-se a aperfeicoar e construir instrumentos de medida deslizantes, que

2 Este documento consista num catalogo que incorpora livros e manuscritos relacionados com a histéria da computacao, disponivel no seguinte
link: https://cse.umn.edu/cbi/erwin-tomash-library-history-computing
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nao necessitavam do uso de compassos. Edmund Wingate inventou a primeira régua de calculo
deslizante, da qual explica os seus fundamentos em varias publicacdes, nomeadamente no ‘Of
natural and artificial arithmetic’, em 1630. Em 1632, William Oughtred apresentou a primeira
“circunferéncia” de calculo na sua obra ‘7he circle of proportion and the horizontal instrument
(Cajori, 1910). Durante a segunda metade do século XVIII, a régua de calculo foi aperfeicoada por
numerosos cientificos britanicos, principalmente a nivel de precisdo de calculos e somente se
espalhou no resto do continente a partir do século XIX (Cajori, 1910). A régua de calculo é
considerada como a mae das calculadoras numéricas e tornou-se obsoleta a partir da aparicao

destas por volta dos anos 70 do século XX (Tanonaka, 2008).

2.2.1.4. Os logaritmos e curvas geométricas

Durante o século XVII, numerosos matematicos de renome estudaram curvas geométricas
que tinham ligacdes intrinsecas com os logaritmos, quer explicitamente (por exemplo, a
representacdo grafica de uma variavel e do seu logaritmo), quer subjacentemente (por exemplo, a
area de uma hipérbole). Torricelli, matematico italiano e discipulo de Galileu, foi provavelmente
um dos primeiros a representar graficamente a curva de equacao x = logy, ou seja, um dos
primeiros a representar o grafico da funcao logaritmica, o qual designa por ‘linha logaritmica ou
neperiana’ numa correspondéncia com Cavalieri, outro matematico e discipulo de Galileu (Boyer
& Merzbach, 2011; Trompler, 2002). Descartes, matematico francés, inventou, em 1638, a
representacao em coordenadas polares da relacéo entre uma variavel e o seu logaritmo. Ele a
descreve como sendo a curva que faz angulos iguais com todos os raios tracados a partir da
origem. No entanto, ndo lhe atribuiu equacdo e, sobretudo, ndo fez qualquer ligacdo com os
logaritmos. Torricelli estudava na altura varias espirais € com recurso ao calculo infinitesimal
reinventou, em 1645, a espiral logaritmica (Boyer & Merzbach, 2011; Trompler, 2002). Esta curva
foi principalmente estudada por Jacques Bernoulli, matematico suico, que demonstrou as suas
propriedades de invariancia. Ele ficou tao fascinado por essa curva e pelas suas propriedades que
requisitou que a ‘spira mirabilis’ (nome dado pelo matematico a espiral logaritmica) fosse gravada
no seu tumulo (Boyer & Merzbach, 2011).

Outra curva que ¢ ligada aos logaritmos € a hipérbole. Grégoire de Saint-Vincent estudou a
quadratura da hipérbole na sua obra ‘Opus Geometricun', publicada em 1647. Nesta obra, Saint-
Vincent mostra que “a medida que a abscissa aumenta geometricamente, a area debaixo da curva

aumenta aritmeticamente” (Boyer & Merzbach, 2011, p. 326). Portanto, sem mencionar os

15



logaritmos, Saint-Vincent chegou & conclusdo de que f;ﬁdx =In(b+1)—In(a+1),

onde [a, b] é um intervalo de R*. Somente em 1649 ¢é que Antonio de Sarasa, amigo de Saint-
Vincent, fez a ligacdo entre o comportamento da area debaixo da curva de uma hipérbole e o0s
logaritmos. Huygens foi, em 1666, o primeiro a calcular valores aproximados da area sobre uma

hipérbole, com base nos trabalhos de Saint-Vincent e nas tabuas de logaritmos (Trompler, 2002).

2.2.1.5. O desenvolvimento da teoria dos logaritmos através do calculo infinitesimal

A descoberta do calculo infinitesimal por Newton e Leibniz na segunda metade do século
XVII permitiu aprofundar significativamente o estudo dos logaritmos e, em consequéncia, o estudo
do calculo infinitesimal (Trompler, 2002). Nicolaus Mercator, matematico dinamarqués, publicou
em 1668 Logarithmotechnia. Nesta obra, ele mostra métodos aperfeicoados de calculo de
logaritmos baseado nos métodos de Napier e Briggs e, sobretudo, aproximacoes de séries de

logaritmos. Com base nos trabalhos de Saint-Vincent e Sarasa, integra termo a termo da série

1

o= 1—a+a?—a®+ - paravaloresde a = 0,1 e a = 0,21 e ligar os seus resultados

com os logaritmos para obter uma aproximacao da area debaixo da curva de uma hipérbole, mas
sem escrever que esta série é igual a In(1 + a) (Trompler, 2002). Resultados semelhantes foram
obtidos por Newton em 1667, sem os publicar, a partir da area debaixo da curva de uma hipérbole
no intervalo [0,x] onde ele escreveu o desenvolvimento em série de In(1 + x) (Boyer &

Merzbach, 2011):
x dx
0 1+x

x3

X 2 3 x2 x4
= fo 1-x+x*—x>4+-)dx =In(1+x) =x——+T -+
Na mesma altura, Pietro Mengoli, matematico italiano que cresceu sob influéncia de

Torricelli e Saint-Vincent, descobriu que a série harmonica alternada 1 —%+§—%+ O

(_1 n+1

¢ igual a In 2 (Boyer & Merzbach, 2011). Em 1676, Leibniz definiu os fundamentos e a

n

e . . . . . d . .
notacao simbdlica do calculo diferencial e, derivando a integral f;y, concluiu que a curva obtida

era logaritmica (Boyer & Merzbach, 2011; Trompler, 2002). Em 1685, John Wallis, matematico
inglés, desenvolveu a teoria dos logaritmos no seu Algebra onde comeca com duas progressoes

5’7«-6’... e

1,2,4,8,-+ e 0,1,2,3,--- para depois generalizar com 1,7, rr,r3 r*r
0,1,2,3,4,5,6,:-- e sublinha que: “Esses expoentes sdo chamados logaritmos, 0 que sédo
numeros artificiais, de tal modo que a adicao e a substracao destes correspondem a multiplicacéo

e a divisao dos numeros naturais” (Cajori, 1913, p. 37). Segundo Trompler (2002), esta é
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provavelmente a primeira vez, na época moderna, que os logaritmos sdo definidos como sendo
expoentes. Em 1694, John Bernoulli e Leibniz discutiram, por meio de cartas, a construcao da
representacédo grafica das curvas exponencial-poténcias x* = y (Cajori, 1913). Bernoulli, através
de uma construcao geométrica e da definicdo moderna do logaritmo, mostrou que a curva
logaritmica é interligada a equacdo a* = y, onde x é o logaritmo de y na base a. Ele omitiu
mencionar a definicdo moderna dos logaritmos e a propriedade x log x = log y que lhe permitiu
construir a curva. Leibniz respondeu-lhe com ambas as equacdes x* = y e x log x = log y para

completar o trabalho do seu colega (Cajori, 1913).

2.2.1.6. O problema dos logaritmos de nimeros negativos

Durante os séculos XVII e XVIII, os matematicos estavam, em geral, reticentes em trabalhar
com numeros negativos e mais particularmente com numeros imaginarios. Propriedades e
operacdes com esses numeros deviam ser meticulosamente demonstradas de modo que fossem
aceites pela comunidade cientifica (Cajori, 1913). Este conflito entre os matematicos e esses
numeros sobressai através de uma correspondéncia entre Leibniz e Bernoulli que se iniciou em
1712 sobre o logaritmo de nimeros negativos. Leibniz afirmava num artigo publicado nesse ano
que —1 nao tinha um logaritmo real, mas sim imaginario. Ele ja tinha abordado esse assunto com
Bernoulli através de uma carta, antes da publicacao do artigo, e este nao concordava com a
demonstracéo. Dai, nasceu uma discussao epistolar sobre a existéncia de logaritmos de nimeros
negativos e que somente viu uma conclusao definitiva com os resultados apresentados por Euler
em 1749 (Cajori, 1913). Efetivamente, Leibniz e Bernoulli ndo conseguiam chegar a um acordo
em relacdo ao logaritmo de um numero negativo. Leibniz insistia que log(—x), onde x é um
numero positivo, ndo existia, enquanto Bernoulli afirmava que log(—x) = log(x) e que
log(—1) = 0. Entretanto, Roger Cotes, matematico inglés, estabeleceu em 1714 a seguinte
relacéo i = log(cos ¢ + isin @) a partir da area descrita por um quarto de uma elipse girando
a volta de um dos seus eixos, mas sem fornecer qualquer explicacao ou significado ao logaritmo
desse numero imaginario (Cajori, 1913; Trompler, 2002).

Ainda acerca dos logaritmos de nimeros negativos, D'Alembert partilhava a mesma nocao
que Bernoulli, isto ¢, que log(—x) = log(x) (Boyer & Merzbach, 2011). Em 1747, Euler
demonstrou rigorosamente a D'Alembert que o logaritmo de numeros negativos é puramente
imaginario. A partir da formula geral de um nimero complexo (designada por formula de Euler)

e® = cos + isin6, onde B é um angulo qualquer em radiano, Euler mostra que, como e'™ =
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—1, entdoIn(—1) = im, e, logo, chega-se & concluso acima escrita. Em 1749, Euler vai por fim
a controvérsia inicialmente gerada por Leibniz e Bernoulli ao publicar demonstracdes rigorosas
(Boyer & Merzbach, 2011; Euler, 1751). Um resultado fundamental desta publicacdo mostra que
qualquer numero complexo possui uma infinidade de logaritmos. Além do mais, Euler, no seu
Elements of Algebra, publicado em 1770, descreve nitidamente a teoria dos logaritmos e
implementa a sua definicdo moderna:

Retomando a equacdo a? = ¢, devemos comecar por notar que, na doutrina dos

Logaritmos, assumimos a base a, um numero escolhido arbitrariamente, e supomos

que esta base preserva invariavelmente o seu valor assumido. Isso sendo

estabelecido, escolnemos o expoente b tal que a potencia a® torna-se igual ao
numero c; neste caso, o expoente b é o logaritmo do nuimero c. (p. 63)

A definicao publicada por Euler é a definicao utilizada atualmente nas metas curriculares de
Matematica (Ministério da Educacao e Ciéncia, 2015). Em paralelo, a nocdo de funcédo foi-se
desenvolvendo com grandes nomes da Matematica e de outras areas cientificas, nomeadamente
a Fisica e a Termodinamica (Ponte, 1990). De Newton com a designacéo de variavel dependente
a outra quantidade, passando por Leibniz com a introducdo dos termos ‘funcdo’, ‘constante’,
‘variavel' e ‘parametro’, até Fourier e Dirichlet com a distincdo da representacdo grafica da
expressdo analitica, o que seguiu para a formulacdo da definicdo como tal a conhecemos
atualmente. O conceito de funcéo foi evoluindo e aperfeicoado para responder a necessidade de

estudar problemas concretos do nosso mundo (Ponte, 1990).

2.2.1.7. O lugar dos logaritmos nos programas atuais

No Programa e Metas Curriculares Matematica A (Ministério da Educacéo e Ciéncia, 2015)
em vigor, os logaritmos e as funcdes logaritmicas fazem parte do dominio de contetdo “Funcdes
Exponenciais e Funcdes Logaritmicas (FEL)” do 12.°. Neste, sdo abordados os seguintes
conteudos: Juros compostos e niimero de Neper®; Funcdes exponenciais; Funcdes logaritmicas;
Limites notaveis; Modelos exponenciais. O programa sugere comecar o dominio “Funcdes
Exponenciais e Funcdes Logaritmicas” com o calculo de juros compostos, através de resolucao de
problemas, para introduzir ao aluno o numero de Neper e. Em seguida, vem o estudo das
propriedades (monotonia; continuidade; limites; propriedades algébricas) da funcdo exponencial

de base a # 1 definida nos nimeros racionais pela expresséo f(x) = a*, a > 0. Segue a

: Em Portugal, usa-se o nome Neper em vez do nome original Napier.
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extensao ao caso real e a definicdo das funcdes exponenciais de base a # 1 com determinadas
passagens ao limite e admitindo alguns resultados ‘intuitivos’, sem prova, assim que as suas

propriedades. E estudada a funcdo exponencial natural de base e e a relacdo com o limite da

n
sucessao de termo geral (1 + %) ,Xx € IR. Por fim, é proposto o calculo da derivada da funcéo
exponencial através do limite notavel lirré eT_l que é admitido (Ministério da Educacao e Ciéncia,
X—

2015).

A funcao logaritmica de base a # 1 é introduzida como bijecao reciproca da funcao
exponencial de base a # 1. Define-se da mesma forma o logaritmo decimal e o logaritmo
neperiano. Em seguida, estabelecem-se a monotonia, o sinal, os limites e as propriedades
algébricas das funcdes logaritmicas através das propriedades das funcdes exponenciais e da
bijecdo. Estuda-se o calculo das derivadas das funcoes logaritmicas e da funcdo a*, a >0 e a
derivada da funcao x%, a real, x > 0 (Ministério da Educacéo e Ciéncia, 2015).
ex In x

x

O programa ainda sugere o estudo dos limites notaveis lim —e lim — , que comparam

x—00 X X—00
o crescimento polinomial com o crescimento exponencial e logaritmico. Também é sugerido a
resolucdo de problemas envolvendo o estudo de funcdes definidas a partir de funcdes exponenciais
e logaritmicas (Ministério da Educacéo e Ciéncia, 2015).

No que toca ao conteudo “Modelos Exponenciais”, ¢ estudado a equacao f' = kf, k € R,
assim que as suas solucdes, como 0 modelo matematico que se ajuste melhor a evolucao de
algumas populacdes, a temperatura de um sistema ou ao decaimento de uma substancia
radioativa. Ainda é proposto a resolucéo de problemas de aplicacéo, envolvendo a equagéo f' =
kf, k € R. Porém, este conteudo n&o faz parte das Aprendizagens Essenciais e o estudo das
funcdes logaritmicas através de problemas concretos de modelacdo é omitido (Ministério de
Educacao, 2018). Para além disso, o NCTM sugere que os alunos devem manipular escalas de
medidas nao lineares, nomeadamente a escala logaritmica, com intuito de compreender como
estas escalas permitem analisar dados e construir modelos matematicos fundamentais na

representacdo de fenomenos reais (NCTM, 2000).

2.2.2. A modelacdo matematica

Esta seccdo trata de, a luz da literatura, definir o conceito de modelacado matematica,
averiguar as dificuldades que os alunos podem encontrar perante uma atividade de modelacdo e

evidenciar a profunda ligacao que existe entre as funcdes, em particular as funcdes exponenciais
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e logaritmicas, e a modelacdo de fendmenos reais. Por ultimo, pretende-se investigar as eventuais
dificuldades que os alunos podem sentir no estudo destas funcdes e se estas podem ser

ultrapassadas através de tarefas de modelacao.

2.2.2.1. O que é a modelacdo matemética?

Nos ultimos anos, a utilizacdo de modelos matematicos no ensino e na aprendizagem de
disciplinas cientificas foi consideravelmente abordada por inumeraveis autores (Carrejo &
Marshall, 2007; Hestenes, 2010; Lesh & Fennewwald, 2010; Niss, 2010; Stillmann et al., 2017).
Existem imensas ligacOes entre a Matematica e o mundo real e estas podem afetar o seu ensino
e a sua aprendizagem (Barbosa, 2009; Blum, 2002). Consequentemente, muitos interessaram-se
do papel e do impacto da modelacado matematica no ensino de todos os anos de escolaridade
(Burkhardt, 2006; English & Watters, 2005; Stillman et al., 2007). Porém, importa analisar na
literatura como a modelacdo matematica favorece o desenvolvimento de competéncias na
formacdo dos alunos. O primeiro impasse natural a ultrapassar é de definir modelacao
matematica. Antes de tudo, convém esclarecer a distincao entre a matematica aplicada e a
modelacdo matematica. Segundo varios autores (Blum, 2002; Stillman et al. 2007), a matematica
aplicada foca-se na utilizacdo de ferramentas matematicas numa determinada situacdo real. A
modelacdo matematica foca-se, por sua vez, no sentido reciproco, ou seja, perante um problema
concreto, que ferramentas matematicas me podem ajudar a solucionar esse problema. A
modelacao matematica é entdo um processo de resolucao de problemas de contexto real. No
entanto, o intuito da modelacdo matematica pode ser interpretado de diversas maneiras. Alguns
autores interpretam a modelacdo matematica como um vetor motivador na introducao, no
desenvolvimento ou na consolidacado de conhecimentos e aprendizagens matematicas (Barbosa,
2009). Outros interpretam-na como uma abordagem puramente educacional com objetivo de
desenvolver a capacidade dos alunos a resolver problemas concretos (Galbraith & Stillman, 2006).
Apesar de serem interpretacoes diferentes, elas nao sao dissociadas. Ao abordar um problema de
modelacdo matematica focando-se nos processos de resolucdo, pode-se atingir objetivos de
aprendizagens de determinados conteudos (Barbosa, 2009; Galbraith & Stillman, 2006).

Para resolver um problema de modelacao matematica, € necessario compreender e
interpretar o contexto da situacéo em jogo. Para esse efeito, pode-se, se possivel, coletar dados,
descrever e compreender relacoes e padrdes entre grandezas, de modo a traduzir toda essa

informacdo em linguagem matematica (Blum, 2002). Essa estrutura matematica é designada por
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modelo matematico (Blum, 2002; Lesh & Fennewwald, 2010; Larson et al., 2010). Lesh e Doerr
(2003) definem os termos modelo e modelo matematico da seguinte forma:
Os modelos sao sistemas concetuais (consistindo em elementos, relacdes, operacdes
e regras que governam as interacdes) que sdo expressos usando sistemas de
notacdes externas, e que sdo utilizados para construir, descrever, ou explicar os
comportamentos de outro(s) sistema(s) - possivelmente para que o outro sistema
possa ser manipulado ou previsto de forma inteligente.

Um modelo matemadtico foca-se nas caracteristicas estruturais (em vez de, por
exemplo, caracteristicas fisicas ou musicais) dos sistemas relevantes. (p. 10)

O desenvolvimento de um modelo pode ser feito através de representacdes variadas de
modo a abranger todas as eventuais potencialidades do modelo para responder a uma
determinada situacdo (Lesh & Fennewwald, 2010). Assim, os modelos percorrem diferentes
dimensdes como do concreto para o abstrato, do especifico para o geral, do global para o analitico,
do simples para o complexo, do situacional para o descontextualizado e do intuitivo para o formal
(Lesh & Fennewwald, 2010).

Com um modelo matematico pode-se entdo aplicar ferramentas e métodos matematicos
gue se conhece com intuito de extrair desse modelo resultados matematicos. Por sua vez, esses
resultados devem ser interpretados e validados ao analisar a sua pertinéncia relativamente ao
contexto e objetivo do problema real. Este processo pode ser repetido, desde raiz, na definicdo do
modelo, consoante a sua eficacia como solucdo do problema (Blum, 2002; Stillman et al., 2007).
Numerosos pesquisadores em educacao matematica designam este processo por modelacao
matematica, identificando e definindo as suas fases e transicées numa variedade de diagramas
ou esquemas. Stillman et al. (2007) adaptaram um diagrama de Galbraith e Stillman (2006)

representando o ciclo de modelacao matematica, incorporando o raciocinio envolvido entre cada

fase.
A. Messy real 1 — B. Real 2_. C. Mathematical model _3_> D. Mathematical
world « Wor ld — <4—  Solution
situation problem

statement

g - E. Real world
G. R e F. Revise model or 4= [, Real worl
port Ty Accept solution »  meaning of solution

Figura 9: O processo de modelacéo
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Neste diagrama, identificam-se as letras A-G que representam as diferentes fases do

processo de modelacao e setas a cheio que representam as transicoes entre as diferentes fases:

Compreender, estruturar, simplificar, interpretar o contexto;

Assumir, formular, matematizar;

Desenvolver e explorar matematicamente;

Interpretar resultados matematicos;

Comparar, criticar, validar;

Comunicar, justificar (se 0 modelo for considerado satisfatorio);

Percorrer novamente o processo de modelacdo (se o modelo for considerado
insatisfatorio).

Nooks~wd -

As setas mais finas representam o percurso que a solucdo obtida através do processo de
modelacado deve percorrer de modo a responder ao problema fisico. Observa-se entdo que este
processo nao é unilateral e destaca-se a importancia da autorreflexdo entre as fases (Stillman et
al., 2007). Além do mais, Borromeo Ferri sublinha que ndo é sempre do interesso de o aluno
percorrer todas as fases do ciclo de modelacdo na aprendizagem de contetidos matematicos e

que devemos tentar de adaptar este ciclo ao contexto da sala de aula (Borromeo Ferri, 2006).

2.2.2.2. Dificuldades dos alunos no ciclo de modelacéo

Para além de partilhar uma definicdo do ciclo de modelacao, os autores identificam, a partir
de estudos e dados empiricos, aspetos criticos que podem bloguear os alunos numa determinada
fase. Esses dados foram recolhidos num ambito de aprendizagem de contetdos matematicos
através de problemas de modelacdo e com recurso a ferramentas tecnoldgicas (Galbraith &
Stillman, 2006; Stillman et al., 2007). Possiveis dificuldades que os alunos podem encontrar ao

percorrer o ciclo de modelacao (Stillman et al., 2007, p. 4):

1. Problema confuso do mundo real = enunciado do problema real:
1.1. Clarificar o contexto do problema;
1.2. Elaborar hipoteses e conjeturas simples;
1.3. Identificar grandeza(s) estratégica(s);
1.4. Especificar os elementos corretos da(s) grandeza(s) estratégica(s);
2. Enunciado do problema real = modelo matematico:
2.1. |dentificar variaveis dependentes e independentes para as incluir no modelo
algébrico;
2.2. Perceber que a variavel independente deve ser definida de forma Unica;
2.3. Representar elementos matematicamente para que as formulas possam ser
aplicadas;
2.4. Elaborar hipoteses relevantes;
2.5. Escolher tecnologia/tabelas matematicas para efetuar calculos;
2.6. Escolher tecnologia para automatizar a aplicacao de formulas para varios casos;
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4.

5.

2.7.
2.8.
2.9.

Escolher tecnologia para representar graficamente o modelo;

Optar por utilizar tecnologia para verificar equacoes algébricas;

Perceber que a representacdo grafica de uma funcao pode ser utilizada para
verificar uma equacéo algébrica, mas uma nuvem de pontos nao;

Modelo matematico = solucao matematica:

3.1
3.2.

3.3.
3.4.

3.5.
3.6.

3.7.
3.8.

Aplicar férmulas simbdlicas apropriadas;

Aplicar processos algébricos de simplificacdo para formulas de modo a construir
funcdes mais sofisticadas;

Utilizar tecnologia/tabelas matematicas para efetuar calculos;

Utilizar tecnologia para automatizar a extensado da aplicacdo de féormulas para
Varios casos;

Utilizar tecnologia para produzir representacdes graficas;

Utilizar corretamente as regras de sintaxe de notacdo (seja matematica ou
tecnoldgica);

Verificar o modelo algébrico com recurso a tecnologia;

Obter resultados adicionais para permitir a interpretacdo de solucdes;

Solucdo matematica — Significado concreto da solucao:

4.1.
4.2.

4.3.
4.4.

4.5.

Identificar resultados matematicos com as suas contrapartes no mundo real;
Contextualizar resultados matematicos intermediarios e finais em termos de
situacao real (rotina - versdes complexas);

Integrar argumentos para justificar interpretacoes;

Relaxamento de restricdes anteriores para produzir resultados necessarios para
apoiar uma nova interpretacao;

Perceber a necessidade de envolver matematica antes de abordar uma questao
interpretativa;

Significado concreto da solucdo — rever o modelo ou aceitar a solucao:

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.

5.5.

Reconciliar resultados provisorios inesperados com a situacao real;

Considerar implicacdes reais a partir de resultados matematicos;

Reconciliar aspetos matematicos e reais do problema;

Perceber que existe um limite no relaxamento de restricées que é aceitavel para
uma solucéo valida;

Considerar a adequacao dos resultados globais do modelo a situacao real.

Em estudos cujo foco era de averiguar, perante um problema de modelacdo e com recurso

a tecnologia, a capacidade dos alunos em percorrer o ciclo de modelacédo, baseado no diagrama
de Gilbraith e Stillman (2006), sobressai que uma das principais dificuldades dos alunos é a
compreensao do enunciado e do seu contexto (Gilbraith & Stillman, 2006; Stillman et al., 2007).
Em particular, identificar as grandezas dependentes e independentes em jogo, elaborar e navegar
entre as diferentes possiveis representacées do modelo, assim que a estrutura matematica do
problema real dificulta significativamente as transicoes entre as fases (Gilbraith & Stillman, 2006;
Hubbard, 2003; Shahbari e Tabach, 2020). Além do mais, o uso da tecnologia torna-se primordial
na definicaio do modelo matematico. Estes estudos mostram que os alunos necessitam de

conhecer e perceber as potencialidades das ferramentas tecnologicas que tém a sua disposicao
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de modo a ultrapassar as limitacdes dos processos analiticos usuais (Consciéncia, 2013; Gilbraith
& Stillman, 2006, Ponte, 1995). Por exemplo, perante problemas de modelacdo envolvendo
tabelas de dados, é fundamental o aluno saber realizar folhas de calculos e representacdes graficas
com a calculadora gréfica, sendo esta a ferramenta tecnolégica que Ihe irda acompanhar ao longo
da sua escolaridade (Campos et al., 2015). Logo, o uso da tecnologia esta entrelacado com o ciclo

de modelacéao.

2.2.2.3. As funcbes mateméticas e a modelacdo: origem e dificuldades

A origem do conceito de funcdo tem por raiz o estudo de fenémenos naturais (Michelsen,
2006; Ponte, 1990; Sawalha, 2018). Relacdes e padrdes entre grandezas de fendmenos fisicos
sao estudados de modo a descrever, explicar e prever matematicamente o que nos rodeia. Assim,
uma introducao natural ao conceito de funcdo seria através de uma atividade de modelacéo
matematica. Além do mais, esta perspetiva torna possivel e favorece a interdisciplinaridade entre
a Matematica e outras ciéncias, o que é fundamental na percecdo dos alunos do papel da
Matematica como um conjunto coerente de ferramentas poderosas que permitam lidar com
situacdes reais (Michelsen, 2006; Niss, 1989). No curriculo portugués, uma funcdo é uma
correspondéncia f de um conjunto A para um conjunto B que associa a cada elemento x de A
um elemento unico de B representado por f(x) (Ministério da Educacédo e Ciéncia, 2012).
Segundo Michelsen (2006), os alunos encontram dificuldades em dar significado as funcoes e
sentam a necessidade de as ilustrar com exemplos concretos. Isto mostra a necessidade de dar
relevancia ao estudo de funcdes enquanto modelos de situacoes reais de modo a reduzir o fosso
entre a Matematica formal e a realidade. A modelacdo matematica é entdo fundamental na
aprendizagem e na representacao de funcdes.

As funcdes logaritmicas sao essenciais no calculo infinitesimal e na modelacdo matematica,
pois estas podem ser associadas a diversos fendémenos naturais como, por exemplo, a medida da
amplitude de um sismo através da escala de Richter, uma escala logaritmica (Weber, 2017). Por
esses motivos, a compreensao do conceito de funcéo logaritmica torna-se critica para preparar 0s
alunos a serem capazes de lidar com problemas concretos (Kenney & Kastberg, 2013).
Formalmente e na maioria dos curriculos, a funcao logaritmica é definida como sendo a funcéo
inversa da funcéo exponencial. Isto é, uma funcao logaritmica de base a é definida como y =
log,(x) parax >0ea > 0,b # 1,seesdsex = a”. Consequentemente, para compreender

a funcao logaritmica, os alunos devem compreender a funcao exponencial. Mais precisamente,
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Weber (2002) sugere que os alunos devem compreender a exponenciacdo como “um processo
matematico e as expressdes exponenciais como objetos que sao resultados deste processo” (p.
3). Este autor distingue e define a exponenciacdo como uma ac¢éo e como um processo. Uma
acdo é o facto de repetir transformacdes num objeto de modo a obter outro objeto. No caso da
funcao exponencial, a acdo de a* seria entdo de multiplicar a x vezes. A exponenciacdo como
uma acao é entao limitada aos casos particulares onde o expoente & dado. Um processo € o facto
de refletir e interiorizar uma acdo. Deste modo, os alunos que entendam a exponenciacdo como
um processo podem visualizar, sem efetuar as devidas transformacdes, resultados matematicos
e possivelmente inverter estas transformacdes de modo a obter um novo processo (Weber, 2002).
Assim, os alunos podem raciocinar sobre as propriedades das funcdes exponenciais e das funcdes
logaritmicas. Porém, segundo varios autores (por exemplo, Mulgueeny, 2012; Weber, 2002), uma
das principais dificuldades dos alunos situa-se na percecao do papel da variavel x na funcao
f(x) = a*. Sem ultrapassar esta dificuldade, os alunos estao na incapacidade de aplicar estes
conceitos em situacdes reais (Mulgueeny, 2012).

Analogamente as funcdes exponenciais, parte da compreensao das funcdes logaritmicas
consiste na capacidade de interpretar a notacao e os simbolos em jogo (Kenney & Kastberg, 2013;
Weber, 2017). Na expressao y = log, (x), perceber a dualidade entre o objeto x como sendo
um elemento do dominio da fun¢éo logaritmica e também como o produto de y fatores de a é
um obstaculo para a maioria dos alunos (Weber, 2002). Além do mais, como a notacéo log, x é
relativamente atipica comparada as outras funcdes algébricas, torna-se confuso para a maioria
dos alunos de Ihe associar propriedades e caracteristicas especificas (Kenney & Kastberg, 2013).
Uma falta de compreensdo dos simbolos envolvidos na notacdo das funcdes logaritmicas,
nomeadamente das bases e das diferentes notacées log, x, log x e Inx, pode prejudicar a
aprendizagem das propriedades algébricas destas. Os alunos podem conseguir interpretar as
funcdes lineares, quadraticas e até exponenciais, pois, as suas expressoes algébricas indicam de
uma certa forma qual é o processo que esta subjacente. Porém, a notacdo simbdlica das funcoes
logaritmicas é mais complexa e ambigua (Mulqueeny, 2012). Perante uma equacao logaritmica,
os alunos podem ter tendéncia a ‘cancelar’ os logaritmos de mesma base como se fossem funcdes
polinomiais (Kenney & Kastberg, 2013). Isto mostra que os alunos tém dificuldades em perceber
o0 papel das funcdes logaritmicas como funcdes inversas das funcdes exponenciais. Esta
dificuldade também se faz sentir na representacao grafica destas funcoes, onde alguns alunos as

fazem coincidir com a representacao grafica de funcdes exponenciais (Weber, 2017). Portanto,
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um reforco da dualidade existente entre uma funcao bijetiva e sua inversa através, por exemplo,
da funcdo raiz quadrada e da funcdo quadratica, pode melhorar a aprendizagem das funcdes
logaritmicas (Kenney & Kastberg, 2013). Além do mais, segundo Sawalha (2018), proporcionar
aos alunos tarefas de modelacdo na aprendizagem das funcdes exponenciais e logaritmicas
favorece a estruturacdo e a compreensdo destes conceitos. A autora destaca que, perante um
problema real, os alunos possuem um papel ativo na aprendizagem destas funcoes e conseguem
desenvolver questdes concetuais mais desafiantes. Contudo, ndo se pode minimizar o ensino dito

‘tradicional’, pois este permite desenvolver capacidades de processos analiticos (Sawalha, 2018).

2.2.3. A modelacdo matematica no curriculo escolar

Esta seccao incide sobre as motivacdes para incorporar atividades de modelacdo no
curriculo matematico, evidenciando os seus aspetos benéficos na aprendizagem e no
desenvolvimento dos alunos. Apresenta-se também uma analise dos documentos curriculares
portugueses, passados e atuais, em relacdo a modelacdo matematica. Por fim, demonstra-se que
a modelacdo matematica ¢ de facto uma competéncia matematica fundamental, sendo que esta

favorece de diversas maneiras o desenvolvimento da competéncia matematica dos alunos.

2.2.3.1. Motivagdes para implementar a modelacdo matematica nas metas curriculares

Durante os anos setenta e oitenta, varios estudos apontaram que estudantes formados em
Matematica e recentemente empregados sentiam e mostravam lacunas relevantes
nomeadamente na resolucdo e formulacdo de problemas, na comunicacdo e organizacado de
trabalho em grupo, assim como na avaliacdo e autocritica de resultados encontrados (Houston et
al., 2019). Para colmatar essas lacunas, varios autores colaboraram com intuito de enfatizar o
ensino da modelacao matematica. Assim, com base nas suas experiéncias e nos seus trabalhos,
Berry, Burghes, Huntley, James e Moscardini organizaram a primeira “International Conference
on the Teaching of Mathematical Modelling”, onde se acrescentou mais tarde “and Applications”
(ICTMA) (Houston et al., 2019). Os dois focos dessas conferéncias eram, e ainda sdo, a
Matematica e o ensino da matematica. O objetivo principal dos autores era de implementar
definitivamente a modelacdo matematica nos curriculos, quer do ensino superior, quer do ensino
tradicional (Houston et al., 2019).

Na terceira edicao da ICTMA, em 1987, Niss listou cinco argumentos que demonstram a

necessidade de incorporar a modelacao matematica nos curriculos matematicos (Niss, 1989):
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i. Promover entre os alunos atitudes, atividades e competéncias criativas e de
resolucao de problemas gerais.

ii. Criar, desenvolver e beneficiar um potencial critico nos alunos para o uso (e mau
uso) da matematica em contextos extra-matematicos.

iii. Preparar os alunos para serem capazes de aplicar aplicacdes e modelos em
outras disciplinas de ensino; como individuos ou como cidadaos, no presente ou
no futuro; ou em suas futuras profissoes.

iv.  Estabelecer uma imagem da matematica representativa e equilibrada, das suas
caracteristicas e do seu papel no mundo. Tal imagem tem de abranger todos os
aspetos essenciais da matematica, e da aplicacao da matematica e da modelacao
matematica em outras areas onde se encontra tais aspetos.

v.  Assistir os alunos na aquisicao e na compreensao de conceitos, nocdes, métodos,
resultados e tépicos matematicos, quer para os ampliar, quer para fornecer
motivacao no estudo de determinadas disciplinas de matematica. (p. 6)

Segundo o autor, cada argumento foca-se em aspetos educacionais diferentes, mas ndo
dissociados. O primeiro (i), sugere o uso da modelacdo matematica como vinculo de um objetivo
formativo global: a educacao e o desenvolvimento pessoal dos alunos. O argumento (v), também
possui um aspeto formativo, nomeadamente no que toca as estratégias de ensino, utilizando, mais
uma vez, a modelacdo como vetor principal. Ambos os argumentos (ii) e (iii), focam-se em aspetos
extra matematicos e, logo, na modelacdo matematica como uma componente principal e nao mais
apenas como um veiculo. Com intuito de preparar os alunos para a vida profissional, & primordial
habilitd-los ao uso da Matematica em contextos reais. O argumento (i), sugere a exploracdo da
modelacdo matematica numa vertente mais analitica, critica e passiva, enquanto o argumento (iii),
induz uma postura mais ativa e construtiva. O argumento (iv), foca-se na percecdo dos alunos da
Matematica como um todo coerente e ndo como um fator isolado do mundo (Niss, 1989).

Niss justifica a implementacdo da modelacdo matematica nos curriculos salientado o facto
que a Matematica esta cada vez mais presente na sociedade, nas vidas e nas profissdes de cada
um. Efetivamente, segundo o autor, o ensino tradicional e puramente tedrico da Matematica ndo
permite suficientemente desenvolver nos alunos competéncias e capacidades requeridas para lidar
com a Matematica noutras areas, o que leva novamente aos argumentos (ii) e (iii). Além do mais,
0 uso da Matematica noutras areas pode ter um papel diferente em funcdo da area. Por exemplo,
em muitas areas da Economia, na Biologia, ou em profissdes extra matematicas, a Matematica ¢
aplicada na pratica dessas areas ou profissdes. No entanto, nas areas da Fisica, da Astronomia,
da Economia tedrica e da Engenharia, a Matematica faz parte integrante da formacao. Enquanto
nos primeiros exemplos a Matematica é utilizada para servir a pratica dessas profissdes, nos

segundos exemplos, a Matematica esta intrinsecamente envolvida na pesquisa de solucdes e na
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elaboracao de resultados ligados a essas areas (argumento (ii) e (iii)). No que toca aos profissionais
da matematica, ou seja, matematicos quer na area da pesquisa, quer na da aplicacdo ou quer no
ensino, o papel da Matematica ndo pode ser so reduzido, de modo nenhum, a sua aplicacao em
determinadas areas. Segundo o autor, sendo a Matematica um elemento indispensavel nas suas
atividades profissionais, & primordial que todos os matematicos tenham uma imagem global e
representativa da Matematica como um todo continuo, inclusive a modelacao matematica
(argumento (ii) e (iv)). Com uma perspetiva total e ndo pontual, tedrica da Matematica, Niss
considera que os matematicos s6 podem melhorar nas suas profissdes como também nas suas
funcdes sociais (Niss, 1989). Niss exemplifica trés aspetos que demonstram como a modelacao
matematica pode ser objeto de estudo no ensino da Matematica em qualquer nivel de ensino
(Niss, 1989):

(1) Os alunos podem adquirir conhecimentos de:

(a) modelos e aplicacdes matematicas existentes. Isso pode incluir conhecimentos

de categorias diferentes de modelos, classificados segundo caracteristicas

matematicas como também caracteristicas relacionadas as diferentes areas de

aplicacdo a que os modelos se referem; (b) caracteristicas do processo de

modelacao, quer em geral, quer em relacdo com categorias especificas de modelos.

(2) Os alunos podem criar modelos por si proprios, quer em:

(a) aplicar modelos conhecidos pelos alunos em situacdes que sdo novas para eles,

ou por (b) construir novos (para os alunos) modelos, ou em modificar aqueles ja

conhecidos.

Finalmente, (3) os alunos podem analisar e avaliar de forma critica os modelos, ja

existentes ou modelos que construiram por si préprios, em relacao:

(a) as suas propriedades matematicas (estudo dentro do modelo), ou (b) as

propriedades, qualidades e bases de justificacdo do modelo como representacdes de
determinado segmento da realidade. (pp. 21-22)

Segundo o autor, como a modelacdo matematica permite estimular um potencial critico nos
alunos perante o uso da Matematica em contextos da vida real (argumento (ii)), é incontestavel
que o aspeto (3) deve ser incorporado nos curriculos matematicos em todos os niveis de ensino.
No entanto, para os alunos poderem analisar e avaliar modelos, & necessario que possuem algum
conhecimento dos modelos em estudo. Logo, o aspeto (3) tem de ser implementado nos curriculos
matematicos em todos os niveis conjuntamente com o aspeto (1). Além do mais, ja foi discutido
aqui que os alunos devem manipular e criar modelos matematicos em contextos reais de modo a
se preparar para a sua futura vida profissional, o que justifica a incorporacao do aspeto (2) nos
curriculos matematicos. Deste modo, conclui-se que todos os aspetos definidos pelo autor

permitem legitimar a implementacao da modelacédo matematica nos curriculos em todos os niveis
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de ensino. No entanto, o autor sublinha que nem todos esses aspetos devem estar presentes
uniformemente nos diferentes niveis. Pode-se imaginar que o aspeto (1) seria mais presente no
Ensino Basico com, por exemplo, a introducao da proporcionalidade direta/inversa com problemas
especificos, enquanto o aspeto (2) seria mais abordado no Ensino Secundario e Superior, pois
necessita que o aluno ja possua algum background matematico mais robusto. Por fim, Niss
salienta que o principal objetivo da modelacdo matematica nos curriculos matematicos é de servir
0s objetivos da educacdo matematica de forma geral, e, logo, de servir os objetivos da educacao
em preparar os educandos para serem cidadaos respeitosos e promover o desenvolvimento
pessoal de cada um (Niss, 1989).

Na mesma altura, o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), no relatorio
Curriculum and Evaluation Standars for School Mathematics (Owens, 1988), discute o curriculo
norte-americano em vigor e de possiveis alteracées nos contetdos, quer no Ensino Basico, quer
no Ensino Secundario. Neste, destaca-se a adicdo da modelacdo matematica no estudo da
Algebra, da Geometria, da Trigonometria e das funcdes no curriculo do Ensino Secundario.
Efetivamente, no estudo da Algebra, o relatorio sugere, e enfatiza, a resolucdo de problemas do
mundo real com intuito de motivar os alunos. A mesma sugestao encontra-se no que toca ao
estudo da Geometria e da Trigonometria, mas desta vez acrescentando também a construcao de
modelos e aplicacdes matematicas realistas. No estudo das funcdes, o relatério realca que o
curriculo deve dar énfase a ligacdo entre o contexto do problema, o seu modelo e, logo, a sua
expressdo analitica, assim que a sua representacao grafica. A construcao de funcdes que modelam
problemas reais deve ser considerada no estudo das funcdes. De uma forma geral, o relatorio
mostra o desejo de implementar problemas envolvendo situacoes da vida real em todos os anos
de escolaridade, criticando assim a presenca invasiva dos problemas tedricos no ensino da
Matematica. Finalmente, segundo o NCTM, um dos pressupostos fundamentais do ensino da
Matematica é que esta deve ser estudada pelos alunos como um todo continuo e dinamico que
ocupa um lugar essencial no nosso quotidiano, o que vai ao encontro das ideias de Niss (Owens,
1988).

Mais tarde, no ano 2000, o NCTM publicou uma obra de referéncia no que toca ao ensino
da matematica. Os Principles and Standards for School Mathematics (Principios e Normas para a
Matematica Escolar) tém por intuito ser um recurso e uma orientacao para todos aqueles que sao
responsaveis na educacdo matematica dos nossos alunos. Segundo o NCTM, os curriculos

matematicos devem focar-se em topicos e processos matematicos que demonstrem a
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interdisciplinaridade e a versatilidade da Matematica. Seria entao imperativo mostrar aos alunos
que a Matematica é essencial na modelacdo e na predicdo de fenomenos reais (NCTM, 2000).
Realca-se que a compreensao conceitual, isto €, a capacidade de conhecer, compreender e
interligar ideias matematicas como um todo (NRC, 2001), é fundamental na resolucdo de
problemas. Contudo, com o avanco predominante da tecnologia e da informatica, o foco do papel
do aluno na resolucéo de problemas ja nao se situa nos calculos, mas sim nos processos de
resolucdo. No estudo da Algebra, o NCTM sugere a implementacdo, em todos os niveis de ensino,
de modelos matematicos na representacao e na compreensao de relacées quantitativas, sendo
que estes podem ser representados por expressoes algébricas. Realca-se que os alunos devem ter
um contacto gradual com a modelacado de fendmenos reais ao longo dos anos de escolaridade,
evoluindo em funcdo dos conhecimentos adquiridos (NCTM, 2000). No que toca ao estudo da
Geometria, encontra-se as mesmas sugestdes do que anteriormente, dado énfase ao uso da
tecnologia na resolucdo de problemas, sendo que esta permite visualizar diversos modelos
geomeétricos no plano ou no espaco. Segundo o NCTM, a modelacdo matematica permite ter uma
perspetiva de um fendomeno do mundo real através de uma determinada representacao; e um
modelo matematico € uma representacdo matematica de elementos e de relacées numa versao
ideal de um fenémeno complexo.

Ao longo dos anos, os alunos devem ter a oportunidade de poder modelar fenomenos
fisicos, sociais e matematicos com diversas representacdes. Por exemplo, nos primeiros anos, 0s
alunos podem utilizar diferentes materiais para representar e construir modelos envolvendo a
adicdo e a subtracdo. Do 3.° ano ao 5.° ano, os alunos podem usar representacdes para modelar
e tentar interpretar padrdes quantitativos. Os alunos do 2.° e 3.° ciclo aprendem a usar variaveis
para representar incognitas e a usar equacoes, tabelas, graficos para analisar relacdes entre elas,
0 que é essencial na resolucao de problemas de modelacao (Leitdo & Cangueiro, 2007; NCTM,
2000). No Secundario, o leque dos fenomenos estudados amplia-se as outras disciplinas, quer
sociais, quer cientificas. Os alunos devem ter oportunidades de construir, interpretar e desenvolver
modelos baseando-se nos conhecimentos adquiridos no estudo das Funcdes. O leque de funcdes,
e as suas representacoes, abordadas no Ensino Secundario proporciona aos alunos ‘um meio
poderoso e versatil' que lhes permite descrever e analisar numerosos fenomenos (NCTM, 2000).
Além do mais, o acesso a laboratdrios informaticos e a calculadora grafica favorece a construcéo
de modelos e a sua analise numa diversidade de situacdes. O estudo da modelacao matematica

pode ser feito através da analise de dados fiaveis, gerados pelos alunos se possivel, e da exploracao
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das caracteristicas, das propriedades e das limitacbes do melhor modelo que se ajusta aos dados

(NCTM, 2000).

2.2.3.2. A modelacdo matematica nos curriculos portugueses

A nivel nacional, encontra-se uma tentativa de implementacao dos pressupostos presentes
quer no trabalho de Niss, quer na obra de referéncia do NCTM. Efetivamente, ja no programa de
Matematica do 3.° ciclo homologado em 1990, sobressai no estudo das Funcdes que estas
permitem “descrever e estudar o comportamento de certos fendmenos, tanto do quotidiano como
da Matematica, da Fisica, da Geografia, e da Economia” (Ministério da Educacéo, 1990, p. 7).
Realca-se ainda que os alunos devem trabalhar com modelos simples envolvendo situacdes e
relacdes da vida corrente de forma a explorar novas situacdes. No estudo da Estatistica, encontra-
se que 0s alunos devem ter a possibilidade de recolher e trabalhar com dados fidveis, respeitantes
a situacdes reais. Ndo se encontra nitidamente as palavras ‘modelacdo’ ou ‘modelacéo
matematica’ neste documento, apenas fala-se de modelos, sem definicdo concreta do que &, nos
contetdos do estudo das Funcdes. No entanto, o estudo da modelacao matematica esta
claramente evidenciado neste programa, nomeadamente no que toca a resolucao e interpretacao
de problemas reais.

No programa de Matematica A do Ensino Secundario homologado em 2001/2002, apos
uma breve apresentacdo da abordagem da disciplina e dos seus conteudos, realca-se que

0 ensino de todos estes temas tem de ser suportado em atividades propostas a cada

estudante e a grupos de estudantes que contemplem a modelacao matematica, o

trabalho experimental e o estudo de situaces realistas sobre as quais se coloquem

questdes significativas e se fomente a resolucdo de problemas nédo rotineiros.

(Ministério da Educacédo, 2001, p. 2).

Isto €, a modelacao matematica nao deve ser lecionada como um tema distinto, mas sim
como uma componente transversal a todos os temas, apoiando o estudo e a compreensao destes.
Portanto, a analise, a interpretacéo e a resolucao de problemas da vida real identificando modelos
matematicos torna-se uma capacidade fundamental que os alunos devem desenvolver ao longo
do Ensino Secundario. Neste documento, encontra-se entao os alicerces do estudo da modelacao
matematica na escola apresentados no Principles and Standards for School Mathematics e
discutido por Niss. Sobressai também uma definicao de modelo matematico que, segundo os

autores deste programa, € “uma descricdo matematica do mundo real” (Ministério da Educacao,

2001, p.11), o que vai ao encontro da literatura (Blum, 2002; Lesh & Doerr, 2003). Em suma, a
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modelacdo matematica deve ser abordada como uma ferramenta essencial para utilizar a
Matematica na descricao de situacdes reais, sendo esta incontornavel na investigacao de
problemas relacionados com as outras disciplinas cientificas (Ministério da Educacdo, 2001). Além
do mais, a modelacdo matematica na sala de aula é intrinsecamente ligada a tecnologia. O uso
das calculadoras graficas, de sensores e dos computadores propicia 0 percurso dos alunos nas
diferentes fases do processo de modelacdo matematica (Gilbraith & Stillman, 2006).
Consequentemente, encontra-se nos trés anos do Ensino Secundario, no estudo das Funcdes,
nomeadamente as funcdes trigonométricas, exponenciais e logaritmicas, indicacdes
metodoldgicas que envolvem a utilizacdo das potencialidades da calculadora grafica e, logo, da
modelacao matematica evidenciando, sempre que possivel, a sua importancia no nosso quotidiano
(Ministério da Educacao, 2001).

No programa de Matematica do Ensino Basico homologado em 2007, que é uma
atualizacdo e reajustamento do programa de Matematica para o ensino basico de 1990, destaca-
se de seguida a incorporacao da modelacao matematica na resolucdo de problemas. Evidencia-se
a profunda ligacdo da Matematica com as outras ciéncias, nomeadamente na elaboracdo de
modelos matematicos na procura de respostas a problemas concretos (Ministério da Educacao,
2007). Os autores definem duas finalidades orientadoras do ensino da Matematica para o Ensino
Basico, sendo estas: “Promover a aquisicdo de informacdo, conhecimento e experiéncia em
Matematica e o desenvolvimento da capacidade da sua integracao e mobilizacao em contextos
diversificados”; “Desenvolver atitudes positivas face a Matematica e a capacidade de apreciar esta
ciéncia” (Ministério da Educacdo, 2007, pp. 5-6). Em ambas as finalidades, encontram-se
capacidades relacionadas diretamente com a modelacdo matematica, nomeadamente a
“capacidade de analisar informacao e de resolver e formular problemas, incluindo os que envolvem
processos de modelacdo matematica” e a “capacidade de reconhecer e valorizar o papel da
Matematica nos varios sectores da vida social e em particular no desenvolvimento tecnologico e
cientifico” (Ministério da Educacdo, 2007, p.3). A semelhanca da obra do NCTM, os autores
realcam que os alunos devem ser capazes de trabalhar com representacoes diversas de modo a
construir, interpretar e analisar modelos matematicos, quer abstratos, quer reais. Na analise dos
conteudos dos temas matematicos abordados pelo programa, contempla-se uma progressao
gradual da modelacao matematica no estudo desses temas a medida que avancamos nos anos
de escolaridade, o que vai ao encontro da literatura (NCTM, 2000; Niss, 1989), sendo o auge

atingido no 3.° ciclo. Efetivamente, o estudo das funcdes é aprofundado no 3.° ciclo,
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nomeadamente com as funcdes de proporcionalidade direta e a introducdo das funcdes de
proporcionalidade inversa e quadraticas. O estudo dessas funcdes e das suas propriedades
permitem explorar tarefas de modelacéo de contexto real com intuito de introduzir conceitos novos
ou de consolidar procedimentos algébricos. Por esses motivos, os autores incorporam a
modelacdo matematica como um dos objetivos principais de aprendizagem dos alunos do 3.° ciclo
(Ministério da Educacao, 2007).

O programa de Matematica do Ensino Basico é atualizado e harmonizado em 2012. Neste,
a modelacdo matematica mantém-se como uma das finalidades do ensino da matematica,
realcando que os alunos devem ser capazes de relacionar conceitos matematicos na resolucao de
problemas em contexto de modelacdo em outras disciplinas do curriculo do Ensino Basico
(Ministério da Educacdo e Ciéncia, 2012). Contudo, na leitura dos contetidos abordados pelo
programa, a modelacdo matematica ndo é referida, quer na interpretacdo, na construcdo ou na
analise de modelos, quer na resolucao de problemas. Para completar o programa, e em direta
articulacdo com o Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatoria, as Aprendizagens
Essenciais (AE) evidenciam que os alunos devem, ao longo da sua escolaridade, desenvolver a
capacidade da utilizacdo da Matematica em contextos matematicos e ndo matematicos (Ministério
da Educacdo, 2018). Assim, na leitura das AE do 7.°, 8.° e do 9.° ano, destaca-se que o estudo
da Geometria, da Algebra e das Funcdes deve ser contemplado por modelacdo matematica de
modo a satisfazer e corresponder as expetativas e exigéncias do Perfil dos Alunos a Saida da
Escolaridade Obrigatdria (Ministério da Educacao, 2017).

No programa de Matematica A do Ensino Secundario que entrou em vigor em 2015/2016,
0s autores dao especial relevancia a modelacao e a aplicacao da Matematica ao mundo real.
Iniciam por enfatizar a importancia da Matematica na resolucdo de problemas envolvendo
fendmenos naturais. Os autores também referem que se deve ter um especial cuidado na
utilizacao de modelos matematicos, nomeadamente na sua construcao e nas grandezas em jogo,
com receio de “transmitir aos alunos uma visdo deturpada de como se pode, de facto, aplicar
corretamente a Matematica ao mundo real” (Ministério da Educacéo e Ciéncia, 2015, p. 5). No
entanto, na leitura dos conteudos abordados pelo programa, observa-se que a presenca da
modelacado matematica é pobre relativamente aos documentos curriculares mais antigos. Por
exemplo, observa-se, no 10.° ano, no estudo das funcdes, que os alunos devem resolver problemas
envolvendo a construcao, a analise e a interpretacdo de modelos de situacdes reais. Porém, no

11.° ano, ja nao se encontra a resolucao de problemas de modelacdo, o que é absurdo, pois 0s
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alunos adquirem nesse mesmo ano o conceito de derivacao, conceito que se pode ligar as diversas
situacdes concretas e nomeadamente a area da Fisica. No 12.° ano sao introduzidas as funcdes
exponenciais, logaritmicas e trigonomeétricas. Todas estas funcdes sao propicias ao estudo de
problemas de modelacdo matematica, pois elas estdo intrinsecamente ligadas a fendémenos
naturais como, por exemplo, a evolucdo de uma populacdo de bactérias para as funcoes
exponenciais, a escala de Richter para as funcdes logaritmicas e os osciladores harmonicos para
as funcdes trigonomeétricas (Sawalha, 2018; Weber, 2017). O programa prevé um capitulo
dedicado a modelos exponenciais onde os alunos terdo de trabalhar com equacdes diferenciais de
primeira ordem cujas solucdes sdo funcdes exponenciais. Os alunos devem entdo saber e
reconhecer a equacao diferencial: f' = kf, saber que esta modela, por exemplo, a evolugéo de
uma substancia radioativa e justificar, sem ter o conhecimento do conceito de primitiva, que as
solugdes séo as fungées da forma f(x) = ce**, onde ¢, k € R. Portanto, perante um problema
real, ndo é exigido aos alunos analisar dados e construir um modelo exponencial que se ajuste
melhor a situacdo, mas somente colocar a expressao da solucdo que decoraram e identificar os
coeficientes consoante os dados do enunciado. Esta aplicacao da modelacado matematica é muita
redutora, contradiz a literatura e torna-se incoerente relativamente as metas curriculares
anteriores, quer do Ensino Basico, quer do Ensino Secundario (Niss, 1989; Sawalha, 2018). Além
do mais, no programa de Matematica B do 11.° ano, observa-se uma forte presenca da modelacao
matematica no estudo das funcdes trigonomeétricas, exponenciais e logaritmicas. Efetivamente,
pretende-se com este programa que os alunos sejam capazes de elaborar “modelos para situacoes
reais utilizando diversos tipos de funcdes” (Ministério da Educacao, 2002, p. 3). Da leitura das AE
do 11.° ano da Matematica B homologado em 2018, sobressai o estudo das funcdes como modelo
de fendmenos reais e a relacdo destes com as outras disciplinas, o que vai ao encontro da ideia
geral do programa associado (Ministério da Educacéo, 2018). No que toca as AE do 10.°,do 11.°
e do 12.° de Matematica A, a modelacdo matematica faz parte dos temas transversais, que servem
de apoio aos temas principais. Consequentemente, destaca-se dos contetidos das AE a resolucao
de problemas de modelacao matematica, quer no estudo da Algebra, da Geometria e das Funcdes,
nos trés anos de escolaridade. No entanto, nos contelidos abordados no estudo das funcdes
exponenciais e logaritmicas, a modelacdo matematica nao é referida (Ministério da Educacao,
2018).

Além de ter em conta os documentos curriculares anteriores, os autores consideraram

avaliacdes internacionais em que Portugal participa na concecdo das Metas Curriculares e
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Programa de Matematica do Ensino Secundario, nomeadamente o Programme for International
Student Assessment (PISA) e o Trends in Intemacional Mathematics and Science Study — TIMSS
Advanced 2008 Assessment Frameworks (TIMSS-Advanced) (Ministério da Educacéo e Ciéncia,
2015). O PISA permite medir a capacidade de ler, os conhecimentos matematicos e cientificos e
as competéncias de alunos de 15 anos para enfrentar os desafios da vida real. O TIMMS-Advanced
consiste num estudo internacional de avaliacdo de desempenho de alunos do 4.° ano e 8.° ano
de escolaridade a Matematica e Ciéncias. Sendo que o PISA averigua as competéncias e 0s
conteudos curriculares essenciais para que alunos de 15 anos sejam devidamente preparados,
socialmente e profissionalmente, para a vida, considero que este documento se ajuste melhor ao
corpo deste subcapitulo. Segundo os autores, é primordial desenvolver nos alunos a capacidade
de raciocinar matematicamente e de usar a matematica para “descrever, explicar e prever
fendmenos”, salientado o facto que estes devem vivenciar experiéncias enriquecedoras de
contextos variados durante a sua escolaridade (OECD, 2019). Na definicdo de literacia matematica
do PISA, os autores dao especial relevancia aos verbos “formular”, ‘utilizar’ e ‘interpretar’ assim
como na modelacdo matematica. Os autores ainda realcam que as fases que compdem o ciclo de
modelacao fazem parte integrante do desenvolvimento da capacidade de resolucao de problemas
dos alunos, embora estes nao precisem de percorrer todas estas fases, como referem numerosos
autores (por exemplo, Shahbari & Tabach, 2020; Stillman et al., 2007). Com ‘formular’, os autores
referem-se a capacidade de identificar situacées que podem ser traduzidas por modelos
matematicos, fornecendo assim ao problema real uma estrutura matematica que pode ser
analisada, interpretada e resolvida através de procedimentos analiticos e tecnologicos (OECD,
2019). Com ‘utilizar’, é enfatizada a capacidade do individuo de aplicar conceitos, conhecimentos
e procedimentos matematicos na resolucdo de problemas de modo a tirar conclusdes puramente
matematicas. Assim, os alunos devem explorar modelos matematicos através, sempre que
possivel, de ferramentas matematicas e tecnoldgicas, para identificar relacdes e padroes entre as
variaveis. Com ‘interpretar’, os alunos devem ser capazes de, perante um problema de modelacéo,
refletir sobre os resultados matematicos, traduzi-los de volta no contexto real do problema e

averiguar se estes sao pertinentes relativamente ao contexto.

2.2.3.3. A modelacdo matematica enquanto competéncia matematica incontornavel

Em todos os documentos de referéncia que foram analisados, reflete-se sobre as

competéncias que os alunos devem adquirir durante a sua escolaridade. Segundo Niss e Hgjgaard
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(2019), a competéncia matematica é a capacidade de um individuo a responder com prontiddo e
perspicacia a qualquer tipo de desafio matematico em determinadas situacdes (Niss & Hajgaard,
2019). Os autores salientam a diferenca entre a competéncia matematica e uma competéncia
matematica, sendo a ultima a capacidade de um individuo de responder com prontidao e
perspicacia a um tipo de desafio matematico especifico. Ou seja, a competéncia matematica é
uma unido de competéncias matematicas (Niss & Hgjgaard, 2019). Para definir esses
subconjuntos de competéncias matematicas, os autores realcam que estes devem satisfazer a
integralidade das atividades matematicas. Uma atividade matematica é uma atividade cujo
proposito seja de “fazer e responder perguntas na ou por meio da matematica” (Niss & Hojgaard,
2019, p. 14). Com base em tais pressupostos, os autores definem quatro competéncias que sdo
essenciais para se envolver eficientemente numa atividade matematica: o pensamento
matematico fundamental; elaborar e resolver problemas matematicos; lidar com modelos e
modelacdo matematica; raciocinar matematicamente (Niss & Hgjgaard, 2019). Para além disso,
o dominio da linguagem, de construcdes e de ferramentas matematicas permitem elevar o
desempenho na realizacdo de atividades matematicas, o que os autores traduzem com mais
quatro competéncias: lidar com representacées matematicas; lidar com simbolos e o formalismo
matematico; comunicar em matematica; lidar com recursos materiais; e ferramentas
matematicas. Os autores sublinham que todas estas competéncias sdo distintas, mas longe de
serem dissociadas. Por esse motivo, decidi dar especial relevancia a trés competéncias que
considero fundamentais para a modelacdo matematica: lidar com modelos e modelacao
matematica; lidar com representacées matematicas; lidar com recursos materiais e ferramentas
matematicas. A primeira foca-se na capacidade de construir modelos matematicos, assim como
analisar e avaliar modelos ja definidos, tendo em conta uma diversidade de fatores exteriores como
os dados, os factos, as propriedades e o contexto da situacdo. Logo, a capacidade de articular
com as diferentes fases do processo de modelacdo esta incluida nesta competéncia (Stillman et
al., 2007). A competéncia de lidar com diferentes representacdes matematicas consiste na
capacidade de interpretar e traduzir objetos, fendmenos, correspondéncias e processos
matematicos numa variedade de representacdes equivalentes, tendo em conta as vantagens e as
limitacdes de cada uma, na realizacdo de uma atividade matematica. Como ja vimos aqui, a
elaboracao, a analise e a interpretacdo de modelos é diretamente ligada com a manipulacao de
representacdes matematicas (Michelsen, 2006; NCTM, 2000; Shahbari & Tabach, 2020). Por

ultimo, a utilizacao da tecnologia como recurso construtivo e critico na realizacao de uma atividade
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matematica é essencial. Esta competéncia também consiste em ter em conta as vantagens e as
limitacdes dessas ferramentas matematicas de modo a utiliza-las oportunamente em funcéo da

atividade matematica (Niss & Hgjgaard, 2019).

2.3. Estratégias de intervencao

Esta seccdo pretende especificar, numa primeira parte, as metodologias de ensino e de
aprendizagem que implementei na minha acdo pedagodgica e, numa segunda parte, as estratégias

de avaliacao desta acao.

2.3.1. Metodologias de ensino e de aprendizagem

Na procura de promover e valorizar a participacao do aluno no processo de ensino e de
aprendizagem dei especial relevancia na minha intervencdo pedagogica aos momentos de
discussao com os alunos na introducao e na sistematizacdo de tdpicos das funcdes logaritmicas.
Tive o cuidado de, sempre que possivel, proporcionar aos alunos um papel ativo na aprendizagem
destas funcdes. As tarefas que propus aos alunos foram elaboradas com base nestas linhas
orientadoras. Como as tarefas de modelacdo retinem caracteristicas de problemas ou de tarefas
de exploracao e de investigacdo (Blum & Borromeo Ferri, 2009; Ponte, 2005), a sua integracao
na minha intervencdo pedagdgica proporcionou um formato de ensino e de aprendizagem de
cunho exploratorio (Ponte, 2005). Como as atividades de modelacdo matematica podem ser
interligadas a utilizacado de materiais tecnoldgicos e que estes sao destacados por numerosos
documentos de referéncia na aprendizagem da Matematica (Ministério da Educacdo e Ciéncia,

2015; NCTM, 2000), incorporei a calculadora grafica na minha pratica pedagdgica.

Tarefas de modelacao. Os alunos, perante uma dada tarefa, quando realizam atividades e
refletem sobre elas retinem condicdes para a aprendizagem num determinado tépico matematico.
Por atividade entende-se aquilo que os alunos realizam durante a aula (Ponte, 2005). Ponte (2005)
define tarefa como sendo o objetivo da atividade. A tarefa pode ser proposta explicitamente no
inicio duma atividade ou implicitamente durante a sua realizacdo. Pode ser proposta pelo professor
ou pode surgir da iniciativa dos alunos ou de um momento de discussao entre os alunos e o
professor. Ponte (2005) caracteriza as tarefas segundo o seu grau de desafio cognitivo, de

abertura, de duracao e de contexto:

e Fxercicio. uma tarefa curta, fechada e de desafio reduzido. O aluno consegue realizar
este tipo de tarefa com os conhecimentos ja adquiridos. As questdes indicam

37



explicitamente o que aluno é suposto fazer, sendo uma aplicacdo direta dos seus
conhecimentos.

o Problema. uma tarefa de duracao média, fechada e de desafio mais elevado de que um
exercicio. Perante este tipo de tarefa, o aluno nao deveria ser capaz de a realizar de
imediato. Este tipo de tarefa é acessivel aos alunos somente com os conhecimentos
previamente adquiridos, mas o desafio esta na interpretacdo do problema e na sua
traducao em linguagem matematica.

e /nvestigacdo. uma tarefa de duracao média, aberta e de desafio elevado. Uma tarefa
deste tipo pede ao aluno para elaborar uma estratégia de resolucdo e para formular
questdes consoante os dados presentes no enunciado. Também pode ser pedido ao
aluno para pesquisar e recolher dados para a resolucdo da tarefa.

e [xploracdo. uma tarefa de duracdo média, aberta e de desafio mais reduzido do que
uma tarefa de investigacao. Este tipo de tarefa pode ser iniciado e realizado de imediato,
“sem muito planeamento” (Ponte, 2005, p.8).

e Projefo. uma tarefa longa, aberta e de desafio elevado. Este tipo de tarefa exige muito
do aluno a nivel de tempo de realizacao e de elaboracao de estratégia de resolucao, o
gue permite aprendizagens ricas e profundas. Porém, devido a dificuldade da tarefa, os
alunos podem ficar bloqueados ou perder tempo com estratégias irrelevantes, o que os
pode desmotivar e frustrar.

o Modelacao. uma tarefa de duracao média, aberta ou fechada e de desafio elevado. As
tarefas de modelacao podem-se confundir com problemas ou tarefas de investigacao,
mas num contexto exclusivamente real.

Cada tipo de tarefa promove um aspeto diferente no desenvolvimento do processo de ensino

e de aprendizagem do aluno (Ponte, 2005):

e As tarefas mais fechadas (exercicios, problemas) propiciam o desenvolvimento do
raciocinio matematico nos alunos.

e As tarefas mais acessiveis (exploracdes, exercicios) contribuem o desenvolvimento da
autoconfianca dos alunos.

e As tarefas desafiantes (investigacoes, problemas) permitem aos alunos vivenciar
experiéncias matematicas eficientes.

e As tarefas mais abertas desenvolvem a autonomia dos alunos.

Ponte (2005) ainda sublinha que a selecdo das tarefas ¢ “um elemento fundamental na
caracterizacao de qualquer curriculo, pois elas determinam em grande medida as oportunidades
de aprendizagem oferecidas aos alunos” (p. 23). Segundo o autor, nao é suficiente propor aos
alunos um grande leque de tarefas de tipologia variada. E preferivel selecionar cuidadosamente as
tarefas de modo que elas se adequem ao processo de desenvolvimento do ensino e da
aprendizagem. O Principles and Standards for School Mathematics (NCTM, 2000) corrobora esta

ideia e reforca que:
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Quando desafiados com tarefas apropriadamente escolhidas, os alunos tornam-se
confiantes nas suas capacidades de resolver problemas dificeis, capazes de descobrir
coisas por si proprios, flexiveis em explorar ideias matematicas e experimentar
caminhos alternativos de solucdes, e vontade de perseveranca. (NCTM, 2000, p. 21)

Na elaboracdo de planos de aulas de um tema ou tdpico matematico, o professor deve
entdo ter o cuidado de propor aos alunos uma sequéncia de tarefas diversificada e coerente com
0s objetivos a cumprir nesse tema ou topico (Canavarro & Santos, 2012). Observa-se que, tirando
as tarefas de modelacao, todos os tipos de tarefas acima destacadas podem-se apresentar em
contextos de realidade, semi-realidade ou de matematica pura. Segundo Ponte e Quaresma
(2012), o contexto & “o universo conceptual associado a cada tarefa, que pode remeter para um
campo da vida quotidiana, do qual o aluno pode ter maior ou menor experiéncia pessoal, ou
remeter apenas para o universo matematico” (p. 3). O contexto de semi-realidade nao se foca nas
propriedades da situacdo do problema, mas exclusivamente nas suas propriedades matematicas,
fazendo entdo abstracdo do contexto real. Este tipo de situacdo nao existe no nosso quotidiano,
mas é elaborado com fins educativos (Ponte, 2005). Os autores ainda evidenciam que estes
contextos e a Matematica sdo interligados através do processo de modelacdo, pois, num
determinado momento traduz-se a situacdo da tarefa numa representacdo matematica (Ponte &
Quaresma, 2012). Para além disso, esses contextos devem permitir aos alunos construir ideias
matematicas e sugerir conceitos, representacoes e estratégias de resolucao, mas também podem
servir de aplicacdo direta de contelidos matematicos. Ao contexto da tarefa ndo se pode dissociar
o contexto de trabalho. Este influencia grandemente o interesse, a motivacdo e o empenho do
aluno na aprendizagem da Matematica. Com base em tais pressupostos, procurei nas minhas
aulas propor aos alunos atividades de modelacao de contexto real através de problemas ou de
tarefas de investigacao.

Ensino Exploratorio. Para otimizar a aprendizagem dos alunos perante uma tarefa de
modelacao, procurei centrar as minhas aulas na sua atividade, colocando-os como protagonistas
no processo de aprendizagem, afastando-me assim do ensino de cunho ‘direto’. O ensino
exploratorio foca-se na atividade do aluno na construcdo do conhecimento, induzindo que o
professor assume um papel secundario (Ponte, 2005). Porém, Ponte realca que o ‘ensino-
aprendizagem exploratorio ndo significa que tudo resulta da exploracédo dos alunos, mas sim que
esta ¢ uma forma de trabalho marcante na sala de aula’ (p. 14). Este modelo de ensino favorece
entdo os momentos de reflexdo, de discussdo e de analise critica apds a realizacdo de uma

atividade matematica, o que propicia a aprendizagem dos alunos. Assim, uma estratégia de ensino
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de cunho exploratorio dara especial relevancia a realizacao de atividades mais abertas, como
tarefas de exploracdo, de investigacdo ou problemas, valorizando os momentos de reflexdo e
discussao em grupo turma. Com base nestes principios, Canavarro et al. (2012) e Ponte (2005)
estruturam a aula em quatro fases: (i) introducdo da tarefa; (ii) desenvolvimento da tarefa; (iii)
discussdo da tarefa; e (iv) sistematizacdo das aprendizagens. Na primeira fase da aula,
apresentava a tarefa a turma, com o cuidado de averiguar se os alunos entendiam o enunciado
da tarefa e de regular o desenvolvimento desta, gerindo o tempo e os recursos que podiam ser
utilizados. Na segunda fase, os alunos realizaram, individualmente ou em pequenos grupos, a
tarefa de maneira auténoma. Neste momento da aula, procurava dar apoio os alunos, tendo
especial atencdo com os meus comentarios de modo a ndo interferir com as estratégias de
resolucao dos alunos. Ao mesmo tempo, procurava indicadores que me permitissem organizar a
discussao em grupo turma, selecionando antecipadamente producées dos alunos que
incentivassem o debate de ideias e de resolucdes. Na penultima fase, orquestrava a discussdo em
grupo turma, com o cuidado de gerir as intervencdes e argumentacdes dos alunos de modo a
averiguar e comparar resolucdes diferentes. Na ultima fase, a partir do que os alunos faziam ou
diziam, procurava institucionalizar novos conceitos ou procedimentos frutos da exploracao e da
discussao da tarefa, assim como destacar eventuais ligacdes que existiam com conhecimentos
adquiridos anteriormente.

No que toca as estratégias de ensino da modelacdo matematica, Blum e Borromeo Ferri
(2009) defendem que os alunos devem ter o papel principal nas atividades de aprendizagem, mas
tal ndo significa que o papel do professor deixe de ser crucial. Isto €, segundo os autores, deve
existir um equilibro permanente entre as orientacdes do professor, que devem ser minimas, € a
independéncia dos alunos, que deve ser maxima (Blum & Borromeo Ferri, 2009). Logo, as
intervencdes do professor durante a exploracao da tarefa pelos alunos devem ser antecipadas e
estratégicas. A semelhanca do ensino exploratorio, optei por um momento de exploracao da tarefa
em grupos pequenos e um momento de discussao dos resultados obtidos em grupo turma. Para
além disso, os autores realcam que o professor deve imperativamente evitar direcionar os alunos
num tipo de resolucdo. Antes de propor uma atividade de modelacédo, procurava averiguar
diferentes estratégias de resolucao de modo a poder orientar as diferentes ideias matematicas que
os alunos podiam eventualmente ter. Na sala de aula, encorajava os alunos nos seus proprios
percursos de modelacado, o que, por vezes, enriquecia o confronto das diferentes resolucoes,

promovendo assim a qualidade matematica das discussdes entre os alunos (Blum & Borromeo

40



Ferri, 2009). Observa-se que os principios discutidos por estes autores para ensinar modelacéo
matematica vao ao encontro da metodologia do ensino exploratdrio. Estes autores obtiveram
resultados empiricos significativos na aprendizagem dos alunos baseando-se em tais

pressupostos, o que me incentivou em elaborar as minhas aulas seguindo os mesmos.

Calculadora grdfica. Sao diversos os documentos curriculares de referéncia que
recomendam o uso de materiais tecnoldgicos em sala de aula, onde se insere a calculadora grafica
(NCTM, 2000; Ministério da Educacao e Ciéncia, 2015). As calculadoras graficas permitem
visualizar ideias matematicas, organizar e analisar dados e realizar calculos rapidamente, o que
pode servir de recurso aos alunos na realizacdo de tarefas em qualquer area da Matematica
(NCTM, 2000). Em particular, no que toca ao dominio das funcdes, os alunos recorrem a
calculadora gréfica para representar graficamente uma funcao, conferir graficamente resultados
obtidos por processos analiticos, testar e formular conjeturas e resolver situacdes matematicas
gue nao conseguem resolver analiticamente (Consciéncia, 2013). No entanto, observa-se também
que os alunos tém tendéncia em utilizar a calculadora grafica somente quando existe uma
indicacao exterior para o fazerem (Semido & Canavarro, 2012). Para além disso, a metodologia
de ensino implementada pelo professor na sala de aula influencia os alunos na utilizacdo desta
ferramenta. Se os alunos estdo mais acostumados em resolver situacdes matematicas
analiticamente, entdo sentem-se mais seguros em resolver desta forma, excluindo naturalmente a
possibilidade de utilizar as potencialidades da calculadora grafica (Semido & Canavarro, 2012).
Acerca dessas potencialidades, destaca-se a representacdo grafica de uma funcéo e a janela de
visualizacdo. Desenvolver nos alunos a capacidade de representar graficamente uma funcdo na
calculadora grafica e definir uma janela de visualizacdo adequada torna-se fundamental no estudo
de funcdes uma vez que o grafico obtido depende integralmente da janela de visualizacao definida
(Consciéncia, 2013). Uma janela de visualizacdo demasiada limitada pode conduzir a
representacdes que nao incluam certas propriedades importantes do grafico da funcéo. Isto mostra
que, para utilizar eficientemente esta ferramenta, os alunos e o professor devem ter um
conhecimento teorico robusto de modo a ter um ponto de vista critico naquilo que aparece no
ecra. Competiu-me, assim, de alertar os alunos sobre essas limitacdes das calculadoras graficas.
O Programa de Matematica do Ensino Secundario, a semelhanca do NCTM, realca ainda que esta
ferramenta “ndo pode substituir a compreensdo conceptual, a proficiéncia no calculo e a
capacidade de resolver problemas” (Ministério da Educacao e Ciéncia. 2015, p.28). Por esses

motivos, decidi propor aos alunos tarefas que incorporam questoes que podem ser resolvidas quer
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por processos analiticos, quer por processos graficos. Para além disso, tive o cuidado de alertar

0s alunos no inicio de cada tarefa que podiam utilizar a calculadora grafica na resolucao da tarefa.

2.3.2. Estratégias de avaliacdo da acéo

No ambito deste projeto, para responder a questdo de investigacao relativa a minha
intervencao pedagodgica, recorri a diferentes instrumentos de recolha de dados: gravacdes audio e
video das aulas que lecionei; producdes dos alunos (resolucdes das tarefas propostas nas aulas);

e questionarios (inicial e final).

Observacdo e gravacdo de aulas. Foi fundamental observar a atitude dos alunos perante
uma atividade de modelacdo matematica. Inicialmente, os alunos mostraram uma postura
reticente relativamente a este tipo de atividade, o que, ao longo da minha intervencdo, melhorou
para uma postura ativa e curiosa. As gravacdes das aulas permitiram constatar esta melhoria, pois
com estas consegui obter o registo das discussdes que aconteceram durante cada aula, quer entre
os alunos, quer entre os alunos e o professor. Todas as aulas tiveram gravacado de audio e video,
com as respetivas autorizacdes dos encarregados de educacao (Anexo 2). Nas primeiras aulas,
durante a exploracdo da tarefa proposta, circulava na sala de aula com um gravador de modo a
gravar momentos de discussao que podia ter com os grupos que chamavam por mim. Nas
seguintes aulas, coloquei gravadores em quase todos os grupos e um gravador em frente ao
quadro para o0 aluno que iria apresentar a sua proposta de resolucdo no momento de debate em
grupo turma. Deste modo, foi possivel analisar mais profundamente o que os alunos diziam sobre

as estratégias de resolucao de cada grupo e o debate entre os alunos.

Producdes dos alunos. Para responder as questdes de investigacdo deste projeto, foi
fundamental recolher e analisar as producdes dos alunos. Procurei realizar tarefas de modelacao
com os alunos em diferentes fases, nomeadamente na fase introdutéria das funcdes logaritmicas
assim como na fase de sistematizacdo e de consolidacdo destas funcdes, com tarefas mais
desafiantes. As producdes dos diferentes pares e grupos sao identificadas por P# ou G#, em que
# representa um numero distinto atribuido a cada par/grupo. Analogamente, dentro desses
pares/grupos, identifiquei os alunos por A#. Todas as tarefas propostas foram distribuidas a todos
os alunos. Para a recolha das resolucdes das tarefas forneci a cada par/grupo folhas identificadas
com o numero do par/grupo dedicadas a resolucao final que iria recolher. Incentivei os alunos,
numa primeira parte, em explorar as tarefas nos seus cadernos e, numa segunda parte, em
confrontar as suas resolucdes antes de me devolverem a folha dedicada a resolucao final. Todas
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estas resolucdes foram recolhidas antes do momento de discussao da tarefa em grupo turma. As
producdes dos alunos, juntamente com as gravacoes, foram analisadas tendo em conta o processo
de modelacao e a lista de possiveis blogueios que os alunos podem encontrar ao percorrer este

processo definido no enquadramento teorico.

Questiondario inicial e final. Os questionarios serviram para complementar as informacdes
recolhidas através dos outros métodos de recolha de dados. Em particular, o questionario inicial
ajudou-me a identificar as caracteristicas dos alunos, nomeadamente no que toca as suas
preferéncias na disciplina de Matematica, os métodos de ensino que mais vivenciam e apreciam,
as percecdes que tém sobre a modelacao matematica e se estdo acostumados a usar a
calculadora gréfica. O questionario final teve como objetivo conhecer as percecdes dos alunos
relativamente a modelacdo matematica na aprendizagem das funcdes logaritmicas e de perceber
qual foi o contributo da minha intervencdo pedagogica na sua aprendizagem. Este questionario
era constituido por dois grupos, sendo o primeiro constituido por questdes de resposta fechada,
onde cada aluno teve de escolher uma das cinco opcoes apresentadas segundo uma escala Likert:
DT: Discordo Totalmente; D: Discordo; I: Indiferente; C: Concordo; CT: Concordo Totalmente. O
segundo grupo é constituido por questdes abertas relacionadas com a percecao do aluno sobre a
modelacdo matematica e as funcdes logaritmicas, as vantagens e desvantagens da modelacao na
aprendizagem destas funcdes, as dificuldades que sentiram na realizacdo destas tarefas e o

contributo da calculadora grafica para colmatar essas dificuldades.
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CAPITULO 3

INTERVENGAO

Neste capitulo sao apresentados os resultados obtidos que resultam da analise dos dados
recolhidos em trés das cinco aulas da intervencédo pedagogica. Nas trés primeiras aulas, os alunos
exploraram um problema de modelacao por aula e na ultima dois problemas, o que faz um total
de cinco problemas. As duas primeiras aulas foram dedicadas a atividades de modelacao
matematica na introducdo do estudo da funcao logaritmica e das suas derivadas. As duas ultimas
aulas debrucaram-se sobre momentos de consolidacdo de conhecimentos de funcdes logaritmicas

através de um problema de modelacao. Todas estas aulas tiveram uma duracao de 90 minutos.

Tabela 5: Sintese da intervencdo pedagogica

Momento Topicos Objetivos
1 Preenchimento do questionario inicial Identificar caracteristicas dos alunos
Introducao ao estudo da funcao Definir a funcao logaritmica como inversa da
logaritmica funcao exponencial
3 Introducao a derivada da funcao Definir a derivada da funcao logaritmica de
logaritmica base a € R/{1}
4 Funcao logaritmica Aplicar conhecimentos adquiridos no estudo
da funcao logaritmica
5 Funcao logaritmica Aplicar conhecimentos adquiridos no estudo
da funcéo logaritmica
6 Preenchimento do questionario final Averiguar o contributo da minha intervencao
(online) na aprendizagem das funcdes logaritmicas

3.1. Introducéo ao estudo da funcéo logaritmica

Na introducao ao estudo da funcéo logaritmica, os alunos comecaram por resolver uma
tarefa de modelacdo que envolvia conhecimentos da funcdo exponencial, ja estudada previamente.
A escolha desta funcdo como modelo que emerge da resolucdo da tarefa proposta deveu-se a
relacdo que existe entre a funcao exponencial, com uma dada base real positiva diferente de um,
e a respetiva funcdo inversa, a funcao logaritmica com a mesma base. Quando os alunos
chegaram a questao 2, foi essencial relembrar a turma o que era um modelo e como podiamos
na calculadora grafica organizar dados numa tabela e representar a nuvem de pontos associada
aos dados. A calculadora grafica permite realizar regressoes lineares e nao lineares que se ajustam
aos dados da tabela. Podemos entdo escolher se queremos representar um modelo linear,
polinomial, logaritmico, exponencial, sinusoidal ou logistico. Perante esses modelos, podemos

averiguar qual se ajusta melhor aos dados na leitura do coeficiente de determinacéo 72 ou do erro
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quadratico médio MSe. Mais préximo de 1 é o coeficiente de determinacdo r? que traduz o
modelo que melhor se ajusta aos dados, €, analogamente, mais proximo de 0 é o erro quadratico
meédio MSe desse modelo. Embora os alunos ja tivessem realizado atividades de modelacao
anteriormente a minha pratica pedagdgica, considerei fundamental explicar passo a passo como
realizar estas regressdes e como identificar devidamente o melhor modelo que correspondesse a

situacao do enunciado.

Tarefa: O crescimento de uma populacao de bactérias

As bactérias reproduzem-se assexuadamente por um processo chamado divisao
binaria. A divisao binaria ocorre quando uma bactéria duplica o seu material genético
e logo em seguida se divide, originando duas bactérias idénticas a ela. Em condigdes
ideais de temperatura e nutrientes, uma bactéria leva aproximadamente vinte
minutos para completar todo o processo de divisao.

1. Completa a seguinte tabela.

[ Tempo (minutos) [o | | | [ | | | | [T 1]
Mumero de bactérias |1 | | | | | | | | | | |

(a1

. Com recurso & calculadora grafica, representa graficamente a nuvem de pontos
do nimero de bactérias em funcao do tempo t.

. Define 0 modelo matemaético que melhor represente a situacao.

. Apos um dia quantas bactérias constituem a populagac?

. Quanto tempo & necessario para a populacao atingir 8000 bactérias?

. Sendo o nimero de células bacterianas no corpo humano aproximadamente igual
a 40 x 10'2, em quanto tempo a populacao de bactérias atingira esse valor?

[=a S S ISR |

As questdes da tarefa foram desenhadas para que os alunos percorressem as diferentes
fases do ciclo de modelacao consideradas a partir do enquadramento teérico deste trabalho: (1)
compreensao do enunciado da tarefa; (2) analise dos dados/construcéo e validacdo do modelo;
(3) exploracédo do modelo.

A tarefa foi resolvida em pares. As respostas dos alunos sao analisadas, em cada uma das
fases de modelacao, mediante os seguintes tipos de resposta: corretas (C); parcialmente corretas

(PC); incorretas (I); e nao apresentam qualquer resposta (NR) (Tabela 6).

Tabela 6: Frequéncia dos diferentes tipos de resposta dos alunos na Tarefa 1 (n = 15)
Tipos de Resposta

Fases de modelacao C PC I NR
Compreensao do enunciado da tarefa 15 - - -
Analise dos dados/Construcéo e validacao do modelo 11 2 2 -
Exploracdo do modelo 8 4 3 -

3.1.1. Compreensao do enunciado da tarefa

Os alunos nao apresentaram dificuldades na compreensdo do enunciado da tarefa,
indiciando ter interpretado o que a tarefa lhes fornecia e lhes pedia que fizessem, o que € ilustrado

pelo correto preenchimento de todos os pares da tabela que integrava a primeira questao da tarefa.
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Alguns pares acrescentaram notas a volta da tabela, em particular de quanto se aumentava o
tempo e o nimero de bactérias de uma coluna para outra. Um par, o P6, sublinhou elementos do
enunciado que acharam pertinentes e efetuou um esquema para representar a divisdo binaria de

uma bactéria (Figura 10).

Tarefa 1 - O crescimento de uma populagio de bactérias
As bactérias reprod d por um processo chamado divisio

bindria. A divisio binaria ocorre quando uma bactéria duplica o seu material genético e
logo em seguida se divide, originando duas bactérias idénticas a ela. Em condigdes ideais
e

)

de temperatura e nutrientes, uma bactéria leva ap

am vinte minutos para

completar todo o processo de divisio, o2 |

AU AN o

1. Completa a seguinte tabela. WAV ¥
2

Tempo | O .
(minutos) O o ey

o Nimero | 1

) d /012 la|g

bactérias

Figura 10: Resposta correta do par P6 a alinea 1 da Tarefa 1

3.1.2. Analise dos dados/Construcéo e validacdo do modelo

Nestas fases, pretendia-se que os alunos formulassem um modelo matematico que
permitisse representar matematicamente a situacdo da tarefa. As questdes 2 e 3 da tarefa
completam-se e ilustram estas fases. Os alunos ndo manifestaram dificuldades de esquemas de
uso na organizacao dos dados na calculadora grafica, nem em identificar a variavel dependente e
a variavel independente. No entanto, na parte da regressdo, os pares P3 e P6 recorreram a
esquemas de acao instrumentada da calculadora grafica para obterem um modelo linear. O par
P3 representou um esboco da nuvem de pontos do numero de bactérias em funcdo do tempo.
Embora se observe neste esboco uma curva exponencial, eles definiram um modelo linear. Isto
mostra que o papel do coeficiente de determinacao 12 nao foi bem percebido ou que estes alunos

ndo tentaram averiguar eventuais outros modelos na calculadora grafica (Figura 11).

@ 3, Define o modelo matematico que melhor represente a situado. Aproxima os
W g valores do modelo ds milésimas. o~ daddae k;‘m.

a =6.44737762 2 tpm-rowmm
-367.96153
0.752
0.566
18172

o

= [ |

mebrt-363,962

b
o=
s
+a@ ™

Figura 11: Resposta incorreta do par P3 as alineas 2 e 3 da Tarefa 1

O par P12 revelou dificuldade na organizacao dos dados. Na calculadora gréafica, os alunos

podem colocar os dados numa tabela onde cada coluna corresponde a uma lista numerada a
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partir de 1. Ao representar a nuvem de pontos, os alunos tém de ter o cuidado de verificar na

janela de visualizacao se as listas escolhidas correspondem as variaveis.

A1P12: Aqui, a lista, esta bem?

Prof:  N&o vou dizer se esta bem ou nao.

A1P12: Sim.

Prof:  Conforme os dados, parece-te bem ou nao?

A1P12: Eu acho que sim.

Prof:  Em cada 20 minutos, duplica.

A1P12: Sim.

Prof:  Entado qual é a tua pergunta?

A1P12: E que nao sei se da por este método.

Prof:  Podes, claro. S6 que, ao fazer a regressao nao linear, tens de ter em conta... faz
outra vez o que estavas a fazer, representa outra vez aquela funcao. Aqui, aparecem
varios coeficientes. Este 2 ¢é o coeficiente de determinacdo que te diz se a funcéo
que obtiveste une os pontos da melhor maneira possivel. Mais proximo de 1, melhor
€ 0 modelo.

A2P12: Entao nao esta assim tao mal.

Prof:  Vocés agora tém de encontrar qual é que se ajusta melhor a situacao.

Ainda na parte da regressao, a maioria dos pares conseguiu identificar o modelo exponencial
como sendo aquele que melhor se ajusta aos dados da situacao em estudo, pois apresenta um
coeficiente de determinacdo r2 igual a 1. Ao selecionar o modelo exponencial, 0s alunos tiveram
duas opc¢oes: escolher um modelo exponencial de base e tal que y = aeP® oudebase b # 1

tal que y = ab”* (Figura 12).

(1] [d7c) sl [97c) Real
Epreglia-e bx) Epreglia-E*xi 2ran.a|¥

a = a = o

b =0.03465735 b =1.03526492

r =1 r =1

rz=1 ré2=1 a

MSe=0 MSe=0 o ®
yv=a-e“bx v=a'b"x el et

Figura 12: Opcdes disponiveis na escolha do modelo exponencial

Nesse momento da aula, realcei a turma de que ambos os modelos exponenciais, apesar
de terem bases diferentes, serviam para modelar os dados, o que poderiam conferir ao representar
ambos os graficos na calculadora grafica. No entanto, como era pedido uma aproximacao dos
coeficientes as milésimas, esta vai influenciar os valores que os alunos podem obter ao resolver
as restantes questdes. O par P1 escolheu, por exemplo, o modelo exponencial de base 1,035

(Figura 13).
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3. Define o modelo matemitico que melhor represente a situago. Aproxima os

valores do modelo as milésimas. ‘)
L R s e
: e ot baddaion A fured .
doaltnmp_p (orvuion . )
dlw) =A% 14,035 e { ogs .

o|’ % v

Figura 13: Resposta correta do par P1 a alinea 3 da Tarefa 1

Na definicdo do melhor modelo que se ajuste aos dados, dois pares, P11 e P13, nao
recorreram a calculadora grafica, definindo um modelo matematico através de processos
algébricos, com base nos pontos da tabela. Percebe-se que estes alunos reconheceram nos dados
uma progressdo geométrica de razao 2 e de termo geral 2™, onde n representa o numero de

processos de diviséo binaria que ocorreu, o que lhes permitiu definir as seguintes fungdes: f(x) =

x t
220, onde x € o tempo em minutos (P13); N(t) = 220, onde t é o tempo em minutos (P11).
Estes modelos correspondem perfeitamente aos dados da tabela e ao processo da divisdo binaria
caso trabalhassemos com modelos discretos e nao continuos.
Ot b 20 mnils ottt um oo dt diis 20 b foses dios’ 1”"’””*%%

r*”"’#lﬂnl g

q"uw'l y )
&u,(.*ﬁpmwrm Lﬁ:‘nawm o fouo b dusied ‘46‘)o'€'
5t0=1% %

Figura 14: Resposta parcialmente correta do par P13 a alinea 3 da Tarefa 1

O par P7 identificou o modelo exponencial como sendo aquele que se ajusta melhor a

2

situacdo com base no coeficiente de determinacdo r“, mas ndo reconheceu que ambos 0s

bx

modelos apresentados no ecra (y = ae”* ou y = ab*) representavam o mesmo modelo. Na

tentativa de averiguar qual efetivamente se ajusta melhor aos dados, estes alunos recorreram ao
menu ‘recursao’ da calculadora grafica e representaram numa tabela os dois modelos em funcéo

de n € N de modo a comparar os seus valores.

A1P7: Nos podemos dizer que isto € uma funcdo? Nés so temos esses valores.

Prof:  Sim, o objetivo da pergunta é de representar a nuvem de pontos na calculadora. Ja
tentaram representar a nuvem de pontos?

A1P7: lIsso sim.

A2P7: E aqui, 0 modelo matematico... tipo a expressao?

Prof: O que é isto? Como obtiveram isso?

A2P7: Fomos a estatistica. Temos aqui o grafico e escolhemos este.

Prof:  Porqué?
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A2P7: Escolhemos este porque nds depois fomos a esta parte aqui e vimos que... tivemos
a ver aqui.

Prof:  Na parte ‘recursdo’?

A2P7: Sim e fomos ao 20.

A1P7: Quando o n era 20, temos esse valor, 2,0137 bactérias, e quando escolhemos
aquela expressao, s6 obtemos 1.998...

Prof: Ok, ou seja, conforme esses resultados aqui, escolheram...

A1P7: O r? dava sempre 1, portanto nds ndo sabiamos qual escolher entdo andamos a
experimentar...

Prof:  Experimentaram as duas, a base e e a base 1,035, para ver qual é que se ajustava
melhor.

A2P7: Sim.

Prof:  E com a outra, que resultados obtiveram na ‘recurséo’?

A2P7: Quando chegamos ao 20, s6 obtemos 1,98.

Prof:  Escolheram aquele que estava mais préximo de 2.

A1P7: Porque 1,98 bactérias...

Prof:  Agora, o que vou pedir, na segunda alinea, podem representar o esboco aqui
também, tém espaco suficiente, e vao ter de definir o modelo. Ou seja, vao ter de
escolher um deles.

A2P7: E explicar porqué que escolhemos este?

Prof:  Sim.

Neste dialogo com o par P7, sobressai alguma ambiguidade em relacao ao enunciado. Num
contexto real, o numero de bactérias € um numero finito e discreto. Nao faz sentido ter 1,5
bactérias num determinado momento. No entanto, o processo de divisao binaria das bactérias nao
¢ perfeito, como outros processos biologicos, e, logo, existe sempre algum erro de aproximacao
do numero de bactérias num organismo num determinado momento, em particular para uma
populacao constituida por muitos individuos. Dai aproximar este processo bioldgico com uma
funcédo real de variavel real. Em retrospetiva, penso que deveria ter dado mais énfase a estes
aspetos no inicio da tarefa e acrescentar na tabela ‘Numero aproximado de bactérias’. De qualquer
forma, estes alunos tiveram uma iniciativa critica em relacdo aos modelos obtidos através da
calculadora grafica e tentaram conferir esses resultados utilizando outra potencialidade da

calculadora grafica (Figura 15).

3. Define 0 modelo matematico que melhor represente a situacio. Aproxima os
Recursion
anf@l.035" [—1

bn Ee®- 0350 [—1

valores do modelo as milésimas.
. s,aA‘(:\%;r«\- da bﬁecec;ﬁ‘a@ Lpan
wness do dewuwpe £ U o
s — Bruslem Hovs ‘sh;cln(-ns wedem <hicos
[DELETE[TYPE ] n | SET [If3:iNa ’ nqg...s‘u/q
T i pé':ex

ger
o

n an bn
17 1.7946 14813‘

18 1.8574 1.8776
19 1.9225 1.9444

T 1.9307 2.0137 ol
[FORHULA FENERPHESE] =

Figura 15: Resposta correta do par P7 as alineas 2 e 3 da Tarefa 1
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3.1.3. Explora¢éo do modelo

Nesta fase, os alunos utilizaram o modelo matematico previamente obtido para finalizar a
exploracdo da tarefa. Como os alunos ja tinham estudado as funcdes exponenciais e as suas
propriedades algébricas e analiticas, realcei que podiam resolver as questdes da tarefa com ‘papel
e lapis’ ou com recurso a calculadora grafica. Na questdo 4, os alunos nao revelaram dificuldades
na interpretacdo da questdo e no calculo. No entanto, como nem todos os pares escolheram o
modelo exponencial com a mesma base, os resultados que obtiveram foram diferentes consoante
0 modelo e a aproximacao dos coeficientes, como ilustram as respostas dos pares P4 e P5 (Figura

16).

Figura 16: Resposta correta dos pares P4 e P5 a alinea 4 da Tarefa 1

Esta diferenca de resultado é significativa, pois estamos a lidar com modelos exponenciais,
ou seja, modelos de crescimento cada vez mais acentuado. Infelizmente, ndo houve tempo para
discutir esse aspeto critico apds a exploracdo da tarefa. Apesar do modelo que o par P3
determinou, sugeri-lhes que podiam responder as restantes questdes com o modelo definido na

questdo 3.

A1P3: Este ou este? E que ha pessoas que estdo a trabalhar com este e outras com este.

Prof:  Tanto faz. Se vocés acharem que os dois sdo validos, podem trabalhar com aquele
que quiserem.

A1P3: E que os valores estdo a dar diferentes na resolucéo. Elas fizeram com este e aqui
da diferente. E n6s com este, da isto.

Prof:  Comecaram a trabalhar com qual no inicio?

Al1P3: Comae b.

A2P3: Assim, este.

Prof:  Entao continuem a trabalhar.

Relativamente a questao 5, a maioria dos alunos reconheceu que nao conseguia resolver

esta questdo analiticamente e recorreu naturalmente a calculadora gréafica (Figura 17).

T

Figura 17: Resposta correta do par P7 a alinea 5 da Tarefa 1
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No entanto, alguns pares expressaram dificuldade no seu uso para resolver graficamente
esta questao, nomeadamente na definicao da janela de visualizacdo, o que revela que nao estavam
ainda familiarizados com esta ferramenta, como exemplifica 0s seguintes didlogos com os pares

P15eP13.

Prof: ~ N&o ouviram o que eu disse?

A1P15: Podemos usar a calculadora grafica, mas eu ndo sei usar.

Prof:  Podes, por exemplo, representar graficamente a funcao...

A1P15: Ah pois é e ver o ponto.

Prof:  E uma opc¢do. Ha muitas maneiras de fazer.

A2P13: Eu quero calcular isto e aparece isto.

Prof:  Deu errado. Ou seja, pode ser um valor muito grande para a nossa janela.
A1P13: Como assim?

Prof: ~ Como deu errado, pode significar que a tua janela ndo contém aquele valor.
A1P13: Ah...

Os pares que responderam com métodos analiticos a esta questdo foram aqueles que

definir na questdo 3 um modelo matematico linear, como ilustra a resposta do par P6.

5. Quanto tempo & necessario para a populag3o atingir 8000 bactérias?

Beoo = 6, 443N - 263 , Q6 Q
- Booo t X2, Q6> = 6, ULy
= 8 36X A2 = G, La>» K

= X = A223, 6D mnano <SS

Figura 18: Resposta incorreta do par P6 a alinea 5 da Tarefa 1

E de salientar que os pares P11 e P13, que definiram com ‘papel e lapis’ o mesmo modelo

X
exponencial y = 220, tentaram resolver analiticamente esta questao. Nessa tentativa, ambos os

pares realizaram a decomposicdo em fatores primos do nimero 8000 com intuito de resolver a

equacao 220 = 8000. Porém, a decomposicdo em fatores primos de 8000, que é 2° x 53,
traduziu-se num impasse para estes alunos. O par P13 nao desistiu e decidiu recorrer as
potencialidades da calculadora grafica para resolver graficamente a equacdo, como ilustra a

seguinte resolucao:

5. Quanto tempo & necessirio para a populagao atingir 8000 bactérias?

P i @b : c.a. ¢
.z "= m =) m 2 "‘WF
&%, 245" Sop [t
£ 5 5
b neaw & dﬂu"?‘i‘" 43?;
£ = 950,314 wies =

1

| Lo o oo de i o 20 mins, fi firen -5 3000 hilie o
260 wisis, o5 2600 0 voiblfbde 20 iidiwihe o ogira 25,316

Figura 19: Resposta correta do par P13 a alinea 5 da Tarefa 1
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Na ultima questao, os alunos enfrentaram diversas dificuldades, nomeadamente no uso da
calculadora grafica. Como recolhi as resolucdes dos alunos antes da instituicao dos logaritmos, os
alunos so tiveram a oportunidade de responder a esta questdo com recurso a calculadora grafica.
A semelhanca da questdo anterior, os alunos representaram graficamente o modelo exponencial
obtido e utilizaram a reta que traduz a equacdo y = 40 X 1012 de modo a determinar a
interseca@o entre essas duas curvas para encontrar o tempo necessario para esse efeito. Metade
da turma ajustou adequadamente a janela de visualizacao aos dados recolhidos e responderam

corretamente & questao, como ilustra a resposta do par P10 (Figura 20).

6. Sendo o nimero de células bacterianas no corpe humano aproximadamente igual
a 40 x 10'2, em quanto tempo a nossa populagao de bactérias atingira esse valor?

6(.2\ e 16"

(S
2,02 ¢ U010

903,30 mrinutos

[ @W}ée aedenion odin-

Figura 20: Resposta correta do par P10 a alinea 6 da Tarefa 1
No entanto, a representacao grafica de valores desmesurados na calculadora grafica torna

a sua leitura confusa e pouca esclarecedora, o que pode ter dificultado os alunos. Apos definicao
de uma janela de visualizacédo que abrangesse os valores do enunciado ([0; 1000] % [0; 40 X

1012]), obtivemos o seguinte grafico (Figura 21).

K

- E

Figura 21: Intersecéo do grafico do modelo exponencial com a reta de equagdo y = 40 X 1012

Devido as limitacdes da calculadora grafica, a curva exponencial coincida com o eixo das
abcissas para valores pequenos de x.

Na exploracdo da tarefa pelos alunos, circulei na sala de aula de modo a averiguar o ritmo
de cada par. Quando me apercebi que todos eles estavam a chegar a ultima questdo da tarefa,
mais ou menos apos 45 minutos, decidi interromper a tarefa para discutir com os alunos se
conheciam algum método analitico que lhes permitisse resolver as questdes 5 e 6. A resposta da
turma foi negativa, como esperado, e decidi entdo fazer uma analogia com a funcao quadratica e

a sua funcao inversa, a raiz quadrada. Em suma, perguntei aos alunos se, em vez de termos uma
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funcdo exponencial, tivéssemos uma funcdo quadratica e como poderiamos resolver estas
questoes. Naturalmente, os alunos responderam que bastava aplicar a raiz quadrada para
determinar a solucdo da equacdo. Realcei entdo que as duas funcdes eram inversas uma da outra
e que, da mesma forma, devemos determinar o processo inverso da funcdo exponencial para
determinar o valor de x solucédo da equacao. Dai, questionei a turma sobre as propriedades das
funcdes inversas, nomeadamente acerca da representacao grafica da funcao em comparacdo com
a representacao grafica da funcao inversa e sobre os respetivos dominios e contradominios. Os
alunos identificaram o dominio e contradominio da funcao exponencial definida na questdo 3, mas
nao conseguiram perceber a ligacao que existe com o dominio e contradominio da respetiva funcéo
inversa. Em relacdo as representacdes graficas, os alunos ficaram silenciosos. Tentei representar
no emulador da calculadora grafica a funcao exponencial, a reta de equacao y = x e a funcao
inversa, como apresentado na seguinte figura (Figura 22), salientado a simetria que existe entre
essas duas curvas em relacao a reta y = x e a reciprocidade do crescimento exponencial e

logaritmico.

B MathRadBormll  (Rea)

260}Y

~Tan =3
100

Figura 22: Graficos do modelo exponencial, da sua fungéo inversa e daretay = x

De seguida, defini no quadro a relacdo de reciprocidade entre essas duas funcées, x =
a’ & log, x =y, realcando que se |é ‘logaritmo de x na base a, a # 1'. Para averiguar se
os alunos entenderam a nocao de logaritmo de um numero, propus-lhes a resolucéo de alguns
exemplos sobre o logaritmo de um numero numa dada base. Antes de voltar a resolucao da tarefa,
desafiei a turma a mostrar, com base na bijetividade da funcdo logaritmica, as seguintes
propriedades a'°8e* = x e log, a* = x. Aproveitei para relembrar que, de uma forma geral,

para qualquer valor do dominio de uma funcéo real de variavel real bijetiva, f(f‘l(x)) =
@) =«

Prof:  Entao, alguém consegue demonstrar?

A1P3: Nao ¢ so usar?

Prof.:  Anda nos mostrar entéo.

A1P3: Entao, com aquela férmula, se substituimos fica que a é igual...
Prof:  Substituis aonde? Aqui? E usas o qué?
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A1P3: Aqui e uso isto. a elevado a isto vai ser igual a a elevado a y e vai ser igual ao

expoente.

A2P3: Sim, estamos a provar que um é igual ao outro, portanto esta certo.

Voltando a tarefa, perguntei a turma se conseguiam responder a ultima questdao com

métodos exclusivamente analiticos. A aluna A1P7 resolveu no quadro esta ultima questao.

A1P7: O resultado é 910 e basicamente apliquei a relacdo que acabamos de ver.
1,035* =40 x 10? & x = log; 035(40 X 10'?) & x =~ 910,42

3.1.4. Sintese

0 seguinte quadro ilustra os elementos da transicao entre as fases de modelacao, que foram

identificados na resolucdo da tarefa através da andlise dos dados. A semelhanca do estudo

empirico realizado por Stillman et al. (2007), cada transicdo tem duas partes, sendo a primeira

correspondente aos possiveis bloqueios encontrados pelos alunos nessas transicoes e a segunda

correspondente a atividades cognitivas realizadas na exploracdo da tarefa.

Quadro 1: Sintese de elementos de transicéo entre as fases de modelacdo na Tarefa 1

Problema do mundo real —l

Enunciado do problema real

= Clarificar o contexto do problema
= |dentificar grandeza(s) estratégica(s).
= Elaborar hipdteses e conjeturas simples

= Compreender o enunciado e a situacédo
= |dentificar o n° de bactérias e o tempo em minutos
= Completar a tabela e identificar algum padrao

Enunciado do problema real —

Modelo matematico

= |dentificar as variaveis.

= Representar os dados matematicamente para que
as férmulas possam ser aplicadas.

= Elaborar hipdteses relevantes.

= Escolher tecnologia para efetuar calculos.

= Escolher tecnologia para representar graficamente
0 modelo.

= Optar por utilizar tecnologia para verificar equacoes
algébricas.

= O numero de bactérias em funcao do tempo.
= Atribuir notacado matematica as variaveis.

= Perceber que 0 modelo da tarefa nao pode ser um
modelo linear.

= Recorrer as potencialidades da calculadora grafica
para efetuar calculos e organizar os dados numa
tabela.

= Recorrer a calculadora grafica para realizar
regressoes estatisticas e identificar o modelo que
melhor se ajuste aos dados.

= Reconhecer que métodos exclusivamente analiticos
nao sao suficientes.

Modelo matematico —

Solucdo matematica

= Aplicar férmulas simbdlicas apropriadas
= Utilizar tecnologia para efetuar calculos

= Utilizar tecnologia para produzir representacoes
graficas

= |nterpretar matematicamente as questoes e liga-las
com o modelo exponencial obtido

= Recorrer a calculadora grafica para efetuar calculos
complexos e resolver equacdes

= Recorrer a calculadora grafica para representar
graficamente o modelo obtido

= Verificar o modelo algébrico com recurso a = Conferir resultados obtidos analiticamente com a
tecnologia calculadora gréfica
Solugdo matematica —p  Significado concreto da solugéo

= |ntegrar argumentos para justificar interpretacoes
= Perceber a necessidade de envolver matematica
antes de abordar uma questao interpretativa

= Utilizar o modelo matematico convenientemente
= Matematizar o enunciado e interpreta-lo

54



Nesta aula, identificam-se algumas competéncias de modelacdo, matematicas e
tecnoldgicas que foram fundamentais para explorar a tarefa e que vao ao encontro da literatura
(Niss & Hgjgaard, 2019). Uma delas, e que sobressai logo no inicio, é a interpretacdo do
enunciado. Os alunos identificaram, na leitura do enunciado, as informacdes relevantes e as que
ndo sdo. Para além disso, identificaram as variaveis dependente e independente. Todos os alunos
reconheceram o papel de cada variavel. Os alunos também foram capazes de completar a tabela
da primeira questdo sem dificuldades, o que mostra que foram capazes de elaborar pequenas
conjeturares. Na elaboracdo do modelo, foi primordial saber como colocar e organizar dados na
calculadora grafica. Saber como trabalhar com as listas presentes na calculadora grafica,
representar a nuvem de pontos associada aos dados e definir corretamente qual lista corresponde
a qual variavel torna-se essencial na exploracédo deste tipo de tarefa. A partir da nuvem de pontos,
os alunos verificaram qual o modelo que se ajusta melhor aos pontos que representam os dados
da tarefa. Logo, os alunos revelaram saber como utilizar e ler as regressdes disponiveis na
calculadora gréfica. Nesta tarefa, dois pares, os pares P6 e P3, definiram um modelo linear sem
verificar se este ere efetivamente o melhor perante a situacao. Dois outros pares, os pares P11 e
P13, definiram um modelo discreto a mao sem reconhecer que podiam utilizar a calculadora
grafica para verificar a veracidade do modelo obtido. Na tentativa de conferir o modelo obtido
através da nuvem de pontos, o par P7 tentou utilizar o menu ‘recursdo’ da calculadora grafica
para determinar qual se aproximava melhor aos dados, o que mostra que 0s alunos desconheciam
algumas potencialidades da calculadora grafica e que nao estdo muito familiarizados com esta
ferramenta. Na elaboracao da tarefa, ndo achei necessario implementar as ultimas fases do ciclo
de modelacdo matematica que consiste na revisdo do modelo e dos resultados obtidos, pois a
calculadora grafica permite, na fase da definicdo do modelo, averiguar qual se ajuste melhor aos
dados. De qualquer forma, sendo a primeira vez que exploramos uma tarefa de modelacdo com
recurso a calculadora grafica, acho natural que os alunos tenham revelados tais dificuldades.

Para a exploracdo das restantes questdes, foi fundamental aplicar conhecimentos
matematicos. Com base no enunciado, os alunos traduziram a informacéo e ligaram-na com o
modelo obtido. Diferenciar o papel do objeto e da imagem de uma funcao foi natural pelos alunos,
que nao apresentaram dificuldades na matematizacdo do enunciado. Além disso, reconhecer a
necessidade de recorrer a calculadora grafica para efetuar calculos, representar graficos, resolver
equacoes e conferir resultados torna-se incontornavel na exploracéo deste tipo de tarefa. A maioria

dos alunos tentou resolver com recurso a calculadora grafica as restantes questdes, mas dois
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pares, 0s pares P11 e P13, recorreram a métodos exclusivamente analiticos. Depois de esgotaram
as propriedades algébricas das funcdes exponenciais que conheciam, encontraram-se bloqueados,
mas o par P13 apercebeu-se que podia utilizar de alguma forma a calculadora para ultrapassar
este impasse. Isto mostra a constante pesquisa de solucao dos alunos e a percecao das
ferramentas que estdo ao seu dispor. Este tipo de tarefa evidencia a necessidade da parte dos
alunos de saber representar graficamente uma funcao, realizar folhas de calculo e definir
rigorosamente uma janela de visualizacdo adequada a situacdo, embora esta pode também
conduzir a representacdes confusas quando temos de lidar com grandezas desmesuradas
(Campos et al., 2015; Consciéncia, 2013).

No que diz respeito a introducao das funcdes logaritmicas, observa-se da parte dos alunos
lacunas matematicas relativamente ao conceito de funcdo inversa. Embora sejam conceitos
estudados no 10.° ano, ndo fazem parte das aprendizagens essenciais (Ministério da Educacao,
2018). Os alunos utilizam constantemente propriedades diretamente ligadas as funcdes inversas
na resolucdo de equacdes ou no estudo de funcdes e penso que essas ndo sdo devidamente
evidenciadas ao longo da escolaridade, o que pode justificar tais lacunas para alunos do 12.° ano.
Observa-se da parte dos alunos alguma dificuldade relativamente & notacédo dos logaritmos, em
particular no papel da base, do objeto e da imagem. Por esses motivos, em concordancia com a
literatura (Weber, 2002; Weber, 2017), considero relevante introduzir o conceito de funcéo
logaritmica reforcando a dualidade existente com a funcdo exponencial, quer para justificar
propriedades analiticas ou algébricas, através de uma atividade de modelacao (Kenney & Kastberg,

2013; Sawalha, 2018).

3.2. Introducao a derivada da funcao logaritmica

A introducdo da derivada da funcao logaritmo resultou da resolucdo de uma tarefa de

modelacao sobre a intensidade sonora em decibel.
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Tarefa: O gque ¢ um Decibel?

Nos seus primeiros estudos de actstica, Bell, mventor do telefone, percebeu que a
variacdo de som que o ounvido humano pode sentir ndo acompanha uma escala
linear. Se dobrarmos a ampltude de um smal, © Nosso cuvido Ndo capta esta
transformacao. Com base nas suas experiéncias, Bell resolveu utilizar uma escala
logaritmica para representar a ampéficacao ou a atenuacao de um sistema. Para
quantificar a reducdo ao nivel acustco sobre um cabo telefdnico padrao com 1
milha de comprimento, Bell criou a unidade de medida TU (Transmission Unit)
Esta unidade de medida foi renomeada S Com a pratica. percedeu-se que a
unidade era musto grande e decidiu-se entdo deadir a unkdade Safem dez, criando-

se asam o Decibel (dB)

Fonte somnora Imenzidade Razio da intensidade sonora captada /
sonora (dB) com o imear da audbilidade 7,

Murmonos 10 10
Corwersa normal 20 100

arto calmo 25 3162
Biblioteca 30 1000
Rua resigencial 40 10000
Maquina de lavar loica 45 316228
Escritério 50 100 000
Sals de suls 55 316 227.8
Motor de um carro 60 1 000 GO0
Asperador (3] 3162 2777
Tranzito congestionado 70 10 DOO 000
Cantina escolar 80 100 000 000

1

Com base nos valores da tabela, comenta a afirmacdo: “Bell percebeu que a
variagao de som gue o ouvedo humano pode sentir ndo acompanha uma escala
lnear”.
Recorrendo & calculadora grafica, representa graficamente a nuvem de pontos
da intensxdade sonora (dB) em funcao da razao ‘L Que modelo matematico
e
meihor representa esta situacao?
Tendo como referéncia 0 modelo que definiste. compara a varnacao da
intensidade sonora nos Intervalos [10. 30] e [1010. 1030]. O que podes
conclulr?
Determina a taxa de varagao instantinea da imensidade sonora para "— = 1S5
L ]

Determina a2 taxa de vanacdo mstamtanea da intensidade sonora em funcdo da
razao ’L

>

Descreve o comportamento da vanacao da funcao que modela a situacdo em
estudo. referindo onde esse crescimento & mais acemuado

Com base nos dados da tabela e recorrendo a calculadora grafica, os alunos tinham de

identificar qual era 0 modelo que melhor se ajusta aos dados apresentados e, com base nesse

modelo, responder as restantes questdes. Esta tarefa foi resolvida em pares, sendo discutidas e

analisadas as conclusdes retiradas no grupo turma. Na Tabela 2 apresentam-se os resultados das

respostas dos alunos.

Tabela 7: Frequéncia dos diferentes tipos de resposta dos alunos na Tarefa 2 (n = 15)

Tipos de Resposta

Fases de modelacéo C PC I NR
Compreensdo do enunciado da tarefa (alinea 1) 9 3 1 2
Andlise dos dados/Construcéo e validacdo do modelo (alinea 2) 8 - 7 -
Exploracédo do modelo (alinea 3) 3 5 5 2
Exploracédo do modelo (alinea 4) 5 - 7 3
Exploracéo do modelo (alineas 5 e 6) - - - 15

3.2.1. Compreensao do enunciado da tarefa

A interpretacao do enunciado da tarefa nao fez emergir duvidas aos alunos, nenhum par

questionou o significado da expressao “escala linear” contida na questao. A maioria dos pares nao

encontrou dificuldades para conferir a veracidade da afirmacdo do Bell, reconhecendo que, para
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os dados verificarem uma escala linear, deve existir alguma razdo de proporcionalidade direta

entre eles, como ilustra a resolucdo do par P1 (Figura 23).

P 4‘ A Q'%’\;\rrr,.ﬂcp—c, a 2' ,‘.de,\dDdL“’\& ; -tenvBa  ann _LDTM
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Que o Ll o B L N ‘a\ov:@o =
,,Wpcn_ugm.n&‘dm dirodesn.  omban oo disos L.
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(il 2 e 2

Figura 23: Resposta correta do par P1 a alinea 1 da Tarefa 2

Algumas respostas, consideradas parcialmente corretas, apresentam uma justificacao
incompleta ou errada, o que pode derivar de uma interpretacdo erronea do enunciado ou dos

dados da tabela, tal como revela a resposta dada pelo par P10 (Figura 16).

| Coombom A, dodes_ do tahela veu formes ¢ ue a
vanaedd ela Aom gque D 0uvide huma (Pedla neuksm.
ndd  acompanhe uvmmo  eneclo \inean . UG -ma

e toote da Gemo JuneoD  exponanercd | dar e
MMW\.{L&s des(mopmcmnuis,

Figura 24: Resposta parcialmente correta do par P10 a alinea 1 da Tarefa 2

No momento de discussdo em grupo turma, um aluno do par P3 apresentou a sua

proposta de resolucao a turma.

A1P3: Nos fizemos... A razdo da intensidade sonora captada, que ¢ o I, com o limiar da
audibilidade. E na intensidade sonora, nés temos o valor na coluna ao lado. E entéo,
fomos determinar o I,. Determinamos o I, da intensidade sonora igual a 20, 25 e
30. Depois, fizemos a diferenca e ndo deu igual.

Este par entendeu o conceito de “escala linear”, mas interpretou mal os dados da tabela.

Assumiram que a intensidade sonora captada I era a mesma que a intensidade sonora em dB,

como se pode verificar na sua resolucao (Figura 25).
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Figura 25: Resposta incorreta do par P3 a alinea 1 da Tarefa 2

3.2.2. Analise dos dados/Construcéo e valida¢cdo do modelo

Apesar de os alunos ja terem realizado uma atividade de modelacado matematica, a nocao
de modelo matematico nao ficou clara para todos, como também a utilizacdo da calculadora
grafica para determinar esse modelo. Oito pares de alunos identificaram devidamente o papel de
cada variavel perante a situacdo da tarefa, organizaram corretamente os dados na calculadora
grafica e verificaram que o modelo logaritmico era aquele que melhor se adequa aos dados, como

ilustra a resolucéo do par P5 (Figura 26).

a.

I 2
e ey ¢

° e

R

&Iag(_é_] = 4,03 R 40T + 4,343« Qm(%)

Figura 26: Resposta correta do par P5 a alinea 2 da Tarefa 2

Alguns alunos nao tinham conseguido encontrar o modelo correto, pois inverteram as
variaveis ou as listas da tabela do menu estatistica. Por defeito, a lista 1 é atribuida a variavel
independente x e a lista 2 a variavel dependente y. No caso desta tarefa, a primeira coluna da
tabela de dados corresponde a variavel dependente e a segunda coluna corresponde a variavel

independente. Ao inverter o papel das variaveis, esses alunos obtiveram naturalmente um modelo
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exponencial. No entanto, outros alunos nao reconheceram o papel das grandezas em jogo e

. LT . . .
representaram graficamente a nuvem de pontos da razéo —em funcéo da intensidade sonora em
0

dB, o que induziu um modelo exponencial, como exemplifica a resposta dada pelo par P13 (Figura

27).
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Figura 27: Resposta incorreta do par P13 a alinea 2 da Tarefa 2

No momento de discussado em grupo turma, um aluno do par P1 apresentou a sua resolucao

no quadro.

Prof:
Al1P1:
Prof:
A1P1:
Prof:
A1P1:

Prof:

Alunos:

Prof:

Alunos:

Prof:

Alunos:

Prof:

Alunos:

Prof:

Alunos:

Prof:

Alunos:

Como é que fizeram?

Fizemos na tabela, no menu estatistica.

Ou seja, colocaram os dados na tabela.

Sim.

E depois?

Depois, sabemos que a razao da intensidade sonora captada I com o limiar da
audibilidade I € 0 nosso x e que a intensidade sonoraem dB é o y.

O I sobre I, é 0 x e a intensidade sonora em dB ¢é o y. Aqui, 0 que fazer na
calculadora?

Trocar as variaveis.

Trocar as listas.

Sim.

Porque o x esta na lista 2 e 0 y esta na lista 1. Ou seja, vou aqui no SET e troco
as listas. Quem nao teve o cuidado de verificar as listas basicamente obteve o
modelo inverso.

Pois.

E obtiveram entdo uma exponencial.

Sim.

O que vamos obter aqui?

Uma logaritmica.

Uma logaritmica. Ok, obtiveram esses valores, esses coeficientes?

Sim.
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3.2.3. Exploracéo do modelo

Relativamente a questdo 3, com “variacdo” esperava que o0s alunos recorressem a definicao
da taxa média de variacao num intervalo. Porém, a variacao de uma funcao num intervalo [a, b]
corresponde a diferenca f(b) — f(a). Em retrospetiva, deveria ser acrescentado e destacado a
palavra “taxa” no enunciado. De qualquer modo, a analise das producdes dos alunos teve em
consideracao a definicao de variagdo de uma funcdo num intervalo [a, b]. Dessa analise, observa-
se que os alunos calcularam a diferenca das imagens nos extremos desses intervalos, como ilustra

a resposta do par P15 (Figura 28).

Figura 28: Resposta correta do par P15 a alinea 3 da Tarefa 2

No que toca as respostas parcialmente corretas, alguns alunos calcularam e compararam
devidamente as variacbes do modelo obtido nos determinados intervalos, mas retiraram
conclusdes precipitadas ou erradas, nomeadamente sobre a monotonia do modelo, como revela

a resolucao do par P7 (Figura 29).

& 3 ﬂL‘~.$°J Lozxio "y slon 3o = 1,03 xt0° +q,5qg=‘lmio
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Figura 29: Resposta parcialmente correta do par P7 a alinea 3 da Tarefa 2

Os pares que definiram um modelo exponencial formularam respostas incorretas, como
mostra a resposta do par P14 (Figura 30). Para além disso, alguns destes pares nao responderam
ou mal comecaram a calcular as variacdes pedidas. De facto, com o modelo exponencial deve-se
calcular a variacdo no intervalo [1010; 1030]. No entanto, a calculadora grafica ndo permite
realizar esse tipo de calculo. Indicia-se que esses alunos se confrontaram com algumas limitacoes

da calculadora gréfica.
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Figura 30: Resposta incorreta do par P7 a alinea 3 da Tarefa 2

No que toca a alinea 4, como ainda nao fora introduzida a primeira derivada das funcdes
logaritmicas, os alunos nao tinham possibilidade de resolver analiticamente esta questao. Numa
perspetiva de deixar os alunos explorar o seu método de resolucdo, achei pertinente colocar

algumas dicas no quadro, tais como: (1,03 X 10™* + 4,343 1Inx)’ = 4,343(Inx)’ e

. K\ . " . .
lim (1 + Z) = e, Estas dicas permitiam resolver analiticamente as restantes alineas. No

n—-oo
entanto, nenhum par tentou explorar esse método de resolucao. Cinco pares de alunos
reconheceram que podiam recorrer a calculadora grafica para determinar a taxa de variacéo

instantanea do modelo no ponto de abcissa 15, como revela a resposta do par P1 (Figura 31).

_Mm*m_q_mm o fusacse  Jonaaddod
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Figura 31: Resposta correta do par P1 a alinea 4 da Tarefa 2

No debate em grupo turma, quando o par P12 foi apresentar a sua proposta de resolucao,
fico claro que a maioria dos alunos desconheciam como determinar a primeira derivada num ponto
com recurso a calculadora grafica.

Prof:  Agora, pergunta numero 4. O que ¢ pedido?

A1P3: Determinar a taxa de variacao instantanea.

Prof:  Determinar a taxa de variacao instantanea no ponto?
Al1P1: xigual a 15.

Prof: IL igual a 15. Ok, como fizeram?
0

A1P12: Nos fomos a primeira derivada.

Prof:  Calculamos a primeira derivada. E como calcularam essa derivada?
A1P12: Na maquina.

Varios alunos: Pois.

Outros alunos: Ah!

Prof.:  Na maquina. Como fizeram entao?

A1P12: Selecionamos o Y onde temos a expressao da funcao.

Prof:  Temos a expressao da funcao e depois?

A1P12: Selecionamos o Y,.
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Prof:
AlP12:
Prof;

AlP12:
Prof;

Mas o qué que escrevo? Fizeste no grafico? No menu grafico?
Nao. Fizemos separado e depois fizemos no Y.

Como fizeram entao, explica-nos.

‘Option’, ‘Calc’, ;—x e agora escolhi o nosso Y.

E aqui 0 15. O qué que isso vai nos dar? A primeira derivada no ponto 15. Ou

seja, f linha de 15.

Al1P12:
Prof:
A1P12:
A2P6:
Prof:
A1P2:
Prof:
Al1P12:

Nos ai ndo pusemos 0 15, mas se fizemos depois o ‘Y-calc’ ¢ igual.
Ok, entao vocés aqui fizeram x igual a?

x igual a x.

Vai chegar ao mesmo.

Vai dar ao mesmo, exatamente.

Pois ¢, depois metemos x igual a 15.

E depois?

‘G-solve’, ‘Y-calc’ e pusemos x igual a 15.

Dentre das respostas incorretas, surgem as dos pares que trabalharam com um modelo

exponencial, como também de quem n&o reconheceu a taxa de variacao instantanea num

determinado ponto como sendo a primeira derivada nesse ponto (Figura 32).

L=t (!5, 4s) fol 3 1,309
=t 9.‘. 1,609 Y ceﬁt-&c_&(wi\

Figura 32: Resposta incorreta do par P2 a alinea 4 da Tarefa 2

O par P2 somente calculou a imagem de 15 por f, sendo f a funcdo que representa o

modelo definido na alinea 2. Os pares P5 e P15 associaram a imagem de 15 por f a primeira

derivada no ponto de abcissa 15 (Figura 33).

4. g (48) = 14,7010

Figura 33: Resposta incorreta do par P5 a alinea 4 da Tarefa 2

Relativamente a alinea 5, poucos grupos tentaram de a resolver explorando as dicas que

coloquei no quadro. O par P4 percebeu que tinha de utilizar a definicdo formal da primeira

derivada, mas nao conseguiu desenvolver os calculos. Na analise das producdes dos alunos,

nenhum par propds uma resolucdo para esta questdo ou escreveu a definicdo da primeira

derivada.

Al1P4:
Prof:
Al1P4:
Prof:
A2P4:

Na 5 temos de calcular o limite disto?

Porqué? Qual é a pergunta?

(I& a pergunta).

E a taxa de variacao instantanea. Qual ¢ a definicao?
E a derivada.
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Al1P4:
Prof:
A2P4:
Prof:

Mas nés ja fizemos isso no 4.

Sim, mas vocés no 4 fizeram num ponto.

Entdo nés vamos ter de calcular a derivada disto?
Sim, num ponto qualquer do seu dominio.

Como tais dicas nao ficaram claras para todos os alunos, tomei a iniciativa de explorar o

calculo do limite da primeira derivada, tentando que fossem eles a desencadear elementos-chave

que permitissem seguir para a proxima etapa do calculo (Figura 34).

S xoe F
fed- oy flant) - ().

fn=0o

T Do 4345 Llmb] - @343 L (2)
h—te
h

Figura 34: Calculo da primeira derivada do modelo da Tarefa 2 realizado com os alunos no quadro

Prof:
Al1P2:
Al1P4:
Prof:
A1P9:
Prof:

A1P5:
Prof:

Figura 35:

AlP1:
Prof:

AlP1:
Prof:

Al1P1:
Al1P2:
Prof:
Alunos:

Figura 36:

Aqui, o que posso fazer?

Dividir.

Isso é parecido com aquele limite.

Dividir o qué?

Meter o In x em evidéncia.

Mas o In x é uma funcéo, ndo &€ uma incognita ou um valor que podes meter em
evidéncia.

Nao, como temos a subtracao, eles estao a dizer dividir.

Ou seja, usar a regra operatoria.

= Do Uiy A :Lf—h)
h

'h"rc

Continuacao do calculo da primeira derivada do modelo da Tarefa 2 no quadro

E agora se dividimos tudo por xq...

O objetivo é chegar a qualquer coisa do género. Nos conhecemos este limite, o
limite do numero de Neper.

Mas nés ndo temos nenhum expoente.

Exato. Antes disso, vamos simplificar a nossa expressao. Reparem, naquela
fracdo, x, mais h sobre x.

E 1 mais h sobre x,.

E vezes 1 sobre h.

Ok, ainda temos uma indeterminacéo, correto?

Temos.

1o

—;L‘l.'y‘l’} fm ﬁ\ ('{ +;L':)
kR

Continuacao do calculo da primeira derivada do modelo da Tarefa 2 no quadro

Nesta fase do calculo, importava levantar a indeterminacéao:
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Prof:

Al1P4:
Prof:
Al1P4:
Prof:

Figura 37

Agora, temos h sobre x,. Se eu quisesse colocar o h sobre x,, 0 que temos de
fazer?

Regra do pneu.

O que obtemos?

X, sobre h vezes...

X, sobre h... para obtermos qualquer coisa do género h sobre x,. Posso escrever
0 inverso, que € igual a 1 sobre x, sobre h.

430 Qo L+ E) s L
o X

x,

e s
i"fﬁé e )

: Continuacéo do calculo da primeira derivada do modelo da Tarefa 2 no quadro

Seguiu-se a ultima parte do calculo onde tivemos de usar a continuidade do logaritmo para

poder colocar o

Prof:
Al1P4:
Prof:
Al1P4:
Prof:

AlP2:
Prof:

Alunos:
Prof:

Alunos:
Al1P2:
Prof:

limite dentro do logaritmo neperiano.

Estamos quase. O que falta?

O limite do logaritmo & igual ao logaritmo do limite?

Tens a certeza ou nao?

Nao, estou a perguntar.

E exatamente isso, mas porqué? Eu posso aqui trocar o limite e o In. Porqué?
Porque a funcao logaritmo neperiano, alias, as funcdes logaritmicas sao continuas
no seu dominio. Portanto, o limite da funcao é igual a funcdo do limite. Aqui para
justificar, a funcéo In é continua. Entdo temos que 1 sobre x, vezes In de limite...
Nao temos de pér x, sobre h a tender para mais infinito?

Sim, exatamente. Ja temos o limite que queremos. Reparem que ainda temos de
justificar que quando h tende para 0, x, sobre h tende para...

Mais infinito.

Aqui, vocés podem fazer a mudanca de variavel ou entdo justificar ao lado. De
qualquer modo, tem de aparecer uma justificacao. Depois, este limite é igual ao
numero de Neper. Portanto, é igual a e. Temos 1 sobre x, vezes In de e. Quanto
é que vale este numero? Qual é o logaritmo na base e de e?

E1.

Ou seja, da 1 sobre x,.

Acabamos de calcular a derivada de In de x. Como aquele x, € um valor
arbitrario, a derivada é entao isto para qualquer valor do dominio.

— e - 3 __-{__%_
=038 e L(1+ )

_;LL,%_«}LA% 5 f%)% ) ?

Figura 38: Fim do célculo da primeira derivada do modelo da Tarefa 2 no quadro
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Constata-se que os alunos tiveram de recorrer as propriedades algébricas dos logaritmos,

nomeadamente as regras operatorias, e aos seus conhecimentos acerca de limites e continuidade.

Porém, o levantamento de indeterminacao neste limite foi um desafio elevado para os alunos.

No que diz respeito a ultima alinea da tarefa, como se aproximava o final da aula, optei por

explorar e discutir com os alunos a monotonia da funcao logaritmo através da representacao

grafica do modelo e das tangentes ao grafico, recorrendo ao emulador da calculadora grafica

(Figura 39).

_
Select run position Select run position

=1

.03x10°(-4)+4,343In = ¥Wi=1.03x107(-4)+4,343[n x

Tangent Tangent
dY/d¥=0.2004 : d¥/d¥=0.0876

21.66666667. .. ¥=13.36818374 % ¥=40,52380852 ,  Y=16,04845878 W E

Figura 39: Representacao grafica do modelo determinado na calculadora grafica

A medida que o valor de x aumenta, a inclinacao da tangente nesse valor aproxima-se de

0. Ou seja, apesar de ter um crescimento ilimitado, este € mais acentuado no inicio, mas parece

estabilizar a partir de um determinado valor de x.

Prof:
A1P5:
Prof:
A1P5:
Prof:

Alunos:
Prof:

A1P5:
Prof:
Al1P4.
Prof:
Alunos:
Prof:

0 que nos diz a derivada relativamente ao grafico?

A primeira?

Sim, a primeira derivada.

A monotonia.

Sim, podemos determinar a monotonia. Reparem que a inclinacdo da tangente é
sempre positiva.

Sim.

Ou seja, a funcao In é sempre crescente. Vocés ja sabiam isso, mas aqui
podemos verificar. E relativamente ao crescimento da funcéo...

E mais acentuado.

Mais uma vez, podemos observar que, no inicio, cresce muito rapidamente.
Sim, depois comeca a diminuir.

Quando x tende para 0, f” tende para mais infinito.

Sim.

E o que se pode ver aqui no grafico. O declive da tangente é cada vez maior
quando x tende para 0. E quando x tende para mais infinito, f’ tende para 0.

No final da aula, escrevemos rigorosamente a definicao da primeira derivada da funcao

logaritmo neperiano e deduzimos a primeira derivada de uma funcao logaritmo de base qualquer

através das propriedades algébricas dos logaritmos. Alguns alunos mostraram dificuldades no
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calculo da derivada relativamente as regras de derivacao e a mudanca de base devido a notacao

atipica dos logaritmos.

3.2.4. Sintese

0 Quadro 2 exemplifica os elementos da transicao entre as fases de modelacdo que foram

identificados na resolucao da Tarefa 2.

Quadro 2: Sintese de elementos de transicao entre as fases de modelacao na Tarefa 2

Problema do mundo real = Enunciado do problema real

= Clarificar o contexto do problema = Compreender o enunciado e a situacédo

= |dentificar grandeza(s) estratégica(s) = |dentificar a intensidade sonora em dB e a razao da
intensidade sonora captada I com o limiar de
audibilidade I,

= Elaborar hipdteses e conjeturas simples = Reconhecer que as grandezas nao verificam uma
relacéo linear

Enunciado do problema real m—  Modelo matematico

= |dentificar as variaveis

= Representar matematicamente os dados para que
as formulas possam ser aplicadas

= Perceber que a variavel independente deve ser
definida de forma unica

= Elaborar hipoteses relevantes

= Escolher tecnologia para efetuar calculos

= Escolher tecnologia para representar graficamente
0 modelo

= Aintensidade sonora em dB em funcao da razéo
= Atribuir notacdo matematica as variaveis

= Manter a coeréncia das notacdes ao longo da
exploracéo da tarefa

= Perceber que 0 modelo nao pode ser um modelo
linear

= Recorrer a calculadora grafica para efetuar calculos
e organizar os dados numa tabela

= Recorrer a calculadora grafica para realizar
regressoes estatisticas e identificar o modelo que
melhor se ajuste aos dados.

= Utilizar tecnologia para verificar equacdes = Reconhecer que métodos exclusivamente analiticos
algébricas nao sao suficientes
Modelo matematico —)  Solucdo matematica

= Aplicar férmulas simbédlicas apropriadas
= Utilizar tecnologia para efetuar calculos

= Utilizar tecnologia para produzir representacdes
graficas

= |nterpretar matematicamente as questoes e liga-las
com o modelo logaritmico obtido

= Recorrer a calculadora gréfica para efetuar calculos
complexos e resolver equacdes

= Recorrer a calculadora grafica para representar
graficamente o modelo obtido

= Verificar o modelo algébrico com recurso a = Conferir resultados obtidos analiticamente com a
tecnologia calculadora gréfica
Solucdo matematica =P Significado concreto da solu¢ao

= |ntegrar argumentos para justificar interpretacoes
= Perceber a necessidade de envolver matematica
antes de abordar uma questao interpretativa

= Utilizar o modelo matematico convenientemente
= Matematizar o enunciado e interpreta-lo

A exploracao de tarefas de modelacao no estudo das funcdes logaritmos com recurso a

calculadora grafica faz emergir que, na compreensao e interpretacao do enunciado, a maioria dos

alunos identificou o papel de cada variavel e demonstrou que estas ndo correspondiam a uma

escala linear. O par P3 percebeu que estas grandezas néo verificavam nenhuma relaco linear,
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mas sentiu dificuldades na leitura do enunciado, pois estes alunos assumiram que a intensidade
sonora em dB era a mesma que a intensidade sonora captada 1.

Apesar de ja ter realizado uma atividade de modelacao com os alunos, destaca-se desta
aula que o conceito de modelo nao tinha ficado claro para todos e que o desconhecimento de
certas potencialidades da calculadora grafica dificultou a exploracao autdnoma da tarefa pelos
alunos. Efetivamente, quase metade dos alunos revelou dificuldades em organizar os dados numa
tabela consoante a situacdo da tarefa, nomeadamente na definicdo das listas. Estes alunos nao
tiveram o cuidado de verificar as definicdes da tabela antes de representar graficamente a nuvem
de pontos. Em consequéncia, definiram um modelo exponencial em vez de um modelo logaritmo.
Com um modelo exponencial, os alunos ndo podiam resolver a questdo 3, pois a calculadora
grafica ndo permite calcular exponencias de valores tdo grandes. Perante esses pares, optei por
nao dizer explicitamente onde se encontrava o erro, mas tentei fazé-los verificar se o erro vinha do
modelo. No entanto, como os alunos ainda estavam pouco familiarizados com a utilizacdo da
calculadora grafica de tabelas de dados e de curvas de regressdo, nenhum par conseguiu
identificar que as listas da tabela estavam trocadas. O facto de os alunos ndo trabalharem com o
modelo correto encravou a exploracdo da tarefa e, logo, o objetivo desta. Para as restantes aulas
da minha intervencao pedagdgica, decidi entdo sempre verificar se 0s grupos estavam a trabalhar
com um modelo adequado ao contexto da tarefa.

No que diz respeito as alineas 3, 4 e 5, a maioria dos alunos reconheceu a necessidade de
recorrer a calculadora grafica para efetuar e conferir calculos, representar graficamente o modelo
e determinar a primeira derivada do modelo num ponto. Depois de discutir em grupo turma das
potencialidades da calculadora grafica que permitem resolver este tipo de questdes, ficou claro
que é fundamental dominar conceitos matematicos relacionados com o estudo de funcéo real de
variavel real de modo a poder usufruir eficientemente da calculadora grafica, quer para determinar
ou conferir resultados. Sem bases tedricas sélidas, os alunos nao sdo capazes de identificar se o
que aparece no ecra da calculadora grafica € matematicamente valido e se é coerente em relacao
a situacdo da tarefa (Consciéncia, 2013).

Além de encontrar o modelo matematico que melhor se ajuste aos dados, esta tarefa exigia
relacionar conceitos matematicos avancados (calculo da taxa da variacdo média e da variacao
instantanea) com uma nova funcdo, o que a tornou muita trabalhosa. A complexidade do calculo
da derivada da funcao logaritmo tornou a discussao um pouco unilateral apesar de ter tentado

‘puxar’ os alunos na resolucdo de cada etapa do calculo. No entanto, observa-se da parte dos
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alunos algumas lacunas relativamente a definicdo da primeira derivada, visto que nenhum par a
escreveu nas producdes que recolhi. No momento de debate em grupo turma, destacou-se
algumas dificuldades sentidas pelos alunos, nomeadamente no que toca as regras operatorias dos
logaritmos e as regras de derivacdo. Também identifiquei dificuldades na representacao grafica
das funcbes logaritmicas e algumas confusdes com a representacdo grafica das funcdes
exponenciais. Assim, acho relevante introduzir a primeira derivada das funcdes logaritmicas
através de uma tarefa de modelacéo, realcando as propriedades desta de modo a evidenciar e
diferenciar o crescimento logaritmico do crescimento exponencial (Kenney & Kastberg, 2013;

Weber, 2017).

3.3. Sistematizacdo de conhecimentos de fungdes logaritmicas

Depois da introducao da funcao logaritmo e da sua derivada com duas tarefas de modelacao
nas duas primeiras aulas, seguiu-se a aplicacao de conhecimentos adquiridos no estudo da funcao

logaritmo através da resolucao de trés tarefas. A primeira tarefa a ser explorada foi a seguinte:

Tarefa: 0 pH de uma substincia

A acidez de uma substincia & medida pela concentracéo (em moles por litro) de
ides de Hidrogénic (HY) na substincia. O processo normalizado de descrever
esta concentracdo € definir o pH (potencial Hidrogenidnico) de uma substancia,
0 gue indica se uma substéncia é acida, neutra ou basica. A escala de pH vana
entre 0 e 14 na temperatura de 25°C. Se o valor do pH for igual a 7, o meio da
substancia seré neutro. Mas se o pH for menor que 7, sera acido, e se for maior
que 7, basico. A seguinte tabela apresenta concentraches de iGes HY & o=
respetivos valores do pH de substéncias presente no nosso quotidiano.

Substéncias Concentracio de ies HT pH
Sumo de limdo 3,981 x 10~3 2.4
Vinagre 1,2589 x 1073 29
Sumeo de maca 3,1623 x 107* 35
Cenieja 3,1623 x 10—° 45
Café 1,0 x 1075 5.0
Cha 3,1623 x 10—° 5.5
Leite 3,1623 x 107 65
Agua pura 1,0 x 1077 70
Sangue 3,981 x 10~ 8 7.4
Apua do mar 1,0 % 1078 80
Sabonete de méo 6,3096 x 10710 g2
Amdnia caseira 3,1623 x 10712 11,5

| Apuz sanitaria 3,1623 x 10713 125

=

_Da analise dos dados aprassntados na tabela, que modslo te parece que
melhor fraduz o pH de uma substéncia gualguer em funcio da sua
concentragdo de ides? Com recurso & calculadora grafica, verifica se o modelo
que idealizaste traduz essa representacdo.

2.Tendo como referéncia 0 modelo que definiste, determina a concentracio de
ites HY de um sumo de uva cujo valor de pH & igual a 3,2.

3.Que valores traduzem as concentracdes de ides H¥de forma que o meio de
uma substéncia seja acido?

4 Da andlise do grafico do modelo que estabeleceste, verificas gue a funcéo
representada & estritamente decrescente no seu dominio de validade e que o
seu grafico tem a concavidade voltada para cima. Comprova analiticamente
tais resultados.

5. Formalmente, o pH & dado por pH = — Iog[H*’]. Que diferenca ha entre o

modelo que estabelacaste e este modelo formal do pH?
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A resolucao desta tarefa foi realizada em grupos de 3 ou 4 alunos, com base nas seguintes
regras de trabalho: (i) Um grupo s6 chama o professor depois de atender as consideracdes dos
alunos que o constitui; (i) Todos os elementos do grupo devem participar de modo a assegurar
que qualquer um deles seja capaz de representar o grupo na apresentacao das suas atividades a

turma. Na Tabela 3 apresentam-se os resultados das respostas dos alunos.

Tabela 8: Frequéncia dos tipos de resposta dos alunos na Tarefa 3 (n = 8)

Tipos de Resposta

Fases de modelacéo C PC [ NR
Compreensdo do enunciado da tarefa/ Andlise dos 4 1 3 -
dados/Construcao e validacdo do modelo (alinea 1)

Exploracdo do modelo (alinea 2) 5 3 -

Exploracao do modelo (alinea 3) -
Exploracdo do modelo (alineas 4) -
Exploracao do modelo (alineas 5) -

N O O
—
—

Na leitura desta tabela, destaca-se que ainda alguns grupos encontram dificuldades na
construcao e validacdo do modelo. Na exploracao do modelo, tirando a ultima questao, a maioria

dos grupos conseguiu dar elementos de respostas corretos.

3.3.1. Compreensao do enunciado/Analise dos dados/ Construcao e validagdo do modelo

Todos os alunos determinaram um modelo logaritmico como sendo aquele que melhor se
ajusta aos dados da tabela. No entanto, somente metade dos grupos determinou o0 melhor modelo
logaritmico, tal como ilustra a resposta do grupo G2, apesar de ndo terem especificado o dominio
da funcao (Figura 31).

i.

) % g = Conuminanae de &M’
gy = pH
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Figura 40: Resposta correta do grupo G2 a alinea 1 da Tarefa 3
Para além de registar o modelo de regressao que melhor se ajusta aos dados apresentados,

o grupo G2 identificou as designacdes de cada uma das variaveis, reproduziu um esboco grafico
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que visualizaram na calculadora grafica e consideram a razoabilidade do modelo, mas sem a
justificar.

O grupo G4 encontrou o0 mesmo modelo, mas nao apresentou qualquer justificacdo, tal
como era pedido no enunciado, o que faz com que a sua resposta seja considerada parcialmente

correta (Figura 41).

1 | ,
)/:.- 1[/. 67 x /0_" 0/ 434 447"—

Figura 41: Resposta parcialmente correta do grupo G4 a alinea 1 da Tarefa 3
Os grupos que responderam incorretamente determinaram um modelo logaritmico que nao
corresponde ao que melhor se ajusta aos dados do enunciado. Provavelmente tais grupos
enganaram-se na definicdo e na organizacédo dos dados na calculadora grafica. Um desses grupos,
o grupo G6, determinou os coeficientes corretos do modelo logaritmico esperado, mas
encontraram dificuldade na traducdo destes valores no modelo que a propria calculadora gréafica

lhes sugeria, como ilustra a seguinte resposta e exemplo (Figura 42).

e
__3 L_B,(g xio . .o.,.ua\u) [

[E] RadMorml] [dic]Real
LogReg

a =-4.67Fxw®

b =-0.4342947

r =-0.98999999

rz=0.99999999

MSe=1.8801 xwl 1
v=a+b- lnx

[COFY](DRAW]

Figura 42: Resposta incorreta do grupo G6 a alinea 1 da Tarefa 3

Na leitura dos coeficientes do modelo logaritmico obtido, estes alunos nao identificaram que

somente o coeficiente b estava a multiplicar o logaritmo neperiano de x.

3.3.2. Exploracéo da tarefa

As restantes questdes podem ser resolvidas por processos analiticos ou com recurso a
calculadora grafica. Como consequéncia, no momento de discussdo da resolucdo da tarefa em
grupo turma, procurei averiguar diferentes métodos de resolugdes. Na questdo 2, um aluno do

grupo G6 apresentou a resolucdo do seu grupo a turma.
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A3G6:
Prof:
A3G6:
Prof:
A2G1:
Prof:
A1GI:
Prof:

Nés fomos a calculadora, igualamos a expressao a 3,2 e deu-nos o x.
Fizeram com a calculadora grafica, muito bem. E qual é o resultado?
6.31.

Podes escrever o resultado. Toda a gente fez com a calculadora?

Nos nao.

Como é que fizeram?

Usamos a expressao.

Podes vir ao quadro mostrar como é que fizeram?

A solucado encontrada esta incorreta, o que alguns alunos sublinharam. De seguida, um

aluno do grupo G1 apresentou a sua proposta de resolucao do seu grupo:

Prof:

0 A1G1 vai-nos mostrar uma proposta de resolucao.

Alunos: A nés deu-nos diferente.

Prof:
A2Go:
Al1G3:

Pois, acho que 6.31 estda um bocado fora do contexto.
E 6.31, mas falta outra coisa.
O expoente.

Os alunos do grupo G1 e do grupo G6 leram erroneamente o resultado que aparece na

calculadora grafica. Efetivamente, estes alunos ndo identificaram que o resultado obtido é

multiplicado por 10~#. Na calculadora grafica, pode aparecer os seguintes resultados (Figura 43).

Os resultados variam em funcao da aproximacdo dos coeficientes do modelo previamente obtido.

o~ 7-373
6.279814061 <150 4

[EXE]l:Show coordinates

Y2=-4.67021 2xw—0@F+-0.434294T67T7T

Figura 43: Representacdes em notacéo cientifica de resultados matematicos obtidos na calculadora grafica

E de salientar que o resultado aparece em notacdo cientifica = 6.28 x 10™* ou em

notacao cientifica ‘E’ = 6.31 X E — 4, onde E representa ‘vezes dez elevado a poténcia’,

repondo entdo o ‘X 10™'. Depreende-se que estes alunos desconheciam esta notacéo cientifica

com o ‘E’ e, logo, ndo o consideraram. O grupo G2 procedeu de maneira analoga ao grupo G6 na

utilizacao da calculadora grafica para determinar o resultado, mas tendo em conta a multiplicacéo

com a poténcia de 10.

A2G2:
Prof:
A2G2:

Nos fizemos ligeiramente diferente, mas também fizemos na maquina.

Como é que fizeram?

Fomos ao grafico, copiamos o modelo para o menu grafico e depois fizemos ‘Y-
cal' e pusemos o x igual a y = 3.2 e depois deu-nos 6,278 x 10~%,
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Relativamente as producdes dos alunos, identificam-se resolucdes analiticas e outras
exclusivamente realizadas através da calculadora grafica. Os grupos que resolveram com este
artefacto escreveram simplesmente a equacéo que traduz o enunciado da questao e o resultado.
Os grupos que resolveram analiticamente apresentaram as etapas todas da resolucdo da equacao,

como ilustra a resposta correta do grupo G8 (Figura 44).
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d @ = g.280x407% mmeflfl

Figura 44: Resposta correta do grupo G8 a alinea 2 da Tarefa 3
As respostas consideradas incorretas evidenciam as lacunas dos alunos ja ilustradas em
relacdo as diferentes notacdes cientificas apresentadas na calculadora grafica. O grupo Gl
resolveu analiticamente esta questao sem dificuldades, mas nao considerou a poténcia de 10 no

resultado (Figura 45).
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Figura 45: Resposta incorreta do grupo G1 a alinea 2 da Tarefa 3
Relativamente & alinea 3, constata-se que a maioria dos grupos tentou resolvé-la com
métodos exclusivamente analiticos. Porém, nenhum grupo chegou ao resultado esperado, pois 0s
alunos nao determinaram o dominio do modelo logaritmico do pH tendo em conta que este so6
podia tomar valores entre 0 e 14. Logo, os alunos que apresentam uma resposta parcialmente
correta resolveram a inequacao que traduz o enunciado para valores de x estritamente positivos,

como no caso de uma funcéo logaritmica com o dominio habitual R* (Figura 46).
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Figura 46: Resposta parcialmente correta do grupo G3 a alinea 3 da Tarefa 3
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Somente um grupo restringiu o0 dominio do modelo logaritmico considerando a situacdo da
tarefa. O grupo G4 resolveu previamente a equacdo f(x) = 0, onde f representa 0 modelo
obtido, para determinar o dominio do modelo. Depois, com base na tabela de dados, determinou
o0s valores de x pelos quais uma solucdo possui um pH de tipo acido. Contudo, na resposta final,
este grupo trocou os valores do intervalo solucdo da inequacao que traduz o enunciado, pois

1,0 X 10~7 é menor que 1 (Figura 47).

S WL,
j(") o ‘) "41169*x/0 —0,(7.39,:&-;; A_._
= ~1 007 x/l6 -
¢ s e T
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SO ) = 7,40

4y . ..
@S Comceml hages da. H e =t

_,____.&nj‘m._ 11,00, 7,0 xl6*

Figura 47: Resposta parcialmente correta do grupo G4 a alinea 3 da Tarefa 3

Para além do dominio, o modelo logaritmico traduz uma funcao estritamente decrescente,
0 que vai impactar com a ordem da inequacdo que traduz o enunciado. Os grupos que
responderam incorretamente sentiram dificuldades na resolucao da inequacao e na definicao do

dominio (Figura 48).

13 =4, 6%x40F - 0,43y Lnde <3 2

______s__n._umx_ 1,000
& e 16,430

}. en L‘t"‘”w

P el op- 5,891 84078

Figura 48: Resposta incorreta do grupo G8 a alinea 3 da Tarefa 3

Na resolucdo desta alinea com recurso a calculadora grafica, encontram-se diversas
limitacoes, nomeadamente na definicao da janela de visualizacdo. Efetivamente, ao representar
graficamente o modelo logaritmico e a reta de equacdo y = 7 numa janela de visualizagdo

adaptada a situacao da tarefa, nao se consegue observar a intersecao das duas curvas (Figura

49). [EXE]:Show coordinates
f2=-4.,67021 2xw-06+-0. 4342947677

INTSECT

X

Figura 49: Representacao grafica da inequacao que traduz a alinea 3 da Tarefa 3
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Como os valores sdo demasiados pequenos, mesmo realizando um ‘zoom’ no grafico, ndo
se consegue visualizar a intersecao destas curvas. Estas limitacbes observadas provém das
capacidades tecnolégicas da calculadora grafica que encontra dificuldades em representar
grandezas infinitamente pequenas ou grandes. Podemos entdo imaginar que os alunos nao
tentaram resolver graficamente esta alinea por esses motivos. O facto de ndo se poder ler
graficamente a solucdo pode ter perturbado os alunos na utilizacdo da calculadora gréfica para
resolver esta alinea.

Relativamente a alinea 4, a maioria dos alunos nao sentiu dificuldades no estudo da
monotonia e da concavidade do grafico da funcdo representada pelo modelo encontrado. Porém,
nenhum grupo definiu o dominio do modelo tendo em conta o contexto da tarefa, como ilustra o
seguinte dialogo em grupo turma.

Prof:  Qual é o sinal daquela expressao? Alias, antes disso, o0 G5A4 escreveu aqui muito

bem x pertence ao dominio de f, mas qual é o dominio desta fungao?

Alunos: R mais.

Prof: R mais. E agora se eu perguntasse qual ¢ o dominio do nosso modelo relativamente
a nossa situacao? Porque aquela funcao da valores negativos? Alias, a funcao da
valores negativos?

Alunos: Nao.

Prof: D4, € um logaritmo. Mas o nosso modelo, o ph, é compreendido entre 0 e 14.
Portanto, o dominio ja vai ser diferente. Ninguém pensou em estudar o dominio do
modelo entao?

A1G1: O qué?

Prof: O dominio do nosso modelo, que é diferente do dominio da funcéo.

A1GI1: E pronto, o dominio do modelo é de 0 a mais infinito.

A1G2: Nao, ¢ de 0 até ao valor de concentracdo pelo qual o pH é igual a 14.

Alunos: Ah.

Prof:  Exatamente. O dominio do nosso modelo vai ser de 0 até ao valor de concentracdo
pelo qual o pH é igual a 14. A diferenca entre a funcdo e 0 nosso modelo é que o

nosso modelo tem um contexto real, o que vai influenciar o dominio e contradominio
do modelo.

As respostas parcialmente corretas englobam as repostas corretas no caso de um estudo
de funcao real de variavel real sem restricdo no seu dominio. Nestas respostas, observam-se
respostas puramente analiticas, com o calculo da primeira derivada e da segunda derivada através
das regras de derivacao e com frases de conclusao sucintas ou com tabelas de sinais, de variacdes
ou de concavidade do grafico que representa a funcao. Somente um grupo, o grupo G4, respondeu
sem apresentar calculos intermédios na definicdo da primeira e segunda derivada. Estes alunos

indiciam que utilizaram a calculadora grafica para realizar estes calculos. O grupo G8 respondeu

75



com o calculo da primeira e da segunda derivada do modelo, mas sem qualquer conclusao sobre

a sua monotonia ou sentido de concavidade (Figura 50).

Figura 50: Resposta parcialmente correta do grupo G8 a alinea 4 da Tarefa 3
A resposta incorreta revela dificuldades em relacdo as regras de derivacao,
nomeadamente & regra (kf)" = k(f)', onde f é uma funcéo real de variavel real e k € R. O
grupo G2 assumiu que a primeira derivada do modelo era igual & derivada da funcado x — Inx,

sem ter em conta o coeficiente que o integra, tal como expressa a sua resolucao (Figura 51).

Al

Figura 51: Resposta incorreta do grupo G2 a alinea 4 da Tarefa 3

Relativamente a alinea 5, séo poucos 0s grupos que tiveram tempo para a explorar. Somente
dois grupos responderam, identificando que uma das diferencas entre o0 modelo tedrico do pH e
0 modelo obtido através da tarefa era a base do logaritmo, sendo um logaritmo decimal para o

modelo tedrico e um logaritmo neperiano para o modelo (Figura 52).

. (vwﬂc,
M, ; ﬁ:mow Arwfﬂ
:ﬁ:i"“‘ed* =om
r_\.-\Oe

Figura 52: Resposta parcialmente correta do grupo G3 & alinea 5 da Tarefa 3

No debate no grupo turma, o aluno Al do grupo G3 apresentou no quadro os resultados
do seu grupo. Relembrei a turma que se pode efetuar uma mudanca de base de logaritmos para
uma base a € RT\{1} qualquer de modo a poder trabalhar com logaritmos de bases iguais.
Deste modo, pode-se comparar a precisdo do ‘nosso’ modelo com o modelo tedrico do enunciado.

0 seguinte dialogo ilustra esta fase da aula e a conclusdo da turma para a alinea 5.

. . 0,434 ,. ..
Prof:  Alguém pode fazer na calculadora aquele calculo? ~Toge’ Alias, concordam com

essa mudanca de base?
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Alunos:
A2G3:
Prof:
A3G3:
A1G3:

A2G3:

Prof:
A3G3:
Prof:

Alunos:
Prof:

Al1G3:
Prof:

A2G1:
Prof:
A2G1:
Prof:

3.3.3. Sintese

Sim.

Da —0.999.

Relembrei |a acima a férmula da mudanca de base. Podes repetir o resultado?
—0.999. —1 va.

Isto tudo?

N&o, o0 menos —

)

loge’

Ou seja, temos —4,67 X 107° ...

—log x.

—log x. Ok, concordam?

Sim.

A G3A3 fez a aproximacdo de 0,999 por 1, o que faz sentido. Agora, o qué que é
pedido? Que diferenca ha entre 0 modelo que estabeleceste e este modelo formal
do pH?

E so este valor.

A Unica diferenca é aquela constante —4,67 X 107°. O que se pode dizer entdo
relativamente aquele valor?

S&o praticamente iguais porque aquele valor € muito pequeno.

Podes repetir para toda a gente ouvir?

As duas expressdes sao praticamente iguais porque aquele valor € muito pequeno.
Ok, como aquele valor é basicamente 0,00000467, o que a A2G1 diz é que os
modelos sao praticamente iguais porque aquele valor & desprezivel, € muito
pequeninho.

O Quadro 3 exemplifica os elementos da transicado entre as fases de modelacdo que foram

identificados na resolucdo da Tarefa 3.
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Quadro 3: Sintese de elementos de transicao entre as fases de modelacédo na Tarefa 3

Problema do mundo real —

Enunciado do problema real

= Clarificar o contexto do problema
= |dentificar grandeza(s) estratégica(s)
= Elaborar hipdteses e conjeturas simples

= Compreender o enunciado e a situacédo

= |dentificar a concentracao de ides H* e o pH

= Conjeturar que as grandezas podem verificar uma
relacao logaritmica

Enunciado do problema real —l

Modelo matematico

= |dentificar as variaveis

= Representar matematicamente os dados para que
as formulas possam ser aplicadas

= Perceber que a variavel independente deve ser
definida de forma unica

= Elaborar hipoteses relevantes

= Escolher tecnologia para efetuar calculos

= Escolher tecnologia para representar graficamente
0 modelo

= O pH em funcdo da concentracéo de ides H*
= Atribuir notacdo matematica as variaveis

Manter a coeréncia das notacdes ao longo da
exploracao da tarefa

Esbocar uma nuvem de pontos dos dados da tabela
= Recorrer a calculadora grafica para efetuar calculos
e organizar os dados numa tabela

Recorrer a calculadora gréfica para realizar
regressdes estatisticas e identificar o modelo que
melhor se ajuste aos dados

= Utilizar tecnologia para verificar equacdes ™ Reconhecer que métodos exclusivamente analiticos
algébricas nao sao suficientes
Modelo matematico — Solucdo matematica

= Aplicar férmulas simbélicas apropriadas
= Utilizar tecnologia para efetuar calculos

= Utilizar tecnologia para produzir representacdes
graficas

= Utilizar corretamente as regras de sintaxe de
notacdo (seja matematica ou tecnoldgica)

= Obter resultados adicionais para permitir a
interpretacao de solucdes

= |nterpretar matematicamente as questdes e liga-las
com o modelo logaritmico obtido

= Recorrer a calculadora grafica para efetuar calculos
complexos e resolver equacdes

= Recorrer a calculadora grafica para representar
graficamente o modelo obtido

= Reconhecer as diferentes notacdes
cientificas/coeficientes que podem aparecer nos
resultados obtidos através da calculadora grafica

= Relacionar o dominio/contradominio do modelo
com o contexto real da tarefa

= Verificar o modelo algébrico com recurso a = Conferir resultados obtidos analiticamente com a
tecnologia calculadora gréfica
Solucdo matematica — Significado concreto da solu¢ao

= |ntegrar argumentos para justificar interpretacoes
= Perceber a necessidade de envolver matematica
antes de abordar uma questao interpretativa

= Utilizar o modelo matematico convenientemente
= Matematizar o enunciado e interpreta-lo

Sendo a terceira tarefa de modelacdo realizada pelos alunos, estes nao apresentaram

dificuldades na utilizacao da calculadora grafica para determinar o melhor modelo que se ajuste

aos dados. No entanto, o grupo G2 leu incorretamente os coeficientes do modelo que apareceram

no ecra da calculadora grafica. Determinaram que o modelo era (a + b) X Inx em vez de a +

b X Inx,ondea, b € R.

Devido as regras de trabalho em grupo estabelecidas no inicio da aula, os alunos revelaram

um empenho consideravel na exploracdo da tarefa relativamente as outras aulas, o que implicou

também um maior interesse e participacao na discussao das resolucdes em grupo turma.

No que toca a exploracdo da tarefa, os alunos perceberam que podiam responder as

questdes conforme o método que achavam mais pertinente e eficaz, isto &, ou com recurso a
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calculadora grafica ou com processos analiticos. Porém, da exploracdo da tarefa sobressaem mais
lacunas relacionadas com o uso da calculadora grafica. Efetivamente, os resultados obtidos
através da calculadora grafica podem ser apresentados com duas notacdes cientificas diferentes.
Esta ferramenta apresenta resultados obtidos através de calculos com notacéo cientifica @ x 10¥,
onde 1 < |a| <10 e k € Z, e resultados obtidos através de uma resolugado grafica com a
notacdo ‘E', aEk. Os grupos G1 e G6 mostraram dificuldades na leitura destes resultados, o que
prejudicou a exploracao da tarefa. Isto revela a necessidade de conhecer e dominar a calculadora
grafica com a qual se trabalha de modo a nao ser prejudicado devido ao seu uso erréneo
(Consciéncia, 2013; Gilbraith & Stillman, 2006, Ponte, 1995).

Nesta tarefa encontram-se novamente limitacoes tecnolégicas quanto a resolucao grafica
de algumas das suas alineas, nomeadamente a alinea 3. Devido as capacidades limitadas da
calculadora grafica na representacao grafica de valores demasiados pequenos ou grandes, torna-
se indecifravel a leitura deste tipo de resolucdo na calculadora grafica, mesmo adaptando
rigorosamente a janela de visualizacao.

Para além de saber utilizar a calculadora grafica, os alunos devem conhecer conceitos
matematicos primordiais para o estudo de uma funcao real a variavel real de modo a serem
capazes de realizar eficientemente este tipo de tarefa. Observa-se aqui algumas lacunas em
relacao a resolucéo de inequacoes, assim como em relacao as regras de derivacdo. Outro aspeto
que se evidencia com os alunos é o do dominio e contradominio do modelo tendo em conta o
contexto da tarefa. Se consideramos o modelo obtido através da regressao meramente como uma
funcao real de variavel real, afastamo-nos do propésito da tarefa de modelacéo e do seu contexto.
O problema de modelacao torna a ser assim um simples problema matematico puro, perdendo
as suas motivacdes iniciais (Barbosa, 2009; Galbraith & Stillman, 2006). Portanto, é fundamental
ter conhecimentos tedricos sélidos e estar familiarizado com a calculadora grafica, ou seja,
conhecer as suas potencialidades, mas também as suas limitacdes, para os alunos encararem da

melhora maneira este tipo de tarefa (Sawalha, 2018).

3.4. Avaliacdo do ensino ministrado

3.4.1. Percecoes dos alunos sobre a intervencdo pedagogica

O objetivo da minha intervencdo pedagogica consistiu em averiguar o contributo das tarefas

de modelacdo na aprendizagem das funcdes logaritmicas com recurso a calculadora grafica.
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Solicitei entdo os alunos a responder a um questionario no final da minha intervencao pedagdgica
na procura de perceber quais as suas percecdes sobre esse contributo. Devido a pandemia relativa
ao virus SARS-CoV-2, este questionario foi realizado online durante a primeira fase do
confinamento. A primeira parte do questionario era composto por questdes de natureza fechada,
onde os alunos tinham de escolher uma opcao segundo o seu grau de concordancia (escala tipo
Likert) para cada uma das afirmacdes apresentadas. A segunda parte do questionario era
composto por oito questdes de natureza aberta relativamente as vantagens, desvantagens,
dificuldades, contributo das tarefas de modelacdo e da calculadora grafica na aprendizagem das
funcdes logaritmicas e a diferenca quanto as tarefas sob a forma de exercicios e problemas.

As respostas dadas pelos alunos as questdes fechadas foram analisadas segundo as
seguintes categorias: (i) funcdes logaritmicas; (ii) tarefas de modelacao; (iii) calculadora grafica;
(iv) trabalho em grupo; e (v) dificuldades. Para quantificar os dados com parametros estatisticos
como o valor médio e o desvio-padrao, atribui o valor 1 a discordo totalmente (DT), 2 a discordo
parcialmente (DP), 3 a indiferente (I}, 4 a concordo parcialmente (CP) e 5 a concordo totalmente
(CT). Na Tabela 9, apresentam-se os resultados das respostas dos alunos quanto as suas

percecdes relativamente as funcdes logaritmicas.

Tabela 9: Percecdes (%) dos alunos relativamente as fungdes logaritmicas (n = 29)

Afirmacéo DT/DP I CP/CT x s

Gostei de estudar as funcdes logaritmicas. 0% 13,8% 86,2% 4,31 0,699

No estudo das funcdes logaritmicas, evidenciei mais 58,6% 27,6% 13,8% 2,414 1,001
dificuldades do que os outros temas matematicos.

A maioria dos alunos afirma que gostou de estudar as funcdes logaritmicas (86,2%) e que
nao sentiu mais dificuldades em comparacéo a outros contetidos matematicos (58,6%).

Na Tabela 10 sao ilustrados os resultados das respostas dos alunos relativamente as tarefas
de modelacdo. Grande parte dos alunos afirma que estas tarefas ajudaram na compreensao das
funcées logaritmicas (75,9%) e na introducdo destas (79,3%). Para além disso, os alunos
concordam na maioria que estas tarefas aumentaram o interesse (75,9%), o empenho e a
participacdo no estudo das funcdes logaritmicas (55,2%). Os alunos também afirmam que estas
tarefas ajudaram a perceber melhor a ligacdo da Matematica com situacdes do quotidiano (93,1%)
e permitiram trabalhar conceitos matematicos aplicados a outras areas cientificas (79,3%). Cerca
de 58,6% dos alunos considera que estas tarefas sdao mais desafiantes do que os exercicios e
alguns problemas sendo que estas, segundo 79,3% dos alunos, exigiram melhor conhecimento

dos conceitos matematicos. Em relacao a resolucao deste tipo de tarefa, cerca de 41,4% dos
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alunos considera que esta ndo ¢ mais facil em comparacao a resolucdo de exercicios e de alguns

problemas. Em média, os alunos gostariam de aprender outros topicos matematicos com recurso

as tarefas de modelacao (58,6%).

Tabela 10: Percecdes (%) dos alunos relativamente as tarefas de modelagdo (n = 29)

Afirmacéo DT/DP I CP/CT X S
As tarefas de modelacdo propostas ajudaram-me a 13,8% 10,3% 75,9% 3,931 0,980
compreender melhor as funcdes logaritmicas.
As tarefas de modelacdo propostas aumentaram o meu 10,3% 13,8% 75,9% 3,759 1,005
interesse no estudo das funcdes logaritmicas.
As tarefas de modelacdo propostas ajudaram-me a perceber 0% 6,9% 93,1% 4,448 0,385
melhor a ligacao da matematica com situacdes da vida real.
As tarefas de modelacdo propostas permitiram trabalhar  6,9% 13,8% 79,3% 4,069 0,754
conceitos matematicos aplicados a outras areas cientificas.
As tarefas de modelacao propostas favoreceram a introducado  3,4% 20,7% 759% 3,931 0,547
dos tépicos das funcdes logaritmicas.
As tarefas de modelacdo propostas exigiram melhor 0% 20,7% 79,3% 4,282 0,557
conhecimento dos conceitos matematicos.
As tarefas de modelacdo sdo mais desafiantes do que os 13,8% 27,6% 58,6% 3,552 0,730
exercicios e alguns problemas.
A resolucdo de tarefas de modelacdo é mais facil do que a  41,4% 34,5% 24,1% 2,690 0,987
resolucdo de exercicios e de alguns problemas.
Gostaria de aprender outros topicos matematicos com recurso  20,7%  20,7% 58,6% 3,448 1,101
as tarefas de modelacao
As tarefas de modelacdo incentivaram-me a empenharr-me e 13,8% 31,0% 55,2% 3,552 1,213
participar mais.

A calculadora grafica auxiliou a minha intervencdo pedagdgica. Para os alunos, a

calculadora grafica contribuiu bastante na resolucdo de tarefas de modelacdo (72,4%) e na

compreensao das funcdes logaritmicas (86,2%) (Tabela 11).

Tabela 11: Percecdes (%) dos alunos relativamente a calculadora gréfica (n = 29)
Afirmacéo DT/DP I CP/CT x s
As tarefas de modelacao propostas ajudaram-me a melhorara  3,5% 17,2% 79,3% 4,207 0,846
minha capacidade de trabalhar com a calculadora grafica
A calculadora grafica permitiu-me verificar resultados que 0% 0% 100% 4,620 0,486
obtive analiticamente
A calculadora grafica ajudou-me a compreender melhor as 0% 13,8% 86,2% 4,310 0,699
funcoes logaritmicas
Na resolucao de tarefas de modelacdo a calculadora grafica 72,4% 13,8% 13,8% 1,828 1,205
pouco contribuiu
Recorri a processos analiticos para validar resultados obtidos  20,7%  3,4%  75,9% 3,793 1,126

na calculadora gréfica.

A maioria dos alunos também afirma que as proprias tarefas de modelacao ajudaram a

melhorar a capacidade de trabalhar com a calculadora grafica (79,3%). Todos os alunos

consideram que a calculadora grafica permitiu verificar resultados obtidos analiticamente e cerca
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de 75,9% afirmam recorrer a processos analiticos para validar resultados obtidos na calculadora
grafica.

Todas as tarefas de modelacao resolvidas na sala de aula foram realizadas em pares ou em
grupos de 3 ou 4 alunos. A maioria dos alunos avalia positivamente a oportunidade de trabalhar
em grupo na resolucdo de tarefas de modelacdo na aprendizagem de funcdes logaritmicas.
Efetivamente, cerca de 82,8% alunos afirmam que o trabalho em grupo contribuiu na
aprendizagem das funcdes logaritmicas e 65,6% discordam com o facto que estas tarefas séo
mais propicias ao trabalho individual do que em grupo. Os alunos também afirmam que gostavam

de ter mais oportunidades para trabalhar em grupo (79,3%) (Tabela 12).

Tabela 12: Percegdes (%) dos alunos relativamente ao trabalho em grupo (n = 29)

Afirmacéo DT/DP I CP/CT x s

0 trabalho em grupo contribuiu na aprendizagem das funcées  6,9% 10,3% 82,8% 4,276 0,906
logaritmicas.

A resolucao de tarefas de modelacdo é mais propicia ao  65,6% 24,1% 10,3% 2,172 0,949
trabalho individual do que em grupo.

Gostava de ter mais oportunidades para trabalhar em grupo. 0% 20,7% 79,3% 4,138 0,730

Relativamente as dificuldades sentidas pelos alunos, observam-se resultados homogéneos
sendo que cerca de 51,7% dos alunos afirmam ter encontrado dificuldades na exploracado das
tarefas de modelacéo propostas e 62,1% concordam ter sentido dificuldades no uso da calculadora

grafica na resolucao destas (Tabela 13).

Tabela 13: Percecdes (%) dos alunos relativamente as dificuldades sentidas (n = 29)

Afirmacéo DT/DP I CP/CT x s

Senti dificuldades no uso da calculadora gréfica para resolver  41,4% 6,9% 51,7% 2,931 1,285
as tarefas de modelacao propostas

Encontrei dificuldades na resolucao das tarefas de modelacdo  20,7% 17,2% 62,1% 3,379 1,187
propostas

Em suma, com excecao de quatro respostas, a média de todas as outras varia entre 2,931
e 4,620 num maximo possivel de 5. Podemos entdo concluir que os alunos tiveram opinides
favoraveis relativamente ao teor das questdes de natureza fechada.

As duas primeiras questdes de natureza aberta pediam aos alunos para definir, com trés
palavras, o que € uma tarefa de modelacéo e o que é uma funcao logaritmica. Nas préximas duas
tabelas apresentam-se as frequéncias das respostas dos alunos relativamente a estas questdes.
Segundo os alunos, uma tarefa de modelacao é interessante, desafiante e permite uma construcao
do conhecimento através de uma atividade que consiste em relacionar a Matematica com uma

situacao real (Tabela 14).
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Tabela 14: Frequéncias das palavras que definem uma tarefa de modelacéo (n = 29)
Palavras Frequéncia
Interessante 9
Desafiante, complexa, complicada
Aprendizagem/Construcao do conhecimento
Simulacdo com realidade
Relacionar a matematica com o dia a dia
Inovador
Atividade/proposta
Criar modelos matematicos/funcdes
Nao faco ideia
Nao me lembro
Dinamica
Proporcional
Diferente
Matematica aplicada a realidade
Pratica
Aplicavel
Reversivel
Adequada
Didatica
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Quanto a funcéo logaritmica, os alunos realcam que esta é a inversa da funcao exponencial

(Tabela 15).

Tabela 15: Frequéncias das palavras que definem uma fungéo logaritmica (n = 29)
Palavras Frequéncia
Inversa da exponencial 17
Funcao definida por um expoente
Interessante
Funcao que associa um numero real a um logaritmo
Valor do expoente
Funcao
Log, exp
Continua
Injetiva
Crescimento
Brusca
Nova
Diferente
Estavel
Confusa
Desafiadora
Esclarecedora

e e e e ) B N O )

As proximas quatro questdes abertas pediam que fossem identificadas trés vantagens, trés
desvantagens e as dificuldades encontradas na aprendizagem das funcdes logaritmicas com
tarefas de modelacédo. Para a analise destas questdes, foram criadas categorias baseadas nas

respostas dos alunos de modo a permitir a determinacéo de frequéncias (Tabela 16).
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Tabela 16: Frequéncias das vantagens das tarefas de modelacdo na aprendizagem das funcdes
logaritmicas (n = 29)

Vantagens Frequéncia

Aperfeicoa a utilizacdo da calculadora grafica e das suas potencialidades 13
no estudo de funcdes

Contribui para uma melhor compreensao das funcdes logaritmicas
Incentiva a participacéo, o interesse dos alunos e o trabalho em grupo
Permite uma melhor percecéo da aplicacao da matematica no mundo real
Permite ter uma nocao do papel das funcdes logaritmicas em situacoes
reais

Torna o estudo de funcdes mais desafiante e pratico

~ o1 o 00 O

No que toca as vantagens das tarefas de modelacdo na aprendizagem das funcdes
logaritmicas, os alunos destacam que essas melhoraram os conhecimentos das funcionalidades
da calculadora grafica e como utilizar devidamente esta ferramenta na elaboracdo de um modelo
matematico e no seu estudo. Os alunos evidenciam que estas tarefas contribuiram positivamente
na aprendizagem das funcdes logaritmicas e a exploracdo em grupo destas favoreceu a sua
participacdo, o interesse e o empenho. Além disso, estas tarefas permitem, segundo os alunos,
ter uma melhor percecdo do papel da Matematica e das funcdes logaritmicas no estudo de
fendmenos naturais.

Relativamente as desvantagens, os alunos referem que as tarefas de modelacdo podem-se
tornar confusas por causa do seu enunciado, do seu grau de dificuldade, da falta de conhecimento
das potencialidades da calculadora grafica e da definicdo errénea do modelo. Alguns alunos
salientam também que a realizacao deste tipo de tarefa ndo os prepara para um eventual momento
de avaliacao ou de exame, pois esses momentos costumam propor exercicios e problemas de
contexto matematico. No entanto, outros alunos destacam que nao existem desvantagens na

aprendizagem de funcdes logaritmicas com tarefas de modelacdo (Tabela 17).

Tabela 17: Frequéncias das desvantagens das tarefas de modelacédo na aprendizagem das funcdes
logaritmicas (n = 29)

Desvantagens Frequéncia

Nao tem desvantagens 8
A compreensao e interpretacdo do enunciado

0 grau de dificuldade da tarefa e da sua resolucao

Exigem conhecer as potencialidades da calculadora grafica

A tarefa torna-se confusa se nao conseguimos identificar o modelo certo
A dificuldade de relacionar conceitos matematicos com a tarefa

A diferenca das tarefas com os exercicios/problemas que podem sair no
momento de avaliacdo/exame

A exploracdo das tarefas em grupo 1

w W PN

No que toca as dificuldades sentidas pelos alunos na aprendizagem das funcdes

logaritmicas, destacam-se as relacionadas com o estudo do dominio, do contradominio, da
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primeira e segunda derivada e a determinacao de certos limites que envolvem os limites notaveis.
Certos alunos também realcam a dificuldade de compreender o conceito de funcéo logaritmica e
de se adaptar a sua simbologia atipica. No entanto, outros alunos referem que nao sentiram muitas

dificuldades no estudo destas funcdes (Tabela 18).

Tabela 18: Frequéncias das dificuldades sentidas na aprendizagem das funcdes logaritmicas (n=29)

Dificuldades Frequéncia

Nao senti muitas dificuldades 8
Dificuldades em determinados conceitos (dominio, contradominio, 6
monotonia, concavidade, limites)

A compreensao da funcao e da sua simbologia atipica 6
A resolucao de problemas mais desafiantes 2

Relativamente as dificuldades sentidas pelos alunos na resolucéo de tarefas de modelacéo,
sobressai a utilizacdo da calculadora grafica, o que mostra que alguns alunos nao estavam
familiarizados com certas potencialidades da calculadora grafica, nomeadamente a regressao
estatistica e a representacao grafica. Outra dificuldade que se destaca & a interpretacdo, a
compreensao e a analise da tarefa. Alguns alunos referem que acharam as tarefas dificeis de

interpretar, o que os deixaram confusos na sua exploracao (Tabela 19).

Tabela 19: Frequéncias das dificuldades sentidas na resolucéo de tarefas de modelacdo (n = 29)

Dificuldades Frequéncia

Utilizacdo da calculadora grafica (determinacdo do modelo, representacédo

e = 8
grafica, janela de visualizacdo)
Interpretac@o, compreensao e analise 7
Nao senti muitas dificuldades 4
Grau de desafio elevado 2
Aplicar conhecimentos matematicos tendo em conta o contexto 2

No que diz respeito ao contributo das tarefas de modelacdo e da calculadora grafica na
clarificacao de dificuldades na aprendizagem das funcdes logaritmicas, os alunos referem que
estas tarefas ajudaram numa melhor visualizacdo e compreensdo de determinados conceitos
como, por exemplo, o dominio, a representacao grafica e a monotonia. Alguns alunos também
consideram que aprenderam a trabalhar melhor com a calculadora grafica no estudo de funcdes

e que estas tarefas permitiram a consolidacdo das suas aprendizagens (Tabela 20).
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Tabela 20: Frequéncias do contributo das tarefas de modelacao e da calculadora grafica na clarificacado
de dificuldades na aprendizagem das funcdes logaritmicas (n = 29)

Contributo Frequéncia

Ajudou a visualizar e perceber determinados conceitos matematicos

(modelo, dominio, representacao grafica, monotonia, assintotas, etc.) 13
Melhorou a utilizacao da calculadora grafica no estudo de funcdes 9
Augxiliou a superar dificuldades e consolidar conhecimentos 5
Evidenciou a importancia da matematica no quotidiano 2
Nenhum 2

Quanto a diferenca entre a resolucdo de exercicios, de problemas e de tarefas de
modelacao, sobressai a natureza do contexto real das tarefas de modelacao, o seu grau de desafio
elevado, nomeadamente na sua interpretacdo, e o facto que estas sdo mais cativantes e praticas

do que os outros tipos de tarefa (Tabela 21).

Tabela 21: Frequéncias das diferencas entre a resolucdo de exercicios, de problemas e de tarefas de
modelagdo (n = 29)

Diferenca Frequéncia
As tarefas de modelacao envolvem mais a matematica com a realidade 9
Nao ha diferencas 5
As tarefas de modelacdo sdo mais dificeis de interpretar e mais 4
trabalhosas

As tarefas de modelacao sao mais interessantes, desafiantes e praticas 4
Os exercicios e problemas sdo mais claros, direcionados e de resolucao 4
mais simples

As tarefas de modelacdo permitem explorar diferentes estratégias de 5
resolucao

Os exercicios e problemas sdo mais Uteis para nos preparar ao exame 1
As tarefas de modelacdo podem se tornar redundantes e monétonas 1
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CAPITULO 4

CONCLUSOES, LIMITAGOES E RECOMENDAGOES

Este ultimo capitulo esta divido em trés seccdes. Na primeira, encontram-se as conclusdes
da investigacéo, na qual se apresentam elementos de resposta, com base no quadro teorico e na
analise de dados, as questdes de investigacao que orientaram este trabalho. Na segunda seccao,
sao delineadas limitacdes e dificuldades que foram encontradas na preparacdo e implementacao
do projeto. Por fim, a ultima seccdo destina-se as recomendacdes e sugestdes para estudos

futuros.

4.1. Conclusoes

Com este trabalho, pretendo averiguar o contributo da modelacdo matematica e da
calculadora grafica na aprendizagem de funcdes logaritmicas de alunos do 12.° ano. Para
concretizar este objetivo, as conclusées deste estudo emergem como resposta as seguintes
questdes de investigacao: (1) Que atividades realizam os alunos com tarefas de modelacédo na
aprendizagem das funcdes logaritmicas?; (2) Que dificuldades tém os alunos na aprendizagem
das funcdes logaritmicas? E na resolucao de tarefas de modelacao?; (3) Que percecdes tém os
alunos sobre a modelacdo matematica e a utilizacdo da calculadora grafica na aprendizagem das
funcdes logaritmicas?

As respostas a estas questdes advém da informacdo analisada no capitulo da intervencao

pedagodgica e sao, quanto possivel, sustentadas pelo quadro tedrico que enquadra este estudo.

4.1.1. Que atividades realizam os alunos com tarefas de modela¢ao na aprendizagem das fungdes

logaritmicas?

De acordo com os documentos curriculares em vigor e com obras de referéncia, como o
NCTM (2000) ou o PISA (OECD, 2019), os alunos devem vivenciar momentos de modelacéo
matematica ao longo da sua escolaridade, por propiciarem, entre outros, o desenvolvimento da
capacidade de resolucao de problemas, do raciocinio e da comunicacdo matematica. No entanto,
segundo o questionario realizado no inicio da minha intervencao pedagodgica, eram muito poucos
os alunos que conheciam a existéncia de tarefas de modelacéo. Observa-se entao que estes alunos
do 12.° ano, alunos que estao no ultimo ano do ensino regular, ndo tiveram oportunidades de
realizar tarefas deste tipo, o que vai contra as finalidades das metas curriculares e dos objetivos
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do Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatdria (Ministério da Educacao, 2017). Apesar
de numerosos autores e publicacdes evidenciem o papel fundamental da modelacdo matematica
no ensino da matematica e no desenvolvimento de capacidades transversais, e apesar da
adaptacao e da implementacao destas orientacdes metodologicas nos documentos curriculares
ao longo dos ultimos 30 anos, ainda se observa a auséncia de situacdes sobre fendmenos naturais
no estudo da Matematica (Niss & Hgjgaard, 2019).

Com o intuito de atribuir a primazia da acdo aos alunos, numa 6tica de ensino de cunho
‘exploratério’, sendo este propicio as tarefas de modelacdo (Blum & Borromeo Ferri, 2009; Ponte,
2005), foram formados pequenos grupos e foi dado autonomia aos alunos na exploracdo e na
resolucdo das tarefas, colocando-me num papel de orientador das suas atividades. Os alunos
tiveram entdo de aprender a trabalhar em grupo, a comunicar em matematica e a ser criticos
perante os resultados obtidos. Segundo as percecdes dos alunos, as tarefas de modelacéo
promoveram o trabalho em grupo, o interesse e a participacao de cada um, o que impactou o seu
empenho. Ao longo da intervencdo pedagogica, determinados grupos tentaram diversas
estratégias de resolucdo de modo a otimizar o tempo definido para a exploracao da tarefa. Por
exemplo, alguns grupos dividiam a tarefa, atribuindo uma parte da tarefa a cada subgrupo, e, por
fim, colocando os resultados obtidos em comum. No entanto, também houve alguns grupos onde
nem todos os elementos participavam da mesma forma, sendo que os alunos com mais
dificuldades tinham tendéncia em aguardar que os colegas trabalhem e Ihes digam o que fizeram.
Em suma, nota-se um aumento global da participacado dos alunos perante tarefas de modelacao,
0 que vai ao encontro dos resultados obtidos por Blum e Borromeo Ferri (2009) e Sawalha (2018).

A implementacao das tarefas de modelacdo matematica baseou-se no ciclo de modelacéo
definido no estudo de Stillman et al. (2007), adaptando as fases aos objetivos das aulas e a sala
de aula. Os alunos percorreram, com auxilio a calculadora grafica, as fases de compreensao do
enunciado, da analise dos dados, da construcao e validacdo do modelo e da exploracdo do modelo.
Na primeira tarefa, foi essencial esclarecer a turma o que era um modelo matematico e explicar
0s procedimentos necessarios para realizar regressdes estatisticas na calculadora grafica.
Também foi fundamental como, perante os parametros apresentados na calculadora grafica,
averiguar qual o modelo que melhor se ajustava aos dados da tarefa. Ao longo da intervencéo
pedagogica, os alunos mostraram que assimilaram a construcao e a verificacdo de modelos com
recurso a calculadora grafica. No que toca a exploracdo do modelo, destaca-se a variedade de

resolucOes propostas pelos alunos. Os alunos seguiram diferentes estratégias de resolucao, quer
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com processos analiticos, quer com auxilio a calculadora grafica. Inicialmente, os alunos
mostraram restringimentos na utilizacdo da calculadora para resolver a tarefa e foi necessario
orienta-los, nomeadamente na representacéo de graficos e na definicdo de janelas de visualizacao.
Nas restantes tarefas, observa-se que os alunos se sentiram mais familiarizados com a
‘ferramenta’ e exploraram as tarefas de maneira autébnoma. No entanto, denotam-se lacunas por
parte dos alunos no que diz respeito as resolucdes analiticas, nomeadamente nas propriedades
algébricas (regras operatorias e resolucdo de inequacdes) e analiticas (dominio, definicdo da
primeira derivada) das funcdes logaritmicas.

As atividades desenvolvidas pelos alunos foram realizadas quer em momentos de
introducdo das funcdes logaritmicas e das suas derivadas quer em momentos de consolidacédo
dos conhecimentos construidos. Relativamente as tarefas introdutorias de conceitos, observou-se
que a transicdo dos resultados obtidos durante a exploracdo da tarefa para o estabelecimento
formal do conhecimento é delicada, pois esta transicdo necessitava de uma interrupcdo do papel

ativo do aluno para um papel mais passivo.

4.1.2. Que dificuldades tém os alunos na aprendizagem das func¢des logaritmicas? E na resolu¢io

de tarefas de modelacdo?

Os alunos apresentam diversas dificuldades no que toca ao tépico das funcdes e, em
particular, das funcdes exponenciais (Michelsen, 2006; Weber, 2002), o que, consequentemente,
limitou a aprendizagem das funcdes logaritmicas. Efetivamente, os alunos ndo estavam
familiarizados com o conceito de funcao inversa de uma funcéo real de variavel real bijetiva. Foi
entao essencial relembrar esse conceito e as suas propriedades através de um exemplo que todos
conheciam: a funcdo quadratica e a funcdo raiz quadrada. Realcando a reciprocidade existente
entre essas duas funcdes, quer na representacdo grafica, quer em processos algébricos,
introduziu-se a funcéo logaritmica como funcao inversa da funcdo exponencial. De seguida,
explorou-se o conceito de logaritmo de um numero, salientado o papel da base, do objeto e da
imagem na expressdo y = log, x e a dualidade entre o objeto e a imagem: a¥ = x. Segundo
as percecoes dos alunos, resultante da analise do questionario final, a funcao logaritmica é definida
como sendo a funcao inversa da funcéo exponencial, 0 que demonstra que esta abordagem das
funcoes logaritmicas é eficaz nas aprendizagens dos alunos. Para além disso, na resolucao de
equacdes e inequacdes, esperava, com base na literatura (Kenney & Kastberg, 2013), encontrar

logaritmos que fossem ‘cancelados’ a semelhanca de uma equacao polinomial, mas tal nao foi
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observado nas producdes dos alunos. De facto, os erros relacionados com a resolucao de
inequacdes advinham maioritariamente da ordem dos numeros. No entanto, ao longo da
intervencdo pedagdgica, identifiquei algumas dificuldades na representacdo grafica de funcoes
logaritmicas que, por vezes, se confundiam com a representacao grafica de funcdes exponenciais.
Alguns alunos também mostraram dificuldades na representacao simbdlica dos logaritmos e, logo,
no célculo de logaritmos através das suas regras operatorias, realcando que a notacéo ‘log, x’
era dificil de interpretar e que precisava de algum tempo de adaptacdo. Estes resultados vao ao
encontro das dificuldades evidenciadas por Weber (2002) e Kenney e Kastberg (2013).

Outro aspeto em que os alunos encontraram dificuldades foi no estudo das funcdes
logaritmicas, nomeadamente na definicdo do dominio e na introducao da primeira derivada através
da definicdo da taxa de variacao instantanea. Na exploracédo da tarefa de modelacdo introdutdria
a derivada da funcdo logaritmica, foi fundamental relembrar aos alunos a definicdo de derivada
num ponto. Essa definicdo também revelou lacunas da parte dos alunos em relacdo ao calculo de
limites e de levantamento de indeterminacdes. A definicdo do dominio dos modelos logaritmicos
explorados nas tarefas também dificultou os alunos, nomeadamente na consideracdo do contexto
do modelo como condicionante do dominio. Na tentativa de colmatar estas dificuldades, foi
essencial dar sentido a esses conceitos matematicos através das tarefas de modelacdo, como
sugerem Michelsen (2006) e Sawalha (2018). Por exemplo, no que toca a derivada, ilustrar com
recurso a calculadora grafica o significado da derivada num ponto com a respetiva tangente nesse
ponto, e a relacionar com o contexto da tarefa, contribuiu no estudo da monotonia das funcdes
logaritmicas e na sua representacdo grafica, dando sentido a uma ‘logaritmica’ de modo a
distingui-la de uma ‘exponencial’.

Relativamente as dificuldades que os alunos denotam ter com as tarefas de modelacao,
estas encontram-se em diversas fases do ciclo de modelacdo que foram identificados com base
nos resultados obtidos pelos autores Galbraith e Stillman (2006) e Stillman et al. (2007). Na
primeira fase, que consiste em compreender e interpretar o enunciado de modo a identificar as
grandezas dependentes e independentes em jogo, a maioria dos alunos conseguiu definir
rigorosamente o papel de cada variavel e, ao longo da intervencéo, conjeturar que os dados nao
podiam verificar relacdes lineares ou exponenciais. No entanto, a interpretacédo do enunciado
revelou-se ser um desafio tremendo na exploracdo do modelo, como sugerem Stillman et al.

(2007). Os alunos sentiram dificuldades em ligar o contexto da tarefa com o modelo matematico
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obtido. Isto demonstra dificuldades em dar sentido ao modelo matematico com o qual estdo a
trabalhar, ou seja, as funcdes de uma forma geral e as suas propriedades.

No que toca a definicado do melhor modelo que se ajusta aos dados do enunciado, os alunos
mostraram estar poucos familiarizados na utilizacdo das funcionalidades da calculadora gréfica
para organizar dados, representar nuvens de pontos e elaborar regressdes estatisticas. Foi
fundamental, no inicio da minha intervencao, orientar os alunos nesses procedimentos e, de uma
forma geral, no uso da calculadora grafica para a exploracdo da tarefa. Por exemplo, nas duas
primeiras tarefas, alguns grupos tinham definido o modelo matematico inverso daquele que era
esperado porque nao verificaram as definicdes da tabela de dados. Outros ndo consideraram os
coeficientes estimadores que permitam averiguar qual o melhor modelo que se ajuste aos dados
e definiram modelos lineares ou exponenciais. Em suma, estas dificuldades ligam-se ao
conhecimento das potencialidades da calculadora grafica, que foram diminuindo ao longo da
minha intervencdo. Nas ultimas tarefas, os alunos mostraram que sabiam recorrer a calculadora
grafica para definir o modelo mais adequado a situacdo da tarefa. Portanto, é primordial que os
alunos conhecam as funcionalidades da calculadora gréfica de modo a serem capazes de
organizar dados numa tabela, representar graficamente a nuvem de pontos associada, construir
um modelo matematico que se ajuste a situacdo da tarefa e, consequentemente, resolver este tipo
de tarefa (Blum, 2002; Campos et al., 2015).

Tendo o modelo matematico definido, os alunos também demonstraram dificuldades na
exploracdo do modelo para responder as questdes da tarefa. Nesta fase, observam-se dificuldades
quer em processos analiticos, ja evidenciados no inicio desta seccao, quer na utilizacdo da
calculadora grafica. A primeira dificuldade que se destaca foi a de habituar os alunos a recorrer a
esta ‘ferramenta’ para visualizar o grafico do modelo e conferir resultados obtidos analiticamente.
Para esse efeito, procurei enfatizar que podiam responder as questoes da tarefa com resolucoes
analiticas ou com recurso a calculadora e, no momento de discussdao em grupo turma, sempre
que possivel, averiguar diferentes estratégias de resolucao, como sugerem Semiao e Canavarro
(2012). Neste aspeto, alguns alunos mostraram dificuldades em recorrer & calculadora para
superar limitacdes de determinados processos analiticos. Além do mais, foi fundamental relevar
alguns pormenores que sd0 necessarios ter em conta na representacao grafica do modelo na
calculadora, nomeadamente a janela de visualizacdo. A definicdo da janela de visualizacao
dificultou grande parte dos alunos ao longo da intervencao uma vez que esta depende do dominio

do modelo, ou seja, do contexto da situacao da tarefa. Uma janela de visualizacao defeituosa pode
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induzir uma interpretacao errénea da representacao grafica e, logo, entravar a exploracdo deste
tipo de tarefa. O bom uso da calculadora grafica implica intrinsecamente ter conhecimentos
matematicos robustos de modo a relacionar conceitos e propriedades de funcées com a sua devida
representacdo grafica e reciprocamente (Consciéncia, 2013). Para usufruir plenamente das
potencialidades da calculadora, também € essencial conhecer e compreender as notacdes
matematicas que podem aparecer no ecra (Gilbraith & Stillman, 2006, Ponte, 1995). Alguns
alunos revelam dificuldades na leitura simbolica de determinados conceitos como, por exemplo, a
multiplicacdo que pode, por vezes, aparecer na forma de um ponto ou a notacao cientifica de

potencias de base 10 que pode aparecer na forma da notacao cientifica ‘E’.

4.1.3. Que percecoes tém os alunos sobre a modela¢do matematica e a utilizacdo da calculadora

grafica na aprendizagem das funcdes logaritmicas?

No decorrer da minha intervencdo pedagogica, as funcdes logaritmicas foram introduzidas
e exploradas através de tarefas de modelacdo com recurso a calculadora gréfica. De modo a
averiguar qual o contributo desta abordagem na aprendizagem das funcdes logaritmicas, é
fundamental perceber quais sao as percecdes dos alunos.

Da analise das respostas ao questionario proposto, segundo a maioria dos alunos, as tarefas
de modelacdo propostas tém por vantagens aperfeicoar a utilizacdo da calculadora gréfica e das
suas potencialidades no estudo de funcdes, contribuir na compreensao das funcdes logaritmicas,
incentivar a comunicacao matematica e o trabalho em grupo, e perceber a importancia da
matematica na resolucdo de problemas de fendémenos reais, o que vai ao encontro da literatura
(por exemplo, NCTM, 2000; Niss 1989). Alguns alunos, porém, destacaram que a tipologia das
tarefas de modelacdo nao se enquadrava na tipologia das tarefas propostas em exame, o que as
tornavam menos preparatorias para este. Uma das outras desvantagens apontadas pelos alunos
€ a compreensao e interpretacao do enunciado das tarefas que, por vezes, tornava a exploracéo
destas um pouco confusa. Para além disso, estas tarefas exigiam conhecer as potencialidades da
calculadora grafica de modo a explora-las de forma auténoma, o que foi sublinhado por alguns
alunos como outra desvantagem. Estas desvantagens revelaram-se estar associadas também as
principais dificuldades sentidas pelos alunos na exploracdo deste tipo de tarefa. Efetivamente,
alguns alunos apontam que a utilizacdo da calculadora grafica na definicdo de modelos, na

representacao grafica e na definicao de janela de visualizacao foi um desafio elevado.
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Os alunos realcam que a resolucdo de tarefas de modelacdo com recurso a calculadora
grafica contribuiu significativamente para a visualizacdo de determinados conceitos matematicos
como, por exemplo, a representacdo grafica, o dominio, a monotonia e as assintotas de modelos
logaritmicos. O contexto real das tarefas contribuiu para atribuir um significado real a estes
conceitos matematicos, o que, segundo os alunos, ajudou a superar determinadas dificuldades na
compreensao destes e, logo, na compreensdo das funcdes logaritmicas. A calculadora grafica
serviu de recurso indispensavel quer na representacdo grafica, quer na verificacdo de calculos de
conjeturas ou de resultados obtidos analiticamente, nomeadamente na construcado e na exploracao
do modelo. Em consequéncia, os alunos desenvolveram gradualmente a capacidade de interpretar
e traduzir diferentes objetos matematicos em representacdes equivalentes. Isto ¢, os alunos
desenvolveram a capacidade de lidar com diferentes representacdes matematicas com base nas
suas vantagens e desvantagens consoante o objetivo da tarefa (Niss & Hgjgaard, 2019).

Para além disso, os alunos apontam que, ao contrario dos exercicios e problemas
tradicionais, as tarefas de modelacao evidenciam a presenca da matematica em situacdes reais,
0 que contribuiu positivamente no interesse, na participacdo e no seu empenho. Os alunos
também sentiram que estas tarefas foram mais exigentes a nivel de interpretacdo, de
conhecimentos matematicos e de trabalho do que exercicios e problemas classicos. Por fim,
segundo os alunos, estas tarefas favorecem o trabalho em grupo e a interdisciplinaridade, o que

gostariam de vivenciar no estudo de outros tépicos matematicos ou em outras areas cientificas.

4.2. Limitacoes

No estudo realizado, que pretendia averiguar o contributo das tarefas de modelacdo com
recurso a calculadora grafica na aprendizagem das funcdes logaritmicas, emergiram diversos tipos
de limitacdes. A primeira limitacdo que se destaca é relacionada com a calculadora grafica, quer
na sua utilizacdo, quer nas suas potencialidades. Embora os alunos do Ensino Secundario
possuam uma calculadora grafica desde o 10.° ano, foi notdrio que ndo estavam familiarizados
com o uso dessa ‘ferramenta’ no estudo de funcdes, nomeadamente na sua representacao grafica.
Como era esperado, os alunos desconheciam determinadas funcionalidades da calculadora
grafica, em particular a de poder organizar dados e realizar regressoes estatisticas com base
nesses dados. As primeiras tarefas de modelacdo foram um pouco menos conseguidas por esse

motivo e foi fundamental esclarecer e orientar os alunos nesses procedimentos. No entanto, os
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alunos mostraram que eram capazes de se adaptar pelo que a definicdo do melhor modelo que
se ajuste aos dados ndo os dificultou nas ultimas tarefas realizadas.

A definicdo de uma janela de visualizacdo que se ajuste a representacéo grafica, ou parte
desta, consoante os objetivos da tarefa, revelou-se ser um desafio trabalhoso para os alunos. Sem
uma janela de visualizacdo adequada, podemos extrair da leitura e interpretacao do ecra da
calculadora grafica conclusdes erroneas relativamente as caracteristicas da funcao representada.
Ainda na representacao grafica, os modelos logaritmicos estabelecem relacdes entre grandezas
desmesuradas. Devido as limitacdes tecnoldgicas da calculadora grafica, nomeadamente a
resolucdo do ecra (384 X 216 pixeis), esta ndo é capaz de representar no ecra determinadas
partes do grafico desses modelos. Em consequéncia, a leitura, a interpretacdo e a resolucéo
grafica sdo perturbadas.

Outra limitacao prende-se com a elaboracao das tarefas de modelacdo envolvendo modelos
logaritmicos. Foi um desafio elevado propor tarefas de modelacdo que cativem o interesse dos
alunos, que se enquadrem aos objetivos de aprendizagem delineados no curriculo e que estejam
associadas a fendmenos naturais significativos. Em particular, reunir tarefas de modelacao de
contexto verdadeiramente real, ou seja, focado nas propriedades da situacdo do problema, e nao
semirreal, ou seja, focado somente nas suas propriedades matematicas (Ponte & Quaresma,
2012), revelou-se ser uma tarefa ardua. Para que tais tarefas se tornem verdadeiramente reais,
penso que seria necessario de alguma forma colocar os alunos num papel de investigador onde
sejam eles proprios a recolher dados. No entanto, diversos fatores como a sala de aula, os recursos

tecnoldgicos disponiveis e os objetivos de aprendizagem dificultam a incorporacdo desse aspeto.

4.3. Recomendacdes para futuros estudos

No estudo realizado, obtiveram-se resultados positivos e animadores quanto ao contributo
das tarefas de modelacdo com recurso a calculadora grafica na aprendizagem das funcdes
logaritmicas. Logo, recomenda-se estudar o contributo das tarefas de modelacédo na aprendizagem
de outros tépicos de Funcdes, promovendo sempre que possivel o envolvimento dos alunos na
construcao do conhecimento desses tdpicos. Sendo que as tarefas de modelacdo podem abranger
uma diversidade de fenémenos naturais, um estudo que averigue o contributo das tarefas de
modelacao, promovendo a interdisciplinaridade com outras areas cientificas e envolvendo outras

ferramentas tecnologicas como, por exemplo, sensores, € recomendado.
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Para estudos semelhantes ao que desenvolvemos neste trabalho, recomenda-se elaborar
tarefas de modelacdo envolvendo modelos exponenciais e logisticos e nao so logaritmicos, partindo
de fendmenos reais que podem ser representados por modelos exponenciais e logisticos,
diversificando assim o leque das propriedades relacionadas com a situacdo do problema, mas
também o leque das propriedades algébricas e analiticas estudadas, sem excluir conceitos
matematicos relacionados com as fungdes logaritmicas.

Um outro estudo que se sugere consiste em averiguar o contributo das tarefas de modelacao
em momentos de avaliacao das aprendizagens dos alunos no ensino de topicos de Funcdes. Este
estudo realcaria determinadas questdes que suscitam algum interesse como, por exemplo, qual
seria a tipologia das questdes duma avaliacdo com tarefas de modelacdo? Em que modalidades
de avaliacdo (diagnostica, formativa ou sumativa) as tarefas de modelacdo sdo mais propicias?
Quais sdo as percecdes dos alunos sobre tarefas de modelacdo em momentos de avaliacdo?

Por ultimo, uma outra recomendacéo consiste em implementar tarefas de modelacao logo
no inicio do Ensino Secundario e, se possivel, no 3.° Ciclo de modo a: habituar os alunos a recorrer
a calculadora grafica, ou outros dispositivos que sejam acessiveis como, por exemplo, o GeoGebra,
na verificacdo de conjeturas ou resultados obtidos analiticamente; desenvolver a capacidade de
interpretacao e de resolucao de problemas reais e, logo, o raciocinio matematico; propiciar a
manipulacao de representacdes matematicas; promover a comunicacao e a cultura matematica

(NCTM, 2000; Niss & Hgjgaard, 2019; Shahbari & Tabach, 2020).
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ANEXO 1 - Pedido de Autorizacdo ao Diretor da Escola

Exmo. Sr. Diretor da Escola

No ambito do Mestrado em Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino
Secundario, da Universidade de Minho, enquanto professor estagiario, pretendo desenvolver
experiéncias de ensino que potenciem a aprendizagem dos alunos do tema “A modelacao na
aprendizagem das funcdes logaritmicas de alunos do 12.° ano com recurso a calculadora grafica”.
O desenvolvimento dessas experiéncias implica a recolha de dados, que serao obtidos através da
resolucdo de tarefas e da observacao de aulas. Para uma melhor compreensao das atividades que
se desenvolvem na aula de Matematica necessito de proceder a recolha de dados através de
gravacoes (dudio e video). Para esse fim, venho por este meio solicitar a sua autorizacédo para
proceder ao registo em suporte audio e video dos dados necessarios a concretizacdo das
experiéncias de ensino e de aprendizagem na sala de aula.

Comprometo-me a usar os dados apenas para fins académicos e a nao divulgar o nome da escola
e dos alunos, nem expor qualquer indicador que os envolvam. S6 me interessa a informacao que
me ajude a melhorar as minhas estratégias de ensino em prol da aprendizagem dos alunos.
Comprometo-me ainda a proceder a destruicdo de todas as gravacdes apos a realizacdo do
estagio.

Por fim, informa V. Exa que, caso autorize a realizacao das minhas pretensdes, solicitarei de
seguida a autorizacao dos Encarregados de Educacao dos alunos para a participacdo dos mesmos

no meu projeto de investigacao.

Grato pela atencao prestada, com os meus cordiais cumprimentos,
, 05 de dezembro de 2019

O estagiario de Matematica,

(Samuel Marques)
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ANEXO 2 - Pedido de Autorizacdo aos Encarregados de Educacéo

Exmo(a). Sr(a). Encarregado(a) de Educacdo

No ambito do Mestrado em Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino
Secundario, da Universidade de Minho, enquanto professor estagiario, pretendo desenvolver
experiéncias de ensino que potenciem a aprendizagem dos alunos de tépicos do tema “A
modelacdo na aprendizagem das funcdes logaritmicas de alunos do 12.° ano com recurso a
calculadora grafica”. O desenvolvimento dessas experiéncias de ensino implica a recolha de dados,
que serdo obtidos através da resolucdo de tarefas e da observacédo de aulas. Para uma melhor
compreensao das atividades que se desenvolvem na aula de Matematica necessito de proceder a
recolha de dados através de gravacdes (audio e video). Para esse fim, venho por este meio solicitar
a sua autorizacao para proceder ao registo em suporte audio e video dos dados necessarios a
concretizacao das experiéncias de ensino e de aprendizagem na sala de aula do seu educando.
Comprometo-me a usar os dados apenas para fins académicos e a nao divulgar o nome da escola
e dos alunos, nem expor qualquer indicador que envolva o seu educando. S6 me interessa a
informacdo que me ajude a melhorar as minhas estratégias de ensino em prol da aprendizagem
dos alunos. Os dados das gravacdes serdo apenas usados para efeitos do estudo a realizar e nao
terdo qualquer influéncia na classificacao dos alunos.

Agradeco desde ja a sua colaboracao. Para qualquer esclarecimento adicional pode contactar-me

através do correio eletrénico: _
-, 05 de dezembro de 2019

O estagiario de Matematica,

(Samuel Marques)

Autorizacéo

Eu, ,  Encarregado de

Educacéo do(a) aluno(a) , autorizo que se

faca o registo em audio e video das atividades de ensino e de aprendizagem nas aulas de
Matematica que envolvam o meu educando desde que seja salvaguardado o anonimato do seu

nome e de qualquer indicador que o indicie.

O Encarregado(a) de Educacao,
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ANEXO 3 - Questionario Inicial

Este questionario tem como finalidade recolher informacdo que me permite conhecer carateristicas dos
alunos da tua turma relativamente a disciplina de Matematica, as disciplinas favoritas, ao tempo dedicado
a Matematica, a modelacdo matematica, as funcdes e ao uso da calculadora grafica. Os dados recolhidos
neste questionario sdo confidenciais e serdo usados apenas para a realizacdo do meu trabalho de
investigacao. Assim, solicito a tua colaboracao de forma sincera e responsavel. Nao ha respostas incorretas.

Muito obrigado pela tua colaboracao!

Dados Pessoais

Nome:

Idade (em anos):

Quantas horas estudas, em média, semanalmente, para a disciplina de Matematica A?

Nao estudo O Menos de 1 O 1 a 2 horas O
hora
2 a 3 horas O 3 a 4 horas O Mais de 4 horas O

Gostas de Matematica? O Sim O Nao

Justifica a tua reposta.

Qual foi a tua classificacao, na disciplina de Matematica, no final do 11.° ano?

Qual (ou quais) a(s) disciplina(s) em que tens mais dificuldade? Porqué?
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Qual (ou quais) sao a(s) tua(s) disciplina(s) favoritas? Porqué?

Gostas do topico Funcdes? O Sim O Nao
Justifica a tua reposta.

Em que consista a Modelacdo Matematica?

Ja realizaste tarefas de modelacdo matematica? O Sim O Nao

Se sim, descreve brevemente do que te lembras.

Costumas usar a calculadora grafica na resolucao de tarefas?
O Sim O Nao

Se sim, descreve brevemente em que tipo de situacdes usas a calculadora grafica.
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ANEXO 4 - Questionario final (realizado online através da plataforma Google Forms)

As tuas opinides sao importantes para o estudo que estou a realizar relativamente as tarefas de modelacdo na
aprendizagem das funcdes logaritmicas com recurso & calculadora gréfica. E da maior importancia que respondas
de forma refletida a todas as questdes que te sdo apresentadas. A informacéo recolhida sera usada exclusivamente
para fins académicos, comprometendo-me a assegurar o anonimato da mesma.

1. Das afirmacdes que se seguem, assinala com uma cruz (X) a opcao que mais se adequa ao teu grau de
concordancia atendendo a seguinte escala: DT: Discordo Totalmente; DP: Discordo Parcialmente; I: Indiferente;
CP: Concordo Parcialmente; CT: Concordo Totalmente.

Afirmacdes DT |DP |1l |CP |CT
Gostei de estudar as funcdes logaritmicas.

No estudo das funcdes logaritmicas, evidenciei mais dificuldades do que os outros
temas matematicos.

As tarefas de modelacao propostas ajudaram-me a compreender melhor as funcdes
logaritmicas.

As tarefas de modelacao propostas aumentaram o meu interesse no estudo das
funcdes logaritmicas.

As tarefas de modelacéo propostas ajudaram-me a perceber melhor a ligacdo da
matematica com situacdes da vida real.

As tarefas de modelacao propostas permitiram trabalhar conceitos matematicos
aplicados a outras areas cientificas.

As tarefas de modelacdo propostas ajudaram-me a melhorar a minha capacidade
de trabalhar com a calculadora gréfica.

A calculadora gréfica permitiu-me verificar resultados que obtive analiticamente.

A calculadora gréfica ajudou-me a compreender melhor as fun¢des logaritmicas.

Senti dificuldades no uso da calculadora gréfica para resolver as tarefas de
modelacéo propostas.

Recorri a processos analiticos para validar resultados obtidos na calculadora
grafica.

As tarefas de modelacao propostas favoreceram a introducao dos topicos das
funcdes logaritmicas.

As tarefas de modelacdo propostas exigiram melhor conhecimento dos conceitos
matematicos.

0 trabalho em grupo contribuiu na aprendizagem das funcdes logaritmicas.

Encontrei dificuldades na resolucao das tarefas de modelacao propostas.

Gostaria de aprender outros tdpicos matematicos com recurso as tarefas de
modelacao.

As tarefas de modelacao sdo mais desafiantes do que os exercicios e alguns
problemas.

A resolucao de tarefas de modelacao € mais facil do que a resolucdo de exercicios
e de alguns problemas.

A resolucao de tarefas ¢ mais propicia ao trabalho individual do que em grupo.

Na resolucado de tarefas de modelacao a calculadora grafica pouco contribuiu.

As tarefas de modelacdo incentivaram-me a empenhar-me e participar mais.

Gostava de ter mais oportunidades para trabalhar em grupo.
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. Define, com trés palavras, o que é uma tarefa de modelacéo para ti.

. Define, com trés palavras, o que ¢ uma funcao logaritmica para ti.

. Indica trés vantagens das tarefas de modelacao propostas para a tua aprendizagem de tdpicos das
funcdes logaritmicas.

. Indica trés desvantagens das tarefas de modelacao propostas para a tua aprendizagem de tdpicos
das funcdes logaritmicas.

. Que dificuldades sentiste na aprendizagem das funcdes logaritmicas?

. Que dificuldades sentiste na resolucao das tarefas de modelacao?

. Qual foi o contributo das tarefas de modelacéo e da calculadora gréfica na clarificacdo dessas
dificuldades?
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9. Explica as diferencas que identificas entre a resolucao de exercicios, problemas e das tarefas de
modelacao.
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ANEXO 5 - Planificacdo das aulas

Plano de aula 1
Tépico: Introducéo ao estudo da funcao logaritmica
Objetivo: Definir funcéo logaritmica como inversa da funcdo exponencial.
Conhecimentos prévios: Funcao exponencial; Nocao de funcao inversa.

Formato de ensino: Ensino exploratorio.

Tarefa: O crescimento de uma populacéo de bactérias

As bactérias reproduzem-se assexuadamente por um processo chamado divisao
binaria. A divisdo binaria ocorre quando uma bactéria duplica o seu material
genético e logo em seguida se divide, originando duas bactérias idénticas a ela.
Em condicbes ideais de temperatura e nutrientes, uma bactéria leva
aproximadamente vinte minutos para completar todo o processo de divisao.

1. Completa a seguinte tabela.

Tempo (minutos) 0

Numero de bactérias 1

2. Com recurso a calculadora gréfica, representa graficamente a nuvem de
pontos do numero de bactérias em funcao do tempo t.

Define 0 modelo matematico que melhor represente a situacao.

Apods um dia quantas bactérias constituem a populacao?

Quanto tempo é necessario para a populacao atingir 8000 bactérias?

Sendo o numero de células bacterianas no corpo humano aproximadamente
igual a 40 x 102, em quanto tempo a populacéo de bactérias atingira esse
valor?

ook~ w

Exploracéo

1. Na interpretacao do enunciado da tarefa, visualizar um video sobre o
crescimento de uma populacao de bactérias.

2. Completar a tabela que representa o crescimento de bactérias em funcdo do
tempo.

3. Representar a nuvem de pontos que traduz a reproducao de bactérias em
funcao do tempo.

4. Questionar os alunos sobre 0 modelo que melhor se ajusta aos dados que
traduzem a reproducao de bactérias em funcao do tempo.

5. A partir do modelo obtido, solicitar os alunos a responder, com recurso a
calculadora grafica, as restantes questoes.

6. Questionar os alunos de como resolver tais questdes analiticamente? Efetuar
0 esboco grafico da funcéo inversa da funcao que modela a situacdo em

estudo.
B MethRedNorml  ([Rea) i

260y

—140
-100

7. Estabelecer a nogéo de logaritmo de um nimero: x = a¥ & log, x = y.
8. Determinar:
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Comentarios
Turma 12°. Ano de Matematica A.

0 formato de ensino adquire
caracteristicas do ensino
exploratorio, ao proporcionar que
o0s topicos em estudo resultem do
trabalho em torno de tarefas: (i)
Introducéo da tarefa; (i) Exploracéo
da tarefa; e (iii)

Discusséo/ Sistematizacéo.

A resolucao da tarefa é efetuada
em pares.

Verificar se os alunos tém
dificuldades em usar a calculadora
gréfica na resolucéo da tarefa.
Duracéo: 40 minutos.

A visualizagao do video no site
https://www.youtube.com/watch?v=yRoWhowi

utk permite aos alunos perceber o
crescimento de uma populagéo de
bactérias

Como os alunos ainda nao tém
conhecimento de logaritmo de um
numero numa dada base,
introduzir esta nogao.

Duracéo: 15 minutos.

Determinar log, 16 no quadro.
Sera pedido aos alunos para
apresentarem as suas solugdes
corretas no quadro.

Duracgao: 15 minutos.


https://www.youtube.com/watch?v=yRoWhowiutk
https://www.youtube.com/watch?v=yRoWhowiutk

a) logz 9; b) log, 64; c) logs 625; d) log, é; e) log 732
9. Definir a funcao logaritmica de um nimero positivo x na base a € R\ {1}.
10. Deduzir as primeiras propriedades a partir da bijetividade da funcéo
logaritmica: al®8a* = x e log, a* = x.
11. Responder a Ultima pergunta da tarefa.

Tarefas adicionais: Pagina 30 do manual, exercicios 33 e 34
33. Indica o valor de:

a) logs 125; b) logz(é); c) logs v27; d) log1 v/8; e) log(0,000 01); f)
2

1
In(%)
34. Copia para o teu caderno e completa:
a)5=2 ;b)5=1log,();c)logs(5*) = ;d) 38 =k

Plano de aula 2

Tépico: Introducao a derivada da funcao logaritmo.

Objetivo: Definir a derivada da funcao logaritmo de base a € R\ {1}.
Conhecimento prévio: Ter a nocdo das propriedades da funcao logaritmo.
Formato de ensino: Ensino exploratorio.

Tarefa: O que é um Decibel?

Nos seus primeiros estudos de acustica, Bell, inventor do telefone, percebeu que a
variacao de som que o ouvido humano pode sentir ndo acompanha uma escala
linear. Se dobrarmos a amplitude de um sinal, 0 nosso ouvido nao capta esta
transformacao. Com base nas suas experiéncias, Bell resolveu utilizar uma escala
logaritmica para representar a amplificacdo ou a atenuacdo de um sistema. Para
quantificar a reducdo ao nivel acustico sobre um cabo telefénico padrao com 1
milha de comprimento, Bell criou a unidade de medida TU (Transmission Unit).
Esta unidade de medida foi renomeada Be/ Com a pratica, percebeu-se que a
unidade era muito grande e decidiu-se entao dividir a unidade Be/em dez, criando-
se assim o Decibel (dB).

Fonte sonora Intensidade | Razao da intensidade sonora captada I
sonora (dB) com o limiar da audibilidade I
Murmurios 10 10
Conversa normal 20 100
Quarto calmo 25 316,2
Biblioteca 30 1000
Rua residencial 40 10000
Maguina de lavar loica 45 31622,8
Escritdrio 50 100 000
Sala de aula 55 316 227,8
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Especificar que, quando a base é
10, falamos do logaritmo decimal
log. Quando a base ¢ €, falamos do
logaritmo neperiano In.

Duracéo: 5 minutos.

Deixar um tempo para os alunos
demonstrar essas duas igualdades.
Duracéo: 10 minutos

Comentarios

Turma 12°. Ano de Matematica A

0 formato de ensino adquire
caracteristicas do ensino exploratorio, ao
proporcionar que os topicos em estudo
resultem do trabalho em torno de tarefas:
(i) Introducao da tarefa; (i) Exploracéo da
tarefa; e (iii) Discussao/Sistematizacao.

A resolucéo da tarefa é efetuada em
pares.

Verificar se os alunos tém dificuldades em
usar a calculadora grafica na resolucao da
tarefa.



Motor de um carro 60 1000 000
Aspirador 65 3162 277,7
Transito congestionado 70 10 000 000
Cantina escolar 80 100 000 000

1. Com base nos valores da tabela, comenta a afirmacao: “Bell percebeu que a
variacao de som que o ouvido humano pode sentir ndo acompanha uma
escala linear”.

2. Recorrendo a calculadora grafica, representa graficamente a nuvem de

pontos da intensidade sonora (dB) em funcéo da razao IL Que modelo
0

matematico melhor representa esta situacao?

3. Tendo como referéncia o modelo que definiste, compara a variacao da
intensidade sonora nos intervalos [10; 30] e [1010, 1030]. O que podes
concluir?

4. Determina a taxa de variacao instantanea da intensidade sonora para =
0

15
5. Determina a taxa de variacao instantanea da intensidade sonora em funcao

I
da razdo —.
Iy

6. Descreve o comportamento da variacao da funcao que modela a situacdo em
estudo, referindo onde esse crescimento é mais acentuado.

Exploragéo
1. Verificar que nao ha uma relacao de proporcionalidade direta entre a razéo T
0

e a intensidade sonora em dB.
2. Representar a nuvem de pontos que traduz a intensidade sonora em dB em

- L1
funcao da razao .
0

3. Questionar os alunos sobre 0 modelo que melhor se ajusta aos dados que

1

E.

4. Comparar a variacao da intensidade sonora nos intervalos [10, 30] e [1010,
1030].

5. Questionar os alunos de como determinar a velocidade instantanea da

intensidade sonora em = 15 (recorrer a calculadora grafica e a definicao
0

traduzem a intensidade sonora em dB em funcao da razao

de derivada).
6. Estabelecer a derivada de uma funcéo logaritmica de uma base qualquer.

Pratica:
1. Recorre a definicdo de derivada de uma funcdo num ponto para determinar:
a) f'(2), sendo f(x) = ln(%); b) f'(1), sendo f(x) = x +Inx

2. Determina f”(x), sendo:
afx)=@); b f@x) =W
d) f(x) = xIn? x; e) f(x) = In(/x);
8) f(x) = xlog, () — 2x

¢) f(x) = xIn(x? — x);
f) f(x) = logz(2x — 1);
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Relembrar aos alunos o limite:
. K\"
llm(1+—) =ek keR
n

Correcao da tarefa em grupo turma.

Envolver os alunos na determinacao, por
defini¢@o, da derivada de uma funcéo
logaritmo em qualquer base.

Pretende-se que os alunos estabelecem a
regra de derivacdo de uma funcao
logaritmo de uma base qualquer a partir
da definicdo de derivada de uma funcao
num ponto.

Para os alunos praticar e aplicar a
definicdo de derivada de uma funcao
logaritmo em qualquer base, propde os
seguintes exercicios.

Estas tarefas integram o manual escolar
do aluno (pagina 42, exercicios 60 e 61).



Plano de aula 3

Tépico: Funcao logaritmo
Objetivo: Aplicar conhecimentos adquiridos no estudo da funcao logaritmica.
Formato de ensino: Ensino exploratorio.

Tarefa 1: O pH de uma substancia

A acidez de uma substancia é medida pela concentracao (em moles por litro)
de ides de Hidrogénio (HT) na substancia. O processo normalizado de
descrever esta concentracéo é definir o pH (potencial Hidrogenidnico) de uma
substancia, o que indica se uma substancia é acida, neutra ou basica. A escala
de pH varia entre 0 e 14 na temperatura de 25°C. Se o valor do pH for igual
a 7, o meio da substancia sera neutro. Mas se o pH for menor que 7, sera
acido, e se for maior que 7, basico. A seguinte tabela apresenta concentracoes
de ides H™ e os respetivos valores do pH de substancias presente no nosso
quotidiano.

Substancias Concentracao de ides H* pH
Sumo de limao 3,981 x 1073 2,4
Vinagre 1,2589 x 1073 2,9
Sumo de maca 3,1623 x 10~* 3,5
Cerveja 3,1623 x 107> 45
Café 1,0 x 107> 5,0
Cha 3,1623 x 10-° 5,5
Leite 3,1623 x 1077 6,5
Agua pura 1,0 x 1077 7.0
Sangue 3,981 x 1078 7.4
Agua do mar 1,0 x 1078 8,0
Sabonete de mao 6,3096 x 10710 9,2
Aménia caseira 3,1623 x 10712 11,5
Agua sanitaria 3,1623 x 10713 12,5

1.Da analise dos dados apresentados na tabela, que modelo te parece que
melhor traduz o pH de uma substancia qualquer em funcao da sua
concentracao de i6es? Com recurso a calculadora grafica, verifica se o
modelo que idealizaste traduz essa representacao.

2.Tendo como referéncia o modelo que definiste, determina a concentracéo
de ides H* de um sumo de uva cujo valor de pH € igual a 3,2.

3.Que valores traduzem as concentracdes de ides H*de forma que o meio
de uma substancia seja acido?

4.Da analise do grafico do modelo que estabeleceste, verificas que a funcao
representada é estritamente decrescente no seu dominio de validade e
que o seu grafico tem a concavidade voltada para cima. Comprova
analiticamente tais resultados.

5.Formalmente, o pH é dado por pH = — log[H*]. Que diferenca ha entre
0 modelo que estabeleceste e este modelo formal do pH?

Exploragéo
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Comentarios
Turma 12°. Ano de Matematica A.

0 formato de ensino adquire
caracteristicas do ensino exploratério, ao
proporcionar que os tdpicos em estudo
resultem do trabalho em torno de tarefas:
(i) Introducao da tarefa; (i) Exploragao da
tarefa; e (iii) Discussao e Sistematizacao.
A resolucao das tarefas é efetuada em
grupos de 4, atendendo as seguintes
regras: (i) Um grupo s6 chama o
professor depois de atender as
consideracdes dos seus colegas de
grupo; (i) Todos os elementos do grupo
devem participar de modo que qualquer
um deles seja capaz de representar o
grupo na apresentacao das suas
atividades a turma.

Pedir a um aluno para ler o enunciado da
tarefa em voz alta e clarificar os dados da
tarefa.

Verificar se os alunos tém dificuldades
em usar a calculadora gréfica na
resolucéo da tarefa

Distinguir o dominio do modelo obtido do
dominio que traduz o contexto da tarefa.



7. Questionar os alunos se conseguem visualizar o modelo que traduz o pH
de uma substancia qualquer em funcdo da sua concentracéo de ides e
verificar a sua conjetura com o modelo obtido através da calculadora
grafica.

8. A partir do modelo obtido, solicitar os alunos a responder as restantes
questdes da tarefa.

9. Discutir a diferenca entre 0 modelo que definiram e o modelo formal do
pH de uma substancia.

Tarefa 2: A escala de Richter

No dia de Todos-os-Santos de 1755 aconteceu em Lisboa um dos maiores
tremores de terra que ha memoria, gerando destruicdo e morte numa escala
nunca vista: mais de 60 000 mortos. Todos os anos sao detetados cerca de
6 000 sismos em todo o0 mundo. Destes sismos, cerca de 15 tém um efeito
destruidor. Como estabelecer uma hierarquia na intensidade sismica? Um dos
métodos usados pelos cientistas é a escala de Richter, que se baseia na
medida das ondas produzidas pelo sismo.

1. Completa a seguinte tabela com valores que obténs da pesquisa “Escala
de Richter” no Google:

Equivalente TNT para a energia sismica
libertada (gramas)

Magnitude Richter aproximada

2. Recorrendo a calculadora gréafica, determina o modelo que melhor se
ajusta aos pontos que representam a magnitude de um sismo em
funcéo do equivalente TNT da energia sismica libertada.

3. Qual a energia libertada (em gramas TNT) do sismo de Lisboa que
atingiu uma magnitude de 8,7 na escala de Richter?

4, Cada acréscimo de uma unidade de magnitude, na escala de Richter,
resulta da energia libertada ser multiplicada por um fator. Qual o valor
desse fator?

5. Uma forma de representar o modelo de Richter é: M = %log(x).

Compara 0 modelo que definiste com 0 modelo de Richter. O que podes
concluir?

Exploragéo

1. Orientar os alunos na pesquisa de dados que Ihes permite relacionar os
valores da magnitude de um sismo com os valores do equivalente TNT
da energia sismica libertada.

2. Definir o modelo matematico que melhor se ajusta aos dados que
traduzem a magnitude de um sismo em funcao do equivalente TNT da
energia sismica libertada.

3. A partir do modelo obtido, solicitar os alunos a responder as restantes
questdes da tarefa
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Explorar as diversas propostas de
resolucédo dos alunos de modo a envolvé-
los na discussao da resolucédo da tarefa
no grupo turma.

Pedir a um aluno para ler o enunciado da
tarefa em voz alta e clarificar os dados da
tarefa.

Informar os alunos dos significados dos
varios prefixos usados com as unidades
Sl:

1 kg de TNT=1000 g de TNT

1 tde TNT=10% kg de TNT

1 kt de TNT=10° kg de TNT

1 Mt de TNT=10° kg de TNT

1 Gt de TNT=102 kg de TNT

1 Tt de TNT=10%° kg de TNT

Salientar a utilidade do que se aprende
em Matematica na compreensao e



4. Discutir as diferencas entre o modelo que construiram e o modelo de

Richter definido por M = %log(x).

Tarefas adicionais

L.

Calcula cada um dos seguintes limites:

e%X+x? (e3*-1)In x

. e¥—x? . e* . .
a) lim ——;b) lim —;¢) lim +d) lim B
x—+00 X x—+o00 Inx x—>+00 €e* x>0+ x
. (e3*-1)Inx
e) lim ~———
X—+ 00 X

Considera a fungao f definida por: f(x) = x + ln(i)

a) Determina, caso existam, as equag¢des das assintotas ao grafico de f.
b) Estuda f quanto a monotonia e extremos.

c) Mostra que o grafico de f ndo tem pontos de inflexdo.

d) Faz uma representacéo gréfica de f.

Plano de aula 4

Tépico: Funcao logaritmo

Objetivo: Aplicar conhecimentos adquiridos no estudo da funcao logaritmica.

Formato de ensino: Ensino exploratorio.

Tarefa: A escala de Richter

No dia de Todos-0s-Santos de 1755 aconteceu em Lisboa um dos maiores | g tarefa: e (i) Discussio e
tremores de terra que ha memoria, gerando destruicdo e morte numa escala | Sistematizacao.
nunca vista: mais de 60 000 mortos. Todos os anos sdo detetados cerca de | A resolucdo das tarefas ¢ efetuada

resolucéo de situacdes do quotidiano
através do tratamento de dados.

As Tarefas Adicionais serdo consideradas
caso haja tempo Util da aula apds a
discussédo na turma da resolugéo das
tarefas anteriores.

As tarefas que integram as ‘Tarefas
Adicionais’ fazem parte do manual
escolar do aluno (pagina 43, tarefas 63 e
65).

Comentarios
Turma 12°. Ano de Matematica A.

0 formato de ensino adquire
caracteristicas do ensino
exploratorio, ao proporcionar que 0s
topicos em estudo resultem do
trabalho em torno de tarefas: (i)
Introducéo da tarefa; (i) Exploragéo

em grupos de 4, atendendo as

6 000 sismos em todo o mundo. Destes sismos, cerca de 15 t&m um efeito | seguintes regras: (i) Um grupo s6
destruidor. Como estabelecer uma hierarquia na intensidade sismica? Um dos | chama o professor depois de

métodos usados pelos cientistas é a escala de Richter, que se baseia na medida

das ondas produzidas pelo sismo.

L.

Numa pesquisa no Google sobre a “Escala de Richter” recolheram-se os
seguintes valores:

atender as consideracdes dos seus
colegas de grupo; (i) Todos os
elementos do grupo devem
participar de modo que qualquer um
deles seja capaz de representar o
grupo na apresentacao das suas
atividades a turma.

Magnitude Richter aproximada Equivalente TNT para a energia sismica
libertada (gramas)
0 15
0,2 30
1,5 2700
2,1 21000
3 480000
3,5 2,7 x 106
3,87 9,5 x 10°
3,91 1,1 x 107

Recorrendo a calculadora grafica, determina o modelo que melhor se ajusta
aos pontos que representam a magnitude M de um sismo em funcdo do

equivalente TNT da energia sismica libertada E'.
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2. Qual a energia libertada E (em gramas TNT) do sismo de Lisboa que

atingiu uma magnitude M de 8,7 na escala de Richter?

3. Cada acréscimo de uma unidade de magnitude, na escala de Richter,
resulta da energia libertada ser multiplicada por um fator. Qual o valor
desse fator?

Exploracéo

1. Orientar os alunos na pesquisa de dados que lhes permite relacionar os
valores da magnitude M de um sismo com os valores do equivalente TNT
da energia sismica libertada E.

2. Definir o modelo matematico que melhor se ajusta aos dados que traduzem
a magnitude M de um sismo em funcéo do equivalente TNT da energia
sismica libertada E'.

3. A partir do modelo obtido, solicitar os alunos a responder as restantes

questdes da tarefa.

Tarefa: A magnitude aparente

A magnitude aparente ¢ uma medida da irradiancia de um ‘corpo’ celeste
observado da Terra, utilizada exclusivamente em astronomia. Historicamente a
medida da magnitude corresponde a uma classificacao de estrelas. O Sol, com
magnitude aparente de —27, é o ‘objeto’ mais brilhante do céu. Por convencéo,
a magnitude zero é definida como sendo a magnitude da estrela Vega.

Brilho em relacéo a Vega Magnitude aparente Visivel para o olho humano

2,5 -1
1,00 0
0,4 1
0,16 2

0,063 3 Sim
0,025 4
0,01 5
4,0x 1073 6
2,5x 1073 6,5
1,6 x 1073 7
6,3 x107* 8

2,5x107* 9 Nao
1,0 x 107* 10

L.

Define o0 modelo matematico que melhor traduz a magnitude aparente M de
um ‘corpo celeste’ em funcado do seu brilho B relativamente a estrela Vega.
Da analise do grafico do modelo que definiste, o que constatas sobre a
monotonia, o sentido da concavidade e existéncia de assintotas? Comprova
analiticamente estes resultados.

3. Tendo em conta o teu modelo, comenta a afirmacédo: “Uma estrela de

magnitude M ¢ 2,512 vezes mais brilhante que uma estrela de magnitude
M+ 1"
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Verificar se os alunos tém
dificuldades em usar a calculadora
grafica na resolucéo da tarefa

Distinguir o dominio do modelo
obtido do dominio que traduz o
contexto da tarefa.

Explorar as diversas propostas de
resolucédo dos alunos de modo a
envolvé-los na discusséo da
resolucao da tarefa no grupo turma.

Salientar a utilidade do que se
aprende em Matematica na
compreensdo e resolucéo de
situacées do quotidiano através do
tratamento de dados.



Exploracéo
1. Questionar os alunos sobre o modelo que melhor se ajusta aos dados que '
. fi 50 d Explorar as diversas propostas de
traduzem a magnitude aparente M de um corpo celeste em funcao do seu resoluicio dos alunos de modo a
brilho B em relacao a Veja. envolvé-los na discussao da
. . . . lugdo da taref turma.
2. A partir do modelo obtido, solicitar os alunos a responder as restantes resolucao da fareta no grupo furma
questdes da tarefa
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