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Resumo

Semigrupos de transformacoes (lineares) com um conjunto invariante

O estudo da teoria de semigrupos ¢é significativamente facilitado pelo desenvolvimento da teoria de se-
migrupos de transformacdes, uma vez que se sabe que todo o semigrupo pode ser mergulhado num
semigrupo de transformacdes. Nesta dissertacao, apresentamos e analisamos os resultados de quatro

semigrupos de transformacdes totais, a saber, T(X,Y), S(X,Y), T(V,W) e S(V,W).

Em cada um desses semigrupos, identificamos os elementos regulares, caracterizamos as relacoes de
Green e, em alguns casos, examinamos subsemigrupos maximais e ideais. O objetivo principal é con-
solidar e comparar as diferentes técnicas de demonstracao aplicadas a semigrupos de transformacdes
de conjuntos e de espacos vetoriais. Notavelmente, embora muitos dos resultados sejam analogos, as

técnicas variam consideravelmente entre esses dois tipos de semigrupos.

Assim, esta dissertacdo contribui para o entendimento aprofundado das estruturas dos semigrupos de
transformacao e de transformacoes lineares, compilando resultados essenciais da area e facilitando o
avanco dos estudos nesse campo. Além disso, explora as semelhancas e contrastes entre as técnicas de

demonstracao utilizadas em cada uma dessas areas.

Palavras-chave: Semigrupos de transformacoes, Semigrupos de transformacdes lineares, Conjuntos

invariantes, Regularidade, Relacdes de Green, |deais.
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Abstract

Semigroups of (linear) transformations with an invariant set

The theory of semigroups is significantly facilitated by the development of the theory of semigroups of
transformations, since it is known that every semigroup can be embedded in a semigroup of transforma-
tions. In this paper, we present and analyze the results of four semigroups of total transformation, namely

T(X,Y), S(X,Y), T(V,W) and S(V, W).

In each of these semigroups, we identify regular elements, characterize Green’s relations and, in some
cases, examine maximal subsemigroups and ideals. The primary objective is to consolidate and com-
pare the different proof techniques applied to semigroups of transformation of sets and vector spaces.
Notably, although many results are analogous, the techniques vary considerably between these two types

of semigroup.

Thus, this dissertation contributes to a deeper understanding of the structures of transformation semi-
groups and of linear transformation semigroups, compiling essential results in the field and facilitating
further study in this area. In addition, it explores the similarities and contrasts between the proof tech-

niques used in each of these areas.

Keywords: Semigroups of transformations, Semigroups of linear transformations, Invariant sets, Regu-

larity, Green’s Relations, Ideals.
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Capitulo 1

Introducao

Com o desenvolvimento do conhecimento da algebra, a teoria de semigrupos emergiu como uma area de
grande interesse. Os semigrupos de transformacdes, em particular, tém-se mostrado fundamentais para
compreender estruturas de aplicacoes que preservam certas operacdes dentro de conjuntos ou espacos
vetoriais. Segundo Sullivan em [14], “a teoria dos semigrupos de transformacoes, hoje em dia, constitui,
por si sO, um corpo substancial de conhecimento”. Estes semigrupos oferecem uma base importante para
a generalizacao de conceitos tradicionalmente estudados na teoria de grupos, ampliando a possibilidade
de aplicacdes e de propriedades algébricas que podem vir a surgir.

Esta dissertacdo centra-se especificamente no estudo de dois semigrupos de transformacdes e de dois

semigrupos de transformacdes lineares.

No Capitulo 2, apresentam-se resultados gerais sobre Teoria de Semigrupos. Sdo apresentadas algumas

definicdes e caracterizacdes que serao Uteis para o decorrer do trabalho presente nesta dissertacao.

Ao longo do Capitulo 3, estudamos alguns resultados sobre o semigrupo T'(X,Y) de transformacdes
de X com imagem contida num certo subconjunto Y de X. Comecamos por encontrar uma condicédo
necessaria e suficiente para T'(X, Y) ser regular e determinamos também o maior subsemigrupo regular
de T(X,Y). De seguida, caracterizamos as relacdes de Green neste semigrupo e sao, ainda, encontrados

alguns resultados sobre os subsemigrupos inversos maximais de T'(X, Y).

No Capitulo 4, o semigrupo em estudo é o semigrupo S(X,Y) de todas as transformacdes de X que
deixam Y invariante. Sdo apresentados alguns resultados sobre diversos tipos de regularidade. Posterior-
mente, mostramos que qualquer semigrupo pode ser mergulhado num semigrupo da forma S(X, Y). Para

além disso, estudamos as relacdes de Green no semigrupo e, usando estes resultados, caracterizamos
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todos os ideais de S(X, Y).

De seguida, iniciamos o estudo do semigrupo T(V, W) de todas as transformacdes lineares de V' com
imagem contida no subespaco W de V. Comecamos por caracterizar as relacdes de Green em T(V, W)
e por descrever os elementos regulares de T(V, W). Séao, também, descritos os ideais do conjunto de
todos os elementos regulares e, com base nesses resultados, sao descritos os ideais de T(V, W). Por

fim,estudam-se os subsemigrupos regulares maximais do subsemigrupo regular maximal de T(V, W).

O capitulo que se segue é sobre o semigrupo de transformacdes lineares com um espaco invariante,
S(V, W), onde comecam por ser caracterizados os elementos regulares do semigrupo. Aqui, encontramos
uma condicao necessaria e suficiente para S(V, W) ser regular. Caracterizamos, ainda, as relacdes de

Green e todos os ideais do semigrupo.

Por ultimo, apresentamos algumas conclusdes sobre a dissertacao e sao apresentadas algumas questoes

que se encontram em aberto e que poderdo ser parte de um trabalho a desenvolver no futuro.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Conceitos iniciais

Designa-se por grupéide um par (S,u) em que S € um conjunto ndo vazio e
g :SXS — Séuma operacdo binaria definida em S. Dizemos que (S, ) é um semigrupo se a

operacao p for associativa.

Se (S, -) é um grupoide e a, b dois elementos de S, representamos -(a, b) por a- b ou, caso ndo seja am-
biguo, por ab. Nao sendo necessario clarificar a operacédo binaria definida no conjunto S, representamos

o grupoide (S, -) por S.

Seja S um semigrupo. Um elemento u de S diz-se um elemento identidade ou, simplesmente, uma
identidade se, paratodo o x € S, xu = x = ux. Um semigrupo com um elemento identidade diz-se

um mondide.

Nao é dificil verificar que, se S € um semigrupo com identidade, entao esse elemento é unico. Por outro
lado, se um semigrupo S nao tiver identidade, facilmente construimos um monoide estendendo a operacao
binaria definida em S, como passamos a descrever de seguida.

Definimos S1 como

S se S tem identidade
sl=
S U {1} caso contrario,

e, neste Ultimo caso, estendemos a operacao em S definindo, paratodoos € S,s1 =s=1se 11 = 1.

O conjunto s1 & o mondide obtido de S adicionando o elemento identidade caso necessario.
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Se a é um elemento de um semigrupo S sem identidade, entdo Sa nao contém necessariamente o

elemento a. Vejamos a seguinte notacao:

sla=Sau {a};
asl = asu {a};
slas! = saSuUSauaS U {a}.
Notemos que Sla, asl e s1as! sao subconjuntos de S, pois nao contém o elemento 1.

Seja S um semigrupo com pelo menos dois elementos. Um elemento v de S diz-se um elemento zero

ou, simplesmente, um zero se, paratodoo x € S, xv = v = vx.

A semelhanca do elemento identidade, num semigrupo, um elemento zero, caso exista, é Uinico. Se um
semigrupo nao tiver zero, podemos construir um semigrupo com zero acrescentando um elemento O e
estendendo a operacdo definida em S.

Definimos SO como

S se S tem elemento nulo
sO =
S U {0} caso contrario,

e, neste ultimo caso, estendemos a operacao definida em S por sO = O = Os, paratodoos € Se

00 =0.

Analogamente ao que temos com Sl, 0 conjunto sV¢éo semigrupo com zero obtido de S adicionando
um elemento nulo caso necessario. De entre 0s semigrupos com zero, temos 0s chamados semigrupos

nulos, onde o produto de quaisquer dois elementos é igual a zero.
Se X é um conjunto nao vazio e definirmos uma multiplicacdo em X tal que
Xy =y, paraquaisquer x,y € X,

entdo X diz-se um semigrupo zero a direita. Do mesmo modo, definimos semigrupos zero a es-

querda.

Sejam S um semigrupo e T um subconjunto ndo vazio de S. Dizemos que T ¢ um subsemigrupo de S

se T é fechado para a multiplicacao, isto &,

Vx,yeT, xyeT.
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E claro que a associatividade da operacdo definida em S se mantém quando nos restringimos a um

subsemigrupo T de S. Logo, um subsemigrupo T de S é, em particular, um semigrupo.

Dado um semigrupo S, o proprio conjunto S € um subsemigrupo de S. Se S contiver um elemento zero v,
entdo {v} também ¢ um subsemigrupo de S. De modo analogo, se S tiver uma identidade u, entdo {u}
€ um subsemigrupo de S. Sendo e um elemento idempotende de S, ou seja, se e € S é tal que 2 = e,

também {e} ¢ um subsemigrupo de S.

Sejam S um semigrupo e I um subconjunto nao vazio de S. Dizemos que I é um ideal esquerdo de S
se SI C I, é ideal direito de S se IS C I, e é ideal de S se I &, simultaneamente, ideal esquerdo e

direito de S.
Se I é umideal de S tal que {0} C I C S, entdo dizemos que I é um ideal préprio de S.

E claro que um ideal esquerdo ou direito I de um semigrupo S é um subsemigrupo de S. Contudo, o
reciproco nao ¢ verdade. Por exemplo, N é um subsemigrupo de (Z, +). No entanto, N ndo é um ideal

de Z, uma vez que, paratodoon € N, —n ¢ N e, portanto,

ZN ¢ N.

Proposicao 1. Sejam S um semigrupo e a € S. O menor ideal direito [resp.: esquerdo] de S que contém

o0 elemento a é o conjunto as! [resp., Sla]. O menor ideal de S que contém a é slast,

Sejam S um semigrupoea € S. A as! [resp.: S1a] chamamos ideal direito [resp.: esquerdo] princi-

pal gerado por a. Designamos por ideal principal de S gerado por a o ideal slast,

Observemos que, como na definicdo abaixo, usamos a escrita de aplicacdes com os objetos a esquerda.
Ou seja, se ¢« : A — B é uma aplicacdo e x € A, entdo a imagem de x ¢é dada por xa. Mais, se
B : B — C é uma aplicacao, denotamos a composi¢cao 8 o « por aff e a imagem de x por fo « é
denotada por x(af), ou seja, x(af) = (xa)p.

Sejam (S, -) e (T, %) semigrupos. Uma aplicacdo ¢ : S — T diz-se um morfismo (ou homomorfismo)
se

Vx,yeS, (x-y)¢=x¢x*yd.

Se a aplicacdo ¢ € injetiva [resp., sobrejetiva, bijetiva], entdo dizemos que ¢ € um monomorfismo
[resp., epimorfismo, isomorfismo]. Mais, se existe um isomorfismo entre S e T, dizemos que S e T

sdo isomorfos e escrevemos S = T.
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Nao é dificil verificar que a interseccao de uma familia de subsemigrupos de um semigrupo S ou é vazia ou
€ um subsemigrupo de S. Dado um subconjunto nao vazio A de S, existe pelo menos um subsemigrupo
de S que contém A: a saber, o proprio S. Logo, a interseccao de todos os subsemigrupos de S que contém

A é um subsemigrupo de S que contém A e que representamos por (A).
0O subsemigrupo (A) fica definido pelas seguintes duas propriedades:
1. AC (A);
2. se U é um subsemigrupo de S que contém A, entdo (A) C U.
O subsemigrupo (A) diz-se o subsemigrupo de S gerado por A. Nao é dificil provar que (A) é

exatamente o conjunto de todos os produtos finitos de elementos de A. Se (A) = S, dizemos que A é

um conjunto de geradores de S. Se A = {a}, escrevemos (a) em vez de ({a}), e temos

(a) ={a": neN)}.

Sejam S um semigrupo e a € S. O subsemigrupo (a) diz-se o subsemigrupo monogénico de S

gerado por a. A ordem de a ¢ a ordem do subsemigrupo {a).

Dados um semigrupo S e um elemento a em S, se nado existir nenhuma repeticao nas poténcias de gq,

entdo (a) = {a, a2, a3, ... } é isomorfo ao semigrupo (N, +). Neste caso, dizemos que a tem ordem

infinita em S.

Por outro lado, se existirem m, n € N tais que m # n, mas a™ = a", entdo o conjunto
(keN| IreN\{k}: d=a"}

€ nao vazio e tem um elemento minimo. Este minimo € o menor dos expoentes cuja poténcia de a

associada se repete, e diz-se o indice de a. Se m é o indice de a, entdo o conjunto
(keN: omtk—gm

€ nao vazio e, como tal, tem elemento minimo p, que designamos por periodo de a.

Se a € S tem indice m e periodo p, as poténcias q, a2, .. . am a1 amtP=1 550 todas distintas,
pela minimalidade de m e de p. Mais, prova-se que
(a) = {a, a2, o am am+1, .. .’am+p—1}’

6
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pelo que |[(a)| = m+ p — 1. Neste caso, dizemos que a tem ordem finita. Note-se que a ordem de a é

0 antecessor da soma do indice de a com o seu periodo.

Prova-se que o conjunto K; = {a™, am"'l, .. .,am"'P_l} € um subgrupo ciclico do subsemigrupo mo-

nogeénico (a).
Um semigrupo S diz-se periédico se todos os seus elementos tiverem ordem finita.

Observemos que todo o semigrupo finito &€ necessariamente periddico. A proposicao que se segue permite-

nos concluir que, em todo o semigrupo periodico, existe, pelo menos, um idempotente.

Proposicao 2. Num semigrupo periddico todo o elemento tem uma poténcia que é idempotente.

Dado um semigrupo S, dizemos que a € S é regular se existe x € S tal que axa = a. Se todos o0s

elementos de S sao regulares, S diz-se um semigrupo regular.

Existem outros tipos de regularidade. Dado um semigrupo S, dizemos que a € S é regular a esquerda
se existe b € S tal que a = baZ e é regular a direita se existe ¢ € Stalque a = a2c. 0 elemento a
diz-se completamente regular se existe d € S tal que a = ada e ad = da e intrarregular se existem

f,geStalquea= fazg. Dizemos que a é corregular se existe h € S tal que a = hah = aha.

Proposicao 3. Sejam S um semigrupo e a € S. O elemento a é completamente regular se e s6 se a é

regular a esquerda e regular a direita.

Demonstracdo. Suponhamos que a € completamente regular. Entdo, existe d € S tal que a = ada e
ad = da. Portanto,

a=ada = (ad)a = (da)a = da2,

com d € S. Portanto, por definicdo, a é regular a esquerda. De modo analogo, temos
a =ada = a(da) = a(ad) = azd,

comd € S. Logo, a ¢ regular a direita.

Reciprocamente, suponhamos que a € regular a direita e a esquerda. Entdo existem b, ¢ € S tais que

2

a = ba? = a?c. Entdo, ba = b(azc) = (baz)c = ac. Por outro lado, aba = a(ac) = a“c = ae

aca = (ba)a = ba? = a.
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Assim, tomando d = bac, temos ad = a(bac) = (aba)c = ac = ba = b(aca) = da e, por fim,

ada = a(bac)a = (aba)ca = aca = a.

O semigrupo S diz-se regular a esquerda [resp. regular a direita, completamente regular, intrarregular,
corregular] se todo o elemento de S é regular a esquerda [resp. regular a direita, completamente regular,
intrarregular, corregular].

Grupos sao, obviamente, semigrupos regulares, uma vez que, para todo o a € G, com G grupo, se tem

a=1ga= aa”la.

E facil perceber que um elemento idempotente e de um semigrupo S satisfaz todos os tipos de regularidade

2 4_.3

(basta notar que e~ = e, peloque e™ = e” =¢).

2.2 Relacoes de Green

Os conceitos de ideais principais (laterais e bilateral) de S, apresentados na seccao anterior, vao permitir-
nos definir as chamadas relacoes de Green em S, que sao relacoes de equivaléncia em S que assumem

uma relevante importancia no estudo da estrutura de um semigrupo.

Seja S um semigrupo. Definimos uma relacao binaria £ em S da seguinte forma:

alb o Sla=slp (a,b€S).

Observemos que, dados dois elementos em S, eles estdo L-relacionados se geram o mesmo ideal es-
querdo principal. De um modo dual, definimos a relacdo R: dois elementos de S estdo R-relacionados

se geram 0 mesmo ideal direito principal.

Seja S um semigrupo. Definimos uma relacao binaria R em S da seguinte forma:

aRb o as!=ps! (a,b€S).

Como a relacao de igualdade de conjuntos é uma relacéo de equivaléncia em #(S), o conjunto das partes
de S, facilmente concluimos que as relacoes R e L sao relacdes de equivaléncia em S. O resultado que
se segue oferece-nos uma caracterizacdo alternativa de R e L, que torna mais evidente 0 modo como

expressam um tipo de divisibilidade mutua.
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Proposicao 4. Sejam S um semigrupo e a, b € S. Entéo,
aRb o 3u,0€51: au=be buv=a;
alb & EIx,yESlz xa=be yb=a.
Demonstracdo. Vamos provar que aR b se e s se existem u,0 € s! tais que au = bebv = a. A

demonstracao da outra equivaléncia é obtida de forma analoga.

Comecemos por considerar a, b € S tais que a R b. Entéo, as! = bs!. Ora, temos a € aSU{a} = aSl,
pelo que a € bs!. Logo, existe v € st tal que a = bv. De modo andlogo, b € bS U {b} = bs! e,

portanto, b € as?. Assim, existe u € sl tal que b = au.

Reciprocamente, se a, b € S sdo tais que au = b e bv = a para certos u, v € Sl, entao
aS! = (bv)S1 = b(vSl) cbsl = (au)S1 = a(uSl) C aSl,

pelo que as! = bSl, ou seja, aR b. O

Uma vez que a intersecao de duas relacdes de equivaléncia ¢ ainda uma relacado de equivaléncia, L N R
é uma relacao de equivaléncia em S, que denotamos por . E claro que H é o infimo de {L£, R}. A
uniao de duas relacdes de equivaléncia nao é necessariamente uma relacao de equivaléncia. No entanto,

existe sempre o supremo de {£, R}, que representamos por D, isto é, D = L V R.

A descricdo do supremo de duas relacdes de equivaléncia nao &, normalmente, tarefa facil. No entanto,
como iremos verificar na proposicao que se segue, L e R comutam e, portanto, a caracterizacdo de D

torna-se bem menos complexa do que seria de esperar.

Proposicao 5. As relacées L e R comutam, ou seja, Lo R =Ro L.

Demonstracdo. Seja S um semigrupo. Vamos ver que £ oR C Ro L. Paraisso, tomemos a, b € S tais
que (a,b) € LoR. Entéo, existe ¢ € S tal que a L c e ¢ R b. Pela Proposicao 4, existem u, v, x,y € sl
taisque ua =c,vc =aecx =b, by = c. Ora, ax = vex e vexy = vby = vc = a.

Se denotarmos vcx por d, temos que ax = d e dy = a. Novamente pela Proposi¢ao 4, podemos concluir
que aRd.

Analogamente, vb = vex = d e ud = uvex = uax = cx = b, e, portanto, d L b (também pela

Proposicao 4). Assim, existe d € S tal que aRd e d L b, pelo que (a,b) € R o L. Ou seja, provamos
que LoRCRo L.
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A outra inclusao é provada usando um raciocinio analogo. ]

Sabese que D = LVR = (L oR)®, ouseja, dados a,b € S, aD b se e so se existemn € N e

X1,X2,...,Xou—1 € S tais que
alxy, xqyRxp, x0Lx3,...,x0,_1RD.

Mas, pela proposicao anterior, podemos concluirque D = Lo R =R o L.

As relacdes £ e R sao definidas através dos ideais laterais principais. E, pois, natural considerar uma
relacao binaria em que dois elementos estao relacionados se e sé se geram o mesmo ideal (bilateral)

principal.

Seja S um semigrupo. Definimos em S uma relacao binaria J da seguinte forma:

aJb o Slas!=slps! (a,b€S).

De forma analoga a R e a L, concluimos que a relacdo J é uma relacdo de equivaléncia, que pode ser

caracterizada como se segue.

Proposicao 6. Seja S um semigrupo. Entéo,

aJb © Elx,y,u,vESl: xay=b, ubv=a (a,b €S).

As relacoes R, L, H, D e J foram primeiro estudadas por J. A. Green, em 1951, e, de acordo com J.
Howie, em [5], p. 45, contribuiram de um modo muito significativo para o desenvolvimento da Teoria de

Semigrupos. Sao conhecidas como as relacoes de Green.
E dbvio que £ € J e R C . De facto, dados a, b € S tais que slg= S1b, temos
slas! = (sla)st = (slp)s! = slpsl,

Por outro lado, se as! = bS1, também S1as! = slbs!. Como D = LVR LCJeRC T,
podemos concluir, pela definicdo de supremo, que D € J. Em muitos casos, temos D C J. No

entanto, é possivel ter D = g, como veremos mais a frente.

Para tornar a notacao mais simples, vamos usar L, [resp.: Ra, Hg, Ja, D4l para denotarmos a L-classe

[resp.: R-classe, H-classe, T -classe, D-classe] que contém um certo elemento a de um semigrupo S.
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Tendo em consideracao que as relacdes de Green L, R e J estdo definidas a custa de ideais principais,
a inclusao de conjuntos induz uma ordem nas classes de equivaléncia. Assim, é natural definirmos as

seguintes relacdes de ordem entre as L-classes [resp.: R-classes, J-classes]:
[L] Lg < Ly seesose Sla c slp;
[R] Rq < Ry seesose as! c bst;
[J] Ja < Jpseesbse slast c slpst.
Note-se que, se S é regular, entdo a = axa, pelo que a € aS e a € Sa. Logo, a € SaS. Desta forma,

qguando nos referimos as equivaléncias de Green num semigrupo regular S, nao necessitamos de sle

simplificamos como se segue.
1. aLbseesoseSa=Sb.
2. aRb se e soseaS =bS.

3. aJbseesose SaS = SbS.

Sejam S um semigrupo e U um subsemigrupo de S. Dados a,b € U, pode haver ambiguidade sobre
o significado de a L b, uma vez que podemos ter a relacdo £ em U ou em S. De modo a clarificar a

notacao, escrevemos
1. a LY b se existirem u,v € Ul tais queua=beovb=a

2. aLS b se existirem s, t € s tais quesa=betb=a.

Relativamente as L-classes, usamos a seguinte notacao.
Lg:{ueU:u.EUa} e Lg:{seS:s.ESa}.

E imediato que LY ¢ £S N (U xU). Com a notacao correspondente, saem analogamente os resultados
RUCRINUXU),HY cHSNn(UxU), DY cDSn(UxU)e IV c 75n (UxU).
Estas inclusdes podem ser prdprias: por exemplo, é possivel termos dois elementos de U que estdo L-
relacionados em S, mas ndo estdo L-relacionados em U. O resultado que se segue permite-nos concluir
que todo o subsemigrupo regular de um semigrupo S herda as caracterizacoes das relacdes de Green L,

ReHemsS.

11
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Teorema 1. Sejam U um subsemigrupo regular de um semigrupo S. Entdo, as seguintes igualdades

sdo validas.
1. LV =250 (UxU)
2. RU =RS n (U xU)

3 HY =HS n (U xU)
Temos ainda o chamado Teorema de Green

Teorema 2 (Teorema de Green). Se H é uma H-classe num semigrupo S, entéo ou H2NH=0o0u

H?2=H e, neste caso, H é um subgrupo de S.

Tendo em conta o Teorema de Green, se considerarmos um elemento idempotente e num semigrupo S,

2

temos e = e. Assim, e € Heee = e2 ¢ He2 pelo que He2 N He # (. Portanto, He € um grupo e,

como tal, tem apenas um idempotente, que é o seu elemento identidade.

Corolario 1. Se e é um idempotente num semigrupo S, entdo He é um subgrupo de S. Para além disso,

nenhuma classe H tem mais do que um idempotente. [J

2.3 Semigrupos de transformacoes

Dado X um conjunto ndo vazio, seja T(X) o conjunto de todas as transformacdes totais em X. E sabido
que (T(X), o) ¢ um semigrupo, e todo o semigrupo pode ser mergulhado em algum T'(X). Para além
disso, tal como observado por Sullivan em [14], os semigrupos de transformacdes sdo para a teoria
de semigrupos o que os grupos de permutacOes sdo para a teoria de grupos, no sentido em que os

semigrupos de transformacdes oferecem uma forma concreta de entender a teoria de semigrupos.

Iremos introduzir algumas notacdes especificas de semigrupos de transformacées. Dado a € T(X),
representamos o conjunto imagem por im «, ou simplesmente, por Xa. Recordamos que, como ja re-
ferimos, iremos usar a notacao a esquerda para representar imagens de objetos por aplicacdes. Assim,

escrevemos xa em vez de a(x) e o a como ap.

12
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Iremos optar pela notacéo introduzida por Clifford e Preston em [2], Vol. 2, p.241: dado a € T(X),

podemos escrever

onde se assume que i pertence a um conjunto ndo mencionado de indices I, que {x;} denota o conjunto
{xj : i eI}eque Xa = {x;j}, enquanto que xl-oc_1 = A;, paracada i € I. Se existir um a € X tal que,

para todo x € X, xa = a, entdo « € uma transformacao constante e escrevemos a = X.
Quando escrevermos X = A U B queremos denotar que X € uma unido disjunta dos conjuntos A e B.

Comecemos por verificar que todos os elementos de T'(X) sao regulares.

Proposicao 7. O semigrupo T(X) é regular.

Demonstracdo. Seja @ € T(X). Escrevamos Xa = {x; : i € I}. Paracada i € I, seja x,-oc_1 = Aj.

Entado, podemos escrever &« como

Aj
a =
X

Escrevamos X = {x;} U {y;}, fixemos i( € I e definamos  em T (X) por

= Xi Yj
aj aio
onde a; € Aj;, para cada i. Ora,

afa = i i Yj L .
xi J\ai @i/ \xi

Logo, o € um elemento regular em T(X) e, portanto, T(X) é um semigrupo regular. O
Em 1952, Malcev mostrou que, dado um conjunto néo vazio X, os ideais de T(X) sdo precisamente os

conjuntos:

Tr ={a e T(X) : [Xa| <},

onde 2 < r < |X|’ (onde k” denota o sucessor de um cardinal k, ou seja, 0 menor cardinal maior que

k).
Para cada a € T(X), definimos a seguinte relacdo de equivaléncia em X:
aoal = {(x,y) e X XX : xa = ya}.

13
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Representamos o conjunto quociente de X em relacdo a «r o a1 por 7y .

Como afirmam Clifford e Preston em [2], p. 51, em 1955, Miller e Doss caracterizaram as relacdes de

Green em T(X): nomeadamente, dados «, f € T(X),
(@) a LPseesoseXa=Xp;
(b) ocRﬁseeséseocooc‘1 :ﬁOﬂ_l;
(c) a D pseesose |Xa|l=|Xp|;

e D=9 emT(X).

Prova-se que T(X) é isomorfo a T(Y) se e s6 se | X| = |Y|. Este resultado segue do facto de todos os
elementos zero a direita de T(X) serem precisamente as transformacdes constantes de X (ver [2], Vol
1, p. 6, Exercicio 7). Mais, cada isomorfismo ¢ : T(X) — T(Y) ¢ induzido por uma bije¢dog: X — Y
tal que para todo o € T(X), a¢ = g_lag.

2.4 Semigrupos de transformacoes lineares

Sullivan observou em [13] que ha uma correspondéncia entre semigrupos de transformacdes e semigru-
pos de transformacodes lineares e que, apesar da similaridade dos resultados, as ideias e técnicas de

demonstracao sao bastante diferentes.

Dado um espaco vetorial V' sobre um corpo K, se W e U séo subespacos de V tais que WNU = {0y},
entdao W @ U representa a soma direta dos dois subespacos. Dizemos que U é complementar de W em
VseV =W & U. Prova-se que o complementar de um subespaco vetorial ndo é tnico. No entanto,

todos os complementares tém a mesma dimenséo. Mais, dim U = dim V /W,

Seja T(V) o conjunto de todas as transformacdes lineares totais em V. Prova-se que (T(V), o) é semi-
grupo. Analogamente ao que acontece com T(X), sabemos que T (V') é semigrupo regular e nao ¢é dificil
provar que a aplicacdo nula, que representamos por V), esta em T(V) e ¢, de facto, o seu elemento

Z€ero.

Introduziremos, agora, alguma notacéo. O subespaco de V gerado pelo subconjunto {o; } de V é denotado
por (v;). Em grande parte dos casos, escrevemos W = (w;) e assumimos, sem 0 escrever, que 0

conjunto {w; } ¢, efetivamente, base do subespago W.
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Para a construgdo de uma aplicagdo & em T(V'), comecamos por escolher uma base {v;} de V e um
conjunto {w;} C V, e definimos v;a = w; para cada i. Depois, estendemos a aplicacdo a todo o V, por

linearidade. De um modo geral, apenas dizemos que, dados {v;} € {w;} no contexto, definimos & por

Por vezes, é necessario comecar por escolher uma base para um subespaco de V' e depois estender essa

base para V, mas o argumento de contrucao segue passos similares.

Como ja referimos, as relacdes de Green assumem um papel importante no estudo de um semigrupo. A
semelhanca do que temos para T'(X), a caracterizacao das relacdes de Green em T (V) é bem conhecida:

dados a, f € T(V),
() « £ fseesoseVa=Vp:
(b) @ R B see so se kera = ker B
(c) a D Bseesosedim(Va) =dim(Vp);

eD=9JemT(V).

Mais, tal como Clifford e Preston observaram em [2], dado um espaco vetorial V' qualquer sobre um corpo

K, os ideais de T(V') sdo precisamente os conjuntos
Tr ={a e T(V):dimVa < r},

ondel <r <dimV’.
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Capitulo 3

Semigrupos de transformacoes com

imagem contida num certo conjunto

Neste capitulo, iremos explorar o conjunto de todas as transformacoes totais de X cujo conjunto imagem
esta contido num subconjunto fixo Y de X, ndo vazio, como descrevemos em seguida.
Seja Y um subconjunto néo vazio de X e denotemos por T'(X, Y) o conjunto de todas as transformacdes

a:X > Xtaisqueima = Xa C Y, ou seja,
TX,Y)={aeT(X): Xa CY}.

Nao é dificil de verificar que T'(X, Y)), munido da operacdo de composicao, ¢ um semigrupo (ver Propo-
sicao 8). Note-se que, quando Y = X, temos T(X,Y) = T(X), pelo que T(X,Y) é uma generalizacdo
de T(X).

0 semigrupo T(X, Y) foi inicialmente estudado por Symons, em 1975. Em [15], o autor descreveu os
automorfismos de T(X,Y) e mostrou que, se T(X,Y) é isomorfo a T(A, B), entdo |Y| = |B|. Mais,
se |Y| = |B| > 2, entdo T(X,Y) é isomorfo a T(A,B) seesose |Y| = |Ble|X \Y| =|A\B|.
Surpreendentemente, as condicdes para a existéncia de um isomorfismo nos restantes casos também

envolvem apenas os cardinais de Y, B, X \ Y e A\ B, e néo os cardinais de X e A.

A maioria dos resultados presentes neste capitulo foram obtidos por Sanwong e Sommanee e publicados

em [6].

Comecemos por verificar que T(X, Y) &, de facto, um semigrupo, quando munido da operacéo de com-

posicao.
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Proposicao 8. DadoY C X, comY # 0, T(X,Y) é um subsemigrupo de T (X).

Demonstracdo. Sejam «a, f € T(X,Y). Entao,

Xaf = (Xe)BC YBCXBCY.

Assim, aff € T(X,Y), pelo que T(X,Y) é um subsemigrupo de T(X). O

Observemos que, quando Y é um conjunto singular, o semigrupo T(X,Y) também o é. De facto, se
Y = {y}, entdo a aplicacdo constante que transforma todos os elementos de X em y, que denotamos
por Xy, € um elemento de T(X,Y), visto que ime = {y} = Y. Mais, dados ., f € T(X,Y), de
Xa CY={y}eXp Y ={y} podemos concluir que « = Xy = B. Logo, T(X,Y) = {Xy}.

3.1 Regularidade

O objetivo desta seccao é definirmos uma condicdo necessaria e suficiente para T(X,Y) ser um semi-

grupo regular.

Como observamos antes, se |Y| = 1, digamos Y = {y}, entdo T(X, Y) contém exatamente 1 elemento,
nomeadamente a aplicacao constante Xy com contradominio {y}. Neste caso, o semigrupo T(X,Y) é

regular, uma vez que XyXyXy = Xy.

Por outro lado, se Y = X, entdo T(X, Y) = T(X). Sabemos que T(X) ¢ regular, pelo que concluimos

que T(X,Y) também ¢é regular neste caso.
Observemos que, se |X| < 2, entdo |Y| = 10ou X =Y e, portanto, T(X, Y) é regular quando |X| < 2.

O resultado que se segue indica-nos exatamente quando ¢é que T(X,Y) é regular.

Teorema 3. O semigrupo T(X,Y) éregularseesose|Y|=1ouY = X.

Demonstracdo. Javimos acima que, se |Y| =1ouY = X, entdo T(X, Y) é regular. Suponhamos agora,

por contrarreciproco, que |Y| # 1e Y # X.

Sejam a,b € Y tais que a # b e tomemos ¢ € X\Y. Seja y um qualquer elemento de T(X,Y) e

€SCrevamaos
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onde Xy ={y;} CYeX;= yiy_l. Tomemos

c X\{c}
a b -

Eclaroque A € T(X,Y). Como ¢ ¢ Y, sabemos que y; # ¢, paratodo i € I. Assim,

Xi C X\{ C} Xi
yi|\a b b

YA = # A

Por outras palavras, vimos que yA # A paratodo y € T(X, Y). Se A fosse regular, existiria § € T(X,Y)
tal que A6A = A. Ora, como T(X,Y) é semigrupoe A, 8 € T(X,Y), concluimos que A6 € T(X,Y) é
tal que (A8)A = A, o que contradiz o que acabamos de mostrar. Logo, A ndo é regular em T'(X, Y), pelo

que T(X,Y) ndo é um semigrupo regular quando |Y| > 1e Y # X. O

Observemos que, de um modo geral, T(X, Y) ndo é um semigrupo regular. E pois, importante, determi-
narmos quais os elementos de T(X, Y) que sao regulares. Os resultados que se seguem permitem-nos

afirmar que @ € T(X,Y) é regular se e s6 se Xa C Ya.

Consideremos o conjunto
F={aeT(X,Y): Xa C Ya}.

Notemos que F = {a € T(X,Y) : (X\Y)a C Ya} ={a € T(X,Y) : Xa = Ya}. Basta reparar que,

seXa C YaeY C X, entdo Ya C Xa, de onde resulta a igualdade. Por outro lado, se tivermos a

igualdade Xa = Ya, como X\ Y C X, segue que (X\Y)a € Xa = Ya. Por ultimo, se (X\Y)a C Ya,
como naturalmente temos Ya C Ya, entdo a unido de ambos os conjuntos, X «, estara também contida

na imagem de Y por «.

Por Y ser néo vazio, existe a € Y. Assim, a aplicacdo constante X, com contradominio {a} satisfaz as

condicdes que definem F e, portanto, F # 0.

Mais, para @ € Fe f € T(X,Y), segue que Xaff = (Xa)B € (Ya)B = Yap. Portanto, aff € F.

Temos, assim, o resultado seguinte.

Lema 1. F é ideal direito de T(X, Y).

Nao é dificil de verificar que, no geral, F ndo é um ideal esquerdo. Tomemaos, por exemplo, X = N e seja

Y o conjunto de todos os nimeros pares.
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Definamos «, f em T(X) por
n 2n 2n-1
B .
2n 2n 2
Como Xa = Xp = {2n : n € N} =Y, concluimos que &, f € T(X,Y). Observemos que 2 € Xa,
mas 2 ¢ Ya, pelo que a ¢ F. Por outro lado, f € F, pois Y =Y = Xf. Umavezque aff = @ ¢ F,

concluimos que F nao é ideal esquerdo de T(X,Y).

De seguida, mostramos que F ¢, na verdade, o conjunto de todos os elementos regulares de T(X,Y).

Teorema 4. F é o maior subsemigrupo regular de T(X,Y).

Demonstragdo. Vimos no Lema 1 que F ¢ ideal direito de T'(X,Y), pelo que segue que F é subsemi-
grupo de T(X, Y). Vejamos que F ¢, de facto, o maior subsemigrupo regular de T(X,Y). Seja a € F.

Escrevemos

onde UjerAi =X, Xa ={x;:ie€l} =Yae paracadai €I, A; = x,-oc_1. Para cada i € I, seja
B; = A; Nn'Y. Observemos que B; # 0, ja que Ya = Xa e, portanto, para cada i, x; € Ya. Assim,

existe y; € Y tal que y;a = x;. Temos que y; € Y N A;, ou seja, y; € Bj e B; # 0.

Fixemos i € I e, para cada i € I, tomemos b; € B;. Seja X = {x; : i € I} U {zj : j € J}. Definamos
B em T(X) por

Xj Zj

bi bj, .
Temos Xf = {bj : i € I} € UjerBi € Y. Logo, f € T(X,Y). Uma vez que « € T(X,Y), temos
que, paratodo i € I, x; € Y. Desta forma, segue que X = {b; :i eI} = ({xj:i e I})p C Yp.

Conclui-se, assim, que € F. Mais, como afia = a, temos que « é regular em F.

Falta ver que todo o elemento regular de T'(X, Y) estd em F. Tomemos « € T(X,Y) e suponhamos que

a é regular. Entéo, existe f € T(X,Y) tal que @ = afar. Assim,
Xa=(Xa)pa CYPpa C (XP)a C Ya,

pelo que « € F. Entao, todo o elemento regular de T(X, Y) esta em F. Na verdade, vimos que F ¢ exa-
tamente o conjunto de todos os elementos regulares de T(X, Y). Como F é fechado para a composicao,

concluimos que F é o maior subsemigrupo regular de T(X, Y). O
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3.2 Relacoes de Green

Como referimos no capitulo anterior, sdo bem conhecidas as relacdes de Green no semigrupo T'(X) de
todas as transformacdes totais de X, com X conjunto arbitrario ndo vazio. Em particular, dados «, €
T(X), temos

alfe Xa=Xp e aRﬁ@aoa_l :ﬂOﬁ_l.

Para obtermos caracterizacdes das relacdes de Green em T (X, Y), temos de nos auxiliar do conjunto F,

definido na seccéo anterior.

Lema 2. Sejam o, € T(X,Y). Se B € F, entdo a = yp, para algumy € T(X,Y) se e so se
Xa C Xp.

Demonstracdo. Seja € F. Entdo, f € T(X,Y) e X = Y. Suponhamos que o = yp3, para algum
y € T(X,Y). Temos
Xa = (Xy)B C YB=Xp.

Logo, Xa € Xp.

Reciprocamente, suponhamos que Xa C Xp. Seja Xa = {a; : i € I} e, paracada i € I, seja

Aj = a,-a_l. Escrevemos
Aj
o=
aj
Como, por hipétese, Xa = {a; : i € I} C XJ3, podemos escrever X = {a; : i € [} U {bj:je]}
Para cada i € I, seja B; = aiﬂ_l e, paracada j € J, seja Bj = bjﬁ_l. Temos
B; B;
ai bj '
Por hipotese, € F, peloque X =YpB ={a; :i €I} U {bj : j € J}. Em particular, para todo i € I,
existe y; € Y tal que y; 8 = a;. Portanto, y; € B;.
Definamos y em T(X) por

20



CAPITULO 3. SEMIGRUPOS DE TRANSFORMACOES COM IMAGEM CONTIDA NUM CERTO CONJUNTO

Como Xy ={y;:iel} CY,seguequey e T(X,Y). Mais,

Aj A;j\|B; Bj
a = = ] = }/ﬁ.
aj) \yiJ\ai bj

Recordemos que, dado @ € T(X, Y), denotamos por Ly (resp., Ry, Hg, Dg) 0 conjunto de todos os ele-
mentos de T(X,Y) que estdao L-relacionados (resp., R-relacionados, H-relacionados, D-relacionados)

comaemT(X,Y).

Pelo Lema anterior, néo é dificil descrever as L-classes em T(X,Y).

Teorema 5. Sejaa € T(X,Y).
1. Sea e F,entdoLy ={f € F: Xa=Xp}.

2. Sea ¢ F, entdo Ly = {a}.

Demonstracdo. Seja a € T(X,Y) e suponhamos que a € F, isto é, Xa = Ya. Tomemos f € Ly. E
claro que, se f = «a, entdo B € F e Xa = X, concluindo-se trivialmente o pretendido. Por outro lado,

se B # a, entdo existem y,d € T(X,Y) taisque a = yf e f = da.

Pelo Lema 2, como @ € F e = da, concluimos que X C Xa. Mais, Xa = X(yf) = (Xy)pB C
YpB € Xp. Portanto, Xa = XB. Por Y C X, temos sempre que Y C X . Desta forma, falta ver que
Xp C Yp, para concluir que € F. Ora, X = (X8)a C Ya = (Yy)B C YB. Logo, f € Fe

Ly C{B e T(X,Y): X = Xa}.

Para provar a inclusao reciproca, tomemos f € F e suponhamos que Xa = Xf. Pelo Lema 2 e pela
igualdade, podemos concluir que existem y, 8 € T(X, Y)1 tais que = yp e f = da. Portanto, a L B,

ou seja, B € Ly, como pretendido.

Admitamos agora que « ¢ F, isto ¢, Xa # Ya, e suponhamos, por absurdo, que existe f € T(X,Y)
tal que f # a e f € Ly. Entdo, existem y,6 € T(X,Y) tais que « = yf e f = Sa. Desta forma,
Xa = (Xy)p € YR C X =(XSa C Ya, pelo que Xa = Ya, 0 que contradiz o facto de o ¢ F.

Logo, y = 1 ou § =1 e, consequentemente, f = «. m]
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De seguida, caracterizaremos a relacdo R em T'(X, Y). Recordemos que, dado o € T(X,Y), a o a1 =

7o € Uma a relacao de equivaléncia em X, usualmente denominada nucleo de «, e que | X /7y | = | X .

Teorema 6. Sejam o, f € T(X,Y). Entdo, @ = Py, para algumy € T(X,Y), se e s6 se g C mg.

Mais, a R f se e s se g = Mg

Demonstragdo. Suponhamos que @ = Py, para algum y € T(X,Y). Seja (a,b) € X X X tal que
af = bp. Entéo, ax = (af)y = (bp)y = ba, pelo que (a,b) € my. Logo, ng S Ta-

Reciprocamente, sejam «, f € T(X,Y) tais que i C mg. Escrevemos

B;
B =
Yi

onde Xp = {y;} e, paracada i € I, yi,b"l = Bj.Como f € T(X,Y), {y; : i € I} C Y. Para todo

i€l seab e Bjentdoaf = bf = yj, peloque (a,b) € 7g. Portanto (a, b) € g, pelo que ax = ba.

Seja {xj :je€J}=Xa CYesea xjo(_1 = Aj, para cada j € J. Acabamos de ver que, para todo
i €1 existe j € Jtal que B; C Aj. Para cada j € J, consideremos [ = {iel:B;C Aj}. E
claro que Uite Bj C Aj. Suponhamos que existe a € Aj\ Uite Bj. Entdo, existe i € I1\I; tal que
a € Bj,. Como a € Aj, sabemos que aa = x;. Ora, para cada b € Bj,, bff = yj, = aff. Assim,
(a,b) € g C g, pelo que ba = aa = Xj €, consequentemente, Bio C Aj. Portanto, i € I}, uma

contradicdo. Logo, A; = Uite B;.

Escrevamos Cj = {y;j i € Ij}, paracada j € J, eseja X = Uje]Cj U Z. Fixemos jo € J e
consideremos y € T(X) definida por
Ci Z
J
Y =
*j Xjo
Como Xy € Xa C Y, temosy € T(X,Y). Mais, dados j € Jea € Aj, existei € Ij talquea € B; e

a(By) = (aP)y = yiy = xj = aa.
Assim, para todo j € J etodoa € Aj, aa = afly. Portanto, & = fy.

Desta forma, segue naturalmente que

aRp & Ey,éeT(X,Y)l:a:ﬁyeﬂ=a5
S ﬂﬁgﬂaeﬂagﬁﬂ

= ﬂa:ﬂﬁ.
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Como vimos, a caracterizacdo da L-classe de um elemento @ em T'(X,Y) depende do facto de a ser
ou nao regular. Do resultado que se segue, podemos concluir que dois elementos R-relacionados ou sao

ambos regulares ou ambos nao regulares.

Teorema 7. Seama,f € T(X,Y). Se g = g, entao ou a,peFoua,f&F.

Demonstragdo. Suponhamos que «, f € T(X,Y) séo tais que 7y = g e (¢ ¢ Foup ¢ F). Assuma-

mos, sem perda de generalidade, que a ¢ F. Entao,
X\Y)a g Ya,

ou seja, existe a € X\Y tal que aa ¢ Ya. Destaforma, aa # ya, paratodoy € Y, peloque (a,y) ¢ na,
para todo y € Y. Como gy = g, sabemos que (a,y) ¢ g, para todoy € Y, ou seja, aff # yf, para
todoy € Y. Logo,a € X\Yeaf ¢ YB3, peloque (X\Y) L YBep ¢F. i

Corolario 2. Dado a € T(X,Y), as afirmacbes seguintes sdo verdadeiras.
1. SeaeF,entdioRy ={f € F:myg= Jrﬂ}.
2. Sea ¢ F,entioRy ={feT(X,Y):f¢Feny= ﬁﬁ}.

Demonstracdo. A demonstracao segue trivialmente aplicando os Teoremas 6 e 7. ]

Observemos que a L-classe de um elemento nédo regular ¢ € T(X, Y) é sempre singular. Por outro lado,

a R-classe de a ¢é formada por todos os elementos nao regulares com nucleo igual ao nucleo de a.

Teorema 8. Dado a € T(X,Y), as afirmacbes seguintes sdo verdadeiras.
I SeaeF,entdoHy ={feF:Xa=Xpeny = nﬂ}.
2. Sea ¢ F, entdo Hy = {a}.

Demonstragdo. Sejam «, f € T(X,Y). Entdo, pelo Teorema 6, a H fseesose a L e ng = ng.

Pelo Teorema 7, se « ‘H f entdo (a, B € F) ou (a, B ¢ F). Logo, pelos Teoremas 5 e 6,
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aHp o (Of,ﬂGF/\a.[:ﬂ/\ﬂ'a:ﬂ'lB)Ou((X,ﬁ¢F/\O(.£ﬁ/\7Ta:7Tﬁ)
S (a,ﬁeF/\Xa:X,B/\na:nﬁ)ou(a,ﬁgéF/\a:,B/\ﬂa:nﬁ)
= (a,ﬂeF/\Xa:X,B/\ﬁa:ﬁ/;)ou(a,ﬂ¢F/\a:ﬁ).
Portanto, se @« € F,entdo Hy = {f € F : Xa = Xfeng = nﬁ}. Por outro lado, se o ¢ F, entdo
Hg = {a}. O

O resultado que se segue permite-nos caracterizar a relacdo D em T(X, Y).

Teorema 9. Dado a € T(X,Y), as afirmacbes seguintes sdo verdadeiras.
1. Sea € F,entdo Dy = {f € F: |Xp| =|Xal|}.
2. Sea¢ F,entaoDyg ={feT(X,Y):p¢F eng = o}

Demonstragdo. Sejam o, f € T(X,Y) tais que @ € F e a D . Entdo, existe y € T(X,Y) tal que
alLyeyRp.Comoa € Fealy, podemos concluir que y € F e Xa = Xy. Por outro lado, como

yRpBey € F,concluimos que f € Femy = ng. Ora,
IXPl = 1X[ngl = |X/my| = |Xy| = [Xa.

Reciprocamente, se f§ € F ¢é tal que | Xa| = |X |, podemos escrever

comXa = {x; :i eI}, Xp={y; :i€l}e paracadai € I, xioc‘1 = Aje yiﬁ_1 = B;.
Consideremos y em T(X) definido por
y=
Xi

ComoXy={xj:iel}=Xa CY, temosy € T(X,Y). Umavez que € F, temos que Xf C Yp.
Assim, para todo a € X, aff € Yp, pelo que existe y € Y tal que aff = yf. Como XpB = {y; : i € I},
existe i € I tal que aff = yp = yj e, porisso, a,y € yiﬂ‘l = B;. Por definicdo de y, ay = x; = yy.
Logo, Xy C Yy e, portanto, y € F. Logo, podemos concluir que a L y.

Por outro lado, X/my = {B; : i € I} = X/ﬂ'ﬁ, pelo que my = 7g. Assim, yRp. Logo, aD S em
T(X,Y).Portanto, Dy = {f € F : | Xa| = | XP|}.
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Consideremos, agora, @ € T(X,Y)\F e tomemos S tal que aDp. Entéo, existe y € T(X,Y) tal que
alyeyRp.Comoa ¢ Fealy, concluimos que a = y. Assim, aRf em T(X,Y), peloque f ¢ F e
Ty = ﬂﬁ

Reciprocamente, tomemos f ¢ F tal que g = ng. Pelo Teorema 6, aRf. Logo, aD B, uma vez que

R C D.Portanto, Dy ={f e T(X,Y): ¢ Femnyg = nﬁ}. m]
Resta-nos caracterizar a relacao J . Para o fazer, necessitaremos do seguinte lema.

Lema 3. Sejam a, f € T(X,Y). Se existem A € T(X,Y) ey € T(X, Y)1 tais que @ = APy, entéo
Xal < |YAI.

Demonstragdo. Suponhamos que @ = Afp, para certos A € T(X,Y) e p € T(X, Y)l. Como A
T(X,Y), temos XA C Y. Logo, XAB = (XA)p C Yp, pelo que | XAB| < |YP|. Assim, |X«|

m

IX(App)| = |(XAB)u| < |XAB| < |YPB|. Logo, | Xa| < |Yp|, como pretendiamos mostrar. O

O resultado que se segue descreve-nos a relacdo J em T(X,Y)

Teorema 10. Sejam «, f € T(X,Y). Entdo, a T f se e s6 se wy = g ou |Xa| = |Ya| = |Yp|
IXpl.

Demonstragdo. Suponhamos que g f. Entdo, existem y, 8,y", 8" € T(X, Y)1 tais que @ = ypd e
B=yad. . Sey=y =1,enthoa = fSe f = ad’ e, consequentemente, aR 3. Pelo Teorema 6,
Mg = 7B

Suponhamos agora que y # 1ouy’ # 1, ou seja, que y € T(X,Y) ouy’ € T(X,Y). Nao ¢ dificil de
concluir que, neste caso, existem 0,0’ € T(X,Y) e A,V € T(X, Y)1 taisque « = ofre f = o’al’.
Comecemos por observar que, quando y # 1 ey’ # 1, este facto € trivial. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que y € T(X,Y) mas y/ = 1. Entdo 8 = ad’ = (yB5)8’ = y(ad )58 = ya(58'6).
Neste caso, bastatomaro = o’ =y € T(X,Y), A =6§,1 =686 € T(X, Y)1. Comoo,0’ € T(X,Y)
el N e T(X, Y)l,segue dolLema 3 que | Xa| < |YB|e|XB| < |Yal.Assim, |Ya| < | Xa| < |YB| <
|Xp| < |Yal|. Logo, | Xa| = |Ya| = |YB| = | XS], como pretendido.

Reciprocamente, pelo Teorema 6, se g = g entdo a R B. Como R C J, podemos concluir que o J f.

Suponhamos, assim, que |Xa| = |Ya| = |YB| = |Xp|. Observemos que |X/7my| = |Xa| = |YB| e
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|X/7rﬁ| = |XB| =|Ya|. Escrevamos Y ={y; :iel}eXf={y;:i€ I}U{yj : j € J}. Paracada
i€l seja yiﬁ_l = B; e, paracada j € ], seja yjﬂ_1 = Bj. Temos

. B; B;
Yi Yj
De forma analoga (e porque |Ya| = |Yf]), escrevamos Yo = {x; :i € [} e Xa = {x; : i € [} U{xy, :

k € K}. Paracada i € I, seja xioz_1 = A;j e, paracada k € K, seja xkoz_1 = Ap. Assim,

A Ap
B Xj  Xp .
Notemos que |I| = |I| + |J|, uma vez que |YB| = |Xp|, e |I| = |I| + |K|, pois |Ya| = |X«|. Deste
modo, podemos escrever Y = {c; : i € [}U{cy : k € K}eYa ={d;: i € [}U{dj : j € J}.
Definamos y, A em T'(X) como

yo A Ap o - B; Bj |
¢ ck di d;

E importante reparar que Xy = YB3 C X C Ye XA = Ya C Xa C Y, pelo que podemos concluir
que y,A € T(X,Y). Mais, como 7y = Ty & g = ), sabemos que a Ry e B R A, pelo que existem
Y, N eT(X,Y) taisquea =yy e f= AN,

Paracadai € I,temosque y; € Y = {ypf : y € Y}, pelo que existe y € Y tal que yf = y;. Por outras
palavras, temos yiﬁ_l NY # 0, donde podemos tomar a; € yiﬁ_l N 'Y, para cada i € I. Por outro
lado, como Xy = YB = {y; : i € I}, temos que X/ny = {E; : i € I}, onde, para cada i, E; = yiy‘l.

Ou seja, podemos escrever y como

E;
)/ =
Yi
Definamos, entdo, ' € T(X) como
gl
aj

Como, para cada i € I, se tem a; € Y, concluimos que /3’ € T(X,Y). Pelo que observamos acima, é
facil verificar que y = f’f. Analogamente, podemos definir &’ € T(X,Y) tal que A = &’ . Portanto,

a=yy =p'By e p=AN =d’al, pelo que a J fB, como desejado. i

Em qualquer semigrupo S, temos D < J. No caso particular de T(X), D = . No entanto, em

T(X,Y), esta igualdade néo se verifica necessariamente. Atentemos o exemplo que se segue.
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Exemplo 1. Seja X o conjunto dos numeros naturais e seja Y o conjunto de todos os numeros pares.

Escrevamos X = {n : n € N} e consideremos as transformacédes «, B definidas em T (X) por

n 2n 2n-1
o= , p= .
2n 4n 2

Como as imagens de qualquer numero natural por & e por B sdo sempre nimeros pares, sabemos que
a,f € T(X,Y). Mais, uma vez que as imagens de qualquer numero par por a e por ff sdo sempre
multiplos de 4 e, por outro lado, 2 € Xa N X, podemos afirmar que a, p ¢ F. E claro que « B, pois
|Xa| = |Ya| =Ng = |YB| = |XB|. No entanto, 7y # g (pois os numeros impares pertencem todos a
mesma classe de equivaléncia definida por g, 0 que nao acontece em relacéo a my). Logo, o ndo esta

D-relacionado com pemT(X,Y), e D # 7.

No exemplo anterior, definimos duas aplicacdes « e f em T(X, Y), para certos conjuntos X e Y, tais que

a g P masa 9D [. Naverdade, tal foi possivel apenas porque as aplicagdes definidas ndo sao regulares.

Corolario 3. Seama,f € F. Entdo, a J femT(X,Y) seesoseaD femT(X,Y).

Demonstracdo. E claro que, se & D B, entdo a J B. Suponhamos agora que a J B. Entdo, 7y = g
ou |[Xa| =|Ya| = |YB| = |Xp|. Se ng = g, é claro que |Xa| = | X /7| = |X/7rﬂ| = |Xp]|. Logo,

|Xa| = |X ] em ambos os casos, e, portanto, pelo Teorema 9, sabemos que a D f. O

No teorema que se segue, vemos que as relacdes D e J coincidem em T(X,Y) sempre que Y é um

conjunto finito.

Teorema 11. Se Y é um subconjunto finito de X, entdo D = J emT(X,Y).

Demonstracdo. Suponhamos que Y & um subconjunto finito de X. Sabemos que D C 4. Tomemos

a, B € T(X,Y) tais que a J B. Entao,
7 = g ou [Xa| = [Ya| = [YB] = [XPI. (1

Se a, B € F entao, pelo Corolario 3, temos que a D . Por outro lado, se a, f ¢ F, entdo, em particular,
Ya C Xa. Sendo Y finito, Yo também o é e, portanto, |Ya| < |Xe«|. Por (1), concluimos que 7y = g,

pelo que a D B.
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Suponhamos, agora, que « € Fe f ¢ F. Entdo, |Xa| = |Yal|, mas |YB| < |Xp|. De (1), segue que
g = 7, 0 que contradiz Teorema 7, pois & € F e ¢ F. De modo semelhante, concluimos que nao é

possivel ter « ¢ F e § € F. Assim, podemos afirmar que J C D, pelo que a igualdade segue. |

3.3 Subsemigrupos Inversos Maximais

Comecamos por recordar que um semigrupo S se diz inverso se é regular e se quaisquer dois idempotentes
comutam entre si. Notemos que, se |Y| = 1, entdo existe um e um so6 elemento em T(X, Y): a saber,
a aplicacao constante Xy, onde Y = {y}. Neste caso, é dbvio que nao existem subsemigrupos inversos

maximais em T (X, Y). Por isso, daqui em diante, assumimos que |Y| > 2.

Para prosseguir o estudo desta seccao, auxiliar-nos-emos de certos subconjuntos de T(X,Y), que defi-

nimos em seguida. Para cada a € Y, seja
Fg={a € F:aa =ae aéinjetivaem X\aa'_l}.

Nao é dificil concluir que F, é ndo vazio, para cada a € Y. De facto, a aplicacao constante X, fixaa e é

regular em T(X, Y) (por ser idempotente). Logo, X, € Fy, uma vez que X \ aXa_1 =X\X=0.

Observemos que F, é formado por todo o elemento regular @ de T'(X,Y) que fixa a e tal que, se dois

objetos distintos tm a mesma imagem por «, entao essa imagem € a.

1

Teorema 12. Seama € T(X,Y) ea € Y. Entdo, « € Fy see sése {a} U (X\Y) Caa” " ea é

injetiva em Y\aa_l.

Demonstracdo. Se Y = X, nada ha a provar. Suponhamos, entdo, que Y C X e tomemos a € Fj.
Entdo, @« € F, ax = a e a ¢ injetiva em X\aa‘l. Uma vez que Y C X, é claro que «a ¢é injetiva em
Y\aa‘l. Como « fixa a, temos que a € aa— L. Sabemos também que (X\Y)a C Ya, pois a € F.
Assim, dado x € X\Y, temos xa € Ya, donde existe y € Y tal que xa = ya. Mais, uma vez que
Xa C Y, sabemos que xa = b = ya, para algum b € Y. Logo, x,y € ba~1. Mas x € X\YeyeY,
e, portanto, x # y. Ora, por hipotese, o € injetiva em X\aa_l, pelo que b = a. Portanto, x € aa~1 e,
desta forma, (X\Y) C aa_1, como pretendiamos mostrar.

1 1

Reciprocamente, suponhamos que {a} U (X\Y) C aa™ " e « ¢ injetiva em Y\aa_l. Entdo, a € aa™ ",

donde segue que aa = a. Para mostrarmos que a € Fyg, falta ver que (X\Y)a C Ya e que « € injetiva
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em X\aa_1. De {a} U (X\Y) C aa~ 1, segue que (X\Y)a C {a} = {aa} C Ya, poisa € Y. Logo,
a €F.

Para terminar, vejamos que « é injetiva em X\aa‘1. Pora € F, Xa =Yae, por{a}U(X\Y) C a1,

temos (X\Y) \ aa~l = 0. Desta forma, temos X\aoc_1 = (YU (X\Y))\aoc_1 = Y\aa_l U

(X\Y)\aoz_1 = Y\aa_l. Como « é injetiva em Y\aa_l, concluimos que « € injetiva em X\aa_l.

Portanto, a € Fj. O

Observemos que a € T(X,Y) é idempotente se e so se, para todo x € Xa, xa = x. De facto, tomando

a € T(X,Y), se a é idempotente, entdo a?

x = ax = aa® = (aa)a = xa. Reciprocamente, admitamos que xa = x, para todo x € Xa, e

= . Dado x € Xa, existe a € X tal que aax = x. Logo,

tomemos a € X. Entdo, x = aor € Xa. Assim,

xa=x & (an)a = anx & aa® = aa,

concluindo o pretendido.

Lema 4. Seama € Fea € Y. Se a é idempotente em F,, entdo xa = x, para todo x € Y\aa‘l.

Demonstracdo. Seja « € F4. Suponhamos que « é idempotente e tomemos x € Y\aa_l. Temos

xa? = xa, por « ser idempotente. Como x € Y\aa‘1 exa € Xa C Y, restaobservar que xa ¢ aa™ 1,

2 2

De facto, temos (xa)a = xa® = xa # a. Como «a é injetiva em Y\aa‘l, de xa“© = xa segue que

XxXa = X. O

Lema 5. Sejaa € Y e seja L um subsemigrupo regular de T(X,Y) tal que F; C L. Dado o € L\Fy,

=

tal que aa ! # 0, séo verdadeiras as seguintes afirmacoes.
I a L B emL, para algum idempotente f§ € Fy.
2. se aa = a, entdo a ndo esta R-relacionado em L com qualquer elemento de F,.

Demonstracdo. Como L é um semigrupo regulare o € L, sabemos que « é regular. Pelo que observamos
imediatamente antes do Teorema 4, F é o conjunto de todos os elementos regulares de T'(X, Y). Logo,
L C F e, em particular, & € F. Assim, ¢ ¢ F,; se e S0 Se ax # a Ou « nao € injetiva em X\aa‘l. Por
hipotese, a € Xa. Escrevamos, entao,

aa~ ! A;

a aj
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1

com Xa = {a}U{a; : i € I} e, paracadai € I, aja” = A;j. Podemos escrever X = {a; : i €

I} U {bj : j € J}. Definamos f§ € T(X) por
bj a;

B =

a aj

E claro que X = Xa C Y, pelo que B € T(X,Y). Mais, como a ¢ {a; : i € I}, sabemos que

a€{bj:je ]} Logo,
bi a;\|b;i aj bi a;
2 J l J 1 J 1
ﬂ = = = ﬂ’
a ajl\a a; a aj
e [ é idempotente. Sendo idempotente, S é regular (pois B = fp). Logo, B € F. Vejamos que, na
verdade, € F;. Temos que af3 = a. Além disso, em X\a,[i’_1 = {aj : i € I}, B é injetiva. Portanto,

peF;e,comoF; CL, el

Pelo Teorema 5, umavezque ¢ € F, f Laem T(X,Y) seesd se f € Fe X = Xa. Ora, ambas as
condi¢des sao satisfeitas e, portanto, # L @ em T(X,Y). Mas L é um subsemigrupo regular de T(X, Y).
Pelo Teorema de Hall (ver [5, Proposicao 2.4.2]), £L = LT(X’Y) N (L x L). Assim, podemos concluir

que a L f em L, como pretendiamos.

Assumamos agora que aa = a e suponhamos que a R f3, para algum f € Fg. Entdo, pelo Teorema 6,
g = 7g. Logo, podemos escrever a, f como
aa~1 Aj aa~1 Aj
o= , ﬁ = ,
a aj b b
onde Ujer Ai = X\aa‘1. Sabemos que a € Xp, porque aff = a. Assim, a = b ou a = bj, para
algumi € I. Se a = b;, para algum i, temos a € aﬁ_l = biﬂ_l = A;. Contudo, a € aa‘l, pelo que

A N aa ! # (?, que sabemos ser uma contradicdo. Logo, a =b e aﬁ_l = bﬁ_l =aa 1.

Tomemos, agora x1,xp € X\aa~! tais que x1a = xpa. Entdo, (x1,xp) € my €, consequentemente,
(x1,x) € 7. Logo, x1ff = xpf. Como 3 € injetiva em X\aﬁ_l, concluimos que xq = x5. Por outras
palavras, vimos que « & injetiva em X\aa‘l. Mas, o ¢ F,. Obtemos, assim, uma contradicdo, que vem

do facto de supormos que a R S, para algum S € F,. O

Javimos que F ¢ o maior subsemigrupo regular de T'(X, Y). No resultado que se segue, iremos determinar

uma familia de subsemigrupos inversos maximais de T'(X, Y).
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Teorema 13. Paracadaa € Y, o conjunto F, é um subsemigrupo inverso maximal de T(X,Y).

Demonstracéo. Seja a € Y. Comecemos por verificar que F, € um subsemigrupo de T(X,Y). Vimos
anteriormente que Fy # 0. Por definicdo, F; € F C T(X,Y). Sejam «, € Fy. Entdo, aa = aff = a,
a € injetiva em X\aoz_1 e [ é injetiva em X\aﬂ_1. E imediato que, como a, B € F e F é ideal direito
de T(X,Y) (pelo Lema 1), aff € F. Mais, (aa)f = af = a. Logo, a(af) = a. Vejamos que aff
é injetiva em X\a(aﬂ)_1. Para isso, tomemos x,y € X\a(ogﬂ)_1 tais que x(af) = y(ap). Como
x ¢ a(aﬁ)_l, segue que x(af) # a. Logo, (xa)p # a e, portanto, xa € X\aﬁ_l. De modo analogo,
concluimos que ya € X\aﬂ_l. Sendo f injetiva em X\aﬁ_l, de (xa)p = (ya)p segue que xa = ya.
Se xa = a, entdo x(af) = aff = a, um absurdo. Logo, x, y € X\aa‘l. Como « ¢ injetiva em X\aoc‘1
e xa = ya, concluimos que x = y. Portanto, af ¢ injetiva em X\(aﬁ)_l. Desta forma, aff € Fg, e Fq

¢ um subsemigrupo de T(X, Y).

Queremos provar, agora, que F; é semigrupo inverso, isto é, F; € regular e todos os seus idempotentes
comutam. Seja @ € F,. Pelo Teorema 12, qualquer que seja x € Ya\{a}, |xoc_1| =1,jaque aé
injetiva neste conjunto. Assim, seja Ya\{a} = {y; : i € I} e, paracada i € I, seja x; € Y tal que

xja = y;. Temos

X;j aa~1
a= ,
yi a
comY = {x; : i € I} U{ateX = YU a1, Podemos escrever X como

{y;:i€el} U {aj:jeJ} E claro que a € {aj : j € J}. Definamos & € T(X) por

Yi 4aj

X; a

o=

Como X8 =Y, temos que § € T(X,Y). Vejamos que § € F. E facil ver que § € F, ja que (X\Y)S =
{a} = {ad} C Y5.Temos a € as~ 1 isto &, ad = a. Mais, & € injetiva em {yj:iel}= X\a(S_l, pelo

que 6 € F;. Como
-1 -
x; aa y; aj\[xi aa
ada=|"" P ' =q,
Yi a Xi  ajf\yj a

podemos concluir que Fg é regular.

Provemos, agora, que os idempotentes de F; comutam. Sejam a, ff idempotentes de Fy. Entdo, xa = x,

para todo x € X\aa‘l, e xff = x, para todo x € X\aﬁ_l. Mais, como «, B € Fg, temos aa = a e
af = a.
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Sejax € X.Sex € X\aa‘l N X\aﬁ_l, entao

x(ap) = (xa)f = xp = x = xa = (xf)a = x(far).

Sexe€ X\aoc_1 N aﬁ_l, entao

x(ap) = (xa)f = xf = a = aa = (xf)a = x(fa).

Sexcaa"ln X\aﬁ_1, entao

x(ap) = (xa)f = af = a = xa = (xP)a = x(fa).

Por ultimo, se x € aa~1n aﬂ_l, entdo

x(ap) = (xa)f = af = a = aa = (xf)a = x(fa).

Portanto, a8 = Pa, e quaisquer dois idempotentes de F; comutam. Assim, F; é um subsemigrupo

inverso de T(X, Y).

Falta, agora verificar a maximalidade de Fg. Suponhamos que F; C L, onde L é um subsemigrupo inverso
de T(X,Y). Notemos que L € F C T(X,Y). Seja @ € L\Fg. Tomemos, ainda, f = Xg, a aplicacao
constante com contradominio {a}. E claro que 3 é idempotente de F,. Também Ba ¢ idempotente de L:
basta notar que f € F; C L e a € L\Fg, pelo que fa € L e, dado x € X, x(ﬂoz)2 = (xp)(afa) =
(ac)(fa) = aa = (xf)a = x(pa).

Para todo x € X, xfaf = a = xf. Logo, faf = . Mais, como quaisquer dois idempotentes de L
comutam, f = (Ba)pf = B(pa) = (BB)a = Pa. Assim, ax = (af)a = a(fa) = af = a.

Sabemos que L é regular, pelo que @ = aa’a, para algum o’ € L. Mais, a R aa’ em L, com aa’
idempotente em L. Pelo Lema 5, a ndo estd R-relacionado com qualquer elemento de Fg, pelo que
aa’ € L\F,. Ora, o argumento atras usado para concluir que Ba ¢ idempotente de L, B = Pa e,
finalmente, aa = a também pode ser usado para concluir que f(aa’) é idempotente de L, f = f(aa’)
e, finalmente, a(aa’) = a. Portanto, a(ococ’)_1 # 0 e, pelo Lema 5, aa’ L o, para algum idempotente

O'EFa.

Como todo o idempotente e de um semigrupo é identidade a direita na L-classe Lo e como os idem-
potentes no semigrupo L comutam, temos aa’ = (aa’)o = o(aa’) = o, 0 que é uma contradicéo,
ja que aa’ ¢ F,, mas o € F,. Portanto, L = Fy, e temos a maximalidade de F,; como subsemigrupo

inverso. =
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No resultado acima, se tomarmos X = Y, obtemos uma familia de subsemigrupos inversos maximais de

T(X), determinados em [9] por Nichols em 1976.

Corolario 4. Para cada a € X, o conjunto F, definido por
Fg={a € T(X) :aa = aea éinjetiva emX\aa_l}

é um subsemigrupo inverso maximal de T (X).

No resultado seguinte, iremos determinar o numero de elementos de Fg, paracadaa € Y, quando Y é

um subconjunto finito de X.

Teorema 14. Se Y é um subconjunto finito de X, com |Y| = n, entéo, para cadaa € Y,
n—1 2
n-1
F4|l = ! )
ral= 3 (")
r=0

Demonstracdo. Sejam a € Y e a € F;. Entdo, pelo Teorema 12, temos

X\Y))uyy v
a= ,

a Y

ondeY =Y UYy,a€ Y], Y3 CY\{a}e|Yr| =|Y3].Se Yr = 0, entdo a ¢ a transformacéo constante
X,

Se Y, tem t elementos, onde 1 < t < n — 1, entdo existem (”;1) hipoteses possiveis para Y5 e,

_ 1.2
para cada escolha de Y5, existem (”t 1) escolhas para Y3. Portanto, existem (”t 1) maneiras possiveis
de escolher Y, e Y3. Como a restricdo de  a Y € uma permutacao, para cada escolha de Y, e Y3,
n—1

2
a aplicacdo a tem t! possibilidades. Assim, o tem t!( R ) possibilidades de ser definida. Fazendo-se

variar t pelos valores possiveis, obtemos

O

Observemos que o cardinal do conjunto F,; ndo depende do nimero de elementos de X. De facto, |Fg|

depende apenas do nimero de elementos de Y.

Quando tomamos Y = X no resultado anterior, obtemos o corolario que se segue, obtido originalmente

por Nichols em [9].
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Corolario 5. Se X é um conjunto finito com |X| = n, entdo o numero de elementos de F; = {a €

1.2
T(X) : aa = a e a é injetiva em X\aa~ 1} é Z;’:_Ol r!(”rl) .

34



Capitulo 4

Semigrupos de transformacoes com um

conjunto invariante

No decorrer deste capitulo, estudaremos outra generalizacdo de T'(X). Para este caso, consideramos um
subconjunto nédo vazio Y de X e consideramos todas as aplicacdes que deixam Y invariante. O conjunto

destas aplicacoes é representado por
SX,Y)={aeT(X):Ya C Y}

Veremos que (S(X,Y), o), onde o representa a composicao de aplicacdes, € um semigrupo (ver Propo-

sicao 9).
A maioria dos resultados apresentados neste capitulo pode ser encontrada em [4] e [10].

Comecemos por observar que, quando X = Y, temos S(X, Y) = T(X), pelo que podemos ver S(X, Y)

como uma generalizacao de T'(X). De um modo geral, temos que S(X, Y) é um subsemigrupo de T'(X).

Proposicdo 9. DadoY C X, comY # 0, S(X,Y) é subsemigrupo de T(X).

Demonstragdo. Comecemos por reparar que idy, a aplicacao identidade em X, estd em S(X,Y), ja

que Yidy =Y, pelo que, trivialmente, Yidy C Y. Logo, idxy € S(X,Y) e S(X,Y) # 0.

Sejam, agora, a, f € S(X,Y). Entao,
Yaf=(Ya)pCYBCY.
Logo, aff € S(X,Y), e S(X,Y) é subsemigrupo de T'(X). |
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O objetivo final da préxima seccao sera vermos que todo o semigrupo pode ser mergulhado num semigrupo

de tranformacdes da forma S(X,Y).

4.1 Regularidade, isomorfismos e mergulhos

Nesta seccao, descreveremos os elementos regulares de S(X, Y). Usando essa caracterizacdo, iremos
determinar quando é que o semigrupo S(X,Y) é isomorfo a algum semigrupo total de transformacoes.
Por ultimo, veremos que todo 0 semigrupo A é mergulhavel num semigrupo de transformacoes totais que

deixam um determinado conjunto invariante.

Consideremos o conjunto

E={aeSX,Y): XanY =Ya}.

Na proposicdo que se segue, vemos que E ¢é o conjunto de todos os elementos regulares de S(X,Y).

Proposicao 10. Dadoa € S(X,Y), a éregularseesc se XaNY = Ya.

Demonstragdo. Suponhamos que a € S(X,Y) é regular , isto é, existe y € S(X,Y) tal que aya = a.
Como Y C X, temos Ya C Xa e, pora € S(X,Y), Ya C Y. Logo, Ya C Xa N Y. Falta ver que
XanY C Ya. Tomemos y € XaNY. Entdo, y = aa, para algum a € X. Ora, y = aa = a(aya) =
(aay)a.Comoaa =y € Yey e S(X,Y), temos que (aar)y € Y. Logo, y = (aay)a € Y, e segue

a igualdade pretendida .

Consideremos, agora, @ € S(X,Y) tal que Xa N'Y = Ya. Queremos ver que « ¢ regular em S(X, Y).
Escrevamos Yo = {y; : i € I}, Y = {y; : i € JU{y; : j € J}, Xa\Y = {x : k € K} e

Xa ={y;:ieI}U{x : k € K}. Temos
Ap B
a= :
Xk Yi

onde, paracadai €I, B;jNY # O e, paracada k € K, Aj. € X\Y.
Fixemos b; € BiNY, paracadai € I, e a;. € A, paracada k € K. Como Xa N'Y = Ya, sabemos
que aj € X\Y, para todo k. Definamos

Xk Yi Yj 2

ar bi yj 7
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com X = Xa\YUYU{z : | € L}. Observemos que y € T(X), ja que domy = X e Xy C X. Além
disso, como Yy = ({y;}U{y;})y = {y;}U{b;} € Y, podemos concluir que y € S(X,Y). Mais,
A Bi\[x yi yj z|[Ax Bi
aya = =a,

X Yif\ax bi yj z)\xk i

pelo que « é regular em S(X, Y). O

Vimos, portanto, que E é o conjunto de todos os elementos regulares de S(X, Y). Nao ¢é dificil de ver que,
apesar de ser o conjunto de todos os elementos regulares, E, em geral, ndo é subsemigrupo de S(X, Y).

Tomemos o seguinte exemplo que retrata esta questao.

Exemplo 2. Sejam X = {1,2,3} e Y = {1,2}. Definam-se ¢, f em T (X) por

{1,2} 3 1 {2,3}
a = s .
1 3 1 2
Entdo, XaNY ={1} =YaeXBNY ={1,2} = Y, pelo que a, § € E. No entanto,

[z 3\[1 {23y (L2 3
1 3/\1 2 1 2

a ¢ E,

pois (Xaf) NY ={1,2} # {1} = Yap.

No exemplo anterior, tanto o conjunto X como o conjunto Y sao conjuntos finitos. Ora, mesmo tomando
um conjunto infinito X, como, por exemplo, o conjunto dos numeros naturais, conseguimos ter um contra-

exemplo que mostra que E ndo € um subsemigrupo de S(X, Y).

Exemplo 3. Sejam X =N eY = {1,2}. Definam-se ., f em T(X) por

{12} X\{1,2} 1 X\{1}
a= , :
1 3 1 2
Entdo, XanY ={1} =YaeXBNY ={1,2} = Yp, pelo que a, € E. Porém,

. {12y xX\{1,2})(1 X\{1}) [{L2} X\{1,2}
| 5 o2 )\ 2

ja que, a semelhanca do exemplo anterior, (Xaf) NY = {1,2} # {1} = Yap.
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De seguida, encontramos uma condicdo necessaria e suficiente para E ser subsemigrupo regular de
S(X,Y). Observemos primeiro que, sendo E o conjunto de todos os elementos regulares, o semigrupo
S(X,Y) éregular se e s6 se E = S(X,Y) e, neste caso, E ¢ fechado para a composi¢do. Também ¢é
facil perceber que, quando X = Y, temos E = S(X, Y) e, nessas mesmas condicoes, S(X,Y) = T(X),
que sabemos ser regular. Ou seja, se X = Y, entdo E = S(X,Y) = T(X) é um semigrupo regular. Por
outro lado, se |Y| = 1, todos os elementos de S(X, Y) s&o regulares, isto ¢, pertencem a E. Desta forma,
obtemos novamente a igualdade E = S(X, Y) e concluimos que E = S(X, Y) é um semigrupo regular.
Notemos ainda que, como ilustram os exemplos acima e como mostraremos no seguinte lema, quando

X #Ye|Y|>1,oconjunto E ndo é subsemigrupo de S(X, Y).

Lema 6. As afirmacoes seguintes sao equivalentes:
1. E é subsemigrupo regular de S(X,Y).
2. S(X,Y) é semigrupo regular.
3 X=YoulY|=1.

Demonstracdo. Como observamos acima, se X = Y ou |Y| = 1, entdo E = S(X, Y) € um semigrupo
regular. Suponhamos, por contrarreciproco, que X # Y e |Y| # 1. Podemos, entdo, tomar a, b € Y tais

quea # bec e X\Y. Definamos a, f em T(X) por

Y X\Y a X\{a}
o= , pB= .
a c a b

Temosa, f € S(X,Y),umavezque Ya ={a} CYe Y ={a, b} CY.Aémdisso, XaNY = {a} =
YaeXpNY ={ab}=Yp, peloque a, f € E. No entanto,

Y X\Y\[a X\{a}\ [Y X\Y
aﬁ: = s
a c a b a b

peloque aff € S(X,Y) mas XafNY = {a,b} # {a} = Yap. Logo, af ¢ E, donde concluimos que E
nao é um subsemigrupo de S(X, Y). Para além disso, como «f8 € um elemento nao regular de S(X, Y),

podemos concluir que S(X, Y) nao ¢ um semigrupo regular. O

Trivialmente, se X é conjunto infinito e Y é subconjunto finito de X, entdo X # Y. Do lema anterior,

segue, assim, o seguinte corolario.
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Corolario 6. Se X é um conjunto infinito e Y é um subconjunto finito de X, entdo E = S(X,Y) é

regular se e so se |Y| = 1.
No Teorema que se segue, vemos que S(X,Y) e T(Z) raramente sao isomorfos.

Teorema 15. O semigrupo S(X,Y) é isomorfo a T(Z), para algum conjunto Z, see s6 se X =Y e

Y[ =1Z|.
Demonstracdo. Suponhamos que X =Y. Se Z é um conjunto tal que |Z| = |Y|, temos
SX,Y)=S(Y,Y)={aeT(Y):YaCY}=T(Y) =T(2).

Reciprocamente, suponhamos que S(X, Y) = T(Z), para algum conjunto Z, e admitamos, por absurdo,
que Y C X. Temos, desta forma, que |X| > 1, e vamos analisar dois casos: quando |Y| = 1 e quando

Y| > 1.

Se|Y| =1,entdo Y = {a}, paraalguma € X, e aff = a, paratodo f € S(X,Y). Pelo Lema 6, S(X,Y)
é regular (pois |Y| = 1). Como |X| > 1, podemos tomar b € X\{a}. Definamos a1, ap em T(X) por
X a X\{a}
a1 = s an = .
a a b
Temos a1, ap € S(X,Y). Logo, S(X,Y) tem mais do que um elemento, pelo que T(Z) também tera
(pois sao isomorfos). Consequentemente, |Z| > 1 (caso contrario, ndo conseguiriamos definir, pelo

menos, duas aplicacdes distintas).

Comecemos por reparar que X, € elemento zero de S(X, Y) nestas condicdes. Suponhamos, entéo, que
y € elemento zero de T(Z). Assim, para todo a € T(Z), ay = ya = y. Em particular, se & = Z, para

algum ¢ € Z, temos
Z Z
Yya=y <y =ye =Y
C C
Porém, pelo observado acima, |Z| > 2, pelo que existe d € Z \ {c}. Assim, y = Z, = Z;, com ¢ # d,
0 que € uma contradicdo. Logo, T(Z) nao tem elemento zero. Como X é elemento zero de S(X, Y),

concluimos que T(Z) 2 S(X,Y).

Se, por outro lado, |Y| > 1, entdo, pelo Lema 6, S(X, Y) nao ¢é regular. Porém, T(Z) é regular para

qualquer Z # 0, pelo que T(Z) 2 S(X,Y), e assim concluimos a prova. O
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Vimos no Corolario 6 que, nas condicdes de X ser infinito e Y ser finito, S(X,Y) é regular se |Y| = 1.
Também vimos no Teorema 15 que, se |Y| = 1e Y C X, entdo S(X,Y) 2 T(Z), para qualquer Z.

Desta forma, segue o resultado abaixo.

Corolario 7. Se X é um conjunto infinito e Y é um subconjunto finito de X, entdo S(X,Y) nunca é

isomorfo a T(Z), para qualquer conjunto Z.

Em [5] Teorema 1.1.2, prova-se que todo o semigrupo A pode ser mergulhado no semigrupo de trans-
formacdes totais da seguinte forma: para cada a € A, seja pq : Al — Al tal que, para todo x € Al,
xXpq = xa. Entdo, pg € T(Al), ja que pg € uma transfomacao total cujo dominio é Al Mais, se tomar-
mos ¢ : A — T(A1) definido por a¢ = pgq, ndo é dificil de verificar que ¢ € um monomorfismo. Falta
apenas ver que pg € S(Al,A). Ora,se x = 1, entdo xpg = xa =1la=a € A.Sex # 1, como A
€ semigrupo, qualquer que seja x € A, xpg = xa € A. Logo, pg € S(Al,A), ficando, desta forma,

demonstrado o teorema que se segue.
Teorema 16. Todo o semigrupo A pode ser mergulhado em S(A1, A).

Observemos o seguinte: sabemos que S(Al,A) é subsemigrupo de T(Al) e que S(Al,A) é regular se
esose|Al=1ou Al = A. Se A for um semigrupo sem identidade, entao Al # A. Suponhamos que
|A| = 1. Entdo, A = {a}, para algum a. Mas A é semigrupo, donde aa = a e, consequentemente, a é
uma identidade de A, uma contradicao. Portanto, |A| # 1. Por outras palavras, se A ndo tem identidade,

entao S(Al,A) € um subsemigrupo proprio nao regular de T(A1).

Assim, o mergulho apresentado por Howie mergulha A num semigrupo regular, ao passo que este mer-

gulho o faz num semigrupo nao regular.

4.2 Relacoes de Green

Na seccdo anterior, vimos que S(X,Y) quase nunca é subsemigrupo regular de T(X) (ver Lema 6).
Desta forma, as relacdes de Green £ e R em S(X, Y) nado herdam as caracterizacdes de L e R em

T(X).

Comecemos pela caracterizagdo da relacdo £ em S(X,Y). Recordemos que, dados «, 8 € T(X),

Xa C X se e soseexiste y em T(X) tal que a = yp.
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Lema 7. Sejam o, f € S(X,Y). Entédo, « = yp, para algumy € S(X,Y), se e s6 se Xa C X[ e
Ya C Yp. Consequentemente, a L fseesése Xa =XpeYa=Yp.

Demonstragdo. Supondo que existe y € S(X,Y) tal que & = yf, entdo Xa = X(yf) = (Xy)p € Xp.

Analogamente, Yo C Y.

Reciprocamente, suponhamos que Xa € Xf e Ya C Yp. Notemos que Y(aly) € Y(Bly), onde

aly, Bly € T(Y). Portanto, da observacéo anterior segue que a|y = 6f|y, para algum & € T(Y).

Para todo x ¢ Y, existe x” € X tal que xa = x’B, ja que Xa C XJ. Logo, para cada x ¢ Y, fixa-se
x’ € X. Estenda-se § € T(Y) paray € T(X) por:
x6 sexeY

xy =
x' sexg¢Y

E claro que y € S(X,Y), pois Yy =Y e d € T(Y). Mais, dado x € X,

x6f sexeY x6fly sexeY xaly sexeY
— = = Xx.

x'B sex¢Y xa sexgyY xa sex¢yY

(xy)p =

Logo, a = yp.

Sabemos que, dados a, f € S(X,Y), a L se e s6 se existem y,u € S(X,Y) taisque « = yf e
B = pe. Ora, acabamos de ver que @ = yf paraalgumy € S(X,Y) seesose Xa C XfeYa C YB.
Logo,a Lfseeso Xa CXfeYaCYfeXPC XaeYBC Ya Ouseja,a LfemS(X,Y)see
s Xa=XfeYa=Yp. O

Na descricdo da relacdo R, auxiliar-nos-emos, tal como é habitual, de particdes. Para o efeito, dado

1

a € S(X,Y), consideramos a particdo 7z, = {xa™ "' : x € Xa} de X, e um seu subconjunto,

relacionado com Y, a saber: g (Y) = {yoz_1 ryeXanY}

Usaremos, ainda, o conceito de refinamento de uma familia de classes de equivaléncia. Dados «, f €
S(X,Y), ACngeB C g, dizemos que A refina B se, para cada A € A, existe B € B tal que
A CB.

Lema 8. Sejam a, f € S(X,Y). Entdo, @ = Py, paraalgumy € S(X,Y), se e sO se ng refina g €

nﬂ(Y) refina 7ty (Y). Consequentemente, « R f se e SO se g = g e (YY) = n/g(Y).
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Demonstragdo. Suponhamos que @ = By, paraalgumy € S(X,Y). Pretendemos mostrar que g refina
e, OU Seja, para cada A € npg, existe B € my tal que A € B. Tomemos, entdo, A € ng. Por definicao
de g, existe x € Xp tal que A = xﬁ_l. Para cada a € A, temos aff = x. Logo, xy = (af)y = aa,
qualquer que seja a € A. Podemos, entado, concluir que, paratodo a € A, setem a € (xy)a‘l. Como

B = (xy)oc_1 € g, segue que existe B € my tal que A C B. Assim, ng refina 7y .

Vejamos agora que nﬂ(Y) refina 7 (Y). Para isso, tomemos y € X N'Y e consideremos A = yﬁ_l.
Comoy € Yey € S(X,Y), sabemos que yy € Y. Para todo a € A, temos aff = y. Assim,
aa = a(Py) = (af)y = yy e, portanto, a € (yy)oc_l. Mas yy € Xa pois yy = aa, com a € X, pelo
queyy € XanvYe (yy)oc_1 € g (Y). Se tomarmos B = (yy)(x_1, temos que A C B. Por outras
palavras, ﬂﬁ(Y) refina 7y (Y).

Reciprocamente, admitamos que g refina 7y € nﬁ(Y) refina g (Y). Ora, para cada x € Xf, existe
z € X tal que x = zf. Definamos y em T(X) tal que
za  sex e€Xp

Xy =
xf sex e X\Xp

Notemos que y estd bem definida, ja que g refina 7y . De facto, se x € X é tal que x = 21 = 2,
entdo z1,2zp € xﬂ_l. Como xﬁ_l € ngeng refina 7y, sabemos que existe B € y tal que xﬁ_1 C B.
Portanto, z1,zp € B. Mas B € g, pelo que existe u € Xa tal que B = ua~ L, Assim, z1a = u = z7«,

ou seja, y esta bem definida em X 8. Como f esta bem definida, y também esta bem definida em X'\ X 5.

Vejamos que y € S(X,Y). Paracaday € Y, temosy € X\Xfouy € XfNY.Sey e X\Xp, entdo
yy =yp € Y, pois f € S(X,Y). Por outro lado, se y € X N Y, entéo existe x € X tal que xf = y.
Como nﬁ(Y) refina 7o (Y), temos que x € y,B‘l c y’a‘1, para algum y’ € Xa N Y. Portanto,
yy =xPfy =xa =1y’ € Y.logo, Yy C Yey e S(X,Y). Para além disso, por definicio de y, temos
x(Py) = (xf)y = xa, para todo x € X, uma vez que xf € XpB. Ou seja, y € S(X,Y) ¢é tal que
a = Py.

Falta observar que, se g refina m, €, por outro lado, 7, refina g, entado ng = Mg Na verdade, dado
A€ g, existe B € 7y tal que A C B. Mas, como B € my, sabemos que existe C € ng tal que B C C.
Portanto, A € C. No entanto, A e C sao classes de equivaléncia, pelo que A = C. Assim, podemos
concluir que A = B. Ou seja, todo o elemento de g esta em 7. De modo analogo, concluimos que

todo o elemento de 7, esta em g, donde segue que g = g
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Usando um argumento analogo, concluimos que, se nﬂ(Y) refina 7y (Y) € g (Y) refina nﬁ(Y), entao
nﬂ(Y) = 14 (Y). Desta forma, é imediato que, dados &, f € S(X,Y), setem a R ff se e s6 se gy = g

e g (Y) :nﬂ(Y). O

E sabido que, em T(X), cada H-classe que ¢ um grupo € um grupo isomorfo a um grupo G(A) de
permutacdes de A, para algum A C X. Em S(X, Y), temos um resultado analogo. Iremos ver que toda

a H-classe que ¢ um grupo é um grupo isomorfo a
G(A,B) = {p € G(A) Lp|g € G(B)},

para certos subconjuntos A e B de X e de Y, respetivamente, tais que B C A.

Teorema 17. Seja ¢ um idempotente de S(X,Y). Entdo o grupo H é isomorfo a G(A, B), para certos
subconjuntos A e B de X e de Y, respetivamente, tais que B C A e A é um conjunto de representantes

de Tle.

Demonstracdo. Como ¢ é um idempotente, podemos escrever

C; D;j
e=| " 77|,
ci dj
comcj € CinYedjeD; C X\Y.Temos e = {C;:i € [JU{D : j € J}eme(Y) ={C; :i € I}.
Sejam B={c;:i€l}eA={cj:i€l}u{dj:je J} Entdo, BC YeA C X. Mais, como c; € C;

e dj € Dj, para cada i e cada j, temos que A é um conjunto de representantes para a particao ..
Dado a € S(X,Y), pelos Lemas 7e 8, aH eseeso se Xa = Xe, Ya = Ye, g = ne e ng(Y) =
7e(Y). Assim, existem o € G(B) e 6 € G(A \ B) tais que
C; D;
a=|" .
cioc djé
Se considerarmos p = o U §, entdo p é uma permutacdo de A e, uma vez que Plg = O temos que

p € G(A, B). Mais,

. C; Dj .
cip djp
Portanto,
C; Dj
H; = :p € G(A B)
cip djp
e H, é isomorfo a G(A, B), onde G(A, B) é subgrupo do grupo de permutacdes G(A). |
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Depois de caracterizadas as relacoes L, R e H, segue a relacdo D. Clifford e Preston provaram que, em
T(X),aD fseesodse |Xa|l =|Xp|. EmS(X,Y), temos a necessidade de mais restricdes, seguindo

desta forma o proximo teorema.

Teorema 18. Sejam o, f € S(X,Y). Entdo a D f se e s6 se |Ya| = |YB|, | Xa\Y| = |[XB\Y]| e
|(XanY)\Ya| = [(XBNY)\YS|

Demonstragdo. Comecemos por assumir que existe y € S(X,Y) tal que « Ly e y R S. Entéo, pelo
Lema 8, temos 7y = g e my(Y) = ﬂﬁ(Y). Logo, podemos escrever
_ Aj Bj Cy ey = Aj B; Ck’
a; bj Ck Xi Yj 2k

onde A;NY # 0, paracada i, Bj,C; € X\Y, paracada j e cada k, {ai}O{bj} cy, {xi}U{yj} cY
e, ainda, {cx}, {zx} € X\Y. Pelo Lema 7, Xa = Xy e Ya = Yy. Assim, podemos escrever

Li Mj N

o= ,

Xi Yj 2k
comL; NY # 0 e Mj, N, € X\Y. Desta forma, [Ya| = |I| = |[Yf|, [Xa\Y| = K| = [XB\Y] e
|(XaNY)\Ya| =|J| = [(XB N Y)\YB| como pretendido.

Reciprocamente, suponhamos que |Ya| = |Yf|, |Xa\Y| = |XB\Y] e |[(Xa N Y)\Ya| = |(XB N
Y)\Yp|. Entdo, podemos escrever

A; B; C u V. W,

o= i j k e f= i vj k ,

aj bj g Ui vj Wi
onde A;NY # 0, U;NnY # 0, Bj,Ck,Vj,Wk c X\Y, {al}U{b]} c Yy, {ul}U{U]} c Y,
{er} Awg} € X\Y. Definamos p € T(X) por
Ui Vj W

IJ:
aj bj Cl

Notemos que Yu = {a;} C Y, peloque p € S(X,Y). Mais, Yu={a;:ie€l} =YaeXu=1{a;:
ieltu{bj:jeJtU{c : k € K} =Xa. Portanto, pelo Lema 7, a L pu. E imediato concluir
que my = 7g e mu(Y) = nﬁ(Y). Assim, pelo Lema 8, 1R . Desta forma, temos € S(X, Y) tal que
alLpepRp, ousea aDp. O
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E claro que, seguindo a linha de ideias da seccéo anterior, surge a questdo do que é que acontece quando
X é um conjunto infinito e Y é um subconjunto finito e nao vazio de X. Nas relacdes anteriores é facil
perceber que nao ha qualquer implicacdo com esta restricdo. O mesmo ja nao acontece na relacao D.

Atentemos o corolario que se segue, que tem o proposito de explorar essa mesma ideia.

Corolario 8. Sejam a, f € S(X,Y). Se Y é um subconjunto finito de X, entdo o D f se e so se

| Xa| = |Xp|, |[Ya| = |YBle|XanY|=|XpNY]|

Demonstragdo. Suponhamos que Y é um subconjunto finito de X. Se a D B, entdo |Ya| = |Yp|,
[Xa\Y| = |XB\Y]|e|(XanY)\Ya| = |[(XBNY)\Yp|, pelo Teorema 18. De XaNY = Ya U [(XaN
Y)\Ya], segue que | XaNY| = |Ya| + |(Xa N Y)\Yea|. Analogamente, [ XN Y| = |YB| + (XN
Y)\Yp|. Logo,

IXanY|=|Ya|+|(XanY)\Ya| =|YB|+|(XBNY)\YS| = |XBNY].
De modo analogo,
| Xa| = |XanY|+|Xa\Y|=|XBNY|+ |XB\Y|=|XP|.

Reciprocamente, admitamos que |Xa| = |Xf|, |Ya| = |YB| e | Xa N Y| = |XB N Y|. Por hipétese,
Y é finito, pelo que também os conjuntos Ya, YB3, Xa N'Y e X N'Y s&o finitos. Resta-nos ver que
IXa\Y| = [XB\Y| e |(Xa N Y)\Yal = [(XB N Y)\Y.

Como Xa = (XanY)U (Xa\Y), sabemos que |[Xa| = | Xa N Y|+ |Xa\Y|. De modo semelhante,
|XB| = |XBNY|+|XB\Y]. Logo, | XaNY|+|Xa\Y| = |XBNY|+|XB\Y]|. Temos, por hipétese, que
| XaNY|=|XpBNY]|evimos, ainda, que estes dois conjuntos sao finitos. Portanto, podemos concluir
que [Xa\Y| = |XB\Y].

Por ultimo, observemos que |Xa N Y| = |(Xa N Y)\Ya| + |Ya| e, de modo anélogo, | XA N Y| =
[(XBNY)\YB|+|YB|, com |Ya| = |YS|e Yea, Yp finitos. Portanto, |(XaNY)\Ya| = [(XBNY)\YJ],

como pretendiamos demonstrar. m]
Vejamos agora a caracterizacao da relacdo J em S(X, Y).

Teorema 19. Sejam o, f € S(X,Y). Entdo @« = APy, para alguns A, u € S(X,Y), se e s6 se | Xa| <
|XPB|, |Ya| < |YB] e |Xa\Y| < |XB\Y|. Consequentemente, aJ f se e so se |Xa| = |XB|, |Ya| =
[YB| e |Xa\Y| = [XB\Y].
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Demonstragdo. Assumamos que existem A, u € S(X,Y) tais que a = Appu. Entdo, | Xa| = | XAPp| <
[(XA)B| < |Xp|. Analogamente, temos |Ya| = |YASu| < |(YA)B| < |Yp]. Por outro lado, |Xa\Y| =
((XABU\Y] < [XBu\YI. Ora, XBu\Y = [(XA\Y)U (XS N Vu\Y = [(XP\Y)u U (XB N
Y)p]\Y.MasYu C Y, peloque (XBNY)u\Y = 0.Logo, [XBu\Y| = [(XB\Y)u\Y| < [(XB\Y)ul

|XB\Y|. Portanto, | Xa\Y| < |XB\Y].

IA

Reciprocamente, suponhamos que |Xa| < |Xf|, |[Ya| < |Yf| e [ Xa\Y| < |XB\Y|. Escrevamos

Aj Bj Cy
a= ,
aij bj cg

onde A;NY # 0, Bj,C. € X\Y, {a;}U{b;} C Y e {ct} S X\Y. Por hipétese, podemos escrever

3

ui uy 9m wn Wi

onde UyNY #0,U;NY # 0, Vip, Wy, W, € X\Y, {ui}O{ul}U{Um} cy, {Wn}U{Wk} CX\Ye
Il + [JI+ K| < | +|L| + M| + [N| + [K].

Sa0 possiveis dois casos: |J| < |L| + [M| +|N|e|J| > |L| + |M| + |N]|.

Comecemos por supdr que |J| < |L| +|M]|+|N]|. Entao, podemos escrever L U M U N como PU Q,
com |P| = |]|. Assim, podemos escrever {Uj} U {Vin} U {Wp} como {Sp} U {Sq} e reescrevemos f3

como

up Sp Sq Wk
Como |J| = |P|, existe uma bijecdo ¢ : ] — P. Seja
Lo B Ck ,
Xi Yjp =k

onde x; € Ui NY, Yjp € qu, e zp € Wy. Temos, entdo, A € S(X,Y). Escolha-se i) € I e seja
I’ =1\{ip}. Defina-se

. upr Sjp W X\{uy, sjp. wit .
ap  bj ok aj,
Assim, p € S(X,Y) e

Ai Bj Ci\|Ui Sp Sq Wi\luir sjp Wk X\{ui/,sJ-(P,wk} .

App =
Xi Yjp 2ZkJ\ui Sp Sq wi)\ay bj Ck aj
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Por ltimo, suponhamos que |J| > |L| + |M| + [N|. E importante repararmos que, neste caso, X &
infinito. Caso contrario, como |I| + |J| + |[K| = |Xa| = |XB| = |I| + |L| + |M| + [N| + |K]|, concluimos
que |J| = |L|+|M| +|N| e chegamos a uma contradicéo. Logo, X 8 é infinito e temos um de dois casos:

|J| < Il ou |J| < |K]|, com |]]|, |I] e |K]| cardinais infinitos.

Se |J| < |I|, entdo escrevemos I = PUQ, com |P| = |I| e |Q| = |J|. Podemos escrever {U;} como

{Sp} U {Sq} e reescrevemos f como

Sp Sq ul Um Wn Wk

Como |I| = |P| e |J| = |Q]|, existem bijecdes ¢ : I — Pe iy : J — Q. Definamos A, u em T(X) por

. Ai Bj Cy o= St Sjy Wk X\{Si’q)’ijp’ wi} ,
Xip Yjy 2k ap  bj g aj
onde xj, € Sjp NY, Yjy € SW, 2 € Wi eI’ = I\{iy}, para algum i € I. Nao é dificil de verificar

que A, p € S(X,Y) e ABu = a, como pretendido. O caso em que |J| < |K| é analogo. O

Tal como em T(X,Y), nem sempre temos D = J em S(X,Y). Atentemos os exemplos, onde vemos
um caso em que Y é infinito e outro em que Y é finito. Relembremos que, em qualquer semigrupo, temos
D C 9, pelo que pretendemos encontrar duas aplicacdes em S(X, Y) que estejam J-relacionadas,

mas ndo D-relacionadas.

Exemplo 4. Seja X = N e seja Y o conjuntos dos numeros pares naturais. Consideremos as seguintes

transformacées a, p € T(X):
n 2n X\Y
o= , PB= .
2n 4n 2
E claro que as imagens de todos os numeros pares naturais, tanto por & como por f3, sdo numeros pares
e, portanto, at, f € S(X,Y). Mais, | Xa| = g = |XfB|, |[Ya| = 8o = |Yf| e |Xa\Y| =0 = |XB\Y]|,
donde o J B, pelo Teorema 19. No entanto, |(Xa N Y)\Ya| = 8q # 1 = [(XB N Y)\YP|, pelo que

a Pp.

Exemplo 5. Tomemos, agora, X =N eY = {1,2,3,4}. Definamos «, p em T(X) por

(1,2} {3,4} n+4 ; {1,2,4} 3 {56} n+6
o= , = .
3 1 n+4 1 2 3 n+6
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Néo é dificil de constatar que o, f € S(X,Y) e, como |Xa| = Ry = |Xf|, |[Ya| = 2 = |Yf| e
|Xa\Y| =8 = |XB\Y|, temos, pelo Teorema 19, que o J . Porém, | XaNY| =2 # 3 = [XNY]|.
Logo, a P B.

Torna-se, assim, natural questionar quais os casos em que = 9. No Teorema que se segue encontra-

mos uma condicao necessaria e suficiente para a igualdade das duas relacdes de equivaléncia.

Teorema 20. A igualdade D = g é validaem S(X,Y) se e s6 se X é um conjunto finitoou X =Y

oulY|=1.

Demonstracdo. Comecemos por supor que X ¢é finito. Entdo, S(X,Y) & um semigrupo finito e, em
particular, é periodico. Por [5], Proposicao 2.1.4, podemos concluir que D = 9. Por outro lado, se
X =Y,entdo S(X,Y) = T(X) e, por [2], Teorema 2.9, D = g em T(X). Por ultimo, se |Y| = 1,
entdo S(X, Y) = E. Sejam «, € E tais que a J f. Ora, pelo Teorema 19, |Xa| = |Xp|, |Ya| = |YJ|
e | Xa\Y| = |Xp\Y]|. Portanto, pelo Corolério 8, falta-nos provar que | Xa N Y| = |XB N Y]. Ora,
[ XanY|=1=|XpNY]|. Logo, a D p. Por outras palavras, vimos que D = 7.

Reciprocamente, suponhamos que X ¢é infinito, Y C X e |Y| > 2. Assim, existem a,b € Y tais que
a# beceX\Y e surgem dois casos: Y finito ou Y infinito.
Se Y é um subconjunto finito de X, entdo temos |X\Y| = | X| (pois X é infinito). Escrevamos X \ Y =
{c}U{x;j :i € I}, com |I| = |X|, e definamos a, f em T(X) por

a:chi’ ﬁ=YCXi

a b xj a c xj

E claro que @, B € S(X,Y) e, como |Xa| = |X\Y| = |XB|, |Ya| =1 = |Yf| e |[Xa\Y| = |X\Y| =
|XB\Y|, concluimos que a J B. Porém, | XaNY| =2 # 1 = |XB N Y] e, pelo Corolério 8, « D p.
Logo D € 7.

Por outro lado, se Y € um conjunto infinito, escrevamos Y = {a,b}U{y; : j € J} e definamos «, f em
T(X) por
yj {ab} X\Y 5 yj b (X\Y)U{a}

yj a b | yj b a
Uma vez mais, a, f € S(X,Y) e |[Xa| = |Y| = |XB|, |[Ya| = |Y| = |Yp| e | Xa\Y| = 0 = | XB\Y]|.

Assim, pelo Teorema 19, podemos concluir que @ J f. No entanto, como [(Xa N Y)\Ya| =1 # 0 =
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[(XB NY)\YS|, podemos concluir, pelo Teorema 18, que e 2 B. Portanto, D C J. Vimos que, se X

¢ infinito, X # Y e |Y| # 1, entdo D # 9, e o resultado segue por contrarreciproco. O
Uma consequéncia imediata e trivial do Teorema 20 é o corolario que se segue.

Corolario 9. Se X é infinito e Y é finito, entdo D = J emS(X,Y) seesose|Y|=1.

4.3 ldeais

Nesta seccéo, dedicamo-nos ao estudo dos ideais de S(X, Y). Para a descricdo destes, necessitamos
de conceitos e resultados sobre cardinais. Em particular, consideramos o sucessor k” de um cardinal k,
definido por k¥’ = min{r : r > k}. E importante reparar que k” existe sempre, ja que os cardinais sdo

bem ordenados. Mais, quando k é finito, temos k” = k + 1.

Em 1952, Malcev mostrou em [7] que, dado um qualquer conjunto X, os ideais de T'(X) sdo precisamente
0S conjuntos:

Tr ={x e T(X) : [Xa| <},

onde 2 < r < |X|’. Na descricdo dos ideais de S(X, Y), recorreremos, naturalmente, a mais cardinais.
Assim, sejam |X| = a, |Y| = b e |X\Y| = c. Para todos os cardinais r, s e t, taisque 2 < r < d/,

2<s<bel<t<c,definamos
S(r,s,t) ={a e S(X,Y) : | Xa| <r,|Ya| <s,|Xa\Y| < t}.

No caso extremo em que r = a’, s = b’ et = ¢/, o conjunto S(r,s,t) pode ser escrito de forma
simplificada, ja que S(r, s, t) = S(X, Y). Basta notar que todo o elemento a de S(X, Y) satisfaz | Xa| <
IX|=a<d,|Ya] <|Y|=b<be|Xa\Y|] <|X\Y|=c<c Poroutro lado, se X =Y,
sabemos ja que S(X,Y) = T(X). Ora, | X| =a = |Y]| e |X\Y| = 0, pelo que todo o conjunto S(r,s, t)
sera igual a algum S(k, k,1) = {a € T(X) : |[Xa| < k} = Tj.. De facto, se X = Y, entéo

S(r,s,t) ={a € S(X,Y) : |Xa| <r,|Xa| <s, | Xa\X| < t}
={a e S(X,Y) : | Xa| < min{r,s}, |0| < t}
={a € S(X,Y) : | Xa| < min{r,s}, |0] < 1}

= S(k, k, 1),
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com k = min{r, s}.

Consideremos, agora, 0 caso geral, com Y subconjunto nao vazio de X, e vejamos que, para quaisquer

cardinais r, s, t nas condi¢des acima referidas, S(r, s, t) é, efetivamente, um ideal de S(X, Y).

Teorema 21. O conjunto
S(r,s,t) ={a e S(X,Y) : | Xa| <r,|Xa| <s, | Xa\X| < t},
com2<r<|X|/',2<s<|Y|el<t<|X\Y/,éumideal de S(X,Y).

Demonstracdo. Sejam r,s,ttaisque 2 < r < |X|',2 < s < |Y|"el <t < |X\ Y/|. Dados
a € S(r,s,t) e A p € S(X,Y), sabemos que |Xa| < r, |[Ya| < se |Xa\Y| < t. Logo, | X (Aap)| <
|(XDa|l < |Xa| < 1, [YAap)| < [(YDa < [Yaf < s e

I X(Aap)\Y| < |(XA)a\Y| < |Xa\Y| < t. Portanto, Aau € S(r,s, t) e, consequentemente, S(r, s, t)

¢ ideal de S(X,Y). O

E facil verificar que, ser < u,s <vet < w,entdo S(r,s,t) C S(u,v,w), pelo que poderiamos pensar
que o conjunto dos ideais de S(X, Y) forma uma cadeia. No entanto, no exemplo que se segue, vemos
que ha ideais de S(X, Y) que ndo sdo da forma S(r, s, t) e que, na verdade, a ordem de inclusdo nao é

total no conjunto dos ideais.

Exemplo 6. Sejam X = {1,2,3,4} e Y = {1,2}. Temos |X| = 4, |Y| = 2 e |X\Y| = 2, pelo que
S(3,3,1) e S(4,2,2) sao ideais de S(X,Y). Como a unido de dois ideais é ainda um ideal, segue que
S5(3,3,1) US(4,2,2) éideal de S(X,Y).

Suponhamos que S(3,3,1) U S(4,2,2) = S(¢,m,n), parat,m,n taisque2 < £ <5,2<m<3e

1<n<38¢t<4oun< 2, entdo

1,2} 3 4
o=
1 2 4

é tal que @ € S(4,2,2)\S(¢,m,n). De facto, |Xa| = 3 e |Xa \ Y| = 1, pelo que | Xa| > £ ou

|Xa \ Y| = n. Poroutro lado, se m < 3, entéo

1 {2,3,4}
1 2
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é um elemento de S(3, 3, 1) que néo pertence a S(£,m, n), uma vez que |Yp| = 2 > m. Admitamos

quel >4, m > 3en > 2. Entdo, sabemos que S(4,3,2) C S(¢, m,n). Consideremos

12 {3,4)
12 3 |

Néo é dificil verificar que § € S(4,3,2) C S(¢,m,n) masd ¢ S(3,3,1) US(4,2,2), pois | X5\ Y| =
1 £ 1elYS| =2 £ 2. Por outras palavras, vimos que S(3,3,1) U S(4,2,2) # S(£,m,n), para
quaisquer {,m,n taisque 2 < ¢ < 5,2 <m < 3el < n < 3. Mais, podemos concluir que
S$(3,3,1) US(4,2,2) # S(r,s,t) para quaisquer r,s, t taisquer > 4,s > 3 et > 2, uma vez que
deS(rst)\(5(3,31)US(4,22)).

Como, na verdade, « € S(4,2,2)\S(3,3,1) e p € S(3,3,1)\S(4,2,2), estes dois ideais ndo estao
relacionados pela relagdo de ordem de incluséo. Logo, concluimos que os ideais de S(X, Y) ndo formam

uma cadeia sob a incluséo.

Como ja referimos, o Teorema 21 nao descreve todos os ideais de S(X, Y), quando Y C X. De modo a
concluir o estudo dos ideais de S(X, Y, precisaremos de definir um novo conjunto para cada subconjunto
nao vazio de S(X,Y). Seja, entdo, Z um subconjunto nao vazio de S(X,Y) e denotemos por K(Z) o

conjunto

K(Z)={a € S(X,Y) : | Xa| < |Xp|,|Ya| < |YP| e |Xa\Y| < |XB\Y]|, paraalgum f € Z}.

Obviamente, Z C K(Z) e, se Zy € Z», entdo K(Z1) € K(Z5). Com estes conjuntos, conseguimos

caracterizar todos os ideais de S(X, Y).

Teorema 22. Os ideais de S(X, Y) sdo exatamente os conjuntos K (Z) para todos os subconjuntos nao

vazio Z de S(X,Y).

Demonstracdo. Seja I umidealde S(X,Y).Iremosverquel = K(I).Sea € K(I), entao | Xa| < |Xf|,
|[Ya| < |YB| e |Xa\Y| < |XpP\Y|, para algum B € I. Pelo Teorema 19, temos @ = Afu, para
certos A, € S(X,Y). Ora, B € I, e I é um ideal de S(X,Y), donde segue que « = Afu € I
Consequentemente, K(I) C I. Por definicdo de K(I), temos I C K(I). Assim, I = K(I). Ou seja,

tomamos um ideal I e vimos que ele é da forma K (I).
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Vejamos agora que, para todo o subconjunto ndo vazio Z de S(X,Y), K(Z) ¢ ideal de S(X,Y). Sejam
a € K(Z)e A p € S(X,Y). Paraum certo f € Z, temos |Xa| < |Xp|, |[Ya] < |Yf| e |Xa\Y| <
|XB\Y]. Pelo Teorema 19, | X (Aap)| < |Xal, |Y(Aap)| < |Ya| e [ X(Aap)\Y| < |Xa\Y]. Logo,
IX(Aap)| < |XB|, Y (Aap)| < |YB] e |X(Aap)\Y| < |XB\Y]|, com B € Z, pelo que Aau € K(Z).
Assim, K(Z) éideal de S(X,Y). O

Pelo teorema anterior, se tomarmos X =Y, concluimos que os ideais de S(X, X) = T(X) sao precisa-
mente os conjuntos K(Z), onde Z é um subconjunto néo vazio de T'(X). Vejamos que, de facto, esse ¢

o resultado acima referido, obtido por Malcev em 1952 (ver [7]).

Corolario 10. Os ideais de T(X) sao precisamente os conjuntos T, = {a € T(X) : | X«| < r}, onde

2<r<IX/.

Demonstragdo. Seja Z um subconjunto nao vazio de T(X). Consideremos o conjunto A = {s : s >
|Xp|, paratodo f € Z}. Sabemos que A # 0, ja que |X|" € A. Assim, podemos tomar o menor
cardinal r de A. Dado a € K(Z), existe p € Z tal que |Xa| < |Xp|. Comor € Ae f € Z, sabemos
que |Xp| < r. Logo |X«| < r e, portanto, & € Ty. Assim, K(Z) C Ty.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ ¢ K(Z). Entdo, | Xa| > |Xp|, para todo f € Z. Portanto,
|Xa| € A e, pela escolha de r, |Xa| > r (pois r € o menor cardinal de A). Logo, a ¢ Ty. Vimos,

por contrarreciproco, que T C K(Z) e, assim, T = K(Z).

Pelo Teorema 22, os ideais de T(X) = S(X, X) séo exatamente os conjuntos K(Z), com Z subconjunto
nao vazio de T(X). Acabadmos de ver que, para cada Z, existe um cardinal r tal que K(Z) = Ty. Pela

escolha de r, temos 2 < r < | X/, pois 1 < |Xa| < |X| paratodo @ € Z C T(X).

Por outro lado, para cada cardinal r tal que 2 < r < |X|’, temos T = K(T}), onde Ty € um subconjunto

nao vazio de T(X). O

4.4 Elementos regulares

Na seccdo 4.1, caracterizamos os elementos regulares de S(X, Y). Nesta seccédo, iremos estudar ou-
tros tipos de regularidades, procurando descrever elementos regulares a esquerda e a direita, elementos

corregulares e elementos intrarregulares.
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Recordemos que a € S(X,Y) se diz regular a esquerda se existir f € S(X,Y) tal que @ = ﬂaz.
Dualmente, « é regular a direita se a = aZﬂ para algum f € S(X,Y). Dizemos que & é completamente
regular se « = afa e aff = Pa, para algum f € S(X,Y). Se existirem S,y € S(X,Y) tais que

a= /30{2)/, entao dizemos que « € intrarregular.

Como a? = oo, temos que o é regular a esquerda se e so se o L a?. Analogamente, « € regular a direita
se e soseaR a’. Mais, como idy € S(X,Y), temos o = aa idy e, portanto, « é intrarregular se e
s6seadJ a2, Assim, as caracterizacdes de elementos regulares a esquerda e a direita e de elementos
intrarregulares seguem trivialmente da definicdo da regularidade em questdo e da caracterizacdo das

relacoes de Green (ver seccao 4.2).

Teorema 23. Sejaa € S(X,Y). Entéo,
1. o éregular a esquerda se e s6 se Xa = Xa?eYa = Yocz;
2. « é regular a direita se e SO se my = T e e (Y) = naz(Y) ;

3. « é intrarregular se e s6 se | Xa| = |Xa2|, |[Ya| = |Ya2| e|Xa\Y| = |Xa2\Y|.

Em [1], os autores mostram que, dado @ € S(X, Y) tal que X« é finito, ou « satisfaz estes trés tipos de

regularidade ou nao satisfaz nenhum.

Teorema 24. Seja o € S(X,Y). Se X« é finito, entdo sdo equivalentes as seguintes afirmacgdes:
1. o é regular a esquerda;
2. «a é regular a direita;

3. «a éintrarregular.

E claro que, se X é um conjunto finito, entdo todos os elementos de S(X,Y) satisfazem a condicao do
teorema anterior. Assim, os conceitos de regularidade a esquerda, regularidade a direita e intrarregulari-
dade coincidem em S(X, Y), para X finito. No resultado seguinte, indica-se o nimero de elementos de
S(X,Y) que séo regulares a esquerda (ou equivalentemente, regulares a direita ou intrarregulares), para

X finito. A demonstracao deste teorema e do teorema anterior podem ser encontradas em [1].
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Teorema 25. O numero de elementos regulares a esquerda em S(X,Y) é

n—r r

(I:)k!kr—k (” - r)m!(k + )T
m=0 k=1 m

onde | X|=nel|Y|=r.

Pretendemos, de seguida, descrever os elementos corregulares de S(X, Y). Mas comecemos por observar
que, se |X| =1, entdo S(X, Y) = T(X) contém exatamente um elemento e, portanto, € um semigrupo
regular, corregular, regular a direita, regular a esquerda, completamente regular e intrarregular. Mais,

temos um resultado analogo quando |X| = 2, como podemos verificar no lema que se segue.

Lema 9. Se |X| = 2, entdo S(X,Y) é regular, corregular, regular a esquerda, regular a direita, comple-

tamente regular e intrarregular.

Demonstracdo. Suponhamos que |X| = 2. Como @ # Y C X, temos dois possiveis casos: |Y| = 1 ou
|Y| =2.Se |Y| =1, tomemos X = {a, b} e Y = {a}. Entao,
a b\ [a b }

S(X,Y):{ ,
a bl \a a

E facil observar que os dois elementos de S(X,Y) séao idempotentes, pelo que, trivialmente, cada ele-
mento é regular, corregular, regular a esquerda, regular a direita, completamente regular e intrarregular.

Por outro lado, se |Y| =2,entdo X =Y, S(X,Y) =T(X) e

> >

a b\ [a b [a b\ [a b
S(X,Y) = , .
a bl \b al \a al \b b

Ora, as primeira, terceira e quarta aplicacdes indicadas sao idempotentes e, consequentemente, regulares.
Denotemos por a5 a segunda aplicacdo indicada no conjunto acima. Nao € dificil verificar que ag = .
Logo, ap € corregular e, por isso, todos os elementos de S(X, Y) sao regulares, corregulares, regulares a
esquerda, regulares a direita, completamente regulares e intrarregulares, isto €, S(X, Y) € um semigrupo
regular, corregular, regular a esquerda, regular a direita, completamente regular e intrarregular, tal como

pretendiamos mostrar. ]

Na seccédo 4.1, vimos que S(X, Y) nao é, em geral, um semigrupo regular. De modo analogo, S(X, Y) ndo

é, em geral, corregular. Nao ¢ dificil verificar que todo o elemento idempotente de S(X, Y) é corregular.
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Em particular, as transformacdes constantes em S(X,Y), da forma X; com a € Y, sdo elementos
corregulares. Assim, o conjunto dos elementos corregulares de S(X, Y) nunca é vazio. Porém, a maior

parte das vezes, é um subconjunto proprio de S(X, Y). Atentemos o préximo exemplo.

Exemplo 7. Sejam X = {1,2,3,4,5,6} e Y = {1, 2, 3}. Consideremos

1 23 456
o=

221145

emT(X). Temos Ya = {1,2} C Y, pelo que @ € S(X,Y). Ora,

3 1 2 3 456
a” = * «,
222 2 21

pelo que « ndo é corregular.

O proximo resultado da-nos condicdes necessarias e suficientes para que um elemento de S(X,Y) seja

corregular.

Teorema 26. Seja @ € S(X,Y). Entdo, as seguintes afirmacbes sdo equivalentes.
1. «a é corregular.
2. xa € xa_l, para todo x € Xa.
2 .
3« |Xa —lan.

Demonstracdo. Suponhamos que « é corregular, isto &, a® = a. Dado x € Xa, existe z € X tal que

x = za. Assim, x = za = za°. Pela associatividade da composicao de aplicacoes, zad = (za)a2 =
xa? = (xa)a. Logo, x = (xa)a, pelo que xa € xa~ L.
Admitamos, agora, que para todo x € Xa, xa € xa~ L. Entdo, para cada x € X«, temos

xa® e = xa® = (xa)a = x =x1idx,
e, portanto a? =id

' ' |xXa Xa
Por ultimo, suponhamos que a2 Ixg = idx, e tomemos x € X. Temos
xa? = (xoz)oc2 = (xa)a2 g = (xa)idy, = xa.

Logo, ad = o, pelo que « € corregular. O
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Iremos ver que, quando | X| > 2, o conjunto dos elementos corregulares de S(X, Y) néo ¢, efetivamente,
todo o conjunto S(X, Y). No exemplo anterior, consideramos um conjunto X finito. No exemplo que se
segue, consideramos um conjunto X infinito e verificamos a existéncia de um elemento corregular nao

idempotente e um elemento nédo corregular de S(X, Y).

Exemplo 8. Tomemos X =NeY ={1,2,3,4,5,6}. Consideremos a, € T(X) definidas por

(1,2} 3 {45} {67} 2n 2n+1
a= ,

6 4 3 1 2n+1 2n
n>4

{1,2} {3,45} {6,7} n
3 1 6 n+1
n>8
ComoYa={1,3,46} CYeYB={1,3,6} CY,temosa, p € S(X,Y). Mais,

, ({12} 3 {45} {67} 2n 2n+1
1 3 4 6 2n 2n+1)

a
>4

pelo que a? g = idx e, pelo Teorema 26, o é corregular. Por outro lado,

52 = (1,2} {3,4,5} {67} n

1 3 6 n+2
n>8

Temos que 9 € X3, mas 9/32 =11+9= 9idXﬂ. Logo, /32 |X/3 * idXﬁ e, pelo Teorema 26, § néo é

corregular.

Depois de caracterizarmos os elementos corregulares de S(X,Y) no Teorema 26, surge a questao da
existéncia de condicdes necessarias e suficientes que nos permitam facilmente verificar se este semigrupo

¢ corregular. Temos, de facto, o Teorema que se segue.

Teorema 27. O semigrupo S(X,Y) é corregular se e so se | X| < 2.

Demonstragdo. Pelo Lema 9 e a observagao feita antes desse resultado, se |X| < 2, entdo S(X,Y) é
um semigrupo corregular. Suponhamos, por contrarreciproco, que |X| > 3 e consideremos os dois casos

que se seguem.
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Se |Y| =1, entdo |X\Y| > 2. Escrevamos Y = {y} e tomemos z € X\Y. Como |X\Y| > 2, temos
X\{y, z} # 0. Definamos & em S(X,Y) por

{y.2} X\{y.z}
a = .
y z
Eclaroquez € Xaeza=y ¢ X\{y,z} = za~ L. Logo, pelo Teorema 26, a nédo € corregular.
Se |Y| > 1, entdo podemos considerar a, b € Y tais que a # b. E claro que X\{a, b} # 0, uma vez que
|X| > 3.

Definamos a em T(X) por
{a,b} X\{a, b}
a= .
a b
Obviamente, por Xa = {a,b} C Y, a € S(X,Y). Temos, ainda, que b € Xax e ba = a ¢ X\{a,b} =
ba~ 1. Logo, pelo Teorema 26, a nédo é corregular. Concluimos, assim, que quando |X| > 3, S(X,Y)

nao é corregular, tal como pretendido. O

Denotamos o conjunto dos elementos corregulares de S(X, Y) por CoReg(S(X,Y)). Pelo Teorema 26,
CoReg(S(X,Y)) ={a e S(X,Y) : xa € xa_l, para todo x € Xa}
={a € S(X,Y) : ®|xq = idxy}-

J& observamos que, na maioria dos casos, S(X,Y) nao é um semigrupo corregular. Na verdade, em

geral, CoReg(S(X,Y)) néo é subsemigrupo de S(X, Y).

Exemplo 9. Sejam X = {1,2,3,4,5} e Y = {1, 2,3}. Consideremos a, € T(X) definidas por

{1,2,3} {4,5} {1,2} {3,4,5}
a= , pB= .
1 4 3 2

Temos Ya = {1} C YeYp = {2,3} C Y. Logo, a, f € S(X,Y). Facilmente se verifica que €
idempotente e, portanto, é corregular. Por outro lado,

2 {1> 2} {3’ 4, 5}

ﬁ =
2 3

bl

pelo que /32 =1idy o ou seja, 3 é corregular. No entanto,

Ixp

5 {1,2,3} {4,5}\[{12} {3,4,5} {1,2,3} {4,5}
aff = = )
1 4 3 2 3 2
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Ora,2(af) =3 ¢ {4,5} = 2(aﬁ)_1. Portanto, pelo Teorema 26, o s ndo é corregulare CoReg(S(X,Y))
néo é subsemigrupo de S(X,Y).

Na verdade, o que o exemplo acima ilustra pode ser generalizado da seguinte forma.

Lema 10. Se |X| > 3, entdo CoReg(S(X,Y)) néo é subsemigrupo de S(X,Y).

Demonstragdo. Seja X tal que |X| > 3. Comecemos por ver o caso em que X = Y. Tomemos x, y,z €

X, todos distintos, e definamos «, f € T(X) = S(X,Y) por

e {x.y} X\{xy} y X\{y}
y z ) y x|

Podemos verificar que « e  sdo ambos idempotentes e, portanto, séo corregulares. Porém,

{x.y} X\{x,y}
af = .
y x
Ora,x € Xafex(af) =y ¢ X\{x,y} = x(aﬂ)_l. Logo, a3 néo é corregular, pelo que CoReg(S(X,Y))
nao € semigrupo, neste caso.
Vejamos, agora, o casoemque Y C X. Sejamy € Yez € X\Y.Se |Y| =1, entdo Y = {y} e existe

x € X\{y, z}. Tomando « e f como no caso anterior, temos Ya = {y} C Ye Y = {y} C Y, pelo que

a, € S(X,Y). Assim, temos a, f elementos corregulares de S(X, Y) tais que a8 ndo é corregular.

Para terminar, se |Y| > 2, existe x € Y\{y}. Sejam «, § € T(X) definidas por

Y X\Y Y\{x} (X\Y)U {x}
o = s ﬂ = .
y oz y X

E claro que a,f € S(X,Y). Mais, @ e f séo idempotentes e, consequentemente, corregulares. No

entanto,
Y X\Y

Yy X
Como x(af) =y ¢ X\Y = x(aﬁ)_l, concluimos que aff ¢ CoReg(S(X,Y)). Desta forma, conclui-
mos que CoReg(S(X, Y)) néo é subsemigrupo de S(X, Y) para |X| > 3. O

O préximo teorema & um corolario imediato do Teorema 27 e do Lema 10.
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Teorema 28. As afirmacdes seguintes sao equivalentes:
L |X]|<2.
2. S(X,Y) é corregular.

3. CoReg(S(X,Y)) é subsemigrupo de S(X,Y).

De seguida, alargaremos este estudo aos outros tipos de regularidade em S(X, Y), isto ¢, iremos determi-
nar quando é que S(X, Y) é um semigrupo regular a esquerda, regular a direita, completamente regular e
intrarregular. Denotamos o conjunto de todos os elementos regulares a esquerda (respetivamente: regula-
res a direita, completamente regulares, intrarregulares) de S(X, Y) por LReg(S(X, Y)) (respetivamente:

RReg(S(X,Y)), CReg(S(X,Y)), IReg(S(X,Y))).

Teorema 29. As afirmacdes seguintes sao equivalentes:
I X <2
2. S(X,Y) é regular a esquerda.
3. LReg(S(X,Y)) é subsemigrupo de S(X,Y).

Demonstracdo. Se |X| < 2, pelo Lema 9 e pelo que foi observado imediatamente antes deste lema,
S(X,Y) éregular a esquerda. Por outro lado, se S(X, Y) ¢ regular a esquerda, entdo todos os elementos
de S(X,Y) sao regulares a esquerda, pelo que S(X,Y) = LReg(S(X,Y)). E claro que S(X,Y) ¢é
subsemigrupo de S(X,Y).

Suponhamos, agora, que |X| > 3. Queremos mostrar que LReg(S(X, Y)) néo é fechado para a compo-
sicao de aplicacdes. Se X =Y, entdo tomamos x, y, z € X, todos distintos, e definimos «, fem S(X, Y)

por

. {x.y} X\{x,y} _ (v X\{y}

y z y X

Temos « e f idempotentes, pelo que ambos sao regulares a esquerda, mas

. {x,y} X\{xy} (ap)? = X
y x y

Como X (ap) + X(aﬁ)2, concluimos, pelo Teorema 23, que a8 ndo é regular a esquerda.
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Admitamos, agora, que Y C X, e comecemos por supor que |Y| = 1. Sejam Y = {y} e x,z € X\{y},
distintos. Tomando « e f definidas como no caso anterior, j& sabemos que a, f € LReg(S(X,Y)) e

af ¢ LReg(S(X,Y)).

Por ultimo, se |Y| > 2, tomemos x,y € Y, distintos, e z € X\Y. Consideremos «, € T(X) definidas

por
Y X\Y \{x} X\Y)U {x}
o= , B= .
y =z y x
E claro que a,f € S(X,Y). Mais, @ e f sdo idempotentes e, portanto, o, f € LReg(S(X,Y)). No

entanto,

=" M e @227,

y x y
donde segue que Xaf # X(aﬁ)2 eaf ¢ LReg(S(X,Y)). Concluimos, assim, que se LReg(S(X,Y))
é subsemigrupo de S(X,Y), entdo |X| < 2. O

Observemos que, nos diferentes casosemque X =You (Y C Xe|Y|=1)ou (Y C Xe|Y]| > 2), as
aplicacdes « e f definidas na demonstracéo deste resultado, quando |X| > 3, sdo sempre idempotentes
e, como tal, sdo elementos regulares a esquerda e a direita, completamente regulares e intrarregulares.
Nao é dificil verificar que, também em todos os casos, af ndo é nem regular a direita, nem completamente

regular ou intrarregular.

Desta forma, pelo Lema 9 e pela observacdo que o antecede, obtemos, de modo analogo a demonstracao

do Teorema 29, a demonstracao dos trés resultados que se seguem.

Teorema 30. As afirmacdes seguintes sao equivalentes:
L |X]|<2.
2. S(X,Y) é regular a direita.

3. RReg(S(X,Y)) é subsemigrupo de S(X,Y).

Teorema 31. As afirmacdes seguintes sdo equivalentes:

I X] <2
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2. S(X,Y) é completamente regular.

3. CReg(S(X,Y)) é subsemigrupo de S(X,Y).

Teorema 32. As afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
L |X]|<2.
2. S(X,Y) éintrarregular.

3. IReg(S(X,Y)) é subsemigrupo de S(X,Y).

Uma consequéncia direta destes ultimos teoremas € o corolario que se segue.

Corolario 11. As afirmacées seguintes sao equivalentes:

1L |X| <2

N

. S(X,Y) é corregular.

w

. S(X,Y) é regular a esquerda.

N

. S(X,Y) é regular a direita.

)]

. S(X,Y) é completamente regular.

&)}

. S(X,Y) éintrarregular.

Todo o elemento corregular € regular a esquerda e a direita e, portanto, € completamente regular. No

entanto, de um modo geral, nem todo o elemento completamente regular de S(X, Y) é corregular.

Lema 11. Se |Y| > 3 ou |X\Y| > 3, entdo existe « € CReg(S(X, Y)) tal que @ ¢ CoReg(S(X,Y)).

Demonstracdo. Suponhamos, em primeiro lugar, que |Y| > 3. Sejam a,b,c € Y, todos distintos, e

escrevamos X \ {a, b,c} = {x;j : i € I}. Definamos « € T(X) por

a b ¢ x
o =
b ¢ a x;
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Eclaroque a € S(X,Y) e
2= a b c x;
c a b x
Temos Xa = X = Xa? e Ya =Y = Ya?, ou seja, « € LReg(S(X,Y)). Para além disso, 7y = )
eng(Y) = ”aZ(Y)' isto ¢, @ € RReg(S(X,Y)). Logo, @« € CReg(S(X,Y)). No entanto, ca = a ¢
{b} = ca~ L e, pelo Teorema 26, o ¢ CoReg(S(X,Y)).

Admitamos, agora, que | X\Y| > 3. Sejama, b, c € X\Y, distintos, e definamos a como no caso anterior.

Entdo, a é um elemento de S(X, Y) regular a esquerda e a direita, mas ndo é corregular. m|

Pelo Corolario 11, se |X| < 2, entdo os conjuntos CoReg(S(X, Y)), LReg(S(X,Y)), RReg(S(X,Y)),
CReg(S(X,Y)) e IReg(S(X, Y)) sdo todos iguais. O proximo Teorema indica-nos que ha mais casos
em que isto acontece.
Teorema 33. Se (|X|,|Y|) € {(3,1),(3,2),(4,2)}, entdo
CoReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)) = RReg(S(X,Y))
= CReg(S(X,Y)) =IReg(S(X,Y)).

Demonstracdo. Sabemos que todo o idempotente é corregular e que todo o elemento corregular é regular

a esquerda. Logo, para quaisquer X e Y,
E(S(X,Y)) € CoReg(S(X,Y)) C LReg(S(X,Y)).

Comecemos por supor que |[X| =3 e |Y| =1, e escrevamos X = {a,b,c} e Y = {a}. Ento,

E(S(X, Y)):{idX, a {b,c} ’ a {b,c} , {a,b} ¢ ’ {a,c} b ,Xa}.

a b a c a c a b
Tomemos
a b c
a= € S(X,Y).
a c b

Como a? Ixg = idx ., sabemos, pelo Teorema 26, que « é corregular. Logo, E(S(X,Y)) U {a} C
CoReg(S(X,Y)) € LReg(S(X,Y)).

Pelo Teorema 25, comon = |X| =3er =|Y| =1, vem que

2
ILReg(S(X, Y))| = ) (i)m!(m +1)Zm=y

m=0

62



CAPITULO 4. SEMIGRUPOS DE TRANSFORMAGOES COM UM CONJUNTO INVARIANTE

Ora, |[E(S(X,Y)) U{a}| =7 =|LReg(S(X,Y))|, pelo que
CoReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)).

De seguida, assumamos que |X| =3 e |Y| = 2, e escrevamos X = {a,b,c} e Y = {a, b}. Entéo,

E(S(X,Y)):{idx,(a {b,c})’({a,b} c),({a,b} c),({a,c} b),Xa,Xb}.
a b a c b c a b

Definamos a1, ap, a3 € S(X,Y) por

(a b c) ({a, c} b) (a {b, c})
a = , ap= , a3 = :
b a ¢ b a b a

E facil verificar que al.z IXa = ianl., para i € {1,2,3}. Logo, para cada i € {1,2,3}, a aplicacdo «;

pertence a CoReg(S(X,Y)). Assim,

E(S(X,Y)) U{ay, ap, a3} € CoReg(S(X,Y)) C LReg(S(X,Y)).
Uma vez mais, pelo Teorema 25, como | X| = 3 e |Y| = 2, sabemos que

1 2
LReg(S(X,Y))|= Y (i)k!kz_k(m +k)I=m = 10.
m=0 k=1

Como, |E(S(X,Y)) U{aq, ap, a3} =10 = |LReg(S(X,Y))|, temos que

CoReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)).

Admitamos, por ultimo, que |X| =4 e |Y| = 2. Sejam X = {a,b,c,d} e Y = {a, b}. Ora,

E(S(X,Y)) = {idX, ({a,b} c d)’({a,b} c d),({a, ¢t b d)’
a c d b c d a b d
{a,d} b c| [a {bc} d| [a {bd} c|[a b {cd})|[a b {cd}
a bella v al\a v cd\abw ¢ Ve a
{a,b} {cd}) ({ab} {cd}| ({ad} {cd}) [{ab} {cd}
a c ’ a d ’ b c > b d >
{a.c} {b,d})| [{ad} {bc}| [{ab.} d| [{abc} d)| [{abd} c
a b | a b ’ a d ’ b d ’ a c ’
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ab,d} c a,c,dy b\ [a {b,cd
@hdy ¢ [taed) ) fa (hea) ’Xa’Xb}‘
b c a bl \a b
a b c d a b c d a b c d
) = . m= ;a3 = ,
b a ¢ d a b d c b a d ¢

Definamos

{a,b} ¢ d {a,b} ¢ d {a,c} b d

a4 = s aS = , aé = ,
a d c b d ¢ b a d
{a,d} b ¢ a {bc} d a {bd} c

oy = s ag = s ag = >
b a c b a d b a c

a b {cd} a b {cd} {a,c} {b,d}

a0 = a1 = » X2 = >

b a c b a d b d
{a,d} {b,c} {a,c,d} b a {b,c,d}

a13 = » A4 = » 15 = :

b a b a b a

Paratodoi € {1,...,15}, @; € S(X,Y).Alémdisso, aiz e = idx o, Peloque a; € CoReg(S(X,Y)),
1

para todo i. Assim,
E(S(X,Y))U{a;:ie{l,...,15}} € CoReg(S(X,Y)) € LReg(S(X,Y)).

Para |X| = 4 e |Y| = 2, temos, pelo Teorema 25, que

2 2
LReg(SOX ) = 3 3 ()t (2 i + 27 =38
m=0 k=1 "

Assim, |[E(S(X,Y)) U{a; i€ {1,...,15}}| =38 = |LReg(S(X, Y))| e, portanto,

CoReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)).

Como X ¢ finito, segue, pelo Teorema 24, que
LReg(S(X,Y)) = RReg(S(X,Y)) = IReg(S(X,Y)).
Como CReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)) N RReg(S(X,Y)), concluimos que
CReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)) = RReg(S(X,Y)).
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Portanto, temos

CoReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)) = RReg(S(X, Y))

= CReg(S(X,Y)) =IReg(S(X,Y)),
como pretendiamos. O

Do Lema 9, da observacao imediatamente anterior a esse lema, do Lema 11 e do Teorema 33, segue o

proximo resultado.

Teorema 34. CoReg(S(X,Y)) = LReg(S(X,Y)) = RReg(S(X,Y)) se e s6 se |X| < 2 ou
(X1 1YT) € {(3,1),(3,2), (4. 2)}.
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Capitulo 5

Semigrupos de transformacoes lineares

com imagem contida num certo subespaco

Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo K e W um subespaco vetorial de V. Se considerarmos todas
as aplicacdes de T (V) cujas imagens séo subespacos de W, obtemos uma “verséo linear” de T(X, Y),
a saber:

T(V,W)={a e T(V):Va C W}.
Nao é dificil verificar que T(V, W) é subsemigrupo de T(V). De facto, se a, f € T(V) sao tais que
Va CWeVp CW,entao

Vap)=(Va)pc WBCVBCW

pelo que aff € T(V,W).

Observemos que, se W = {0}, entdo T(V, W) tem apenas um elemento: a transformacao linear nula.

Assim, salvo quando mencionado o contrario, assumimos que W é nao nulo.

Ao longo deste capitulo, descreveremos as relacdes de Green em T(V, W), assim como os seus ideais.
Veremos que o conjunto Q de todos os elementos regulares de T'(V, W) tem um papel importante neste
estudo. Este conjunto Q ¢, na verdade, subsemigrupo de T(V, W) e, para alguns espacos vetoriais
V e W, descreveremos os seus subsemigrupos regulares maximais. Os resultados apresentados neste

capitulo encontram-se em [12] e em [11].
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5.1 Relacoes de Green

De modo a caracterizarmos as relacdes de Green em T(V, W), serd necessario comecar por descrever

0s seus elementos regulares. Consideremos, assim, o conjunto
Q={aeT(V,W):Va C Wa}.

Lema 12. O conjunto Q é o conjunto de todos os elementos regulares de T(V, W) e, munido com a

operacao de composicdo, € um semigrupo.

Demonstracdo. Dado @ € Q e f € T(V), sabemos que Va € Wa e, portanto, Vaf € Waf. Logo,
af € Qe Q éideal direito de T(V). Consequentemente, Q é subsemigrupo de T(V).

Vamos agora mostrar que os elementos de Q séo exatamente os elementos regulares de T(V, W).
Comecemos por supor que ¢ = afa, para algum f € T(V,W). Entdo, qualquer que seja u € V,
ua = (uaf)a. Ora, uaf = (ua)p € VB € W. Assim, ua = (uaf)a, com uaff € W. Ou seja,

ua € Wa. Portanto, Vaa € Wa e, porisso, a € Q.

Reciprocamente, suponhamos que @ € T(V,W) e Va C Wa = (wj-a>, onde, para cada j € J,

wj € W. Comecemos por ver que {wJ' : j € J} é linearmente independente. Para isso, consideremos

Z Xjwj = 0.
jeJ
Entdo, 2 xj(wja) = Oa = 0. Mas, {wja : j € J} ¢é linearmente independente, pelo que podemos

0s escalares Xj, com j € ], tais que

concluirque x; = 0, paratodo j. Logo, {wj : j € J}é,também, linearmente independente. Desta forma,
podemos escrever V = ker o @ (wj). Vejamos. Se ker a = (u;), entdo {wjtje}U{u;:iel}e
linearmente independente. De facto, se tivermos, para certos escalares xXjey; a combinacao linear nula
Z xjw]- + Z Yyiju; = 0,
jejJ i€l
da sua imagem por a segue que
Z xj(wja) =0,
jeJ
pois uje = O para todo i. Mas, como {WjO( : j € J} é linearmente independente, concluimos que

ZOWj+Zyiui =0.

jej i€l

Xj= 0, para todo j € J. Assim,
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No entanto, por escolha, {u; : i € I} também é linearmente independente, pelo que y; = 0, para todo
i € I. Tomemos, agora, u € (u;) N (wj). Entao existem escalares x;, z; tais que
u= inu,- = sz-wju
i€l Jj€J
Desta forma,

inui - ZZJ'W]' =0& inui+Z(—Zj)Wj =0.

i€l jeJ i€l jeJ
Como {u;} U {w;} ¢ linearmente independente, concluimos que x; = 0, paratodo i € I, e —z; = 0,
para todo j € J. Assim, u = 0. Podemos, entéo, considerar a soma direta (u;) ® (wj), que & um

subespaco vetorial de V.

Dadoov € V, temosva € Va C Wa = (WjOC) e, para alguns escalares Xj,

va = ij(WJa)

jeJ

Assim,

va — (Ljeyxjwjla =0 (0= 2jeyxjwjla=0
v—Yjeyxjw;j € kera

v - 2jeJ Xjwj = Njel Ziuj, para certos escalares z;

¢t ¢ ¢ ¢

0= Zje]xjwj + Dlie] Zilj
& v €(w)) B (uj).

Portanto, V = ker o @ (wj) = Wa @ (vg) e podemos escrever
uj wij U wia
a=|" | op=[*
0 wja 0 wj
Temos VB = (wj) C W e, porisso, B € T(V,W). Nao é dificil verificar que afja = a. Logo, &
regular em T(V, W). |

E importante repararmos que Q nunca é vazio. Se W =V, entdo Q = T(V), que sabemos ser regular
para todo o espaco vetorial V. Por outro lado, se W = {0y}, entdo Q so6 contém a aplicacdo nula em
T(V), que é trivialmente regular. Por dltimo, se W = (wj) e V = (u;) @ W, entéo

up wj

a= €Q,
0 wj
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jaque a € T(V,W) e Va C Wa. Notemos, ainda, que apesar de Q ser ideal a direita de T(V) e,

consequentemente, de T(V, W), nado é ideal esquerdo. Tomemos o seguinte exemplo.

Exemplo 10. Sejam W = (w) e V = (v, w). Consideremos a, A € T(V) definidas por

E claro que a, A € T(V,W), pois Va = W = VA. Mais, como Va = (w) = Wa, concluimos que
a € Q. Porém, Ada =1 ¢ Q, poisVA=(v)Z {0} = WA. Logo, Q ndo é ideal esquerdo.

De seguida, avancamos para a caracterizacdo das relacdes de Green em T(V, W). Comecamos pela

relacao L.

Lema 13. Sejamy € Q e p € T(V,W). Entéo existe A € T(V,W) tal que f = Ay se e so se
VB C Vy. Consequentemente, se a, f € T(V,W), entdoa L emT(V,W) see sésea = f ou
Va=Vpea,peQ)

Demonstragdo. Suponhamos que f = Ay, para algum A € T(V,W). Entdo, segue de imediato que
VB=(VA)y € Wy C Vy.

Reciprocamente, suponhamos que V§ C Vy. Escrevamos V3 = (v;8). Paracada i € I, existe w; € W
tal que v;f = wiy, ja que Vy € Wy. Como (w;y) C Vy, podemos escrever Vy = (wjy) & (w;y).
Note-se que, se ker f = (u,) e kery = (us), entdo, de forma analoga & demonstracio anterior, os

conjuntos {ur} U {v;} e {us} U {w;} U {w;} sdo ambos linearmente independentes.

Para além disso, podemos tomar V = ker f & (v;) e V = kery & (w;) & (w;), pelo que podemos

escrever

Ur  0; Us Wi wj

p= ey =

0 wy 0 wpy wjiy

Definamos A € T(V, W) por
0 wi
Temos, portanto,
ur Ul us Wl W] ur Ul
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Suponhamos, agora, que a £ f em T(V,W). Entdo, temos &« = A e f = M a, para alguns 1,1 €
T(V, W)l. E claro que, se A = 1ou A’ =1, entdo a = B. Por outro lado, se A # 1e A’ # 1, entdo
M eT(V,W)e

a=Na e B=NAB

Desta forma, Va = (VAN )a € Wa e, analogamente, VS € WJ. Ou seja, a, f € Q. Mais, Va =
VABC VBeVB=VNa C Va, donde segue a igualdade. O reciproco segue trivialmente da primeira

parte deste lema. O

Depois de descrevermos a relacao esquerda, caracterizemos a relacao direita. Esta relacao, tal como

veremos, depende dos nucleos das transformacdes lineares.

Lema 14. Se o, f € T(V,W), entdo B = ay, para algum u € T(V,W), se e s6 se ker a C ker f.

Consequentemente, a R B em T(V, W) se e s6 se ker a = ker f.

Demonstracdo. Suponhamos que existe u € T(V, W) tal que f = ap. Dado v € ker a, temos va = 0.

Logo, vf = (var)u = O = O e, portanto, v € ker B. Assim, ker a C ker S.

Reciprocamente, suponhamos que ker a C ker f8 e escrevamos ker a = (u;) e ker f = (u;) @ (u;).
Mais, escrevamos V = ker f & (o).

Assim,
uj u;j o U uj o
o= i j k e,B _ i j k ,
0 Wi Wi 0O O w]’C
para alguns w, wg, W]/C ew.

Tomemos, ainda, V = Va @ (v;) e definamos p € T(V, W) por

Ul Wj Wk
0 0 wl'<
Ora,
Uj u] 9 V|9 Wj Wi Uj uJ Ok
a# = , = , = ﬂ
0 Wi Wi 0 O Wy 0 0 W
O restante segue trivialmente. O

E claro que, depois de caracterizadas as relacdes £ e R, segue de imediato a caracterizacio da relacéo

H.
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Lema 15. Dadosa,f € T(V,W),a H fseesésea = fou(Va=Vpekera =kerfea,f € Q).

Dada uma qualquer transformacéo a € T(V, W), é bvio que dim(Wa) < dim(Va), jaque W C V.

Para cada = € T(V), é possivel definir um isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : Vi — V/ker r,

donde segue o Teorema das Dimensodes para espacos vetoriais (ou seja, a dimensao de V é igual a soma

das dimensdes do nucleo e da imagem de 7). Mais, se ker  C ker f, entdo dim(Va) > dim(Vp).

Também ¢ importante observar que, dado @ € T(V, W), se escrevermos W Nkera = (u;) e W =

(uj) @ (uj), entdo dim(Wa) = |J|. Isto segue pelo facto de {uja} seruma base de Wa e a restricéo

al (uj) ser um isomorfismo de espacos vetoriais de (uj> em Wa. Esta observacao da-nos uma ferramenta

necessaria para podermos abordar a relacdo J em T(V, W).

Lema 16. Se o, € T(V,W), entdo existem A, u € T(V,W) tais que f = Aap se e so se

dim(VB) < dim(Wa). Consequentemente, a J B se e s6 se kera = ker f ou dim(Va)
dim(Wa) = dim(Wg) = dim(VJ).

Demonstracdo. Supondo que f = Aay, para alguns A, € T(V, W), temos que VS = V(Aap)
(VA)ap € Wayp. Logo, dim VB < dimWayu < dim Wa.

Suponhamos, agora, que dim(V ) < dim(Wa) e escrevamos

u;, w v u; v
o = J k ! 5 ﬁ = : k 5
0 wl’ca w] 0 wg

onde kera = (uj), ker f = (u;), Vf = (wy) € W, (W) € WeVa = (wa)®(w) CW.

Temos, entdo, a, f € T(V,W). Escrevamos V = <W]/Ca> ® (vm) e definamos A, p € T(V, W) por

. /
' U; U]j . Um W&
0 W 0 wg
Desta forma,
uj o ui w. oo \lom wWa Ui o
Aoy = i 9k j k ! m W) _ (W Y% - B,

4 /

0 Wy 0 wea w 0 wg 0 wg

0 que conclui a demonstracao da primeira parte do Lema.

Suponhamos, agora, que existem A, A, u, i € T(V, W)1 tais que f = Aap e a = A'By’. Ora, se

A =1, entdo B = au e kera C ker . Por outro lado, se A # 1, entdo dim(VB) = dim(VAay)
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dim(We). E claro que temos algo idéntico para A’, pelo que concluimos o seguinte: (ker & C ker S ou

dimVpB < dim Wa) e (ker B C ker a ou dim Va < dim W ). Daqui, decorrem quatro casos:

(i) kera = ker §3;

(i) kera C ker fedimVa < dim W

(i) dimVp < dimWa e ker f C ker a;

(iv) dimVp < dimWa e dimVa < dimW§.
Tendo W C V, o caso (iv) traduz-se nas igualdades dim V = dim Wa = dim Va = dim W§.
Sekera C ker fedim(Va) < dim(Wp), entdo W nker « € W nker e dim(Va) > dim(Vp).
Assim, podemos escrever

Wnkerf=Wnkera)®U;, W =(Wnkerp)o U,
para certos subespacos Uy e Uy de W, e temos Wa = Uja @ Uy e W = U, . Consequentemente,
dim(Wp) = dim(U,) = dim(Usa) < dim(Wea) < dim(Ve) < dim(Wp).
Logo, dim(W ) = dim(Wa) = dim(Va). Por outro lado,
dimVpg < dimVa < dimWg < dim Vg,

pelo que temos as igualdades pretendidas.

De forma analoga, de ker f C kera e dim(VB) < dim(Wa) seguem, novamente, as igualdades

pretendidas.

Reciprocamente, se ker @ = ker 8, entdo a R f, pelo Lema 14, e, como R C 7, concluimos que
a J B. Por outro lado, se dim(Va) = dim(Wa) = dim(WpB) = dim(Vp), entdo, pela primeira
parte deste lema, existem A, A/, i, i/ em T(V, W) tais que f = Aap e a = A’ By’ Portanto, a T . O

Sabemos que & J fem T(V) se e s6 se dim(Va) = dim(V ). Pelo Lema 16, temos que, se « J
em T(V, W), entdo dim(Va) = dim(V ). No entanto, o reciproco é falso, mesmo quando a dimensao

de V ¢ finita. Atentemos o préximo exemplo.
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Exemplo 11. SejamV = (e, ep,e3) e W = (eq, ep). Definam-se o, p € T(V') por

€1 €2 €3 €1 €2 €3
a= , p= .

062 €1 €1 062

Ora, a, p € T(V,W) pois Va = W = V . Mais, desta igualdade segue que dim(Va) = dim(V ) =
dim W = 2. Comokera = (e1) # (ep) = ker p edim Wa =1 = dim W, sabemos que a J B.

Debrucando-nos um pouco mais sobre este exemplo, verificamos que Va g WaeVp g W, pelo
que a, f ¢ Q. E claro que a # B. Portanto, & e B ndo estao L-relacionados em T(V, W), apesar de

Va=V§.

Mais, apesar de termos dim(Va) = dim(VB) e dim(Wa) = dim(Wp), temos B # Aap, para
quaisquer A, 1 € T(V, W), algo que ndo acontece em T (V).

Porém, se nos restringirmos a Q, isto ¢, tomando apenas os elementos regulares de T(V, W), os resul-

tados seguem analogos aos de T(V).

Lema 17. Se o, 8 € Q, entdo B = Aay, para alguns A, u € Q se e s6 se dim(VB) < dim(Va).
Consequentemente, « J f em Q se e s6 se dim(Va) = dim(V f) e, portanto, J = D em Q.

Demonstracdo. Sea, f € Qe f = Aday, paraalguns A, u € Q, entio, pelo Lema 16, temos dim(V ) <
dim(Wa). Ora, sendo o um elemento de Q, temos Wa = Va, pelo que dim(Vf) < dim(Va).

Reciprocamente, suponhamos que a, € Q e dim(Vf) < dim(Va). Ora, podemos escrever

Ur Wi Ug Wl/ W]
ﬁ = oa = ,

0 wif ’ 0 wa wja
onde (w;) € W, (w]) ® (wj) C W. Escrevamos V = (ut) ® (w]a) e definamos A, 1 € T(V') por

Ur wj ut WI{OC
A= , U= .
’
0w 0 w;p

Como VA = WA = (w{) CWeVu=Wu=(w;jf) =V C W, concluimos que A,z € Q. Assim,
basta reparar que

ur  wj\|us wlf wi |[ut wlfa ur  w;

0 wi/\0 wia wja/\0 wf 0 wif
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Para a segunda parte do Lema, suponhamos que a J 8 em Q. Entdo, existem A, A/, y, i/’ € Q1 tais que

B=Aapea=NpBy, peloque
dim(Vp) = dim(VAap) < dim(Vayp) < dim(Va)

e, de forma analoga, dim(Va) < dim(V ). Pela primeira parte do Lema, se dimVa = dim Vj,

entdo existem A, A/, p, p/ em Q tais que f = dap e a = A’ By, Portanto, a T B.

Por ultimo, sabemos que D C 9. Para provar a igualdade entre J e D, falta mostrar que J C D.
Comecemos por reparar que Q ¢ subsemigrupo regular de T(V, W), pelo que as relacdes £ e R em Q
séo restricoes das relacées £ e R em T(V, W). Pelos Lemas 13 e 14, se a, f € Q, entdo o L fem Q

seesose Va=VBeaRBemQ seesosekera =kerp.

Dados @, f € Q tais que @ J f, temos dim Va = dim V3. Suponhamos que W N kera = (u;),
kera = (uj) ® (ug) e Va = (v;). Como a € Q, temos Va = Wa, pelo que existe w; € W tal que

vj = wja, para cada i € I. Mais, prova-se que V = (uj) & (uy) ® (w;). Assim, podemos escrever

uj U wj

a= .
0 0 wia

De modo analogo, podemos escrever

Uy Og Wl,

/5
0 0 wp

onde |J|+|K|+|I| = dim V = |R|+|S|+|I| (recordemos que |I| = dim V& = dim V f). Consideremos
y € T(V) definida por
uj U wi

0 0 wp

E claro que y € T(V, W) pois Vy = VB € W. Mais, Wy = ((ug) ® (w;)) y = (wijy) = (WiB) =Vy.
Assim, y € Q. E facil verificar que ker « = kery e Vy = V3, pelo que a Ry e y £ S em Q. Por outras

palavras, vimos que oD 3 em Q, e podemos concluir que D = J em Q. m|
Depois de analisada a relagédo 9 no semigrupo Q, vejamos o que acontece em T'(V, W).

Lema 18. Sea, B € T(V,W), entdoaD P emT(V,W) se e sé se ouker a = ker B ou (dim(Va) =
dim(Vp) ea, f € Q).
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Demonstragdo. Suponhamos que a D ff em T(V,W). Entdo, a Ry L S, para algum y € T(V,W).
Assim, pelo Lema 14, temos ker a = kery e, pelo Lema 13, temosy = fou (Vy = VBey,B € Q).
Analisemos, assim, cada um dos dois casos. Se ker & = kery e y = f3, entéo ker @ = ker f. Por outro
lado, se kera = kery e Vy = VB, com y, B € Q, entdo, pelo Lema 14, existe u € T(V, W) tal que
a = yp. Como y € Q, temos Vy = Wy, o que implica Va = Vyu = Wyu = Wa. Desta forma,

conclui-se que @ € Q. Para além disso, temos

dim(Vp) = dim(Vy) = dim(V /kery) = dim(V /ker @) = dim(Va).

Reciprocamente, suponhamos que ker & = ker . Entao, pelo Lema 14, a R 8. Como R C D, temos
aDp.
Por dltimo, suponhamos que a, f € Q e dim(Va) = dim(V ). Pelo Lema 17, concluimos que a D f

emQ.MasQ C T(V,W), peloque a D fem T(V,W). O

Sabemos que, num semigrupo S, se tem D C 7. Apesar de temos a igualdade D = J em T(V) e

em Q, 0 mesmo ja ndo acontece necessariamente em T (V, W). Atentemos o préximo exemplo.

Exemplo 12. Sejam V = (uq, up, u3, wy) ® (wr) e W = (wq) ® (wy), onde K ¢ infinito. Fixemos
ko € K e definamos a, p € T(V, W) por

Lo|m {uz, w1} wy PO L B
0 wp Yk Wk’ 0 0 w Wko Wk

Comecemos por reparar que uy € ker f masuy ¢ ker a. Logo, ker a # ker 8. Por outro lado, temos

dim(Va) = dim(Wa) = |K| = dim(WB) = dim(V ), pelo que a J B.

Em contrapartida, Wa = {(wy) C W = Va e, analogamente, WS = (wr) C W = V. Portanto,
a, B¢ Q e pelolLema 18, a 9 B. Assim, neste caso, D C 7.

Nao é dificil constatar que, no exemplo acima, o facto de W ter dimensé&o infinita é a ideia chave para
definir as aplicacées « e f tais que @ J  mas a D . De facto, no resultado que se segue, vemos que,

para W finitamente gerado, as relacdes D e J coincidem.

Corolario 12. Sedim W < N, entdo D = J em T(V, W).
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Demonstragdo. Suponhamosque o, f € T(V,W)ea J B.Seker a = ker j3, entdo a D B, pelo Lema
18. Por outro lado, se ker & # ker B, entdo, pelo Lema 16, dim(Va) = dim(Wa) = dim(Wp) =
dim(V ). Como, por hipétese, W ¢ finitamente gerado, também Va, Wa, W e V8 sao finitamente
gerados. Assim, de Wa € Va C We WS C VB C W, concluimos que

Wa=Va=W=Wg=Vg.

Em particular, a, B € Q e, como dim(Va) = dim(V ), temos a D f, pelo Lema 18. Portanto, temos

J < D, e aigualdade segue. |

5.2 Ideais

Vimos, na sec¢do anterior, que Q é um subsemigrupo regular do semigrupo T(V, W), ao qual nos re-
feriremos, para simplificacéo da escrita, por T. Aqui, comecamos por tomar o conjunto Q de todos os
elementos regulares de T(V, W) e estudamos os seus ideais. Posteriormente, tal como seria de esperar,

procuramos os ideais de T(V, W).

A descricédo dos ideais de Q ¢ idéntica a descricdo dos ideais de T(V'), como podemos verificar com o

seguinte teorema.

Teorema 35. Os ideais de Q sdo precisamente 0s conjuntos
Or={a€Q:dim(Va) <r},
onde 1 < r < dim(W)’. Mais, Qy € ideal principal de Q se e sé ser = s’, onde 1 < s < dim(W).

Demonstracdo. Dados « € Qr e B € Q, temos Va = Wa, VB = WS e dimVa < r. Logo,
af, fa € Q e dim(Vap) < dim(Va) < re VBa C Va, donde dim(VBa) < dim(Va) < r.
Assim, af, Pa € Qr, pelo que Qy é ideal de Q.

Reciprocamente, suponhamos que I é ideal de O e seja r 0 menor cardinal maior que dim(V «) para todo
a € 1. Como Va é um subespaco de W, temos 0 < dim Va < dim W. Portanto, 1 < r < dim W”.
Ora, é claro que, por escolha de r, temos I € Q. Procuramos a igualdade, pelo que tomemos 8 € Qr e
suponhamos que dim(V8) = s < r. Notemos que existe a € I tal que dim(Va) > s: se ndo existisse,

dim(Va) < s, paratodo « € I, e a escolha de r estaria comprometida (pois s < r).

76



CAPITULO 5. SEMIGRUPOS DE TRANSFORMAGOES LINEARES COM IMAGEM CONTIDA NUM CERTO
SUBESPACO

Desta forma, dim(V ) < dim(Va) e, pelo Lema 17, existem A, u € Q tais que f = Aap. Como a € I
e I éideal de Q, concluimos que Aau = f € I, ou seja, temos Qr C I, de onde se conclui que os ideais

de O séo, precisamente, os conjuntos Qr, com 1 < r < dim W’.

Relativamente & segunda parte do Lema, comecemos, agora, por supor que r = s’, para algum s tal que
0 < s < dim(W). Pretendemos provar que Qy ¢ ideal principal de Q, ou seja, queremos mostrar que
Qr € um ideal (a) gerado por um elemento @ € Q. Portanto, queremos concluir que Qy = Qlan,
para algum a € Q. Tomemos « € Q tal que dim(Va) = s < s’ = r (basta tomar um subespaco U
de W com dimenséo s e definir « em Q com espacgo imagem igual a U: por exemplo, se s = 0 entao

a=Vy).Comoa € QedimVa < r, temos « € Q.

Acabamos de ver que Qr é ideal de Q e a € Qy, pelo que Qlan C Qy. Por outro lado, dado f € Qr,
sabemos que dim(VB) < r = s/, pelo que dim(Vp) < s = dim(Va). Pelo Lema 17, existem
A p e Qtaisque f = Aapy, isto é, f € Qlan. Assim, Qr C Q1aQ1, e obtemos a igualdade, como
pretendido.

Reciprocamente, suponhamos que Qy € ideal principal de Q. Entao, existe @ € Qy tal que Qr = Qlan.
Pretendemos mostrar que existe um cardinal s tal que r = s”. Como a € Qy, temos dim(Va) < r. Seja
s = dim(Va). Entdo, s < r. Suponhamos que existe ¢ tal que s < ¢t < r. Como referimos atras, existe
B € Q tal que dim(Vp) = t, pelo que B € Qr = Qlan. Assim, f = Aayp, para certos A,y € Ql.
Ora, se A = 1, entdo VB = Vay, o que implica que dim(V ) < dim(Va). Por outro lado, se y = 1,
VB = VAa C Va, concluindo-se o mesmo. Por ultimo, se A # 1 e u # 1, entdo, pelo Lema 17, voltamos

ater dim(Vp) < dim(Va). Assim, concluimos que
t =dim(VpB) < dim(Va) =s < t,
uma contradico. Portanto, ndo existe t tal que s < t < r, donde r = 5. O

Encontrados os ideais de Q, pretendemos agora caracterizar os ideais de T(V, W). Comecemos por

definir Ty, de modo analogo ao que temos em Q. Se 1 < r < dim W/, escrevemos
Tr ={a €T :dim(Va) < r}.
E facil perceber que, se @ € Ty e A p €T, entdo Via C Va e dim(Vap) < dim(Va) e, consequen-

temente, Aa, ap € Ty Logo, T, é um ideal de T.
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No entanto, veremos que, em T = T(V, W), os ideais ndo séo todos da forma T;- se W é um subespaco
proprio de V. No que se segue, restringimo-nos a este caso: ou seja, assumimos que W # V. Para carac-
terizarmos todos os ideais de T, precisamos de considerar certos conjuntos associados a subconjuntos

nao vazios de T, como passamos a descrever.

Seja Y um conjunto ndo vazio de T. Consideremos o cardinal
r(Y) = min{r : r > dim(Wa) , paratodo a € Y}

e 0 conjunto

K(Y)={B €T :kerp 2kera, paraalgum o € Y}.

E importante notar que r(Y) existe sempre, ja que os cardinais s&o bem ordenados.

Lema 19. Dado um subconjunto ndo vazioY de T(V, W), os conjuntos Tr(Y) UK(Y) e Tr(Y)’ UK(Y)

sdo ideais de T.

Demonstracdo. Seja Y um subconjunto ndovaziode T = T(V, W). Para mostrarmos que T (v) UK(Y)

¢ ideal de T, vamos tomar f € Ty UK(Y)eA p €T evamos mostrar que AB, pu € Ty UK(Y).

Sejam, entédo, S € Tr(Y) UK(Y)eAu € T. Entéo, B € Tr(Y) oupf € K(Y).Se B € Tr(Y):
sabemos ja, pelo visto acima, que AB, fu € T (y), pois T,y € umideal de T. Logo, AP, Bu € Toyy €
Tr(Y) UK(Y).

Por outro lado, se f € K(Y), por definicdo, temos que existe « € Y C T tal que kera C kerﬁ
e, pelo Lema 14, B = ay, para algum y € T. Assim, fu = (ay)p = a(yu). Pelo Lema 14 e por
yp € T, concluimos que ker & C ker(fu), com a € Y. Portanto, Bu € K(Y) C T,(y) UK(Y). Resta
ver que, neste caso, também A € T,(y) U K(Y). Ora, dim(VAg) < dim(Wp) = dim(Way) <
dim(Wa) < r(Y). Portanto, A8 € Tr(v) € Tr(v) YK(Y). Logo, T,.(yy U K(Y) é um ideal de T.

Para o conjunto Tr(y)z U K(Y), a demonstracdo segue de modo analogo. Basta apenas notar que

dim(VAB) < r(Y) < r(Y). O

Provamos, de seguida, um resultado que nos ajudara a mostrar que os ideais de T s&o exatamente os

conjuntos da forma Ty Y K(Y)e Tr(yy U K(Y), com Y subconjunto nao vazio de T.

Lema 20. Se B € T er < dim(Wp) = dim(VB) = s, entdo existe A € T tal que dim(WAB) =r e
dim(Vag) =s.
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Demonstragcdo. Comecemos por ver o caso em que s € finito. Nestas condicdes, por hipétese, W = V

e podemos escrever

ﬂ _ UP Wl o Wp Wr+1 o Wg
4 / 4 / ’
0wy oo wp W W
com (Wq, ..., Wr, Wp4q,...ws) € W.Tomemosu € V\W.Comou ¢ W, u + wj & W, para cada
j=r+1...,s Vejamos que {wq,...,wr,u + Wy41,...,u + ws} € linearmente independente. Se

existem escalares x; e y; tais que

r S
inwi + Z yj(u+wj) =0,
i=1

j=r+1

entao obtemos
r S
inwi + Z yjwj € (u).
i=1 j=r+l

No entanto, u ¢ W, ou seja, W N (u) = {0}. Queremos, com isto, dizer que x; = yj = 0, para

todos i e j. Portanto, o conjunto {wl, e WRUF Wy, Ut ws} € linearmente indepentente. Logo,
podemos estender este conjunto para uma base de V, pelo que escrevemos V' = (up) ®(wq, ..., wr, u+
Wyi1s - - ., U+ wg). Definamos
1 Up Wi ... W UTWpyq ... UTWs
1 =
0 wi ... wp Wt ... Ws

Temos Ay € T(V) e VA1 € W, pelo que A € T. Mais,

Aﬁ Up W1 ... Wr UFtWpyq ... UTWs
! 0 w ... w w’ w' ’
1 r r+1 s

com dim(WA ) = r e dim(VA ) = s, tal como pretendido.

Suponhamos agora que s € infinito, e escrevamos V = (up) @ (w;) & (vy) e

up wj o
0 Wjﬂ o p

onde |J| + |K| = |J] = s > N. Ora, isto implica que |[K| < |J|. Podemos, assim, definir

Ug Wi
P
0 w;j
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onde ug € V. E claro, que Ay € T, e temos

ug willup wj o ug wj
0 wijJ\0 w;B vp 0 w;p

Mais, Axf € Q, ja que VAyf = (wjﬁ) = WA, f. Por hipétese, r < |]J|. Escrevamos J = M U N, onde

of =

IM| = r e [N| =1|]| = s. Podemos, assim, escrever {w;} = {wm} U {wn} e, tal como anteriormente,

seu € V\W, entdo {wm} U {u + wp} ¢ linearmente independente. Tomemos

Uq Wm U+ wp

Ay =
0 Wm Wn
Temos
'qu Wm U+ wp Uq W] uq Wm U+ wp
A3Ap = =
0 wm wp 0 w]-ﬂ 0 wmB wpp
Segue, como pretendido, que dim(WA3A5B) = [M| = r e dim(VA34,8) = [M| + [N]| =s. O

Descrevemos, no Lema 35, todos os ideais de Q. Entretanto, encontramos, no Lema 19, alguns ideais

de T. Com o seguinte teorema, caracterizaremos todos os ideais de T.

Teorema 36. Os ideais de T sao precisamente os conjuntos Tr UK(Y) e T, UK(Y), onder = r(Y)

e Y é um subconjunto ndo vazio de T.

Demonstracdo. No Lema 19, vimos que T, UK(Y) e T,»UK(Y') séo ideais de T, para cada Y subconjunto
nao vazio de T. Tomemos, entdo, um qualquer ideal I de T e vejamos que este é de uma das formas
referidas. Se I = {Vj}, entdo consideremos Y = I. E claro que r(Y) = 1e Lyy="0= "}
Tomando 8 € K(Y) = K({Vy}), temos, por definicdo, que ker V; C ker B. Portanto, ker # = V, ou
seja, f = V[y. Consequentemente, K(Y) = K({Vp}) = {V;}. Logo, (8% UK(Y)=T1 UK({W}) =

{Vo} =1, ficando este caso concluido.

Suponhamos, entao, que I # {V;)} e tomemos & € I \ {V}. Escrevamos

up wj og
= ’ n|’
0 Wi Wy
onde vy ¢ W, paratodo £ € L. Se ] = 0, entdo L # ( (caso contrario, teriamos a = V{)). Neste caso,

0 = dim(Wa) < dim(Va). Por outro lado, se J # 0, escolhendo ji € J e u € V\W, escrevemos
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V = (u) @ (vg), onde W C (vq). Definamos A € T(V, W) por

0 u
A=|1 .
0 Wi
Temos Aa € I e dim(Wia) = 0 < 1 = dim(VAa). Portanto, se tomarmos Y = {a € I :
dim(Wa) < dim(Va)}, sabemos que Y é subconjunto ndo vazio de T. Vamos, de seguida, mostrar

que [ = Tr(Y) UK(Y)oul = Tr(Y)’ UK(Y).

Seja r = r(Y). Suponhamos, em primeiro lugar, que, para todo f € I, se tem dim(Wp) < r. Se
dim(Vp) < r, é claro que B € Ty. Por outro lado, se dim(Wp) < r < dim(VJ), temos f € Y e,

consequentemente, f € K(Y). Portanto, neste caso, I C T U K(Y).

Para o reciproco, suponhamos que f € Ty. Se dim(Wa) < dim(VB) < r, para todo a € Y,
contradizemos a escolha de r = r(Y), ja que dim(V f8) seria menor que min{s : s > dim(Wa), para
todo a € Y}. Logo, existe & € Y tal que dim(VB) < dim(Wa) < r. Desta forma, pelo Lema 16,
B = Aap, paraalguns A,y € T.Ora,« € Y C I el éideal de T, donde segue que g € I. Se f € K(Y),
por definicdo, B € T e existe a € Y tal que ker B 2 ker a. Pelo Lema 14, existe i € T tal que B = ap.
Ora, por I serideal, « € I e p € T, concluimos que au = f € I. Assim, temos T U K(Y) C I, pelo

que, neste caso, I = T U K(Y).

Falta, ainda, ver o caso em que existe y € I tal que dim(Wy) > r. Uma vez mais, se dim(Wy) <
dim(Vy), ¢ claro que y € Y, e contradizemos a escolha de r. Portanto, dim(Wy) = dim(Vy) e,
pelo Lema 20, se r < dim(Wy) = dim(Vy) = s, sabemos que existe A € T tal que dim(WAy) =
r < s = dim(VAy). Ora, isto contraria uma vez mais a escolha de r, ja que Ay € I (pois I é ideal
ey € I)e, como dim(WAy) < dim(VAy), temos Ay € Y. A contradicdo resulta de supormos que
r < dim(Wy). Ficamos, desta forma, apenas com o caso em que r = dim(Wy) = dim(Vy), pelo
que y € T,s. Assim, se tomarmos um qualquer § € I tal que r < dim(W ), concluimos que 8 € T..
Ja vimos que, se f € I é tal que dim(Wp) < r, entdo B € T, UK(Y). Ora, T, C T,, e, portanto,
T, UK(Y) C T, UK(Y). Segue, entdo, que I € T,» UK(Y).

Para a inclusao contraria, se tomarmos 8 € T,», entdo dim(V ) < r = dim(Wy) = dim(Vy), onde
y € o elemento de I acima mencionado. Pelo Lema 16, concluimos que f € I. Por definicdo, K(Y) C I,

pelo que concluimos que T,» U K(Y) C I e, assim, I = T,» UK(Y). O

Relembremos que, para qualquer espaco vetorial U, os ideais de T'(U) formam uma cadeia sob a ordem

induzida pela incluséo. lremos agora ver que T quase nunca ¢ isomorfo a T(U), com U espaco vetorial,
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pois conseguimos definir ideais de T que nao estao relacionados pela inclusdo. Comecamos por descrever

uma familia de ideais de T.

Lema 21. Sgjal < r < dimW. Entéo, Jr = {a € T : dim(Wa) < r} éideal de T = T(V,W).

Demonstracdo. Tomando @ € Jr e A,p € T, entdo WAa € Wa, pelo que Aa € Jr. Por outro lado,

dim(Wayp) < dim(Wa), donde se conclui que au € Jr e, consequentemente, J, é ideal de T. O

Corolario 13. SedimV > 3, entdo T = T(V, W) nao é isomorfo a T(U), qualquer que seja o espaco

vetorial U.

Demonstracdo. Suponhamos que dim(V) > 3 e tomemos em consideracao que, como W ¢ subespaco

proprio ndo nulo de V, dim(W) > 1e W # V.

Comecemos por supor que dim W = 1. Podemos, assim, escrever V = (v1,05) @ () ® (wq), com
W = (wq) e M eventualmente vazio. Definamos 71, 75 € T como se seguem.

vy Um W U v Um W] 0

m o= , Tp= .

0O 0 0 w 0 0 0 w
Sejam Y1 = {1} e Y» = {mp}. E claro que, tomando qualquer 8 € K(Y;) temos, por definicdo, que
ker B 2 ker 7 e, comoker 1y 2 W, temos W C ker f8. Reparemos que K (Y1) é ideal de T. Tomando
um qualquer A € Te B € K(Y7), temos VAB € WS = {0y}, isto &, ker(Af) = V 2 ker 7y, pelo que
AB € K(Y7). Eclaro que, dado pz € T, ker uB 2 ker B 2 ker 7y, ou seja, fu € K(Y7). Assim, K(Y7)
é, efetivamente, ideal de T. Analogamente, provamos que K(Y,) também € ideal de T. No entanto,
m1 € K(Y)\K(Y2) e mp € K(Y»)\K(Y7), pois ker ry 2 ker mp e ker my 2 ker 7q. Portanto, os

ideais de T nao formam uma cadeia quando dim W = 1.

Suponhamos, agora, que dim W > 2. Tomemos w1, wp € W, linearmente independentes. Seja, ainda,
u € V\W. Entdo, v = u+ wy e vp = u + wy sdo, também, linearmente independentes. Mais,

v1,0p € V' \ W. Escrevamos
W= (w,wp) ®(wn) e V=(v,02) ® (vm) ® (W), w2) & (Wn)

e sejam a, B € T aplicacdes nao nulas definidas por
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Um W|{ W2 wp 01 0) U1 U2 Um Wy wp W

5

0 0 0 0 w wy 00 0 0 0 wy
Notemos que dim(Wa) = 0 e dim(Wp) = 1, peloque « € J; e B ¢ J;. Por outro lado, dim(Va) = 2
e dim(VB) =1, o que nos faz concluirque @ € T> e € T»>. Ora, J; e T sdoideaisde T, e & € J;\ T»,
B € T, \ Ji. Portanto, também neste caso, os ideais de T ndo formam uma cadeia. Desta forma, para

dimV > 3, T n&o é isomorfo a T(U), qualquer que seja U espaco vetorial. O

No resultado que se segue, vemos como escrever qualquer ideal principal do semigrupo T(V, W) na
forma Tr(Y) UK (Y), para algum Y. Parece, no entanto, pouco provavel que consigamos definir condicoes
para determinar quando um ideal Tr(Y) U K(Y) de T é principal, ao contrario do que fizemos para os

ideais de Q.
Teorema 37. Sejama € T=T(V,W) es = dim(Wa). Entéo,
TaT =T, UK(Y),
comYy=TaTer=r(Y)) =5, ¢
TlaT! = T, UK(Yy),
comYr,={a}ter=r(Yy) =5

Demonstracao. Escrevamos, com as nossas habituais escolhas de bases,

u; Wj [
“= ’ ’
0 wi Wy

eV =(uy)® (w}) ® (w,’(). Definamos &, e em T(V) por

) ) ’ ’ ’
5 uj U wj Ce- up W Wj .
0 0 wj 0O 0 w.
J
E claro que 8, ¢ € T e, tomando 7 = Sae temos
/ / /
Uu; o Wi U; wj 0 u w w. u; o0 Wi
o= i Uk j i j Yk r k VA k J,
0 0 wj/\O w;. wr/\0 O w;. 0 0 wj
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pelo que 7 € T e dim(Wx) = dim(V ) = |J| = s. Observemos que, tomando quaisquer A, u € T,

temos dim(Wap) < dim(Wap) < dim(Wa) = s. Ou seja, para todo € TaT, dim(Wp) < s.

Tomemos Y| = TaT e seja r = r(Y). Suponhamos que r > s’. Pela definicdo de r(Y}) e por
Y| = TaT, existem A, p € T tais que s’ < dim(WAay). Ora, dim(Wlay) < dim(Wa) =s, o que
é uma contradicéo. Logo, r < s’. Por outro lado, como = € TaT = Y] e dim(Wr) = s, segue, pela

escolha de r, que r > s, ou seja r > s’. Assim, concluimos que r = s’.

Vamos mostrar que TaT = T, U K(Y7). Como, por definicdo, Y| € K (Y1), temos
TaT =Y] CK(Y]) C T UK(Yp).

Vejamos, entdo, se T, UK (Y1) € TaT. Ora, dado f € K(Y7), existe £ € Y tal que ker § 2 ker £. Pelo
Lema 14, existe € T tal que § = &y/. Mas £ € Y] = TaT, pelo que podemos escrever f = Aauy/,
com A, u € T, ou seja, B € TaT. Por outro lado, dado B € Ty, temos dim(Vp) < r = s’. Logo,
dim(VB) < s = dim(Wa). Pelo Lema 16, existem A, u € T tais que f = Aap, ou seja, f € TaT.
Portanto, T- U K(Y1) € TaT, e obtemos a igualdade pretendida.

De seguida, mostramos que Tlat! = Tr,(YZ) UK(Y»), para Y, = {a}. Consideremos, entdo, Y> = {a}

€ Seja r= r(YZ) Como dlm(WO,’) =se Y2 = {0{}, temos r = S’.

Comecemos por mostrar que TlaT! C Tr UK(Y). Dado 8 € T10cT1, existem A,y € T! tais que
B = Aap. Se A = 1, entdo B = ay e, portanto, ker f = ker(ap) 2 kera, com a € Y;. Ou seja,
B € K(Yp).Se A # 1, entdo dim(VB) = dim(VAap) < dim(Wap) < dim(Wa) = s, pelo que
B € Ty Portanto, em ambos os casos, € T U K(Y>), pelo que Tlat! Tr UK(Yy).

Mostremos, agora, que Ty U K(Y>) € TlaT!l. Se p € Ty, entdo dim(Vp) < r = s, pelo que
dim(VB) < s = dim(Wa). Pelo Lema 16, concluimos que f € TaT C TlaT1. Por outro lado, se
B € K(Y>), entéo ker B D ker a (recordemos que o tnico elemento de Y5 é a). Assim, pelo Lema 14,
existe p € T tal que f = ap. Portanto, f = Aap, com A =1epu € T. Em particular, § € TlaT! Desta
forma, T1aT! = T, U K(Y>). O

5.3 Subsemigrupo regular maximal

Na seccédo 5.1, provamos que o conjunto Q de todos os elementos regulares de T(V, W) é, de facto,

um semigrupo, pelo que Q é o maior subsemigrupo regular de T(V, W). Caracterizamos as relacdes de
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Green em Q e, na seccao seguinte, descrevemos todos os seus ideais. Ao longo desta seccao, iremos

estudar com mais detalhe este subsemigrupo de T'(V, W), em particular quando W ¢ finitamente gerado.

Os resultados apresentados nesta seccdo devem-se, na sua maioria, a Sommanee e Sangkhanan e foram

publicados em [11].

Se W for finitamente gerado, com dimW = n < N0, definimos, para cada k tal que 0 < k < n, 0
conjunto

J(k) = {a € QO : dim(Va) = k}.

Pelo Lema 17, J(k) é uma J-classe de Q, para cada k. N&o é dificil verificar que cada J(k) contém,
pelo menos, um idempotente. De facto, se W = (wq,..., wg) © (Wi4q, ..., Wn), podemos escrever

V=(wi,..., W) ® (W41, ..., Wn) ® (vp). Entdo,

wi ... W Wiyl - Wn Uy
£ =

wi ... wp. O ... 0 O
¢ um idempotente de O e dim(Ve) = k, pelo que € € um idempotente de J (k).

O unico elemento de J(0) é a transformacéo linear nula Vjy. Por outro lado, se @ € J(n), entdo

dim(Va) = n = dimW. Como Va € W e n é finito, concluimos que Vo = W. Logo, todos os

elementos de J(n) tém espaco imagem igual a W, pelo que J(n) consiste numa sé L-classe.

Pelo Teorema 35, sabemos que os ideais de Q séo exatamente os conjuntos Qys, com 0 < k < n. Ora,

nao ¢ dificil de ver que, para cada k,

QO =J(O)uJM)U---U (k).
Como Q é regular e Qs € um ideal de Q, nao é dificil ver que Q. € um subsemigrupo regular de Q.

No que se segue, descreveremos as H-classes de Q que sao grupos (para W com dimensé&o finita ou
infinita). Para tal, recorreremos ao grupo GL(U) de todos os automorfismos de um subespaco vetorial

U de V. Recordemos que, pelo Lemma 15, dados «, € Q,
aHP seesose Va=Vp e kera=kerp.
Lema 22. Seja ¢ € Q um idempotente. Entédo, He = {¢o : 0 € GL(V¢)}.

Demonstragdo. Seja o € GL(Ve). Entao, (Ve)o = Ve. Mais, eo : V. — V é uma transformacdo em

T(V)talque V(eo) = (Ve)o=Ve C WeV(eo) = (Ve)o = (We)o = W(eo), pelo que eo € Q.
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Vejamos que ker eo = kere. Dado u € ker eo, temos (ue)o = u(es) = 0, pelo que ue = 0 (pois
o é um automorfismo). Logo, u € ker ¢ e, portanto, ker eo C kere. E claro que kere C kereo, e a
igualdade pretendida segue. Como Veo = Ve e kereo = ker ¢, temos, pelo Lema 15, que eo € He

(pois ea, € € Q).

Tomemos, agora, & € He. Pelo Lema 15, Ve = Va e kere = ker a. Como H, é a H-classe de um

idempotente, sabemos que He € um grupo e ¢ é a sua identidade. Logo, ca = a.

Definamos o como a restricdo de o a Ve, isto é, o = Ay, Entdo, o € uma aplicacao linear de dominio
Vee (Ve)o = (Ve)a = V(ea) = Va = Ve, pelo que o : Ve — Ve é uma aplicacdo sobrejetiva. De
seguida, mostramos que o também & injetiva. Para isso, tomemos u, v € Ve tais que uo = vo. Sendo o
a restricao de « a Ve, podemos concluir que ua = va. Logo, (u —v)a = 0, ou seja, u — v € ker a. Por
hipotese, ker o = ker ¢ e, assim, (u—v)e = 0. Logo, ue = ve. Ora, comou,v € Ve, existemu’, 0" € V

tais que u = u’e, v = v’¢. Portanto,

u=ue=ue* = (u'e)e = ue, v=0e=0e? = (v e)e = ve,

donde segue que u = ue = ve = v. Logo, o € injetiva. Por outras palavras, vimos que o € GL(V¢).
Falta apenas ver que @ = ¢o. Ora, para cada v € V, v(eo) = (ve)a = va. Entdo, @ = €0, com

o € GL(Ve). O

Com o Lema anterior, vemos que podemos escrever cada elemento da /H-classe de um idempotente ¢
como o produto de & por um automorfismo de Ve. Assim, verificamos que cada H-classe de Q que é

um grupo é isomorfa a um grupo de automorfismos, como descrevemos em seguida.

Lema 23. Para cada idempotente e em Q, He = GL(Ve¢).

Demonstracdo. Seja ¢ € Q. Pelo Lema 22, He = {¢0 : 0 € GL(V¢)}. Definamos ¢ : GL(Ve) — He
por ¢ = €o, para cada o € GL(Ve). Vejamos, em primeiro lugar, que ¢ € injetiva. Sejam o,7 €
GL(Ve) tais que o = 7¢. Pela definicdo de ¢, temos eo = er. Para cada v € Ve, existe o’ € V tal
que v = v’¢ e, portanto, vo = (v’e)o = v’ (e0) = v/ (e1) = (ve)7 = vr. Assim, o = 1, e ¢ & injetiva.

Para mostrarmos a sobrejetividade de ¢, tomemos y € He. Entdo, y = €0, para algum o € GL(Ve).

Por definicéo, c¢ = ea =y, isto ¢, ¢ é sobrejetiva.

Falta mostrar que ¢ é morfismo de grupos, isto é, ¢ preserva a composicao de fungdes. Tomemos, entéo,

0,7 € GL(Ve). Entdo, (o7)¢p = e(or) = (e0)7. Vimos acima que, para todo u € Ve, temos u = ue.
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Ora, para todo v € V, ve € Ve, pelo que (ve)o € Ve. Logo, (ve)o = ((ve)o)e. Portanto, para todo

veV,
v(eoe) = (ve)o.
Logo, para todo v,

v(eoer) = v(eoe)t = (ve)ot = v(eoT),

pelo que (o7)¢ = e(o7) = e0T = eoer = (o) (7). O

Ao longo do resto desta seccdo, W é um subespaco finitamente gerado e dimW = n (com n € No).

No teorema seguinte, descrevemos a J -classe J(n) de Q.

Teorema 38. Seja {¢p : p € P} o conjunto de todos os idempotentes em J(n). Entéo,
Jn) = | He,
peP

e, portanto, J(n) é uma unido disjunta de grupos, todos isomorfos.

Demonstracao. Vimos antes que {ep :p € P} # 0 e sabemos que H C 7. Logo, P # 0 e, para cada
pEP, ng C J(n). Portanto,

peP

Para a incluséo reciproca, tomemos a € J(n). Por definicdo de J(n), @ € Q e dim(Va) = n. Su-
ponhamos que ker & = (u;) e Va = (wja), onde, para cada j € J, w; € W. Como, por hipdtese,

dim(W) =n < NoeVa € W, temos Va = W e, por isso, |J| = n. Podemos, assim, escrever

up wj
a=|" I
0 WJ'OC
Definamos € em T(V') por
uj wij
e=| = 7.
0 wj

E claro que ¢ é idempotente em Q e, como dim(Ve) = |J| = n, temos & € J(n). Mais, como n < 8,
podemos concluir que Ve = W.
Ora, temos ker @ = (u;) =keree Va =W = Ve, ou seja, @ € Hy C Upep He,, de onde se conclui

a igualdade.

Para concluir a demonstracéo, basta notar que, pelo Lema 23, para todo p € P, ng = GL(Vgp) =

GL(W), ou seja, temos uma uniao disjunta de grupos isomorfos entre si. O
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Introduzimos, agora, dois lemas mais técnicos, que nos permitirdo demonstrar outros resultados.

Lema 24. Sejam ¢; e ¢ idempotentes em J(n) e seja o € GL(W). Entéo, joej = ¢j0 € gjej = &;.

Demonstracdo. Tomando v € V, temos que ve; € Ve; = W. Notemos que (vej)o € W = Vej (pois
o € GL(W)). Assim, sabemos que existe u € V tal que ue; = vejo, donde vejoej = (uej)ej = uej =
vejo. Portanto, ¢jo¢; = ¢j0.

Em particular, se ¢ = idyy € GL(W), utilizando o que acabamos de ver, temos EiEj = & idy & =

& idW = &j. O

Lema 25. Seja {¢p : p € P} o conjunto de todos os idempotentes em J(n). Entdo, {ep : p € P} é

semigrupo zero a esquerda e He,; He = Hg;, para todos i, j € P.

Demonstracdo. Sejam ¢;, € idempotentes em J(n). Pelo Lema 24, temos ¢;e; = ;. Portanto, {¢p :

p € P} é semigrupo zero a esquerda.

Tomemos & € He; e f € ng. Temos, entdo, a = ¢joe f = €jT, para alguns o,7 € GL(W).
E importante notar que GL(W) = GL(Ve;) = GL(Vej), como vimos anteriormente. Pelo Lema 24,
temos aff = (g0)(ejr) = (goej)t = (go)r = ¢i(or). Como 0,7 € GL(W), também o7 €

GL(W) = GL(V¢;), pelo que aff € He; e Hgngj C Hy;.

Para verificarmos a incluséo reciproca, consideremos y € Hy;. Entdo, existe 7 € GL(Ve;) = GL(W)
tal que y = ¢; e, consequentemente, y = ¢ = EjNEj] = YEj € Hgngj. Portanto, He; C Hgngj, ea

igualdade verifica-se. O
Podemos agora mostrar que a J -classe J(n) de Q é um semigrupo regular.

Teorema 39. O conjunto J(n) é um subsemigrupo regular de Q.

Demonstracdo. Pelo Teorema 38, J(n) = Upep ng Logo, o Lema 25 assegura-nos que J(n) é um

semigrupo. Falta, assim, provar a regularidade de J(n).

Dado @ € J(n), existe i € P tal que a € Hyg;. Sabemos que He; € grupo, pelo que existe a e Hg; tal
que o’ = aa’ = ¢;. Mais, como a € Hy;, entdo a = ¢;0, para algum o € GL(W). Desta forma,
ad’a = eja = ¢;(ejo) = gjo0 = a, pelo que « € regular em J(n). Assim, J(n) € um subsemigrupo

regular de Q. m|
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No que se segue, iremos assumir que o corpo K é finito. Assim, W é um subespaco finitamente gerado
de V definido sobre um corpo K finito. Ja vimos que Q é o maior subsemigrupo regular de T(V, W).

Pretendemos agora descrever todos os subsemigrupos regulares maximais de Q.

O resultado que se segue sera usado na demonstracdo de outros resultados.
Lema 26. Paratodoa € J(n—1),

J(n=1) cJ(n)aJ(n).

Demonstracdo. Seja a« € J(n — 1). Escrevemos Va = Wa = (wja), onde {w;} é um conjunto
linearmente independente de vetores de W, com |I| = n — 1. Como Wa = (w;a), temos W =
(kera N W) @ (w;). Ora, dim(W) = n e dim(w;) = n — 1, pelo que dim(kera N W) = 1.
Portanto, ker « N W = (u), para algum u € V. Escrevamos ker a = {(u) @ (uj). Desta forma, temos

W =(u) @ (wj) eV =(u) ®(uj) ® (w;), pelo que podemos escrever & como

u uj w

a= .
0 O wix

Pretendemos mostrar que J(n — 1) C J(n) a J(n). Para isso, tomemos f € J(n — 1). Tal como vimos

para a, podemos escrever § como

l4 4 /
[ W
/

0 0 wp

onde VB = WS = (wip), ker fn W = ('), ker § = (') ® (u;c) eV =)o <ul,<> ® (w)).
Observemos que |K| = codimW = |J|. Por |I| = n — 1, existem w e w’ em W tais que W =
(wja) ® (w) = <wlfﬁ) @ (w’). Escrevamos V = W & (v;). E claro que, como |L| = codim W, temos
|L| = |J| = |K|. Definamos y, & € T(V, W) por

= ul’c u w 5 vy W wia |
0 u w 0 w wl’ﬁ
E trivial que y, 8 € J(n) e
v = ul’< ' owiluoup owi \[op W wia ~ u;C uw _p
0 u wiJ\0 0 wja/\0 W w:ﬁ 0 0 wl{ ,
pelo que B € J(n) a J(n) e, portanto, J(n —1) C J(n) a J(n). O
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Descrevemos, no resultado que se segue, o primeiro subsemigrupo regular maximal de Q. Em particular,
este resultado diz-nos que, excluindo todas as transformacdes em Q cuja imagem tem dimensao n — 1,

continuamos a ter um semigrupo regular.

Teorema 40. O conjunto Q,,_» U J(n) é um subsemigrupo regular maximal de Q.

Demonstracdo. Pelo Teorema 35, Q,,_> ¢ ideal de Q. Como Q € o conjunto de todos os elementos
regulares de T(V, W), vem que Q,,_» ¢é subsemigrupo regular de Q. Por outro lado, pelo Teorema 39,
J(n) é subsemigrupo regular de Q. Assim, Q,,_> U J(n) é subsemigrupo regular de Q. Falta apenas

provar a sua maximalidade.

Suponhamos, entao, que existe S subsemigrupo regular de Q tal que

Qn—2U](n) ,C«_SQQ-

Entao, existe @ € S\(Q,_» U J(n)), ou seja, existe « € S tal que o ¢ Q,_» e a ¢ J(n). Portanto,
aeSNnJ(n-1)edim(Va) =n-1.

Queremos provar que S = Q. Ora, temos Q = Q,,_» U J(n — 1) U J(n) e sabemos, por hipdtese, que
Qn,_2U J(n) € S.Se J(n—1) € S, podemos concluir que Q C S e a igualdade segue. Desta forma,
tomemos S € J(n—1) e verifiquemos que f € S. Pelo Lema 26, existem 8, y € J(n) tais que = day.
Como J(n) € S, temos 6,y € S. Também « é um elemento de S, pelo que f € S. Assim, Q = S, e

Q,,—2 U J(n) é um subsemigrupo regular maximal de Q. |

Denotemos por E(J(n)) o conjunto de todos os idempotentes de J(n), isto &, E(J(n)) = {¢p : p € P}.
Pelo Lema 23, para cada p € E(J(n)),

He, = GL(Vep) = GL(W).
Por outro lado, sabe-se que GL(W) é isomorfo a GL(n, q), o grupo linear geral de grau n, onde q = |K]|.
Ora, GL(n, q) é um grupo finito e, portanto, para todo p € P, ng ¢ também grupo finito.

Dado p € P, consideremos o isomorfismo de grupos qu : ng — GL(W) tal que, para todo o €
GL(W), epo¢ = 0. Tomando U subgrupo maximal de GL(W), podemos afirmar que Mp = U¢Ij1 =
{e‘po : 0 € U} é subgrupo maximal de ng. No proximo resultado, usamos estes subgrupos maximais

para construir um subsemigrupo regular maximal de J(n).
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Lema 27. Sejam {ep : p € P} o conjunto dos idempotentes de J(n) e U um subgrupo maximal de
GL(n,q). Para cada p € P, sejam ¢pp e Mp = Ugb;l como definidos acima. Entédo, o conjunto

M=) Mp

pEP

é um subsemigrupo regular maximal de J(n).

Demonstracdo. Comecemos por reparar que

M = UMP c UHEP :](n)'
pEP peP

Num primeiro passo, vejamos que M é semigrupo. Sejam « € Mp1 epfe MPZ’ para certos pq, pp € P.
Podemos escrever & = ep 81 € f = ep, 52, 0nde 61, 65 € U. Assim, segue que aff = (ep, 1) (ep,2) =
(ep61€p,)62 = (€p)81)2 = €p,(6182). Ora, 5165 € U, pelo que aff € Mp, € M. Logo, M é semi-
grupo e, consequentemente, subsemigrupo de J(n). Quanto a regularidade, basta-nos reparar que, para

cadap € P, M) € grupo e, portanto, M € regular. Falta apenas provar a maximalidade de M.

Seja T um subsemigrupo regular de J(n) tal que M C T C J(n) e tomemos « € T\M. Entao,
a € ng \Mp, paraalgump € P. E claro que (MpU{a}) C T e ébem sabido que todo o subsemigrupo
finito S de um grupo G ¢ seu subgrupo. Logo, como ng é grupo finito, 0 seu subsemigrupo (Mp U {a})
€ subgrupo de ng. Temos

Como Mp, € subgrupo maximal de ng, segue que (Mp U {a}) = ng.

Pretendemos mostrar que T = J(n), ou seja, que J(n) C T. Desta forma, tomemos f € J(n). Entao,
existe g € P tal que f € ng, pelo que podemos escrever = €qrr, para algum 7 € GL(W). Pelo
Lema 24, Eqép = €q- Logo,

B = eqm = (eqep)m = eq(eprm).
Ora, como U é subgrupo de GL(W) e idyy ¢ a identidade neste grupo, temos €q = &q idyy € Myg. Por
outro lado, epr € ng = (Mp U {a}) C T. Assim, como Mg € M C T, segue que B € T. Logo,

J(n) C T, de onde concluimos a maximalidade de M. O

Este resultado permite-nos construir mais um subsemigrupo regular maximal de Q.
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Teorema 41. Seja M = Upe p Mp como definido no Lema 27. Entao, Q,,_1 U M é um subsemigrupo

regular maximal de Q.

Demonstracdo. Comecemos por observar que M é subsemigrupo regular de Q e que Q,,_1 € ideal
do semigrupo regular Q, pelo que Q,,_1 € subsemigrupo regular de Q. Podemos, entao, concluir que
Qpn—1 YU M ¢ subsemigrupo regular de Q. Vamos agora mostrar que ¢ maximal nessas condicoes.

Seja S subsemigrupo regular de Q tal que (Q,,_q1 UM) C S € Q. Notemos que M C J(n) € Q eque
On_1NJ(n) =0.Assim, (Q,—qUM) N J(n)=MeQn J(n) = J(n), pelo que temos

M S SnJ(n) < J(n). (2)

Como J(n) é a uniao disjunta dos grupos ng, com p € P, temos

SNnJj(n)=Sn Ung = U(Sﬂng).
€P peEP

Vamos mostrar que, para cada p € P, SN ng =MpouSnN ng = ng. Para isso, tomemos p € P.

Temos M C S, pelo que Mp < S. Por outro lado, Mp € ng. Logo,

Mp € SN Hy, C Hey,. (3)

Como ng é grupo finitoe SN ng € um seu subsemigrupo, sabemos que SN ng é subgrupo finito de

ng. Mas Mp € um subgrupo maximal de ng. Portanto, de (3) vem S ﬂng =MpouS$ ﬂng = ng.

Desta forma, concluimos que S N J(n) = Upep(S N ng) ¢ uma unido disjunta de grupos e, portanto,
S N J(n) é um semigrupo regular. Mas M é um subsemigrupo regular maximal de J(n) e, por (2),
concluimos que S N J(n) = J(n). Logo, temos J(n) € Se Q,_1 € S. Entéo, Q = Q,,_1 U J(n) C

S C Q e, portanto, S = Q. Desta forma, a maximalidade de Q,,_1 U M fica provada. O

Iremos provar que existem apenas dois tipos de subsemigrupos regulares maximais de Q: exatamente os

descritos nos Teoremas 40 e 41. Para tal, iremos precisar dos préximos quatro lemas.

Lema 28. Seja T um subsemigrupo regular maximal de J(n). SejaR = {r € P : TN He, # 0} e
sejaTy = T N Hg,, para todor € R. Tomando ¢, como definido no paragrafo anterior ao Lema 27, seja

Ty¢r = Vy em GL(W), para todo r € R. Entéo,
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1. Vi = Vs, para todosr,s € R;
2. Ty € subgrupo maximal de He,., para todo r € R.

Demonstracdo. Comecemos por provar a igualdade entre V;- e Vs para certos r, s € R. Notemos que Ty é
subsemigrupo finito de He,., que € um grupo finito. Portanto, T, € subgrupo de H,.. Assim, sabemos que
Ty # 0 e, analogamente, Ts # (0. Mais, podemos escrever Ty = {ero : o € Vi-}, onde & é idempotente

de He,.

Tomemos, agora, o € V. Entéo, er0 € Ty Ora, pelo Lema 24, eso = e5(er0), pelo que eso € TsTy C
T. Por outro lado, 50 € Hg,, pelo que eso € T N He, = Ts. Temos, assim, que es0 € T, 0 que implica
que o € Vs e, consequentemente, V- C V. De forma semelhante, o reciproco prova-se, concluindo-se

que V- = V4.

Para a segunda parte do Lema, suponhamos que existe s € R tal que Ts nao é subgrupo maximal de
He,. Assim, existe Ns subgrupo maximal de He, tal que Ts C Ns C He,. Seja U = Ns¢ps € GL(W).
Entdo, como ¢ é um isomorfismo de grupos, U ¢ subgrupo maximal de GL(W). Mais, Vs = Ts¢ps <

Ns¢s = U, ja que ¢g € isomorfismo.

Tomemos M = Upep Mp, onde Mp = Uqﬂ;l, para todo p € P. Pelo Lema 27, M é subsemigrupo

regular maximal de J(n). Assim, como Tr¢r = Vp = Vg C U, para todo r € R, segue que T C

=

Ugl)r_1 = My, para todo r € R. Portanto,
T = UTrg UMrQ UMP:ng(n),
reR reRr pEP

0 que contradiz a maximalidade de T. Logo, podemos concluir que T € subgrupo maximal de H,., para

todor € R. O

Lema 29. Um conjunto T é subsemigrupo regular maximal de J(n) se e sé se existir U subgrupo

maximal de GL(W) tal que T = Jpep Mp, com Mp = Ugbljl, para todo p € P.

Demonstracdo. Seja R tal como definido no Lema 28. Se R = 0, entdo
T = U(Tﬂng) = U 0 =0,
pEP peP
0 que € uma contradicao. Logo, R # 0 e existe r € R tal que T, = T N He, # (. Pelo Lema 28, Ty

é um subgrupo maximal de Hy, . Seja Tr¢r = V;-. Como ¢r € isomorfismo, Vi € subgrupo maximal de
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GL(W). Tomemos U = V; e reparemos que, novamente pelo Lema 28, U = V, para todo s € R. Seja

Mp = U(;Sjjl, para todo p € P.

Vamos mostrar que T = Upep Mp. Dado o € T, existe s € Ptalque o« € TNHg,. Assim, TNHg, # 0,
peloque s € Re T N He, = Ts. Mais, Ts € subgrupo maximal de He,. Temos ads € Tspps = Vs = U.
Logo, a € U¢S_1 =M C Upep Mp. Ficamos, entao, com

el M Cim,
peP

onde Upep Mp € um subsemigrupo regular de J(n) (pelo Lema 27). Pela maximalidade de T', podemos

concluirque T = Upep Mp, como pretendido.

O reciproco sai diretamente do Lema 27, ficando a prova concluida. O

Lema 30. Para cada k tal que 0 < k < n — 1, o semigrupo Qy. é gerado por J (k).

Demonstracdo. Seja 0 < k < n—1.Se a € J(k), entdo a € Q. pois Qr = Qr_1 U J(k). Logo,
J(k) € Qy e, como Qy. € semigrupo, temos (J(k)) C Q.
Tomemos agora @ € Q. = J(k) U Qp_1. Se € J(k), € claro que J(k) € (J(k)). Por outro lado, se
a € Qy_1, entaoexiste r tal que 0 < t < k — 1 e a € J(¢). Assim, temos dim(Va) = t. Escrevamos
Va =Wa = (w;a), comw; € W e |I| = ¢t. Por um argumento usado anteriormente, podemos escrever
V=kera® (w;)e W = (kera N W) & (w;). Temos dim(W) = nedim(Wa) =t < k-1 <
n — 2, pelo que dim(ker @« N W) > 2. Logo, existem u, v € ker & N W tais que {u, v} é linearmente
independente. Escrevendo ker a = (u, v) ® (vs), podemos escrever o como

u v vs W

a= .

0 0 0 wia

Escrevamos W = (wja) @ (wj). Como |I| = t < n — 2, sabemos que |J| > 0. Fixemos jj em J e

definamos S, y em T(V') por

U 0 0Us Wi u v s w;
p= , Y= .
0O u 0 w 0 wj, 0 wia
E claro que VB C WeVy C W, pelo que ambas as aplicagdes estdo em T(V, W). Mais, como
VB=WpeVy=Wy,temos B,y € Q. Ora,

u v ovs willu v v w; u v U5 W
By = = =a.
O u 0 wij\0 wj; 0 wa 0 0 0 wa
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Como dim(V ) = dim(Vy) = |I| +1 = t + 1, concluimos que a € J(t+1) J(t +1). Seguem, assim,
duas hipéteses. Se t + 1 = k, entdo a € J(k)J(k) € (J(k)). Por outro lado, se tivermos t + 1 < k,
entdo podemos repetir o raciocinio inicial para concluir que g,y € J(t+2)J(t+2).Se t+2 = k, entdo «
escreve-se como o produto de quatro elementos de J(k) e, portanto, pertence a (J(k)). Caso contrario,
voltamos a repetir o raciocinio até conseguirmos escrever & como o produto de um numero finito de

transformacoes pertencentes a J (k). Concluimos, entao, que a € (J(k)) e, portanto, Q = (J(k)). O

Lema 31. Seja S um subsemigrupo regular maximal de Q. Entdo, as seguintes afirmacées séo verda-

deiras.
1. SeSnJ(n)=J(n),entdoSN J(n—-1) =0.
2. SeSN J(n) C J(n), entdo S N J(n) é subsemigrupo regular maximal de J(n).

Demonstracdo. Comecemos por provar que S N J(n) # 0. De facto, se S N J(n) = 0, entdo S C
On-1 € Qp_1 UM C Q, onde M é um subsemigrupo regular maximal de J(n) definido tal como no
Lema 27. Pelo Teorema 41, Q,,_1 U M é um subsemigrupo regular maximal de Q, o que contradiz a

maximalidade de S. Assim, S N J(n) # 0.

Suponhamos, em primeiro lugar, que S N J(n) = J(n). Entdo, J(n) C S. Se existira € SN J(n —1),
entdo a € J(n —1) e, pelo Lema 26, temos J(n — 1) C J(n)aJ(n) € SaS C S. Assim, S é um
subsemigrupo de Q que contém J(n—1). Pelo Lema 30, Q,,_1 € S, (pois Q;,_1 € 0 menor subsemigrupo

de Q que contém J(n — 1)). Portanto,

Q:Qn—luj(”) QS,

pelo que Q = S, o que contradiz a maximalidade de S. A contradi¢do resultou de supormos que existe

aeSNJn-1).Logo,SNJ(n—1) =0.

Suponhamos, agora, que SN J(n) C J(n). Como SN J(n) # 0, segue que SN J(n) é subsemigrupo de
J(n) e SN He, # 0, para algum r € P. Definamos, como anteriormente, R = {r € P : S N He, # 0}.
Entao,

snJ(m) = | J(snHg),

rer
onde S N He, é subsemigrupo finito de He,., para todo r € R. Portanto, S N J(n) é uma uniéo disjunta

de grupos e, em particular, ¢ um subsemigrupo regular de J(n). Se S N J(n) ndo é maximal nestas
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condicoes, entdo existe T subsemigrupo regular de J(n) talque SNJ(n) C T C J(n). Entdo, Q,,_1UT

é subsemigrupo regular de Q. Mas

§=5NQ=ENQp-1)UENJ() S Qp1UT SO,

0 que contradiz a maximalidade de S. Logo, podemos concluir que S N J(n) é subsemigrupo regular

maximal de J(n). O

Estamos, agora, em condicdes de apresentar o proximo resultado, que nos permite caracterizar todos os

subsemigrupos regulares maximais de Q.

Teorema 42. Os subsemigrupos regulares maximais de Q sao exatamente os conjuntos S da forma
Qn_2 U J(n), ouQ,_1 UM, onde M é um subsemigrupo regular maximal de J(n) como definido no

Lema 27.

Demonstracdo. Pelos Teoremas 40 e 41, Q,,_» U J(n) e Q,,_1 U M s&o subsemigrupos regulares

maximais de Q.

Suponhamos agora que S € um subsemigrupo regular maximal de Q. Tendo em conta o Lema 31, consi-
deramos dois casos: quando S N J(n) = J(n) e quando SN J(n) € J(n).Se SN J(n) = J(n) entao,
pelo Lema 31, SN J(n—1) = 0 e, portanto, S € Q,,_» U J(n). Mas, pelo Teorema 40, Q,,_» U J(n)

é subsemigrupo regular maximal de Q, bem como S. Logo, S = Q,,_» U J(n).

Por ultimo, se S N J(n) € J(n), entdo S N J(n) é subsemigrupo regular maximal de J(n). Do Lema
29, segue que SN J(n) = Upep Mp, onde, para cada p, Mp = Uqﬁjjl, com U subgrupo maximal de
GL(W). Tal como anteriormente, seja M = Upep Mp =S N J(n). E claro que S N J(n) € J(n)
e que S\J(n) € Q,_1 e, portanto, S € Q,_1 U M. Pelo Teorema 41, Q,,_1 U M é subsemigrupo
regular maximal de Q. Como, por hipotese, S também é subsemigrupo regular maximal de Q, temos

S=0,1UM. |

De seguida, consideramos o caso em que V = W e V é um espaco vetorial sobre um corpo K finito tal
que dimV =n < N0. Sabemos que quando V = W, entao T(V, W) = T(V). Ora, T(V) é regular,
pelo que Q = T(V) e, consequentemente, J(n) = {a € T(V) : dim(Va) = n}. Dado a € J(n),
temos dim(V) = dim(Va) = n < 8, pelo que V = Va. Assim, toda a aplicacéo a € J(n) é bijetiva,

isto é, J(n) = GL(V). O resultado que se segue &, pois, corolario do Teorema 42.
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Corolario 14. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n < Nq sobre um corpo finito K e seja S um
subsemigrupo regular maximal de T (V). Entéo S é da forma Q,,_» U GL(V), ou Q,,_1 U M, com M
subgrupo maximal de GL(V').
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Capitulo 6

Semigrupos de transformacoes lineares

com um espaco invariante

Dado um espaco vetorial V sobre um corpo K e um subespaco W de V, podemos considerar o semigrupo
de transformacdes lineares correspondente a S(X, Y), isto ¢, o subsemigrupo de T(V') que consiste de

todas as aplicacoes lineares que deixam W invariante. Temos, entdo, o conjunto
S(V,W)={aeT(V): Wa C W},

gue sera objeto do nosso estudo neste capitulo. A maioria dos resultados aqui apresentados estao publi-

cados em [3].

Notemos que, se V.= W ou W = {0y}, entdo S(V, W) = T(V), pelo que S(V, W) pode ser visto
como uma generalizacdo de T(V'). Comecemos por ver que todo o S(V, W) é, de facto, um semigrupo.
Proposicao 11. O conjunto S(V, W) é um subsemigrupo de T(V).

Demonstracdo. Comecemos por mostrar que S(V, W) é néo vazio. De facto, tanto idy como Vjy séo

elementos de T(V), e Widy = W, WV; = {Oy} € W. Logo, idy, V[ € S(V, W).

Sejam a, f € S(V,W).Entdoa, f e T(V) e Wa C W, WS C W. Entdo, af € T(V) e
W(af)=(Wa)p S WL CW.

Logo, af € S(V,W). Assim, S(V, W) é um subsemigrupo de T(V). O

E facil verificar que S(V, W) contém o semigrupo T(V, W) = {a € T(V) : Va C W}, definido no
capitulo anterior. Na verdade, T(V, W) € um ideal de S(V, W).
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Proposicao 12. O conjunto T(V, W) é um ideal de S(V, W).

Demonstracéo. E claro que T(V, W) C S(V, W), uma vez que, para todo a € T(V), de W C V segue
que Wa C Va. Assim, se Va € W também Wa C W. Portanto, T(V, W) é um subsemigrupo de
S(V,W). Vejamos que &, de facto, um ideal. Consideremos, entdo, @ € T(V,W) e A, u € S(V,W).
Temos

V(da) = (VA)a S Va C W,
pelo que Aa € T(V, W). Por outro lado,
V(iap) = Vao)pc Wpcw

e, portanto, ap € T(V, W). O

6.1 Isomorfismos

Como referimos antes, se V.= W ou W = {0y}, temos S(V, W) = T(V). E bem sabido que T (V)
é um semigrupo regular. Por isso, neste caso, S(V, W) é regular. No entanto, em geral, S(V, W) nao é
um semigrupo regular. De seguida, caracterizamos os elementos regulares de S(V, W). Este resultado

deve-se a Nenthein e Kemprasit (ver [8]).

Lema 32. Sejax € S(V,W). Entéo, « é regularem S(V,W) seesé se Va N W = Wa.

Demonstragdo. Comecemos por supor que « ¢ regular em S(V, W). Entdo, existe y € S(V, W) tal
que aya = «. Ora, por @ € S(V, W), sabemos que Wa € W e, como W C V, temos Wa C Va.

Logo, Wa € Va N W. Vejamos que Va N W C Wa. Dado v € Va N W, existe o/ € V tal que

v’ = v. Assim, v = v’a = (’ay)a. Como v’a € W ey € S(V,W), temos (v/a)y € W. Portanto,

v=(ay)a € Wa,e Va N W C Wa. Logo, Va N W = Wa.

Assumamos, agora, que Va N W = Wa. Escrevamos Va N W = Wa = (wja), com w; € W para
cada i, e keraNW = (wy). Entdo, W = (w;) & (wy.). Podemos estender a base {wy} de kera n'W
para uma base de ker «, digamos {wy }U{zr}, e estender a base {w;a} de Va N'W para Va, digamos

Va = (wja) @ (vja). Assim, podemos escrever a como

Zr wg wi 0
o =
0 0 wja vja
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Como {wja} L'J{vja} € uma base de Va e Va é um subespaco de V, podemos escrever V = (z;) @

(vja) ® (wja). Definamos y € T(V') por

zt wia vja
)/ =
0 w o
Notemos que Wy C ({zt) ® (wja)) y = (w;) € W, pelo que y € S(V, W). Mais,

zZr wp wi oj\[zt wia vja\lzr wi wi 0j
aya = =a.
0 0 wja vjef\O w; 0;J\0 0 wja vja

Portanto, « é regular em S(V, W). O
Com este resultado, podemos concluir que S(V, W) é regular apenas quando W =V ou W = {0y }.

Lema 33. O semigrupo S(V, W) é regular see s se W =V ou W = {Oy/}.
Demonstracdo. Como ja referimos acima, se W = V ou W = {0y} entdo S(V,W) = T(V), que
sabemos ser um semigrupo regular.

Suponhamos, agora, que W C Ve W # {Oy }. Sejam W = (w) ® (wj) e V = W @ (v) ® (v;) (onde

J e I podem ser eventualmente vazios). Definamos a em T(V') por

w Wi 0

0O 0 w O

a =

Como Wa = {0y} € W, temos a € S(V,W). Mais, Wa = {Oy} # (w) = Van W e, pelo Lema

32, a néo é regular. Portanto, S(V, W) néo é regular. O

No capitulo 4, vimos que S(X,Y) é isomorfo a T(Z) see sé se X = Y ou |Y| = |Z]. O resultado

correspondente para espacos vetoriais e transformacdes lineares é o que se segue.

Corolario 15. Se W C V e W # {0y}, entdo S(V, W) nunca é isomorfo a T(U), qualquer que seja

0 espaco vetorial U.
Demonstracdo. O resultado sai de imediato, aplicando o Lema 33. ]

Notemos que S(V, W) tem sempre um elemento zero, a aplicacdo nula, que denotamos por V. Em
S(X,Y), nao temos, em geral, elemento zero. Iremos demonstrar agora este resultado, pois permite-nos

determinar quando é que semigrupos destes dois tipos distintos podem ser isomorfos.
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Lema 34. O semigrupo S(X,Y) tem elemento zero se e s6 se |Y| = 1.

Demonstragdo. Suponhamos que |Y| =1e Y = {a}. Definamos a em T (X) por
X
a= .

a

Eclaroque o € S(X,Y), pois Ya = Xa = {a} = Y. Naverdade, « ¢ 0 tnico elemento de S(X, Y), pois,
neste caso, todo o elemento de S(X,Y), por ser transformacéo total, tem dominio X e, por a imagem

estar contida em Y, tem contradominio {a}. Logo, a é elemento zero.

Reciprocamente, suponhamos que S(X, Y) tem elemento zero. Seja § esse elemento zero. Tomemos

b,c € Y e definamos B,y € T(X) por

E claro que B,y € S(X,Y). Como § é elemento zero, 5 = § = dy. Por outro lado, temos
0+ X(6P)=(XNPXp={b} e 0=+X(y) =Xy < Xy={c},

pelo que 6 = f e 8y = y. Assim, B = a =y, donde segue que b = c. Logo, |Y| = 1. |

Desta forma, se |Y| > 1, S(X, Y) nao tem elemento zero, enquanto que Oy, € S(V, W), para quaisquer

VeW.

Corolario 16. Seja Y um subconjunto nédo vazio de X. Se |Y| > 1, S(X,Y) nunca é isomorfo a

S(V, W), para qualquer espaco vetorial V e qualquer seu subespaco W.

6.2 Relacoes de Green

No Capitulo 4 vimos que, em S(X,Y), a L seesdose Xa = XfeYa = YfeaRf seesose
Mg = Tp € e (Y) = ﬂﬁ(Y). Para S(V, W), os resultados correspondentes seguem dos proximos

Lemas.

Lema 35. Sejam a, f € S(V,W). Entéo, existey € S(V,W) tal que « = yf seesdseVa C Vf e
Wa € W . Consequentemente, e L seeséseVa=VeWa=W§.
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Demonstracdo. Se a = yp, entdo Va = V(yp) = (Vy)B € Vp e, similarmente, Wa = W(yp) =
(Wy)p < Wp.

Suponhamos, agora, que Va C Ve Wa C Wp. Sejam W = (w;) e V = (w;) @ (v;j). Como
Wa € W, temos que w;a € W 3, pelo que existe wlf € W tal que wja = wlfﬂ. Analogamente, temos
que para todo vja € Va, existe v;.ﬁ € VP, tal que vja = v;ﬁ.
Tomemos
wi 0j

y =
Eclaroquey € T(V) e Wy = (wlf) C W. Logo, y € S(V,W). Mais, (w;y)p = wlfﬁ = wja e
(0jy)B = v;.ﬁ =vja, peloque a = yp.
Pelo que acabamos de ver, segue trivialmente que « L fem S(V,W) seeso se Va = Ve Wa =

W§. O

Lema 36. Sejam a, f € S(V,W). Entdo a = Py, para algumy € S(V,W), se e s0 se kerff C kera
eWp~1 c wa=l. Consequentemente, a R p se e so sekera = ker e Wp~! = wa~l.

Demonstracdo. Suponhamos que a = By, para algum y € S(V,W). Tomemos v € ker . Entdo
of = 0eova =o(By) = (vB)y = Oy = 0. Logo, v € ker a, e temos a primeira incluséo pretendida.
Dado w € W,B_l, temos wf € W. Como y € S(V, W), sabemos que Wy C W e, portanto, wa =
w(fy) = (wh)y € W. Logo, w € Wa~1, donde segue que Wﬁ_l cwal.

Reciprocamente, suponhamos que ker 8 C ker e Wﬁ_l cwal. Entéo, podemos escrever ker SN
W = (w;), ker f = (w;) ® (vj), kera N W = (w;) & (wy) e kera = (w;) ® (wr) ® (vj) ® (vy).
Tomemos W = (w;) & (wi.) @ (ws) e, por fim, V.= W @ (vj) @ (vg) @ (ur). Com estas escolhas de

bases, podemos escrever

Wi WL Ws 0 vp Ut 5 Wi W Wws 0 vy Ut
o = s =

0 0 wsa 0 0 wa 0 wiB wsBp 0 0B wp|
Temos Va = (wsa) @ (ura) e, ainda, VB = (wi.f) @ (wsf) @ (vef) @ (utf). Assim, podemos

escrever V.=VB & (zr) ® (zp), onde W = (W N V) & (zr). Definamos y € T(V) por

wif wsp o wf oz zp
0 wsa O wuya 0 O
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Vejamos que y € S(V, W), ou seja, que Wy € W. Como, para todo r, zry = 0 € W, basta verificar
que (W NVB)y € W. Assim, tomemos w € W N V. Entéo, existe x € V tal que w = xf. Como

x € V, podemos escrever

x:Zaiwi+ Z kak+ZCsWs+Zdej+Zefvf‘*‘thut,

i€l keK seS jej tel teT

donde segue que

w= " ai(wif)+ > bp(wpP)+ > es(wsp)+ > dj(0iB)+ > ep(oeB) + Y fiurp)

iel keK seS jej tel teT
= > bpwieh) + D cs(wsp)+ Y ee(veh) + Y filurh).
keK seS tel teT

e, aplicando y, temos

wy =) es(wsa) + ) fi(uta).

seS teT
Determinemos, agora, xa:

xa = Z aj(wja) + Z b (wra) + Z cs(wsa) + Z dj(vja) + Z er(vpa) + Z ft(ura)

i€l keK seS jej tel teT
= Z cs(wsar) + Z fr(uta).
SES teT

Entdo, wy = xa. Ora, sabemos que w = xff € WNV . Em particular, x € W e, portanto, x € W,B_1.
Mas W,B_1 Cc Wa_l, peloque xa € W, ou seja, wy € W.Logo, Wy € Wey € S(V,W). Facilmente

se verifica que o = fy. O

Para demonstrarmos o proximo Teorema, onde caracterizaremos a relacdo 9 em S(V, W), precisamos

dos dois lemas que em seguida apresentamos.
Lema 37. Sejaa € S(V,W). Entéo,
1. dim(Wa) = dim(W /(W N ker a)).
2. dim((Va nW)/Wa) = dim(Wa L/ (Wa)a™1).

3. dim(Va/(Va nW)) = dim(V/Wa™1).
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Demonstracdo. Comecemos por escolher bases para os espacos vetoriais em questdo. Como a €
S(V, W), podemos escrever Wa = (wja) e Va N W = (w;a) ® (vja), de onde segue que Va =
(wia) ® (vja) ® (via). Escrevamos, agora, kera N W = (zr) e kera = (zr) ® (zt). Por ul-
timo, podemos escrever V. = (wj) @ (vj) @ (vg) ® (zr) @ (zt), W = (w;) & (zr) e wal =

(wi) @ (vj) @ (zr) ® (2t).

Vejamos, em primeiro lugar, que dim(Wea) = dim(W /(W N ker «)). Ora, pela construcdo acima, €
facil ver que dim(Wa) = |I| = dim(W /(W N ker «)). Para a segunda igualdade, reparemos que
(Wa)a™ = (wj) @ (z1) ® (z1), pelo que

dim((Va n W)/Wa) = |J| = dim(Wa™ 1 /(Wa)a™ ).

Por ultimo, dim(Ve/(Va N W)) = |K| = dim(V/Wa™1). O

Lema 38. Sejam «, f € T(V, W). Entdo, ker a C ker § se e s6 se (Wa)a~1 ¢ (WB)p~L.

Demonstragdo. Suponhamos que ker a C ker f. Vamos mostrar que (Wa)a_l - (W,B)ﬁ‘l. Para
tal, tomemos x € (Wa)a_l. Entdo, xa € Wa e, portanto, existe w € W tal que xa = wa. Assim,
x —w € kera C ker f, pelo que (x — w)B = 0, isto é, xf = wp. Como w € W, concluimos que

xf € Wp e, portanto, x € (W,B),B_l. Logo, (Woz)oz_1 c (Wﬁ)ﬁ_1. |
Estamos, assim, em condicdes de avancar para o Teorema que se segue.

Teorema 43. Sejama, f € S(V, W). Entéo, a D B se e s6 se dim(Wa) = dim(Wp), dim((Va N
W)/Wa) =dim(VENW)/Wp) edim(Va/(VanW)) =dim(VB/ (VLN W)).

Demonstracdo. Sejam a, f € S(V, W) e suponhamos que a D f. Entdo, existe y € S(V, W) tal que
a Ly R p. Pelo Lema 35, sabemos que Va = Vy e Wa = Wy e, pelo Lema 36, kery = kerf e
Wy_1 = Wﬁ_l. Ora, pelo Lema 37, temos que

dim(Wa) = dim(Wy) = dim(W /(W nkery)) = dim(W /(W nker f)) = dim(Wp).
Mais, novamente pelo Lema 37,

dim((Va n W)/Wa) = dim((Vy n W)/Wy) = dim(Wy~1/(wy)y ™.
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Como Wyt = wp~Le, pelo Lema 38, (Wy)y~! = (Wp)B~1 (uma vez que ker y = ker B, temos
dim(wy ™!/ (wy)y™!) = dim(w g~/ (WpB)p~) = dim((V 0 W) /W).
Por ultimo, temos, pelo Lema 37,
dim((Va/(Va 0 W)) = dim((Vy/(Vy 0 W)) = dim(V/wy ™)

= dim(V/wpg™1) = dim(VB/ (VBN W)).

Reciprocamente, suponhamos que Wa = (w;a), W = (wlfﬁ), VanW)/Wa = (uja + Wa),
(VBNW) /W = (u}ﬁ+Wﬁ>, Va/(VanW) = (vpa+VanW) e VB/(VENW) = (UI’Cﬁ+VﬁﬂW>.
Temos, desta forma, VaNW = (wja) @ (uja) e Va = (vga) & (w;a) & (uja). Analogamente, temos

VBNW = <UI’<,B> & (wipyeVp = <UI,<'B> @ (wip) ® (u}ﬂ). Sejam ker a = (zr) e kerf = {(z).
Entdo, V = (zr) ® (vg) ® (wj) ® (uj) eV =(zt) ® (v;c) ® (w)) @ (u}) e podemos escrever

4 I4 14
a_(zr Wi u]- Uk), ﬂ_(Zt Wi u]. Z)k).
0 wia uja va 0 wip u;ﬂ 0,’(/3

’ 4 /
Zr w; o ou; v
y= Ik
0 wia uja via

Entdo, y € T(V) e Wy C W, pelo que y € S(V,W). Para além disso, Va = Vy e Wa = Wy.

Definamos

Portanto, pelo Lema 35, a £ y. Mais, como kery = ker S e Wy_1 = (w;) ® (u;.) = Wﬂ_l, temos,
pelo Lema 36, y R . ]

No resultado que se segue, caracterizamos a relacdo J em S(V, W).

Teorema 44. Sejam o, f € S(V,W). Entdo @ = APy, para alguns A, ;p € S(V,W) se e s6 se
dim(Va) < dim(Vp), dim(Wa) < dim(Wp) e dim(Va/(Va N W)) < dim(VB/(VB N
W)). Consequentemente, a J B se e s6 se dim(Va) = dim(Vp), dim(Wa) = dim(Wp) e
dim(Va/(VanW)) =dim(VB/ (VN W)).

Demonstragcdo. Suponhamos que @ = Afu, para alguns A, u € S(V,W). Segue de imediato que
dim(Va) = dim((VA)Bu) < dim((VB)p) < dim(Vp).
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De modo analogo, dim(Wa) = dim((WA)Bu) < dim((WB)u) < dim(W ). Por ultimo, temos

dim(Va/(Va n W) = dim(VABu/(VABu N W)) < dim(V Bu/(Vu N W))
< dim(VB/(VB N W)).

Assumamos, agora, que dim(Va) < dim(Vg), dim(Wa) < dim(Wp) e, ainda, que dim(Va/(Van
W)) < dim(VB/(VBNW)). Escrevamos Wa = (wja), VanW = (wja)®{uja), Va/(VanW) =
(vpa+VanW)e, portanto, Va = (wja)®(uja)®(vja). Analogamente, sejam W = (w{ﬁ)@(wzﬁ),
VBOW = (WB) ® (w)B) & (W), VB/(VB O W) = (Wb + VEOW) & (o f+ VBN W)
e, consequentemente, VB = (wf) & (w;B) & (up,f) @ (vpf) & <UI,<ﬁ>' Assim, escrevamos V =
(wi) ®(uj) @ (vg) ®(zr), onde ker a = (zr) e, ainda, V = (w{} ® (wi,) ® (uy,) @ (v),) ® <UI/<> ®(z),

onde ker 8 = (z;). Desta forma, podemos escrever a e # como

) ) ’ ’ ’ ’ ’
O AT _[mowiowp um oh o
0 wia ujoe v« 0 wip wif ump vpp U],C’B

Temos que |I|+|]|+|K| < |I|+|L|+|M|+|N|+|K]|, uma vez que, por hipétese, dim(Va) < dim(V f).
Vamos considerar dois casos, e comecamos pelo caso em que |J| < |L| + |M| + |N]|.

Suponhamos que LUMUN = P U Q, onde, sem perda de generalidade, |P| = |J|. Desta forma, pode-
mos escrever {w’, }U{up, }U{op} = {sp}U{sq} e reescrever f como
4 ’
2t W, sp Sqg U
0 w:ﬂ spB sqP UI'Cﬂ

Como |J| = |P|, existe uma bije¢do ¢ : J — P. Seja, assim, definamos A em T(V) por

. Zr wi uj ok
0 wl{ Sjp v,’C

Reparemos que WA = (w;) C W. Logo, A € S(V, W). Temos VB = (wiB) @ (sp/}) ® (sq) ® <0,’<ﬁ)

e podemos escrever V = (w.f) & (spf) & (sqf) & <’0,’<,B> ® (z5). Definamos p € T (V) por

z} w;ﬂ SjpP  sqP Ul,cﬂ

0 wija uja 0 oo

Il:
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E claro que 1 € S(V, W) e

zr wiouj op\lze w o osp sq vl’C zg wiB sjpf sqf U],Cﬁ

Aﬁ’u: / ’ / /

0 w; sjy vy 0 wif spf sqf Ukﬂ 0 wia uja 0 vra
Zr W uj v

=" : / kl-a

0 wia uja via

Consideremos agora o caso em que |J| > |L| + |[M| + |N|. Temos, entdo, dim(V ) infinita, pelo que

IJI < | oulJ] < K.

Se |J| < |I|, entdo escrevemos I = PUQ, onde |P| = |I| e |Q| = |J|. Podemos escrever {wlf} =

{sp} U {sq} e reescrevemos

/ ’ ’ /
2t Sp Sq W, Uy Uy U

0 spB b Wb unB OB oB)
Por hipdtese, temos |I| = |P| e |J| = |Q| e, por isso, existem bijecées ¢ : I — Pey : J] — Q. De
VB = (spP) @ (sqP) & (wyB) & (up, ) & (vpp) @ (v} B), podemos escrever V = (spf) & (sq) &
(wyB) @ (up, ) @ (op ) @ <U]I€ﬁ> @ (z). Assim, definimos A, ;1 em T (V') por

5= zZr wi  uj g = z; Siph sj¢ﬁ wz,ﬂ u, B onp UI'Cﬁ
0 sip Sjy 0]'C 0 wia uja 0 0 0 oa
Logo, @ = Afu. O subcaso |J| < |K| é analogo, pelo que o resultado segue. O

Os proximos exemplos mostram que, geralmente, em S(V, W), D # J. Em ambos os exemplos, V é
infinitamente gerado, sendo que W ¢ infinitamente gerado no primeiro exemplo e finitamente gerado no

segundo.

Exemplo 13. SejamV = (w) @& (wy) ® (u,up) e W = (w) & (wy), com K infinito. Escrevamos
{wr :keK}= {w’}L’J{w,’C : k € K} e consideremos a, f em T (V') definidas por
| /3=u1 u wow W]/C'

0 w w v w]’C
Obviamente, temos a, f € S(V,W) e Va = (w,wy.), VB = (wp), Wa = (w.) e WS = (wp) e,
desta forma, dim(Va) = |K| = dim(Vg), dim(Wa) = |K| = dim(Wp) edim(Va/(VanW)) =
0 = dim(VB/(VB N W)). Logo, pelo Teorema 44, a J B. Como dim((Va N W)/Wa) =1 # 0 =

dim((VB N W)/Wp), pelo Teorema 43, a 2 p.

uy up w wow

0O w w w w

N xS
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Exemplo 14. Sejam V = (w1, wp, w3) @ (u) ® (uy) e W = (wq, wp, w3), com K é infinito. Consi-

deremos a, f € T(V') definidas por

Cw owr owa owyoy W w2 owzou oy
a_OOW1W3uk’ _OW1W3W2uk'

E claro que &, B € S(V,W). Mais, Vot = (w1, wp) & (up), Wa = (wi,w3), Va N W = (wy, w3),

VB = (w,wa,w3) @ (ur), WB = (wy,wz) e VBN W = (wy, wp, w3). Entdo, dim(Va) =

K| = dim(VB), dim(Wa) = 2 = dim(W}p) e, por fim, temos dim(Va/(Va N W)) = |K| =

dim(VB/(VB N W)). Logo, pelo Teorema 44, a J B. Por outro lado, dim((Va N W)/Wa) = 0 #

1=dim((VBNW)/W}) e, pelo Teorema 43, a I p.

De seguida vemos uma condicdo necessaria e suficiente para que, em S(V, W), as relacdées D e J

coincidam.
Teorema 45. EmS(V,W), D =g seesose W =V ou W = {0} ou dim(V) < Ny.

Demonstracdo. Se W = V ou W = {0}, entdo S(V,W) = T(V) e, consequentemente, D = 7.
Suponhamos, agora, que V ¢ finito e sejam a, f € S(V,W) tais que @ J f. Entéo, pelo Teorema
44, temos que dim(Va) = dim(Vp), dim(Wa) = dim(Wp) e, ainda, dim(Va/(Va N W)) =
dim(VB/ (VBN W)).

Escrevamos Wa = (wja), Va/(Va N W) = (upa + Va N W), W = (w{ﬂ) eVB/(VBNW) =
<ul,cﬁ + VB N W). Escrevamos também Va N W = (vja) & (w;ja), Va = (vja) & (wja) & (ua),
VBNW = (o) ®(w/p) e VP = (v, ) ®(w f) & (uiﬂ). Temos, assim, dim(Va) = |I| +|J| +|K]|
e dim(VB) = |I| +|L| +|K]|. Como, por hipétese, estas duas dimensdes séo finitas e iguais, concluimos
que |J| = |L| e, consequentemente, dim((Va N W)/Wa) = dim((VS N W)/W}). Logo, pelo
Teorema 43, a D B. Vimos, portanto, que J € D. Ora, em qualquer semigrupo, temos D C 7. Logo,
D=J.

Reciprocamente, suponhamos que dimV > No e {0} # W C V. Consideremos dois casos, quando

W é finitamente gerado e quando W é infinitamente gerado.

Suponhamos que dimW = n < Ng. Sejam V = (wq,..., wn) ® (u) & (ur) e W = (wy,..., wn),

com n > 1 e K infinito. Definamos «, f em T(V') por

u w| wy ... wp U 5 Wl Wy ... wWp U U
a = s =
0 0 wy ... wp ug 0 wy ... wnp wi ug
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E claro que @, B € S(V, W). Mais, dim(Va) = |K|, dim(Wa) = n—1edim(Van W) =n - 1.
Temos, ainda, dim(VB) = |K|, dim(WpB) = n — 1 e dim(VS N W) = n. Pelo Teorema 44, a J .

No entanto, como
dim((VanW)/Wa) =0 # 1 =dim((VENW)/Wp),

a e f nao estao D-relacionados. Logo, J # D.
Para o caso em que dim W > 8, sejam V = (w, w’) @ (wi.) & (u) @ (uj) e W = (w, w') & (wy),

com K infinito (I pode ser eventualmente vazio). Definamos «, f em T(V) por

ui u owowoowg ui u owowoowg
o= , ﬂ =
Ow’wwwk Ow'w’w’wk
Como Va € WeVp C W, éclaro que a,f € S(V,W). Temos dim(Va) = |K| = dim(Vp),
dim(Wa) = |K| = dim(Wp) e, por fim, dim(Va/(VanW)) = 0 = dim(V8/(VNW)). Portanto,
pelo Teorema 44, & J . Por outro lado, como dim((VanW)/Wa) =1 # 0 = dim((VANW) /W),

a ndo esta D-relacionado com B. Assim, J # D. |

6.3 Ideais

Nesta seccao estudaremos e caracterizaremos os ideais de S(V, W). Esta caracterizacao depende, como
seria natural prever, de dimensdes de subespacos de W e de V. Sejam, entdo, dimV = a, dimW =b

edim(V/W) =c. Paracadar,set taisquel <r<d’,1<s<bel<t<c, sea
S(r,s,t) = {a € S(V,W) : dim(Va) < r,dim(Wa) < se dim(Va/(VanW)) < t}.

O conjunto S(r, s, t) &, de facto, um ideal de S(V, W), como veremos de seguida.

Teorema 46. O conjunto S(r,s,t) é um ideal de S(V, W).

Demonstracdo. Sejam a € S(r,s,t) e B € S(V,W). Notemos que dim(Vapf) < dim(Va) < r,
dim(Wap) < dim(Wa) < s e, por ultimo, dim(Vap/(Vaf N W)) < dim(Va/(Va N W)) < t.
Assim, aff € S(r,s,t). Analogamente, prova-se que ya € S(r,s,t), paray € S(V,W). Portanto,
S(r,s, t) éideal de S(V, W). O
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Depois de vermos que S(r, s, t) ¢, efetivamente, ideal de S(V, W), analisemos alguns casos que seguem,

trivialmente, da definicdo. Ora, é claro que, ser = a’, s = b’ et = ¢/, entdo
S(r,s,t) = S(a’, b, ") = S(V, W).

Por outro lado, ser =b’, s =b" et =1,
S(r,s,t) =S, b',1) = T(V,W).

De facto, se « € S(V, W) ¢é tal que dim(Va) < b/, dim(Wa) < b’ e dim(Va/(Va N W)) < 1,
entdo Va C W. Ou seja, T(V, W) ¢ ideal de S(V, W), como ja tinhamos visto na Proposicao 12. Mais,
se V=W, entdo dimV = a = dim W, dim(V /W) = 0, S(V, W) = T(V) e, para cada r tal que

1<r<d, S(r,r1) éoconjunto de elementos de T (V) tais que dim(Va) < r, ou seja,
S(r,r,1) =Ty,
que sabemos bem ser ideal de T'(V).

Observemos que, ser < u,s <vet < w,entdo S(r,s,t) C S(u,v, w). No entanto, pelo exemplo que
se segue, podemos verificar que nem todos os ideais de S(V, W) sao da forma S(r, s, t). Mais, podemos

também concluir que os ideias de S(V, W) nao formam uma cadeia.

Exemplo 15. Sejam V = (wy, wp) ® (uj,up) e W = (wy, wp). Temos dimV = 4, dimW =2 e
dimV/w = 2.

Como S(3,3,1) e S(4,2,2) sdo ideais de S(V, W), entdo S(3,3,1) U S(4,2,2) é também ideal de
S(V,W). Suponhamos que S(3,3,1) U §(4,2,2) = S(¢,m,n), paral < £ < 5,1 <m < 3e

1<n<3.
Tomemos o em T (V') definida por

W w2 wp oup

“ 0 w wy up '
ComoWa = (wy) C W, temosa € S(V,W). Mais, dim(Va) = 3, dim(Wa) = 1 edim(Va/(Van
W)) = 1. Portanto, « € S(4,2,2)\S(3,3,1). Notemos que, se { < 4 oun = 1, temos a €

5(43 2; 2)\S(€: m, n)
Por outro lado, consideremos € T(V') definida por

B wp w2 U U3
wi wy wy O
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Temos WB = W, pelo que B € S(V,W). Como dim(VB) = 2 < 3,dim(Wp) = 2 < 3 e
dim(VB/(VBNW)) =0 < 1, temos B € S(3,3,1)\S(4,2,2). Observemos que, se m < 3, entdo
peS(3,3,1)\S(t,mn).

Ora, como S(3,3,1) U S(4,2,2) = S(£, m,n), concluimos que £ > 4, m > 3 en > 2. Consideremos,

assim, 8 € T (V) definida por
5 Wi Wy uU| Uy
wi wp up O
Temos & € S(4,3,2) e, portanto, para quaisquer r, s e t tais quer > 4,s > 3 et > 2, temos
b € S(r,s,t). Mas 6 ¢ S(3,3,1) U S(4,2,2), pelo que, quaisquer que sejamr > 4,s > 3 et > 2,
S(r,s,t) #S5(3,3,1) US(4,2,2). Assim, S(3,3,1) U S(4,2,2) é um ideal de S(V, W) mas néo é da

forma S(r, s, t).
Este exemplo, da-nos, entdo, o mote para avancar para o Lema que se segue.

Lema 39. O conjunto de ideais de S(V, W) é uma cadeia se e s6 se V.= W ou W = {0y }.

Demonstracdo. Se V.= W ou W = {0y}, entdo S(V,W) = T(V) e os ideais de T (V') sdo precisa-
mente os conjuntos Ty = {@ € T(V) : dim(Va) < r},onde 1 < r < dim(Va)’, que formam uma

cadeia.

Reciprocamente, suponhamos que {Oy} # W C V. Sejam W = (w) & (wj) e V = (w) & (w;) &
(u) @ (u;), onde tanto I, como J podem ser vazios. Temos dimV = |I| + |J| + 2, dim W = |J|+ 1e
dim V/W = |I| + 1. Consideremos a, 8 € T(V) definidas por

W Wi U uj w Wi u uj

w 0 0 0 0 0 u O
Temos Wa = (w) € We WB = {Oy} € W, pelo que &, 8 € S(V,W). E facil ver que a €
S(2,2,1)\S(2,1,2) e B € S(2,1,2)\S(2,2,1). Assim, temos dois ideias de S(V, W) que nédo sao

comparaveis pela relacdo de incluséo, ou seja, o conjunto dos ideais de S(V, W) nao é uma cadeia. O

De forma a obter uma caracterizacédo de todos os ideais de S(V, W), consideraremos um conjunto as-

sociado a cada subconjunto nao vazio de S(V, W), como passamos a descrever. Para cada subconjunto
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nao vazio U de S(V, W), definimos

KU) ={aeS(V,W): dim(Va) < dim(Vp), dim(Wa) < dim(W§p),

dim(Va/(VanWw)) < dim(VB/(VS N W)), para algum g € U}.

Segue, imediatamente, que U C K(U) e, se Uy C Uy, entdo K(Uy) € K(Up).

Teorema 47. Os ideais de S(V, W) sédo precisamente os conjuntos K(U), para algum subconjunto

néo vazio U de S(V,W).

Demonstragdo. Seja I um ideal de S(V, W). Vamos mostrar que I = K(I). Por definicdo, I € K(I).
Dado a € K(I), existe f € I'talque dim(Va) < dim(VB), dim(Wa) < dim(Wp) edim(Va/(Van
W)) < dim(VB/(VB N W)). Assim, pelo Teorema 44, existem A, u € S(V, W) tais que a = Afp.
Como B € I el éideal de S(V, W), concluimos que @« = Afu € I. Segue, assim, que K(I) C I e,
portanto, I = K(I).

Reciprocamente, vejamos que, dado U subconjunto ndo vazio de S(V, W), temos K (U ) ideal de S(V, W).
Sejam, assim, @ € K(U) e A,z € S(V,W). Entdo, existe B € U tal que dim(Va) < dim(Vp),
dim(Wa) < dim(Wp) edim(Va/(VanW)) < dim(V/(VBNW)) e javimos que dim(VAap) <
dim(Va), dim(WAap) < dim(Wa) e dim(VAapu/(VAapnW)) < dim(Va/(Va N W)). Entéo,
podemos concluir que Aeep € K(U). Portanto, K(U) ¢ ideal de S(V, W). O
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta dissertacao, focamos o nosso estudo em semigrupos de transformacdes e semigrupos de trans-
formacdes lineares totais, analisando quatro semigrupos especificos: T(X, Y) e S(X, Y), que consistem
de transformacdes de um conjunto X, e T(V, W) e S(V, W), que sdo formados por transformacoes

lineares de um espaco vetorial V.

Para cada um destes semigrupos, caracterizaram-se as relacdes de Green e os elementos regulares. A
custa desta ultima carcterizacao foram muitas vezes encontradas condicdes necessarias e suficentes para
que os semigrupos fossem regulares e foram, ainda, encontrados os conjuntos de todos os elementos

regulares de cada um deles.

No caso do semigrupo T(X,Y) encontrou-se um subsemigrupo inverso maximal e apresentou-se uma
forma de contar o numero de elementos desse subsemigrupo. Em relacdo a S(X, Y), demonstramos
uma condicao necessaria e suficiente para que S(X, Y) seja isomorfo a T(Z), para algum conjunto Z.
Mais, mostramos que qualquer subsemigrupo pode ser mergulhado num semigrupo da forma de S(X, Y).
Também foram encontradas caracterizacdes de elementos regulares a esquerda, a direita, intrarregula-
res, completamente regulares e corregulares. Em T'(V, W), realizamos um estudo mais detalhado dos
subsemigrupos regulares maximais. Por ultimo, vimos que S(V, W) nunca ¢ isomorfo a S(X, Y), apesar

do primeiro ser o correspondente linear do segundo.

Foram, pois, diversos os assuntos da Teoria de Semigrupos estudados nesta dissertacdo. Desta forma,
este trabalho oferece uma base sélida para pesquisas posteriores, abrangendo aspetos essenciais no
estudo e compreensao da estrutura dos semigrupos de transformacoes e de transformacdes lineares em

guestao.
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Para trabalhos futuros, propomos o estudo de semigrupos de transformacdes parciais e de semigrupos de
transformacoes lineares parciais que tenham algum conjunto ou subespaco invariante. O foco deve ser a
aplicacao e a ampliacdo das técnicas e resultados aqui apresentados a estruturas nas quais as transforma-
¢bes ndo sao definidas para todo o conjunto ou espaco vetorial. Podemos também estudar semigrupos de
transformacoes (e os seus correspondentes ‘lineares’) que tenham outras restricdes definidas por algum

subconjunto (ou subespaco vetorial).
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