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RESUMO

A histéria do conceito de reta tangente em Portugal: um estudo desde o

século XVIII até 4 matematica moderna

O conceito de reta tangente a uma curva é um conceito milenar em matematica, amplamente
estudado e retomado a partir de Euclides.

A presente investigagdo procura estudar o tratamento dado a este conceito, em Portugal,
a partir do século XVIII. Para tal, analisamos obras de diferentes autores explorando as inter-
pretacoes que cada um dos autores tem dos resultados enunciados muitos séculos antes por Eu-
clides, nomeadamente: os Elementos de Geometria do Pe. jesuita Manuel de Campos, traducao
para portugués dos Elementa Geometrie do também jesuita André Tacquet; a Geometria Espe-
culativa do engenheiro-mor do Reino Manuel de Azevedo Fortes, tradugao portuguesa da obra
de Euclides a partir da edicao de Jacques Ozanam; a Ldgica Geométrica também de Azevedo
Fortes, contendo a traducao para portugués dos Les Elemens de Geometrie ou la mesure du
corps de Bernard Lamy.

Estudamos também a reforma pombalina da Universidade de Coimbra, em particular os seus
Estatutos, e analisamos as obras utilizadas como livro de texto das disciplinas onde o conceito
de reta tangente era estudado, a saber: os Elementos de Fuclides na traducao de Joao Angelo
Brunelli a partir da edigao de Robert Simson, livro de texto da disciplina de Geometria no
1.° ano; os Elementos de Analyse de Etienne Bezout, contendo a traducgao para portugués do
Cours de mathématiques a l'usage des gardes du pavillon et de la marine do matematico franceés,
utilizados na disciplina do 2.° ano, a Algebra. Debrucamo-nos sobre o professor de geometria,
José Anastacio da Cunha, examinando quer os seus Principios Mathematicos quer alguns dos
seus manuscritos ainda inéditos.

Debrugamo-nos ainda sobre o problema das tangentes na obra de Francisco Gomes Teixeira e
encontramos em duas vertentes distintas: uma, mais didatica, no Curso de Analyse Infinitesimal,
livro de texto para a disciplina de Célculo diferencial e integral que lecionou na Universidade do
Porto; outra, mais cientifica, no seu Traité des courbes spéciales remarquables planes et gauches
e em artigos cientificos.

Terminamos a nossa investigacao com uma andlise da obra de Sebastiao e Silva, que se dedica

ao estudo do conceito de reta tangente imbuido do espirito da matemaéatica moderna.

X






ABSTRACT

The history of the concept of tangent line in Portugal: a study since the 18"

century until the modern mathematics

The concept of tangent line to a curve is an ancient concept in mathematics, widely studied
since Euclid. Our research aims at studying scientifical and didactical aproaches given to this
concept, in Portugal, starting from the 18" century.

We study works of different mathematicians exploring their interpretations of the results
presented centuries earlier by Euclid, namely: Elementos de Geometria, by the Jesuit priest
Manuel de Campos, a translation into Portuguese from Elementa geometrie by the also Je-
suit André Tacquet; Geometria Especulativa from the kingdom’s master engineer Manuel de
Azevedo Fortes, a portuguese translation of Euclid’s work in Jacques Ozanam’s edition; Ldgica
Geométrica, also by Azevedo Fortes, the Portuguese translation of Bernard Lamy’s Les Elemens
de Geometrie ou la mesure du corps.

We also study the reform of University of Coimbra, in 1772, through the FEstatutos, and
analyzing the textbooks used in the disciplines where the concept of tangent line was studied,
namely: Elementos de Fuclides, translated into Portuguese by Joao Angelo Brunelli from Robert
Simson’s edition, the textbook for Geometry; FElementos de Analyse, by Etienne Bezout, a
Portuguese translation of the French mathematician’s Cours de mathématiques a l'usage des
gardes du pavillon et de la marine used in the Algebra course.

In the 18 century we also study the approach given to our concept by José Anastécio da
Cunha, namely in his Principios Mathematicos as well as in his manuscripts.

We study Francisco Gomes Teixeira’s approach to the tangents’ problem, identifying two
different branches: a didactical one, in his Curso de Analyse Infinitesimal, the textbook for
Differential and Integral Calculus’ discipline, that Gomes Teixeira lectures at University of
Porto; and a scientifical aproache, in his Traité des courbes spéciales remarquables planes et
gauches and in scientific papers.

Our research ends with an analysis of José Sebastiao e Silva’s work, where he studies the

concept of tangent line within the so called Modern Mathematics’ spirit.
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Introducao

Motivacao e objetivos

A histéria da matemética foi, para mim, “amor & primeira vista”. Foi s6 quando comecei
a estudar historia da matematica, no ano 2001, que diferentes pecas do puzzle matematico
que tinha na minha mente se encaixam umas nas outras. Até 14, a matematica havia sido um
conjunto de resultados/disciplinas mais ou menos desligados, avulsos, constituidos por conceitos,
teoremas e problemas, dos quais eu gostava, mas que, na sua maioria, pareciam como que presos
em “caixas” autéonomas. Com a histéria da matemadtica abriam-se muitas das portas dessas dreas
estanques e, como que por magia, a Matematica passava a ter mais sentido; finalmente percebia
de onde vinha, o que a impulsionou e o que condicionou o seu desenvolvimento, bem como se
aglutinavam e/ou desagregavam diferentes ramos e teorias. A matemética passou a ter rostos,
passou a ser mais humana e mais real. Nessa altura, eu soube que, se algum dia, decidisse fazer
investigacao seria em historia da matematica.

Ao longo do meu percurso formativo apercebi-me também do papel importante desempe-
nhado pelos conceitos matemaéticos, fruto das dificuldades com que me deparei ao trabalhar com
alguns deles, no contexto da minha profissao de professora de matematica, e especificamente
com o conceito de reta tangente a uma curva. Assim, a presente tese é o culminar da juncao
de dois dos aspetos que mais marcaram o meu percurso formativo na area da matemdtica: a
importancia dos conceitos em matematica e a sua histéria.

Os conceitos, na estrutura da matematica, desempenham um papel central na sua orga-
nizacdo enquanto ciéncia, que segue o modelo dedutivo ja defendido por Aristételes nos seus
Segundos Analiticos no século IV a.C. e que foi, desde logo, concretizada por Euclides nos seus
Elementos. Fruto desta organizacao é possivel considerar, como faz por exemplo Monteiro da Ro-

cha nos Prolegémenos dos seus Elementos de Mathematica®, diversos estadios do conhecimento

10s Elementos de Mathematica sio uma obra manuscrita de Monteiro da Rocha, no datada, que se encontra
na Academia de Ciéncias de Lisboa. Estes Elementos de Mathematica iniciam-se com os Prolegomenos seguidos
de uns Elementos de Arithmetica, sendo ainda conhecidos uns Elementos de Algebra com a mesma estrutura e
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matematico:

O primeiro grau de conhecimento consiste na inteligéncia das verdades que na Ma-
temdtica se propoem, sem olhar para as suas demonstragoes. (...) Para ter esta

inteligéncia € indispensdvel saber as defini¢oes dos termos. (...)

O segundo grau consiste na inteligéncia das demonstracdes, que convencem o enten-
dimento das verdades que na Matemdtica se ensinam. Nao € possivel subir a este
grau sem ter passado pelo primitivo porque mao € possivel dar acenso firme a uma

demonstragao sem ter ideia clara do que se pretende demonstrar. (...)

O terceiro grau consiste em adquirir a capacidade de combinar as verdades que sabe-
mos, de sorte que demonstremos pela propria industria outras verdades nao conheci-
das, ou as ja conhecidas por novo género de demonstracao. Este supremo grau supoe

reciprocamente os dois primeiros. (Rocha, s.d., fl.8-8v )

Daqui salientamos a necessidade de um verdadeiro entendimento dos conceitos e das suas
definicGes para que a construcao da matematica, e em particular a da sua aprendizagem, possam
progredir.

No ambito da investigagao que agora relatamos, partimos do conceito de reta tangente a
uma curva, que podemos considerar duplamente elementar: por um lado, encontra-se presente
na matemadtica, enquanto ciéncia axiomatica, desde os seus primérdios; por outro lado, trata-
se de um conceito introduzido, ainda nos dias de hoje, nos niveis basicos da aprendizagem
da matematica. Contudo, apesar desta elementaridade, o conceito tem-se revelado de dificil
entendimento, como demonstram estudos ja realizados (Tall, 1987) e tendo em linha de conta
as diversas vertentes(geométrica, algébrica, diferencial, projetiva) nele contidas.

A histéria do conceito de reta tangente explicaria, estdvamos esperancados, algumas das suas
dificuldades de aprendizagem. Trata-se de uma historia rica em problemas e contrariedades,
sendo mesmo a tematica de uma controvérsia bastante conhecida que op6s Descartes e Fermat,
denominada de “querela das tangentes”. De facto, a historia da evolugao do conceito de reta
tangente desde a antiguidade grega até a invencao/descoberta do célculo diferencial tem sido
amplamente relatada (Carvalho, 1919; Coolidge, 1951) e nds préprias também a percorremos
na investigacao que abragamos aquando da dissertacao de mestrado (Mota C., 2008). Todavia,
deparamo-nos com uma lacuna no estudo da evolucao do conceito de reta tangente a uma

curva, em Portugal e pelos matematicos portugueses. Por esta razao, delineamos como plano de

que se conjetura poderem, em conjunto com outros dois manuscritos desconhecidos, um sobre trigonometria e
outro sobre cdlculo infinitesimal, constituir um dnico tratado (Figueiredo, 2011, pp. 201-222).
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trabalho para esta tese de doutoramento o estudo da reta tangente a uma curva nas obras de
alguns dos matematicos portugueses mais destacados.

Definimos o periodo temporal a estudar e identificamos autores cujas obras analisariamos.
Comegamos o nosso estudo com a andlise das obras de autores diretamente relacionados com
a reforma pombalina da Universidade de Coimbra. Contudo, pareceu-nos ajuizado, no ambito
da “reforma”identificar/conhecer as obras que, abordando o nosso conceito, anteciparam essa
reforma e, por isso, alargamos o nosso estudo a todo o século XVIII.

Depois, analisamos a obra de dois dos matemaéticos portugueses mais destacados e que intro-
duziram novos aspetos no tratamento do conceito de reta tangente: Francisco Gomes Teixeira,
na viragem do século XIX para o século XX, e José Sebastiao e Silva, nome maior da introdugao,
em Portugal, do movimento da matematica moderna, em meados do século XX.

Desenvolvemos assim um estudo onde examinamos o conceito de reta tangente a uma curva

ao longo de cerca de 300 anos, almejando atingir os seguintes objetivos:

# Identificar o contexto em que o nosso conceito é estudado, em diferentes momentos da histéria
da matematica em Portugal, desde o século XVIII até a introducao da matemaética mo-

derna.
# Identificar obras relevantes no estudo do conceito.
# Comparar os métodos utilizados, no tratamento do conceito, nas obras analisadas.

# Avaliar o impacto da introducao do cédlculo diferencial, no século XVIII, para o tratamento

do nosso conceito.
# Explorar referéncias a histéria da matematica.

E porventura,

# Identificar possiveis utilizagoes da historia do conceito de reta tangente a uma curva no ensino

em Portugal.

Revisao da literatura

O conceito de reta tangente

O conceito de reta tangente a uma curva encontra-se presente na histéria da matematica pelo

menos desde os Elementos de Euclides? onde o conceito de reta tangente é caracterizado pela

2Um estudo detalhado do tratamento dado ao nosso conceito por Euclides nos Elementos encontra-se no
capitulo 1.
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ideia do “toca mas nao corta” (Coolidge, 1951, p. 450).

Esta ideia foi generalizada, ainda na Grécia, por mateméaticos como Arquimedes e Apolénio.
Arquimedes aborda o conceito de reta tangente a uma curva no seu tratado Das Linhas Espirais
onde, embora sem o definir, estuda as suas quando a curva é a espiral e implicitamente generaliza
a definigdo apresentada por Euclides nos seus Elementos (Coolidge, 1951, p. 450). De salientar
que a determinacao da tangente a espiral efetuada por Arquimedes depende das subtangentes
polares naquele que parece ser o primeiro exemplo da utilizacao deste processo (Carvalho, 1919,
pp. 3-4).

A semelhanga do que efetua Arquimedes, também Apolénio nas suas Cdnicas generaliza a
defini¢ao de Euclides, e para além disso generaliza ainda a propriedade enunciada na Proposicao
III, 16 dos FElementos a todas as cdnicas, e traduzida nas suas proposicoes 17 e 32 do Livro I

das Cdnicas (Mota C., 2008, pp. 19-20).

Ap0s este periodo inicial encontram-se novamente noticias relativas ao estudo da reta tan-
gente a uma curva no inicio do século XVII. Um dos primeiros desses estudos sobre esta tematica
terd sido efetuado por Roberval nas suas Observationes sur la composition des mouvements et
sur le moyen de trouve les touchants de lignes curves, apenas publicadas postumamente. Nesta
obra, Roberval considera as curvas como descritas pelo movimento, sendo a tangente a direcao
instantanea do ponto que descreve a curva (Coolidge, 1951, p. 455). Com base nesta definigao,
Roberval apresenta uma regra geral, que nao demonstra, para determinar a reta tangente a uma
curva, compondo os diferentes movimentos que originam a curva. Embora por vezes aplique
esta regra de forma errada, Roberval obtém corretamente as retas tangentes a diversas curvas
(Carvalho, 1919, p. 52).

O método seguido por Roberval é depois reinventado por Torricelli, que também determina
a reta tangente a uma curva a partir da composicao dos movimentos geradores dessa curva.
Contudo, juntamente com a composi¢ao do movimento, Torricelli utiliza um método dito dos
indivisiveis para determinar retas tangentes, nomeadamente as parabolas, onde reconhece a
relagao inversa do problema das tangentes e das quadraturas (Mota C., 2008, pp. 41-46).

Descartes e Fermat sao porventura os nomes que mais se destacam na procura de um método
genérico para o problema da determinacao das retas tangentes a uma curva. Descartes analisa
esta questdo no segundo capitulo da sua La Géométrie®, onde considera a reta tangente a
uma curva como a posicao limite das retas secantes que passam pelo ponto de tangéncia. A

abordagem de Descartes nao é todavia, geométrica e deste modo a posicao limite das retas

3Publicada em 1636 como apéndice ao Discours de la Méthode.
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secantes é analisada quanto & existéncia de uma raiz dupla de uma certa equagao (Costa et al.,

2000, p. 563).

A consideracao da reta tangente como a posicao limite das retas secantes é também, de
forma andloga, abordada por Fermat. O seu método aparece no Methodus ad disquirendam
mazximam et minimam, que tera sido escrito por volta de 1629, mas cuja existéncia é ignorada
pela comunidade matemaética durante cerca de uma década. Neste trabalho, Fermat comeca
por apresentar um método para determinar maximos e minimos, e depois adapta-o para a
determinagao tangentes a curvas. Segundo a opiniao de diversos estudioso aqui encontramos a

esséncia do calculo infinitesimal (Coolidge, 1951, pp. 451-453).

Os métodos propostos por estes dois matematicos sao mutuamente criticados pelos proprios,
envolvendo-se os dois matematicos numa troca de cartas, que ficou conhecida como a “querela

das tangentes” (Gregoire, 1992, pp. 29-57).

Ao longo do século XVII diversos matematicos estudam o problema das tangentes apresen-
tando métodos mais ou menos inovadores e dos quais destacamos Isaac Barrow com as suas
Geometrical lectures e René Francois de Sluse em diversas cartas e artigos publicados nas Philo-
sophical Transactions (Carvalho, 1919, pp. 61-80). O problema das tangentes teria finalmente
uma resolugdo satisafatéria com os trabalhos da andlise infinitesimal desenvolvidos, ainda du-

rante o século XVII e, tanto quanto sabemos, de forma independente, por Newton e Leibniz.

Newton apresenta o seu método das tangentes na obra intituladaDe Methodis Serierum et
Fluxionum, escrita em 1671, mas cuja publicacao apenas ocorre em 1736 ja traduzida para inglés
(O’Conner & Robertson, 2017, s.p.). Aqui Newton, para determinar a reta tangente a uma curva,
recorre a dois triangulos semelhantes, onde um deles esta definido a partir dos momentos e que

sao proporcionais as fluxdes da curva (Coolidge, 1951, pp. 459-460).

Um método analogo é proposto por Leibniz no seu Nova Methodus pro Mazimis et Minimis,
itemque tangentibus, qua nex fractas, nec irrationales quantitates moratur & singulare pro illis
calculi genus, publicado na Acta Eruditorum de 1684. Aqui, Leibniz considera a reta tangente
como a posicao limite da secante ou o lado de um poligono, de infinitos lados, equivalente a
curva (Leibniz, 1684, p. 470) e, embora nunca o faga de forma explicita, também utiliza um
triangulo, na sua versao definido pelos diferenciais, e que lhe permite obter o comprimento da

subtangente (Mota C., 2008, pp. 120-121).
Em Portugal, e tendo em atencao livros de matematica editados no nosso pais, o conceito
de reta tangente a uma curva surge no século XVIII, primeiramente nas obras de geometria

euclidiana e depois nas obras de analise infinitesimal, sendo o estudo destas obras um dos
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objetivos da presente investigagao.

A histdéria da matematica no ensino da matematica

A importancia da utilizacao da histéria da matematica no ensino da prépria matemédtica é algo
reconhecido, em Portugal, pelo menos desde o século XVIII4. Nos tltimos anos assistimos a um
novo reconhecimento da valéncia da histéria da matematica, desta vez por razées explicitamente
identificadas e das quais nés préprias destacariamos a sua importancia enquanto humanizadora

da prépria matemaética. Nas palavras de Sarton,

O estudo da historia da matemdtica ndo fard melhores matemdticos mas mais gentis;

ird enriquecer-lhes a mente, amolecerd os seus coragoes, e expord as suas melhores

qualidades. (Sarton, 1957, p. 28)

Conhecemos diferentes formas para a inclusao da histéria da matemaética no ensino (Jankvist,
2009, pp. 245-247), e destacamos pela sua aparente simplicidade categorias sugeridas por Siu

(1997, pp. 143-154):

A - Anedotas;
B - “Board Outline” (Fornecer um contexto);
C - Contetudo;

D - Desenvolvimento das ideias matematicas.

A introducao da histéria da matemadtica através do uso de pequenas anedotas/histérias, ja

deu provas no campo da humanizacao da prépria matematica. Segundo Eves,

Estas historias e anedotas provaram ser muito uteis na sala de aula - como pequenos
atomos estimuladores de interesse, para introduzir um elemento humano, para inspi-
rar o aluno, para instigar respeito e admiracdo pelos grandes criadores, para retomar
o interesse, para forjar links de cultura historica, ou para reforcar alguns conceitos

e ideias. (Eves in Siu, 1997, p. 3)

Também o contexto (‘Board Outline’) parece ser relevante no processo de ensino-aprendizagem
da matemdtica. Os conceitos e contelidos matematicos surgem de forma natural, relacionados

com um dado problema ou com determinado objetivo. O conhecimento desse contexto nao sé

4A este propésito veja-se o capitulo 4.1.1.
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ajuda no entendimento do préprio conceito/conteiido como motiva para a sua aprendizagem,
mostrando que a matematica como hoje a conhecemos é fruto de um longo e por vezes dificil
processo de desenvolvimento (Jankvist, 2009, p. 239). Nesta dimensdo identificamos igual-
mente o papel da histéria na humanizacao da matemaética que nés préprias ja sentimos tal como
relatamos na primeira pagina deste trabalho.

A introducgao de contetiidos recorrendo a historia da matematica prende-se com a utilizacao
de fontes primérias no ensino, seja através da disponibilizagao de textos originais para os alunos
estudarem, seja pela apresentacao de enunciados/demonstragoes histéricas para andlise.

No que respeita ao desenvolvimento das ideias matemadticas, este aspeto pressupoe a le-
cionagao de cursos/disciplinas em histéria da matematica, tornando-se assim a histéria da
matematica nesta dimensdo um objetivo e ndo uma ferramenta para a lecionagdo de outros
conteidos.

Neste nosso trabalho tentaremos perceber se alguma destas dimensoes estard presente nas

obras que analisaremos.

Metodologia

A tese que aqui apresentamos é um trabalho de investigacdo em histéria da matematica e do seu
ensino, seguindo desse modo as metodologias préprias destas adreas: pesquisa, rigor na anélise dos
documentos e interpretagoes crediveis (para além, naturalmente, da transmissao da informagao).

No sentido de suportar a validacao do nosso trabalho seguimos as indicacoes metodolégicas
sugeridas por Thuillier e Tulard (1991, pp. 87-91) e sistematizadas por Martins (2001, pp. 38-
39), adaptando-as a realidade da nossa investigagao, nomeadamente em no que diz respeito ao
rigor, a verificacao dos documentos, a explicitacgao das hipdteses que guiam a nossa pesquisa e
a imparcialidade.

A nossa pesquisa, realizada em diferentes bibliotecas nacionais, destacando-se a Biblioteca
Municipal do Porto, a Biblioteca Geral da Universidade de Coimbra, Biblioteca da Academia
de Ciéncias de Lisboa, Biblioteca Ptiblica de Evora e a Biblioteca Nacional, permitiu-nos o
acesso a diversos documentos, impressos e manuscritos, que foram alvo de anélise neste trabalho.
Salientamos também o acesso a manuscritos inéditos de Anastdcio da Cunha disponibilizados
pelo Arquivo da Casa de Mateus no ambito do projeto MAT2.

Os documentos escritos utilizados na realizagdo deste trabalho sdo, em grande parte e/ou
sempre que possivel, fontes primarias. Procuramos sempre analisar as obras originais dos autores

estudados, e nos casos em que ja existiam estudos dessas obras realizados por outros autores
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também os consultamos e contrastamos com a nossa prépria investigagao.

No sentido de garantir uma analise completa dos documentos estudados, sempre que existiam
vérias edi¢coes da mesma obra analisamos e comparamos as diferentes edigoes. Do mesmo modo,
sempre que as obras estudadas eram tradugoes de obras de autores estrangeiros comparamos as
tradugoes portuguesas com os trabalhos originais. Na andlise que efetuamos as diferentes obras,
utilizamos uma adaptacao do método sugerido por Sierra et al (2003), nomeadamente no que diz
respeito a analise da definicao, representacao, notagao e problemas envolvendo o nosso conceito.

Uma vez que a grande maioria das obras de referéncia deste trabalho se encontram escritas
em portugués, optamos por apresentar todas as citagdoes em portugués, sendo que nos casos em
que foi necessario efetuar uma tradugao, ela é da nossa inteira responsabilidade.

Ao longo deste trabalho procuramos divulgar os resultados que entretanto fomos obtendo,
participando em diversos encontros nacionais e internacionais com comunicacoes sujeitas a

aprovagao/referee sobre os trabalhos desenvolvidos. Dai resultaram j& as seguintes publicagoes:

- Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E (2011). “The teaching of Mathematics in Portugal
in the 18th century - The creation of the 1st Faculty of Mathematics in the World”, In
M. Pytlak, T. Rowland & E. Swoboda (Eds.) Proceedings of the Seventh Congress of
the European Society for Research in Mathematics Education, pp. 1750-1759. Rzeszow:

University of Rzeszow.

Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E (2011). “The concept of tangent line: historical
and didactical aspects in Portugal (18th century)”. In E. Barbin, M. Kronfellner & C.
Tzanakis (Eds.) Proceedings of the Sixth European Summer University in History and
Epistemology in Mathematics Education, pp. 687-695. Vienna: Verlag Holzhausen GmbH.

Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E. (2012). “Francisco Gomes Teixeira: O conceito de
reta tangente no Curso de Analyse Infinitesimal”. In Associagdo de Professores de Ma-
tematica (Ed.) Proceedings of XXIII Semindrio de Investigagio em Educag¢ao Matemdtica,

pp- 153-165, Coimbra: APM.

Mota, C., Ralha, M. E. & Estrada, M. F. (2012). “Matemadtica em Portugal: marcos da
histéria do ensino e do ensino da histéria”. In J. M. Matos & M. Saraiva (Eds.): Actas do

I Congresso Ibero-Americano de Historia da FEducagdo Matemdtica, pp. 388-400. Lisboa:
UIED.

Mota, C., Ralha, M. E. & Estrada, M. F. (2013). “The teaching of the concept of tangent line
using original sources”. In B. Ubuz, C. Haser and M. A. Mariotti (Eds.): Proceedings of
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the Eighth Congress of the European Society for Research in Mathematics Education, pp.
2048-2057. Ankara: METU.

- Mota, C., Ralha, M. E. & Estrada, M. F. (2015). “Engenheiros portugueses do século XVIII:
as suas geometrias especulativas”in Francisco A. Gonzilez Redondo (coord.) Ciencia y
Técnica entre la Paz y la Guerra. 1714, 1814, 1914, Vol. 1. pp. 163-170. Madrid,

Espanha: Sociedad Espanola de Historia de las Ciencias y de las Técnicas.

Ainda nao publicados, mas aguardando publicacao, encontram-se os seguintes trabalhos:

Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E (2014, junho). Teoria e prdtica do conceito geométrico
de reta Tangente no inicio do século X VIII Portugués. Artigo apresentado no 4.° Encontro

Nacional de Histéria das Ciéncias e da Tecnologia. Aveiro, Portugal.

Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E (2014, outubro). O conceito de reta tangente na
obra pedagdgica de SebastiGo e Silva. Artigo apresentado no 7.° Encontro Lusobrasileiro

de Histéria da Matemética. Obidos, Portugal.

Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E (2016, julho). José Anasticio da Cunha e o

“desaventurado cornicular”. Artigo apresentado no 2.° Encontro Ibérico de Histéria da

Matematica. Coimbra, Portugal.

Mota, C. , Estrada, M. F. & Ralha, M. E. (2017, abril). Histdria da Matemdtica na sala
de aula: Anastdcio da Cunha e os conceitos de angulo e reta tangente. Comunicagao

apresentada no Profmat. Viseu, Portugal.

Mota, C., Ralha, M. E. & Estrada, M. F. (2017, outubro). José Anastdicio da Cunha e a
demonstracdo paralogistica da Proposicao III, 7 dos “Principios Mathematicos”. Artigo
apresentado no Encontro Internacional 3M+-1: Histéria da Matematica, da Misica e Mi-

litar. Braga, Portugal.

Mota, C., Ralha, M. E. & Estrada, M. F. (2018). Uma andlise ao livro V dos Elementos de
Geometria de Manuel de Campos. (titulo provisério de artigo a ser ultimado para submeter

a uma revista da especialidade).

Estrutura da Tese

O nosso estudo analisa, como dissemos, o tratamento dado ao conceito de reta tangente a

uma curva ao longo de quase 300 anos da historia da matematica portuguesa e optamos por
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apresenta-lo seguindo uma ordem cronoldgica.

No capitulo 1 efetuamos uma andlise do conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos
de Euclides, obra de referéncia da matematica - e do conceito de reta tangente - ao longo dos
séculos e a partir da qual sao efetuadas tradugoes para portugués que sao analisadas em capitulos
posteriores. Apds umas breves notas biograficas de Euclides, analisamos os Elementos como um
todo, e centramos a nossa atencao no conceito de reta tangente ao circulo, bem como nas suas

ligacoes ao conceito de angulo, analisando em particular a questao do angulo de contingéncia.

No capitulo 2 analisamos o tratamento dado ao conceito de reta tangente ao circulo na
obra FElementos de Geometria do Pe. Jesuita Manuel de Campos, seguindo os Elementa geo-
metrie plane ac solide: quibus accedunt selecta ex Archimede theoremata de André Tacquet.
Comegamos por enquadrar esta obra no ambito do contexto do ensino da matematica ministrado
em Portugal pelos Jesuitas, analisando depois o nosso conceito nesta que foi a primeira traducgao

para portugués dos Flementos de Euclides.

O capitulo 3 é dedicado & andlise da obra de Manuel de Azevedo Fortes. Iniciamos este estudo
com a contextualizacao do trabalho do engenheiro-mor do Reino Azevedo Fortes na consolidagao
do ensino militar, seguido do estudo de duas das suas obras: um manuscrito intitulado Geometria
Especulativa, onde o matematico portugués segue a traducao francesa dos Flementos efetuada
por Jacques Ozanam, e a Ldgica Racional, Geométrica e Analitica, onde Azevedo Fortes segue,
na parte relativa a geometria, Les Elemens de Geometrie ou la mesure du corps de Bernard

Lamy.

Dedicamos o capitulo 4 a reforma pombalina da Universidade de Coimbra, em 1772, e subse-
quente mudanga no paradigma nacional do ensino da matematica, ao promover, em particular, a
introducao em Portugal do ensino do calculo diferencial. Analisamos, na secgao 4.1, os Estatutos
da recém criada Faculdade de Matemadtica da Universidade de Coimbra, procurando perceber
as mudancas introduzidas e o novo contexto em que passa a ser estudado o conceito de reta
tangente a uma curva. A seccio 4.2 contém uma andlise dos Elementos de Fuclides editados
por Joao Angelo Brunelli a partir dos Euclidis Elementorum de Robert Simson e utilizados na
disciplina do 1.° ano desta Faculdade. Na seccao 4.4 analisamos as traducoes portuguesas do
Cours de mathématiques a l'usage des gardes du pavillon et de la marine de Etienne Bezout,

utilizadas na disciplina do 2.° ano.

O capitulo 5 é dedicado a José Anasticio da Cunha, professor de geometria - entre 1773 e
1778 - na Faculdade de Matematica da Universidade de Coimbra. Neste capitulo estudamos o

conceito de reta tangente a uma curva no manuscrito Principios de Geometria tirados dos de
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Euclides (recentemente descoberto), bem como na sua principal obra os Principios Mathematicos
(nas edigoes portuguesa e francesa).

O capitulo 6 é dedicado a Francisco Gomes Teixeira, nome maior da mateméatica portuguesa
do século XIX/XX. Comegamos por efetuar um enquadramento do ensino do conceito de reta
tangente a uma curva na Academia Politécnica do Porto e na Universidade do Porto, no sentido
de contextualizar a principal obra onde Gomes Teixeira estuda este conceito, o Curso de Analyse
Infinitesimal, escrito para o ensino do cédlculo diferencial e integral. Terminamos o capitulo com
uma breve analise do tratamento mais cientifico dado por Gomes Teixeira ao nosso conceito num
dos seus artigos cientificos e no seu Traité des courbes spéciales remarquables planes et gauches.

Finalmente, no capitulo 7 analisamos a obra pedagégica de Sebastido e Silva. Comecamos
por contextualizar o tratamento dado ao nosso conceito no ambito da reforma da matematica
moderna, analisando depois as obras de Sebastidao e Silva escritas para o ensino secundario.
No final deste capitulo analisamos ainda o estudo feito ao nosso conceito nas Transformacgades
Geométricas, obra utilizada por Sebastiao e Silva no ensino superior.

Sao ainda apresentados 9 anexos que, com excegdao do anexo A, referimos no corpo do texto.

O Anexo A contém pequenas notas biograficas de matemaéticos e personalidades relevantes
no ambito do nosso trabalho. Para a elaboracao destas notas biograficas recorremos, no caso
dos matematicos e sempre que possivel, ao portal MacTutor History of Mathematics Archive, da
School of Mathematics and Statistics da University of St. Andrews, sendo o mesmo referenciado
por O’Conner & Robertson (2017). Nos casos em que nao foi possivel utilizar este portal
encontra-se indicada, no final da nota biogréfica, a referéncia bibliografica respetiva.

O Anexo B contém a classificagdo dos angulos segundo Proclo, tal como apresentada na
edi¢ao em francés de Paul Ver Eecke Proclus de Lyceie. Les commentaires sur le premier livre
des Eléments D’Fuclide e sistematizada por Heath (1956, vol. 1, p. 178) .

Entre o Anexo C e o Anexo H apresentamos a comparacao da estrutura de diferentes obras
feita a partir dos indices das mesmas.

O Anexo I contém uma comparagao entre os conteidos dos programas de matemadtica em

vigor na década de 60 e os programas implementados nas turmas piloto.
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Capitulo 1

Os primoérdios do conceito de reta

tangente: Euclides

Euclides de Alexandria terd vivido por volta do ano 300 a.C., sendo muito provével que tenha
recebido instrucao em Atenas, pelos discipulos de Platao, indo posteriormente para Alexandria
onde terd fundado uma escola (Heath, 1956, vol. 1, p. 1-6). Euclides é mesmo retratado como
professor de geometria no fresco de Rafael “A escola de Atenas” (Fig. 1.1), que se encontra na

Stanza della Segnatura, no Vaticano, e onde Rafael ilustra alguns dos maiores pensadores gregos.

Figura 1.1: Euclides ensinando geometria em “A Escola de Atenas” de Rafael.

Euclides escreve diversas obras de matemdtica (Heath, 1956. vol. 1, p. 7-18), a sua maioria
sobre temas de geometria, obtendo o maior reconhecimento gragas aos Flementos, um dos livros

de maior influéncia no pensamento e na educacao do mundo ocidental de todos os tempos.
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1.1 Os Elementos

Devemos admird-lo [Fuclides] pelo trabalho nos elementos de geometria, pela escolha
e arranjo dos teoremas e problemas que trabalha para a instrucdo de principiantes.
Ele nao utilizou todos os elementos que conseguiu recolher, mas apenas aqueles que
sao suscetiveis de instruir nos primeiros principios da geometria. (Proclo in Eecke,

1948, p. 62)

1.1 Os FElementos

Os Elementos contém uma recolha, seletiva e ordenada, de conhecimentos matematicos da época
de Euclides, tendo sido ao longo dos séculos comentados, traduzidos e editados. As diferentes
fontes dos Elementos, dado nao se conhecer nenhum original do proprio Euclides, levam a que
diferentes edigoes apresentem, por vezes, diferengas de linguagem e/ou de conteido. Notemos
que as edigoes dos Flementos anteriores ao final do século XIX, baseadas em textos gregos, tém
como fonte comum a obra de Teao de Alexandria, onde este faz varios comentérios e alteracoes.
A descoberta, por Peyrard em 1808, de um manuscrito anterior ao de Tedo, designado de “Ma-
nuscrito do Vaticano”, permite o reconhecimento exato dos acréscimos da autoria do préprio
Tedo. No final do século XIX, o dinamarqués Heiberg publica uma edicao dos Elementos utili-
zando este manuscrito (datado do século X, mas todavia identificado como pré-teonino) assim
como muitos outros manuscritos conhecidos, editando aquela que ainda hoje é uma das edigoes
de referéncia e considerada uma das mais préximas da que terd sido a original de Euclides®
(Heath, 1956, vol. 1, pp. 46-63). J4 no século XX, Stamatis publica uma nova edi¢do em grego
dos Elementos, em Atenas entre 1952 e 1957, onde confirma a exatidao da versao de Heiberg e
a reafirma como a mais préxima do que seria o original de Euclides (Bicudo, 2009, pp. 30-32).
Em portugués do Brasil, a edicao que confronta todas esta fontes é da autoria de Irineu Bicudo,
que publica em 2009 a sua versao dos Elementos.

Na selecao e organizacao dos conhecimentos incluidos no seu tratado, Euclides utiliza a
filosofia l6gico-dedutiva de Aristételes, naquele que é conhecido como o método geométrico, e

que é descrito por Monteiro da Rocha da seguinte forma:

Principiam pelas defini¢cdes para tirar toda a ambiguidade das palavras. Seguem-se 0s
Azxiomas, e Postulados; verdades mais fdceis, que encaminham para as mais dificul-

tosas. Logo se propoem os teoremas, e problemas mais simplices, que se demonstram

SPara a nossa investigacio utilizamos a traducéo inglesa da obra de Heiberg, editada por Thomas Heath,
utilizando a edigdo em 3 volumes de 1956. Doravante, sempre que nos referimos aos Elementos reportamo-nos a
esta edigao.
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1.1 Os Elementos

com as Definicoes e Axiomas. Pouco a pouco vao entrando os mais complicados, e
dificultosos, que se demonstram pelos precedentes, por definicoes e Axiomas. Entre

eles vao os Corolarios, quando tendo o seu lugar. (Rocha, s.d., fl. 16v)

Assim, os Elementos nao contém qualquer comentario ou observagao, sendo compostos por
13 livros (capitulos) com a estrutura defini¢oes-axiomas-proposigoes, cuja distribuigao de temas

pelos diferentes livros é a seguinte (Costa et al, 2000, pp. 251-252):

Livro I: Contém as primeiras definigoes, os axiomas e postulados, seguido de um estudo dos
angulos e dos triangulos, um tratamento rigoroso da questao do paralelismo e o Teorema

de Pitagoras.

Livro IT: Compreende o estudo das propriedades dos paralelogramos retangulos, sendo estabe-
lecidas relacoes algébricas através da geometria, sendo o livro dedicado a chamada dlgebra

geométrica ou geometria das dreas.

Livro III: Dedicado ao estudo das propriedades do circulo, angulos inscritos em arcos de

circunferéncia e propriedades das retas tangentes ao circulo.

Livro I'V: Composto por problemas relativos a inscrigdo e circunscrigao de poligonos regulares

em circulos.
Livro V: Explica a teoria das proporgoes.

Livro VI: Contém aplicacoes da teoria das proporgoes, sendo estudada a semelhanga de figuras

planas.

Livros VII, VIII e IX: Conhecidos como Livros Aritméticos, explicam as propriedades dos

numeros racionais.

Livro X: Livro mais extenso dos Elementos onde sao estudadas varias propriedades das gran-

dezas irracionais.

Livro XI: Primeiro dos trés livros estereométricos, onde é estudada a geometria tridimensional.
Comega com definigoes relativas a geometria do espago seguidas do estudo do paralelismo

e perpendicularidade no espago, de angulos de sélidos e dos prismas.

Livro XII: Abarca proposigoes que estabelecem razoes entre areas de figuras planas e volumes

de sélidos utilizando o Método de Eraustao.
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

Livro XIII: Contém o estudo dos Sélidos Platdnicos.

O conceito de reta tangente a uma curva surge, no contexto dos Elementos, a proposito
da relacao entre retas e circulos estudada no livro III, sendo apenas abordado o conceito de
reta tangente ao circulo e as suas propriedades, uma vez que nos Elementos nao sao estudadas

propriedades de outras curvas.

1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Flementos

O livro III dos Elementos aborda as propriedades do circulo, a relagdo que é possivel estabelecer
entre retas e circulos e entre circulos contendo, na edicao analisada, 11 defini¢oes, 37 proposicoes
e 1 porisma (coroldrio). E neste contexto que surge o conceito de reta tangente ao circulo, que
nos ¢é apresentado na segunda defini¢ao, e cujas propriedades mais relevantes sao estudadas nas

Proposicoes 16, 17, 18, 19 e 32.

1.2.1 A definicao

O conceito de reta tangente ao circulo é introduzido nos Elementos nos seguintes termos:

Definicao III, 2: Uma linha reta diz-se que toca um circulo se, encontrando o

circulo e sendo prolongada, ndao corta o circulo. (Heath, 1956, vol. 2, p. 1)

Analisando esta definicdo, pelos parametros atuais, esperar-se-ia encontrar o nome “tan-
gente” na propria definicao, uma vez que a terminologia “toca o circulo” nao é comum atual-
mente. Contudo, esta definicdo, tal como é apresentada, pretende ser uma traducgao fiel do ori-
ginal grego, levando em consideracao o facto de nao existir um termo em grego para “tangente”-
etimologicamente o termo tangente deriva do latim tangentem, participio presente de tangere,
que significa tocar (Machado, 2003, vol. V, p. 268).

E também de salientar que atualmente consideramos retas tangentes a curvas, enquanto aqui
nos surge a reta tangente a uma figura geométrica. Notemos contudo que Euclides define nesta
sua obra circulo® mas ndo circunferéncia. Contudo, o termo circunferéncia surge na edicio dos
Elementos utilizada, supondo-se que surja também no original do matematico grego, sendo esta
inclusao justificada por Heath (1956, vol. 1, p. 184) pelo facto de o termo circunferéncia ser,
a época, um termo comum que nao envolveria qualquer concecao matematica. Uma vez que

Euclides trata a circunferéncia apenas como a linha que limita o circulo, néo lhe conferindo o

S Definigdo I, 15: Um circulo é uma figura plana contida por wma linha, tal que todas as linhas retas tracadas
dela até wm ponto de entre os que estao na figura sdo iguais umas as outras. (Heath, 1956, vol. 1, p. 153)
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

carater de curva ou entidade matemaética que tem atualmente, faz sentido que considere a reta
como tangente ao circulo.

De realcar é ainda o facto de esta definicao caracterizar a reta tangente ao circulo mas
nao garantir a sua existéncia. Esta caracteristica resulta da aplicagdo do método Aristotélico
a geometria, uma vez que na exploracao que faz da aplicagoes da logica dedutiva a ciéncia, o
préprio Aristételes nota que “é por demonstragao que provamos a existéncia de tudo” (Aristételes
in Heath, 1970, p. 70). Como bem realga Heath (1970, p. 70), em geometria assume-se apenas a
existéncia de pontos e retas, sendo necessario provar a existéncia de todas as restantes entidades
geométricas.

Notemos também a auséncia de qualquer representacao do nosso conceito, o que permite ao
leitor a criagdo da sua propria imagem mental do mesmo, nao ficando preso a uma qualquer

representacao que lhe poderia ser apresentada pelo autor.

1.2.2 As proposigoes

Usualmente vemos associadas ao conceito de reta tangente ao circulo as Proposigoes 16 a 19 do
livro III dos Elementos. Contudo, também a proposicao 32 deste livro contém no seu enunciado
um resultado relevante sobre a nossa tematica. Estas cinco proposicoes sao de dois tipos -
teoremas (as proposicoes 16, 18, 19 e 32) e problemas (apenas a proposicao 17) - e permitem
um conhecimento mais profundo deste conceito.

A primeira proposigao relativa a este conceito, a Proposicao III, 16, é também a mais conhe-

cida, sendo enunciada da seguinte forma:

Proposigao III, 16: A linha reta perpendicular ao didgmetro de um circulo pela sua
extremidade caird fora do circulo, e no espaco entre a linha reta e a circunferéncia
nao pode ser interposta outra linha reta; além disso o angulo do semicirculo é mator,
e o restante dangulo menor, do que qualquer dangulo retilineo agudo. (Heath, 1956,

vol. 2, p. 37)

A primeira parte desta proposicdo enuncia a existéncia e unicidade da reta tangente que é

demonstrada da seguinte forma:

Demonstragao:

Seja ABC o circulo de centro D e AB o diametro. Digo que a linha reta tracado por

A perpendicular a AB na sua extremidade cai fora do circulo [Fig. 1.2].
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B
D
F C
E e A

Figura 1.2: Tlustragao da demonstragiao da Proposigao III, 16.

Mas o dngulo DAC é reto; logo o angulo ACD é também reto: assim, no tridngulo
ACD os dois angulos DAC, ACD sao iguais a dois retos: o que é impossivel [I,
17]”. Logo a linha reta tracada pelo ponto A perpendicular a BA nao caird dentro

do circulo. Analogamente, prova-se que nao caird na circunferéncia, logo caird fora.
Deixa-la cair como AF.

Afirmo em seguida que no espaco entre a linha reta AF e a circunferéncia CH A néo

é possivel interpor outra linha reta.

Se for possivel, interponha-se outra linha reta, como F A e seja DG a perpendicular

a F'A por D.

Como o angulo AGD é reto, e o angulo DAG é menor do que um angulo reto, AD

é maior do que DG [I, 19]8.

Mas DA éigual a DH; logo DH é maior do que DG, o menor do que o maior; o que
¢ impossivel. Logo nao é possivel interpor outra linha reta no espaco entre a linha

reta e a circunferéncia. W

Estes dois resultados sao demonstrados por redugao ao absurdo, um dos métodos de de-
monstragdo mais usuais nos FElementos, sendo possivel concluir deles, como Euclides, o seguinte

resultado:

Porisma: Daqui é manifesto que a linha reta perpendicular ao diametro de um

circulo na sua extremidade toca o circulo. (Heath, 1956, vol. 2, p. 39)

"Proposicdo I, 17: Em qualquer tridngulo dois dngulos tomados em conjunto de qualquer maneira sio infe-
riores a dois dngulos retos. (Heath, 1956, vol. 1, p. 281)

8 Proposicao I, 19: Num tridngulo o maior dngulo é sub tendido pelo maior lado. (Heath, 1956, vol. 1, p.
284)
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

Este porisma fornece, implicitamente, um método de construgao da reta tangente a um

circulo por um ponto da sua circunferéncia. Esse método consiste em:
e Trace-se o diametro no ponto dado;
e Trace-se a perpendicular ao diametro pelo ponto dado, que é a tangente procurada.

A 1ltima parte da Proposigao I11, 16 é um dos resultados que mais controvérsia gerou, sendo

demonstrada por Euclides nos seguintes termos:

Demonstragao:

Digo que o angulo do semicirculo, contido pela linha reta BA e a circunferéncia CH A,
¢ maior do que qualquer angulo retilineo agudo e que o restante angulo, contido pela
circunferéncia CHA e a linha reta AF, é menor do que qualquer angulo retilineo

agudo [Fig. 1.2].

Se existir um angulo retilineo agudo maior do que o angulo contido pela linha reta BA
e a circunferéncia CH A, e um angulo retilineo agudo menor do que o angulo contido
pela circunferéncia C'H A e a linha reta AF, entdo no espago entre a circunferéncia
CHA e alinha reta AFE, é possivel interpor uma linha reta tal que ela fara um angulo
contido por linhas retas maior que o angulo contido pela linha B A e a circunferéncia
CHA, e um outro dngulo contido entre linhas retas que é menor do que o angulo

contido pela circunferéncia CHA e a linha reta AFE.

Mas tal linha reta nao pode ser interposta; logo nao existird um angulo contido por
linhas retas maior que o angulo contido pela linha BA e a circunferéncia CH A, nem

um angulo contido entre linhas retas inferior ao angulo contido pela circunferéncia

CHA e alinhareta AE. B

Esta comparacdo entre o angulo de contingéncia’

(misto) e um angulo retilineo agudo
encontra-se analisada por diversos comentadores e editores dos FElementos, chegando mesmo
a ser excluida de diversas edices da obra'?.

Segue-se a Proposigao 111, 17:

Proposicao III, 17: Por um ponto dado tirar uma linha reta tocando um circulo

dado. (Heath, 1956, vol. 2, p. 43)

9Fuclides ndo utiliza a terminologia “4ngulo de contingéncia”, referindo-se a este dngulo como “o restante”.
Proclo nos comentarios que efetua & obra de Euclides refere-se a ele como o angulo cornicular, surgindo mais tarde
nomes como angulo de contacto ou angulo de contingéncia.

%No capitulo 1.3 encontra-se uma anélise ao conceito do angulo de contingéncia.
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

Esta proposicao é um problema pratico que, embora tal facto nao seja referido na obra de
Euclides, contempla dois casos: o caso em que o ponto pertence a circunferéncia do circulo
e 0 caso em que o ponto estd no exterior do circulo. O primeiro caso nao é abordado por
Euclides sendo, como vimos anteriormente'!, uma consequéncia direta da Proposicdo III, 16,
sendo o segundo caso aquele que Euclides analisa nesta proposicao, comegando por apresentar a
resolucao do problema (método de construgao) seguida da demonstracao de que a sua construgao

satisfaz o pedido no enunciado.

Resolugao:

Seja A o ponto dado, e BC'D o circulo dado. Pretende-se tracar pelo ponto A a reta

que toca o circulo BCD [Fig. 1.3].

Figura 1.3: Tlustragdo da demonstracao da Proposigao III, 17.

Encontre-se o centro £ do circulo [III, 1]'2. Trace-se AE e, com centro em E e
distancia F'A descreva-se o circulo AFG. Por D trace-se a reta DF perpendicular a

FA. Afirmo que AB tracado pelo ponto A toca o circulo BCD.
Demonstragao:

Como E é o centro dos circulos BCD e AFG, EA éigual a FF e ED é igual a EB
[Fig. 1.3].

Entéo os dois lados AE, AB sédo iguais aos dois lados FIE, ED: e eles contém um

angulo comum, o angulo em F; logo, a base DF' é igual a base AB, e o triangulo

1Veja-se pagina 19.
12 proposigdo III, 1: Encontrar o centro de um circulo dado. (Heath, 1956, vol. 2, p. 6)
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

DEF éigual ao tridangulo BEA, e os restantes angulos aos restantes angulos [I, 4]'3,

pelo que o angulo EDF ¢ igual ao angulo EBA.
Mas o angulo EDF é reto, logo o angulo FBA também é reto.

Como EB é um raio e a linha reta perpendicular ao diametro do circulo pela sua

extremidade toca o circulo [III, 16, Por.] vem que AB toca o circulo BCD. R

Embora Euclides nao o refira, é notdrio na resolucao que podem ser desenhadas duas retas,
por A, a tocar o circulo BCD, uma vez que a reta DF interseta a circunferéncia AFG em
dois pontos. E também possivel demonstrar que os segmentos de reta resultantes sao iguais em
comprimento e em inclinacdo para com a reta EA'.

As duas proposigoes seguintes estabelecem, como nota Heath (1956, vol. 2, p. 45), duas das

possiveis relagoes entre as seguintes trés retas:

e reta tangente ao circulo;
e reta que passa pelo centro do circulo;

e reta perpendicular a tangente.
A Proposicao 111, 18 é enunciada nos seguintes termos:

Proposicao 111, 18: Se uma linha reta toca um circulo, e uma linha reta € tracada

do centro ao ponto de contacto, a linha reta assim tracada € perpendicular a tangente.

(Heath, 1956, vol. 2, p. 44)

Note-se que, nesta proposicao, surge o termo tangente, termo que havia sido omitido na
Definicao III, 2. A utilizacdo do termo tangente nesta proposicao, assim como em diversas
edigoes dos Elementos, dever-se-a a generalizacao da utilizacao deste termo apos a sua utilizagao
pela primeira vez, em 1583, por Thomas Fincke na sua Geometrie Rotundi (Miller, 2017, s.p.).

A demonstracao desta proposicao é apresentada por Euclides recorrendo, mais uma vez, ao

método de redugao ao absurdo.

13 Proposicdo I, 4: Se dois trigngulos tém dois lados iguais a dois lados, respetivamente, e tém o dngulo contido
pelas linhas retas iguais igual, entdo também terdo base igual a base, e o triangulo serd igual ao tridngulo, e os
angulos restantes serdo tguais aos angulos restantes, respetivamente, nomeadamente aquele que os lados iguais
sub tendem. (Heath, 1956, vol. 1, p. 247)

Esta demonstragio pode ser encontrada em Mota C. (2008).
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

Demonstragao:

Considere-se a reta DE que toca o circulo ABC no ponto C, e seja F' o centro do
circulo ABC [Fig. 1.4]. Trace-se FC que une F a C. Afirmo que F'C é perpendicular
a DE.

Figura 1.4: Tlustragao da demonstragiao da Proposigao III, 18.

Suponha-se que tal nao se verifica e trace-se F'G perpendicular a DFE por F'.

Como o angulo FGC é reto, o angulo FOG é agudo [.17]'%. Como o maior angulo é
oposto ao maior lado [I. 19]'¢, vem que FC é maior que FG. Mas FC é igual a F B,

pelo que F'B é também maior que F'G, o menor que o maior: o que é impossivel.
Assim, F'G nao é perpendicular a DE.

Do mesmo modo se prova que nenhuma outra linha reta o é exceto F'C; logo FC é

perpendicular a DE. W

Provada a primeira das relacoes entre as trés retas referidas, Euclides apresenta em seguida,
na Proposicao III, 19, uma segunda relagao entre as mesmas retas que é uma reciproca parcial

da Proposicao III, 18.

Proposicao III, 19: Se uma linha reta toca um circulo, e pelo ponto de contacto
se traga a perpendicular a tangente, o centro do circulo estard ma linha tracada.

(Heath, 1956, vol. 2, p. 45)

15 Proposicdo I, 17: Em qualquer tridngulo quaisquer dois dngulos tomados em conjunto sdo menores do que
dois dngulos retos. (Heath, 1956, vol. 1, p. 281)

16 proposicdo I, 19: Em qualquer tridngulo o maior dngulo é oposto ao maior lado. (Heath, 1956, vol. 1, p.
284)
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

A demonstracao desta proposicao é também efetuada por reducao ao absurdo.

Demonstragao:

Considere-se a linha reta DE que toca o circulo ABC no ponto C, e por C trace-se

C'A perpendicular a DE. Digo que o centro do circulo estd em AC [Fig. 1.5].

D C E
Figura 1.5: Tlustragdo da demonstracao da Proposicéo III, 19.

Suponha-se que tal ndo acontece e,se possivel, seja F' o centro e trace-se C'F.

Como a linha reta DFE toca o circulo ABC e FC foi tragada unindo o centro ao
ponto de contacto, F'C' é perpendicular a DE [III, 18], logo o angulo FCE é reto.
Mas o angulo AC'E também é reto, pelo que o angulo FCFE é igual ao angulo ACE,

0 menor ao maior:o que é impossivel.
Assim, F' nao é o centro do circulo ABC.

Analogamente se prova que nenhum outro ponto o é exceto um ponto em AC. B

Nestas duas demonstracoes, a semelhanga das restantes, é visivel o cuidado de Euclides em
nomear, primeiramente, todas as entidades com que vai trabalhar e que sao dadas no enunciado
e sO depois apresentar a demonstragao.

Embora Euclides apenas apresente estas duas relagoes entre as trés retas referidas anterior-
mente, é possivel, como nota Heath (1956, vol. 2, p. 44), acrescentar uma terceira reciproca
parcial da Proposicao III, 1817,

Estas quatro proposicoes esgotam o estudo dedicado exclusivamente as propriedades da reta

tangente ao circulo sendo contudo possivel encontrar, na Proposicao III, 32, uma relagao entre

17A este propdsito veja-se Mota C. (2008, p. 11).
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1.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos

os angulos definidos pela reta tangente ao circulo e por uma secante passando pelo ponto de

contacto.

Proposicao III, 32: Se uma linha reta toca um circulo, e pelo ponto de contacto
se tracar, através do circulo, uma linha reta cortando o circulo, os angulos que esta
reta faz com a tangente serao iguais aos angulos nos segmentos alternos do circulo.

(Heath, 1956, vol. 2, p. 65)

Embora defina segmento de circulo'® e angulo num segmento!® Euclides ndo define segmentos
alternos, sendo percetivel que, neste contexto, utiliza o termo “alterno”no sentido de “oposto”.
Neste caso particular, os angulos nos segmentos alternos sao os angulos nos segmentos de circulo
que se encontram no lado oposto ao do angulo retilineo considerado.

Euclides apresenta uma demonstracao direta desta proposicao.

Demonstragao: Seja EF uma linha reta que toca o circulo ABC'D no ponto B, e

pelo ponto B através do circulo ABC' D, uma linha reta BD cortando-o [Fig. 1.6].

Figura 1.6: Tlustragao da demonstragiao da Proposicgao III, 32.

Afirmo que os angulos que BD faz com a tangente F'F sao iguais aos angulos nos
segmentos alternos do circulo, isto é, o angulo F BD é igual ao angulo construido no

segmento BAD, e o angulo EBD é igual ao angulo construido no segmento DCB.

18 Definicdo III, 6: Um segmento de circulo € a figura contida por wma linha reta e a circunferéncia de um
circulo. (Heath, 1956, vol. 2, p. 1)

19 Defini¢do III, 8: Um dngulo num segmento € o dngulo que, quando um ponto é tomado na circunferéncia
do segmento e linhas retas sdo tracadas dele até as extremidades da linha reta que € a base do segmento, € contido
pelas linhas retas assim tragadas. (Heath, 1956, vol. 2, p. 1).
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1.3 A questao do adngulo de contingéncia

Seja BA a reta tracada por B perpendicular a E'F’, e considere-se o ponto C' tomado
aleatoriamente na circunferéncia BD, e tracem-se AD, DC e C'B. Como a linha
reta FF toca o circulo ABCD em B, e BA foi tragada pelo ponto de contacto

perpendicular & tangente, o centro do circulo ABC'D estd em BA [III, 19].

Logo BA é o diametro do circulo ABC D, pelo que o angulo AD B, sendo um angulo

no semicfrculo, é reto [I11, 31]%.
Assim, os angulos restantes BAD, ABD sao iguais a um angulo reto [I, 32]2!.

Mas o angulo ABF também é reto, logo o dngulo ABF ¢é igual aos angulos BAD,
ABD. Subtraindo o dngulo ABD de cada um deles vem que o angulo DBF que

resta é igual aos angulo BAD no segmento alterno do circulo.

Como ABCD ¢é um quadrildtero do circulo, os angulos opostos sdo iguais a dois

angulos retos [III, 22]%2

Mas os angulos DBF e DBE também sao iguais a dois angulos retos, pelo que os
angulos DBF, DBE sao iguais aos angulos BAD, BCD, do qual o angulo BAD
foi provado ser igual ao angulo DBF. Assim, o angulo DBE que resta é igual ao

angulo DC'B no segmento alterno DC'B do circulo. B

Deste nosso estudo podemos, em particular, destacar o rigor nos enunciados e nas demons-
tragoes, assim como a dimensao pratica introduzida pelo porisma da Proposicao III, 16 e pela
Proposigao III, 17. Tratando-se de uma obra utilizada durante séculos no ensino da matematica,
¢é de salientar que, além de resultados tedricos e das propriedades associadas aos conceitos, nos
oferece ferramentas préticas para a construgao da representacao desses conceitos. Notemos con-
tudo, que também esta dimensao pratica é claramente justificada e provada, nao sendo apenas

um conjunto de regras que os leitores/aprendizes teriam de seguir sem qualquer fundamentagao.

1.3 A questao do angulo de contingéncia

Na Proposigao III, 16 dos seus FElementos, Fuclides relaciona o conceito de reta tangente ao

circulo com o conceito de angulo através da comparacao entre trés tipos de angulos: o angulo

20 Proposigdo III, 31: Num circulo o dngulo num semicirculo € reto, aquele num maior segmento menor do
que um angulo reto, e aquele num menor segmento maior do que um dangulo reto; além disso, o angulo de um
maior segmento é maior do que um dangulo reto, e o angulo de um menor segmento € menor do que um angulo
reto. (Heath, 1956, vol. 2, p. 62)

2L Proposicdo I, 32: Num tridngulo, se um dos lados for prolongado, o angulo exterior ¢ igual aos dois dngulos
interiores opostos, e os trés angulos interiores sao iguais a dois angulos retos. (Heath, 1956, vol. 1, p. 316)

22 Proposicdo III, 22: Os dngulos opostos de quadrildteros em circulos sdo iguais a dois dngulos retos. (Heath,
1956, vol. 2, p. 51)
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1.3 A questao do angulo de contingéncia

do semicirculo; o angulo de contingéncia; o angulo retilineo agudo?.
Comecemos por analisar a definicao de angulo proposta por Euclides nos seus Elementos

logo no seu primeiro livro:

Definicao I, 8: Um dangulo plano € a inclinagdo de uma para o outra, de duas
linhas num plano que se encontram uma a outra e ndo caem em linha reta. (Heath,

1956, vol. 1, p. 153)

Esta definigao é, segundo Heath (1956, vol. 1, p. 176), original, no sentido em que nao
se encontra nos trabalhos dos antecessores de Euclides, nomeadamente em Aristételes e aqui
Euclides considera um angulo como uma relacao entre duas linhas. Todavia, é possivel considerar

um angulo de outras formas:

Alguns dos antigos colocam o angulo na categoria de relagdo, chamando-lhe a in-
clinacao entre linhas ou planos de um para o outro; outros colocam-no como qua-
lidade, dizendo que, tal como a reta e a curva, € uma certa caracteristica de uma
superficie ou solido; outros referem-no como uma quantidade, dizendo que tanto €

uma quantidade plana como sélida. (Proclo in Eecke, 1948, pp. 109-110)

Apesar de serem véarios os autores que consideram cada uma destas trés possibilidades, o
préprio Proclo, nos seus Les Commentaires sur le premier livre de Eléments d’Fuclide, levanta

objecoes a todas elas.

- Considerando um angulo como uma quantidade, entao sera possivel estabelecer uma razao
entre o angulo de contingéncia e um angulo retilineo, uma vez que quaisquer grandezas
do mesmo tipo tém entre si uma dada razao. Ora, e atendendo ao resultado proposto
por Euclides na Proposicao III, 16 - onde afirma que o angulo de contingéncia é menor
do que qualquer angulo retilineo - nao é possivel, através de multiplicacao, o dngulo de
contingéncia exceder um angulo retilineo, condi¢ao necessaria para que exista razao entre
as duas grandezas (Proclo in Eecke, 1948, p. 110). Assim, aceitando como verdadeira a

Proposicao III, 16, nao é possivel considerar um angulo como uma quantidade.

- Se um angulo for uma qualidade, o problema é a possibilidade de o dividir e de comparar
angulos distintos. De facto, como nota Proclo, a comparagao e a divisao sao propriedades
intrinsecas de quantidades e nao de qualidades, pelo que nao é entao possivel considerar-se

um angulo como uma qualidade (Proclo in Eecke, 1948, pp. 110-111).

2 . e . . N . . ~ s
3Euclides utiliza nos Elementos diferentes tipos de angulos, seguindo uma categorizacéo cldssica que se encontra
no anexo B.
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1.3 A questao do adngulo de contingéncia

- Considerando um angulo como uma relacao, tal como faz Euclides, levanta-se a questao de,
dada uma inclinagao, dever existir um unico angulo e nao varios, como de facto acontece.
Proclo apresenta o exemplo de um cone cortado por um plano do vértice até a base, onde
a partir do vértice existe uma sé inclinacao - formada pelos lados do triangulo - mas dois
angulos, um plano no triangulo e outro na superficie mista do cone (Proclo in Eecke, 1948,

p. 111).

A solucdo final proposta por Proclo é rejeitar que um angulo possa ser considerado como
contendo apenas uma destas trés caracteristicas e aceitar que, sendo um conceito complexo,

revela intrinsecamente propriedades dos trés tipos:

(...) um angulo ndo nenhuma das coisas mencionadas mas existe como uma com-
binacdo de todas estas categorias, e € por isso que apresenta dificuldades para aqueles

que estao inclinados em fazé-lo qualquer uma delas. (Proclo in Eecke, 1948, p. 112)

Notemos que Euclides, nos seus Elementos, apresenta algumas destas caracteristicas do con-
ceito de angulo, que embora seja apresentado na definicdo como uma relagdo é muitas vezes
tratado como uma quantidade, veja-se, em particular, o caso da Proposicao III, 16 onde Eucli-
des compara angulos

Uma vez que Proclo apenas comenta e analisa o livro I dos Elementos, nao conhecemos a
posigao do comentador sobre a validade (ou nao) da comparagao efetuada por Euclides. Contudo,
esta comparacao é analisada por diversos matemadticos ao longo dos séculos, sendo mesmo a
tematica de uma das contendas mais conhecidas da historia das matematicas: a que opos Clavius
a Peletier®?.

Este mesmo assunto nao passou ao lado dos matematicos portugueses, tendo Pedro Nunes
abordado esta questdo no seu Libro de Algebra en Arithmetica y Geometria®s.

Esta questao volta a ser estudada em Portugal no século XVIII, aquando do estudo do
conceito de reta tangente ao circulo nas primeiras tradugoes para portugués dos Elementos de

Fuclides.

24Um estudo da polémica em torno do angulo de contingéncia envolvendo Peletier e Clavius pode ser encontrado
em Maiert (1998, pp. 115-137).
25Um estudo da posicao de Pedro Nunes sobre esta questdo pode ser encontrado em Loget (2010, pp. 79-100).
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Capitulo 2

O conceito de reta tangente ao
circulo, segundo o Padre Manuel de

Campos

Manuel de Campos nasce em Lisboa em 1681 e ingressa na Companhia de Jesus em 1689. Os
estudos filosoficos adquiridos na Universidade Jesuita de Evora ter-lhe-do dado os conhecimentos
matematicos que lhe permitem lecionar esta disciplina na Universidade de Evora, no Colégio
Imperial de Madrid e, em especial, na “Aula da Esfera”, do Colégio de Santo Antao, em Lisboa.
Morre em Lisboa em 1758 (Sphaera Mundi, 2008, p. 225).

O Padre Manuel de Campos destaca-se como professor tendo publicado, durante os anos em

que leciona na “Aula da Esfera”, trés obras destinadas ao ensino da matematica nesta instituicao:

o FElementos de geometria plana, e solida, sequndo a ordem de Euclides, princepe dos geo-
metras. Accrescentados com tres uteis appendices, o primeiro da logistica das proporg¢ooes,
o sequndo dos theoremas selectos de Archimedes, e o terceiro da quadratriz de Dinos-
trato, para quadrar o circulo, e tri-secar o angulo, editados em 1735, contendo a primeira

tradugao para portugués dos livros geométricos dos Elementos de Fuclides.

e Trigonometria plana, e esferica com o canon trigonometrico linear, e logarithmico, datada
de 1737, onde o autor aborda a trigonometria plana e esférica, a resolugao de tridngulos

planos e o estudo dos logaritmos.

e Synopse Trigonometrica dos casos que commumente occorem em huma, e outra Trigono-
metria Plana, e Esferica: com as analogias respectivas, e Prazes Logarithimas, que lhe

correspondem, editado em 1737.
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2.1 O ensino da matematica nos colégios Jesuitas portugueses

Sendo estas obras da autoria de um Jesuita, e destinadas ao ensino da matemadtica num
colégio da mesma ordem, refletem naturalmente os ideais de ensino da matematica emanados

do Colégio Romano da Companhia de Jesus.

2.1 O ensino da matematica nos colégios Jesuitas portugueses

Os Jesuitas estabelecem-se em Portugal, aquando da sua formagao logo em 1540, por convite de
D. Joao III, sendo a Companhia responsavel pela criagao de uma alargada rede de ensino.

A Ratio atque Institutio Studiorum Societatis Iesu, doravante designada de Ratio Studiorum,
e publicada em 1599, regulamenta todo o ensino da companhia, e é considerada uma obra
pedagdgica de impacto impar (Miranda, 2009, p. 22). Nesta obra, a Companhia de Jesus
defende um ensino universal e gratuito, destinado quer a religiosos quer a leigos, e que inclui
temas tao diversos como sejam a filosofia, a teologia, a retérica, as linguas e a literatura, bem
como as ciéncias naturais e a matemadtica, ou ainda a histéria e o teatro.

Na Ratio Studiorum lemos o plano de estudos, os procedimentos a adotar quer pelos profes-
sores quer pelos alunos, as caracteristicas dos professores, as regras dos exames e de prémios,
etc.?S.

No que a matematica diz respeito, a Ratio Studiorum advoga que é parte integrante do
Curso de Filosofia, curso de trés anos, de influéncia Aristotélica. Aqui destacamos, no final do
1.° ano e no ambito da introducao ao estudo da fisica, o estudo da organizacao das ciéncias e a
hierarquizacao dos saberes ja defendida por Aristételes e implementadas por Euclides nos seus

Elementos. Assim, a geometria euclidiana leciona-se no 2.° ano do curso de filosofia e:

O professor de matemdtica dard aos alunos de fisica os ‘Elementos’de Fuclides,
durante cerca de trés quartos de hora da aula. Depois de os seus alunos se exerci-
tarem cerca de dois meses nesta matéria, acrescente algumas nogoes de geografia ou
[do tratado] ‘Da Esfera’, ou de outras matérias que habitualmente sao mais do seu
agrado, mas faga-o juntamente com Euclides (no mesmo dia ou em dias alternados).

(Miranda, 2009, p. 146)

Os Elementos de Euclides s@ao a obra central desta formacao todavia, o Tratado da Esfera
(1220) de Jodo Sacrobosco?” também é reportado a titulo de exemplo, o que nos remete para o

estudo da astronomia.

26Um estudo detalhado do modelo pedagdgico da Ratio Studiorum encontra-se em Miranda (2009, pp. 37-51).
2TEsta obra de Sacrobosco foi traduzida para portugués e comentada por Pedro Nunes em 1537.
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2.1 O ensino da matematica nos colégios Jesuitas portugueses

Em Portugal, os temas astronémicos revelam-se essenciais para nossas viagens maritimas
refletindo-se na criacado de uma “Aula da Esfera”, a partir de 1590, em Lisboa. Na “Aula da

Esfera” estudam-se:

Para além da introdugcao aos assuntos cosmogrdficos-astrondmicos, ai se ensinou
também geometria - baseada no estudo dos primeiros livros dos ‘Elementos’de Eucli-
des - Aritmética e os rudimentos da f[lgebm, Trigonometria plana e esférica, Nautica
e temas vdrios, quer teoricos, quer aplicados, de Navegagado, de geografia, Hidrografia
e Cartografia. Ensinou-se também dtica, Perspetiva e Cenografia, Gnomdnica, cons-
trucdo de instrumentos cientificos e de mdquinas simples, FEstdtica e Hidrostdtica,
técnicas vdrias de Arquitetura e Engenharia Militar, e outros assuntos relacionados
(Pirotecnia, Balistica, etc.), muitos tépicos de Geometria aplicada, de Agrimensura,

ete.. (Leitao, 2008, pp. 19-20)

Esta pandplia de temas mostra que na “Aula da Esfera” hd nao sé um ensino tedrico da
matematica mas também o pratico, nomeadamente na relevancia dada a ndutica ou a engenharia
militar, havendo mesmo espaco para a manipulagdo e construcao de objetos cientificos. O
carater pratico do ensino da matemadtica é reforcado na Ordenatio ad suscitandum fovendumque
in Provincia Lusitanie Studium Mathematice®®, doravante designada de Ordenatio, enviada
para Portugal em 1692 pelo Pe. Tirso Gonzalez??, onde sio dadas indicacoes para que sejam
lecionados aos alunos temas de geografia, astronomia e até mecanica (Ordenatio, 2004, pp.713-
714).

Os diferentes temas abordados nas aulas de matemaética sao alvo de ilustracao nos painéis
de azulejos que adornam os colégios Jesuitas, em particular, no Colégio do Espirito Santo, em
Evora, e na sala onde funcionava a “Aula da Esfera”, atual Salao Nobre do Hospital de S. José
(fig. 2.1).

A investigagdo matemdtica em Portugal é também incentivada na Ordenatio (2004, p. 716),
devendo existir alunos que no final de curso de filosofia se dediquem exclusivamente ao estudo
da matematica, em particular da algebra.

Apesar da importancia atribuida ao ensino das aplicacbes da mateméatica ou dos desenvolvi-

mentos mais recentes desta ciéncia, os fundamentos apresentados nos Elementos de Euclides sao

28Utilizamos, na anélise da Ordenatio ad suscitandum fovendumgque in Provincia Lusitanie Studium Mathema-
tice, a transcricdo para portugués efetuada por Ugo Baldini e Henrique Leitdo, publicada em Saraiva & Leitao
(Eds.) (2004, pp. 704-723).

29 Apesar da existéncia da “Aula da Esfera”, o ensino da matemdtica na provincia portuguesa dos Jesuitas
é considerado de pouca qualidade pelo que, entre 1692 e 1711, sdo enviados para Portugal uma série de oito
documentos dando indicacGes especificas de procedimentos a adotar relativamente ao ensino desta ciéncia. A este
propésito veja-se Mota B. (2008, pp. 185-302) e Baldini (2004, pp. 318-465).
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Figura 2.1: Painel de azulejos do saldo nobre do Hospital de S. José, onde funcionava a “Aula da Esfera”,
contendo contetidos matematicos.

sempre considerados como basilares na formacao matematica ministrada nos colégios Jesuitas
portugueses. Para garantir a qualidade deste ensino a companhia garante a exceléncia dos mes-
tres, e na Ordenatio (2004, pp.706-708) podemos ler que livros de texto devem ser utilizados,
a saber, a edicdo dos Elementos de Euclides do padre Jesuita André Tacquet. Notemos que a
edicao de Tacquet, intitulada Elementa geometrie plane ac solide: quibus accedunt selecta ex
Archimede theoremata, conhece uma enorme divulgacao, sendo inclusive traduzida em diversas

linguas, entre elas a portuguesa.

Uma vez que os FElementos sao uma obra de geometria, as representacoes das entidades
geométricas assumem também um papel importante, nomeadamente para a compreensao dos
conceitos e das demonstracoes, sendo os alunos instados a fazerem-se acompanhar de régua e
compasso; nas salas de aula sao colocadas figuras alusivas as demonstragoes principais (Orde-
natio, 2004, p. 707). No Museu nacional Machado de Castro em Coimbra, encontramos um
conjunto de azulejos com representagoes de temas matematicos, que se cré originario do Colégio
das Artes de Coimbra, e que reproduzem fielmente figuras dos Elementa geometrie plane ac

solide: quibus accedunt selecta ex Archimede theoremata de Tacquet (Duarte, 2007, p. 13).
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2.2 Os Elementos de geometria do Pe. Manuel de Campos

2.2 Os Elementos de geometria do Pe. Manuel de Campos

Os Elementos de geometria plana, e solida, sequndo a ordem de Euclides, princepe dos geometras,
Acrescentados com trés uteis appendices, o primeiro da logistica das propor¢éoes, o sequndo dos
theoremas selectos de Archimedes, e o terceiro da quadratriz de Dinostrato, para quadrar o
circulo, e tri-secar o angulo, doravante aqui referidos como FElementos de Geometria®, sdo,
como ja referimos, a primeira edicao em portugués da obra Flementos. Nesta edicao, datada de
1735, 16-se no seu frontispicio (Fig. 2.2), que se destina a “Real Aula da Esfera do Collegio de

Santo Antdo da Companhia de Jesus de Lisboa Occidental”.

2\

ELEMENTOS
GEOMETRIA

PLANA, E SOLIDA,

J‘.EGUNDO A ORDEM

EUCLIDES,

PRINCEPE DOS GEOMETRAS,
ACCRESCENTADOS COM TRESUTETIS
Appndices: o primeiro da Logiftica das Proporgies: o fes
gundo dos Thearemas [electos de drcbimedess ¢ o ters
ceiro da Quadratriz de Dinoftrato, pars qua~
drar o Circuloye tri-fecar o dngulo.

PARAUSODAREAL AULA

Da Esrrna do Collegio de Sante Antio da Companhia de
Jesus de Lisboa Occidental,

OFFERECIDOS
A’ MAGESTADE DDELREY
NOSSO&NHOR

D.JOAO V.

POR SEU AUTHOR O PADRE

MANOEL DE CAMPOS

Da mefma Companhia.
LiP
LISBOA OCCIDENTAL
NA OFFICINA RITA-CASSTA

M.DCC.XXXV.
Com todas as ligengas nepefflariass

2
N A.

Figura 2.2: Frontispicio dos Elementos de Geometria de Manuel de Campos.

Os motivos que levam Manuel de Campos a compor esta obra sdo-nos apresentados, pelo

préprio, na introducao:

O de que mais necessita (suposto o numeroso concurso dos que a frequentam) sao
livros cldssicos, e manuais para adiantar a sua aplicagcao. Bem sei que a Corte
abunda deles, e dos melhores Autores, que tem ilustrado esta ciéncia (...) porém

também sei que a diversidade dos estilos, dos idiomas, e dos métodos ndo causam

) 390 exemplar da obra utilizada neste trabalho pertence ao Fundo Documental Bazul, da Biblioteca Ptblica de
Evora, e encontra-se disponivel em http://hdl.handle.net/123456789/264.
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2.2 Os Elementos de geometria do Pe. Manuel de Campos

pequena confusdo aos Mestres e aos Discipulos. Esta foi a razdo, porque me resolvi
hd tempos a formar um Curso Matemdtico, manual e expedito, para servir com ele

a meus Naturais. (Campos, 1735, s.p.).

A obra que Manuel de Campos escreve é, maioritariamente, uma tradugao da edigéo latina

dos Elementos segundo André Tacquet, publicada em 1654, que o nosso autor elogia:

Os [‘Elementos’] do Padre Tacquet, de que usa ordinariamente a Companhia, sao
sumamente estimados em todas as Nacoes, pelo breve, pelo claro, e pelo sdlido; razao
porque se tem estampado muitas vezes, e os tem adotado para uso seu muitos Estudos
Publicos: estes mesmos sao os que dou a luz com muito pouca alteracdo; salvo a da
lingua, que por servirem a todos, me foi aconselhado, ou mandado, que fosse na

Portuguesaf(...).(Campos, 1735, s.p.).

SOCIETATIS. 1ES

erdote & Mathefeos

wid Aot i fit,
Rl ki ,'“

EDITIO SECYNDA CORRECTIOR.

-

ANTVERPIE,

Apid TACOBVM MEVRSIVM
ANNO M, DC.LXV.

Figura 2.3: Frontispicio dos Elementa geometrie de André Tacquet.
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2.2 Os Elementos de geometria do Pe. Manuel de Campos

Na verdade, contrariamente ao que Manuel de Campos afirma neste Prélogo, as alteragoes
efetuadas nao se restringem a lingua e tornam-se visiveis logo no frontispicio da sua obra. En-
quanto a obra de Tacquet se intitula Elementa geometrie plane ac solide: quibus accedunt
selecta ex Archimede theoremata3', Manuel de Campos decide usar explicitamente o nome de
FEuclides. Esta auséncia, no minimo rara entre os principais editores de FEuclides, nao nos é jus-
tificada por Tacquet, mas poder-se-a prender com o facto de, a época, a referéncia a “Elementos
de Geometria” aludir de forma imediata aos de Euclides. Nao deixemos também de notar o

» 32

surgimento de “Novos Elementos de Geometria que poderao justificar a inclusdo do nome

de Euclides em outras edicdes da obra de Tacquet anteriores & obra de Manuel de Campos®3.

Todavia, Manuel de Campos apoe ao nome de Euclides o titulo de “Principe dos Gedmetras”.

Ele [Euclides] s6 mereceu o nome de Principe dos Gedmetras; e de Mestre Universal

de todos os que se sequiram(...)

Os Elementos de FEuclides sao uma obra engenhosa, til, e tdo bem ordenada, que

passa de 2 mil anos que estd na posse de uma universal estimacgdo. (Campos, 1735,

s.p.)

Ainda nos titulos vemos outra alteracdo: Manuel de Campos opta pela inclusdo de trés
apéndices ao passo que Tacquet se restringe a um.

Os Elementos de Geometria contém, a semelhanca da obra de Tacquet, os denominados
livros geométricos dos Elementos (os seis primeiros, o décimo primeiro e o décimo segundo) tendo
Manuel de Campos completado a sua obra com a inclusao do décimo terceiro livro dos Elementos,
livro esse que néo consta da edicdo de Tacquet?*. Numa comparacio mais detalhada entre as
duas obras é notdria a necessidade sentida por Manuel de Campos em simplificar e explicar
detalhadamente os contetidos, sendo evidente que o matemadtico portugués teve preocupacgoes
cientificas e didaticas na escrita deste tratado, como é visivel nos exemplos a seguir apresentados.

A preocupacao didatica é visivel logo na introducao, que Manuel de Campos intitula de

Prolusao Geométrica, e que se encontra dividida em trés partes:

31 «“Elementos de Geometria Plana e sélida: acrescentados de teoremas selecionados de Arquimedes”. No nosso
trabalho utilizamos uma edigao revista de 1665.

32Em Franca, no século XVII e inicios do século XVIII, surgem vérias obras intituladas Nouveauz Elemens de
Géométrie, onde os fundamentos da Geometria sdo apresentados segundo métodos diferentes dos de Euclides.

33 A titulo de exemplo refira-se que as edicbes efetuadas por William Whiston, posteriores a 1722, se intitulam
ja Elementa Euclidee geometrie; plane ac solide.

34Encontra-se, no Anexo C, uma comparacio da estrutura dos Elementos de Geometria de Manuel de Campos
e dos Elementa Geometrie de André Tacquet.
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2.2 Os Elementos de geometria do Pe. Manuel de Campos

- A primeira parte contém uma explicagdo da natureza e exceléncia da geometria, da autoria
do matematico portugués, seguida de uma traducdo da narragao historica que Tacquet
apresenta na sua obra. No entanto, Manuel de Campos termina esta narracao histérica em
Euclides, ignorando todas as referéncias histéricas posteriores apresentadas por Tacquet.
A opgao de Manuel de Campos em terminar com Euclides parece-nos justificivel, uma vez
que permite um encadeamento perfeito, histérico e didatico, com as duas partes seguintes,

partes essas que sao originais do matematico portugués.

- Na segunda parte, Manuel de Campos apresenta uma breve biografia de Euclides e uma

descricao sumadria da sua bibliografia.

- Na terceira e ltima parte descreve a estrutura e os temas tratados em cada um dos livros dos

FElementos de Euclides.

Estas duas ultimas partes apresentam uma, caracteristica particular: apresentam-se no for-
mato pergunta/resposta. Esta forma de apresentar a informagdo parece-nos ser uma opgao
claramente didética, replicando numa obra escrita um possivel método de ensino em sala de
aula, ao mesmo tempo que ajuda a guiar os alunos na sua aprendizagem individual.

Dado tratar-se de uma obra dedicada ao ensino, a apresentacao de uma introdugao histérica,
onde sao relatados factos precisos e relevantes para o estudo que serd efetuado posteriormente,
mostra o cuidado que Manuel de Campos emprega, ja no inicio do século XVIII, na inclusao da
histéria da matematica no ensino da prépria matemética. Esta introducao apresenta-se como
um exemplo de como a histéria da matematica pode ser utilizada num contexto de ensino e de
sala de aula: introdutora, contextualizadora e desejavelmente motivadora dos contetidos que se
seguem.

Nos oito livros comuns aos Elementos de Geometria e aos Elementa Geometriae existem duas
diferencas notérias: o maior niimero de definigoes na obra de Manuel de Campos e a organizacao
do livro V.

O aumento do numero de defini¢goes poderia ter como objetivo apresentar de forma mais
clara todos os conceitos necessarios a compreensao das proposicoes que deles dependem. Esta
clareza nas defini¢goes e na introdugao de novas terminologias é uma constante em toda a obra,
mostrando-nos que Campos tinha sempre presente que estava a escrever um livro que serviria

para a instrucao de principiantes em geometria.

36



2.3 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos de Geometria

Em toda a sua obra é notéria a preocupacao de Manuel de Campos em torna-la facilmente
compreensivel, talvez dada a sua experiéncia enquanto professor que o terd tornado sensivel
as dificuldades que os leitores/alunos enfrentam. A titulo de exemplo veja-se a classificacao
que efetua das proposigoes em teorema ou problema, a distin¢do entre estes e lemas, porismas,
corolarios e escélios, numa distingao que o autor apresenta no inicio do Livro I e que teria como

objetivo simplificar a interpretacao das diferentes proposicoes.

As Proposi¢oes Geométricas sao em duas diferencas: ou ensinam a construir algumas
figuras, ou demonstram as propriedades das jd formadas: as primeiras chamam-se
‘Problemas’, as sequndas ‘Teoremas’. Além destas proposicées perfeitas, hd outras
imperfeitas; como sdo ‘Lemas’, ‘Porismas’, ‘Coroldrios’, e ‘Escélios’; as quais ou
servem para demonstrar mais facilmente as primeiras; ou se inferem delas. (Campos,

1735, p. 10)

Mas as diferengas mais importantes entre a obra de Manuel de Campos e André Tacquet

serao, talvez, as menos visiveis numa primeira abordagem:

(...) todavia ndo deizei de mudar alguma coisa em algumas demonstragéoes. (Cam-

pos, 1735, s.p.)

Esta breve afirmacao pode levar o leitor a pensar que se tratam de alteragoes de menor
importancia. Contudo, como nos mostram Guimaraes et al (2011), estas alteragoes apresentam-
nos Manuel de Campos como um mateméatico precursor, cientificamente rigoroso e atual.

Tratando-se de uma traducgao dos Flementos, o conceito de reta tangente a uma curva surge

nestes Flementos de Geometria aquando do estudo do circulo no livro III.

2.3 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos de

Geometria

Manuel de Campos, a semelhanca do que faz Tacquet, inicia o livro III com uma breve descricao

do estudo que ird efetuar, embora as duas introdugoes sejam bastante distintas (Tabela 2.1) .
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Campos, 1735, p. 61 Tacquet, 1665, p. 171

Dos Paradoxos que observou | Neste livro sao demonstradas as
Aristoteles na geracdo do circulo, | propriedades da figura mais perfeita
tocamos alguma coisa na definicao | entre as figuras planas. A utili-
18 do livro I. Dos mistérios (ver- | dade deste livro torna-o conhecido
dadeiramente  admirdveis) que | por uma sé coisa, o tratamento do
observou Galileu na sua rotacao, fa- | circulo, assunto admiravel e fonte
laremos mais largamente no tdltimo | célebre no universo matematico. Os
livtro da geometria Pratica. Neste | seus teoremas mais famosos sao 16,
trataremos somente como Euclides | 20, 21, 22, 31, 32, 35 e 36.

das suas propriedades, o qual é
como um prelidio da Doutrina
da Esfera; como aquela, que por
qualquer parte se corte, toda se
resolve em circulos, como ensina
Teodésio. As suas proposi¢goes mais
admiraveis sao as 16, 20, 21, 22,
31, 35 e 36, das quais precedem
as invencoes de tantos engenhosos
instrumentos, de que se usa a
Geometria Pratica, e a Astronomia.

Tabela 2.1: Introducao ao livro III nas obras de Manuel de
Campos e André Tacquet.

A diferenca entre as duas introdugoes é notoria pela maior extensao da de Manuel de Campos
que apresenta informagao mais detalhada sobre o objeto de estudo do livro III: o circulo.

Nesta introducao, Manuel de Campos comecga por referir a andlise que ja efetuou, no livro I,
ao circulo assim como os mistérios que Galileu tera observado sobre o circulo. Embora Manuel
de Campos nao explicite quais os mistérios observados por Galileu pensamos tratar-se de uma
referéncia ao estudo efetuado pelo matematico italiano, nos seus Discorsi e Dimonstrazioni
Matematiche Intorno a Due Nuove Scienze, de 1638, ao problema do Paradoxo de Aristételes.
Este paradoxo, também conhecido como a Roda de Aristételes, refere-se a rotagao simultanea
de dois circulos concéntricos, sobre uma linha reta, de tal modo que ao analisar o movimento e
ao estabelecer uma correspondéncia ponto a ponto entre as respetivas circunferéncias e a linha
reta é possivel concluir que que as duas circunferéncias tém o mesmo comprimento, o que é
absurdo®®. Notemos que Manuel de Campos refere que analisou estes mistérios numa obra de
geometria pratica, a qual se refere diversas vezes aos longo dos Elementos de Geometria.

Estas duas referéncias histéricas mostram, novamente, a importancia atribuida por Manuel

de Campos a histéria da Matematica, tendo o cuidado de, nas suas introdugoes, efetuar re-

35Uma andlise detalhada deste paradoxo e da abordagem de Galileu pode ser encontrada em Nicodemi (2014).
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feréncias e contextualizagOes histéricas que servem de motivacdo para o estudo que efetuard
seguidamente.
Os autores terminam a introducao com a apresentacao de uma lista das proposigdes mais

relevantes deste livro3, onde Manuel de Campos se desvia, mais uma vez, do original de Tacquet.

2.3.1 A relevancia das proposicoes

O livro III é composto por 37 proposi¢oes das quais Tacquet destaca 8 como sendo as mais
famosas, sem apresentar qualquer justificacao para este facto.

Por seu turno, Manuel de Campos opta por referir apenas 7. O matemdético portugués
justifica a escolha das 7 proposicoes apresentadas referindo que delas resultam a invencao de
instrumentos aplicidveis & Geometria Pratica e a Astronomia. Notemos que, para Manuel de
Campos, a importancia das proposicoes poder-se-a prender com a sua func¢ao, uma caracteristica
da matematica do século XVIII, onde é dado especial relevo as aplicagoes da matemética en-
quanto ciéncia. Serd talvez este o motivo pelo qual Manuel de Campos exclui a Proposicao I1II,
32 da lista de Tacquet, uma vez que esta nao tem uma aplicacao 6bvia na Geometria Pratica,
na Astronomia nem mesmo na Trigonometria. De facto, analisando as possiveis aplicagoes das

proposicoes referidas por Tacquet?” tem-se que:

Proposicao III, 16: Tracar retas tangentes ao circulo.
Proposicao III, 20: Bissetar um angulo.

Proposicao III, 21: Descrever um circulo ou um segmento de circulo, assim como aplicacoes

a otica.
Proposicao II1, 22: Inscrever quadrilateros num circulo.
Proposicao 111, 31: Tracar retas perpendiculares a retas dadas e tracar alturas de triangulos.

Proposicao III, 32: Demonstrar as proposicoes III, 33 e III, 34 assim como a Proposicao
V, 20.

Proposicao III, 35: Determinar o meio proporcional entre duas linhas retas dadas.

Proposigao III, 36: Determinar os angulos de um triangulo.

36Uma lista semelhante é apresentada no livro I onde as escolhas dos dois autores coincidem.
3TEstas aplicacdes sao referidas por Azevedo Fortes na sua Geometria Especulativa (1724, fls. 82-96v).
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De facto, a Proposicao III, 32 é a unica cujas aplicagoes se prendem exclusivamente com a
demonstracgao de outros resultados dos Elementos. Contudo, para o nosso estudo, a Proposicao
I, 32 é relevante uma vez é uma das proposicoes relativas ao conceito de reta tangente ao

circulo.

2.3.2 A definigao

O livro III dos Elementos de Geometria contém dez defini¢Ges, afastando-se Manuel de Campos
de Tacquet que nos seus Flementa Geometrie apresenta apenas oito defini¢ées. A diferenca entre
as duas edigbes encontra-se na inclusao, por Manuel de Campos, das defini¢oes de ‘a4ngulo do
segmento’ e ‘segmentos semelhantes’. Realcemos ainda que os Elementos contém onze definigoes,
nao apresentando Manuel de Campos a Definicao III, 5 dos Elementos relativa a distancia de
um segmento de reta ao centro do circulo.

A definicao do conceito de reta tangente ao circulo é a segunda das dez definigoes do livro

III, encontrando-se explicitada nos seguintes termos:

Definicao III, 2: A reta AB, se diz Tocar o circulo DOQ, quando de tal sorte lhe

ocorre em D, que continuada nao o corta. (Campos, 1735, p. 62)

Nesta definicao Manuel de Campos, a semelhanca do que acontece noutras edigoes dos Ele-
mentos, ndo introduz o termo ‘tangente’ na sua definicao®. No final da definicio é feita referéncia

a uma figura, a figura 15, onde se encontra representado o conceito definido (Fig. 2.4).

Figura 2.4: Tlustragdo da Definigéo III, 2.

As representacoes associadas as defini¢coes pretenderiam ser elucidativas e clarificadoras; con-
tudo, é notéria a complexidade da figura apresentada por Manuel de Campos. Tal complexidade
pode estar relacionada com a dificuldade, & época, da impressdo de imagens, preocupacao que
poderd ter levado Manuel de Campos a utilizar, na definicdo, uma figura que posteriormente

sera utilizada na demonstracao de proposicoes relativas a este conceito. De facto, a figura 15 é

38Veja-se a este propésito a pagina 16.

40



2.3 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos de Geometria

também a figura ilustrativa da primeira proposicao onde Manuel de Campos aborda as proprie-
dades do conceito de reta tangente ao circulo. Apesar de ser uma figura complexa a ilustrar um
conceito, o que poderia provocar alguma confusao no leitor, ndao podemos deixar de referenciar
que a obra tinha como objetivo ser utilizada em “contexto de sala de aula”, isto é, com a ori-
entacao de um mestre que esclareceria qualquer duvida e explicitaria quais os aspetos da figura
relevantes para a definicao apresentada.

As propriedades do conceito de reta tangente ao circulo sdo estudadas nas Proposigoes 13,

16, 17, 18, 19 e 32 do livro III.

2.3.3 As proposicoes

Ao contrario do que é usual nas edi¢bes dos Elementos, a primeira proposicao dos Elementos
de Geometria a propésito do conceito de reta tangente nao é a Proposicao III, 16 mas sim a

Proposicao 111, 13, que apresenta na obra de Manuel de Campos a seguinte formulagao:

Proposicao III, 13: Os circulos que se tocam, ou seja pela parte de dentro, ou
pela de fora, tocam-se somente em um ponto. E em um s6 ponto se toca também um

circulo com uma reta. (Campos, 1735, p.70)

Esta proposicao estabelece a unicidade do ponto de tangéncia entre circulos tangentes e a
unicidade do ponto de tangéncia entre o circulo e a reta tangente. A demonstracao relativa ao

resultado que envolve a reta tangente é a seguinte:

Demonstragao:
Toque o circulo DOQ), se for possivel, a reta AB, em toda a parte HL [Fig. 2.4].

Tirem-se do centro C, a quaisquer dois pontos H, L, do dito contacto duas retas: sera
o tridangulo HCL is6sceles: logo os angulos sobre a base LHC, HLC serao agudos
(Corolério 2 da I, 32)3? logo tirada do mesmo centro a perpendicular C'D cair esta
dentro do mesmo tridngulo (Coroldrio 3 da I, 32)4°, logo o lado C'L, oposto ao maior
angulo, sera igual ao lado C'D, oposto ao menor, contra o demonstrado na 19 do 1

41.

39 Coroldrio 2, Proposi¢do I, 32: De dois dngulo, E, O, insistentes sobre a base GH, de qualquer tridngulo,
0 maior € o que cai dentro. (Campos, 1735, p. 29)

10 Coroldrio 3, Proposicdo I, 32: Se de um ponto Z, se tirarem duas retas a outra terceira CD, uma obliqua
ZQ, e outra perpendicular ZO, caird esta para a parte do dngulo agudo ZQC'. (Campos, 1735, p. 29)

4 Proposicdo I, 19: Em todo o trigngulo BOC, o lado CO oposto ao maior dngulo B € maior que o lado BO,
oposto ao menor C. (Campos, 1735, p. 20)
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Notemos que este é um resultado pouco usual em algumas das edi¢coes dos Elementos mais
conhecidas, mas que se encontra na edigao de Tacquet. Esta unicidade do ponto de tangéncia
depende da existéncia da reta tangente ao circulo, existéncia essa que apenas é demonstrada na

Proposicao 111, 16 que Manuel de Campos apresenta nos seguintes termos:

Proposicao III, 16: Se pelo extremo E, do diametro de qualquer circulo, se tirar
uma perpendicular DB; caird esta toda fora do dito circulo. E do mesmo extremo
nao se poderd tirar outra reta EA, entre a perpendicular e a circunferéncia, sem que

corte o mesmo circulo. (Campos, 1735, p. 72)

Importa destacar que, com este enunciado, o autor evita a questao (polémica) da referéncia
ao angulo de contingéncia, apresentando apenas uma parte do enunciado que se encontra nos
Elementos, parte essa que refere a relagao de perpendicularidade entre a reta tangente e o raio
pelo ponto de tangéncia, bem como a unicidade da reta tangente. Analisemos com detalhe a
demonstracao desta proposicao apresentada por Manuel de Campos, que se encontra, tal como
na edicao de Tacquet, dividida em duas partes: na primeira parte demonstra-se a existéncia da

reta tangente ao circulo e na segunda a unicidade desta reta tangente.

Demonstracao:

12 Parte: Considere-se na reta DB um ponto L, distinto de E, e por C trace-se
a reta C'L [Fig. 2.5]. Por hipé6tese o triangulo ECL é retangulo em E logo, pelo

242 o angulo em L serd agudo®®. Assim, C'L, comprimento do lado

corolario 6 da I, 3
oposto ao maior angulo, é maior que C'F/, comprimento do lado oposto a um angulo
menor (por I, 19)*. Como CE é o segmento de reta que une o centro & circunferéncia
o segmento C'L tera de passar adiante da circunferéncia, e por consequéncia o ponto

L cai fora do circulo.

22 Parte: Suponha-se que é possivel interpor entre a perpendicular e a circunferéncia
outra reta, EA, que nao corta o circulo [Fig. 2.5]. O angulo CEA é menor do que

um reto logo, se do centro C se tirar uma perpendicular a F'A esta caira para o dito

42 Coroldrio 6, Proposicdo I, 32: Se um qualquer trigngulo for wm dngulo reto, os outros dois serdo agudos.
(Campos, 1735, p. 30)

43No original de Manuel de Campos encontra-se referenciado o Corolario 5 da Proposicdo I, 32 o que serd uma
gralha, uma vez que este coroldario nao enuncia o resultado utilizado, sendo o resultado utilizado enunciado no
Corolario 6 da mesma proposigao.

4 Proposicdo I, 19: Em todo o trigngulo BOC, o lado CO oposto ao maior dngulo B € maior que o lado BO,
oposto ao menor C. (Campos, 1735, p. 20)
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2.3 O conceito de reta tangente ao circulo nos Flementos de Geometria

Figura 2.5: Tlustragdo da Proposicao III, 16.

angulo (pelo corolario 3 da I, 3245) e, por suposicao, intersetard a reta EFA em O

depois de cortar a circunferéncia em (.

No triangulo COEFE, retangulo em O, tem-se que C'E, comprimento do lado oposto
ao maior angulo, é maior que C'O, comprimento do lado oposto a um angulo menor
(por I, 196). Porém, tem-se que CE é igual a CQ, mas C'Q é menor que CO. Assim,

CFE ¢ simultaneamente menor e maior que C'O o que é absurdo.

Esta demonstracao, que coincide nas edicoes de Manuel de Campos e de Tacquet, utiliza,
na sua primeira parte, um método de demonstracao diferente do que teria sido utilizado por
Euclides®” o que faz com que as suas duas partes sejam demonstradas recorrendo a dois métodos
de demonstracao diferentes: enquanto a primeira parte é demonstrada diretamente, a segunda
parte é demonstrada por redugdo ao absurdo. Manuel de Campos chama a atencgao do leitor

para este facto no primeiro corolario da proposi¢ao:

Coroldrio 1: Do mesmo modo, que se demonstra a sequnda parte, se pode também

demonstrar a primeira. (Campos, 1735, p. 73)

Esta demonstracao alternativa nao é apresentada por Manuel de Campos, mas supomos ser
a que se encontra, por exemplo, na edicdo de Heath®®.

Este primeiro corolario é diferente do presente na obra de Tacquet onde o autor refere,
novamente, a unicidade do ponto de tangéncia. Manuel de Campos, dado ja ter provado este

resultado, nao vé necessidade de o voltar a referir optando por chamar a atengao do leitor

45 Coroldrio 3, Proposicdo I, 32: Se de wm ponto Z, se tirarem duas retas a outra terceira CD, uma obliqua
ZQ, e outra perpendicular ZO, caird esta para a parte do dngulo agudo ZQC. (Campos, 1735, p. 29)

46 Proposicdo I, 19: Em todo o trigngulo BOC, o lado CO oposto ao maior dngulo B € maior que o lado BO,
oposto ao menor C. (Campos, 1735, p. 20)

4TNote-se que na edi¢io de Heath, uma das que se cré mais préxima do original de Euclides, a primeira parte
é demonstrada por redugao ao absurdo.

18Veja-se a demonstracdo na péagina 17.
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para a existéncia de diferentes métodos de demonstracdo. Mais uma vez esta parece-nos uma
opcao claramente didatica uma vez que abre a possibilidade de explorar com alunos os diferentes
métodos de demonstracao (vantagens, desvantagens, simplicidade, etc.) em lugar de apresentar
novamente um resultado ja provado.

Os trés corolarios seguintes coincidem, em termos de contelido, com os apresentados por
Tacquet embora a sua formulacao, e consequente demonstragao, nos aprecam mais simples na
obra do matemadtico portugués. Estes coroldrios utilizam o conceito de tangéncia (reta tangente
a um circulo e circulos tangentes entre si) para mostrar a possibilidade de dividir quantidades

continuas infinitamente.

Coroldrios

2: Se continuado o diametro OG, se tomarem nele qualquer pontos, dos quais se
descrevam outros tantos circulos, todos concorrentes no ponto O; serd este o contacto

comum de todos.

3: Por mais, e mais que se avizinhem uns aos outros, e a perpendicular EB, nunca

jamais concorrerdo entre si, nem com ela, sendo naquele indivisivel ponto.

4: Daqui se seque, que qualquer reta se pode dividir infinitamente em partes menores,

€ menores, sem que jamais se seque ¢ MIinima.

Demonstracao: Tire-se de qualquer ponto C, do dito diametro a reta C'B, até
a perpendicular EB. Como estd demonstrado todos os circulos assim descritos, e
outros infinitos, todos cortarao aquela reta, sem que jamais se encontrem um com o
outro sendo no ponto O (por III, 13) logo cada um determinara na dita reta diferente

parte, sem que jamais se chegue & ultima. (Campos, 1735, p. 73)l

Figura 2.6: Tlustragdo dos corolarios 2, 3, e 4 da Proposicao III, 16.

A imagem utilizada nesta demonstracao (Fig. 2.6) sugere um resultado que nao é apresentado
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nem por Manuel de Campos nem por Taquet e que apresentamos em seguida, com a respetiva

demonstragao.

Proposicao 2.1 Circulos tangentes entre si tém uma reta tangente comum.

Demonstragao: Considerem-se dois circulos, de centros C' e F, tangentes entre si
no ponto A (Fig. 2.7). A reta que une os centros, C'E, passa pelo ponto de tangéncia

250 ge forem

A (por III, 11%9 se os circulos forem tangentes internamente e por I11I, 1
tangentes externamente). Entao a reta BD que passa por A e é perpendicular a reta
CE é, em particular, perpendicular a AC' e AE, logo (por I11,16) é tangente a cada

um dos circulos. W

Figura 2.7: Tlustragdo da Proposicao 2.1.

Esta proposicao, e respetiva demonstragao, poderiam, eventualmente, ser utilizadas como
exercicios propostos aos alunos no decorrer das aulas.

Os dois corolarios seguintes referem-se a divisao do angulo de contacto por linhas retas e por
circunferéncias. Embora enunciem os mesmos resultados que os Corolédrios 5 e 6 de Tacquet, os
corolarios apresentados por Manuel de Campos nao sao uma mera traducao dos apresentados

por Tacquet na sua obra, como é possivel verificar na tabela 2.2.

19 Proposicao III, 11: Se dois circulos se tocarem pela parte de dentro, a reta que passa por ambos os centros
C, E, passard também pelo contacto A. (Campos, 1735, p. 69)

50 Proposigcdo III, 12: Se dois circulos se tocarem pela parte de fora, a reta que passa por ambos os centros
G, C, passard também pelo contacto O. (Campos, 17385, p. 69)
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Campos, 1735, p. 73-74

Tacquet, 1665, p. 85

5 Nenhuma reta pode dividir o
angulo de contacto (ou da con-
tingéncia) LIQ. A razao é, porque
para isso devia mediar a dita reta
entre o lado reto, e curvo do dito
angulo; contra o demonstrado na 22
parte.

6 Pode-se porém dividir o angulo
com muitas e
feréncias, as quais descritas de
diferentes pontos do dito diametro
OG, passem todas pelo ponto O.

muitas circun-

5 O angulo de contingéncia ou de
contacto LBQ (isto é, o angulo con-
tido entre a tangente e a circun-
feréncia) nao pode ser dividido por
nenhuma linha reta.

6 No entanto, ele pode ser cortado
e diminuindo até ao infinito por cir-
cunferéncias tocando a tangente no
mesmo ponto. E neste e no ter-
ceiro corolario se encontra escon-
dido o mistério das assintotas, isto
é, a linha reta aproximando-se da

hipérbole, quando prolongadas até
ao infitito, até uma distancia me-
nor do que qualquer distancia dada,
mas nunca se intersetando: o que é
observado e demonstrado por Ma-
rius Bettinus na sua Apiaria, e an-
tes dele por Barocius, Cardanus e
Rabbis Moyses Narbonensis , cuja
demonstragao se encontra no Subti-
litate Libri 16 de Cardanus.

Tabela 2.2: Corolarios 5 e 6 da proposigao III, 16 nas obras

de Manuel de Campos e André Tacquet.

Mais uma vez Manuel de Campos sente a necessidade de justificar todas as afirmacoes que
apresenta. Neste caso, Campos acrescenta a demonstragao da impossibilidade da divisao do
angulo de contacto por linhas retas. Poder-se-ia expectar uma justificacdo semelhante para
a afirmacao seguinte; contudo, a inscricao de varias circunferéncias no interior do angulo de
contacto encontra-se demonstrada no Coroldrio 4. Todavia, a maior diferenca entre as duas
obras prende-se com a auséncia, na obra de Manuel de Campos, de qualquer referéncia as
assintotas da hipérbole e a relagdo existente entre o conceito de reta tangente e o conceito de
assintota, assunto destacado por Tacquet que fornece varias referéncias bibliograficas para os
leitores que pretendam aprofundar esta questao. Tendo em conta o rigor cientifico e didatico
da sua obra, cremos que Manuel de Campos nao introduziria um novo conceito sem o definir
corretamente, pelo que uma inclusdo do tema das assintotas seria extensa. Assim, a nao inclusao
do tema das assintotas evitaria fatores distrativos e possivelmente causadores de dificuldades
nos leitores da sua obra.

Depois ambos os autores se debrugam sobre a relagao entre o conceito de reta tangente e o

conceito de angulo através de uma anélise detalhada das propriedades do angulo de contingéncia.
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Embora enuncie os mesmos resultados que Tacquet, Manuel de Campos apresenta uma estrutura
e ordem préprias neste estudo. O matematico portugués enuncia mais cinco corolarios a esta

Proposicao 111, 16, que assinala com asterisco e que Tacquet apenas expoe no escolio:

7. O angulo do contacto LEQ [Fig. 2.5], é menor que qualquer dngulo agudo
retilineo LEQO, por minimo que seja; porquanto por mais, e mais que se juntem o0s

lados do dito angulo, sempre o arco do do contacto hd-de cair dentro deles.

8. O angulo do semicirculo CEQ, ainda que nao € reto, € maior que qualquer agudo
CEQ, por maior que seja; porquanto por mais, e mais que se alarguem os lados do

dito angulo, sempre o arco do semicirculo hd-de cair fora deles.

9. O angulo reto CEL, compreende infinitos angulos do contacto QEL; e por con-
sequéncia € infinitamente maior que ele. A razao €, porque o angulo reto pode dividir-
se em infinitos agudos; e cada agudo, por minimo que seja, sempre € maior que o do

contacto.

10. O angulo do contacto QEL, € parte do reto CEL; e contudo, por mais e mais
que se multiplique, nunca o pode igualar: de que se infere que infinitas partes juntas

nao compdoem o infinito.

11. Pode-se passar de menor a maior, procedendo continuamente de mais em mais,
sem se passar pelo igual. Porquanto, se a reta EC, se mover circularmente sobre
o ponto E, até coincidir com a perpendicular EL, ird formar infinitos angulos agu-
dos CEQ, sempre maiores e maiores, porém nunca formard um igual ao angulo do

semicirculo CEQ. (Campos, 1735, p. 74)

Destes cinco corolarios apenas os dois primeiros se encontram tradicionalmente associados
a Proposicao III, 16 dos Elementos, envolvendo os corolarios 9 e 10 o conceito de infinito e o
corolario 11 a nocao de continuidade, podendo estes resultados ser originais de Tacquet ja que
nao os encontramos em algumas das edi¢oes mais conhecidas dos Flementos.

Manuel de Campos refuta estes cinco corolarios no seu escélio comecando por colocar em

causa a sua autoria, a semelhanca de Tacquet:

Os coroldrios 7. e 8. duvidam muitos que sejam de Euclides; ndo obstante o acharem-
se no texto. (...) Os coroldrios sequintes 9. 10. e 11. sao certamente supostos, e

reputados comummente por paradozros. (Campos, 1735, p. 75)

47



2.3 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos de Geometria

Quanto aos 5 coroldrios se responde, que 0s dois primeiros ou nao sdo de Euclides, ou
se o sao, falou o Gedmetra metaforicamente e no sentido da Prop. 16. Nos outros
3 se muda a suposi¢do, confundindo-se a semelhan¢a com a igualdade. (Campos,

1735, p. 77)

O facto de a autoria destes corolarios ser posta em causa poderd justificar que em vérias
edicoes dos Elementos eles nao sejam enunciados, nem mesmo como corolario.

Sobre a veracidade dos mesmos, Manuel de Campos diz-nos:

7. Nego, que o angulo de contacto seja maior, ou menor, que o agudo, ainda metafo-
ricamente; porque para o ser devia o arco EQ, cair dentro, ou fora, da reta EO [Fig.
2.5]; o que € impossivel porque necessariamente hd-de cair dentro, e fora, sequndo

diversas partes.
8. Nego do mesmo modo a suposi¢ao.

9. Nego que o angulo reto contenha propriamente infinitos angulos agudos; pois
somente os contém em poténcia; ou como dizem os fildsofos Syncategoricomaticé.
Porém, dado que os contivesse, ndo haveria repugnancia em que o angulo reto,
colecao potencial de infinitos angulos agudos, excedesse outra infinidade de angulos

do contacto, na vez que constasse, que estes eram parte daqueles, o que € falso.

10. Nego que o angulo do contacto, como também o do semicirculo, sejam partes
do reto; sdo partes sim do seu espaco, mas nao da sua inclinacdo: e dado que o
fossem, sao partes potenciais, comunicantes, e essencialmente heterogéneas; as quais

s0 compoem o todo daquele modo, que ele nelas se resolve.

11. Consta do dito o que se deve responder. (Campos, 1735, pp. 77-78)

Nesta analise Manuel de Campos coloca o leitor perante a questdao, polémica, do infinito
potencial e do infinito atual, discussao que remonta a matematica grega e que estd na origem
dos conhecidos Paradoxos de Zendo®!. A justificacio deste infinito em potencial vem da filosofia,
referindo Manuel de Campos que apenas aceita que o angulo reto contenha infinitos angulos

2

agudos se este infinito for considerado sincategoremitico®®, ou seja, um infinito que sé tem

significado quando considerado em conjunto com outras entidades infinitas. Manuel de Campos

51 A este propésito veja-se (Sampaio, 2008, pp. 205-222).
52Termo sincategoremético é um termo que por si s6 ndo tem significado, adquirindo significado apenas em
conjunto com outros (Morujao, 2006, p. 307).
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considera, a semelhanca de Tacquet, a divisao do espago e a divisao do angulo aspetos distintos,
realgando que é a heterogeneidade dos angulos que nao permite a sua comparagao.

No coroléario 11, Manuel de Campos nao especifica a sua contestacao, que supomos dever-
se ao paradoxo introduzido pelo enunciado e pela nocao de continuidade, uma vez que dadas
grandezas continuas, é impossivel passar da menor para a maior sem passar pela igual.

Manuel de Campos rejeita assim parte do enunciado usualmente associado a Proposigao 111,
16 dos Elementos, bem como qualquer comparagao entre angulos de tipos de diferentes. Contudo,
Manuel de Campos expora no escélio, a semelhanca do que faz Tacquet, o seu entendimento da
natureza do angulo de contingéncia e que estd na base desta sua rejeicao®.

Manuel de Campos aborda em seguida as restantes propriedades do conceito de reta tangente

a uma curva, apresentando na Proposicao ITI, 17 um método para a construir.

Proposicao III, 17: Dado fora de qualquer circulo CQO, um ponto A, tirar dele
uma Tangente ao dito circulo. *Tangente se diz a reta que toca o circulo. (Campos,

1735, p. 72)

Nesta proposicao Manuel de Campos introduz o termo tangente que tinha omitido na De-
finicao III, 2, introducao que nos parece justificivel dado que o termo tangente era, a época, ja
de uso comum. Salientemos o cuidado de Manuel de Campos em estabelecer a relacao entre este
termo e a definicdo que apresentou no inicio do livro III, ao contrario do que faz Tacquet que
utiliza o termo tangente sem qualquer outra referéncia.

O método de construcao da reta tangente e a respetiva demonstracao coincidem com os
apresentados por Euclides®® mas Manuel de Campos, & semelhanca de Taquet, apresenta no
escolio um método alternativo, mais simples, que é possivel deduzir depois de demonstrada a

Proposicao 111, 31, proposicao que se enuncia da seguinte forma:

Proposi¢ao III, 31: O angulo no semicirculo BAD [Fig. 2.8], € reto: no maior
segmento BAE, é agudo: e no menor BAO, € obtuso. (Campos, 1735, p. 85)

O escoélio apresentado por Manuel de Campos é o seguinte:
Escdlio

(...)Tire-se do ponto dado, ao centro do circulo, a reta VC, e descreva-se sobre
ela um semicirculo, o qual corte a circunferéncia em O. Digo que a reta VO, € a

tangente que se pede. * Veja-se a dita Prop. (Campos, 1735, p. 79)

53Um estudo detalhado desta anélise encontra-se no capitulo 2.4.
5Veja-se a este propésito a pagina 20.
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Figura 2.8: Tlustragao da Proposigao III, 31.

Manuel de Campos, ao contrario de Tacquet, ndo demonstra que a reta VO é efetivamente
tangente ao circulo, incitando apenas o leitor a ver a referida proposicao. No entanto, a demons-

tragao é bastante simples:

Demonstragao:

O angulo do semicirculo COV' [Fig. 2.9] é reto (por III, 31) e como CO ¢é um raio
do circulo a reta VO é perpendicular ao raio na sua extremidade logo (por III, 16)

¢é tangente ao circulo. B

Figura 2.9: Tlustragao do escélio da Proposicao 111, 17.

A néo apresentagdo desta demonstracido poderd prender-se com o facto de exigir uma pro-
posicdo que ainda nao foi estudada. Ao apresentar o método de construcdo no escélio Manuel
de Campos permite que o leitor mais facilmente resolva o problema pratico da determinagao das
retas tangentes, podendo eventualmente ser abordada a sua demonstracao aquando do estudo
da Proposicao III, 31.

As proposicoes 18 e 19 relacionam a reta tangente com o raio pelo ponto de tangéncia e a
perpendicular a tangente pelo mesmo ponto, num estudo que é semelhante ao que se encontra

nos Elementos®®.

55Um estudo detalhado destas proposicdes encontra-se na pagina 21 e seguintes.
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O estudo das propriedades do conceito de reta tangente é apenas retomado na Proposicao

11, 32:

Proposicao III, 32: Se uma reta ED tocar um circulo, e do ponto de contacto A,
se tirar outra reta, AC, que o corte; serd o angulo da Tangente e da Secante BAC,
igual ao angulo existente no segmento alterno AOC. *Secante se diz a reta que corta

o circulo. (Campos, 1735, p. 85)

Mais uma vez é visivel nesta proposicao a atencao dada por Manuel de Campos as definigoes
e aos conceitos, introduzindo a defini¢ao de reta secante na primeira vez que utiliza este termo
uma vez que o conceito de reta secante ao circulo nao tinha sido ainda introduzido nesta obra.
A demonstracdo desta proposicao encontra-se dividida em dois casos: no primeiro supoe-se
que a secante é um diametro do circulo e no segundo supoe-se que a secante nao é perpendicular
a tangente. Neste segundo caso sao ainda provadas duas igualdades: a igualdade para o angulo

agudo e a igualdade para o angulo obtuso.

Demonstragao:

1.° caso: Suponha-se que a secante AC passa pelo centro [Fig. 2.10]. Entéo o angulo
DAC é reto (por III, 18), mas também o angulo AOC' é reto (por III, 31), de onde

se conclui o pretendido.

Figura 2.10: Tlustracéo do 1.° caso da Proposigao III, 32.

2.° caso: Suponha-se que a secante AC' nao passa pelo centro [Fig. 2.11].

Seja AE um diametro e trace-se CE. O angulo ACE é reto (por III, 31) logo a soma
dos angulos AEC e CAE também é um angulo reto (pelo corolrio 5 de I, 32°9).

Mas o angulo BAFE é reto logo, retirando o angulo comum C'AFE vem que os angulos

56 Coroldrio 5, Proposicdo I, 832: Se em qualquer tridngulo for um dngulo reto, os outros dois fardo outro
reto. (Campos, 1735, p. 30)

o1



2.3 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos de Geometria

Figura 2.11: Tlustragao do 2.° caso da Proposigao III, 32.

BAC e AEC sao iguais, isto é, os angulos BAC e AOC sao iguais (por III, 2157 os
angulos AEC e AOC sao iguais).

Sabe-se que a soma dos angulos DAC e BAC é igual a dois retos (por I, 13%%).
Considerando o quadrildtero CGAO tem-se que a soma dos angulos AGC ¢ AOC
também ¢ igual a dois retos (por III, 22%9). Retirando a ambas as somas os angulos
BAC e AOC, respetivamente, que sao iguais os restantes também serao iguais, logo

DAC e AGC sao iguais. B

Notemos que o primeiro caso nao se encontraria contemplado nos Elementos, embora seja
possivel encontra-lo em véarias edigoes dos Elementos, como por exemplo em Clavius, pelo que

serd uma das adicoes dos seus comentadores.

Com o estudo desta propriedade, Manuel de Campos termina o estudo do conceito de reta
tangente ao circulo, onde Manuel de Campos mostra uma enorme capacidade de aliar o tra-
dicional ao moderno, sendo capaz de integrar de forma notdvel resultados e terminologia nao
utilizados no original mas facilitadores do conhecimento, tornando a sua obra acessivel aos prin-

cipiantes, como sao os alunos.

5" Proposicdao III, 21: Os dngulo DAE, DBE, insistentes no mesmo arco DE, ou existentes no mesmo
segmento DABE sdo iguais. (Campos, 1735, p. 81)

58 Proposicdo I, 13: Qualquer reta DO, que cai sobre outra AB, ou faz com ela dois dngulos retos, ou dois
iguais a dois retos. (Campos, 1785, p. 18)

59 Proposicdo III, 22: Os dois dngulos opostos de qualquer quadrildtero ABCD, inscrito num circulo, sio
iguais a dois retos. (Campos, 1735, p. 81)
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2.4 Manuel de Campos e o angulo de contingéncia nos seus Fle-

mentos de Geometria

Para Manuel de Campos, tal como para Tacquet, o angulo de contingéncia nao é uma quantidade.

De facto, o nosso matematico vai ainda mais longe porque, segundo ele:

Definicao I, 8: fingulo Plano € a inclinacdo de duas linhas existentes em um

plano, e concorrentes em um ponto.

*0 Angulo nio é quantidade, sendo modo dela, como a figura. (Campos, 1735, p. 2)

Neste ponto Manuel de Campos segue Euclides mas justifica a sua posi¢ao, considerando-
o apenas uma quantidade da mesma forma que as restantes figuras geométricas o sao, num
acrescento da sua autoria.

Nao sendo um angulo uma quantidade, procuramos o entendimento que Manuel de Campos
tem, em particular, do angulo de contingéncia. Assim, no seu escélio da Proposicao III, 16

reflete sobre a natureza deste angulo, “angulo do contacto”nas palavras do nosso matematico:

A célebre controvérsia, que houve antigamente entre Peletario e Clavius, sobre o
angulo do contacto, deu tal brado nas escolas, que obrigou a muitos e muito insignes
geometras, a sair a luz com vdrios discursos, entre 0s quais merecem particular
atencao os de Galileu e Wallis, Professores de grande nome. E ainda que ndo € do
meu assunto contraverter aqui este ponto; todavia por ndo deixar de dizer alguma
coisa numa questao tao célebre, e que tem tanta conexdo com os Elementos, porei

aqui esta breve nota. (Campos, 1735, p. 75)
Contextualizada a famosa polémica, Manuel de Campos enuncia a questao:

O ponto principal da dita controvérsia foi: se o dngulo do contacto QEL, era parte
do dngulo reto CEL [Fig. 2.5]? E se os ditos dngulos eram Quantidade, ou nao?

(Campos, 1735, p. 75)

Manuel de Campos apresenta entao trés suposicoes/reflexdes com as quais pretende responder
as duas questoes formuladas, reflexoes essas inspiradas no escolio de Tacquet, mas que nao sao

uma traducao literal do mesmo. Vejamos a primeira reflexao:

1 Que ainda que a Quantidade nao se pode conceber sem Figura; e muito menos

a Figura sem Quantidade, sequndo a mossa consideracdo, a Quantidade e a Figura
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sdo coisas diversas e tém propriedades muito diferentes; porquanto da quantidade se
diz propriamente ser igual ou desigual; e da figura ser semelhante ou dissemelhante.

(Campos, 1735, p. 75)

Manuel de Campos esclarece o que entende por comparar figuras e comparar quantidades de

entidades geométricas, numa abordagem que pensamos original do nosso matematico:

Daqui nasce que, comparadas duas quantidades entre si, podem ser iguais na grandeza
e dissemelhantes na figura, como consta das proposicées 35. 36.5° 37. e 38.51 do I.
I e pelo contrdrio podem ser semelhantes na figura, e desiguais na grandeza, como
se vé nos circulos, nos triangulos equildteros, nos quadrados, etc.. (Campos, 1735,

pp. 75-76)

Ficando demonstrado que quantidade e figura sao duas caracteristicas distintas das entidades
geométricas, Manuel de Campos apresenta-nos a sua reflexdo sobre de que forma o angulo

apresenta em si estas caracteristicas:

2 Que ainda que o angulo seja parte da Figura; e propriamente falando um Modo,
ou Modificacdo da Quantidade; todavia, como € insepardvel, e ainda ininteligivel
sem Quantidade, toma dela por analogia aquela mesma propriedade, de ser igual, ou
desigual, que s6 a ela propriamente compete. (...) Porém, como esta propriedade ndo
€ propria do dngulo, sendo como se disse andloga e acomodaticia; ndo se verificam
dela todos aqueles Axiomas, que competem a Tigorosa igualdade; e os primeiros que

faltam, sao os mais evidentes. (Campos, 1735, p. 76)

Para justificar esta afirmagao, Manuel de Campos apresenta uma interpretacao dos exemplos

apresentados por Tacquet no seu escélio:

Porquanto no dngulo curvilineo Ao [Fig. 2.12] nao € igual nem semelhante ao re-
tilineo oE; sendo assim os angulos do semicirculo A, E sdo iguais; o angulo o é
comum; e sequndo o Ax. 22 acrescentando o comum a iguais, 0s compostos deviam

ser iguais. (Campos, 1735, p. 76)

50 Proposicdo I, 85 e 86: Os paralelogramos EN, EL, que estio sobre a mesma, ou igual base EO, e entre
as mesmas paralelas EX, ML, sao iguais. (Campos, 1735, p. 34)

51 Proposicdo I, 37 e 38: Os tridngulos EMO, EBO, postos sobre a mesma, ou igual base EO, e entre as
mesmas paralelas EX, ML, sdo iguais entre si. (Campos, 1735, p. 35)

52 Azioma 2: Se a quantidades iguais se acrescentarem outras iguais, as compostas serdo iguais. (Campos,
1735, p. 8)

o4



2.4 Manuel de Campos e o angulo de contingéncia nos seus Elementos de Geometria

Figura 2.12: Tlustragao da comparagao de angulos no escdlio da Proposicao III, 16.

O dangulo retilineo ACB [Fig. 2.13], nao € igual ao curvilineo DCE; sendo assim,
que tirados iguais de iguais (isto €, BCD de ACE) os residuos deviam de ser iguais

Az. 3. (Campos, 1735, p. 76)

Figura 2.13: Tlustracao do segundo exemplo de comparacao de dngulos no escélio da Proposicao 111, 16.

Com estes dois exemplos Manuel de Campos pretende responder a segunda questao da
polémica do dngulo de contingéncia, mostrando assim que os angulos nao sao quantidades pois
nao verificam os axiomas da igualdade que sao aplicaveis a quantidades.

No terceiro ponto Manuel de Campos debruca-se sobre a comparagao entre angulos de dife-

rentes tipos:

3. Que o angulo retilineo € totalmente e incomensurdvel, e incompardvel com o

curvilineo. (Campos, 1735, p. 76)

Note-se que, com este pressuposto, Manuel de Campos rejeita de forma imediata a com-
paracao efetuada entre o angulo de contingéncia e um angulo retilineo agudo que se encontra
no enunciado da Proposicao III, 16 de diversas edi¢oes dos Elementos. A argumentacdo para
esta recusa é dada por Manuel de Campos na forma de um exemplo que, segundo o autor, pode

servir de regra:

Sejam no semicirculo VAV | dois angulos: um retilineo VAZ, e um mistilineo
VOEAZ [Fig. 2.14]. E sem duvida, que o dngulo retilineo consta de uma so in-

clinagao; isto €, que todos os pontos, e partes do lado V A, sequndo a direcao daquela

53 Azioma 3: Se de quantidades iguais se tirarem partes iguais, os residuos serdo iguais. (Campos, 1735, p. 8)
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2.4 Manuel de Campos e o angulo de contingéncia nos seus Elementos de Geometria

linha, vdo buscar constantemente o ponto A; e que o mistilineo consta de diferentes
inclinacoes; porquanto, dividindo o quadrante VA, em trés partes, e tiradas pelos
pontos das divisées trés retas VO, OFE, EA; cada uma destas vais buscar no lado
AZ, seu ponto diferente; de tal sorte, que todo aquele quadrante (repetida a divisdo
infinitamente) nao € outra coisa mais que uma continuada variedade de inclinagoes;
que comec¢a na perpendicular até acabar na paralela. Logo os ditos angulos sao to-
talmente incompardveis; por ser um constante e outro vago. (Campos, 1735, pp.

76-77)

Figura 2.14: Tlustracao da impossibilidade comparar angulos retilineos e curvilineos no escélio da Pro-
posicao III, 16.
Um raciocinio semelhante é aplicado para demonstrar a impossibilidade de comparar o &ngulo

de contingéncia com angulos retilineos agudos:

(...) comparando o dngulo do contacto com qualquer agudo, nem € propriamente
menor, nem maior, nem igual: porquanto, como o lado curvo compreende todas as
inclinacoes; sequndo uma serd maior, seqgundo outra menor, e sequndo outra igual:
ou por melhor dizer, ndo serd nada; porque nunca chegard a ter dois pontos fixos,

que formem uma determinada inclinagdo. (Campos, 1735, p. 77)

Notemos que com estes argumentos Manuel de Campos parece nao considerar o angulo de

contingéncia como sendo efetivamente um angulo, pois ao nao haver uma tnica inclinacao entre
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2.4 Manuel de Campos e o angulo de contingéncia nos seus Elementos de Geometria

os dois lados nao podemos aplicar a definicao de angulo, logo nao existe angulo.
Estes argumentos estdo assim na base da resposta que Manuel de Campos da a primeira

questao da polémica em torno do angulo de contingéncia:

(...) um angulo somente por analogia é parte de outro; porém o do contacto nem
ainda por analogia o pode ser do reto; pois ainda que ocupe parte do seu espaco, nao
diz ordem alguma a sua inclinagdo; por ser aquela constante, e esta vaga. (Campos,

1735, p. 77)

Salientemos a introdugao neste ponto da dicotomia real/potencial, considerando Manuel de
Campos que os angulos apenas sao parte uns dos outros de forma potencial e nao real.

Vemos deste modo Manuel de Campos apresentar a sua posi¢do sobre uma questao con-
troversa, que nos aprece original, tornando claros os aspetos que na sua opiniao respondem a

questoes desta polémica e que enuncia no inicio do seu estudo.
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Capitulo 3

Manuel Azevedo Fortes e o conceito

de reta tangente ao circulo

Manuel Azevedo Fortes (Fig. 3.1) nasce em Lisboa em 1660.

Figura 3.1: Retrato de Manuel de Azevedo Fortes no Engenheiro Portugués.

Estuda no Colégio Imperial de Madrid, obtém formacao em Filosofia pela Universidade de
Alcald e no Colégio de Plessis, em Paris, onde desenvolve estudos em Filosofia Moderna, Teologia
e Matematica. Concorre para professor de Filosofia na reputada Universidade de Siena onde,

por mérito proprio, exerce a catedra durante dois triénios:
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3.1 A matemadtica no ensino militar na primeira metade do século XVIII portugués

Regeu 8 anos a Cadeira, e com tanto pudicamento, tal doutrina, e utilidade, que
Francisco Maria de Medicis, Governador da cidade, e irmdo do Grao Duque da

Toscana, o obrigou em beneficio publico a continuar outro triénio. (Cruz, 1754, p.4)

Regressa a Portugal, exercendo o cargo de professor na Aula Militar de Fortificagdo, Gover-
nador de Castelo de Vide e Engenheiro-mor do Reino%. Falece, com 89 anos, em 1749. (Cruz,
1754, pp. 4-12)

Ao longo da sua vida escreve diversas obras na area da engenharia, da filosofia e da ma-

tematica, das quais destacamos:

e FEngenheiro Portugués, obra em dois volumes, publicados em 1728 e 1729, utilizada para
o ensino dos engenheiros na Academia Militar, que aborda a Geometria Pratica, a Trigo-

nometria retilinea, a Fortificacdo e Arquitetura Militar e o uso de armas de guerra.

e Ligica racional, geométrica e analytyca, publicado em 1744 e considerado o primeiro tra-

tado sobre légica integralmente escrito em portugueés.

Da sua obra realgamos o pendor pratico e técnico dos conteidos:

Partiu, estudou em Franca e Itdlia, neste pais ensinou e voltou depois a Portugal,
Manuel de Azevedo Fortes, que escreveu um livro notdvel sobre aplicacdes da Ma-

temdtica a Engenharia. (Teixeira, 1934, p. 219)

Azevedo Fortes, pelo estatuto e tarefas imputdveis ao cargo de engenheiro-mor, assim como
pelo facto de ser professor na Academia Militar, desempenha um papel fundamental na definicao

do papel da matematica no ensino militar.

3.1 A matematica no ensino militar na primeira metade do

século XVIII portugués

Um primeiro passo para a instrumentalizagdo, em Portugal, do ensino da chamada engenharia
militar é a criagao, por decreto de 13 de maio de 1641 do rei D. Joao IV, da “Aula de Artilharia
e Esquadria”. Nesta Aula, recebem instrucao tedrica e pratica os artilheiros e bombeiros do
exército portugués (Borges & Canas, 2005. pp. 445-452), vindo a sua criagdo complementar a

instrucao dada na drea da ndutica na “Aula da Esfera”.

64 Azevedo Fortes é o primeiro Engenheiro-mor do reino que nio acumula o cargo de Cosmégrafo-mor. Até
entdo, os dois cargos eram exercidos pela mesma pessoa.
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3.1 A matemadtica no ensino militar na primeira metade do século XVIII portugués

Em 1647, estabelece-se na Ribeira das Naus a “Aula de Fortificagao e Arquitetura Militar”,
que é mais tarde transferida para o Terreiro do Pago, onde passa a ser designada de “Academia
Militar da Corte”. Em 1651 cria-se também uma “Aula de Fortificacdo”em Elvas que contou
com nomes reputados como é o caso do Jesuita alemao Valentim Estancel.

Em 1701 é publicado um decreto de D. Pedro II estabelecendo a criacdo de diversas Aca-
demias de Fortificacao, nomeadamente no Minho, Beiras e Alentejo. Mas, tanto quanto tem
sido possivel saber, tal ordem apenas foi cumprida com a Academia de Fortificagao, em Viana
do Castelo (Minho) que, de resto, contou com professores ilustres como, por exemplo, Manuel
Pinto Vilalobos.

Todos estes exemplos remetem, a nosso ver, para uma clara aposta, da Coroa Portuguesa,
em oficializar a profissao de “Engenheiro”.

No inicio do século XVIII Manuel de Azevedo Fortes, enquanto Engenheiro-mor, expoe ao

rei D. Joao V a situacao:

(...) estando também certo nao terd deizado de chegar a Real noticia de V. Majestade
o pouco fruto, que se tem tirado da Aula, ou Academia das Fortificagcoes desta Corte,
me parece muito conforme a minha obrigacdo, e ao zelo que sempre tive, e terei
do Real servico de V. majestade apontar o remédio, e a melhor forma, em que os
sujeitos, que daqui por diante se aplicarem as licoes das Academias Militares, se
mstruam, e capacitem naquela ciéncia, e V. Majestade tenha Engenheiros, de que

se possa servir com utilidade. (Fortes, 1720, p. 1)

Azevedo Fortes considera ser necessario garantir que os candidatos demonstrem as qualidades

de um bom engenheiro:

Um bom Engenheiro hd-de ser um soldado com disposi¢cdo valerosa, criado com a
doutrina e exercicio Militar, e além disso hd-de ter a ciéncia para obras em todas as

fungoes da guerra. (Fortes, 1720, p. 7)

Esta proposta toma forma aquando da reforma do corpo de Engenheiros portugueses, que
tem lugar em 1732, e que o engenheiro-mor elogia na Oragao Académica pronunciada na presenca

de suas Magestades, indo a Academia ao Pago em 22 de outubro de 1739:

(...) para que aquele admirdvel, e bem entendido Decreto da ere¢io das Academias
Militares nas Provincias, que foi servido mandar passar em 24 de Dezembro de 1752

tenha a sua inteira, e devida observancia, para que este Reino sempre fecundo em
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3.1 A matemadtica no ensino militar na primeira metade do século XVIII portugués

espiritos excelentes, e proprios para todas as Ciéncias, tenha em que se exercitem.

(Fortes, 1739, p. 15)

No que concerne aos temas estudados nestas Academias Militares Azevedo Fortes diz:

Nas ditas Academias se hd-de ensinar geralmente tudo o que pertence a guerra; a
saber esquadroes, ou evolugdes Militares, Geometria, Fortificacao, Ataque, & Defesa

das Pragas, Castrametagao, Estatica, Artilharia, &c. (Fortes, 1720, p. 10)

A geometria aqui referida por Azevedo Fortes nao contempla apenas temas de geometria
euclidiana mas também temas de aritmética e trigonometria, tal como € percetivel nos diferentes
textos produzidos para o ensino destas academias.

No Engenheiro Portugués, publicado para o ensino na Academia Militar, sdo estudados os
fundamentos da geometria euclidiana e o uso de instrumentos matemaéticos.

Na Biblioteca Nacional, encontram-se varios manuscritos da autoria dos professores da Aca-
demia Militar, nomeadamente Azevedo Fortes, José Sanches da Silva e Filipe Rodrigues de Oli-
veira, constando de tratados que se supoe terem sido utilizados no ensino na Academia Militar.
Alguns destes manuscritos contém a tradugao para portugués dos Elémens des mathématiques
ou Traité de la grandeur en genéral de Bernand Lamy, uma obra sobre dlgebra/aritmética (Do-
mingues, 2014, pp. 37-39). Um outro manuscrito, cuja autoria é indicada na folha de rosto
como sendo Azevedo Fortes e que tera sido reutilizado por José Sanches da Silva, intitulado
Elementos de Euclides ou Tractado de geometria elementar contém a tradugao para portugués
dos livros geométricos dos Elementos de Euclides e coincide com a primeira parte do manuscrito
Geometria Especulativa, Trigonometria Espherica, Modo de riscar e dar aguadas nas plantas
militares, que se encontra na Biblioteca Ptblica de Evora.

Uma andlise detalhada ao manuscrito que se encontra em Evora faz notar que esta traducao
dos Elementos surge ai indicada como sendo o segundo. De facto, no indice esta traducao é
denominada Tratado dos Elementos de Euclides, € o seqgundo (Fig. 3.2) e no inicio do capitulo

por Do Tratado Segfundo] dos Elementos de Euclides (Fig. 3.3).
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Figura 3.2: Titulo do primeiro tratado da Geometria Especulativa de Azevedo Fortes no indice.
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s s
TRATADO SEG.DOS ELE=2
MENTOS DE EVCLIDES

Figura 3.3: Titulo do primeiro tratado da Geometria Especulativa de Azevedo Fortes no inicio do
capitulo.

A ideia suscitada pelas denominagoes de que este seria o segundo tratado de uma obra mais
completa, parece ser confirmada pela indicacao, no indice, de que o tratado Da Trigonometria

e Geometria prdtica desta obra de Azevedo Fortes é o Tratado terceiro (Fig. 3.4).

-

—

Figura 3.4: Titulo do segundo tratado da Geometria Especulativa de Azevedo Fortes no indice.

Uma comparacao entre este manuscrito e os manuscritos existentes na Biblioteca Nacional
associados a Azevedo Fortes leva-nos a conjeturar que o primeiro tratado em falta seria o FEle-
mentos das Mathematicas ou Tractado da Grandeza em Geral uma vez que, no codice 5194
da Biblioteca Nacional, o manuscrito Elementos das Mathematicas ou Tractado da Grandeza
em Geral é seguido do manuscrito Elementos de Fuclides ou Tractado de Geometria Elementar
encontrando-se os dois manuscritos com paginagao continua. Além disso, na introdugao que faz a

esta primeira parte da Geometria Especulativa Azevedo Fortes refere uma obra sobre grandezas.

Ainda que no tratado da grandeza em geral temos dado os Elementos para todas as

Ciéncias (...) (Fortes, 1724, fl. 1)

Assim, estes diferentes manuscritos parecem constituir licbes da Academia Militar ditadas de
acordo com a seguinte ordem: Elementos de Mathematica ou Tractado da Grandeza em Geral;
Tractado dos Elementos de Euclides; Da Trigonometria e Geometria prdtica; e Tratado do modo

com que se devem riscar e iluminar com aguadas as plantas da Architetura militar.

3.2 A Geometria Especulativa de Azevedo Fortes

A obra Geometria Especulativa, Trigonometria Espherica, Modo de riscar e dar aguadas nas
7 )
plantas militares, que designaremos abreviadamente de Geometria Especulativa, ¢ um manus-

crito do qual conhecemos apenas um exemplar pertencente ao Fundo Documental Manizola da
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3.2 A Geometria Especulativa de Azevedo Fortes

Biblioteca Publica de Evora®. Datado de 1724, encontra-se identificado, no frontispicio (Fig.

3.5), como sendo da autoria de Manuel Azevedo Fortes, Engenheiro-mor.
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Figura 3.5: Frontispicio da obra Geometria Especulativa de Azevedo Fortes.

Do frontispicio da obra salientemos o que pode ser considerada uma exaltacao do Império
Portugués, patente nas diversas representacées do Globo Terrestre, da posicao de destaque que

ocupa a esfera armilar, assim como a representagao dos quatro continentes onde os portugueses

eram ainda uma poténcia colonialista.

Este manuscrito é composto por 277 félios, divididos da seguinte forma:

550 exemplar utilizado encontra-se disponivel no Repositério Institucional da Universidade de Evora em
http://hdl.handle.net/123456789/281.
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fndice7 composto por 25 félios;

Tratado dos Elementos de Euclides, num total de 177 f6lios;

Da Trigonometria e Geometria prdtica, composta por 63 folios;

Tratado do modo com que se devem riscar e iluminar com aguadas as plantas da Archite-

tura militar, num total de 12 félios.

A Geometria Especulativa inicia-se assim com um indice completo, onde consta a indicacao
do numero de definigoes de cada capitulo, o enunciado de todas as proposicoes que os compoem
e uma referéncia as figuras ilustrativas de cada uma das proposicoes, sendo a parte cientifica da
obra composta por trés tratados distintos.

A primeira parte da Geometria Especulativa contém os denominados livros geométricos (os
seis primeiros, o décimo primeiro e o décimo segundo) da obra de Euclides. Uma comparagao com
as obras existentes a época, assente nas caracteristicas particulares da inclusao da preparacao
e do uso de cada proposicao, permite-nos obter uma correspondéncia com a traducao francesa
dos Elementos efetuada por Jacques Ozanam e que se encontra no primeiro tomo do seu Cours
de Mathematique, publicado em 169356,

A escolha da obra de Ozanam para efetuar a traducao pode prender-se com as aplicagoes
das proposicoes de Euclides apresentadas pelo matematico francés, utilizagbes essas que sao
varias vezes completadas e acrescentadas por Azevedo Fortes, em particular no que se refere as
aplicacoes passiveis de serem de interesse dos diferentes ramos militares.

O titulo escolhido de Geometria Especulativa é, a época, o titulo tradicionalmente atribuido
as geometrias tedricas. Contudo, esta obra contém de facto os resultados mais relevantes da
geometria tedrica, surgindo a parte pratica como acrescento a cada uma das proposicoes.

No inicio desta parte, Azevedo Fortes apresenta um resumo da introducdo efetuada por

Ozanam, onde refere o objetivo da sua obra e o motivo pelo qual apenas apresenta os livros

geométricos:

Ainda que no tratado da grandeza em geral temos dado os Elementos para todas
as Ciéncias, tratamos nesta parte do que Fuclides ensina nos seus livros dos ‘Ele-
mentos’, com tudo para a boa inteligéncia da Geometria, assim FEspeculativa como

Prdtica, procuremos explicar de um modo claro, fdcil e breve os seis primeiros livros

56Uma comparacio entre a estrutura das duas obras encontra-se no anexo D.
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3.3 O conceito de reta tangente ao circulo na Geometria Especulativa

dos ‘Elementos’de Fuclides, com o 11° e o 12°, que sdo os que bastam para a inte-
ligéncia das matérias de que adiante havemos de tratar e sao superabundantes para

tudo o que diz a ordem e doutrina militar. (Fortes, 1724, fl.1)

Seguidamente, o matematico portugués apresenta a indicacao dos autores que utilizard como
referéncia: André Tacquet e Claude Dechales. Notemos que Azevedo Fortes nao refere a obra
de Ozanam, obra a partir da qual efetua a traducao, referindo apenas autores que, afinal, nao
segue. Tal deve-se, possivelmente, ao facto de se encontrar a traduzir diretamente a obra de
Ozanam que, como seria de esperar, nao se refere a si proprio. Outra nota digna de destaque é o
facto de, ja na introducao, ser salientada a inclusao das utilizacoes das proposicées enunciadas,
através de exemplos conhecidos.

A segunda parte da Geometria Especulativa é um tratado sobre trigonometria intitulado
Da Trigonometria e Geometria Prdtica. Comparando esta obra com as obras de trigonometria
existentes a época, é possivel estabelecer, mais uma vez, uma correspondéncia com um tratado
de Ozanam, La trigonometrie rectiligne et spherique, publicado em 1720, o qual coincide quase
inteiramente com o apéndice de trigonometria que Azevedo Fortes apresenta no primeiro tomo
do seu Engenheiro Portugués.

Realcamos novamente o pendor pratico, em particular em termos militares, da trigonometria,
quer pela sua aplica¢do & ndutica (trigonometria esférica) quer pela importancia da resolugao de
triangulos para a artilharia, em particular os bombeiros, como realca o Brigadeiro José Alpoim®”,
discipulo de Azevedo Fortes.

O terceiro e ultimo tratado desta obra refere-se as técnicas de construgao de mapas, tematica

a que Azevedo Fortes ja se havia dedicado numa obra de 1722.

3.3 O conceito de reta tangente ao circulo na Geometria Espe-
culativa
O conceito de reta tangente ao circulo surge, a semelhanca do que acontece no original de

FEuclides, no Livro III. Seguindo o exemplo de outros editores dos Elementos, e a semelhanca do

que faz Ozanam, Azevedo Fortes apresenta uma introducéo a este livro:

Neste livro explica Fuclides a natureza e as propriedades da mais perfeita de todas

as Figuras, que é o Circulo: Comparando as diferentes linhas que se podem lancar

57Um estudo aprofundado desta temdtica encontra-se em Mota et al (2015, pp. 163-170).
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assim dentro; Como por fora da sua Circunferéncia, pelos diferentes angulos que elas
formam, e pelo tocamento de uma linha reta, que tocando a sua circunferéncia a ndo
corta, ou pelo tocamento de 2 circunferéncias de Circulo; os Instrumentos que servem
na Astronomia na Geografia, na Ndutica e nas mais Artes tiveram fundamento nas

proposicoes deste livro. (Fortes, 1724, fl. 69)

Apés a introducao apresentam-se as defini¢oes, num total de dez, seguidas das trinta e sete
proposicoes que compdem o terceiro livro. Notemos, desde ja, a diferenca entre o nimero de
definigdes presentes na obra de Fortes/Ozanam e noutros Elementos de Euclides, diferengas que
se prendem nomeadamente com a inclusao da definicao de quadrilatero inscrito num circulo e
com a exclusao das definicoes de angulo na circunferéncia e maior distancia de uma linha reta

ao centro.

3.3.1 A definicao

O conceito de reta tangente ao circulo é apresentado por Azevedo Fortes, na segunda definigao

do livro III, de forma distinta da apresentada por Ozanam (tabela 3.1).

Fortes, 1724, fl. 69v Ozanam, 1693, p. 166

2.% Dizemos que uma Linha reta
toca um Circulo quando ela encon-
tra a Circunferéncia, e nao faz com
ela angulo, isto é, sem entrar dentro
sendo produzida. Como AB [Fig.
3.6] esta linha na Trigonometria se
chama Tangente.

Dizemos que uma linha reta toca um
C'irculo, se encontra a circunferéncia
do circulo sem com ela fazer qual-
quer angulo, isto é, sem a cortar,
ou sem entrar dentro quando pro-
longada: como AB, que chamamos
Tocante, para a diferenciar da Tan-

gente, que € um termo afeto a Tri-
gonometria.

Tabela 3.1: Definicao III,2 na Geometria Especulativa de
Azevedo Fortes e nos Les Elemens d’FEuclide de Ozanam.

A introdugao do termo “tocante” por Ozanam prende-se com a atribuigdo de um nome para
0 conceito que se encontra a definir, ndo querendo o matematico francés utilizar a terminologia
tangente, termo que usa em trigonometria. Ja Azevedo Fortes apenas opta por dizer que a reta
toca o circulo e explica que na trigonometria esta linha serd chamada de tangente. Assim sendo,
seria de esperar que Azevedo Fortes usasse o termo tangente exclusivamente na trigonometria,

mas tal ndo se verifica como adiante assinalaremos.

Porventura, a caracteristica mais importante desta definicdo prende-se com a referéncia a

nao existéncia de angulo entre a reta tangente e a circunferéncia. Esta caracterizagao reveste-se
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de particular importancia se tivermos em conta toda a polémica existente em torno do angulo
de contingéncia. Ao apresentarem a reta tangente como a reta que toca a circunferéncia mas
que com ela nao faz angulo, os dois autores tomam a posicao de considerarem que o angulo de
contingéncia nao é um angulo.

Outro parametro a ter em conta é a ilustracao/representacao do conceito. Azevedo Fortes
replica a ilustragao presente na obra de Ozanam (Fig. 3.6), numa ilustragao simples e exclusiva

da definigao.

Figura 3.6: Tlustragao da Definigao III, 2.

Desta ilustracao destacamos a utilizagao da direcao horizontal para representar a reta tan-
gente. De facto, a preferéncia pelas dire¢oes horizontal/vertical é uma constante nas obras de

matematica.

3.3.2 As proposicoes

As proposigoes que Azevedo Fortes apresenta relativas ao conceito de reta tangente sao as que
usualmente se encontram nas edigoes dos Elementos, apresentando a Proposicao I11, 16 o seguinte

enunciado na Geometria Especulativa.

Prop: 16 Teorema A Linha perpendicular langada do extremo do Diametro de um
Circulo Cai toda fora do Circulo: e qualquer outra linha reta entre ela e a Circun-

feréncia do Circulo, Corta o circulo e entra dentro. (Fortes, 1724, fl. 82)

Notemos que, ao contrario do que acontece em vérias edi¢oes dos Flementos, Azevedo Fortes
evita, também aqui, a questao do angulo de contingéncia. Esta opcao é coerente com a sua
definicao de reta tangente.

A demonstracido desta proposicao encontra-se dividida em duas partes: na primeira parte
prova-se que a reta perpendicular ao didmetro se encontra fora da circunferéncia, numa demons-

tragao direta, semelhante a que se encontra na edi¢ao dos Elementos de Geometria de Manuel de
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Campos®®; na segunda parte, prova-se que nio é possivel interpor outra reta entre a tangente e
a circunferéncia, e apresenta uma das caracteristicas mais marcantes desta obra: a denominada

“preparacao”.

Pretende-se provar que nao é possivel interpor outra linha reta entre a tangente e a
circunferéncia do circulo sem que esta corte o circulo. Para tal, considere-se a reta

AF, uma reta que se encontra entre a tangente e a circunferéncia [Fig. 3.7].

Figura 3.7: Tlustragao da demonstragao da Proposicgao III, 16.

Preparagao: Por E trace-se a reta FG perpendicular a AF que interseta a reta

AF no ponto GG, um ponto diferente de A uma vez que o angulo EAF é agudo.

Demonstragao: Como o angulo em G do tridangulo [EGA] é reto, serd o maior
angulo do triangulo (Prop. I, 32%%), logo a hipotenusa [EA] serd o maior lado do
triangulo (Prop. I, 197%), pelo que o ponto G estd mais perto do centro E que o

ponto A, e assim a reta AF corta o circulo. H

A preparacido da demonstracdo consiste na construcdo e nomeacado de todas as entidades
que serao utilizadas, uma das caracteristicas originais da obra de Ozanam e que Azevedo Fortes
mantém. Notemos que Azevedo Fortes inclui o termo tangente, embora na Defini¢ao III, 2
associe este termo a trigonometria.

Esta proposicao apresenta um escélio onde, finalmente, Azevedo Fortes decide abordar a

questao melindrosa do conceito de angulo de contingéncia

58Veja-se a referida demonstracio na pagina 42.

59 Proposicdo I, 82: Produzido wm dos lados de qualquer triangulo, o éngulo exterior € igual aos dois interiores
opostos em uma soma; e os trés angulos do tridngulo sao em soma iguais a dois retos. (Fortes, 1724, fl. 36)

" Proposicdo I, 19: Em qualquer tridngulo o maior dngulo é oposto ao maior lado. (Fortes, 1724, fl. 25)
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Os Comentadores de FEuclides acrescentam a esta proposi¢cdo que o angulo do se-
micirculo, a saber o dngulo que se forma do diametro do Circulo e da sua Circun-
feréncia € maior que qualquer angulo agudo possivel: o que € evidente pela definicao
de angulo, pela qual conhecemos que o dangulo misto EAI € igual ao retilineo EAC

que € reto’!

Acrescentam mais, que o angulo EAI, que chamam erradamente angulo de Con-
tingéncia, € menor que qualquer angulo retilineo possivel, e que por consequinte se
reduz a nada, o que € também evidente, porque ndao € angulo, como notamos na
defini¢io 9* do 1°.7

No fim deste livro, para satisfazer aos curiosos, nao porque disso haja resultar uti-
lidade, explicarei as demonstragoes de Galileu e Viviane para convencer os que du-
vidam que mao € propriamente dngulo o de Contingéncia, mas assim € chamado

equivocadamente. (Fortes, 1724, fl. 82v)

Neste escolio, original de Azevedo Fortes, o dngulo de contingéncia é, também, apresentado
como nao angulo, enquanto o angulo do semicirculo, fruto da definicao de angulo misto apre-
sentada por Azevedo Fortes no livro I, é considerado igual ao angulo reto”™. Com esta posicio,
Azevedo Fortes rejeita a ultima parte do enunciado da Proposicao III, 16 presente em varias
edigoes dos Elementos, mas que Azevedo Fortes considera ser um acrescento dos comentadores
de Euclides e nao da autoria do matematico grego.

Azevedo Fortes nao dé o assunto do angulo de contingéncia como terminado, apresentando
um apéndice, no final do livro III, onde apresenta as consideracoes de Galileu e Viviani a
propésito deste tema polémico™. No final deste escélio é apresentado um dos pontos mais

caracteristicos desta obra de Azevedo Fortes, tal como obra de Ozanam: a indicagao da utili-

dade da proposicao anteriormente apresentada.

Uso

Esta proposicdo serve para demonstrar a 33, e também para lancar uma tangente
por um ponto dado na circunferéncia de um circulo dado, como dado o ponto A,
desse ponto ao centro E se lance a linha AE, e sobre AE, do ponto A [Fig. 3.7], se
langard a perpendicular AC' e serd a tangente buscada. (Fortes, 1724, fl. 83)

" Azevedo Fortes considera nesta sua obra, & semelhanca do que faz Ozanam, o 4ngulo misto como sendo igual
ao angulo retilineo formado pelas tangentes aos lados (Fortes, 1724, f1.4).

2920 dngulo retilineo € aquele cujas linhas sdo retas. (Fortes, 1724, fl. 3)

"3 A este propésito veja-se a pagina 94.

"Um estudo detalhado deste apéndice encontra-se no capitulo 3.6.
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Desta aplicacao realcemos o método de construcao da reta tangente ao circulo por um ponto
da sua circunferéncia, método que nao se encontra explicitado nos Elementos.
O método de construcao da reta tangente ao circulo por um ponto no seu exterior é apre-

7 Novamente

sentado na Proposicao III, 17 cujo enunciado e demonstragao seguem Kuclides
a grande diferenca em relagao as edicoes tradicionais dos Elementos prende-se com a inclusao
da utilidade desta proposicao, que é apresentada nas obras de Fortes e Ozanam nos termos da

tabela 3.2.

Fortes, 1724, fl. 83v

Ozanam, 1693, pp. 201-202

Na Trigonometria Esférica e retilinea é
muito frequente o uso das tangentes, como
também na Didptrica para determinar
os pontos de reflexdo numa superficie
curva, ou seja concava ou convexa. Serve
também na Gnomonica para descrever as
horas Bebilénicas e Italicas, e na Nautica
onde se toma uma linha tangente por ho-
rizonte observando a altura do Sol, ou de
qualquer outro Astro. Na proposicao 31
daremos um método mais facil para langar
uma Tangente.

O uso das linhas tangentes é frequente
na Trigonometria tanto Esférica como Re-
tilinea: & também na Didptrica para de-
terminar os pontos de reflexdo sobre uma
superficie curva, tanto concava como con-
vexa. Serve também na Gnoménica, para
a descricao das horas Babildnicas & Ita-
lianas, & na Navegacdo onde tomamos
uma linha tangente para nosso Horizonte,
quando observamos a altura do Sol, ou
qualquer outro Astro. Elas sio usadas
muito convenientemente na Geometria Es-

peculativa, para as Quadraturas. Encon-
tramos um exemplo no primeiro Teorema
da Planimetria, que servird para a Qua-
dratura do Circulo, & da Pardbola. En-
sinaremos na Prop. 31 um outro método
mais facil para tirar uma tangente.
Tabela 3.2: Uso da Proposigao II1, 17 nas obras de Azevedo

Fortes e Ozanam

Salientemos que apesar de ser mais sintético, as palavras de Azevedo Fortes parecem su-
bentender um pendor ainda mais abrangente do que as de Ozanam. Ao nao referir a utilidade
desta proposicao na geometria especulativa o nosso autor podera querer denotar um menor in-
teresse por assuntos de natureza mais tedrica. E também de realgar a diversidade de aplicagoes
da determinacao da reta tangente, em particular no que concerne aos problemas ligados a na-
vegacao, tema tao querido da histéria nacional. No inicio do século XVIII, quando o problema
da determinacao da longitude ainda nao se encontra completamente resolvido, a determinacao
da posicdo no mar e a determinacio das horas do dia, fossem elas itdlicas ou babilénicas™, é de

extrema importancia.

">Veja-se enunciado e demonstracio desta proposicio na pagina 20.

"6 A diferenca entre as horas babilénicas e as itdlicas prende-se com o momento do inicio do dia: as horas
babilénicas consideram o inicio das 24 horas do dia no instante do crepisculo matutino, enquanto as italicas o
consideram no vespertino (Ortiz, 2006, p. 8).
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No que concerne a Proposicao 111, 18, embora o enunciado apresentado por Fortes seja igual

ao dos Elementos, a demonstracao proposta pelo autor segue a demonstracao de Ozanam:

Proposi¢cao III, 18: A linha reta tirada do centro de um circulo ao ponto em que
outra linha reta toca a sua circunferéncia é perpendicular a essa Tangente. (Fortes,

1724, l. 83v)

Eis a demonstracio apresentada por Azevedo Fortes.

Digo que a linha reta C'A toca no ponto A a circunferéncia do circulo Al B, cujo cen-
tro estd no ponto F, a linha reta AF, langada do centro E ao ponto A é perpendicular

a C'A tangente [Fig. 3.8].

Dem: Se a linha F'A nao é perpendicular a tangente C'A, fard com ela de um lado
o angulo agudo, e do outro obtuso. Suponhamos obtuso o angulo EAC, podemos
diminuir-lhe o angulo reto FAF, pela linha AF a que neste caso serd perpendicular
ao diametro AB e que tocard o circulo no mesmo ponto A, aonde se supbde que a
linha CA o toca (Prop. III, 16) e assim estando toda fora do circulo poderemos
langar uma linha reta entre a tangente AC e a circunferéncia, mas isto é contra o
2° caso da proposi¢ao 16: logo nao pode haver outra perpendicular ao didmetro AB

mais do que a tangente AC', e é o que se queria demonstrar. l

Figura 3.8: Tlustragao da demonstragiao da Proposigao III, 18.

Desta demonstragao ressalta o facto de o tnico resultado utilizado ser a Proposicao III,
16 , enquanto a demonstracao que encontramos em Euclides recorre a resultados de triangulos
enunciados no primeiro livro dos Elementos. De salientar é também o facto de as ilustragoes
de Azevedo Fortes, por serem manuscritas, poderem incluir a tracejado as linhas auxiliares,

facilitando-se assim a compreensao do leitor
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Depois Azevedo Fortes apresenta um escélio onde se afasta do original de Ozanam ao nao
traduzir a totalidade do escolio francés. Ozanam apresenta no seu escélio duas demonstragoes
alternativas desta proposicdo: a primeira, também por reducao ao absurdo, que o matematico
francés considera bastante simples; em seguida, uma demonstracao direta que Fortes traduz. A
nao inclusao de uma segunda demonstracao indireta pode ser encarada como uma opgao didatica,
uma vez que nao teria interesse explorar novas demonstracdao que utilizassem a mesma técnica,
enquanto a apresentacao de um método de demonstracao direta traria como vantagem a abor-
dagem a diferentes formas de demonstrar um mesmo resultado. Vejamos o escélio apresentado

por Fortes.
FEscalio
Esta demonstracao € indireta, e se pode fazer direta desta sorte, pois que a linha C' A
toca a circunferéncia AIB no ponto A [Fig. 3.8], todos os seus pontos ficarao mais
distantes do centro E, [pelo que todas as linhas retas] lancadas desses pontos serao

maiores que a linha EA, e assim sendo linha EA a mais curta de todas deve ser

perpendicular d tangente, que € o que se queria provar. (Fortes, 1724, fl. 84)
Esta demonstragao, embora nao o refira, assenta no seguinte resultado:

Lema: A linha perpendicular é a mais curta de todas as que se podem lancar de um

ponto a uma mesma linha. (Fortes, 1724, fl. 25v)

977 ¢ que resulta

Este resultado é um lema apresentado por Fortes no uso da Proposicao I, 1
diretamente desta proposicdo e da sua antecedente’. De estranhar é a auséncia & referéncia a
estes resultados no escolio, referéncia que se encontra no original de Ozanam e para a qual nao
conseguimos encontrar justificagao.

As aplicacoes desta proposicao sao apenas para a demonstracao de trés outras proposicoes
deste livro, a saber: a proposicao 19; a proposicao 32; e a proposicao 36.

A proposicao III, 19 é em tudo semelhante & presente noutras edicoes dos Elementos’™ nao
surgindo referéncia a qualquer utilidade desta proposicao nem na obra de Azevedo Fortes, nem
na de Ozanam.

O conceito de reta tangente volta a ser abordado por Azevedo Fortes no uso da Proposicao

111, 3180:

" Proposicdo I, 19: Em qualquer triéngulo o maior dngulo é oposto ao maior lado. (Fortes, 1724, fl. 25)

™ Proposicdo I, 18: Em qualquer tridngulo o maior lado é oposto ao maior Gngulo. (Fortes, 1724, fl. 24v)

Veja-se a este propésito a pagina 22.

80 Proposicdo III, 81: O dngulo no semicirculo é reto; no segmento maior que o semicirculo é agudo; no
segmento menor que o semicirculo € obtuso. (Fortes, 1724, fl. 90v)
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Esta proposi¢ao nos oferece um método mais facil, que o da proposi¢cio 17, para
lancar uma tangente por um ponto dado fora da circunferéncia de um circulo dado.

(Fortes, 1724, fl. 92)
O método sugerido é o seguinte:

e Considere-se o circulo dado CEB de centro D e o ponto dado A no exterior do circulo

[Fig. 3.9].

e Trace-se o segmento de reta [DA] e sobre ele se descreva o semicirculo AED, que interseta

a circunferéncia do circulo dado no ponto E.

e Trace-se a reta AFE que serd a tangente pretendida.

Figura 3.9: Construcao da reta tangente ao circulo, proposta na Proposicao 111, 31.

Azevedo Fortes, a semelhanca de Ozanam, justifica que a reta obtida é efetivamente tangente

ao circulo referindo:

(...) a linha AE que serd a tangente buscada; porque o angulo AED do semicirculo

é reto. (Fortes, 1724, fl. 92)

Azevedo Fortes termina o estudo do conceito de reta tangente com a apresentacao da Pro-

posicao 111, 32.

Proposi¢ao III, 32: A linha reta que corta a circunferéncia de um circulo no ponto

de contacto faz com a tangente angulos iguais aos angulos dos segmentos alternos.

Chama-se segmento alterno aquele que € feito da outra parte do angulo retilineo, que

se forma no ponto de contacto.

Como o segmento ADE A a respeito do angulo oposto CAD [Fig. 3.10] (...). Também
¢ segmento alterno ADF A a respeito do angulo oposto BAD (...). (Fortes, 1724, fl.
92)
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B

Figura 3.10: Tlustragao da Proposigao III, 32.

Deste enunciado destaca-se a definicao de segmento alterno, algo pouco usual nas edi¢oes dos
Elementos e que Fortes traduz diretamente de Ozanam. A introducao desta definicao torna mais
simples a compreensao desta proposicao assim como o entendimento da respetiva demonstracao,
essa idéntica & existente noutras edicdes dos Elementos®!.

Seguindo Ozanam, e de forma semelhante a Euclides, Azevedo Fortes apenas considera na
demonstracao o caso em que a reta secante nao é um didmetro, embora demonstre o caso em

que a reta secante é um diametro num escélio da sua autoria.

Nestas duas demonstrag¢oes acima supomos a linha AD fora do centro G [Fig. 3.10],
porque se ela passasse pelo centro G, como a alinha AE, faria com a tangente C'D
angulos retos (Prop. III, 18) e os angulos do semicirculo seriam retos (Prop. III,

3182), e assim toda a proposicio seria evidente. (Fortes, 1724, fl. 92v)
Seguidamente sao apresentadas as aplicagoes desta proposicao.

Uso

FE'sta proposicdo serve para a demonstracao das proposicoes 33 e 84 deste Livro, e para
a 10.% do Livro 4. Serve também para demonstrar que se muitos circulos se tocarem
todos em um mesmo ponto, como A, qualquer linha reta que pelo ponto de contacto
corta as suas circunferéncias, como AF, fard os arcos de cada circunferéncia termi-
nados por esta linha, partes semelhantes das suas circunferéncias, como AB, AFE),
AF [Fig. 3.11]: porque todos os angulos que se fizerem nos segmentos alternos serdao
iguais entre si, sendo cada um igual ao angulo que se faz da linha reta AF com a

tangente BC. (Fortes, 1724, fls. 92v-93)

81Veja-se a referida demonstracdo na pagina 24.
82 Proposicdo III, 81: O dngulo no semicirculo é reto; no segmento maior que o semicirculo é agudo; no

segmento menor que o semicirculo € obtuso. (Fortes, 1724, fl. 90v)
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Figura 3.11: Tlustracdo do Uso da Proposicao III, 32.

A ilustracao deste resultado sugere ainda um outro resultado relativo & existéncia de uma

tangente comum a circulos tangentes entre si®3.

3.4 A Légica Racional, Geométrica e Analitica de Azevedo

Fortes

A obra Ldgica Racional, Geométrica e Analitica, publicada em 1744, é considerada a primeira
obra de légica escrita em lingua portuguesa (Coxito, 1981, p. 2). Dividida, como o préprio
titulo sugere, em trés partes, debruga-se na primeira parte sobre a Ldgica Ractonal, na segunda

parte sobre Ldgica Geométrica e na terceira e iltima parte sobre Ldgica Analitica.

LOGICA
RACIONAL,

GEOMETRICA, E ANALITICA;
OBRA UTILISSIMA,

E abfolutamente neceflaria para entrar em qualquer
{cienciay eginda para todos os homens, que em qual~
quer particular , quizerem fazer ufo do feu en-
tendimento,, e explicar as fuas idéas por ter-
mos claros, proprios, ¢ intelligiveis.

DEDICADA4
AO SERENISSIMO SENHOR

D. ANTONIO:,

INFANTE DE PORTUGAL,

ORDENAD A4

OR
MANOEL DE AZEVEDO
FORTES:

Cavalleiro profeffo da Ordem de Clyifto , Academico de
Academia Real da Hifforia Portugueza Sargento
mbr de Batalba dos Exercitos de Sua Magefla-
dey ¢ Engenbeiromdy deftes Reynos, &e.

L1S 5O A
Na Offic. de JOZE? ANTONIO PLATES.

M.DCCXLIV.
Com todas as licengas neceffarias.

Figura 3.12: Frontispicio da Ldgica Racional de Azevedo Fortes.

83 A este propdsito veja-se a pagina 45.
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Ainda na pégina de rosto (Fig. 3.12) é possivel perceber a importancia atribuida pelo autor

a esta tematica quando escreve que:

E absolutamente necessdria para entrar em qualquer ciéncia, e ainda para todos os
homens, que em qualquer particular, quiserem fazer uso do seu entendimento, e
explicar as suas ideias por termos claros, proprios e inteligiveis. (Fortes, 1744, folha

de rosto)

A escrita de uma obra de légica em portugués prender-se-4 nao sé com a importancia do
préprio assunto, mas também com a opiniao que Manuel de Azevedo Fortes tem do ensino da

l6gica em Portugal:

Hd muitos anos, que tenho reparado no pouco fruto, que os estudantes tiram do ano,
que empregam mno estudo da Ldgica, que ordinariamente se ensina nas FEscolas; e
falando eu com muitas pessoas doutas, e de claro juizo, todos convieram em que
semelhante estudo, mais servia para embaracar, e confundir as nossas ideias, do
que para aperfeicoar as operacoes do nosso entendimento, que € o fim principal da

Légica. (Fortes, 1744, s.p.)

Azevedo Fortes apresenta-nos uma légica racional em oposicao a uma légica metafisica como
a que era, segundo ele, ensinada nas escolas portuguesas e tem como objetivo primordial a

instrucao dos militares:

Sem embargo das minhas consideragoes, me determinei a sair d luz com esta Logica,
ndo com intencdo se refutar os que sequem outras Ldgicas; porque ainda que escrevo
para todos com desejo de ser util a minha Nacdo, mais particularmente escrevo a
favor dos Oficiais militares da minha profissdo, aos quais entendo ser precisa a Logica

Racional, para poderem satisfazer cabalmente as suas obrigagoes. (Fortes, 1744, s.p.)

A necessidade do conhecimento da légica racional por parte dos militares prender-se-4 com a
inevitabilidade de, no exercicio das suas fungoes, terem de recorrer a argumentacao ou a analise
de raciocinios e hipéteses, tarefas onde o raciocinio légico se mostraria verdadeiramente ttil.

Tendo em consideracao os temas abordados usualmente nos tratados de Ldégica é pouco
usual, e talvez se estranhe a primeira vista, a jungao das trés componentes —racional, geométrica

e analitica— escolhidas por Azevedo Fortes e que ele préprio justifica nos seguintes termos:
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Vemos, que todos os antigos Filosofos comecaram os seus estudos pela Geometria,
que entenderam absolutamente necessdria para poder passar ao conhecimento de to-
das as coisas naturais; e esta se acha tdo desprezada nas Escolas deste Reino, que sdo
muito poucos os Fildsofos, que passam de saber a Aritmética ordindria; e os Antigos
entenderam ser tao necessdria a Geometria, que proibiam a entrada das Academias

Filosdficas, aos que ndao eram Gedmetras. (Fortes, 1744, s.p.)

Na ligacao histérica entre a filosofia e a matematica, Azevedo Fortes parece estar a defen-
der ideais Aristotélicos. Relembremos que foi a ligacao entre estas duas dreas e a utilizagao
de métodos filoséficos que levou a axiomatizacao da matematica e a que esta desenvolvesse a

estrutura de raciocinio que ainda hoje se mantém e que o nosso autor, de resto, nao esconde:

O mesmo Aristdteles, que nos deu o método, e regras para a boa demonstracao,

declara que se serviu da Geometria de Euclides (...). (Fortes, 1744, s.p.)

Azevedo Fortes refere ainda, nesta sua introducéo, que nao existe qualquer obra publicada
em portugués sobre a Ldgica Analitica, ou Algebra, o que o tera levado a incluir esta tematica
como terceira parte da sua obra.

No que concerne a primeira parte, Logica Racional, esta é uma obra de filosofia, e segundo

134 assim como pelas ideias de

Coxito (1981, p. 2) é influenciada pela légica de Port-Roya
Descartes sendo, segundo Ribeiro (2009, p. 144), inspirada pela obra Entretiens sur les sciences,
dans lesquels on apprend comment [’on doit étudier les sciences, et s’en servir pour se former
Uesprit juste et le coeur droit de Bernard Lamy®°.

Relativamente a Ldgica Geométrica, e tal como o autor indica na introdugao a esta segunda
parte, ela é uma traducao para portugués dos Les Elemens de Geometrie ou la mesure du corps
de Bernard Lamy.

Comparando a obra de Azevedo Fortes com as diferentes edigoes da obra de Lamy a que
tivemos acesso conseguimos estabelecer uma correspondéncia entre a traducao portuguesa e a

4.2 edicdo de Lamy®®, datada de 1710, edicdo que tera sido revista e aumentada pelo mateméatico

francés®”. A escolha deste autor, e em particular desta obra, é justificada por Azevedo Fortes:

84Légica de Port-Royal é o nome usualmente dado & obra La logique, ou art de penser, publicada em 1662.
(Coxito, 1981, p. 3)

85Um estudo detalhado da Ldgica Racional pode ser encontrado em Coxito (1981).

86 Comparamos a obra de Azevedo Fortes com as edicdes da obra de Lamy de 1685, 1692, 1710 e 1731, sendo a
edi¢do de 1710 a primeira cuja estrutura e conteido mais se aproxima da de Azevedo Fortes. Nao nos foi possivel
comparar com a 3.* edigdo do original de Lamy, datada de 1695, uma vez que n@o conseguimos ter acesso a
qualquer exemplar dessa obra.

8"Uma comparacio entre a estrutura das obras de Azevedo Fortes e Lamy encontra-se no anexo E.
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Nesta segunda parte, em que tratamos a Ldgica geométrica, sequiremos ao M. R.
Padre Bernardo Lamy da Congregacao do Oratdrio, pela nova forma, que deu aos
FElementos de Fuclides, tratando separadamente, e com demonstracdes novas as trés
dimensoes do corpo: 1. das linhas, 2. das superficies, 8. do corpo, ou sélido;
emendando o defeito de Fuclides, que nao faz esta separacdo. Preferimos este autor
moderno pela grande clareza, ordem e distin¢ao, com que trata esta matéria. (Fortes,

1744, Parte II, p. 2)

Azevedo Fortes apresenta assim os fundamentos da geometria com uma nova roupagem,
reorganizando as proposicoes, embora, & semelhanca do que faz o matematico francés, sempre
. IR .o L Sy
que considera relevante faga referéncia a proposicao correspondente nas edi¢oes “tradicionais” dos
Elementos de Euclides.
Ainda antes de iniciar a apresentacido dos conteudos desta parte, e logo apds a explicacao
dos termos, Azevedo Fortes tece consideractes didaticas sobre o ensino e a aprendizagem da

matematica, salientando a importancia da compreensao em lugar da memorizacao.

Deve-se advertir os principiantes, que considerem atentamente estes principios, € as
mais proposicoes desta obra; porque de ficarem bem entendidos, se lhe seque uma
grande facilidade; e os mestres lhe devem inculcar, que facam sempre mais uso do

entendimento, do que da memoria. (Fortes, 1744, Parte 11, p. 7)

Também a importancia das representacoes é alvo de andlise por Azevedo Fortes, que realca

a vantagem da utilizagao de representacoes de conceitos, mas também as suas limitagoes.

(...) € ainda que nesta II parte senao podem isentar de fazer fiza a imaginagdao com
as figuras, contudo procurem de as aperceber mentalmente, representando-se as suas

propriedades, como inteligiveis. (Fortes, 1744, Parte II, p. 7)

No que concerne ao método que deve ser utilizado para o estudo também este é alvo de

andlise por Azevedo Fortes:

Os mestres devem inculcar aos discipulos, que facam reflexdo em tudo o que fo-
rem estudando, aplicando-se os preceitos da Logica Racional explicados na I. parte.

(Fortes, 1744, Parte II, p. 7)

Azevedo Fortes surge, particularmente nesta obra, como um autor que se preocupa com

o ensino da matemadtica em Portugal, tentando transmitir os seus conhecimentos sobre esta
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tematica, chamando a atencao dos seus leitores para a importancia de um método correto para
que se possa efetuar uma verdadeira aprendizagem.

A terceira parte desta obra, a Ldgica Analitica contém um tratado sobre dlgebra e é uma
traducao para portugués da obra FElemens des mathematiques, ou Traité de la grandeur en
general, qui comprend ’arithmetique, l’algebre, l’analyse, et les principes de toutes les sciences
qui ont la grandeur pour objet também de Bernard Lamy®®, obra que tinha jé sido traduzida
para portugués por Azevedo Fortes nos manuscritos que se encontram na Biblioteca Nacional®.
A Légica Analitica terd sido, tanto quanto atualmente se sabe, a primeira obra imprensa sobre
algebra em portugués (Ribeiro, 2009, p. 142).

Apesar de no Antiloquo ter escrito que a publicagdo da Ldgica Racional, Geométrica e
Analitica se deve ao facto de considerar que as obras de légica existentes em Portugal para
o ensino da mesma nao serem as mais adequadas, esta obra de Azevedo Fortes nao tera sido
utilizada diretamente no ensino. Segundo Ribeiro (2009, p. 183), Fortes tera utilizado as obras
de Lamy no ensino na Academia Militar tendo posteriormente reorganizado os seus contetudos,
particularmente nesta Légica, os aspetos que, fruto da sua experiéncia de professor, seriam mais

importantes.

3.5 O conceito de reta tangente ao circulo na Logica Geométrica

O conceito de reta tangente ao circulo é abordado no capitulo VI do Livro I da Légica Geométrica
assim como nos capitulos I e IT do Livro II.

No capitulo VI do Livro I é estudada a posicao das linhas retas em relacao ao circulo,
surgindo neste capitulo a maioria dos resultados tradicionalmente associados ao nosso conceito.
Ja no capitulo I do Livro II, dedica-se ao estudo dos angulos, e no capitulo II debruca-se sobre
a comparacao dos angulos e as suas posigoes a respeito do circulo, abordando a relagao entre o

conceito de angulo e o conceito de reta tangente ao circulo.

3.5.1 A definicao

Azevedo Fortes, tal como Lamy, nao define formalmente o conceito de reta tangente ao circulo,
mas apresenta, na introdugao que faz ao capitulo VI, as trés posigcoes possiveis para esta reta,

sem nunca referir o termo tangente.

88Uma comparacio detalhada entre as duas obras e uma andlise a esta tltima parte pode ser encontrada em
Ribeiro (2009, pp. 136-146).
89Veja-se a este propdsito Domingues (2014, pp. 37-39)
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Uma linha reta pode estar, ou inteiramente dentro de um circulo, ou fora dele: se
ela € de fora, e lhe pode chegar, se poderd produzir de sorte, que o corte ou que o

toque, sem entrar dentro. (Fortes, 1744, Parte II, p. 38-39)

Notemos que esta introducao contém em si trés conceitos - reta exterior, reta secante e reta
tangente ao circulo - que nao sao referidos. Embora estes conceitos nao estejam definidos formal-
mente serao utilizados por Azevedo Fortes ao longo da sua obra, onde utiliza esta terminologia,
explicitando-a quando considera 1itil e necessario.

Ainda relacionado com o conceito de reta tangente ao circulo Azevedo Fortes, continuando

a seguir Lamy, apresenta o conceito de angulo do segmento:

Definicao IV

35. O angulo formado por uma tangente, e uma corda, ou secante, tirado do ponto
do contacto, se chama angulo do segmento, como QPR, ou RPT [Fig. 3.13]. (Fortes,
1744, Parte II, p. 69)

Figura 3.13: Tlustracao da definigdo de dngulo do segmento.

3.5.2 As proposicoes

A primeira proposicao relativa ao conceito de reta tangente ao circulo é o Teorema XIV do
capitulo VI do Livro I, correspondendo ao Teorema XIII da seccao correspondente em Lamy, e

apresenta dois resultados distintos:

Teorema XIV

103 Uma linha perpendicular sobre o extremo de um raio, toca o circulo, e o ndo
toca em mais, que em um $6 ponto. Euclid. liv. 3. Prop. 16. e 18. (Fortes, 1744,

Parte II, p. 48)
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Comecemos por notar que Azevedo Fortes, a semelhanca de Lamy, refere quais as proposi¢oes
de Euclides cujos resultados apresenta neste teorema: as proposicoes 16 e 18 do Livro III dos
Elementos. Contudo, a indicacdao de que este teorema apresenta resultados das Proposicoes 16
e 18 do livro III dos Elementos parece-nos enganadora, uma vez que o resultado apresentado
corresponde unicamente a primeira parte da Proposicao I, 16, nao se vislumbrando qualquer re-
feréncia ao resultado da Proposicao III, 18 sobre a posicao relativa de diferentes retas. Contudo,
nao nos foi possivel encontrar, nem conjeturar, uma possivel justificacdo para este engano.

Embora o resultado enunciado no teorema XIV se encontre presente nos Elementos, a de-
monstracdo proposta por Azevedo Fortes e Lamy é distinta da que se encontra em edigoes

tradicionais da obra do matematico grego, como a de Thomas Heath.

A linha BD é perpendicular sobre BK: devemos mostrar que esta linha toca o

circulo X no ponto B [Fig. 3.14].

Figura 3.14: Tlustracao da demonstragao do teorema XIV, do capitulo VI, do livro I.

Se nos derem um segundo ponto: como C, lance-se de K a C uma linha, a qual nao
é perpendicular sobre BD, senao pode lancar mais que uma s6 perpendicular (num.
50°) logo KC > BK, a qual é perpendicular sobre BD (ntimero 52°!) e assim o
ponto C fica fora do circulo X: logo BD nao toca o circulo em dois pontos B e C,

mas somente no ponto B; e é o que se queria mostrar. Hl

Notemos que esta demonstracao assenta em resultados sobre linhas retas, em particular retas

perpendiculares, e nao em resultados sobre angulos e triangulos como nos Elementos. O motivo

9950. De um mesmo ponto sobre wma mesma linha ndo se pode lancar mais do que wma sé perpendicular.
(Fortes, 1744, Parte 11, p. 25)
9152. A linha perpendicular é a mais curta de todas, as que se podem lancar de um ponto a uma linha. (Fortes,

1744. Parte II, p. 25)
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desta alteracao prender-se-4 com a estrutura da Ldgica Geométrica que comega por apresentar
resultados apenas sobre linhas, nao se encontrando, aquando do estudo desta proposicao, ainda
estudados os conceitos de angulo ou as propriedades dos tridngulos.

Apenso ao seu Teorema XIV Azevedo Fortes apresenta ainda um corolario igualmente pre-

sente na obra de Lamy.

Coroldrio

104. Ndao pode haver mais do que uma s linha que toque o circulo em um mesmo

ponto. (Fortes, 1744, Parte II, p. 49)

Notemos que com com o Teorema XIV e com este corolario fica demonstrada a existéncia
e unicidade da reta tangente ao circulo. A demonstragao deste corolario é bastante simples e

assenta na unicidade da reta perpendicular a outra reta por um ponto dado.

Duas linhas diferentes nao podem tocar o circulo X no mesmo ponto B [Fig. 3.14];

porque seriam ambas perpendiculares, o que € impossivel (num. 48°%). A

Em seguida é apresentado outro dos resultados tradicionalmente associados ao conceito de

reta tangente ao circulo.

Teorema XV

105 Se dentro de um circulo se lancar uma linha perpendicular sobre o ponto de
contacto, ou da tangente, esta linha passard pelo centro do circulo. FEucl. liv. 3.

Prop. 19. (Fortes, 1744, Parte II, p. 49)

Neste teorema que, como ¢ visivel no enunciado, corresponde a Proposicao III, 19 dos Elemen-
tos, Azevedo Fortes utiliza, pela primeira vez nesta sua obra, o termo tangente. Embora, como
ja vimos, este termo nao se encontre definido formalmente, a sua introdugao nesta proposicao
aliada a explicacao inicial sobre a posicao de uma reta relativamente ao circulo torna-lo-ia, im-
plicitamente, compreensivel. Na demonstracao Azevedo Fortes, mais uma vez seguindo Lamy
e a opcao de trabalhar primeiramente s6 com linhas, apresenta uma demonstracao diferente da

tradicional de Euclides.

A linha CD é tangente [Fig. 3.15]: de C, ponto de contacto se lance uma perpen-

dicular para dentro do circulo, que passara pelo centro. Se disserem, que ndo passa

9248. De qualgquer ponto dado, ndo se pode lancar mais que uma sé perpendicular. (Fortes, 1744, Parte II, p.
23)
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pelo centro, mas que pelo ponto B, que nao é centro mostraremos o contrario, porque
se levantando de C o raio CK, e sobre o seu extremo C' uma perpendicular, esta
sera tangente (num. 103) e serd a mesma que C'D, pois que do ponto C' sendo pode
lancar mais que uma s6 tangente (num. 104) e assim sobre a linha C'D, do mesmo

ponto haveria duas perpendiculares CK e C'B, o que implica (num. 50%) B

Figura 3.15: Tlustragdo da demonstragido do teorema XV, do capitulo VI, do livro I.

Nesta demonstracéo, no original de Azevedo Fortes, encontram-se referidas as proposicoes
nimero 100 e 101 como sendo as que justificam os passos da demonstracao aqui assinalados
com os numeros 103 e 104, respetivamente. A indicagao do nimero 100 e 101 é claramente uma
gralha de numeracgao de proposi¢oes, uma vez que os resultados nele contidos nao tém qualquer
relacdo com o conceito de reta tangente. A existéncia desta gralha, que se repetird noutras
proposigoes, pode dever-se a alteracao da numeracao das proposi¢oes numa versao final da obra,
alteracao que foi efetuada ao nivel dos enunciados, mas que nao tera sido corrigida aquando da
sua utilizacao em demonstracgoes de outras proposigoes.

Seguidamente, Azevedo Fortes apresenta um outro resultado que contém, no seu enunciado,

parte da Proposicao III, 16 dos Elementos.

Teorema XVI

106. Entre uma tangente, e a circunferéncia de um circulo, nao se pode lancar
nenhuma linha reta, ainda que se possam lancar um numero indefinito de linhas

circulares Fuclid. liv. 3. Prop. 16 (Fortes, 1744, Parte II, p. 49)

Notemos que a referéncia ao ntimero de linhas curvas que é possivel langar entre a tangente

e a circunferéncia nao se encontra presente na Proposigao 111, 16 dos Elementos, sendo contudo

9350. De um mesmo ponto sobre wma mesma linha ndo se pode lancar mais do que uma sé perpendicular.
(Fortes, 1744, Parte 11, p. 25)
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referida por alguns autores de edigoes da obra do matematico grego, como é o caso de Manuel
de Campos”.

Tal como em resultados anteriores a demonstragao de Azevedo Fortes da parte que se en-
contra nos Elementos ¢é distinta da de Euclides, sendo apresentada pelo matematico portugués

nos seguintes termos:

Se entre BD, tangente, e o circulo X se pode langar uma linha reta que divida o
espaco entre a tangente BD e o circulo [Fig. 3.16]: seja se quiserem BF', sobre a
qual se lance do ponto X outra linha que lhe seja perpendicular, a saber K F, que
serd mais curta que o raio BK que nao é perpendicular sobre esta linha (num. 52%°)
e assim K F sendo menor que BK, o seu extremo FE ficard dentro do circulo: logo
a linha BF , que nao fica fora do circulo, nao pode dividir o espaco que hé entre a

circunferéncia, e a tangente BD, e é o que se queria mostrar.

Figura 3.16: Tlustracao da primeira parte da demonstracao do teorema XVI, do capitulo VI, do livro L.

Mas entre a tangente AB e o circulo Y podem passar indefinitos circulos, porque
produzindo o raio AC para 14 do centro C, por exemplo até E [Fig. 3.17]; e de
E, como centro, e com o intervalo FA se descreva o circulo Z, a linha AB sera
tangente desse circulo (num. 103) o qual, sendo maior, caird fora do circulo Y; e
da mesma sorte do circulo X, de que P é centro, ficard também entre AB e Y; e
assim indefinitamente: logo entre a tangente AB, e o circulo Y, se podem langar

indefinitas linhas circulares. W

94 A este propésito veja-se a pagina 44.
9552. A linha perpendicular é a mais curta de todas, as que se podem lancar de um ponto a uma linha. (Fortes,
1744, Parte II, p. 25)
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Figura 3.17: Tlustracdo da segunda parte da demonstracao do teorema XVI, do capitulo VI, do livro 1.

Mais uma vez é possivel encontrar gralhas de numeracao das proposicoes na demonstracao,
sendo referidos no original os resultados 33 e 105, em lugar dos resultados 52 e 103, respetiva-
mente.

Azevedo Fortes apresenta em seguida um corolario relativo a divisao do espaco compreendido

entre a reta tangente ao circulo e a circunferéncia.

Coroldrio

107 Segue-se evidentemente, que o espago compreendido entre a tangente, e a circun-
feréncia de um circulo, se pode dividir em um nimero indefinito de partes. (Fortes,

1744, Parte II, p. 50)

Esta divisdao, que apenas é possivel efetuar com arcos de circunferéncia, é de especial im-
portancia se tivermos em conta que se encontra diretamente relacionada com os argumentos por
vezes utilizados para justificar que o angulo de contingéncia é de facto um angulo que pode ser
dividido e comparado.

Azevedo Fortes apresenta em seguida um resultado que difere do resultado correspondente

em Lamy (tabela 3.3).

Fortes, 1744, Parte II, p. 50 Lamy, 1710, p. 53
Teorema XVII Teorema XVII
108. De um ponto fora de um circulo, | De um ponto fora de um circulo nao se
se lhe nao pode lancar mais que uma sé | pode tragar ao circulo, de um mesmo lado,
tangente. mais do que uma tangente.

Tabela 3.3: Teorema XVII na Ldgica Geométrica de Azevedo

Fortes e nos Les élémens de géometrie de Lamy.
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E de notar que o resultado apresentado por Azevedo Fortes nao é de todo verdadeiro uma
vez que, como ja vimos, dado um ponto fora do circulo é possivel lancar duas retas tangentes
distintas”®. Este erro resulta de Azevedo Fortes ndo considerar no enunciado, como faz Lamy,

apenas um dos lados do circulo. Vejamos a demonstragao deste resultado em Azevedo Fortes:

A razao é, porque qualquer outra linha cortara o circulo ou nao chegara a ele: seja
A, um ponto dado fora do circulo, que a linha AB toca no ponto B [Fig. 3.18]: digo,
que de A para B senao pode lancar outra tangente; porque, em primeiro lugar, se
é fora de AB nao tocara o circulo: em segundo lugar, se ela passa por B, nao sera
outra linha, mas a mesma tangente AB: em terceiro lugar, se ela passa para dentro
do circulo, como pelo ponto D, pois que CB é maior que CD, o ponto D ficara

dentro do circulo (num. 36°7) logo etc. W

Figura 3.18: Tlustracao da demonstragao do teorema XVII, do capitulo VI, do livro I.

Notemos que a demonstracao apresentada se encontra correta para o enunciado de Lamy,
uma vez que ao considerar apenas um dos lados do circulo podemos garantir que CB > C D, facto
que justifica a unicidade da reta tangente. Uma vez que Azevedo Fortes nao refere que apenas
considerara um dos lados do circulo nao é possivel na demonstragao garantir que CB > CD.

No estudo que se segue a este teorema apenas é considerado um dos lados do circulo, pelo
que a utilizacao deste resultado por Azevedo Fortes nao compromete a validade dos resultados
posteriores.

Seguidamente, sao apresentados os problemas relativos a construcao da reta tangente ao

circulo por um ponto dado.

96Veja-se a este propésito a pagina 21.

9786. Todas as linhas langadas dos centro do circulo & circunferéncia, sendo todos os raios iguais, as que
forem mais pequenas que o raio, se terminardao dentro mo circulo, se forem mais compridas, se terminardo fora
do circulo, e sendo iguais se terminardo na circunferéncia. (Fortes, 1744, Parte II, p. 19)
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Problema II

109 Langar uma linha reta, que toque um circulo em um ponto dado. (Fortes, 1744,

Parte II, p. 51)

Embora néo o refira no enunciado, esta proposiciao reporta-se ao caso em que o ponto se
encontra na circunferéncia do circulo, sendo um acrescendo de Lamy aos Elementos de Euclides

que Azevedo Fortes mantém. A resolugao deste problema na Ldgica Geométrica é a seguinte:

O centro do circulo é K, o ponto dado B [Fig. 3.19]: sobre o seu extremo se levante
a perpendicular BD (num. 46%) e serd BD a tangente (num. 103%?) que se queria

fazer. W

Figura 3.19: Tlustracao do Problema II, do capitulo VI, do livro L.

Notemos que, a semelhanca de Euclides, Azevedo Fortes e Lamy apresentam na resolugao
dos seus problemas duas partes distintas: a resolugao propriamente dita e a justificagdo de que
a resolucao apresentada permite obter o resultado pretendido.

Analisado a posi¢do mais simples é abordado, no problema seguinte, o caso em que o ponto

se encontra no exterior do circulo apresentado por Euclides nos seus Flementos.

98 46. Sobre um ponto dado e wma linha, levantar wma perpendicular. (Fortes, 1744, Parte II, p. 22)
99Tal como nas demonstracoes anteriores, no original de Azevedo Fortes é indicado, erradamente, o resultado
numero 100 como aquele que justifica a construgao.
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Problema II1

110 De um ponto dado fora do circulo tirar uma tangente. Fuclid. liv. 8. Prop. 17.

(Fortes, 1744, Parte II, p. 51)

Embora o enunciado corresponda & Proposicao 111, 17 dos Elementos, Azevedo Fortes apre-
sentard, a semelhanca de Lamy, um método de construcao e respetiva demonstracao diferente

da que podemos encontrar em Euclides.

Seja o circulo BEB [Fig. 3.20], e o ponto dado C, do qual se lance uma linha ao
centro A, e no ponto B, onde esta linha corta o circulo, pela antecedente, se lance a
tangente GD. Pelo ponto C se descreva um circulo concéntrico, e do ponto D, onde
a tangente corta o circulo CGD, se tome DF = DC, e se lance a linha C'F', que serd

a tangente, que se queria langar.

Figura 3.20: Tlustragdo do Problema III, do capitulo VI, do livro I.

Este método de construgao apenas difere do proposto por Euclides no dltimo passo onde, em
vez de determinar o ponto de tangéncia E, Azevedo Fortes determina um outro ponto pertencente
a tangente. A apresentacao deste método alternativo prender-se-4 com a necessidade de evitar
a utilizacao dos resultados sobre angulos e tridngulos que se encontram nos Elementos e que

Azevedo Fortes ainda nao abordou na Ldgica Geométrica.

Pela construgao, a corda GD = CF [Fig. 3.20]; porque o arco GC é igual a CD (n.
3119 e 0 arco CD ao arco DF’; e sendo iguais estes arcos,0 serdo também as suas
cordas (num. 31). Lance-se de D ao centro A, a linha AD, que serd perpendicular

sobre C'F', pois que os dois pontos A4, e D, sao igualmente distantes dos seus extremos;

10027, Dentro de um mesmo circulo, ou dentro de cérculos iguais, sdo iguais os arcos de cordas iguais, e vice
versa. (Fortes, 1744, Parte II, p. 17)
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e pois que as cordas DG e C'F sao iguais (num. 93'91) logo o ponto E, e o ponto B
estdo na circunferéncia do circulo BEB, e assim a linha C'F' perpendicular sobre o

ponto E, extremo da linha AE (num. 1031°?). W

Embora o método de construcao da reta tangente ao circulo apresentado neste problema seja
simples, era do conhecimento geral a existéncia de um método alternativo, ainda “mais facil”,

que é apresentado por Azevedo Fortes, a semelhanca do que faz Lamy.

Por outro modo mais facil

Seja A o ponto dado, do qual se quer langar uma tangente ao circulo X [Fig. 3.21]:
do ponto A ao centro B se lance a linha AB, e sobre ela se descreva o semicirculo
ACB, que tocard o circulo no ponto C: digo que AC é a tangente buscada; em outro

lugar se dard a demonstracao.

Figura 3.21: Tlustracdo da resolugdo alternativa do Problema III, do capitulo VI, do livro I.

A demonstracao de que a reta AC é a tangente procurado depende do resultado que prova
que o angulo inscrito num semicirculo é um angulo reto, e que Azevedo Fortes apresenta apenas
no Corolario V, do Teorema II do segundo capitulo do Livro IT'%3. A auséncia da demonstracio
neste ponto pensamos dever-se ao facto de exigir resultados sobre angulos, conceito que ainda
nao foi apresentado por Azevedo Fortes no livro I, como ja vimos.

Com estes problemas Azevedo Fortes termina, no Livro I, o estudo das propriedades do
conceito de reta tangente ao circulo, voltando a estudar este assunto no Livro II, onde relaciona
o conceito de reta tangente ao circulo com o conceito de angulo, comegando por apresentar a

parte mais controversa da Proposicao 111, 16 dos Elementos.

10193, As cordas igualmente distantes do centro sdo entre si iquais, e sendo iguais sio igualmente distantes do
centro. (Fortes, 1744, parte II, p. 43)

102 A numeracio original contém, novamente, uma, gralha, sendo referido o nimero 100 em lugar da proposicao
103 que é a que justifica a tangéncia da reta C'F, perpendicular ao raio AE pelo seu extremo.

10342 O dngulo na circunferéncia, dentro do semicirculo, que tem por base o didmetro, é reto. Euclid. liv. 8.
prop. 31 (Fortes, 1744, Parte II, p. 72)
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Teorema X

31 O angulo misto, formado entre o circulo, e a sua tangente, € menor que qualquer

outro angulo retilineo. Euclid. liv. 3. prop. 16 (Fortes, 1744, Parte II, p. 67)

A demonstracao apresentada por Lamy e replicada por Azevedo Fortes € a que se encontra em
Euclides'® mas, conscientes de toda a polémica em torno deste assunto, os autores acrescentam
uma adverténcia, embora o seu conteiido nas edicoes portuguesa e francesa sejam ligeiramente

diferentes como se pode constatar na tabela 3.4.

Fortes, 1744, Parte 11, pp. 67-68

Lamy, 1710, p. 71

Este angulo da contingéncia tem causado
grandes disputas entre os Matematicos, a
que deu ocasiao a definicao menos exata,
que Euclides deu ao angulo, fazendo-o
consistir na inclinacdo dos lados, que o
compoem; porque se s6 na inclinacao con-
sistisse a esséncia dos angulos, nao seria
o angulo reto, angulo, que é formado de

Tem havido uma grande disputa, se o
angulo € uma quantidade que se pode di-
vidir, & o que o fez duvidar € a md de-
finicdo dada por Euclides. A definicdo que
demos: a abertura de duas linhas que se
encontram indiretamente, refere-se a um
espaco, € por consequéncia € uma gran-
deza divisivel.

duas perpendiculares: de que se segue ser
o angulo essencialmente, o espago compre-
endido entre as linhas que o formam, e
para mostrar a inclinacao, produzidas se
cortam, como em seu lugar fica dito.

Tabela 3.4: Teorema XVII na Ldgica Geométrica de Azevedo
Fortes e nos Les élémens de géometrie de Lamy.

Nesta adverténcia os autores criticam a definicao de angulo de Euclides, definicao essa que
na sua opinidao estaria na origem de todas as questoes em torno da polémica do angulo de
contingéncia e embora na Ldgica Geométrica nao volte a analisar esta questao, Azevedo For-
tes tecera varias consideragoes sobre a tematica do angulo de contingéncia no final da Ldgica
Analitica'®.

O ultimo resultado apresentado por Azevedo Fortes relativo ao conceito de reta tangente ao

circulo é o apresentado na Proposicao III, 32 dos Elementos:

Teorema I

36 O angulo do segmento tem por medida metade do arco, que ele compreende entre

a sua corda Euclid. liv. 3. Prop. 32 (Fortes, 1744, Parte II, p. 69)

104y/eja-se a referida demonstracéo na pagina 19.
105Uma an4lise detalhada desta abordagem encontra-se no capitulo 3.6.
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Uma comparacao mais desatenta entre este enunciado e o enunciado da Proposicao I1I, 32
de Euclides pode levar a crer que se tratam de resultados distintos quando, efetivamente estao
enunciados nas duas proposicoes dois resultados equivalentes: enquanto em Euclides o angulo
entre a tangente e a corda é comparado com o angulo inscrito na circunferéncia, em Azevedo
Fortes este angulo é comparado com o arco subtendido pela corda, através do angulo ao centro

correspondente. Vejamos a demonstracao apresentada por Azevedo Fortes.

Seja o angulo C'B formado pela tangente C'B, e pela corda BE [Fig. 3.22]:

Figura 3.22: Tlustracao do Teorema I, do capitulo II, do livro II.

Devemos mostrar, que este angulo tem por medida metade do arco B: lance-se o
didmetro GH cortando o arco, e a corda EB em duas partes iguais, e lance-se mais
o diametro AF paralelo & corda EB; e o raio AB, passando pelo ponto do contacto,
formard o dngulo ao centro GAB, que tem por media o arco GB: isto suposto, s
falta provar, que o angulo CBF lhe é igual, o que é evidente, porque o angulo CBA
é reto, como também o angulo GAF (liv. I. num. 90'%) mas o angulo EBA é igual
ao angulo BAF, pois que so alternos (num. 241°7) logo tirando esses dois angulos,
a saber, FAB de GAF, e ABE do angulo reto ABC, os restos BAG, CBE serao
iguais, mas BAG tem por medida o arco BG: logo CBE, que lhe é igual, deve ter

por medida um arco igual a BG, metade de BGE, e é o que se queria mostrar.

Da mesma sorte poderemos mostrar, que o angulo da outra parte DBFE tem por sua
medida o arco BH, metade do arco BHF, compreendido entre a tangente BD, e a
corda BE, juntando os dngulos retos DBA, FAH os angulos alternos iguais K BA,

BAF, em lugar, que na precedente demonstracao se diminuirao. Wl

10690, Se uma linha cortar a corda de um arco de circulo em duas partes iguais, e passar pelo centro, ela cortard
a corda perpendicularmente. (Fortes, 1744, Parte II, p. 42)

10724, Se uma linha cortar obliguamente duas paralelas formard 8 dngulos, dos quais, quatro se chama alternos
interiores, e outros quatro exteriores; e uns, e outros sao iguais. (Fortes, 1744, p. 63)
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A equivaléncia entre o enunciado de Azevedo Fortes e de Euclides demonstra-se com recurso

ao resultado seguinte:

Teorema IT

37 O angulo na circunferéncia tem por medida metade do arco, sobre que se apoia

ou se subtende. (Fortes, 1744, Parte II, p. 70)

Do estudo efetuado por Azevedo Fortes ao conceito de reta tangente ao circulo na Ldgica
Geométrica ressalta a originalidade da demonstragao dos resultados apresentados, resultante, em
particular, da ordem pela qual sao apresentados os resultados. Estudando inicialmente apenas
linhas, sendo introduzido posteriormente o conceito de angulo e de superficie, permite que o
conceito de reta tangente ao circulo seja relacionado apenas com outras linhas, nao dependendo
tao intrinsecamente de um conceito tao complexo como o conceito de angulo. Esta abordagem
ilustra, de forma muito clara, que é possivel tratar o mesmo conceito de diferentes formas. E

também de notar que estas diferentes abordagens podem ser utilizadas para publicos diferentes.

3.6 Manuel de Azevedo Fortes e as razoes de Galileu sobre o
angulo de contingéncia

Azevedo Fortes apresenta, na sua Geometria Especulativa, uma posicao clara relativamente a
questao do angulo de contingéncia ao nao o considerar um angulo, posicao que apresenta logo

108

na definicao de reta tangente ao circulo™’°. Contudo, esta questao é também analisada logo no

livro I da Geometria Especulativa aquando do estudo do conceito de angulo.

8.% O angulo plano é um espaco indifinito formado por duas linhas retas inclinadas
uma @ outra, as quais se encontram de sorte que nao formem ambas uma so linha,

como ABC' [Fig. 3.23]. (Fortes, 1724, fls. 2v-3)

Apresentado o conceito de angulo, que remete para angulos retilineos, Azevedo Fortes apre-

senta o conceito de angulo misto, seguindo Ozanam, nos seguintes termos:

O angulo mastilineo se diz aquele que é compreendido por uma linha curva e outra
reta: como ABC' [Fig. 3.24]. Se do ponto B se lagasse a reta BD que tocasse a curva
AB no ponto B; e deste ponto B se descrevesse, a vontade, uma circunferéncia do

circulo, a por¢do, ou arco do circulo EF, seria a medida do angulo misto ABC'.

108y/eja-se a este propésito a pagina 67.
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Figura 3.23: Tlustracao da defini¢ao de angulo na Geometria Especulativa de Azevedo Fortes.

Daqui se seque evidentemente que quando duas linhas se tocam elas nao fazem angulo
algum, sendo sao inclinadas uma a outra: como uma linha reta que toca a circun-
feréncia de um circulo, sem o cortar, e assim impropriamente chamam angulo ao

angulo de contacto, ou da contingéncia, como adiante veremos. (Fortes, 1724, fl.4).

Figura 3.24: Tlustracdo do conceito de angulo misto na Geometria Especulativa de Azevedo Fortes.

Notemos que Azevedo Fortes para trabalhar com angulos mistos os transforma em angulos
retilineos, passando apenas a comparar angulos do mesmo tipo tal como fazemos hoje em dia,
quase 300 anos volvidos desde a escrita destas obras que, neste caso particular, parecem nem
ter merecido ficar imprimidas. Com esta transformagao, como o préprio autor nota, o angulo
de contingéncia deixa de existir uma vez que as retas que o determinariam formam uma sé reta,
contrariando assim a definicao de angulo apresentada.

Ja na sua Ldgica Geométrica esta posicao nao é tao evidente, chegando mesmo o autor a
apresentar a comparacao entre este angulo e um angulo retilineo agudo que é possivel encontrar
na Proposicao III, 16 dos Elementos'®?.

No estudo que faz a propédsito do angulo de contingéncia na Geometria Especulativa e na
Légica Analitica, Azevedo Fortes apresenta a posicao defendida por Galileu um século antes,
numa carta que o matemaético italiano enviou a Giovani Camillo Gloriosi em 30 de outubro de

1635. A escolha de Galileu como fonte para este estudo parece-nos ir de encontro ao tipo de obra

109y/eja-se a este propésito a pagina 91.
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que é a Geometria Especulativa, a filosofia de Azevedo Fortes relativamente & matematica, assim
como aos presumiveis destinatarios destes ensinamentos, que seriam os engenheiros portugueses.
Julgamos que a utilizacdo de argumentos de Galileu, notabilizado entre outros aspetos pela
importancia que atribui as aplicagoes da matematica, enquadrar-se-ia na forma de pensar, de
fazer e de ensinar matematica de Azevedo Fortes.

Estes argumentos surgem, na Geometria FEspeculativa, num apéndice ao livro III dedicado
exclusivamente a este assunto, onde Azevedo Fortes apresenta a traducao de parte da carte
de Galileu sobre esta tematica, carta publicada por Viviani no seu Quinto libro degli Elementi
d’FEuclide: ovvero Scienza universale delle proporzioni spiegata colla dottrina del Galileo, con
nuov’ordine distesa, publicado em 1674. Nessa carta Galileu apresenta trés razoes para a nu-
lidade do angulo de contingéncia que, nas palavras de Azevedo Fortes “néo é verdadeiramente
angulo, mas assim chamado impropriamente” (Fortes, 1724, fl. 97v). Analisemos as razoes apre-
sentadas por Galileu para a nulidade do dngulo de contingéncia reproduzidas por Azevedo Fortes

neste apéndice.

1% razao: Se figurarmos um poligono equildtero e a um de seus lados aplicarmos
qualquer linha reta, como AB [Fig. 3.25]. E evidente que aplicada ao lado C'D ndo
fard com ele dngulo algum, pois correm ambas em linhas pela mesma direcdo: pois
formard angulo com o lado sequinte, DE, porque o toca e se inclina, mas o Circulo é
considerado um poligono de infinitos lados: Logo € necessdrio que mo seu perimetro
esteja todas as diregcdes possiveis, a saber indfinitas, e assim terd o circulo a dire¢do
de qualquer linha reta, e esta ndo ode ser outra que a dire¢cdo de um dos indfinitos
lados do Circulo: Logo aplicada a linha a uwm destes lados, nao forma com ele angulo,
mas o ponto dos indfinitos lados do Circulo: Logo com ele ndo faz angulo a Tangente.

(Fortes, 1724, fl. 97v)

Figura 3.25: Tlustragéo da 1.* razdo para a nulidade do &ngulo de contingéncia apresentada por Azevedo
Fortes no apéndice ao livro III da Geometria Especulativa.

O argumento desta razao prende-se com a consideracao, ja classica, da circunferéncia como

um poligono de infinitos lados, método que permite a obtencao de diversos resultados sobre o
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circulo e que é aqui utilizado para mostrar que o angulo de contingéncia nao existe. Contudo,
poder-se-ia pensar que, tal como a reta tangente a um dos lados do poligono faz angulo com
o lado seguinte, existisse inclinagao entre a reta tangente e o circulo considerando nao o ponto
de tangéncia mas o ponto seguinte. Este aspeto é também previsto por Galileu e traduzido por

Azevedo Fortes.

FE ndo se diga que se a linha aplicada aquele ponto nao faz com ele angulo o fard com
o ponto sequinte, assim como a linha AB com o lado DE [Fig. 3.25]; porque o ponto
sequinte ao de contacto nao toca a linha tangente, para poder constituir angulo com
ela, e além da inclinagcao das linhas se requer o tocamento: Logo entre o perimetro

e a Tangente nao hd angulo nem grandeza alguma. (Fortes, 1724, fl. 97v)

Notemos o cuidado dos autores em garantir as duas condigoes necessarias para a existéncia
de angulo: a existéncia de inclinacdo e o facto de os lados do angulo terem de se tocar. Ao
conseguir provar que nao € possivel obter as duas condigoes simultaneamente quando se considera
a circunferéncia como um poligono de infinitos lados os autores consideram demonstrada a nao
existéncia de angulo, ou de qualquer grandeza, entre a reta tangente e o circulo.

Contudo, e porque o conceito de infinito levanta ainda hoje dificuldades aprendizes do con-

ceito ja entao se assinala uma segunda razao:

2% razdo: Suponhamos firme a linha DE [Fig. 3.26] e que a linha AB a corta e
gira & roda do ponto C, e que do lugar A vai passando para D, e passa da outra arte
em CF, fazendo o angulo FCE superior a linha DE, onde tinha o angulo inferior
ECB. E evidente que o angulo BC'E nesta conversdo foi-se fazendo mais e mais
agudo, diminuindo sempre a sua quantidade até se desvanecer de todo, o que havia
de suceder justamente quando a reta AB veio a ter a mesma direcdo que a reta DFE,

fazendo ambas uma mesma linha.

A o
i g L.
e
G B/

Figura 3.26: Tlustragdo da primeira parte da 2.* razdo para a nulidade do adngulo de contingéncia
apresentada por Azevedo Fortes no apéndice ao livro III da Geometria Especulativa.
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Aplicando Galilew 0o mesmo discurso ao arco ABC' [Fig. 3.27] cortada da linha ON
no ponto C, e constituindo os supostos angulos mistos ACO, NCB: Se considerar-
mos essa reta ON mover-se a roda do ponto C, de O para D, diminuindo sempre o0s
ditos angulos, e finalmente passando da outra parte a situar-se em GCF', de sorte que
o angulo inferior NCB, se faca superior como FCB, ndo sei como possa ser, sem
ter passado daquela aniquilacdo desses angulos: mas essa aniquilacao de quantidade
de dngulo s6 pode suceder quando esta reta nao corta a curva ACB, e € justamente
quando se une e ajusta em uma mesma linha com a Tangente DE: Logo no arco
e na Tangente nao hd angulo algum, antes o que hd é aniquilagao ou nulidade de

angulo. (Fortes, 1724, fls. 97v-98)

A\ :

B

0o j

| &’»7
G N

Figura 3.27: Tlustracdo da segunda parte da 2.* razdo para a nulidade do dngulo de contingéncia
apresentada por Azevedo Fortes no apéndice ao livro III da Geometria Especulativa.

O argumento aqui apresentado prende-se com o facto de, em grandezas continuas, nao ser
possivel passar de um dado valor dessa grandeza para outro sem passar pelo valor intermédio,
pelo que os angulos sao aqui considerados, implicitamente, grandezas continuas.

Azevedo Fortes apresenta ainda a 3.? razdo defendida por Galileu e que considerard nova-
mente a circunferéncia como um poligono de infinitos lados. Azevedo Fortes, antes de enunciar os
argumentos de Galileu, apresenta ao leitor uma justificagdo para a necessidade de se apresentar

uma outra razao para a nulidade do angulo de contingéncia:

Os que pretendem provar que o dngulo de contingéncia tem quantidade, e € indi-
visivel se fundam em ser divisivel o espaco entre a circunferéncia e circunferéncia
de circulos desiguais maiores e maiores, que se tocam em um mesmo ponto e assim

procede Galileu para mostrar o defeito do argumento. (Fortes, 1724, fls. 98-98v)

De facto, a possibilidade de interpor circunferéncias no espago entre o circulo dado e a sua
reta tangente estd na origem de muitos dos argumentos a favor da consideracao do angulo de
contingéncia como um verdadeiro angulo, dada a possibilidade de dividir o espaco entre os seus

lados. Vejamos os argumentos de Azevedo Fortes/Galileu para a nulidade deste argumento.
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Este dngulo se eu nao me engano /diz ele/ é defeituoso pois dngulo ndo € o que
se divide, pois nao tem quantidade, mas sim o espaco entre a Circunferéncia do
menor circulo e a reta tangente, e subdividindo de maior e maior circunferéncia, o
que claramente se pode demonstrar. Com o exemplo de muitos poligonos retilineos

semelhantes e desiguais na forma sequinte.

Sejam na reta M B [Fig. 3.28] perpendicular a linha AE, 2 centros M, N, de 2
circulos desiguais, que tocam ambos a tangente AE mo ponto B. Suponhamos no
menor circulo descrito um poligono equildtero cujos lados sdo as retas BI, 10, OS':
e produzindo o lado BI se determina na circunferéncia do circulo maior o ponto C.
E evidente que a linha BC' € um lado de um poligono semelhante inscrito no circulo

maior no qual os lados que se sequem sdo CD, DF.

A ® TE o

Figura 3.28: Tlustragio da 3. razao para a nulidade do dngulo de contingéncia apresentada por Azevedo
Fortes no apéndice ao livro III da Geometria Especulativa.

Aqui se vé manifestamente, que o perimetro FDCB sem dividir o espago entre o
perimetro F[S|OIB e a reta BE, Tangente, mas ndao divide o angulo IBE pois que
o lado IB € parte do lado BC, e o angulo IBE comum.

Discorrendo do mesmo modo de todos os outros Poligonos semelhantes de qualquer
o numero de lados e de qualquer diferenca de angulos sempre o angulo IBE serd
comum e como os circulos sdo considerados todos como poligonos semelhantes de
um numero indfinito de lados, ndo se pode dizer que o maior seja um poligono de
maior numero de lados que o menor; porque ndo se pode considerar circulos, ainda
que imensos, ainda que tmenso ou inumerdvel, que se ndo possa inscrever outro,
ainda minimo, semelhante de igual numero de lados; e ndo se pode dizer que o
angulo de contacto ndo seja o mesmo, e comum a ambos os circulos: Logo se ndo
€ divisivel nao tem grandeza, e se nao tem grandeza nao é verdadeiramente angulo,

mas assim chamado equivocadamente. (Fortes, 1724, fls. 98v-99)
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Notemos que com este argumento os autores consideram que o angulo misto nao é o espago
definido entre os seus lados, indo de encontro a definicdo de adngulo misto apresentado por
Azevedo Fortes nesta sua Geometria Especulativa.

Em suma, as razoes apresentadas parecem pretender rebater alguns dos argumentos mais
utilizados para justificar que o angulo de contingéncia é efetivamente um angulo: as duas pri-
meiras razoes pretendem mostrar que o angulo de contingéncia nao é uma quantidade, sendo
apenas a aniquilacdo de quantidade, enquanto a ultima razdo, como o proprio Azevedo Fortes
refere, pretende refutar o argumento que permite considerar o angulo de contingéncia como uma
grandeza através da possibilidade de construir circulos de diferentes raios com a mesma tangente
e que, aparentemente, dividem o espago do angulo de contingéncia.

Embora na introducao deste apéndice Azevedo Fortes tenha apenas referido que iria apre-
sentar as razoes de Galileu, o matematico portugués apresenta também as razoes de Vincenzo
Viviani para a nulidade do angulo de contingéncia. Estas razoes sao apresentadas pelo ma-
tematico italiano no seu Quinto libro degli Elementi d’Euclide: ovvero Scienza universale delle
proporzioni spiegata colla dottrina del Galileo, con nuov’ordine distesa como complemento a
carta de Galileu onde se encontram as razoes apresentadas anteriormente. As razoes de Viviani
sao de ordem mais filoséfica e resultantes de uma reflexao mais tedrica, apresentando Azevedo

Fortes, neste apéndice, um resumo dos argumentos de Viviani:

Se entre as condigoes do angulo plano Fuclides, é uma delas que as linhas que o for-
mam nao sejam postas em direito, também se manifesta que Fuclides ndo entenda
o chamar angulo ao encontro de uma linha curva com wma reta, como o da cir-
cunferéncia do circulo com a reta tangente, pois € impossivel dispor ou ajustar uma
linha de sorte que se ponha em direitura com uma linha reta, ainda mais impossivel
com 2 curvas, e assim parece so entender falar das linhas retas, e dos angulos por
elas formados: isto se confirma mais observando que o mesmo Euclides em todos os
seus Elementos, ou outra qualquer obra, ndo propoe demonstrar ou resolver Teorema
algum sobre os angulos chamados curvilineos, nem os compara entre eles como faz

nos retilineos. (Fortes, 1724, fls. 99-99v)

Notemos que os autores, ao apresentarem este ponto de vista, defendem que a defini¢ao de
angulo plano apresentada por Euclides é apenas vélida para angulos retilineos. Para justificar
a inclusao da comparacao entre o adngulo de contingéncia e angulos retilineos constante no
enunciado na Proposicao III, 16 de diversas edicoes dos FElementos, Azevedo Fortes apresenta

parte da reflexao de Viviani, onde o matemético italiano questiona a autoria deste enunciado:
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3.6 Manuel de Azevedo Fortes e as razoes de Galileu sobre o dngulo de contingéncia

E na proposicao 16 do livro 8 se acha essa comparagdo com os angulos agudos re-
tilineos, e na 32 com os angulos retos, nao estou longe de crer o mesmo que com
Pelletario suspeito o sublime Engenho Francés Francisco Vieta, a saber, que aque-
las proposicoes foram acrescentadas por algum engenho dos antigos, e tiradas com
o Coroldrio, e que por causa deste acrescentamento alterassem a defini¢cdo proposta

por Fuclides no 1.° Livro, a qual sendo esta:

Angulo € aquela reciproca inclinagdo de 2 linhas retas, que tocando-se sobre um plano,

nao sao postas por direito.

E a deformassem tirando-lhe aquela palavra retas para a fazerem mais vulgar. (For-

tes, 1724, fl. 99v)

Um aspeto particular, analisado por Viviani e reproduzido por Azevedo Fortes nesta dis-

cussao prende-se com a importancia do angulo de contingéncia:

FE que aquelas proposicoes do 3.° livro sejam improprias e nao verdadeiras e se se-
guiria somente que o numero das verdadeiras propriedades geométricas, que € sem

duvida, indfinito, terd menos duas outras verdadeiras e ficard sempre indfinito.

Acresce mais que quando das linhas de Euclides se tirarem aquelas proposigoes tudo
mais ficaria em sua forca e vigor como de antes tém fim no seu mesmo principio,
e delas nao dependem as mais demonstradas em todos os 15 livros de Fuclides, ou

outros tratados seus. (Fortes, 1724, fl. 100)

Este comentério parece relegar para segundo plano a importancia da polémica em torno do
angulo de contingéncia relativamente a questoes mais profundas como a definicao de angulo e o
entendimento do que é um angulo.

Azevedo Fortes acrescenta ainda comentarios originais, comegando por questionar a validade

da aplicagao da definicao de angulo de Fuclides ao angulo de contingéncia.

Se considerei tudo sem disputa mais perqunto se é verdadeiramente angulo a in-
clinacao de uma linha curva sobre uma linha reta, qual e quanto € a parte da curva

que determina a inclinagao com a reta sendo circunferéncia de circulo. (Fortes,

1724, fl. 100)

Na resposta a esta questao, Azevedo Fortes volta a terceira razao de Galileu, explorando

0s seus argumentos mas nao acrescentando novos conteidos, terminando este apéndice com
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3.6 Manuel de Azevedo Fortes e as razoes de Galileu sobre o angulo de contingéncia

uma referéncia aos autores que deveriam ser lidos por aqueles que pretenderem aprofundar esta

questao:

Isto basta para esta disputa de tao pouca utilidade, quem quiser ver o que afirmam ou
negando escreveram vdrios Autores, leia Cardano, Peletier, Tacquet, Clavio e outros

Célebres Matemdticos. (Fortes, 1724, fl. 101)

Das razoes apresentadas por Azevedo Fortes neste apéndice destacamos a importancia da de-
finicao de angulo e a sua opiniao relativamente & utilidade do conceito, porventura condicionada
com as polémicas registadas em torno do angulo de contingéncia.

Azevedo Fortes volta a estes argumentos na sua Ldgica Racional, Geométrica e Analitica,

analisando esta tematica na terceira questao do apéndice final:

Questao III: Se o angulo de contingéncia €, ou nao, quantidade? (Fortes, 1744,

Parte III, p. 201)
Para responder a esta questao, Azevedo Fortes escreve:

Esta definicao [de Fuclides] nao explica bem a natureza do angulo, considerado s
pelas linhas, que o formam; porque estas ndo fazem o angulo maior, ou menor, e
como o angulo € uma quantidade, e nao pode ser linha, porque a linha nao determina

quantidade (...). (Fortes, 1744, Parte 111, p. 201)

Azevedo Fortes considera assim que a definicdo de Euclides coloca o angulo na primeira
dimensao do corpo, a das linhas, dimensao que na sua opiniao nao determina quantidade. Assim,
e tendo em consideracao que um angulo é uma quantidade com a qual é possivel operar, esta
definicao estaria errada. Azevedo Fortes justifica em seguida a definicao de angulo que apresenta

na Logica Geométrica'":

Esta definicdo € sem duvida mais propria, que a de Fuclides, e da maioria dos
geometras, porque explica claramente a natureza do angulo plano retilineo, que per-

tence a sequnda dimensdo do corpo. (Fortes, 1744, Parte 111, p. 202)

Depois Azevedo Fortes justifica, tendo por base que um angulo é o espaco entre as linhas

que o definem, porque razao o angulo de contingéncia nao ¢ um angulo:

z

107, 0 dngulo € o espaco, ou superficie compreendida entre duas linhas retas, que se tocam em wm ponto, e
produzidas se cortam. (Fortes, 1744, Parte II, p. 53)
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(...) entre a tangente de um circulo, e a linha da sua circunferéncia ndo hd quanti-
dade alguma, porque se houvesse, seria divisivel; e para se dividir, de for¢ca se havia
de dividir por uma linha, mas entre a circunferéncia do circulo, e a tangente nao
pode haver outra linha, que ndo seja a mesma tangente; logo o angulo da contingéncia

nao € divisivel.(Fortes, 1744, Parte III, p. 202)

Azevedo Fortes utiliza assim as diferentes dimensoes dos corpos para justificar a inexisténcia
de quantidade no angulo de contingéncia. Notemos que dado um corpo plano de segunda
dimensao, ou seja uma superficie, ela é divisivel por um corpo de primeira dimensao, uma linha,
0 que nao acontece no angulo de contingéncia que nao pode ser dividido por uma linha reta.
Contudo, um dos argumentos para considerar o angulo de contingéncia um verdadeiro angulo
prende-se com a possibilidade de o dividir por linhas curvas, o que vai contra o pressuposto
de Azevedo Fortes. Ciente desse facto, o matematico portugués recorre novamente a Galileu
e as suas razoes para justificar que esta interposicao nao acontece na superficie do angulo de
contingéncia uma vez que todas as linhas curvas consideradas fazem, com a reta tangente comum,
o mesmo angulo, apresentando Azevedo Fortes um resumo das segunda e terceira razoes expostas
por Galileu na sua carta.

O estudo desta questao termina com o regresso a andlise da defini¢do de angulo. Azevedo
Fortes, apresenta um novo argumento para validar a op¢do tomada em torno da definicao de
angulo pela generalidade da sua definigao, que ele considera aplicavel a todo o tipo de angulos,
definicao essa que, em conjunto com o conceito de tangente, permitird comparar angulos de

diferentes tipos:

A defini¢do que damos ao angulo convém a toda a sorte de angulos, assim mistilineos,
como curvilineos; porque as quantidades destes angulos, todas se determinam por
tangentes; por exemplo, a quantidade de um angulo mistilineo se determina por uma
tangente, lancada pelo ponto do curvo, e no angulo curvilineo por duas tangentes,
lan¢adas do mesmo ponto, em que as duas curvas se tocam (...). (Fortes, 1744, Parte

IT1, p. 203)

Atentemos novamente na atualidade destas consideracgoes, uma vez que ainda atualmente o
angulo entre duas curvas é o angulo entre as suas tangentes tiradas no ponto de contacto. Com
este entendimento do conceito de angulo, que reduz todo o tipo de angulos a angulos retilineos
¢é facil demonstrar a nulidade do angulo de contingéncia, pois o angulo de contingéncia seria

formado pelo angulo retilineo em que os dois lados coincidiriam, logo nao seria angulo.
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Azevedo Fortes termina este estudo considerando-o frivolo e referindo os principais autores
que se debrucaram sobre esta questao, & semelhanca do que faz na Geometria Especulativa.

Vemos assim que Azevedo Fortes é um defensor da nulidade do adngulo de contingéncia
a0 mesmo tempo que tenta apresentar aos seus leitores uma justificagdo para esta questao.
Considerando que o problema advém da definigdo de angulo proposta por Euclides, rejeita essa

defini¢ao e adota uma nova.

3.7 Manuel de Campos & Azevedo Fortes

Azevedo Fortes estuda, como vimos, o conceito de reta tangente ao circulo em duas obras
distintas. O facto de, na Ldgica Geométrica, apresentar uma nova roupagem dos fundamentos
da geometria, separando-os e estudando-os por ordem crescente de dimensao, faz com que o
tratamento dado ao nosso conceito seja necessariamente distinto do que encontramos em Manuel
de Campos!'!.

Comparamos deste modo a abordagem de Azevedo Fortes na Geometria Especulativa com
a de Manuel de Campos nos Elementos de Geometria, estudos realizados em contextos muito

diferentes, embora estejamos, em ambos os casos, a tratar de traductes praticamente contem-

poraneas da mesma obra: os Elementos de Euclides.

Elementos

Campos, 1735

Fortes, 1724

Definigao III, 2

Apresenta a ideia classica “toca mas

nao corta’”.

Relaciona, a partida, o conceito de
reta tangente com o conceito de

angulo.

Proposigao III, 13

Enuncia a unicidade do ponto de

tangéncia.

Nao efetua qualquer referéncia ao

conceito de reta tangente.

Proposicao III, 16

Apenas enuncia a 1.? parte da pro-
posicao de Euclides.

Apresenta 11 coroldrios, dos quais
seis sao sobre a questao do angulo
de contingéncia.

Acrescenta um escélio onde analisa
em detalhe esta questao polémica,
efetuando reflexdes sobre os concei-

tos e as suas definigoes.

Apenas enuncia a 1.* parte da pro-
posicao de Euclides.

A demonstracao incluiu uma pre-
paracgao.

Apresenta o uso desta proposicao.
No escoélio rejeita a segunda parte do
enunciado de Euclides, remetendo
um estudo sobre este aspeto para

um apéndice a este livro III.

HlUma comparacio entre a abordagem dada ao nosso conceito na Ldgica Geométrica e nos Elementos de
Euclides encontra-se no estudo efetuado no capitulo 3.5.
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3.7 Manuel de Campos & Azevedo Fortes

Elementos

Campos, 1735

Fortes, 1724

Proposigao II1I, 17

Introduz o significado do termo tan-
gente, que passa a utilizar.

No escélio apresenta um método
mais simples de construir a reta tan-
gente ao circulo, recorrendo a Pro-

posicao 111, 31.

Introduz o uso da proposicao.

Proposicao I1I, 18

Demonstragao por redugao ao ab-
surdo, utilizando resultados sobre

triangulos.

Demonstragao por redugao ao ab-
surdo recorrendo apenas a pro-
posicao III, 16.

Apresenta no escolio uma demons-
tracao alternativa e direta.

Indica o uso desta proposicao.

Proposigao 111, 19

Nao se registam diferengas.

Proposigao 111, 31

Nao ha qualquer referéncia ao con-

ceito de reta tangente.

Indica, no uso desta proposicao, um
método mais simples para tracar a

reta tangente ao circulo.

Proposicao III, 32

Demonstragao dividida em dois ca-

SOS.

A demonstragdo apenas contempla
0 2.° caso de Manuel de Campos.
O 1.° caso da demonstracao de Ma-
nuel de Campos é apresentado num
escolio.

Apresenta o uso desta proposicao.

Tabela 3.5: Estudo comparativo entre Manuel de Campos e

Azevedo Fortes
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Capitulo 4

O conceito de reta tangente na
Reforma Pombalina do Ensino

Universitario

O ensino da matematica na Universidade de Coimbra encontra-se previsto, pelo menos, desde
1537, altura em que, depois de diversas deslocalizagoes entre Lisboa e Coimbra, a universidade
se fixa definitivamente em Coimbra. Nessa altura, a disciplina de matematica tem como profes-
sor Pedro Nunes, que assume o cargo em 1544 (Queird, 1993, pp. 4-7). Todavia, o ensino da
matematica em Portugal, durante o século XVII e primeira metade do século XVIII, estd maio-
ritariamente entregue aos Jesuitas''2. Apés a expulsio dos Jesuitas, em 1759, é implementada
uma reforma geral no ensino (Teixeira, 1934, pp. 223-232).

Ao nivel universitario, é criada a Junta de Providéncia Literaria, que conclui terem os Jesuitas
efetuado estragos irreparaveis ao ensino. Assim, em 1772, sdo publicados os Estatutos da Uni-
versidade, que por ordem régia nao podem ser revogados ou alterados, e que reformulam por
completo o ensino ministrado na Universidade de Coimbra. A importancia desta reforma é tal
que é o préprio Marqués de Pombal a dar formalmente inicio a abertura do ano letivo de 1772
e & aplicagao destes FEstatutos (Freire, 1872, pp. 17-18).

Esta reforma faz com que da Universidade constem cinco Faculdades - Teologia, Canones
e Leis, Medicina, Matemaética e Filosofia - das quais as de Matemadtica e Filosofia sao criadas
pelas primeira vez por estes Fstatutos.

A criacao da Faculdade de Matematica é justificada nos seguintes termos:

112V/eja-se a este propésito o capitulo 2.1.
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4.1 O ensino da Matematica segundo os Estatutos de 1772

Tem as Matemdticas uma perfeicao tao indisputdvel entre todos os conhecimentos
naturais, assim na exatiddo luminosa do seu método, como na sublime, e admirdvel
especulagao das suas Doutrinas, que Elas nao somente em rigor, ou com proprie-
dade merecem o nome de Ciéncias; mas também sdo as que tem acreditado singular-
mente a forca, o engenho, e a sagacidade do Homem. Por isso € indispensavelmente
necessdario, ainda para sequranca, e adiantamento das outras Faculdades, que estas
Ciéncias tenham na Universidade um estabelecimento adequado ao lugar, que ocupam
no Sistema Geral dos conhecimentos humanos: Sendo Manifesto, que se a mesma
Universidade ficasse destituida das luzes Matemdticas, como infelizmente esteve nos
dois séculos prozimos precedentes, nao seria mais do que um caos, semelhante ao

Universo, se fosse privado dos resplandores do Sol. (Estatutos, 1772, vol. 3, p. 141)

Os FEstatutos da Faculdade de Matematica sao redigidos por José Monteiro da Rocha, um
dos matemadticos mais influentes da tultima metade do século XVIII portugués. Notemos que
é escolhido para redigir este documento um ex-Jesuita, familiarizado com o ensino ministrado
pela Companhia, o que deve necessariamente ter influenciado a escrita destes Fstatutos. Nas

palavras de Gomes Teixeira:

E uma Dissertacao notavel sobre o ensino das ciéncias, primorosa no fundo e na
forma, é um monumento de sa pedagogia e elevada filosofia, escrita em linguagem
vernacula e elegante, onde todas as disposigoes sao nitidamente explicadas e justifi-
cadas, e onde se dao conselhos preciosos aos alunos e preceitos salutares aos mestres.

(Teixeira, 1934, pp. 225-226)

4.1 O ensino da Matematica segundo os Estatutos de 1772

4.1.1 A importancia da matematica e da sua histoéria

A matematica é, neste documento, encarada como um exemplo

Porque elas [Ciéncias Exatas] ndo somente caminham por uma estrada de luzes,
desde os primeiros Axiomas, até os Teoremas mais sublimes, e reconditos; mas
também iluminam superiormente os entendimentos no estudo de quaisquer outras
Disciplinas: Mostrando-lhe praticado o exemplo mais perfeito de tratar uma matéria
com ordem, precisao, solidez, e encadeamento fechado, e unido de umas verdades com

outras: Inspirando-lhe o gosto, e discernimento necessdrio para distinguir o Sélido,
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4.1 O ensino da Matematica segundo os FEstatutos de 1772

do Frivolo; o Real, do Aparente; a Demonstracdo, do Paralogismo: E participando-
lhe uma exatidao, conforme ao Espirito Geométrico; qualidade rara, e preciosa, sem
a qual ndo podem conservar-se, nem fazer progresso algum os conhecimentos naturais

do Homem em qualquer objeto que seja. (Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 141-142)

Outro dos aspetos mais relevando para a aprendizagem da matematica é o das suas aplicagoes.

A saber:

Por elas [Matemdticas] se requlam as Epocas, e Medidas dos tempos; as situacoes
Geogrdficas dos Lugares; as demarcagoes e medicoes dos Terrenos; as manobras, e
derrotas da Pilotagem; as operagoes tdticas da Campanha, e da Marinha; as cons-
trugoes da Arquitetura Nawval, Civil, e Militar; as Mdquinas, Fdbricas, Artificios, e
Aparelhos, que ajudam a fraqueza do homem a executar, o que de outra sorte seria

impossivel as suas forcas. (Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 142-143)

O ensino da matemaética na Universidade de Coimbra parece assumir deste modo nao sé6 uma
énfase tedrica, mas também uma pratica. De resto, a necessidade da vertente mais utilitdria da
matematica é realcada por D. Francisco de Lemos, na Rela¢do geral do Estado da Universidade
de Coimbra desde o principio da nova reforma até o mez de Setembro de 1777, quando, por
exemplo, destaca a falta de formacao matemé&tica dos pilotos e a necessidade da existéncia de
um local onde seja dada formacao matemadtica aplicada a ndutica (Lemos in Braga, 1894, p.
54).

Até a expulsao dos Jesuitas o ensino da ndutica tinha lugar na “Aula da Esfera”, e em
1761 fora criada uma “Aula de Ndutica”(e uma de desenho) na cidade do Porto, gerida pela
Junta Administrativa da Companhia Geral da Agricultura das Vinhas do Alto Douro; contudo,
esta aula nao é suficiente para satisfazer a necessidade de pilotos e marinheiros que existe em
Portugal. A Faculdade de Matematica surge assim como o local natural para esse ensino, sendo
desde logo destacadas as aplicagoes da matematica a pilotagem e a marinha nos seusEstatutos.
Na prética, a Faculdade de Matemadtica parece nunca ter chegado a assumir esta formagao que
serd, ja no reinado de D. Maria I, preenchida com a criacdo da Academia Real de Marinha para
onde se destinam varios dos professores graduados da Faculdade de Matematica.

A par da importancia dada & matemédtica e as suas aplicagoes surge também uma énfase na

sua histéria:

[O mestre] recomendard porém muito aos seus discipulos, que a medida, que forem

caminhando no Curso Matemdtico, se vao instruindo particularmente nela [Historia/:
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Mostrando-lhes, que a primeira coisa, que deve fazer quem se dedica a entender no
progresso das Matemdticas, ¢ instruir-se nos descobrimentos antecedentes; para nao
perder tempo em descobrir sequnda vez as mesmas coisas; nem trabalhar em tarefas,

e empresas jd executadas. (Estatutos, 1772, vol. 3, p. 170)

Para que esta instrugao seja efetiva, os professores devem comecar a lecionacao das diferentes
disciplinas pela apresentagao de um resumo dos sucessos principais da histéria da matematica

que

(...) serd proporcionado a capacidade dos estudantes: De sorte, que os disponha, e

anime para entrarem no estudo com gosto. (Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 169-170)

A histéria da matematica é também passivel de ser utilizada como estratégia didatica em
contexto de sala de aula, destacando os Fstatutos a importancia dos contetidos serem apresen-
tados, na sala de aula, segundo os métodos pelos quais foram descobertos, ou seja, replicando a

histéria dentro da sala de aula:

Cuidardao também muito os mesmos Lentes, em que os Discipulos se ponham no
caminho dos Inventores: Apresentando-lhes para isso algumas matérias pelos passos,
que se deram, ou podiam dar, até se chegar ao descobrimento das verdades, que nelas
se contém: Mostrando-lhes os indicios por onde se suspeita, e conjetura primeiro o
que se poderd achar; e os meios, e tentativas, que se aplicam para o descobrir: E
dando-lhes uma ideia circunstanciada da evolucao dos descobrimentos matemdticos,
e de como por degraus se passou de uns para os outros: Porque este assunto merece
particulares reflexdes; em razao de servir de exemplo a quem pretende empregar-se

utilmente nestas ciéncias. (Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 201-202)

Com estas indicagoes metodolégicas e didaticas precisas, a histéoria da matematica torna-
se, desejavelmente, parte integrante do ensino da Matematica na Universidade de Coimbra,
permitindo aos alunos uma visao humanista da matemaética, conhecendo as figuras e os feitos
principais que durante séculos contribuiram para o desenvolvimento da disciplina, tornando a
Matematica mais acessivel e humana, e fornecendo uma perspetiva interna da evolucao dos

conceitos e dos problemas.

108



4.1 O ensino da Matematica segundo os FEstatutos de 1772

4.1.2 Matematico: uma “carreira especial”

Nos Estatutos da Faculdade de Matematica ¢é criada a profissao de “Matematico”, sendo estabe-
lecido que devem existir sempre matematicos ao servico da patria, funcionando esta Faculdade
com os mesmos direitos e as mesmas honras das Faculdades ditas Maiores (Estatutos, 1772,
vol.3, pp. 145-146). Para estimular os estudos nesta drea estdo previstas vantagens para os
detentores de estudos matematicos.

Aos doutorados em matematica, além de outros privilégios, é dada preferéncia na candi-
datura a qualquer emprego, caso as restantes condigoes sejam iguais. Contudo, o objetivo da
criacao da Faculdade de Matemaética nao é apenas a preparacao de doutores para a lecionacao
na Universidade, mas também dotar a sociedade de homens com conhecimentos mateméticos
profundos que pudessem servir noutras profissoes. Sao também dadas vantagens aos estudantes
que nao obtenham o grau de doutor no acesso a carreiras nauticas, militares e de engenharia
(Estatutos, 1772, vol.3, pp. 148-150). Todas estas vantagens sao complementadas com a atri-
buicao de prémios, designados de “Partidos”, aos alunos que se distingam obtendo classificagoes
excecionais( Estatutos, 1772, vol.3, pp. 216-218). Pretende-se assim tornar apelativo o curso
de matemadtica, o que nao acontece nos primeiros anos do curso, havendo em 1777 apenas 5
alunos formados em matematica (Lemos in Braga, 1894, pp.48-49), sendo reafirmada a necessi-
dade de garantir que determinados empregos sejam atribuidos apenas a detentores de formagcao

matemadtica, entre eles os cargos de Cosmégrafo-mor e Engenheiro-mor.

4.1.3 As disciplinas matematicas do Curso de Matematica

A formacdo matemdtica dos estudantes ordindrios''® do Curso de Matematica é composta por
quatro disciplinas - Geometria, Algebra, Foronomia e Astronomia (FEstatutos, 1772, vol.3, pp.

166-167)114 - e os contetidos programéticos encontram-se descritos, de forma detalhada e precisa.

4.1.3.1 Geometria

A disciplina de Geometria, dado ser a do primeiro ano, é a introducao dos estudantes ao Curso
de matemadtica, pelo que o professor desta disciplina deve, ainda antes de iniciar o estudo dos

conteidos de geometria, efetuar uma breve introdugdo ao estudo das ciéncias matematicas,

113Nas aulas de Matemética hé trés tipos de estudantes: os Ordindrios, que séo os alunos matriculados no
Curso de Matematica; os Obrigados, sendo os alunos das outras faculdades que tinham de frequentar como parte
integrante dos seus cursos alguma das disciplinas da Faculdade de Matemadtica; os Voluntarios, todas as pessoas
que queiram buscar instrugdo, mesmo nao estando matriculadas na Universidade (Estatutos, 1772, vol.3, pp.
151-152).

H48egundo Figueiredo (2011, pp. 66-68) a estrutura das disciplinas do curso de matemética segue a divisdao da
matemadtica enquanto ciéncia proposta por D’Alembert.
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4.1 O ensino da Matematica segundo os Estatutos de 1772

abordando o objeto de estudo da matematica, a divisao e prospeto geral da matemaética, o
método usado, a utilidade e a exceléncia dele bem como um resumo histérico das épocas mais
notaveis desta ciéncia (Estatutos, 1772, vol.3, p. 169).

Estas tematicas encontram-se explicitadas no inicio do capitulo II, do titulo II da Parte II a

identificacdo do objeto de estudo da matematica:

Tendo a Matemdtica por objeto as relagdes, e propriedades da Quantidade, ou Gran-
deza, tanto em geral, como em particular: (...) E manifesto, que ndao tem esta vasta
Ciéncia outros limites, que nao sejam; na especulacdo, os do entendimento humano;

e na aplicagao, os do Universo. (Estatutos, 1772, vol.3, p. 162)

A divisdo da matemadtica em dreas do saber também cabe ao lente de Geometria explicita-la

da seguinte forma:

Para se tratar porém com a ordem, e distingao necessdrias, divide-se [a matemdtical
em uma grande multidao de Disciplinas, conforme as divisoes, e subdivisoes do seu

objeto. (...)

A primeira Ciéncia na Matemdtica (...) € a Algebra: A qual trata das propriedades,
e relacoes da Grandeza em geral; e contém os Principios fundamentais da Analise,
que € a chave de todos os descobrimentos Matemdticos, que se podem fazer sobre a

Quantidade; (...)

E sendo a Primeira Divisao geral da Quantidade em Discreta, e Continua; dela
nascem as duas Ciéncias principais da Matemdtica, que sGo a Aritmética, e a Ge-
ometria. (...) A Trigonometria, tanto Retilinea, como Esférica, é um Ramo da

Geometria. (...)

Depois da Algebra, Aritmética, e Geometria, que pelo seu objeto mais geral, e abs-
trato, se chamam Matematicas Puras, sequem-se muitas outras Disciplinas, que tem
o nome de Matemadticas Mistas, ou Ciéncias Fisico-Matematicas; (...) Todas estas
ciéncias se reduzem a Foronomia, que € a ciéncia geral do movimento dos corpos.

(Estatutos, 1772, vol.3, pp. 162-163)

Efetuados estes prolegémenos, o professor deve entrar entdo na lecionacao dos conteudos
especificos da disciplina de geometria, que se encontram divididos em trés partes: Aritmética,
Geometria e Trigonometria. Dos contetidos estudados, e que sao apresentados de forma de-

talhada nos Estatutos (1772, vol.3, pp. 170-175), salientamos o destaque dado mais uma vez
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as aplicacoes da matematica e a pratica. No ambito da geometria deveria ser estudado o uso
de instrumentos, bem como a estereometria e as suas aplicagoes na medicao de toneis, pilhas,
tulhas, navios, etc..

Dada a importancia de um ensino pratico sao dadas indicagoes precisas dos trabalhos praticos

a realizar:

O Lente do primeiro Ano, além de exercitar os seus Discipulos no Calculo Aritmético,
e nas Construgoes Geométricas, terd o cuidado de lhes mostrar o uso prdtico da Ge-
ometria, e Trigonometria Plana. Para o que lhes assinard alguns dias feriados, em
que Eles se devam achar em algum lugar do Campo nas vizinhancas da Cidade.
Tendo feito conduzir a ele Grafometros, Pranchetas; e outros instrumentos de Geo-
desia; lhes mostrard a praze das Operagées sobre o terreno. (...) Do mesmo modo
praticard com FEles as Operagoes da Estereometria, Livelamento, etc. (Estatutos,

1772, vol. 3, pp. 202-203)

Contudo, esta ideologia préatica nao é concretizada, pelo menos, nos primeiros anos de fun-
cionamento do curso. José Anastacio da Cunha, professor de geometria entre 1773 e 1778 e que

estudaremos mais adiante nesta tese, queixa-se da falta de material para estas aulas praticas:

(...) minguém ainda viu o lente do 1.° ano no campo ensinando as prazes, que oS
FEstatutos mandam. Debalde solicitei os instrumentos para iSso necessarios: nao me
consta que a Universidade tenha ainda nem uma prancheta. (Cunha in Teixeira,

1891, p. 659)

Também a escolha do livro de texto é pensada, sendo dadas indicagoes especificas da obra a

adotar:

Nele [livro de texto de geometria/ se requer nao somente que cada uma das verdades
Geométricas seja demonstrada mervosa, e rigorosamente; mas também, que todas
juntas formem wma cadeia firme, sequida, e continua de Doutrina; ndo havendo
Proposicao alguma solitdria; mas enlacando todas necessariamente umas com outras.
E como estas vantagens se nao acham em Autor algum até o presente com tanta
perfeicao, como nos Elementos de FEuclides, por eles fard o Lente as suas Licdes.

(Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 172-173)

Atendendo as obras existentes a época, sao escolhidos os seguintes livros de texto para a

disciplina de geometria (Freire, 1872, p. 38).
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Obra Autor Ano
Elementos de Arithmetica Bezout 1773
Elementos de Fuclides Joao Angelo Brunelli 1768
Elementos de Trigonometria Plana | Bezout 1774

Tabela 4.1: Manuais adotados para a disciplina de geometria

da Faculdade de Matematica na Reforma Pombalina.

Notemos que a obra de Bezout é traduzida para portugués quase de forma imediata, facili-

tando o estudo dos temas nelas tratados!!®.

4.1.3.2 Algebra

A disciplina do segundo ano ¢ a Algebra onde:

O Lente desta Cadeira deverd empenhar-se com o maior zelo, e indistria na ins-
trucdo completa, e profunda dos seus Ouvintes nesta sublime, e importante Ciéncia,
da qual dependem os avultados progressos, que podem, e devem fazer em todo o Curso
Matematico: Porque ela € a oficina, em que se forma o espirito da invencdo, tdo
necessdario nestas Ciéncias; e € o instrumento de tudo o que se pode descobrir acerca

da quantidade. (FEstatutos, 1772, vol. 3, p. 175)

Nos conteddos desta disciplina (Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 176-181) destacam-se a in-
troducao, no ensino da matematica em Portugal, da geometria analitica e do calculo diferencial
e integral.

Notemos que, este programa, introduz em Portugal uma nova abordagem ao conceito de
reta tangente. Esta nova abordagem, além de permitir o estudo do nosso conceito num contexto
diferente do da geometria euclidiana, considerando-o como parte integrante quer da geometria
analitica quer do calculo diferencial, permite que sejam estudadas retas tangentes a diversas
curvas e nao apenas ao circulo.

No que concerne aos livros de texto a selecdo volta a recair sobre compéndios de Bezout,
nomeadamente dois volumes que, na traducao portuguesa, se intitulam FElementos de Analisi

Mathematica (Freire, 1872, p. 38).

15Um estudo detalhado das obras adotadas na Faculdade de Matemética e das suas traducdes para portugués
encontra-se em Figueiredo (2011, pp. 92-159).
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4.1.3.3 Foronomia

Na disciplina de Foronomia, isto é em fisica-matematica, abordando a ciéncia dos movimentos
desde que esses movimentos se possam “determinar por Calculo e Geometria” ( Estatutos, 1772,
vol. 3, p. 182).

Nos temas a estudar na disciplina de Foronomia (Estatutos, 1772, vol. 3, pp. 184-188)
encontramos as aplicagoes da matematicas, como a mecanica, a balistica ou a ética.

De salientar ainda que:

As Regras, que resultarem das ditas resolugoes [de problemas mecanicos relativos a
arquitetura/, deverdo passar logo das maos dos Matemdticos para a dos Arquitetos,

e Construtores.'® ([Estatutos, 1772, vol. 3, p. 188)

Dada a diversidade dos temas estudados nesta disciplinas sao adotados trés livros de texto

para a sua lecionacao (Freire, 1872, p. 38).

Obra Autor Ano
Tratado de Mechanica Marie 1775
Tratado de Hydrodinamica Bossut 1775
Lecons Elémentaires D’Optique La Caille 1756

Tabela 4.2: Manuais adotados para a disciplina de foronomia

da Faculdade de Matematica na Reforma Pombalina.

4.1.3.4 Astronomia

A Astronomia é apresentada como uma parte da Foronomia; contudo, “pela sua grande vastidao
e importancia”’deve ser estudada de forma auténoma (FEstatutos, 1772, p. 189).

A importancia do estudo da Astronomia é destacada nos FEstatutos nos seguintes termos:

Mostrard pois o Lente desta Cadeira [astronomia/ todo o seu zelo pelo Bem publico,
e gléria da Universidade; formando Discipulos completos na Tedrica, e Pratica desta
Ciéncia sublime; que ndo somente interessa a curiosidade, e admiracdo dos homens,
presentando-lhes o espetdculo magnifico do Céu, em que resplandece o Poder, e Sa-

bedoria do Criador; mas também serve de grandes utilidades; sendo FEla a que fixa

1605 Estatutos apresentam desde logo uma definicdo clara de grupos profissionais, numa abordagem ainda
pouco usual a época.
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as Epocas; regula os tempos; determina a situagdo dos Lugares; e ensina as derrotas

aos Mareantes. (Estatutos, 1772, vol. 3, p. 189)

Essas aplicagoes encontram-se também presentas na descricao dos temas a abordar ao longo
do ano (FEstatutos, 1772, vol. 3, pp. 189-195).

Nestes Fstatutos é dada especial atencao a pratica das observagoes astronémicas. Para apoiar
este designio pratico foi mandado construir um observatério astronémico que foi apetrechado
com os melhores instrumentos da épocall”.

A escolha do livro de texto recai novamente sobre um autor francés, o Abade de La Caille e

as suas Lecons Elémentaires D’Astronomie Geometrique et Physique (Lemos in Braga, 1894, p.

AT).

4.2 O conceito de reta tangente ao circulo, segundo Joao Angelo

Brunelli

Joao Angelo Brunelli nasce em Bolonha, a 22 de janeiro de 1722, e segue uma carreira eclesiastica
sem nunca abandonar a ciéncia, obtendo formagao em matematica e astronomia. Em junho de
1750 é contratado pela coroa portuguesa para integrar a comissao demarcadora de limites das
terras portuguesas na América do Sul, na sequéncia do Tratado de Madrid, partindo para o Brasil
em 1753. No Brasil participa em diversas expedi¢bes na Amazdnia, regressando a Portugal em
1761. Em Lisboa ocupa o cargo de professor no Real Colégio dos Nobres e na Academia Real
da Marinha. Falece em Bolonha, a 25 de fevereiro de 1804 (Mendes & Nobre, 2009, pp. 136 -
140).

Na obra que Brunelli deixa publicada é evidente a influéncia dos tempos passados na Amazonia
ao servigo da coroa portuguesa (Mendes & Nobre, 2009, pp. 148-150), destacando-se dos temas
mais naturais os FElementos de Fuclides dos seis primeiros livros, do undécimo e duodécimo Da
versdo Latina de Federico Commandino Addicionados, e Illustrados por Robert Simson Professor
de Matheatica na Academia de Glasgow, E traduzidos em Portuguez para uso do Real Collegio

de Nobres, publicados em 1768, onde o autor aborda a questao da reta tangente ao circulo.

YT A este propésito veja-se Figueiredo (2011, pp. 277-337).
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4.2.1 Os FElementos de FEuclides

Os Elementos de Euclides dos seis primeiros livros, do undécimo e duodécimo Da versdo Latina
de Federico Commandino Addicionados, e Illustrados por Robert Simson Professor de Matheatica
na Academia de Glasgow, E traduzidos em Portuguez para uso do Real Collegio de Nobres,
doravante designados de Elementos de Euclides, contém a traducao para portugués dos livros
geométricos dos Elementos, tradugao da autoria de Joao Angelo Brunelli e publicada em 1768

para utiliza¢ao no Real Colégio dos Nobres, tal como é visivel no seu titulo (Fig. 4.1).

ELEMENTOS

EUCLIDES

DOS SEIS PRIMEIROS LIVROS ,
DO UNDECIMO , E DUODECIMO

Da VeErsZo LaTINA
D E

FEDERICO COMMANDINO

ADDICIONADDS ; B ILLUSTRADOS
FOR

ROBERTO SIMSON
Pm%rhﬂlgﬂ?;;w

E traduzidor em Portugues para ufe
DO REAL COLLEGIO \

DE NOBRES ™

S

BRES BOA,
NaOfficina de Migurr ManescaL pa CosTa
i ]mprcl'l'nrﬂu_&nm Oficio.

Ammo de MpepiEvine.
CO0M PRIVILEGIO REAL.

Figura 4.1: Frontispicio dos Elementos de Euclides de Brunelli.

A traducao dos Elementos de Fuclides por Joao Angelo Brunelli teria sido composta a partir
da obra Fuclidis Elementorum publicada em 1756 por Robert Simson mas, segundo Bicudo
(2009, p. 41), Brunelli tera efetuado a tradugao a partir ndo da edic@o latina, mas da edigdo em

inglés da mesma obra e que Simson publicou também em 1756 com o titulo de The Elements of
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Fuclid"8. Brunelli, na introducéo ao leitor, justifica esta escolha:

Um dos melhores € o livro dos Elementos de Fuclides da versao Latina de Federico
Commandino, expurgado de muitos erros, e restituido com algumas demonstracies
mais inteligiveis, e mais comodas, e também acrescentado com algumas Proposicoes
de grande utilidade, e ilustrado com grande copia de excelentes Notas por Roberto

Simson, Professor de Matemdtica na Academia de Glasgow. (...)

Sendo pois necessdrio, que na lingua Portuguesa houvesse um bom livro dos Elemen-
tos de Fuclides, se me ordenou que fizesse a traducdo do referido livro de Simson
em Portugués para uso também daqueles, que ndo sabem a lingua Latina. (Brunelli,

1768, s.p.)

Brunelli inicia este tratado defendendo junto do leitor a ordem pela qual se deve iniciar a

aprendizagem da matematica:

O primeiro passo na grande e vasta carreia das ciéncias matemdticas € o estudo da
Geometria Elementar. Mas nao € de pouca importancia a escolha de um bom livro,
que desde o inicio acostumado ao rigor, e exatiddo Geométrica os que se querem
aplicar a este género de estudos, demonstre ao mesmo tempo clara e facilmente,
e sem deizar a minima duvida, todas aquelas verdades, que constituem o corpo da

Geometria Elementar. (Brunelli, 1768, s.p.)

E com o objetivo de tornar a sua obra um livro ttil aos estudante, cumpridor dos requisitos

que enumerou, que Brunelli faz algumas alteragoes ao original:

Confesso, que nao me quis sujeitar aquele modo servil, por que alguns traduzem,
mas antes pelo contrdrio em alguns lugares deizei algumas coisas, que se acham no
texto Latino, e em outros juntei o que me pareceu podia conduzir para a mais pronta
inteligéncia de algumas demonstracoes, sem porém mudar, ou alterar a ordem, e

forma delas. (Brunelli, 1768, s.p.)

9 ¢ visfvel que Brunelli

De facto, numa comparacdo entre a estrutura das duas obras'!
mantém, em todos os livros, as mesmas defini¢oes, axiomas, postulados e proposicoes que Simson.

Contudo, Brunelli introduz na sua obra notacao ja usual no século XVIII como, por exemplo, os

H18Seguindo a indicacio de Bicudo, utilizamos neste trabalho a edicdo inglesa de 1756 dos The Elements of
Euclid de Robert Simson.
119N anexo F encontra-se uma comparacio da estrutura das duas obras.
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simbolos de 4+, — ou =, ou a notagao de proporcao A : B :: C': D. No que concerne as defini¢gbes
Brunelli introduzira, no livro III, os conceitos de raio, semidiametro, arco e corda, considerando
que a sua utilizacao simplifica os contetidos trabalhados, embora nao considere estas defini¢oes
como sendo parte integrante das defini¢oes do Livro III.

A grande diferenca entre a obra de Brunelli e o original de Simson encontra-se nas notas

finais, onde Brunelli omite grande parte das notas apresentadas por Simson:

Também julguei, que se ndo deviam imprimir todas as Notas do dito Autor. Em
uma grande parte delas so se tratam pontos de pura erudicdo, e critica; e se notam
os erros de alguns interpretes, que maltrataram os Elementos de Fuclides. Como
estas moticias, ainda que importantes, ndo sao mecessdrias aos que PriNcipiam a
estudar Geometria; e ao mesmo tempo querendo-se imprimir tudo, ndo podia este
Livro guardar a medida de um justo, e cdmodo volume, entendi, sequindo também o
parecer de outras pessoas, que seria melhor por somente aquelas Notas, que sdo de

uma notoria utilidade para os estudantes. (Brunelli, 1768, s.p.)

Para tal as notas que Brunelli apresenta contém, essencialmente, enunciados e demonstracoes
alternativas de algumas proposi¢oes, bem como justificacoes mais completas de algumas das
afirmacoes contidas no texto.

Este tratado é escrito com o intuito de servir para a instrucdo na geometria num ensino nao
superior; contudo, a sua adogao na Faculdade de Matematica da Universidade de Coimbra leva
a que conheca uma ampla divulgacao, marcada por diversas reedigoes, influenciando de forma
significativa a forma como o conceito de reta tangente ao circulo é visto no ambito da geometria

euclidiana em Portugal.

4.2.2 O conceito de reta tangente ao circulo nos Elementos de Fuclides
4.2.2.1 A definigao

O conceito de reta tangente ao circulo é apresentado na segunda das 11 definigoes do livro III,

sendo a defini¢do enunciada por Brunelli distinta da de Simson (tabela 4.3).
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Brunelli, 1768, p. 81

Simson, 1756, p. 73

Def. III, 2: Uma linha reta se diz
que toca um circulo, ou que é tan-
gente de um circulo, quando estando

Def. III, 2: Diz-se que uma linha
reta toca um circulo, quando encon-
tra o circulo e sendo prolongada nao

no mesmo plano do circulo encontra | o corta.
a circunferéncia sem a cortar.
Tabela 4.3: Definigao III, 2 dos Elementos de Fuclides de

Brunelli e dos The Elements of Fuclid Simson.

Nesta definicao destacamos a introdugao do termo tangente por Brunelli, acrescentando o
matematico italiano terminologia comum, & época, em lugar de continuar a designar a reta
tangente apenas como a reta que toca o circulo.

E também de salientar a referéncia a que a reta e o circulo tém de se encontrar no mesmo
plano e que é, novamente, um acrescento original de Brunelli. Este acrescento, que nos parece
ser um detalhe didético, pretenderia eventualmente reforcar/recordar a ideia de que estamos
perante geometria plana.

Esta definicao é completada por uma representacao, que se encontra em Simson e que Brunelli

reproduz (Fig. 4.2).

Figura 4.2: Tlustragdo da Definigdo III, 2.

Vemos, a semelhanca do que é comum a época, face as dificuldades de impressao de imagens,
a mesma figura servir para representar diferentes conceitos o que poderia, segundo os ditames
contemporaneos, gerar possiveis confusoes. Observe-se todavia, que esta obra é escrita para a
utilizacao em ambiente de sala de aula, ou seja, com o acompanhamento direto de um mestre

que esclareceria as possiveis confusoes.

4.2.2.2 As proposigoes

A primeira proposicao onde Brunelli aborda o conceito de reta tangente ao circulo é a Proposicao
III, 16 que Brunelli formula de forma distinta da que se encontra no original de Simson (Tabela

4.4).
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Brunelli, 1768, p. 101

‘ Simson, 1775, p. 90

Prop. III, 16: A reta, que de uma extre-
midade do diametro de um circulo se le-
vantar perpendicularmente sobre o mesmo
diametro, caira toda fora do circulo; e en-
tre esta reta, e a circunferéncia nao se po-
derd tirar outra linha reta alguma; que é o
mesmo que dizer, que a circunferéncia do
circulo passard entre a perpendicular ao
diametro, e a reta, que com o didmetro fi-
zer hum angulo agudo por grande que seja;
ou também que a mesma circunferéncia
passard entre a dita perpendicular e outra
reta, que fizer com a mesma perpendicu-
lar um angulo qualquer, por pequeno, que
seja.

Prop. III, 16: A linha reta tracada
perpendicularmente ao diametro de um
circulo, pela sua extremidade, cai fora
do circulo; e nenhuma linha reta pode
ser tracada entre a linha reta e a circun-
feréncia , sem cortar o circulo; o que é a
mesma coisa que, nenhuma linha reta con-
segue fazer um angulo agudo tao grande
com o didmetro na sua extremidade, ou
um angulo tao pequeno com a linha reta
que lhe ¢é perpendicular, sem cortar o
circulo.

Tabela 4.4: Proposicao 111, 16 dos Elementos de Fuclides de
Brunelli e dos The Elements of Fuclid Simson

A diferenca nas duas formulacoes prende-se com a interpretacdo que os matemaéticos fazem
da ultima parte da proposicao e que, na formulacao dos Elementos, origina diversas polémicas a
proposito do angulo de contingéncia. Os motivos que levam Brunelli a afastar-se de Simson nao
sao claros podendo, porventura, estar relacionados com objetivos diddticos distintos nas duas
obras, nomeadamente o publico-alvo.

A demonstracao desta proposigao coincide, na sua primeira parte (existéncia e unicidade da
tangente), com a demonstragio apresentada por Euclides!? apresentando, em seguida, Brunelli

a justificacao da ultima parte da sua proposicao.

Logo entre a reta AE e a circunferéncia ABC' (Fig. 4.3) néo se poderd tirar outra
linha reta alguma, isto é a circunferéncia do circulo passard entre a perpendicular
sobre o diametro e a reta que com o diametro fizer um angulo agudo, por grande que
seja; ou também a mesma circunferéncia passara entre a dita perpendicular e outra

reta, que faca com a perpendicular um angulo qualquer, por pequeno que seja.

Isto somente, e nao outra coisa alguma se deve entender, quando no texto Grego e
nas versoes o angulo do semicirculo vem chamado o maior entre todos os angulos
agudos; e o outro, que falta para o complemento de um angulo reto, o menor entre

todos os angulos também agudos.l

120V/eja-se a referida demonstracdo na pégina 17.
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F

C gt

B D A
of

Figura 4.3: Tlustragdo da demonstracao da Proposigao 111, 16.

Nesta demonstracao que, segundo os parametros atuais, se trata mais de uma reflexao do
que de uma demonstragao propriamente dita, Brunelli apresenta a sua interpretacao da questao
do angulo do semicirculo, interpretacao onde se afasta da polémica questao do angulo de con-
tingéncia, apresentando uma demonstracao que nao depende diretamente do conceito de angulo
e da possibilidade, ou impossibilidade, de comparar angulos de diferentes tipos.

No final da sua demonstracao Brunelli, a semelhanca de Simson, apresenta um coroldrio a

esta proposigao:

COROL. Do que se tem demonstrado fica claro, que a reta, a qual de uma extre-
midade do diametro de um circulo se levanta perpendicularmente sobre o mesmo
diametro, € tangente do circulo, e o toca em um Unico ponto so; porque jd temos
visto, que uma reta, que encontra a circunferéncia de um circulo em dois pontos,
estd dentro do circulo (III, 2'2'). Também se faz evidente, que wma s6 linha reta

pode ser tangente de um circulo no mesmo ponto. (Brunelli, 1768, p. 103)

Deste corolario destacamos a inclusao da justificagdo da unicidade do ponto de tangéncia,
justificagdo que se encontra ausente em diversas edigoes dos Elementos.

A Proposigao II1I, 17, relativa a construgao da reta tangente ao circulo, apresenta, na edigao
de Brunelli uma formulacdo e demonstracdo andlogas as que se encontram nos Elementos'??.
Contudo, o matematico italiano acrescenta, no final da demonstragao, o caso em que o ponto

considerado pertence ao circulo e que nao esta contemplado na obra de Simson.

Esteja agora o ponto D na circunferéncia do circulo BC'D [Fig. 4.4]. Conduzida a

reta DE [sendo E o centro do circulo], do ponto D tire-se a reta DF perpendicular

121 proposi¢ao III, 2: Se na circunferéncia de um circulo se tomarem dois pontos quaisquer, e entre eles como
extremos estiver tirada uma linha reta ; esta caird toda dentro do circulo. (Brunelli, 1768, p. 84)
122V/eja-se a este propésito a pagina 20.

120



4.3 Manuel de Campos & Joao Angelo Brunelli

a DE. A reta DF tocard (Corolério III, 16) o circulo BC'D no ponto D. Logo de

um ponto dado temos conduzido uma tangente a um circulo dado. B

Figura 4.4: Tlustragdo da Proposicao III, 17.

As restantes proposicoes relativas ao conceito de reta tangente ao circulo coincidem, na

edigao de Brunelli, com as apresentadas por Simson e com as encontradas nos Elementos, nao

havendo qualquer aspeto original nesta traducio'?3.

3

4.3 Manuel de Campos & Joao Angelo Brunelli

O estudo efetuado ao conceito de reta tangente pelo Pe. Manuel de Campos e por Joao Angelo

Brunelli apresenta algumas diferencas porventura resultantes de opgoes tomadas pelos dois ma-

tematicos e nao do facto de estarem a traduzir os Elementos a partir de obras distintas.

FElementos

Campos, 1735

Brunelli, 1768

Definigao III, 2

A definigdo caracteriza a reta que
toca o circulo.

Introduz o termo tangente na de-
finicao.
Efetua uma referéncia ao facto de
se estar a trabalhar em geometria
plana.

Proposicao III, 16

Apenas enuncia a primeira parte do
enunciado de Euclides.

Aborda a questao do angulo de con-
tingéncia nos coroléarios e no escolio.

Enuncia uma interpretacao prépria
da segunda parte do enunciado de
FEuclides.

Nao faz qualquer referéncia ao
angulo de contingéncia.

Refere no corolério, explicitamente,
a relagao de perpendicularidade en-
tre tangente e o raio pelo ponto de
tangéncia e a unicidade da tangente.

Proposigao 111, 17

Apresenta, no escélio, um segundo
método de construcéo da reta tan-
gente utilizando a Proposicao III,
31.

Apresenta, na demonstracdo, a
construgao da reta tangente no caso
em que o ponto esta sobre a circun-
feréncia.

123Um estudo destas proposicdes encontra-se na pagina 21 e seguintes.
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4.4 Uma nova abordagem ao conceito de reta tangente, segundo Etienne Bezout

Elementos Campos, 1735 ‘ Brunelli, 1768
Proposicao 111, 18 Nao se registam diferencas.
Proposicao III, 19 Nao se registam diferencas.

Proposicao 111, 32 | A demonstragao contempla dois ca- | A demonstragao apenas contempla
sos: o primeiro em que a secante é | o caso em que a secante nao é um
um diametro; e o segundo em que a | diametro.

secante nao passa pelo centro.

Tabela 4.5: Estudo comparativo entre Manuel de Campos e
Joao Angelo Brunelli.

4.4 Uma nova abordagem ao conceito de reta tangente, segundo

Etienne Bezout

Etienne Bezout nasce a 31 de margo de 1730, em Nemours. Em 1750, terminados os seus estudos,
vai para Paris onde ganha a vida como professor de matemaética e onde trava conhecimento com
D’Alembert que o influéncia a dedicar-se ao estudo de temas de matematica avancada. Em 1764
é nomeado examinador dos Guardas de Marinha, cargo que esta na origem da escrita, entre 1764
e 1769, de um curso de matematica para os guardas de marinha. Em 1768 Bezout é nomeado
examinador do Corpo de Artilharia, escrevendo um curso de matematica para os guardas de
marinha e artilheiros entre 1770 e 1782. Bezout falece a 27 de setembro de 1783, deixando uma

obra matemaética da qual se destacam os trabalhos em equacoes e os livros para o ensino.

Apesar de criticados, nomeadamente alegando falta de rigor, os seus cursos para os guardas
de marinha e artilharia sdo um sucesso entre os estudantes, difundindo-se rapidamente nao s6
em Franca, mas noutros paises do mundo. O curso foi traduzido em russo, inglés, alemao e
portugués, havendo registos do seu uso em Harvard como livro de texto de célculo (O’Conner

& Robertson, 2017, s.p.).

Em Portugal o Cours de mathématiques a l'usage des gardes du pavillon et de la marine é
traduzido para portugués com o objetivo de ser utilizado como livro de texto na Faculdade de
Matematica da Universidade de Coimbra, nas disciplinas de geometria e dlgebra, aquando da

reforma pombalina da Universidade de Coimbra'?4.

124 A propésito das tradugdes da obra de Bezout para portugués veja-se Figueiredo (2011, pp. 92-118)
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4.4 Uma nova abordagem ao conceito de reta tangente, segundo Etienne Bezout

4.4.1 Elementos de Analisi Mathematica e Elementos de Analyse, de Be-

zout

Os Elementos de Analisi Mathematica, publicados em 1774 sao o livro adotado para a disci-
plina de Algebra da Faculdade de Matematica da Universidade de Coimbra apds a reforma
em 1772. Constituidos por 2 tomos, contém a tradugdo para portugués de parte do Cours de
mathématiques a l'usage des gardes du pavillon et de la marine, doravante designado de Cours
de mathématiques, publicado por Bezout na década de 60 do século XVIII para o ensino militar
em Franca. O Tomo I dos Elementos de Analisi Mathetmatica aborda contetidos de Algebra eé
a tradugao do terceiro volume da obra de Bezout, enquanto o Tomo II contém os principios do
cédlculo diferencial e integral e corresponde a traducao da primeira parte do quarto volume da
obra do matematico franceés.

Os Elementos de Analisi Mathematica sao republicados em 1793 com o titulo Elementos de

Analyse, sendo, segundo o seu frontispicio [Fig. 4.5], alvo de melhoramentos e corregoes.

ELEMENTOS

ANALISI

MATHEMATICA
POKR

M.BEZOUT

DA ACADEMIA REAL

Das Sciencias de Pariz e, &e.

Travuzinos po Francez

ELEMENTOS

DE

AN AL XY'SE

POR

IM. BEZOUT

TRADUZIDOS DO FRANCEZ.
SEGUNDA EDICAG

Corretla e accimodada para o ufy' das  Efeolas

de Mathematica da Univerfidade,

TOMO L

S3e32

TOMO I.

b e

COIMBEBRA:

NA Rear Imprexsa pa UNIVERSIDADE.

COIMBRA:

NARFAL OFFICINA DA UNIVERSIDADE ,

Com Privilegio Real,

Figura 4.5: Frontispicio da primeira edi¢ao dos Elementos de Analisi Mathematica e da segunda edicdo
intitulada Elementos de Analyse de Bezout.

Esta segunda edigao foi reeditada em 1801, 1818, 1825 e 1827 (Henriques, 2004, p. 188). A
autoria das traducoes para portugués dos Elementos de Analisi Mathematica e dos Elementos de
Analyse foi atribuida a diferentes autores, em particular a autoria da primeira edigao. Segundo
Domingues (2012, pp. 25-26) o tradutor dos Elementos de Analisi Mathematica podera ser o Frei
Joaquim de Santa Clara, excluindo-se desta autoria Monteiro da Rocha, que é tradicionalmente

apontado, entre outros por Gomes Teixeira (1934, p. 229), como autor dessa tradugao. Ja a
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4.4 Uma nova abordagem ao conceito de reta tangente, segundo Etienne Bezout

tradugao dos Elementos de Analyse atribui-se a José Joaquim de Faria.

Comecemos por notar que estas obras nao apresentam explicitamente a estrutura determi-
nada pelo método axiomatico, nao se encontrando divididas em defini¢es, axiomas e proposigoes.
Nas obras de Bezout, as defini¢oes e proposicoes apresentam numeracao continua, sendo apenas
possivel distingui-las apds a sua leitura, numa estrutura afastada da dos Elementos.

Sao obras de um cariz claramente didatico, onde sao apresentados, além das defini¢oes e das
proposicoes, exemplos de aplicacao das proposi¢oes enunciados.

Embora as edigoes portuguesas sejam uma traducao da obras de Bezout, como o préprio
frontispicio indica, é possivel encontrar algumas diferencas entre as trés obras!?s.

Relativamente ao contetido/estrutura, a diferenga mais notéria entre as tradugdes para por-
tugués e o original acontece no inicio do tomo I com a nao apresentacao da traducao do prefacio
de Bezout. Neste preficio o matemético francés comeca por apresentar a Andlise enquanto
método de estudo e demonstracao e a Algebra como instrumento de que a Andlise se serve,
distinguindo claramente os novos processos que vai usar dos utilizados anteriormente no trata-
mento da aritmética e da geometria, e referindo a utilidade destes novos métodos para o estudo
de outras ciéncias, como a mecéanica.

Além da omissao do prefacio ndo existe praticamente qualquer diferenca entre a edicao
original e os Elementos de Analisi Mathematica, sendo esta efetivamente uma traducao fiel, e
a letra, do original de Bezout. J4 os Elementos de Analyse apresentam algumas diferengas em
termos de estrutura e abordagem aos contetdos relativamente ao original de Bezout.

Enquanto os Elementos de Analisi Mathematica comecam logo com a primeira seccdo, a
semelhanca do que acontece no original, os Flementos de Analyse apresentam uma pequena

introdugao:

Os raciocinios que se fazem das indagacoes Matemdticas, ndo obstante a variedade
dos objetos destas ciéncias, tem partes comuns, que se podem reduzir a regras gerais,
resultando delas a vantagem de ser o nosso espirito aliviado de grande parte dos
esforgos, que seria necessdario aplicar em cada uma das questoes. O método que

ensina a achar as ditas regras, chama-se Anélise.

Divide-se esta em duas partes: em Analise Finita ou Algebra; e em Analise Infini-

tesimal, a qual compreende o Célculo Diferencial, e Integral. (...)

A Algebra € o instrumento da Andlise, ou a ciéncia, que tem por objeto ensinar

125Uma comparacio entre a estrutura do Cours de Mathématique, dos Elementos de Analisi Mathematica e dos
Elementos de Analyse encontra-se no anexo G.
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4.4 Uma nova abordagem ao conceito de reta tangente, segundo Etienne Bezout

0s meios de reduzir a regras gerais a resolucdo de todas as questdes, que se podem

propor acerca das quantidades. (Bezout, 1793, Tomo I, pp. 1-2)

Uma outra diferenga entre as duas edicoes em portugués é a alteragao efetuada nos Elementos
de Analyse o no que diz respeito a referéncia a resultados de geometria euclidiana. Enquanto
nos Elementos de Analisi Mathematica, tal como no original, sao referidas as proposigoes da
geometria de Bezout, correspondente ao volume 2 do Cours de Mathematique, nos Elementos de
Analyse sao referidas as correspondentes proposicoes nos Elementos de Fuclides. Tal alteracao
dever-se-a4 ao facto de na Faculdade de Matemadtica o livro de geometria euclidiana serem os
Elementos de Fuclides, nao sendo expectavel que os alunos tivessem acesso facil a geometria de

Bezout, o que poderia causar diversos problemas na compreensao de alguns resultados.

Outra diferenca notéria estd relacionada com o nimero de figuras nas diferentes edigoes
da obra de Bezout, sendo superior o ntimero de figuras constante nos FElementos de Analyse,

existindo algumas acrescentadas, outras redesenhadas e havendo ainda algumas suprimidas.

Contudo, a principal diferenca entre as duas edi¢cGes em portugués apenas se torna visivel
apds uma andlise detalhada e cuidada das duas obras e prende-se com a forma como os contetidos

sao apresentados.

4.4.2 O conceito de reta tangente nos Elementos de Analyse

Uma comparacao na abordagem dada ao conceito de reta tangente no Cours de Mathematique,
nos Elementos de Analisi Mathematica e nos Elementos de Analyse mostra-nos que as diferencas
se encontram essencialmente ao nivel da linguagem e das figuras que ilustram as diferentes
proposigoes. A linguagem parece-nos mais simples nos Elementos de Analyse, sendo introduzida
notacao ja usual a época e que simplifica, aos olhos de um investigador atual, os enunciados e as
demonstracoes, sendo omitidos os cédlculos considerados desnecessarios. As figuras sao também,
em nosso entender, mais simples nos Elementos de Analyse e manifestamente mais abundantes

(em vez de se usar uma unica figura representativa de conteidos diferentes).

Tendo em consideragao que, além de uma apresentacao mais simples e cuidada, os Elemen-
tos de Analyse sao reeditados diversas vezes, sendo mais utilizados e, consequentemente, mais
influentes em Portugal, apresentamos o nosso estudo da abordagem ao conceito de reta tangente
a uma curva nesta obra, nao deixando de salientar aspetos que que esta traducao se afasta do

original de Bezout.
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4.4 Uma nova abordagem ao conceito de reta tangente, segundo Etienne Bezout

4.4.2.1 O conceito de reta tangente na geometria analitica

A primeira referéncia ao estudo do conceito de reta tangente na obra de Bezout surge aquando
do estudo das conicas, num estudo realizado a propésito das aplicagoes da algebra a geometria.

Este estudo das linhas curvas inicia com uma introducao:

Para poder descrever as curvas de que trata a Geometria, € necessdrio conhecer a
lei, a que estdo sujeitos os diferentes pontos de seu perimetro. De muitos modos
pode ela ser dada, ou indicando-se o meio para descrever as curvas por movimento
continuo, (...) ou antes ensinando-se uma propriedade que pertenca constantemente

a cada ponto da curva (...).

Finalmente a lei também pode ser dada por uma equacdo, e assim o0 SupoTremos
sempre, porque os dois primeiros modos servem para achar a equagdo que exprime a

lei.(Bezout, 1793, Tomo I, pp. 245-246)

Bezout opta por estudar separadamente cada uma das cénicas'?®, pelo que nao é possivel
encontrar nesta obra uma definicao geral do conceito de reta tangente as cénicas, sendo este

conceito introduzido para cada uma das cénicas em particular.

4.4.2.1.1 Elipse

O primeiro resultado relativo ao conceito de reta tangente a elipse é a proposicao 298:

298. Para tirarmos uma tangente a qualquer ponto M [Fig. 4.6] da elipse, pro-
duziremos o raio vetor fM até G, de sorte que seja MG = MF; e tirando GF,
conduziremos sobre ela por M a perpendicular MT, a qual serd a tangente, isto ¢€,

encontrard a curva unicamente no ponto M. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 25)

A reta tangente a elipse surge aqui como uma generalizacdo do conceito apresentado por

127 "sendo a tangente caracterizada pelo nimero pontos de intersecdo que

Bezout para o circulo
tem com a curva considerada.

A acompanhar esta definicao surge uma representacao da mesma.

A demonstracdo de que a reta construida segundo as instrugoes apresentadas na proposicao

298 ¢é de facto tangente a elipse é apresentada nos seguintes termos:

126Um estudo do tratamento dado por Bezout as cénicas pode ser encontrado em Vieira (2006, pp. 85-100).

127 Chamamos, geralmente, secante a toda a linha, como DE, que encontra o circulo em dois pontos, e que fica
em parte fora [do circulo]; e chamamos tangente, aquela que ndo faz mais do que encostar-se d circunferéncia:
tal como AB. (Bezout, 1765, vol. 2, p. 23)
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Figura 4.6: Tlustragdo do conceito de reta tangente a elipse.

Porque se a encontra em outro ponto, por exemplo N, entao tirando N f e NF, pela
propriedade fundamental da elipse serd FN + Nf = FM + M f, ou (4.12% ¢ 5.129 1.
Eucl.) NG + Nf = Gf; mas isto é absurdo (20. I. Eucl.}3%); logo o ponto N nao

pertence a elipse. B

Notemos que este resultado é enunciado e demonstrado recorrendo exclusivamente a ferra-
mentas de geometria euclidiana.

Em seguida Bezout apresenta uma das principais caracteristicas da tangente a elipse:

299. O dangulo FMO = GMO = fMN [Fig. 4.6]. Logo na elipse os raios vetores
formam angulos iguais com a tangente. Como se sabe por experiéncia, que um raio
de luz, quando encontra uma superficie, se reflete fazendo o angulo de reflexdo igual
ao angulo da incidéncia; 0s raios que partirem do foco luminoso F, e encontrarem a

elipse, irdao reunir-se no outro foco f; e reciprocamente. (Bezout, 1793, Tomo I, p.

251)

Esta proposicao da-nos a demonstracao tedrica de um resultado pratico ja conhecido e com
diversas aplicacoes, quer ao nivel da 6tica quer da engenharia.

Na proposicao 301, Bezout enuncia um segundo método para determinar a reta tangente a
elipse recorrendo a ferramentas da geometria analitica e utilizando o conceito de subtangente

que definiu, na Proposicao 300, como sendo a linha PT":

_ PM? __ a?y? _ ar—xT
301. A subtangente PT = ~5- = P(laz) ~ lar

As expressoes de PI e PT [Fig. 4.7] podem servir para tirar uma perpendicular, e

uma tangente a qualquer ponto M da elipse. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 256)

128 Proposicao I, 4. Se dois trigngulos tiverem dois lados iguais a dois lados, cada um a cada um; e os dngulos
compreendidos por estes lados forem também iguais; as bases, e os triangulos, e os mais angulos, que sdo opostos
a lados iguais, serdo também iguais. (Brunelli, 1968, p. 10)

129 proposicao I, 5. Em qualquer trigngulo isésceles os dngulos, que estdo sobre a base, sdo iguais; e produzidos
0s lados iguais,os dngulos, que se formam debaizo da base, sao também iguais. (Brunelli, 1968, p. 12)

130 proposicdo I, 20. Em qualquer tridngulo dois lados tomados de qualquer modo que se quiser, sGo maiores
que o terceiro. (Brunelli, 1968, p. 25)
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Figura 4.7: Tlustragao da subtangente a elipse.

Bezout determina o comprimento da subtangente PT utilizando o facto de, num tridngulo
retangulo, a altura relativamente & hipotenusa ser meio proporcional entre os dois segmentos de
reta que esta altura define na hipotenusa, proposicao enunciada no corolario da Proposi¢cao 8
do livro VI dos Elementos de Euclides, nao sendo referido este resultado na demonstracao, ao
contrario do que acontece no original de Bezout.

Nesta caracterizagao da reta tangente a elipse é utilizada a equagao da elipse deduzida na
proposicao 28631,

Bezout apresenta em seguida um resultado que se prende com a existéncia de um ponto

comum as tangentes a todas as elipses com 0 mesmo eixo maior:

302.Como PT nao depende de b, todas as tangentes a pontos correspondentes de
todas as elipses, descritas sobre AB como eixo maior, se encontram no mesmo ponto
T do eixo. Pelo que a tangente ao ponto N do circulo descrito sobre AB como
diametro [Fig. 4.8] encontrard no mesmo ponto do eizo T a tangente ao ponto

correspondente M da elipse.

, 1 2
Porque CP = %a—x (fig. 40), sera CT = CP+ PT = %‘;a_ax = %LP; logo % = %;

proporc¢ao pela qual se determina com suma facilidade o ponto T, por onde passa a

tangente MT. (Bezout, 1793, Tomo I, pp. 256-257)

Figura 4.8: Tlustragdo da Proposicao 302.

131 Considere-se o ponto C, ponto médio de F'f, a reta Ff como eixo das abcissas, e o ponto A, tal que CA = %a,
como a origem deste eixo. Em seguida marque-se um ponto B tal que CB = C'A e considere-se a ordenada M P.
Fazendo AP =z, MP =y e AF = c a elipse tem equacéo y> = 4“27562 (ax - xZ). (Bezout, 1793, Tomo I, p. 351)
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Destacamos o facto desta proposicao apresentar, implicitamente, um novo método para a
construcao da reta tangente a elipse.

O 1ltimo resultado sobre o conceito de reta tangente a elipse é enunciado na proposigao 303:

303. O triangulo retingulo TPM dda TM = <ax —zx + —abz (%a — a:)2) 7(‘15”_’”;2.
5a4—T
(Bezout, 1793, Tomo I, pp. 256-257)

2

Este resultado é de demonstragao direta, por aplicagdo do Teorema de Pitdgoras, nao sendo
contudo referido explicitamente este facto.

Terminado o estudo do conceito de reta tangente a elipse, sdo estudadas outras propriedades
e aplicacoes desta curva, sendo retomado o estudo do conceito de reta tangente aquando do

estudo da hipérbole.

4.4.2.1.2 Hipérbole
A reta tangente a hipérbole é caracterizada na proposi¢ao 327, nos seguintes termos:
327. Se sobre M f [Fig. 4.9], tomarmos a parte MG = MF, a perpendicular MT

tirada de M sobre F'G serd tangente da hipérbole, isto é, ndo encontrard a curva

sendo em um sé ponto M .(Bezout, 1793, Tomo I, p. 268)

Figura 4.9: Tlustragdo do conceito de reta tangente a hipérbole.

Também aqui a reta tangente é caracterizada pelo nimero de pontos em comum com a curva,
numa nova generalizagao do conceito de reta tangente ao circulo.
A demonstracao de que a reta construida de acordo com o enunciado é efetivamente tangente

a hipérbole utiliza apenas resultados de geometria euclidiana:
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Porque se a encontra em algum outro ponto N de T'M, tirando NF, Nf, e NG,
serd NF = NG. Mas é Nf < NG + Gf, logo sera Nf — NF < Gf, isto é,
Nf—NF < Mf— MF;logo o ponto N nao pertence a hipérbole.ll

Em seguida, Bezout apresenta a propriedade refletora da hipérbole:

Pela construcio FMO = OMG = NQM. Logo se F' for um ponto luminoso, os
raios que dele sairem, e encontrarem a concavidade MAM', se refletirdo como se

partissem de f. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 268)

Bezout apresenta assim uma justificacao tedrica de um resultado pratico da ética, funda-
mentando cientificamente propriedades conhecidas por experiéncia.

Depois é apresentada por Bezout a determinacao do comprimento da subtangente & hipérbole:

328. Porquanto temos (3. 6. Fucl'®?) f%}(;(—l;;z) = fT(a—;Q;_FT) ; serd FT = ggi‘;z =
_ (QC'HI)W _ 2cztactaz . _ _ azdzwm .
T T Qe EE T 2eta logo PI' = FT —c+x = otle valor da subtan-

gente da hipérbole, a qual difere somente nos sinais da que se achou para a elipse.

(Bezout, 1793, Tomo I, p. 269)

Nesta proposicao, onde ja é utilizada a geometria analitica, parte dos calculos sao omitidos.
Contudo, a reconstituicao dos passos em falta poderia ser deixada como exercicio, tal como se
encontra estipulado nos FEstatutos, onde é indicado que os alunos devem realizar demonstragoes
de proposicoes previamente estudadas (Estatutos, 1772, pp. 199-200).

A propriedade enunciada fornece também, de forma implicita, um novo método para a de-
terminagao da reta tangente a hipérbole. Um outro método de construcao de reta tangente pode

ainda ser deduzido da proposicao apresentado por Bezout em seguida:

329. E pois a distancia do vértice ao ponto em que a tangente encontra o eiro, ou

1
AT = PT — AP = aztaz _ 5 3%

§a+m §a+x

(Bezout, 1793, Tomo I, p. 269)

Em virtude deste resultado, Bezout faz uma reflexdo sobre as propriedades da reta tangente

a hipérbole:

330. Esta expressdo mostra, que sem embargo de que 0s ramos da hipérbole se

estendem até o infinito, contudo as tangentes a cada um dos seus pontos cortam o

132 proposicdo VI, 8: Se um dngulo de um tridngulo for dividido em partes iguais por wma reta, que divida
ao mesmo tempo a base em dois segmentos; estes segmentos estardo entre si na razao dos outros dois lados do
tridngulo (...). (Brunelli, 1768, p. 209)
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eizo em pontos T situados entre A e C. Porque se substituirmos em lugar de x todas
as quantidades imagindveis desde 0 até o infinito, o valor de AT cresce somente
desde 0 até %a. Logo a tangente na extremidade infinita de cada um dos ramos AM ,
AM' passa pelo centro C; e como 0s ramos opostos Bm, Bm' sao perfeitamente
iguais aqueles, e os pontos A e B estao em igual distancia de C, seque-se que as
ditas tangentes também o sdo nas extremidades infinitas dos ramos Bm, Bm/, como

se representa [Fig. 4.10] nas linhas CX, CY. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 269)

— = e s

Figura 4.10: Tlustragdo do conceito de assintota da hipérbole.

Notemos que Bezout recorre aqui & nogao de infinito e, implicita e intuitivamente, a nocao

de limite, nogao essa que é explicitada quando introduz o conceito de assintota:

331. Dd-se a estas tangentes o nome de Assintotas, as quais, como se vé, sGo umas
linhas, que partindo do centro se avizinham cada vez mais da hipérbole, sem que
possam encontrd-la sendo em uma distancia infinita, e portanto sdo os limites das

tangentes. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 270)

Notemos que a palavra limite surge aqui sem ter sido ainda definida. Contudo, apesar de
utilizar este conceito intuitivo para definir assintota, o estudo que Bezout efetua destas retas e
das suas propriedades é puramente geométrico. Relativamente ao conceito de reta tangente a
hipérbole este nao volta a ser estudado, abordando Bezout novamente a questdao das tangentes

aquando do estudo da parabola.
4.4.2.1.3 Parabola
O estudo da reta tangente a parabola surge na proposi¢ao 361:

361. Se do ponto M [Fig. 4.11] conduzirmos sobre FH a perpendicular MOT, esta

serd tangente da pardbola. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 282)
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Porque se encontra a curva em algum outro ponto N, tirando as linhas NF', NH,
e NZ perpendicular a XZ, serd NZ = NF; mas por outra parte é NZ < NH,
NH = NF, e por conseguinte NZ < NF; logo o ponto N nao pertence a curva.

Figura 4.11: Tlustracdo do conceito de de reta tangente & pardbola.

Embora nao se encontre explicitamente referido, a tangente a pardabola é considerada como
uma reta que tem um Unico ponto em comum com a curva Sabemos contudo, que existem retas
com um unico ponto em comum com a parabola que nao lhe sao tangentes, como é a reta
perpendicular a X7 por M. No entanto, o método de construgao apresentado permite de facto
obter a reta tangente a parabola sendo que, com excecao das retas perpendiculares a diretriz,
todas as retas que apenas intersetam a pardbola num ponto sao tangentes & mesma.

Temos assim um enunciado que, mais do que definir o conceito de reta tangente a parabola,
apresenta um método de construcao dessa mesma tangente.

Em seguida, tal como fez para as restantes cénicas, Bezout estuda a propriedade refletora

da parabola:

362. O angulo FMO = OMH = fMN; logo os raios luminosos que sairem de
F, e encontrarem a concavidade M'AM, se refletirao paralelamente ao eizo; e reci-
procamente os paralelos ao eixo se reunirao no foco F. (Bezout, 1793, Tomo I, p.

282)

Mais uma vez sao apresentados resultados que se revestem de particular importancia dada
a sua aplicabilidade em ramos da fisica-matematica.

A 1ltima propriedade da reta tangente & parabola encontra-se enunciada na proposi¢ao 363:
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363. Porquanto HO = OF, os triangulos HOM, TOF serdo iguais; logo FT =
MH = PV =z + ¢, e consequintemente PT' = FT + TP = 2x. Logo a subtangente
PT da pardbola é dupla da abcissa. (Bezout, 1793, Tomo I, p. 282)

Esta proposicao apresenta mais um método de construcao da reta tangente a parabola,
sendo o ultimo resultado a propésito do estudo do conceito de reta tangente as conicas e das

suas propriedades, ao qual Bezout regressa nas aplicacoes do calculo diferencial a geometria.

4.4.2.2 O conceito de reta tangente no calculo diferencial

O célculo diferencial, em conjunto com o cédlculo integral, é abordado no segundo tomo da
traducao portuguesa da obra de Bezout.

Este tomo inicia com o estudo dos conceitos de funcgao, limite e diferencial, assim como o
estudo das regras para a determinacao de diferenciais, seguindo-se a aplicagdo dessas mesmas

regras:

29. Para mostrarmos em alguns exemplos o uso das regras dadas, e a sua grande
vantagem na Algebra ordindria, vamos aplica-las aos objetos de que temos ideias,

isto €, a problemas de Geometria e de Cdlculo. (Bezout, 1793, Tomo II, p. 28)

Os primeiros exemplos prendem-se com a “Aplicacao as Subtangentes, Tangentes, Subnor-

mais, &c. das linhas Curvas”.

4.4.2.2.1 A definigao

Uma vez que Bezout ainda nao definiu, de forma explicita e genérica, o conceito de reta tangente
a uma curva, e tendo em atencao que a generalizacao de reta tangente ao circulo que faz para
as conicas nao é valida para a generalidade das curvas, é expectavel que Bezout apresente, de
forma explicita, uma definicao geral do conceito de reta tangente. Esta definicdo é apresentada

nos seguintes termos:

30. Para tirarmos uma tangente a qualquer linha curva AM [Fig. 4.12] repre-
sentamos esta linha como um poligono de infinitos lados infinitamente pequenos; o
prolongamento MT de um deles M'm é a tangente (...). (Bezout, 1793, Tomo II, p.
29)
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Figura 4.12: Tlustragdo do conceito de reta tangente a uma curva.

A ideia de considerar a reta tangente como um dos lados de um poligono de infinitos lados
equivalente a curva nao é nova, tendo ja sido apresentada por Leibniz no artigo Nova Metho-
dus pro Maximis et Minimis, itemque tangentibus, qua nex fractas, nec irrationales quantitates

moratur & singulare pro illis calculi genus, publicado na Acta Eruditorum em 1684.

4.4.2.2.2 As proposigoes

O primeiro exemplo apresentado por Bezout é a determinagdo da tangente a uma linha curva
qualquer recorrendo ao calculo diferencial, determinando para isso o comprimento da subtan-

gente PT":

Pelas extremidades do lado infinitamente pequeno Mm imaginemos as duas orde-
nadas M P, mp, e pelo ponto M da linha Mr paralela ao eixo das abcissas AP.
Seja AP = x, PM = y; serd Pp ou Mr = dx, e mr = dy. Isto posto o tridngulo

infinitamente pequeno Mrm é semelhante ao triangulo finito TPM, e assim teremos

:ﬂiﬁ)) = P];{T(y); logo PT = %. [ |
Embora nao se encontre referido, a semelhanca entre o triangulo diferencial Mrm e o
triangulo finito TPM advém da definicao de reta tangente que se encontra implicita na pro-
posicao 30. Com este resultado a determinacao da reta tangente a uma curva deixa de ser um
problema geométrico, reduzindo-se a um problema de determinacao de diferenciais, problema
que se enquadra no ambito do calculo diferencial.
Notemos que todo este estudo é uma replicacao do estudo efetuado por Leibniz.
Salientemos contudo a chamada de atencao efetuada por Bezout para o facto de o referencial

considerado nao ter de ser ortogonal:
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Esta ¢ a formula geral para determinar a subtangente de qualquer curva, seja qual o
for o angulo das coordenadas, com tanto que os y sejam paralelos entre si. (Bezout,

1793, Tomo II, p. 29)

Esta chamada de atencao nao é uma referéncia isolada, estudando Bezout o problema das tan-
gentes em diversos referenciais, nomeadamente referenciais em que este resultado nao é valido!33.
Em seguida Bezout explica de que forma esta férmula geral deve ser aplicada na determinacao

da reta tangente a uma curva:

Para isso nao hd mais do que diferenciar a equacgdo dada da curva, a fim de tirar
o valor de %; entao se multiplicarmos esta expressao por y, e pusermos nela em
lugar de y o seu valor deduzido da mesma equacdo da curva, teremos PT expressa
simplesmente em x e constantes; e querendo determinar a subtangente para qualquer

ponto M, substituiremos em lugar de x o wvalor da abcissa correspondente a M.

(Bezout, 1793, Tomo II, p. 29)

Apoés esta explicacdo a traducdo portuguesa afasta-se do original de Bezout, na ordem pela
qual apresenta as proposicoes. Nos FElementos de Analyse surgem em primeiro lugar todos os
resultados relevantes, que se encontram relacionados entre si, e em seguida diversos exemplos
onde se podem aplicar todas as propriedades estudadas.

Vejamos de que forma é determinado o comprimento da tangente por Bezout:

Do mesmo modo o triangulo retangulo TPM dd a tangente MT = \/y? + 9239202 =
yr/ 1+ %. Se as coordenadas ndo forem ortogonais, serd (Trig. 180'3*) MT =
y\/l + % — % cosa, sendo a o angulo das coordenadas. (Bezout, 1793, Tomo II,

p. 30)

Deste enunciado salientamos a determinagdo do comprimento da tangente quando os ei-
x08 nao sao ortogonais, determinacao que nao se encontra no Cours des mathematiques. Esta
introducao pretende, possivelmente, evitar uma generalizacao da férmula do comprimento da
tangente obtida anteriormente, mas apenas valida no caso do referencial considerado ser ortogo-
nal. O facto de a férmula para a determinacao da subtangente ser vélida para todos os sistemas

de eixos, e a indicagdo de uma unica férmula para a determinacdo do comprimento da tangente

133 A este propésito veja-se a pagina 139.

134180. O quadrado de qualquer lado de um tridangulo retilineo € igual & soma dos quadrados dos outros dois
lados, menos o dobro do quadrado dos mesmos lados multiplicado pelo cosseno do angulo por eles compreendido.
(Bezout, 1774b, p. 64)
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poderia levar a que o leitor generalize essa férmula e a aplicasse em casos de eixos nao ortogonais,
0 que estaria errado. Ao acrescentar o caso em que os eixos nao sao ortogonais o tradutor dos
Elementos de Analyse garante, a partida, que esse erro nao é cometido por falta de explicacao,
a0 mesmo tempo que permite que o problema das tangentes seja resolvido em todos os tipos de
eixos.

Todos estes resultados sao mais facilmente compreendidos quando analisamos a imagem que
contém os tridngulos referidos nos diversos passos, ilustragao essa que é ainda a apresentada
para representar a determinagao da reta tangente a uma curva (Fig. 4.12).

Vejamos entao os exemplos apresentados por Bezout para estes resultados, comecando pela

elipse:

Na elipse, cuja equagao (Alg. 294) é yy = %(aw—xw), temos 2ydy = %(adm—de:r);

2,2 ,
logo PT = % = ab22a—§/b2x = 4% que é 0 mesmo resultado que achamos (Alg.
Ta—

301), mas de um modo menos expedito que o presente.

A relagao estabelecida com o primeiro volume e com o resultado do comprimento da sub-
tangente a elipse obtido na geometria analitica, mostra a existéncia de diferentes métodos para
a resolugao deste mesmo problema; contudo, é de salientar a referencia a facilidade do método
agora apresentando, surgindo o calculo diferencial como uma poderosa ferramenta simplificadora
da resolucao de determinados problemas.

Neste exemplo nao é determinado o comprimento da tangente, sendo apenas referido que a
aplicacao da féormula a este caso particular originara resultados ja conhecidos da algebra.

Em seguida Bezout apresenta o exemplo da parabola, que repete apds o estudo das parabolas

gerais:

ITI. A equacéo geral y™ = x"a™ "™, que exprime as pardbolas de todos os géneros,

ydr __ my"™
dy — nam—ngn—I

sendo m e n ntimeros positivos da my™ 'dy = na™ 2" 'dz; logo =
~tx. Donde se vé, que nestas curvas a subtangente ¢ igual & abcissa x tomada tantas
vezes, quantas sao as unidades do expoente de y, dividido pelo expoente de x. Se
m = 2,en =1, que é o caso da parabola ordindria, temos a subtangente igual a 2x,

como ja vimos.

2

Sem =3,en =1, temos y> = a’z, equacio que pertence & primeira pardbola cibica;

sem=3,en =2, acurva é a sequnda pardbola cibica, cuja equacio é y° = ax?.

Em seguida é apresentado o exemplo da curva logaritmica onde Bezout se limita a aplicar

as férmulas ja deduzidas.
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O quinto exemplo apresenta o caso em que a curva considerada é decrescente:

31. Quando a equagdo da curva € tal, que y diminui crescendo x, como na figura
3 [Fig. 4.13], entdo rM deve exprimir-se por —dy (21*3°), o que dd PT = —%.
O cdlculo pois € aqui o mesmo em tudo, 4 excecdo de que a tangente em vez de

cair para além da origem A das abcissas em ordem a PM, cai para a aparte oposta.

(Bezout, 1793, Tomo 11, p. 32)

T

Figura 4.13: Tlustracdo da construgio da reta tangente a uma curva decrescente.

Embora tal nao seja referido, esta proposicao estabelece a correspondéncia entre a monotonia
da curva no ponto considerado e o sinal do declive da reta tangente a curva nesse ponto, que é
aqui apresentado como o lado para o qual deve ser marcado o ponto 7' no eixo das abcissas.

Bezout apresenta em seguida dois exemplos para este caso: o circulo e a hipérbole. Analisa-
remos apenas o exemplo da hipérbole, uma vez que se tratam de exemplos semelhantes, diferindo

apenas nas equacgoes das curvas:

A equacao geral das Hipérboles referidas as assintotas y™a™ = ™™ d4 mly +nlx =
(m + n)la'3%; logo dey = —”Zﬂ, e conseguintemente a subtangente % = —"x. Se
m = n = 1, ou na hipérbole ordinédria (Alg. 347), temos a subtangente —z; logo
devemos tomar na assimptota préxima ao ponto M de que se trata [Fig. 4.14] e no
sentido dos z, a linha PT = AP = x. Assim se determinam em geral por um sé

célculo as tangentes, subtangentes, &c. de todas as curvas de uma mesma familia.

13591. ADVERTENCIA. Havemos até aqui suposto, que as varidveis z, y, &c. aumentam todas no mesmo
tempo, isto €, que tornando-se x em x + dx, y vem a ser y + dy, e assim das outras. Acontecendo porém que
diminuam umas enquanto as outras crescem, devemos depois de fazer a diferenciagcdo mudar no resultado o sinal

da diferencial da varidvel, que vai diminwindo (...). (Bezout, 1793, Tomo II, p. 20)
1361y, Iz e la representam, respetivamente, o logaritmo numa determinada base das quantidades y, x e a.
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A

Figura 4.14: Tlustracdo da determinagido da tangente & hipérbole utilizando o célculo diferencial.

Da determinagao da subtangente a hipérbole comecemos por notar que Bezout utiliza a
equacao relativa as assintotas e nao a equagao geral, obtendo por isso um resultado distinto do
que tinha obtido no tomo I relativo a dlgebra, o que seria de esperar pois estao a ser considerados
sistemas de eixos distintos.

E também de salientar as alteracoes introduzidas pelo tradutor nos FElementos de Analyse,
afastando-se do original de Bezout. Nestas alteracoes opta-se por determinar o valor da subtan-
gente para todas as hipérboles, surgindo a hipérbole ordinaria como um caso particular. Esta
op¢ao permite ilustrar de modo mais completo a afirmacao final em que se realca a generalidade
do método que permite, num sé cdlculo, determinar as subtangentes a todas as curvas da mesma
familia.

Notemos ainda que este exemplo é resolvido, na edi¢cdo portuguesa analisada, aplicando
logaritmos a equagao geral das hipérboles, transformando o produto de poténcias numa soma
de dois logaritmos. Deste modo, em vez de aplicar diretamente as regras de diferenciacao das
poténcias, que conduziriam ao resultado obtido com céalculos muito semelhantes aos realizados
anteriormente para as parabolas, o tradutor determina os diferenciais das quantidades afetas
de logaritmos obtendo o resultado pretendido de forma simples e direta. Esta introducao dos
logaritmos nao se encontra justificada contudo, e tendo em atencao que as regras das poténcias
tinham j4 sido aplicadas aquando da determinacao das subtangentes as pardbolas generalizadas,
esta introducao dos logaritmos poderd ter como objetivo apresentar um método diferente de
resolucao.

Estudada a determinacao das subtangentes por um ponto da curva Bezout dedica-se a re-

solucao de um novo problema sobre o conceito de reta tangente:

1.° Tirar uma tangente a qualquer curva de um ponto dado fora dela. (Bezout, 1793,

Tomo II, p. 34)

Notemos que este enunciado é uma generalizacao da Proposicao III, 17 dos Elementos a uma
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curva genérica. Vejamos a resolucao proposta por Bezout:

Porque supondo que DM [Fig. 4.15] é a tangente procurada, tire.se pelo ponto dado
D a reta DB paralela a PM, e seja AB = g, DB = b, AP = x, PM = y; serd
BP = g+ x, e conseguintemente BT = PT — BP = yde _ g — x. Os tridngulos

dy
semelhantes TBD, e TPM, dao % = %; logo substituindo os valores teremos
a equa(;éo% —r—g = bj—yx, isto é (y — b)% = ¢g + =, a qual juntamente com a

equacao da curva dard o valor de x correspondente ao ponto M onde a tangente
deve terminar. Se for possivel tirar de D mais que uma tangente, a equacao dara os

valores de x, que correspondem aos diferentes pontos, em que tem lugar a solucgao.

Figura 4.15: Tlustragdo da determinagao da reta tangente a uma curva por um ponto no seu exterior.

Ao contrario do que efetua para as proposicoes anteriores, Bezout nao apresenta qualquer
exemplo para este problema.
Bezout termina o estudo do conceito de reta tangente com a determinacgao de tangentes a

curvas definidas em sistemas de eixos nao convencionais:

35. Até aqui havemos suposto, que as ordenadas eram paralelas, e se contavam desde
a mesma linha, sobre a qual se contam as abcissas. Porém umas vezes fazemos partir
as ordenadas de um ponto fizo; outras vezes tomamos por abcissas os arcos de uma
curva, e por ordenadas linhas retas, ou linhas curvas. De qualquer modo que se
reportem os pontos da curva principal, sempre temos, ou ao menos sempre podemos
ter uma equacdo, que exprima a relacdo entre as abcissas e as ordenadas. Querendo
fazer uso dela para determinar as tangentes, ou outras linhas, devemos praticar de
maneira, que as linhas que para isso nos servimos nao contenham outras diferenciais,
que nao sejam as das varidveis da equacdo, como vamos mostrar em alguns exemplos.

(Elementos de Analisi Mathematica, 1774, Tomo 11, p. 43)
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Seguidamente sao apresentados cinco exemplos de curvas definidas nestas condigoes, curvas
para as quais se apresenta primeiramente o método geral para determinar as tangentes procu-

radas. Vejamos o primeiro exemplo apresentado:

36. I Seja BS [Fig. 4.16] uma curva que tem por abcissas os arcos AM de uma
curva conhecida AM, a qual sabemos jd tirar tangentes, e por ordenadas as retas
MS paralelas a uma linha dada; supondo que a relagdo de AM para MS se exprime
por uma equacgao qualquer, isto €, que M S € uma funcdo qualquer de AM , tirar uma

tangente a um ponto dado S da curva proposta BS. (Bezout, 1793, Tomo II, p. 39)

Figura 4.16: Tlustragao da proposicao 36.

Imaginemos o elemento Ss produzido até encontrar em ) a tangente M1 ao ponto
correspondente M da curva AM; tire-se Sk paralela a MT ou Mm, se ja AM = x,
MS = y; sera Mm = Sk = dx, e sk = sm — SM = dy.

Isto posto, os triangulos semelhantes Sks, QMS dao MQ = %; logo tomando
sobre MT a parte M@ igual ao valor de % que der a equacao diferencial da curva,
teremos o ponto @; a linha Q.5 pois tirada por ele e por S serd a tangente procurada.

Salientemos que, tal como acontece com a determinacdo da reta tangente a uma curva
definida num sistema de eixos usual, é utilizada a semelhanca entre um triangulo finito e o
triangulo diferencial para obter o segundo ponto da reta procurada.

Depois é apresentado um exemplo:

Suponhamos, por exemplo, que a curva BS se constroi tomando sempre M S igual a

a . ~ _ ; dr _ b.
uma parte 3 do arco AM; entao teremos by = ax, e conseguintemente dy = a’ logo
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MQ = x. Assim, em todas as curvas, cujas ordenadas paralelas forem proporcionais
as abcissas correspondentes, ou estas sejam retas ou curvas, serd a subtangente igual

a abcissa correspondente. (Bezout, 1793, Tomo II, p. 39)

Uma vez que a determinacao das tangentes a curvas assenta da determinacao do quociente
Z%, caso as curvas sejam caracterizadas, num sistema de ordenadas paralelas, por equagoes muito
complexas, a determinacao destes valores torna-se um exercicio bastante complexo. Contudo,
ao ser mudado o referencial, o grau de complexidade das equacoes das curvas pode diminuir,
obtendo-se nao uma curva de equacao complexa, mas duas curvas com equagoes mais simples,
pelo que a determinacgao das duas quantidades necessarias para a resolugao deste problema pode
ser mais simples.

Este raciocinio é replicado nos exemplos seguintes onde, através da semelhanca entre um
triangulo finito e um triangulo diferencial se deduz, em cada caso, o comprimento da subtangente
correspondente. Termina deste modo o estudo do conceito de reta tangente na traducao para
portugués da obra de Bezout.

Com o estudo aqui apresentado, o ensino e aprendizagem do conceito de reta tangente em
Portugal dria uma enorme salto qualitativo, passando a acompanhar o desenvolvimento cientifico

do mesmo, sendo apresentada uma nova definicdo, novas propriedades e varios métodos para

resolver o problema das tangentes que, até a data, se encontrava limitado ao caso do circulo.
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Capitulo 5

O conceito de reta tangente, segundo

José Anastacio da Cunha

José Anasticio da Cunha nasce em Lisboa a 11 de maio de 1744, filho de um pintor, Lourenco
da Cunha, que lhe terd ensinado as primeiras nogoes de desenho e perspetiva. Estuda na
Congregacao do Oratério, em Lisboa, onde—num ambiente moderno como era o recém estreado
Palicio das Necessidades— para além do Latim, da Retérica e da Filosofia também aprendeu
matematicas (Tosca, Tacquet e Clairaut, em particular). Entre 1762 e 1773 foi militar, com o
posto de Tenente dos Bombeiros, no Regimento de Artilharia do Porto, mas sedeado em Valenca
do Minho e ai, entre militares estrangeiros e particularmente ingleses, pode continuar a dedicar-
se ao estudo das matematicas, de onde destacamos as obras de Newton que estuda com gosto e
afinco.

As suas capacidades e conhecimentos sao alvo de elogios por parte do Conde de Lipe e
do Tenente General Francisco Maclean, elogios que chegam ao conhecimento do Marqueés de
Pombal que, aquando da reforma da Universidade de Coimbra, nomeia Anastdcio da Cunha
para professor de geometria,cargo que exerce entre 1773 e 1778.

A 1 de julho de 1778 Anastacio da Cunha é preso pela inquisi¢do, acusado de diversos crimes
cometidos maioritariamente em Valenca do Minho, e acaba condenado a reclusao na Congregagao
do Oratério de Nossa Senhora das Necessidades em Lisboa, ao degredo em Evora, fica proibido
de voltar a Valenca e a Coimbra, e ainda perde todos os seus bens, em particular sua biblioteca.
O degredo em Evora é-lhe perdoado e, depois de cumprida a reclusao nos Oratorianos, trabalha
para o Intendente Pina Manique, na Casa Pia de Lisboa, sendo o diretor do Colégio de S. Lucas
para o qual idealizou o plano de estudos.

Anastacio da Cunha falece a 1 de janeiro de 1787, vitima de doenca (Estrada, 2006, pp.
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99-130).

Apesar de todas as contrariedades a matemédtica é uma constante na sua vida, tendo-se
dedicado sempre ao desenvolvimento dos seus estudos matematicos, deixando-nos trabalhos em
diferentes ramos desta ciéncia, vérios deles apenas recentemente descobertos'3”.

O valor de Anastacio da Cunha é reconhecido a época, sendo mesmo designado de “um génio

extraordindrio”:

Nao posso deixar Valenca, sem mencionar um dos mais extraordindrios génios de
quem ouvi falar. E um jovem com cerca de 24 anos, Portugués, e tenente de Arti-
lharia aqui; € oriundo de uma familia pobre e, sem qualquer ajuda na educac¢dao, por

forca do seu proprio génio, e grande aplicacdo, quase se tornou um prodigio.

E um grande matemdtico, que o Coronel Ferrier, que € ele prdoprio grandemente ver-
sado messa ciéncia, me disse que este jovem homem estd muito & sua frente. Ele
domina todos os trabalhos de Sir Isaac Newton, mesmo aqueles cujas partes mais
profundas sao consideradas dificeis pelos melhores matemdaticos. Ele €, consequen-
temente, um algebrista completo e um grande astronomo, e aplicou o seu conheci-
mento matemdtico no conhecimento especifico requerido na sua profissdo, que incluiu
a engenharia, artilharia e muitas outras coisas desnecessdrias na matemdtica pura.

(Frazier, 1772, pp. 119-120)

5.1 Os Principios Mathematicos

Os Principios Mathematicos para instruccao dos alumnos do Collegio de Sao Lucas da Real Casa
pia do Castello de Sao Jorge, doravante designados apenas por Principios Mathematicos, sao a
obra mais estudada de Anastdcio da Cunha e aquela onde o autor apresenta a sua versao dos
fundamentos da matematica (Fig. 5.1).

Notemos que o titulo desta obra nos lembra para os Philosophie Naturalis Principia Mathe-
matica de Newton. Conjeturamos que esta ligacdo ndo é mera coincidéncia, optando Anastacio
da Cunha por intitular a sua obra no seguimento do que é principal trabalho de um dos seus
autores de referéncia.

Como o préprio nome indica esta obra, na sua versao final, tem como objetivo ser utilizada
no ensino da matematica no Colégio de S. Lucas da Casa Pia de Lisboa. Contudo, o inicio da

sua redacao podera remontar aos tempos de Valenga uma vez que, no seu processo da inquisicao,

137Sobre a vida e obra de Anasticio da Cunha veja-se Rodrigues et al (2013).
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Figura 5.1: Folha de rosto dos Principios Mathematicos de Anastécio da Cunha.

Anastacio da Cunha refere uma obra cuja escrita iniciou em 1766 e na qual se encontrava ainda

a trabalhar.

Disse mais que ele [Anastdcio da Cunha/ espera (...) poder ser itil ao piblico e ao
Estado dando a luz uma obra, que € a Base de toda a Matemdtica, em que trabalha
hd doze anos com a mais assidua, e incansdvel aplicacao e que jd tinha completa ao

tempo da sua prisao e sé lhe faltava por em limpo. (Ferro, 1987, p. 139)

Os Principios Mathematicos parecem ter sido publicados, pelo menos em parte e muito pos-

sivelmente em fasciculos, ainda durante a vida de Anastacio da Cunha, tendo obtido autorizacao

para publicacao da Real Mesa Censéria.

St T, Jte e Btk e Sl Gl s
f/% aQ’_’ - «ZIZK)

Figura 5.2: Autorizagio para a impressao dos Principios Mathematicos de Anastdcio da Cunha.

|

Nesta autorizacao, datada de 12 de julho de 1782, lé-se “imprima-se e volte-se a conferir”, e
encontra-se escrita no fim de uma pagina correspondente ao final do Livro VI. Todavia nao se

conhecem ainda quaisquer vestigios desses fasciculos que o discipulo e amigo, Jodo Manuel de

Abreu descreve:

Os primeiros livros dos “Principios mathematicos”sdo conhecidos em Lisboa, se bem
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me lembro, desde 1782. Foi nesse tempo que M. da Cunha os compds e os fez
imprimar para uso do Real Colégio de S. Jorge, onde era o diretor. Eu os explicava

sob a sua dire¢ao a medida que saiam da prensa. (Abreu in Cunha, 1811, p. i)

A versdo que conhecemos dos Principios Mathematicos, é publicada apenas em 1790, fruto
do esforco dos seus amigos, tendo sido também traduzida em francés e publicada em 1811 e
1816, cuja tradugao é da responsabilidade de Joao Manuel de Abreu. As versoes portuguesa e
francesa sao reeditadas, em fac-simile, em 1987 na comemoragao do bicentendrio da morte de
Anastéacio da Cunha.

Esta obra, na versao impressa, contém os fundamentos de grande parte da matematica
conhecida no século XVIII e os seus amigos consideraram que Anasticio da Cunha poderia,
com este trabalho, ter correspondido ao apelo de D’Alembert sobre a escrita de um bom livro

elementar de matematicas:

O senhor d’Alembert, nos seus Elementos de Filosofia, exprime o desejo de ver pu-
blicado um bom livro elementar sobre Matemdtica, e acrescenta que, para se obter tal
livro, os Newton e os Bernouilli ndo seriam demasiados. NJs proprios apresentare-
mos, brevemente, aos sdbios gedmetras, membros do Instituto nacional que honram
a Franga, uma traducao francesa dos Principios Mathematicos de José Anastdcio [da
Cunhal. Tais sdbios julgardo até que ponto o gedmetra portugués cumpriu o desejo

de d’Alembert. (Rodrigues et al, 2013, pp. 47-49)

Os Principios Mathematicos sao escritos utilizando o método axiomdtico e geométrico,

encontrando-se dividido em vinte e um livros (capitulos) e

(...) contém uma parte substancial da Matemdtica conhecida na época, desde as
primeiras nogoes de geometria, aritmética e dlgebra até questoes sofisticadas de geo-
metria diferencial, integracdo, equagoes diferenciais e cdlculo das variagoes. (Queird,

1994, p. 4)

Ao contrario do que acontece na maioria das obras da época, os Principios Mathematicos
nao contém qualquer introdugao ou prologo, nao havendo qualquer referéncia as fontes utilizadas
ou mesmo justificagdo da escolha e ordenacao dos temas.

A traducao para francés dos Principios Mathematicos permite que a obra seja lida e co-

nhecida por matematicos de diferentes paises europeus e nao apenas por portugueses. Fruto
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5.2 O conceito de reta tangente ao circulo por Anastacio da Cunha

dessa divulgacio sdo publicadas algumas recensdes da obra'3® das quais destacamos a publi-
cada no Gottingische gelehrte Anzeigen e que estd na origem de um elogia de Gauss ao nosso
matematico?.

O conceito de reta tangente a uma curva surge, nos Principios Mathematicos em dois mo-

mentos distintos: nos livros geométricos, a propésito do estudo do circulo, e nos livros de analise,

aquando do estudo das aplicagoes do célculo diferencial a geometria.

5.2 O conceito de reta tangente ao circulo por Anastacio da

Cunha

Anastacio da Cunha estuda o conceito geométrico de reta tangente ao circulo nos Principios
Mathematicos, sendo também possivel encontrar um estudo deste conceito numa obra inédita,
autégrafa de Anastacio da Cunha e por ele intitulada de Principios de Geometria tirados dos
de FEuclides, doravante designados Principios de Geometria(Fig. 5.3). Notemos que, mesmo
incluindo o nome de Euclides no titulo, Anastdcio da Cunha volta a optar por designar esta
obra de ‘Principios’, em lugar de ‘Elementos’, como era mais comum a época, na que nos parece

ser mais uma referéncia a admiragao que sente por Newton.

TRANVCITICS ole SEOMET R IA
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Figura 5.3: Folha de rosto dos Principios de Geometria de Anasticio da Cunha.

Nao ha qualquer referéncia a data de escrita deste manuscrito nem referéncia a esta obra

138V/eja-se a este propésito Domingues (2010, pp. 89-98)
139 A este propésito veja-se Youschkevitch (1978. pp. 327-332).
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5.2 O conceito de reta tangente ao circulo por Anastacio da Cunha

noutros trabalhos de Anastacio, pelo que nao é possivel data-la com exatidao, embora conje-
turemos que se trata da obra apresentada a Congregacao de Matemaética para a lecionacao da
disciplina de Geometria na Faculdade de Matematica da Universidade de Coimbra.

O nosso conceito encontra-se presente nestes Principios de Geometria desde o seu prélogo'?,

14

que aqui apresentamos ao mesmo tempo que comparamos'4' os dois manuscritos deste prélogo

encontrados.

5.2.1 A definicao

Anastacio da Cunha efetua, no prélogo dos Principios de Geometria, uma profunda reflexao em

torno dos conceitos e das defini¢oes, sendo o conceito de tangéncia um dos analisados:

A falta de generalidade nas defini¢oes também tem sido causa de notdveis embaracos
e erros, e de estarem ainda por demonstrar varias relevantes tedricas. Por exemplo:
todos, sequindo a Fuclides, poem o contacto de duas linhas em concorrerem sem se

142

tocarem™** mutuamente, e ndo reparam na infinidade de linhas (e linhas vulgares),

que por esse/desse modo nao admitem tangentes. (Cunha, s.d., Prélogo, fl. 7v)

Embora se refira a um caso geral de tangéncia, e nao ao caso particular da reta tangente
ao circulo para a qual a definicdo de Euclides é vélida, esta reflexdo leva a que Anastéacio
da Cunha apresente um conceito original e geral de tangéncia que utiliza na determinagao do
conceito de reta tangente ao circulo, apresentando essa definigdo no livro II dos seus Principios

Mathematicos:

Definicao II, 3: Se os lados de um angulo concorrerem mo vértice, de sorte que
deste nao se possam tirar duas retas entre eles, dir-se-d que cada um dos lados €

tangente ao outro, ou, que toca no dito vértice.(Cunha, 1790, p. 13)

Surpreenderd, um leitor menos atento, o facto de aqui se reportarem “duas’retas (em vez
de nenhuma ou de uma unica) porque se levarmos em linha de conta os resultados enunciados

nos Elementos, que mostram ser impossivel interpor uma linha reta entre a tangente e o circulo,

1490 prélogo deste manuscrito encontra-se, numa versdo apégrafa, publicado na obra José Anastdcio da Cunha
Os Inéditos, encontrando-se um estudo detalhado do mesmo em (Duarte et al, 2006, pp. 219-254)

110 estudo estudo comparativo entre estes dois documentos foi realizado por Angela Lopes no ambito da sua
prépria investigacao doutoral.

HM2Na, versdo apdgrafa deste manuscrito, o Ms. 912.18 do ADB, o copista alterou tocarem para cortarem. De
facto, analisando o texto o contacto de duas linhas ocorre quando elas concorrem sem se cortarem, ja que ao
concorrerem tém obrigatoriamente um ponto em que se tocam, pelo que o original conterd, neste ponto, uma
gralha.
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poder-se-ia esperar que este resultado fosse suficiente para o conceito geral; contudo, ha casos
em que tal nao se verifica. Por exemplo, considerando dois circulos tangentes externamente é
possivel interpor uma reta entre as duas circunferéncias, a reta tangente comum aos dois circulos,
pelo que para garantir um conceito de tangéncia valido para todo o tipo de curvas é necessario
garantir que nao é possivel interpor duas retas, e nao apenas uma, entre as curvas consideradas.

Giusti (1990, pp. 40-41) critica esta definigdo de tangéncia na andlise que faz dos Principios
de Mathematica. Embora reconheca que se trata de uma definicao mais geral que a de reta
tangente, considera-a desnecessaria uma vez que os desenvolvimentos da geometria analitica
tinham ja resolvido, & época de Anastdcio da Cunha, os problemas em torno deste conceito e
da sua generalizacao. No prologo dos seus Principios de Geometria Anastacio da Cunha parece

antever estas criticas:

Na praze os bem sabidos teoremas algebraicos e fluriondrios emendam este defeito
[falta de generalidade na defini¢ao de tangéncial mas, para se adotarem, € necessdrio
primeiramente rejeitar a imperfeita defini¢ao que os contradiz. (Cunha, s.d., Prélogo,

fl. 7v)

A apresentagdo de uma nova definigao por Anastdcio da Cunha ilustra assim o rigor da sua
obra. Embora existam, de facto, resultados que permitem a determinacao de retas tangentes a
diversas curvas, é necessario que o conceito que se vai determinar/estudar esteja corretamente
definido, pelo que o nosso matemaético apresenta uma definicao puramente geométrica, mas de tal
forma genérica que pode ser utilizada nao sé no ambito da geometria euclidiana, como também

nas geometrias analitica e diferencial.

5.2.2 As proposigoes

No que diz respeito ao caso particular da reta tangente ao circulo, Anastacio da Cunha enunciard
nas suas obras apenas duas proposicoes sobre ele: um teorema e um problema.
O primeiro resultado relativo ao conceito de reta tangente ao circulo é a Proposi¢ao 6 do

livro II dos Principios Mathematicos:

Proposic¢ao II, 6: A reta, que passa pelo extremo da corda de um arco de circulo, se
faz com esta corda um dngulo igual ao que estd no arco externo, toca naquele ponto
ambos o0s arcos, externo e interno; e se toca naquele ponto um dos arcos, também
toca o outro, e faz com a corda angulos iguais aos que estGo nos arcos externos, cada

um a cada wm. (Cunha, 1790, pp. 15-16)
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Notemos que esta proposi¢do, que enuncia uma equivaléncia, contém no seu enunciado a
Proposigao 111, 32 dos Elementos, uma vez que a proposicao enunciada pelo matemético grego
corresponde a segunda implicagao enunciada por Anastdcio da Cunha. Vejamos a demonstragao

do resultado apresentado nos Principios Mathematicos:

Demonstragao:

Pelo extremo A da corda AB de um arco do circulo ABC' [Fig. 5.4]esteja tirada
a reta DAF fazendo o angulo BAF igual ao dngulo AC'B que estd no arco ACB
externo a respeito do angulo BAFE. Digo que DE toca em A os arcos AFB, ACB.

A reta que se tirar do ponto A a qualquer outro ponto do arco AF' B, estard toda

143 e fard com AB um angulo que por estar em arco > ACB,

dentro do circulo [2.5]
serd < ACB [2.4.cor.]'*, e logo também < BAE: logo esté o arco AFB todo entre

AB e AFE.

Figura 5.4: Tlustragdo da primeira parte da demonstragao da Proposicao II, 6.

Se é possivel, tire-se do ponto A entre AE, e o arco AFB uma reta AG. Pois
é o angulo BAE = BCA [por suposi¢aol, serd o angulo BAG < BCA: faga-se
pois o angulo BCH = BAG, e tire-se AH. Sera também o angulo BCH = BAH
[2.4.cor.]'#?] e logo também o angulo BAH = BAG. Absurdo.

Logo, entre AFE, e 0 arco AF B nao pode tirar-se do ponto A reta alguma:logo AF

e 0 arco AF'B tocam-se em A.

143 proposicdo II, 5: Na corda de um arco de circulo ndo hd ponto, que ndo esteja dentro do circulo, exceto os
extremos. (Cunha, 1790, p. 15)

144 proposi¢do II, 4. Corol. 1: Em maior arco estd menor dngulo, e maior dngulo estd em menor arco.
(Cunha, 1790, p. 15)

145 Proposicao II, 4. Corol. 2: dngulos iguais estdo em arcos iguais; e em arcos iguais estio dngulos iguais.
(Cunha, 1790, p. 15)
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De um ponto qualquer F' do arco AF'B tirem-se as retas FFA e F'B: serdo iguais a
dois retos os angulos ACB, AFB juntos [2. 4. cor]'4®: mas também os dois BAE,
BAD juntos sdo iguais a dois retos [1. 6. cor.]'*"; logo os dois ACB, AFB juntos
s@o iguais aos dois BAE, BAD juntos: mas é o angulo BAD = AF B [supp.]; logo
também o angulo BAD = AF B; e logo também AD, e o arco AC'B se tocam em A.

Toquem-se em [ o arco IL do circulo ILM e a reta IN [Fig. 5.5]. Tire-se a reta
IL. Faga-se no arco externo um angulo LMI. Digo eu o angulo LIN = LMI. Se
possivel ; nao seja o angulo LIN = LMI. Faca-se o angulo LIO = LMI; sera
também IO tangente ao arco IL em I [dem], mas do ponto I podem tirar-se entre
as retas 1N, IO quantas retas se quiser; logo entre o arco IL, e uma sua tangente
poderao tirar-se duas retas, contra a definigao III, e logo o angulo LIN = LM]I.

Pois o angulo LIN é = LM, tocara a reta NIP ambos os arcos [dem|. B

Figura 5.5: Tlustragao da segunda parte da demonstracao da Proposicao II, 6.

Embora os Principios Mathematicos sejam escritos seguindo a estrutura dos classicos gregos,
Anastéacio da Cunha néo se coibe de utilizar os mais recentes desenvolvimentos da matematica,
nomeadamente a introducao de notagao matematica com os simbolos de maior, menor e igual,
mostrando a capacidade exemplar de Anasticio da Cunha em aliar o tradicional ao moderno.

Anastacio da Cunha apresenta em seguida corolarios que resumem as propriedades mais
conhecidas do conceito de reta tangente ao circulo e que correspondem as proposicoes usualmente

associadas a este conceito nos Elementos.

1. Desta proposicao, e do principio da sua demonstragao se colige que a reta, que

146 proposicdo II, 4. Corol. 4: No quadrildtero inscrito em um circulo [isto é, no quadrildtero, que tem
o0s vértices de tosos o0s seus angulos na circunferéncial cada dois dnguls opostos sdo, juntos, iguais a dois retos.
(Cunha, 1790, p. 15)

Y7 proposigdo I, 6. Corol. 2: O dngulo que tem os seus lados em direitura € igual a dois retos. (Cunha,
1790, p. 8)
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toca a circunferéncia de um circulo em um ponto, ndo a encontra em outro ponto.

(Cunha, 1790, p. 17)

Este coroldrio nao se encontra demonstrado nos Principios Mathematicos, embora encontre-
mos a sua demonstracao nos Principios de Geometria. Na verdade, tal demonstracao assenta
num resultado ainda nao demonstrado nos Principios Mathematicos pelo que nao pode ser aqui
utilizada. Notemos que este primeiro corolério, que enuncia a unicidade do ponto de tangéncia,
nao se encontra nos Elementos, embora seja possivel encontrar este resultado em diversas edigoes
da obra do matematico grego, tais como as de Tacquet e Manuel de Campos.

Anastédcio da Cunha explora, no corolario 2, a relagao de perpendicularidade entre a tangente

e cordas passando pelo ponto de tangéncia:

2. A reta, que passa pelo centro, e pelo ponto de contacto, faz angulos retos com a
tangente; e a reta que no contacto faz angulo reto com a tangente, passa pelo centro

[produzida, se necessdrio for]. (Cunha, 1790, p. 17)

As duas afirmacoes enunciadas neste corolario correspondem, respetivamente, as Proposigoes
18 e 19 dos Elementos e, novamente, nao se encontram demonstradas. Contudo, Anastacio da
Cunha demonstra este coroldrio nos Principios de Geometria nos seguintes termos:
O angulo que estd em semicirculo é reto [4. cor.!#¥]; e o arco em que estiver um
angulo reto nao pode ser maior nem menor que semicirculo [4. cor.]. (Cunha, s.d.

Livro I, fl. 4)

Notemos que nesta demonstragao Anastiacio da Cunha se limita a indicar qual o resultado
que, em conjunto com a Proposicao II, 6 permite demonstrar o corolario, num exemplo da forma
sintética como expoe os seus resultados.

O corolério seguinte corresponde ao resultado tradicionalmente associado ao conceito de reta
tangente ao circulo: a relagao de perpendicularidade entre a tangente e o raio pelo ponto de

tangeéncia:

3. A reta, que de um ponto da circunferéncia de um circulo faz angulo reto com uma

reta, que passa pelo centro, toca nesse ponto a circunferéncia. (Cunha, 1790, p. 17)

148 proposicdo II, 4. Corol. 3: O dngulo que estd em semicirculo, é reto; o que estd em arco maior que
semicirculo, agudo; e o que estd em arco menor que semicirculo, obtuso. (Cunha, s.d., Livro II, fl. 2v)
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Este coroldrio corresponde ao porisma da Proposicao II, 16 dos Elementos, e que se deduz
de forma imediata da primeira parte dessa proposicao. Mais uma vez a demonstracao deste
coroldrio nao é aqui apresentada.

O estudo das propriedades do conceito de reta tangente ao circulo termina com o enunciado

de um tultimo corolério:

4. Um arco de circulo nao pode em um mesmo ponto tocar duas retas. (Cunha,

1790, p. 17)

Este corolario nao se encontra, a semelhanca dos anteriores, demonstrado e é equivalente a se-
gunda arte da Proposigao I1I, 16 dos Elementos, pelo que vemos Anastacio da Cunha apresentar
numa tnica proposicao, e respetivos corolarios, todas as proposicoes dos Elementos relacionados
com as propriedades do nosso conceito. Contudo, a ordem original pela qual apresenta estes
resultados faz com que as demonstragoes se tornem bastante mais simples do que nos Elementos,
sendo possivel obter grande parte dos resultados como corolarios de uma sé proposicao. Assim,
parece-nos que a ordem escolhida por Anastdcio da Cunha nao poderia ter sido arbitraria, mas
sim demonstrativa de uma profunda reflexao em torno dos conceitos e das suas propriedades,
que resulta na capacidade de sintese e concisao que lhe sao reconhecidas.

Terminado o estudo das propriedades da reta tangente ao circulo seria de esperar que surgisse,
numa das proposigoes seguintes, o método de construcao dessa tangente, contudo tal método

apenas ¢ enunciado no livro VII dos Principios Mathematicos nos seguintes termos:

Proposicao VII, 3: De um ponto dado tirar uma reta que toque um circulo dado.

(Cunha, 1790, p. 86)

Embora esta proposi¢ao corresponda a Proposicao I, 17 dos Elementos, a abordagem de
Anastécio da Cunha é bastante diferente da que usualmente encontramos nas edi¢des da obra
de Euclides. Anasticio da Cunha comega por apresentar uma investigagdo sobre a resolugao
deste problema, investigacao essa onde aplica o método analitico, isto é, supondo o problema

resolvido:
Investigacao

Se o ponto dado estiver dentro do circulo dado, serd impossivel o que se pede.

Esteja o ponto A na circunferéncia [Fig. 5.6]. Suponha-se AD a tangente pedida:

tire-se o raio AF, que serd perpendicular a AD [2. 6. cor.]
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Esteja o ponto A fora do circulo BC. Suponha-se AB a tangente pedida: tire-se o
raio BF": sera reto o angulo ABF' [2. 6. cor.].

\\ / rd -/ \\\ N
bk QLT NN
\ /A - )
\ p \ /

\\\v// \\ P

Figura 5.6: Tlustragao da demonstragao da Proposigao VII, 3.

Salientemos que Anastdcio da Cunha considera todas as posi¢oes possiveis para o ponto A o
que nao acontece nos Elementos. Com esta investigagao, Anastdcio da Cunha consegue perceber
quais os passos necessarios a resolucao deste problema, resolucao que é apresentada ao leitor

recorrendo ao método sintético:

Composigao

Esteja o ponto A na circunferéncia [Fig. 5.6]. Tire-se o raio AE: levante-se AD

perpendicular a AE: serd AD a tangente pedida [2. 6. cor.]

Esteja o ponto A fora do circulo BC. Ache-se o centro F, e tire-se AF. Sobre o
diametro AF descreva-se o semicirculo ABF (isto é, sobre AF como corda descreva-
se o arco de circulo ABF capaz de angulo reto [7. 2.]'?), o qual cortard a circun-
feréncia BC' em algum ponto B. Tire-se AB que serd a tangente pedida.

1507: e logo a reta AB

Tire-se BF. Serd reto o angulo ABF [construgao e 2.4. cor.

tangente ao circulo [2. 6. cor.]. B

E de referir que este método de resolucao de problemas, utilizando o método analitico na
investigagao e o método sintético na composigao, é o método escolhido por Anasticio da Cunha
para a resolugao dos problemas que apresenta neste livro VII, sendo um exemplo da forma eximia
com que Anasticio da Cunha aplica ambos os métodos sintético e analitico na sua obra.

A semelhanca do que acontece com a Proposicao II, 6 dos Principios Mathematicos, também
aqui o facto de Anasticio da Cunha apresentar esta proposi¢do numa ordem pouco ortodoxa
torna a sua demonstracao mais simples, fruto da utilizacao do teorema da construcao do arco

capaz de um angulo reto. Notemos também que este resultado se encontra num livro dedicado

149 proposicao VII, 2: Sobre uma reta dada como corda descrever um arco de circulo capaz de um dngulo dado.
(Cunha, 1790, p. 85)
150 proposicdo II, 4, coroldrio 3: O dngulo que estd em semicirculo € reto. (Cunha, 1790, p. 15)
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a resolucao de problemas envolvendo o circulos, sendo a sua localizacao escolhida em funcao do
tipo de proposicao e nao apenas de conteudo. Esta proposicao é seguida de dois coroldrios que
enunciam resultados que nao se encontram usualmente nas obras de geometria portuguesas do

século XVIII:

Coroldrio

1. De qualquer ponto, que esteja fora de um circulo, podem tirar-se duas retas que

toquem esse circulo.

2. E essas retas serdao iguais entre si. (Cunha, 1970, p. 87)

O primeiro destes coroldrios nao se encontra demonstrado por Anastdcio da Cunha, talvez
devido ao facto de, novamente, ser uma demonstracao evidente, que assenta apenas no facto de
sobre um segmento de reta ser possivel descrever dois semicirculos. A demonstracdo do segundo

corolério é apresentada por Anasticio da Cunha nos seguintes termos:

As retas GH, GI toquem nos pontos H e I o circulo HI [Fig. 5.7]. Tirem-se os
raios IL e LH. Serao retos os angulos GHL e GIL [2. 6. cor], e logo agudos os
angulos HGL e LGI [I. 12]; mas os angulos GH L, GIL sao iguais entre si; e por ser
LH =LI,e GL: LH = GL : LI, logo também serd GH : GL = GI : GL [5. 8]',
e logo GH = GI [3. 3. cor.]'®2. B

(vt 1 &

AN

Figura 5.7: Tlustragdo da demonstracao do coroldrio da proposi¢ao VI, 3.

Anastéacio da Cunha termina assim o estudo do conceito de reta tangente ao circulo nos seus
Principios Mathematicos, embora utilize a sua nocao de tangéncia na procura de uma solucao

para a questao do angulo de contingéncia.

151 proposicdo V, 8: Se um dngulo de um tridngulo for igual a wm dngulo de outro tridngulo; e os lados de
outros dois angulos, um de um triangulo, outro do outro, forem proporcionais; o0s terceiros angulos serdo, ou iguais
entre si, ou juntos iguais a dois retos. (Cunha, 1790, p. 66)

152 proposicdo III, 3, Coroldrio: Consequentes iquais entre si tém antecedentes iguais entre si. (Cunha, 1790,

p. 22)
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5.3 José Anastacio da Cunha e o “desaventurado cornicular”

Anastacio da Cunha critica, no Prélogo dos seus Principios de Geometria, a definicao de angulo
proposta por Euclides nos seus Elementos'®3pelo que apresenta nos seus Principios Mathemati-

cos uma definicdo alternativa deste conceito:

Definigcao I, 7: Angulo é a figura, que duas linhas formam concorrendo em um

ponto. Este ponto chama-se Vértice; e as linhas Lados. (Cunha, 1790, p. 1)

Anastéacio da Cunha a palavra “inclinagao” que criticara duramente por ser, tal como “a4ngulo”igualmente
confusa e vaga e pouco familiar.

Apesar das objegoes a este conceito, a questao que lhe merece uma critica mais profunda é
a consideracao do angulo de contingéncia como um verdadeiro angulo e a sua comparagao com

angulos retilineos, efetuada por Euclides na Proposicao III, 16 dos Elementos:

Nenhum porém € tdo digno de nota como o da décima sexta do terceiro, pelas muitas
perplexidades, e relevantes paradoxros, que introduziu na matemdtica. Ali Fuclides
(ou talvez algum dos seus antigos editores), supondo que o circulo e a tangente for-
mam angulo, contradiz manifestamente a defini¢ao oitava do primeiro. Supondo esse
angulo menor que qualquer angulo agudo, contradiz manifestamente a proposi¢ao pri-
meira do décimo. Enfim os gedmetras sabem quanto se tem guerreado por causa do

desaventurado kepaTwdns (Cunha, s.d., Prélogo, fl. 10-10v)

Para contrariar a comparacao entre o angulo de contingéncia e um angulo retilineo agudo,

Anastacio da Cunha recorre a Proposi¢ao X, 1 dos Elementos:

Proposicao X, 1: Dadas duas grandezas desiguais, se da maior se subtrair uma
grandeza maior que a sua metade, e da restante se subtrair uma grandeza maior que
a sua metade, repetindo continuamente este processo, restard uma grandeza menor

que a menor das grandezas inicialmente consideradas. (Heath, 1956, vol. III, p. 14)

Deste modo, ¢ facil verificar que considerando o angulo de contingéncia e um angulo retilineo
agudo, e aceitando a Proposicao III, 16 de Euclides como verdadeira, o dngulo retilineo agudo
sera o maior dos angulos considerados. Assim, aplicando-lhe a Proposicao X, 1, restara sempre
um angulo agudo, cada vez mais pequeno que, pela Proposicao III, 16, serd sempre maior

que o angulo de contingéncia, logo a Proposi¢ao X, 1 nao seria valida. Uma vez que se aceita a

153 A estre propésito veja-se Duarte et al (2006, pp. 232-234).

156
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Proposigao X, 1, principio basilar do método de exaustao de demonstracao, nao é possivel aceitar
como verdadeira a comparacao entre o angulo de contingéncia e o angulo retilineo agudo.

Anastacio da Cunha termina a critica que faz a Proposicao III, 16 dos Elementos fazendo
referéncia as quezilias em torno deste angulo, denominando-o mesmo de “desaventurado corni-
cular”.

A definigao alternativa de angulo apresentada por Anasticio da Cunha nos seus Principios
Mathematicos, assim como todo o tratamento dado ao conceito de reta tangente nessa obra,
evitam esta questao polémica ao mesmo tempo que permitem a deducgao de todos os resultados
usualmente associados a reta tangente ao circulo.

A originalidade de Anasticio da Cunha é criticada por Giusti (1990, pp. 40-41):

Mas o prego que devemos pagar para a obter [generalizagdo do conceito de tangéncial
€ muito elevado, pois faz esquecer uma das licoes mais importantes da geometria
cartesiana, nomeadamente que o angulo entre duas curvas é o angulo entre as suas

tangentes (...). (Giusti, 1990, p. 41)

Embora nao o defina diretamente desta forma, Anastdcio da Cunha considera de facto o
angulo entre duas curvas como o angulo entre as tangentes, em particular enquanto quantidade,
como é possivel ver pela definicao de quantidade de angulo curvilineo que apresenta no livro

XVI dos seus Principios Mathematicos:

Definicao XVI, 8: Quantidade de um angulo curvilineo é o angulo que fazem as

retas que no vértice tocam os lados. (Cunha, 1790, p. 229)

Esta definicdo, a exemplo da de Azevedo Fortes, que estuddmos anteriormente, permite
a comparacao entre diferentes tipos de angulos, uma vez que todos sao reduzidos a angulos
retilineos. E também de notar que a definicao apresenta faz com que o angulo de contingéncia
seja uma quantidade nula, ndo sendo sequer um angulo, uma vez que considerando o angulo
retilineo cujos lados sao as tangentes dos lados do angulo de contingéncia obtemos apenas uma
reta, a prépria tangente, que consigo prépria apenas faz o angulo nulo, angulo que a época
contraria a definicdo apresentada.

Anastdcio da Cunha apresenta mais uma vez nao sé criticas pertinentes mas uma solucao
para os problemas que encontra nos fundamentos da matematica, procurando que o seu leitor
nao seja confrontado com questoes dibias mas sim com todas as ferramentas necessarias para a

resolucao dos problemas.
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5.4 Anastacio da Cunha & Joao Angelo Brunelli

Anastacio da Cunha, enquanto professor de geometria na Faculdade de Matemaética da Univer-
sidade de Coimbra, tem de lecionar os fundamentos da geometria euclidiana seguindo Euclides.

Anastédcio da Cunha, apesar do reconhecido valor que atribui & obra do matemético grego,
nao deixa de lhe imputar alguns defeitos pelo que tenta utilizar um compéndio da sua autoria
para esta lecionacao, havendo disso registo na ata de 20 de abril de 1776 da Congregacao de

Matematicas:

E propondo o Doutor José Anastdcio Lente de Geometria um Compéndio dos Ele-
mentos prdticos da mesma Geometria, por método mais breve e mais fdcil para os

Estudantes aprenderem; se mandou examinar pelos mais professores. (Actas, 1982,

p. 30)

Apesar da indicacdo de que esta obra seria examinada pelos restantes professores nao se
encontra, em nenhuma outra ata, qualquer referéncia ao resultado deste exame. Encontramos

sim referéncia a este facto nas reminiscéncias do Morgado de Mateus que a este propdsito escreve:

Na propria Congregacdo em que propds que lhe deixassem ensinar os estudantes sem
se adstringir aos Elementos de Euclides - sempre fastidiosos aos principiantes e que
nao os desembrulham para, por si mesmo, exrercitarem a invencao e a aplicacdo a

prdtica - negou-se-lhe. (Rodrigues et al, 2013, p. 62)

Assim, Anastacio da Cunha encontra-se numa situagao paradoxal: tem de ensinar os funda-
mentos da geometria utilizando Euclides, havendo indica¢oes da Universidade para que se utilize
a traducao de Joao Angelo Brunelli, mas defende uma abordagem diferente a estes fundamentos
que, posteriormente, apresenta nos Principios Mathematicos. Essa visao dispar é evidente no

que diz respeito ao tratamento dado ao nosso conceito.
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5.4 Anastécio da Cunha & Jodo Angelo Brunelli

FElementos

Brunelli, 1768

Cunha, 1790

Definigao 111, 2

Valida apenas para o circulo.

Definicaio geral de tangéncia,

aplicavel a todo o tipo de curvas.

Proposicao II1, 16

O enunciado da primeira parte é
o classico, apresentando uma in-
terpretacao original da questao do
angulo de contingéncia, sem lhe efe-
tuar qualquer referéncia.

Apresenta o porisma de Euclides,
explicitando a relacao de perpendi-
cularidade entre a tangente e o raio
pelo ponto de tangéncia.

Prova a unicidade do ponto de

tangéncia.

Apenas o porisma é apresentado de
forma explicita.

Enuncia, como corolarios da Pro-
posicao II, 6 dos Principios Mathe-
maticos a unicidade da tangente e o
ponto de tangéncia.

A formulacdo da proposicao que
encontramos em FEuclides é alvo
de criticas no prélogo dos Princi-
pios de Geometria, nao sendo aceite
como verdadeira a comparagdo en-
volvendo o angulo de contingéncia e

o angulo do semicirculo.

Proposigao III, 17

Apresenta a resolucdo do problema
para os casos em que o ponto estd
sobre a circunferéncia ou no exterior

do circulo.

Resolve o problema para todas as
posigoes possiveis do ponto (interior
do circulo, sobre a circunferéncia ou
exterior do circulo).

A resolucdo propriamente dita é an-
tecedida de uma investigacao onde é
aplicado o método analitico.

A demonstracao utiliza a construcao
do arco capaz do angulo reto.
Contém um coroldrio onde é pro-
vada a existéncia de duas tangentes

iguais em inclinacao e comprimento.

Proposicao III, 18
e Proposicao III,
19

Sao enunciadas separadamente, se-

guindo Euclides.

Sao apresentadas num unico co-
rolario, numa formulacao que torna
evidente o facto de serem reciprocas

parciais.

Proposigao III, 32

Enunciada apenas uma implicacao,

seguindo Euclides.

Resultado principal sobre o nosso
conceito, a partir do qual todos os
outros sao deduzidos.

Além do resultado enunciado por
Fuclides

reciproco.

¢ demonstrado o seu

Tabela 5.1: Estudo comparativo entre Jodo Angelo Brunelli

e José Anastdcio da Cunha.
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5.5 O conceito de reta tangente a uma curva no calculo diferen-

cial de Anastacio da Cunha

Anastacio da Cunha, reconhecendo o rigor e a exatidao do método geométrico, pretende aplica-
lo ao céalculo diferencial. Uma reflexao a este propdsito encontra-se nos Principios do Calculo
Fluzionario, um manuscrito que se encontra no Arquivo da Casa de Mateus e cuja versao
mais completa, embora apdgrafa, se encontra publicada na obra José Anastdcio da Cunha Os
Inéditos'™*.

No prélogo dos Principios do Calculo Fluxionario, Anastacio da Cunha defende uma abor-

dagem ao calculo semelhante a utilizada na geometria:

Pode pois ensinar-se a doutrina das fluxdes sem recorrer a nogoes alheias da geome-
tria. (...)

Com a fraseologia e cldusulas que proponho, fica este nobilissimo método estabelecido

sobre nogoes geométricas (...). (Cunha, 1780, s.p.))

E assim evidente a vontade de Anastdcio da Cunha em unir a geometria e andlise, o que no
caso do nosso conceito é particularmente relevante dado o seu estudo nos dois contextos.

Para entender o tratamento dado por Anasticio da Cunha ao conceito de tangente a uma
curva, e os respetivos métodos comecemos por analisar os conceitos fundamentais do calculo

diferencial apresentados pelo nosso autor.

5.5.1 Os conceitos fundamentais do calculo diferencial no livro XV dos Prin-

cipios Mathematicos

O primeiro conceito apresentado por Anasticio da Cunha é o conceito de variavel que é definido

nos seguintes termos:

Definicao XV, 1. Se uma expressio admitir mais de wm valor, quando outra

expressao admite um s6, chamar-se-d esta constante, e aquela varidvel. (Cunha,

1790, p. 193)

A esta definicdo, que é a definicdo atual de constante e varidvel, segue-se a definicdo de
quantidade infinita e infinitésimo, dois dos conceitos mais relevantes para o entendimento e

fundamentos do célculo infinitesimal.

154Um estudo deste manuscrito encontra-se em Domingues et al (2006, pp. 265-275).

160



5.5 O conceito de reta tangente a uma curva no cédlculo diferencial de Anastacio da Cunha

Definicao XV, 2. A variavel que poder sempre admitir valor maior que qualquer
grandeza que se proponha chamar-se-d infinita; e a varidvel que poder sempre admi-
tir valor menor que qualquer grandeza que se proponha, chamar-se-d infinitésima.

(Cunha, 1790, p. 193)

Como nota Youschkevitch (1973, p. 17) Anastdcio da Cunha nao utiliza a noc¢ao de infinito
em potencial nem a nocao de limite nestas suas definicoes. De resto, o uso do infinito em
potencial, ou infinito escolastico, é apontado por Anastdcio da Cunha como sendo a causa das

dificuldades de entendimento do célculo infinitesimal:

(...) o verdadeiro objeto das controvérsias acerca das fluxdes € o infinito escoldstico.

(Cunha, 1780, s.p.)

A comparacio de grandezas efetuada na Definicdo XV, 2, em que uma grandeza é apresen-
tada como sendo sempre inferior/superior a uma grandeza dada, é algo comum nos Elementos,
podendo nés inferir, desde logo a intencao de Anasticio da Cunha em tratar o calculo fluxionario
com o rigor e as ferramentas da geometria.

A terceira definicdo apresentada neste livro é a definicao de funcao:

Definicao XV, 3. Se o valor de uma expressio A depender de outra expressiao B,

chamar-se-d A funcdo de B; e B raiz de A. (Cunha, 1790, p. 193)

A esta definicdo segue-se a notacdo a utilizar: as primeiras letras do alfabeto para as cons-
tantes; as 1ultimas letras do alfabeto para as varaveis; letras gregas maitsculas para as fungoes.
A definicao 4 do livro XV é reconhecidamente uma das definigbes mais notaveis de Anastacio

da Cunha: a definicao de fluxao:

Definicao XV, 4. Escolhida qualquer grandeza, homogénea a uma raiz x, para
se chamar fluxdo dessa raiz, e denotada assim dx; chamar-se-d fluxdo de 'z, e

dl'z

. , , r =y
se denotard assim de dU'z, a grandeza que faria °zF constante e Detde)-Tz _ dle

dx dx
infinitésimo ou cifra, se dx fosse infinitésimo, e constante tudo o que nao depende

de dz. (Cunha, 1790, p. 194)

Como nota Youschkevitch (1973, pp. 18-19) esta defini¢ao é equivalente a definigao atual de
diferencial de uma funcao, apresentando-a mesmo como a primeira definicdo analitica e rigorosa

de diferencial.
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E também de notar que, nesta definicdo, Anastacio da Cunha une a terminologia de Newton
a notacao de Leibniz, optando pela terminologia de um dos seus autores de referéncia, mas
abdicando da sua notagao.

As fluxées de ordem superior sdo também definidas por Anastédcio da Cunha:

Definicao XV, 5. d(dz) chama-se sequnda flurdo de z; d(d(dz)), terceira fluzdo
de z; e assim por diante. (Cunha, 1790, p. 194)

Anastdcio da Cunha utiliza estas defini¢cbes para deduzir, nas primeiras proposicoes deste
livro XV, regras para a determinacao das fluxoes de diversas funcoes, aliando em seguida o
conceito de fluxao ao de tangente para a resolucao do problema genérico da determinacao de

retas tangentes a curvas.

5.5.2 As proposicoes

A primeira proposicdo envolvendo o célculo diferencial em que Anasticio da Cunha utiliza o
conceito de tangente é a proposi¢ao 14 do livro XV onde o nosso matematico relaciona o conceito

de tangente com o problema da retificacao de curvas:

Proposi¢cao XV, 14. A reta GH [Fig. 5.8] toque a mesma curva no ponto C [Fig.
5.8/, e encontre em G e H as coordenadas EA, ED, produzidas se necessdrio for: se
BE for flurdo de AB, serd FH flurdo da ordenada BC, e CH fluxdao do arco AC.
(Cunha, 1790, p. 201)

=
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Figura 5.8: Tlustragdo da Proposicao XV, 14.

Esta proposicao comega por referir uma curva que nao estd definida, tratando-se da curva
que Anasticio da Cunha tinha anteriormente considerado na Proposicao XV, 1315, A demons-
tracao desta proposicao, onde sao enunciados dois resultados distintos é apresentada de forma
sucinta, nao apresentando Anastdcio da Cunha uma justificagao detalhada de vérios dos passos

apresentados:

155 Represente AB a abcissa, e BC' a ordenada correspondente ao arco qualquer AC de wma curva reqular AD
[isto €, de uma curva, cuja ordenada € func¢ao da abcissal (...). (Cunha, 1790, p. 200)
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Tire-se a corda CD, e tire-se GI paralela a C'D. Suponha-se AB constante, e BE
infinitésima, e seja proposta qualquer linha A: tome-se BE < \: e se C'I nao sair
< A, tome-se CI < M\, e tirada GI, tire-se CD paralela a GI; e cortara CD o
arco em algum ponto D, por se nao poder tirar entre a tangente CH e o arco CD
reta alguma: tirada entao a ordenada DFE, serda BE ainda menor do que se havia

suposto: logo AB constante, e BE infinitésima fariam GB, BC e CG constantes,

1156

e CI e por consequéncia CG «~ G infinitésima. Os triangulos semelhantes dao

% [: g—g] = %; logo AB constante e BE infinitésima fariam % constante, e

%‘EBC — % [= % - % = i% = %] infinitésimo. Logo se BE for fluxao de

AB, serd F'H fluxao da ordenada BC'.

: clD . CD CG+DH L GI
E oarco ClD >(CD,e < CH + DH,; logoﬁ>ﬁ,e<#15‘coe, > Ba, e

< g—g + g—é: Mas AB constante e BF infinitésimo fariam GI = CG £ in finitesimo,

e CI infinitésimo; e logo % > % + infinitesimo, e < % + infinitesimo;
e logo %—g = g—g + infinitesimo; e logo % [: g—g] constante, e % —

CH[_ CID CH _ CG . .. . __CHT ; ol ~
BE [— BE — BE = Be T infinitesimo BE] infinitésimo. Logo, se BE for fluxao

de AB, serd CH fluxao de AC. B

Nesta demonstracao, Anastacio da Cunha deduz que % = %, resultado que apresenta em

termos geométricos no manuscrito Principios de cdlculo fluxiondrio:

(...) vemos que a flurao do arco é para a da abcissa como a tangente para a subtan-

gente. (Cunha, 1780, s.p.)

Como notam Domingues et al (2006, p. 268) a tangente corresponde ao comprimento de
CG e a subtangente ao comprimento de GB, pelo que a fluxdao do arco AC' serd dada por
%. Considerando a curva num referencial ortogonal vem que a tangente é a hipotenusa de
um triangulo retangulo cujos catetos sao a ordenada e a subtangente pelo que, se for conhecida
a subtangente fica o triangulo completamente determinado, resumindo-se a determinagao do
comprimento do arco a um problema de integragdo. Anastdcio da Cunha estabelece assim a
equivaléncia entre o problema da determinacao da reta tangente a uma curva por um ponto
dado com a determinagao do comprimento do arco.

Na primeira parte desta proposicao Anasticio da Cunha apresenta, implicitamente, um

GB BE

método que permite a determinagao da subtangente uma vez que &g = 7, de onde resulta

1560 sfmbolo « é utilizado por Anastécio da Cunha para denotar a diferenca entre duas grandezas.
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que a subtangente é dada por yz—‘;, sendo y a ordenada do ponto, dr a fluxao da abcissa e dy a
fluxao da ordenada.
Anastacio da Cunha aplica este resultado na determinagao da reta tangente a curvas es-

pecificas, sendo as primeiras curvas estudadas as secgdes conicas:

Proposicao XVII, 1. Por um ponto A, dado em um arco AB de seccao conica,

também dado, tirar uma tangente. (Cunha, 1790, p. 237)

Este enunciado é valido para qualquer seccao coénica, apresentando Anasticio da Cunha
um método geral para este problema e nao um método especifico para cada uma das cénicas.

Vejamos a resolucao deste problema que o nosso autor propoe:

Ache-se o vértice C e a posicao de algum diametro C'D [Fig. 5.9]; tire-se a ordenada
AD paralela as cordas, que C'D corta pelo meio, e se chame y; Chame-se CD x, e
achem-se os coeficientes que fazem y2 = Ax + Bz?:17 Represente AFE a tangente, e

encontre em F o didmetro DC' produzido.

Sera % = dy [XV, 14], e logo DE = ydw A equacao da 2ydy = Adx + 2Bxdx, e

2
o A+Bz
logo 4% dy = A+2Br7 logo ¢ DE = A+2Ba¢ At2pg X 2¢. A

Le Coroltariar

Figura 5.9: Tlustragao da Proposigao XVII, 1.

Anastacio da Cunha apresenta assim o método usual, a época, de determinagdo da reta
tangente a uma curva, método que consiste em determinar o comprimento da subtangente. Fica
evidente nesta proposi(;éo o resultado provado na Proposicao XV, 14, que d4 o comprimento da
subtangente como £~ y . Para obter esta subtangente é necessario calcular a derivada da expressao
analitica da funcao que define a curva, aplicando-se as regras de diferenciacao anteriormente

apresentadas no livro XV.

157 Anastacio da Cunha deduz, na segunda proposicao do Livro XIV, a equacio das seccoes cénicas concluindo
que uma cénica tem uma equagio do tipo 0 = ¢z + 6z + (y? (Cunha, 1790, pp. 172-173).
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Uma vez que esta proposicao contém o comprimento da subtangente a qualquer conica,
em fungdo dos coeficientes que a definem, Anasticio da Cunha apresenta em seguida, como

coroldrios, os casos particulares em que a curva é uma parabola e uma elipse:

Coroldrio 1. Seja a curva a Pardbola. Serd B =0 logo DE = 2x. (Cunha, 1790,
p. 236)

Os valores das constantes A e B para cada uma das curvas resultam do estudo das secgbes
cénicas efetuado no livro XIV por Anastdcio da Cunha, onde o matemaético portugués estuda as
condicdes que satisfazem os coeficientes da equacdo geral para se obter cada uma das cénicas'®®
obtendo-se o valor da subtangente substituindo A e B no resultado geral e por manipulacao

algébrica, numa demonstragao que Anasticio da Cunha nao apresenta na sua obra.

No caso da elipse tem-se o seguinte corolario:

Coroldrio 2. Seja Elipse; e F' o centro. Chame-se CF f, e outro semidiametro

conjugado g; Serd A = %, e B= —?—z, e logo DE = 2;:;1". (Cunha, 1790, p. 237)

Tal como no caso da pardbola nao é aqui apresentada uma demonstracao detalhada deste
coroldrio.

Anasticio da Cunha nao enuncia qualquer resultado sobre a tangente a hipérbole, talvez
devido a semelhanca de tratamento com a elipse, dado as equacoes das duas curvas serem do
mesmo tipo, o que resultaria em calculos semelhantes e resultados analogos. Tendo em conta a
forma sintética com que Anastdcio da Cunha escreve a sua obra, ndo é de estranhar que evite a
apresentacao de exemplos em tudo semelhantes.

Contudo, Anastdcio da Cunha apresenta uma caracterizagao completa da tangente a elipse,
analisando no coroldrio seguinte o caso particular em que o ponto de tangéncia corresponde ao

vértice do semidiametro g, ou seja, o caso em que x = f:

. . , . c7eA . 2
Coroldrio 3. Seja o ponto do contacto o vértice do semidiametro g: Sera DE = %;
expressao absurda, que, contudo, indica ndo concorrerem entdo a abcissa e a tan-
gente. Por consequéncia, a tangente, tirada pelo vértice de um diametro, € paralela

ao outro diametro conjugado. (Cunha, 1790, p. 237-238)

Notemos que, considerando os eixos ortogonais e na posicao usual - horizontal e vertical - a

reta tangente assim encontrada pode ser vertical.

158Um estudo detalhado da abordagem de Anastécio da Cunha as seccdes cénicas pode ser encontrado em Vieira
(2006, pp. 109-156).
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O corolario 4 prende-se com o caso em que, na elipse, a abcissa e a intersecao da subtangente

com o eixo estao em lados opostos do centro.

Coroldario 4. Quando x excede a f, sai negativo o valor da subtangente DE, e

indica jazerem a abcissa e a subtangentes para partes opostas. (Cunha, 1790, p. 238)

Anasticio da Cunha termina o estudo desta proposicao com a determinacao, para a elipse,

da distancia entre o centro e o ponto onde a tangente interseta o eixo.

Coroldrio 5. EF = 2{:;1‘ +f—xz= ff% = %—Iﬁ. (Cunha, 1790, p. 238)

Ao contrario dos restantes coroldrios este encontra-se plenamente justificado, contendo em
si um segundo método para determinar a tangente a uma elipse ao permitir determinar o ponto
FE de intersecao da tangente com o eixo pela sua distancia ao centro F'.

Anasticio da Cunha caracteriza, na Proposigao 4 deste Livro XVII, a reta tangente a uma

outra curva: a Cicléide de Huygens.

Proposicao XVII, 4. Seja reto o angulo das coordenadas x e y de uma curva,

cuja equacdo € dy = d:m/Qrfo: pede-se a subtangente. (Cunha, 1790, p. 239)

A caracterizacao da tangente ocorre pela determinacao da subtangente que, como ja vimos,
determina completamente a reta tangente a curva. Notemos que essa caracterizacao é bastante

simples uma vez que a curva dada estd definida a custa de dy e dz.

A subtangente serd para y como dx para dy, e logo como +/x para v/2r — x, isto é,

160

como z para o seno™ de um arco circular, cujo seno verso'®® é z e raio r. W

Figura 5.10: Tlustracao da Proposigao XVI, 4.

159 Definicdo X VI, 1: Seno reto, ou somente seno, de um arco de circulo, € a perpendicular conduzida de um
extremo do arco ao Taio que se termina no outro extremo. (Cunha, 1790, p. 205)

160 Definicdo X VI, 2: Seno verso € o segmento que o arco e o seno Teto cortam nesse Taio. (Cunha, 1790, p.
205)
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Novamente demonstracao de Anastdcio da Cunha é bastante sucinta ndo havendo referéncia
aos resultados que a sustentam.

A relagao que Anastécio da Cunha estabelece entre a curva e as razoes trigonométricas tem
como objetivo permitir a construgao da reta tangente a cicléide, pois dados o seno verso z e o raio
r é facil construir o triangulo retangulo que permite obter o valor do seno, ficando determinadas

todas as entidades necessarias a determinacao do comprimento da subatangente.

L\

N

Figura 5.11: Tlustracgao da relagao entre o raio, o seno e o senoverso de um arco AB.

Esta forma de definir a subtangente, em termos trigonométricos, poderia também ter como
objetivo ajudar na compreensao do scholio onde a Cicléide de Huygens é caracterizada sem
recurso a fluxoes.

Na proposicao seguinte Anasticio da Cunha volta a determinar retas tangentes a curvas,

neste caso nos pontos multiplos das curvas:

Proposicao XVII, 5. Dada a equacao de uma curva algébrica, achar-lhe os pon-
tos maultiplos; isto €, achar onde a curva se cruza. Tirar também por este ponto

tangentes. (Cunha, 1790, p. 240)

Esta proposicao contém em si dois resultados, sendo que a determinacao da reta tangente
depende, diretamente, da caracterizagao efetuada por Anastédcio da Cunha dos pontos miiltiplos.
Comecemos por notar que esta proposicao é valida para curvas algébricas, curvas definidas por
Anastacio da Cunha na Definicao 4 do Livro XIV, como curvas que podem ser representadas por
uma equacao do tipo 0 = a+ B+ 0z +na® + &ec. +yy + exy + 022y + &c. + Cy? + 1xy® + &c. com
um numero finito de termos, onde = e y sdo as coordenadas e «, 3, v, &c. sdo nimeros positivos,
negativos ou zero (Cunha, 1790, p. 170). Vejamos a demonstracao que Anastdcio da Cunha

apresenta para o primeiro resultado:

Sejam x e y as coordenadas da curva proposta; denotem A, B,C, D, &c. expressoes
tais como o+ sz + vy + 022 + exy + Cy? + nad 4+ 022y + 1ay® + xy® + &c.; e seja A =0

a equacao da curva proposta. Serd dA = Bdx + Cdy = 0. Se dois ramos da curva se
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cruzarem, corresponderao ao ponto do cruzamento duas coordenadas pertencentes a
um ramo, coincidindo com as duas coordenadas pertencentes ao outro ramo: e entao
considerando x como niimero principal'®!, tera a equacio A = 0 duas raizes iguais, e
considerando y como numero principal também terd duas raizes iguais: e serd B = 0,

e C =0, como se colhe facilmente do coroldrio da proposicao XI, do livro X162,

As trés equagoes A = 0, B = 0, C' = 0 determinarao a abcissa e a ordenada que
correspondem ao ponto onde a curva se cruza. Seja r a abcissa x, e s a ordenada y

que correspondem a esse ponto: Da mesma sorte que da proposi¢ao XI do livro X se

colige, no corolério, que duas raizes iguais em uma equacao I'z = 0, dao Cg—xm =0, se

d*Iz .
d$3 ?

d*I'z .
dx2

colige também facilmente, que trés raizes iguais dao e quatro e assim por

diante. Por isso, se trés porcoes da curva se cruzarem, tera x trés valores iguais, cada

d2A d?A

um a r, e y outros trés valores iguais cada um a s, que farao -7 =0, e i 0; se

quatro arcos se cruzarem terd x quatro valores iguais cada um a r, e y quatro valores

d3A _ 0 d3A
)

iguais cada um a s, que farao -5 = 7 0: e assim por diante. H

Esta demonstracao apresenta assim um método de determinagao dos pontos miltiplos de
uma curva, método que embora possa ser traduzido em termos de fluxoes assenta a sua de-
monstracao num resultado de algebra, sendo esta proposicao mais um exemplo da forma como
Anasticio da Cunha consegue juntar diferentes ramos da matemadtica que s@o muitas vezes
tratados separadamente.

Conhecido o procedimento para determinar os pontos multiplos, Anastdcio da Cunha apre-

senta 0 método para tracar as tangentes a curva por estes pontos:

Por isso, cruzando-se sé dois arcos, a relacao entre dx e dy, que determina a posigao
das tangentes, se achard na equacio d’A = d (%d:ﬁ + %dy) = d(Bdzx + Cdy) =
dBdx + Bd*x + dCdy + Cd*y = dBdx + dCdy = Edxz? + Fdxdy + Gdy?> = 0;

cruzando-se s6 trés arcos, achar-se na equacio d°A = d (de2 + Fdxdy + GdyQ) =

dEdx?® + 2Edxd*x + dFdxzdy + Fd*xdy + Fdxd*y + dGdy? + 2dGdyd?y = Hdx3 +

161 A definicdo de nimero principal é apresentada por Anastécio da Cunha nos seguintes termos:

Definicdo X, 2: Raizes de um trindmio 2*+ax+b, sdo os nimeros , s, que fazem (x—a)(x—<) = x> +ax+b:
raizes de um quadrindmio z® + ax® + bz + ¢, sdo os numeros «, s, "y, que fazem (x — a)(z — <¢)(x — ) =
2% + ax? 4+ bx + c: (...) e assim em semelhantes casos. As letras a, b, ¢, d, &c. denotam quaisquer nimeros
positivos, ou megativos, ou também cifras: e o numero, de que se subtraem as raizes para formar os fatores,
chamar-se-d o nimero principal. (Cunha, 1790, p. 121)

162 proposicdo X, 11. Coroldrio: Se o polindmio proposto tiver duas raizes iguais entre si, wma delas serd
raiz do polindmio que resulta de multiplicar cada termo por uma fragcdo que tenha por numerador o expoente que
o numero principal tem nesse termo, e por denominador o numero principal multiplicado pelo expoente que o
numero principal tem no primeiro termo. (Cunha, 1790, p. 133)
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Idz?dy + Ldzdy?® + Mdy?: e assim por diante; sendo estas equacoes as mesmas que
se achariam se as fluxoes se tomassem considerando dx independente de z, e dy

independente de y. W
Anastécio da Cunha apresenta em seguida dois exemplos de aplicagao desta proposigao:

Seja proposta a curva, cuja equagao ¢ y = b+ (z—a) \/g Serd ay® —2ayb+ab® — 3+
2az? —a’z = 0. Tomando a fluxao é 2aydy — 2abdy — 3z%dx + 4axdr — a*dx = 2a(y —
b)dy+ (—3x2 + dax — a2) dr = 0; mas 2a(y—b) =0, e =322 +4ax—a® = 0,dao y = b,
2

e x = a, valores que concordam com a equacio ay? —2ayb+ab? — 23 +2ax? —a’x = 0;

logo a abcissa a corresponde ponto multiplo.

Tomando a segunda fluxdo, como se dz e dy nao dependessem de z e de y, é 2ady® —
6xdr? +4adx® = 0, e escrevendo a em lugar de x, 2ady® —2adz? = 0, que dé dz = dy,

e logo a subtangente é igual a ordenada.

Embora Anasticio da Cunha néo o indique, é possivel verificar que existem duas retas
tangentes, sendo a subtangente marcada para os dois lados da abcissa do ponto de tangéncia,
como se comprova na representagao deste primeiro exemplo para o caso particular em que a = 2

e b=1 [Fig. 5.12).

©

~

o

4 0 1 2 \\4 5

Figura 5.12: Tlustragdo do primeiro exemplo da Proposigdo XVII, 5, no caso particular em que a = 2 e
b=1.

No segundo exemplo Anasticio da Cunha apresenta uma curva que contém um ponto

multiplo onde se cruzam trés ramos:

Seja y* —azy?+bx® = 0 a equacao da curva. Serd 4y3dy — 2axydy —ay?dx+3bx3dx =
2 (2y3 — afny) dy — (ay2 — 3b:1:2) dr = 0. A equacdo 2y° —azxy = 0 dd y = 0, e este

valor escrito na equacdo ay? — 3bz? = 0, faz = 0. A equacdo y* — axy® + bz =0

a2

dmite est ] jeit t - -,/ d 5
admite estes valores, e rejel a 0s outros r = b y = 195 que as duas equa(;oes
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2y% — azy = 0 e ay® — 3bz? = 0 ddo também. Logo, & abcissa 0 corresponde ponto

multiplo.

Tomando as fluxdes como se dz e dy ndo dependessem de z e y, é d? (y4 —azxy® + b:z3) =
12y2dy? — 2axdy® — 4aydxdy + 6bxdr® = 0 x dy? — 0 x dxdy + 0 x dz?, equacdo que
nada determina. Mas d° (y4 —azy® + wa) = 24ydy® — 6adzdy® + 6bdz® = 0 da
dx =0, ou dxr = idy\/% . O primeiro valor, dr = 0, indica uma tangente paralela

as ordenadas.

Com este exemplo, Anastdcio da Cunha mostra a necessidade de se recorrer as fluxdes
seguintes até ser possivel obter uma relagao entre dx e dy. E também de salientar a escolha de
um exemplo com uma reta tangente vertical. Neste caso tem-se que é possivel tragar trés retas
tangentes a curva pelo ponto multiplo (veja-se, por exemplo, a representacao da curva no caso

particular em que a =2 e b =1 [Fig. 5.13]).

Figura 5.13: Tlustragdo do segundo exemplo da Proposicao XVII, 5, no caso particular em que a = 2 e
b=1.

Com estes exemplos fica terminado o estudo que Anastacio da Cunha faz ao conceito de reta
tangente a uma curva nos seus Principios Mathematicos. Do estudo efetuado a este conceito
nos livros de anélise destacamos a capacidade de Anastdcio da Cunha em unir diferentes ramos
da matemadtica, nomeadamente a geometria, a dlgebra e a andlise, apresentando demonstragoes
rigorosas, baseadas em principios geométricos dos conceitos de andlise.

E também de destacar a unificagdo, que nos parece original de Anasticio da Cunha, da
defini¢do de tangente no ambito da geometria e da analise.

De salientar também é a profundidade com que Anasticio da Cunha estuda o conceito de
reta tangente, nao se limitando a tracar a reta tangente a uma curva por um ponto genérico,
mas analisando o caso dos pontos multiplos, caso particular que exige um maior e mais profundo
entendimento do conceito e das suas propriedades.

A forma como escolhe e encadeia os resultados, procurando sempre analisar casos gerais e res-

tringindo os exemplos aos que apresentam caracteristicas significativamente diferentes, mostram-
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nos a sua capacidade em apresentar os conteidos de forma sucinta, sem contudo sacrificar as
demonstracoes ou os exemplos relevantes para o entendimento dos resultados apresentados. Es-
tas opcoes permitiram-lhe apresentar num pequeno livro uma elevada quantidade de assuntos
matematicos. Contudo, esta concisao exige um trabalho arduo por parte do leitor para, por ve-
zes, acompanhar o mestre, trabalho esse que tem como recompensa a aquisi¢ao de conhecimentos

de diferentes areas do saber mateméatico com todo o rigor e profundidade.

5.6 Anasticio da Cunha & Etienne Bezout

Anastacio da Cunha, pelo menos nos anos passados em Coimbra, tem contacto direto com as
obras de Bezout; contudo, nao encontramos, no que diz respeito ao conceito de reta tangente
a uma curva, influéncias de Bezout no seu trabalho, seguindo os dois matemédticos caminhos

distintos.

Cunha, 1790 Bezout, 1793

Definicao Definicao original e geral de | Comeca por generalizar, para as

tangéncia, puramente geométrica, | conicas, a definicao de tangente ao
utilizando o conceito de angulo. circulo, caracterizando a tangente as
cénicas pelo ntimero de pontos em
comum entre a curva e a tangente.

No calculo diferencial segue Leibniz,
considerando a reta tangente como
um dos lados da curva, sendo esta

um poligono de infinitos lados.

Determinacao da

reta tangente

Método geral, valido para todas as
curvas, a partir da determinagao do
comprimento da subtangente, com-
primento que é determinado utili-
zando a sua definicdo rigorosa de

fluxao.

Apresenta um primeiro método,
geométrico, para as conicas.

Apresenta o método geral, proposto
inicialmente por Leibniz, recorrendo
ao triangulo diferencial para deter-
minar o comprimento da subtan-

gente.
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Cunha, 1790

Bezout, 1793

Tangente as

cénicas

E deduzido um método geral para
todas as conicas, sendo os casos par-
ticulares da elipse e da parabola
apresentados em corolario.

Estuda o caso particular em que o
ponto de tangéncia coincide com a
extremidade do didmetro da elipse
e onde a aplicacao da férmula geral
conduz a uma divisao por zero.
Utiliza a elipse como exemplo do

caso de curvas decrescentes.

Sao  estudadas segundo  dois

métodos distintos: um estudo
completo no ambito da geome-
tria diferencial; um exemplo de
aplicacao do método geral deduzido
no célculo diferencial, que é utili-
zado para realcar a simplicidade

deste método geral.

Outros problemas

e exemplos

Relaciona o problema das tangen-
tes com o problema da retificagao da
curva.

Além das cénicas o Unico exemplo
da determinagao da reta tangente é
a Cicléide de Huygens.

Estuda o problema das tangentes

nos pontos multiplos de uma curva.

Apresenta diversos exemplos de de-
terminagao da tangente (pardbolas
gerais, hipérboles gerais, circulo,
curva logaritmica, etc.).

Analisa o caso em que a curva ¢é de-
crescente.

Resolve, genericamente, o problema
da determinacao da reta tangente a
uma curva por um ponto no seu ex-
terior.

Resolve o problema das tangentes
para curvas definidas em sistemas de

eixos pouco convencionais.

Tabela 5.2: Estudo comparativo entre Anastdcio da Cunha e

Etienne Bezout.
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Capitulo 6

Francisco (Gomes Teixeira e o
conceito de reta tangente a uma

curva

Francisco Gomes Teixeira (Fig. 6.1) nasce a 28 de janeiro de 1851 no concelho de Armamar!®3.

Figura 6.1: Quadro a 6leo de Gomes Teixeira na Galeria dos Retratos da Universidade do Porto.

Frequenta o curso de Matematica na Universidade de Coimbra, obtendo diversos prémios e
distingoes, sendo-lhe conferido o grau de doutor em 1875 com classificagao de Muito Bom com
20 valores. Nesse mesmo ano inicia a sua carreira de professor na Universidade de Coimbra,
transferindo-se em 1883 para a Academia Politécnica do Porto, onde é nomeado diretor.

Aquando da criagdo da Universidade do Porto, em 1911, assume o cargo de reitor, cargo que
ocupa até 1917. Durante os anos passados no Porto é responsavel pela lecionagao da disciplina
de Calculo Diferencial e Integral. Falece a 8 de fevereiro de 1933.

Gomes Teixeira tem uma carreira cientifica notavel, publicando artigos intimeros cientificos

em revistas nacionais e estrangeiras, maioritariamente na area da andlise e da geometria.

163Um estudo detalhado da vida e obra de Gomes Teixeira encontra-se em Alves (2004).
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Destacamos também o seu papel na quebra do isolamento vivido na matematica portuguesa.
Em 1876, um ano apds o término da sua formacao, funda o Jornal de Sciencias Mathematicas e
Astronomicas, o primeiro periédico portugués dedicado exclusivamente as ciéncias matematicas

e peca fundamental no desenvolvimento da matematica em Portugal.

O JSMA, como meio difusor de novos conhecimentos, como meio promotor da aber-
tura a colaboracao de muitos cientistas internacionais e como meio de troca de cor-
respondéncia entre matematicos de diferentes paises, muito contribuiu, por certo,
para o desenvolvimento do ensino e da investigagao da matemadtica em Portugal e
foi canal de comunicacao, que permitiu a abertura e o alargamento das fronteiras

cientificas portuguesas. (Alves, 2004, p. 198)

Também digno de destaque é o seu Traité des Courbes Spéciales Remarquables Planes et
Gauches, obra em trés volumes, onde apresenta um estudo completo de diversas curvas!'64.

Outro dos grandes interesses de Gomes Teixeira é a historia, em particular a historia da
matematica, deixando-nos a sua Historia das Matemdticas em Portugal, obra péstuma publicada
em 1934 e contendo as ligoes que profere em abril de 1932, nos Altos Estudos da Academia das
Ciéncias.

Também no campo pedagogico Gomes Teixeira deixou a sua marca. Reconhecido pelos seus
alunos como um notéavel professor, publica para a lecionagao da disciplina de “Calculo diferencial
e Integral”’o Curso de Analyse Infinitesimal, obra de reconhecido valor pedagdgico!6®.

A obra cientifica de Gomes Teixeira é considerada de tal forma importante que o governo
Portugués, a 8 de fevereiro de 1902, decide reunir e publicar os artigos sobre matematica e
astronomia do entdo diretor da Academia Politécnica do Porto. Esta obra, intitulada Obras sobre
Matemdtica, comega a ser publicada em 1904, sendo o seu sétimo e tltimo volume publicado
em 1915. Estas Obras sobre Matemdtica contém parte dos trabalhos de Gomes Teixeira, e sdo

uma forma de reconhecimento do papel desempenhado por Gomes Teixeira no desenvolvimento

da matematica em Portugal.

Grande analista, no caso no sentido especial das matemdticas e em um sentido geral,
e de robusta faculdade generalizadora, servido por uma técnica maravilhosa do al-
goritmo, extraordindrio virtuosismo na penetracao e desenvolvimento das expressoes

matemdticas, troure um sem numero de aperfeicoamentos na Andlise infinitesimal e

164 A este propésito veja-se o capitulo 6.4.
165 A este propésito veja-se o capitulo 6.2.
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na geometria das curvas algébricas e transcendentes; (...) Veio assim ligar, com forte
nexo, 0s conhecimentos correlativos do passado aos do presente e futuro, marcar, na-
quela ordem das matemdticas, momento sequro e destacante, que todos vindouros, na
consulta da obra que o traduz, e estudando-a, e inspirando-se no seu ensinamento,

terao de reconhecer e agradecer. (Vilhena, 1936, p. 47)

6.1 O ensino da matematica aquando da criacao da Universi-

dade do Porto

Em 1803 é criada na cidade do Porto, a pedido da Companhia Geral da Agricultura das Vinhas
do Alto Douro, a Academia Real de Marinha e Comércio, que vem a ser extinta em 1837, dando
lugar & Academia Politécnica do Porto que tem como objetivo de formar especialistas em dreas
técnicas, nomeadamente, engenheiros, oficiais de marinha, pilotos e comerciantes.

Durante os primeiros 50 anos pouco muda no funcionamento da Academia Politécnica do

Porto, %6 que sofre uma reforma em 1885. Os contetidos mateméticos delineados pela reforma

580167
Cadeira Contetidos
1.% cadeira - Algebra (Determinantes; séries; fragdes continuas;

Geometria analitica;
Algebra superior;

Trigonometria esférica

principios gerais da teoria das fungoes)
- Geometria analitica (Trigonometria esférica; estudo das
cénicas; estudo geral das equagoes do 2.° grau a 2 e 3

variaveis; sélidos de revolucao).

2.% cadeira
Calculo diferencial e integral;

Célculo das diferengas e das

- Célculo diferencial (Nogao de limite, derivada e diferen-
cial; derivadas de funcoes; desenvolvimento de funcoes em

série; aplicagoes geométricas do cdlculo diferencial)

Mecanica Racional;

Cinematica

variagoes - Célculo integral (Principios gerais e principais métodos
de integracao; aplicacoes do célculo integral; equacoes dife-
renciais; funcoes de varidveis imagindrias)

3.% cadeira - Mecanica Racional (Foronomia; estética; dindmica)

- Cinematica

166 A criacao e funcionamento da Academia Politécnica do Porto encontram-se analisadas em detalhe em Santos
(2011, pp.67-101) e Pinto (2012, pp. 107-179).

1670s programas das diferentes disciplinas, logo para o ano letivo 1885-1886 sido publicados no Annuario da
Academia Politecnica do Porto (1885, pp.53-68); contudo, o programa da 2.* cadeira ndo se encontra no Annuario
Da Academia Polytechnica Do Porto, embora tenha sido enviado ao Conselheiro Geral d’Instrucao Piblica (Pinto,
2012, pp.476-478), sendo os contetidos apresentados na tabela 6.1 os constantes desse programa.
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Cadeira Conteudos
4.% cadeira - 1.2 parte (geometria descritiva e projetiva; grafo-
Geometria descritiva estética)

- 2.2 parte (Aplicagoes da geometria descritiva)

5.% cadeira - Astronomia e geodésia

Astronomia e geodésia - Topografia

Tabela 6.1: Programa das cadeiras de matematica na Acade-

mia Politécnica do Porto no ano letivo 1885-1886.

Este programa deixa de fora os fundamentos da matemaética, como a aritmética, a geometria
euclidiana ou a trigonometria plana, que sao exigidos como pré-requisitos aos alunos (Anudrio
da APP, vol. 4. 1885, p. 30).

O estudo da matematica no Porto ganha ainda maior impeto com a criagdao, em 1911, da

Universidade do Porto que tem por objetivo:

(a) Fazer progredir a ciéncia, pelo trabalho dos seus mestres, e iniciar um escol de

estudantes - nos métodos de descoberta e invencao cientifica;

(b) Ministrar o ensino geral das ciéncias e das suas aplicagoes, dando a prepara¢ao

indispensdvel as carreiras que exigem uma habilitacdo cientifica e técnica;

(¢) Promover o estudo metdédico dos problemas nacionais e difundir a alta cultura
na massa da Nagao pelos métodos de extensao universitdria. (Decreto de 19 de abril

de 1911, p. 1638)

Aquando da sua criagdo, a Universidade do Porto compreende trés Faculdades - Ciéncias,
Medicina e Comércio - sendo a Faculdade de Ciéncias apresentada como uma “faculdade de
ciéncias matemaéticas, fisico-quimicas e histérico-naturais” (Decreto de 19 de abril de 1911, p.
1638).

Nesta Faculdade, a matemaética, além de fazer parte integrante da formagéo de base dos
alunos dos diferentes cursos ministrados, passa também a ser estudada de forma independente,
passando a existir o bacharelato em Ciéncias Matematicas (Decreto de 22 de agosto de 1911, p.

3578). Este bacharelato tem a duragao de 4 anos e nele sao estudadas as seguintes disciplinas:

176



6.2 O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes Teixeira

Ano Disciplina

1.° Ano Algebra superior, geometria analitica e trigono-
metria esférica

Geometria descritiva e estercometria

Quimica (curso geral)

Desenho rigoroso

2.° Ano Calculo diferencial, integral e das variacoes

Geometria projetiva

Fisica (curso geral)

Desenho de méaquinas

3.° Ano Andlise superior

Mecanica racional

Astronomia e geodésia

Calculo das probabilidades e suas aplicacoes

Desenho topografico

4.° Ano Mecanica Celeste

Fisica matematica

Tabela 6.2: Plano curricular do bacharelato em ciéncias ma-
tematicas na Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto
em 1911.

Notemos que parte destas disciplinas existia j& na Academia Politécnica do Porto, sendo
mesmo instituido um sistema de equivaléncias entre as disciplinas das duas instituigoes (Anudrio
FCUP, 1915, p. 29).

Neste contexto, o conceito de reta tangente a uma curva vé o seu tratamento ser enqua-
drado no ambito da geometria diferencial, sendo estudado como uma das aplicagoes do calculo
diferencial a geometria. Neste estudo, Francisco Gomes Teixeira tem um papel central dado
ser, simultaneamente, o professor da disciplina onde o conceito ¢é lecionado e o autor do livro de

texto para essa disciplina, o Curso de Analyse Infinitesimal.

6.2 O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes Teixeira

68 ¢ considerada uma

O Curso de Analyse Infinitesimal, doravante designado apenas de Curso’
das obras pedagdgicas mais importantes para o ensino dos fundamentos da analise em Portugal.

Na Universidade de Coimbra, desde a reforma de 1772 que sdo dadas indicagoes aos pro-
fessores para comporem os seus compéndios (Estatutos, 1772, pp. 164-165); contudo, como

nota Alves (2004, pp. 220-221), Gomes Teixeira quer enquanto aluno quer nos primeiros anos

1680 Curso é composto por duas partes: a primeira relativa ao clculo diferencial; a segunda relativa ao célculo
integral. Neste trabalho abordamos apenas a primeira parte, uma vez que é nela que se encontra o estudo do
conceito de reta tangente a uma curva.
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6.2 O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes Teixeira

como professor utilizou sempre livros de autores estrangeiros. Ciente da importancia de um
bom compéndio para o processo de ensino aprendizagem da matematica, Gomes Teixeira pouco
tempo apés a sua chegada & Academia Politécnica do Porto comeca a publicacao de um livro de
texto para a cadeira de que é responséavel designada “Calculo diferencial e integral; cdlculo das
diferencas e das variagoes”.

Esta obra comega a ser publicada, em fasciculos, no ano letivo 1884-1885, sob o titulo Frag-
mentos de um Curso d’Analyse Infinitesimal, doravante designados de Fragmentos, no Annuario
da Academia Polytechnica do Porto, publicagdo que se mantém até ao ano letivo 1887-1888, al-

tura em que é publicado o 4.° e ltimo fasciculo (Fig. 6.2).

SECCAD SCIENTIFICA .
FRAGNERTOS O UM CURSD DANALTSE INFINITESINAL SECCAD SCIRNTIFICA
FRACHENTES OF U CURSO UANALESE INFINITESINAL %

FRAGNENTOS O UM CURSD D'ANALTSE INFINITESINAL EMEAENRE AR €63 ML ESE RERIE St

Figura 6.2: Primeira pdgina dos 4 fasciculos dos Fragmentos.

Os 4 fasciculos publicados dos Fragmentos correspondem, em conjunto, a primeira edigao da
primeira parte do Curso publicada em 1887.

A parte relativa ao cédlculo diferencial do Curso tem posteriormente mais trés edigoes: em
1890; em 1896; em 1906, incluida no 3.° volume das Obras Sobre Mathematica.

Posteriormente, em 1926, Gomes Teixeira dé inicio a publicagdo de um Manual de Cadlculo
Diferencial, Extrato do Curso de Analyse Infinitesimal, doravante referido apenas como Manual,
do qual conhecemos um unico exemplar, que se encontra no Fundo Antigo da Faculdade de
Ciéncias da Universidade do Porto (Fig. 6.3). Este exemplar encontra-se inacabado e, segundo
a nota manuscrita que se encontra na pagina de rosto, que conjeturamos ser da autoria de Anibal
Scipiao de Carvalho que doou este exemplar a biblioteca, trata-se uma obra nao divulgada ao

grande publico:
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Figura 6.3: Pagina de rosto do Manual de Gomes Teixeira.

Contém este volume 10 folhas do “Manual de Cdlculo”e julgo que ndo foram impres-

sas mais. S0 as cinco primeiras foram distribuidas ao publico e creio que 0s depdsitos

da Tipografia foram inutilizados. Se assim €, este exemplar é unico. (Teixeira, 1926,

folha de rosto)

Dada a publicacao do Curso, que aborda os temas deste Manual, Gomes Teixeira apresenta

no inicio deste Manual uma justificacao para a sua escrita:

Este volume contem a doutrina essencial para um primeiro estudo do Cdlculo Dife-

rencial a fazer nas cadeiras de Andlise das faculdades de ciéncias ou congéneres das

outras escolas superiores.

Para um estudo mais amplo, pode recorrer-se ao volume primeiro do meu Curso de

Andlise infinitesimal, tomo III das minhas obras sobre matemdtica. (Teixeira, 1926,

Notemos que Gomes Teixeira apresenta profundas preocupagoes pedagdgicas, pretendendo

fornecer as bases essenciais da analise a todos os estudantes que frequentem disciplinas nesta
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6.2 O Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes Teixeira

Ao longo das diferentes edigoes do Curso Gomes Teixeira efetua alteragoes na estrutura e
no contetido da sua obra, com o intuito de a melhorar/atualizar'®. Apesar destas alteracdes os

temas abordados no tomo relativo ao cédlculo diferencial sao os mesmos em todas as edigoes.

No contexto do Curso, o conceito de reta tangente a uma curva surge, em todas as edicoes
analisadas, na apresentacao das nocoes preliminares do calculo diferencial e nas aplicagoes

geométricas das derivadas.

Nas alteragoes que vai efetuando as diferentes edigoes, € visivel que Gomes Teixeira estd a par
das obras mais recentes sobre as diferentes temédticas da andlise infinitesimal, acrescentando e/ou
retirando em cada edigao contetidos de acordo com a importancia que lhes atribui, procurando
que a sua obra se mantenha sempre cientificamente atualizada, sendo também pedagogicamente
inovadora e de reconhecido valor. De facto, o Curso de Gomes Teixeira é considerado, logo a
época e a nivel nacional e internacional, um dos melhores tratados de andlise existentes. Em
Portugal, o seu mérito foi reconhecido com a atribuigdo do Prémio D. Luiz pela Academia das
Ciéncias de Lisboa. A nivel internacional vérias sao as recensoes positivas a esta obra, como a

publicada por Pierpont no Bulletin of the American Mathematical Society.

Ao usar este livro, senti-me permanente triste por a lingua portuguesa ndo ser mais
conhecida no nosso pais. De outra maneira, esta obra admirdvel sobre o Cdlculo
gozaria uma popularidade generalizada entre nos. O seu autor, o distinto diretor
da Academia Polytechnica do Porto, foi consistentemente bem-sucedido na dificil
tarefa de selecdo de entre o imenso material disponivel. O modo de apresenta¢do
nao deixa nada o desejar. O estilo € licido e elegante, e em toda a obra hd a marca
refrescante duma mente original. Em muitas passagens o autor incorporou partes dos
seus extensos e valiosos escritos sobre o assunto. No que diz respeito ao rigor, parece-
nos que o Professor Teixeira foi muito feliz na escolha da justa medida. O excessivo
rigor Weierstrassiano foi sensatamente evitado; ao mesmo tempo, o autor prestou a
devida atencdo a este assunto. Alguma falha ocasional serd sequramente corrigida em
edicdes posteriores. No seu conjunto a obra impressionou-nos tao favoravelmente,
que a veriamos traduzida para inglés de preferéncia a qualquer outra que conhegamos.
E deplordvel confessar que a lingua inglesa nao possui hoje uma obra desta craveira

sobre o calculo. (Pierpont in Alves, 2004, pp. 1430-1431)

169U ma comparacdo da estrutura das 4 edicdes do Curso encontra-se no anexo H.
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6.3 O conceito de reta tangente no Curso de Analyse Infinitesimal

6.3 O conceito de reta tangente no Curso de Analyse Infinite-

stmal

Nas quatro edicoes do Curso, assim como no Manual, o conceito de reta tangente é abordado
em quatro aspetos distintos: definicao; propriedades; histéria da matemaética e resolugao de
problemas.

Uma vez que Gomes Teixeira tem o cuidado de melhorar/atualizar o Curso corrigindo,
eventualmente, imprecisoes das edigcoes anteriores, analisamos o nosso estudo no tratado dado

ao conceito de reta tangente a uma curva apenas na 4.? edicao desta obra.

6.3.1 A definigao

A definig@o de reta tangente a uma curva é apresentada no Capitulo I nos seguintes termos:

58-1 Consideremos uma reta MM’ que corte uma curva em dois pontos, e suponha-
mos que, quando o sequndo ponto M’ tende para o limite M, a reta tende para um
limite MT", e que este limite é 1inico, qualquer que seja a série de pontos pelos quais
passa M’ quando se aproxrima de M. A esta reta MT' chama-se tangente d curva

no ponto M. (Teixeira, 1906, p. 109)

o

Figura 6.4: Tlustragdo do conceito de reta tangente.

Esta é nao sé uma definicao rigorosa do nosso conceito, como é genérica e aplicavel a qualquer
curva, onde as nocoes do calculo diferencial, como o limite, sao utilizadas para que o conceito
de tangente nao seja definido apenas de forma intuitiva. O rigor da definicao é tal que Gomes
Teixeira inclui nela uma nota de rodapé onde explicita o que entende por limite de uma reta e

de um ponto.
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Diz-se que uma reta fixa € o limite para que tende uma reta varidvel, se o angulo das
duas retas tende para zero; e que um ponto fizo € o limite para que tende um ponto

varidvel, se a distancia dos dois pontos tende para zero. (Teixeira, 1906, p. 109))

Esta nota pretende clarificar a nocao de limite em termos de retas e pontos uma vez que a

nogao de limite é introduzida no inicio do capitulo I nos seguintes termos:

(...) uma quantidade constante A é limite para que tende uma quantidade varidvel
u, que passa por uma infifnidade de valores sucessivos uy, usz, us, ..., quando a cada
valor da quantidade positiva §, por mais pequeno que seja, corresponde um nimero

n1 tal que a desigualdade

|A —up| <0

quando os valores sucessivos da varidvel se aproximam cada seja satisfeita por todos

0s valores de n superiores a ny. (Teixeira, 1906, p. 20)

Embora a definicao de limite seja introduzida antes da de reta tangente, o facto de a definicao
de limite apresentada por Gomes Teixeira se referir apenas a quantidades é complementada com
a nota de rodapé, evidenciando o cuidado de Gomes Teixeira na explicitacao dos conceitos
matematicos.

No que concerne a figura que representa o conceito de reta tangente, é uma figura simples e

esclarecedora, que ilustra verdadeiramente o conceito em causa.

6.3.2 As propriedades

A primeira propriedade relativa ao conceito de reta tangente prende-se com a determinacao do

seu coeficiente angular:

58-1 Se forem y = f(z) a equagdo da curva, referida a eizos retangulares, (z,y)
e (x+ h,y+ k) as coordenadas dos pontos M e M', 6 e a as inclinagoes T'"ML e
M'ML da tangente e da secante sobre o eizo das abcissas, a resolucao do triangulo

retangulo LM M' dard a igualdade
ML k  f(x+h)— f(z)

tan o = - = ,

ML h h

por meio da qual se determina a inclinacdo da secante sobre o eizo das abcissas,

(z+h)—f(z)
h

substituindo pelo seu wvalor, tirado da equacdo da curva.
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Mas, quando o ponto M’ tende para M, h tende para zero; logo temos a igualdade

flz+h) = f(z)
h J

tand = lim% = lim

por meio da qual se determina a direcdo 0 da tangente, substituindo lim M

pelo seu valor, tirado da equagdo da curva. (Teixeira, 1906, pp. 109-110)

Comecemos por notar que a posicao da reta tangente é determinada a partir da inclinacao
que faz com o eixo das abcissas, sendo a tangente trigonométrica desta inclinagao designada de
coeficiente angular da reta, embora Gomes Teixeira nao apresente nesta deducao essa designacao.

Em seguida Gomes Teixeira apresenta um exemplo, determinando a posi¢ao da reta tangente

por um ponto genérico de uma circunferéncia centrada na origem e de raio R:

No caso, por exemplo, de ser y = vV R2 — 22, ou 22 + y?> = R?, teremos, mudando z

emzx+heyey+k,

x? + 2zh + 2 4 y? 4+ 2yk + k? = R?,

ou
2xh 4+ h? + 2ky + k* = 0,
que da
E . 2z+h
ko 2y+k’
e portanto

tanf = lim% = —g.

Temos assim o coeficiente angular da tangente a circunferéncia no ponto (x,y). B

Gomes Teixeira utiliza neste exemplo pela primeira vez a designacao “coeficiente angular
de uma reta”, sendo porventura expectavel que os alunos estivessem ja familiarizados com este
conceito uma vez que ele é estudado na disciplina de geometria analitica.

Depois Gomes Teixeira dedica-se ao estudo de outras questoes referindo, no final do capitulo

I, a relagao entre este problema e o problema das derivadas:

Somos assim levados pela questao importante da determinacgdo das tangentes as cur-
vas a considerar o problema de calculo que tem por fim achar as derivadas das

fungées. Este problema € o objeto do Célculo Diferencial. (Teixeira, 1906, p. 116)
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Salientemos que esta é a primeira referéncia a relacao existente entre o problema das tan-
gentes e a determinagao de derivadas de fungoes, conceito introduzido no Curso nos seguintes

termos:

Seja f(x) uma fungao da varidvel real z, definida na vizinhanca de cada ponto. Se,

quando h tende para zero, a fracao

f(z+h) - f(z)
h

tende para um limite determinado f'(x), qualquer que seja a série dos valores su-
cesstwos pelos quais passa h, quando tende para zero, a este limite dd-se o nome de

derivada da fung¢do f(x) no ponto z. (Teixeira, 1906, pp. 106-107)

Embora nesta definigao utilize a notacao dita de Lagrange para derivada (o uso de pelica para
denotar derivada), Gomes Teixeira caracteriza também o conceito de derivada a partir da nocao
de diferencial, representando a derivada de uma func¢do por um quociente de diferenciais (da
varidvel dependente y e da varidvel independente x - dy, dx). Gomes Teixeira introduz também
a terminologia e a notagao de Leibniz, escolhendo posteriormente a notacao ou caracterizacao
de derivada a utilizar em funcao da situacao.

A relacao entre o problema geométrico das tangentes e o problema de andlise do calculo das
derivadas é aprofundado no capitulo III, onde Gomes Teixeira se dedica ao estudo das aplicagoes
geométricas das “derivadas de primeira ordem das funcoes reais de varidveis reais”.

Este capitulo comecga com o estudo das tangentes e normais, sendo apresentado no primeiro

resultado uma forma de determinar a equagao da reta tangente a curva num determinado ponto:

86 - I Seja F(z,y) = 0 a equagdo de uma curva dada, referida a coordenadas
retangulares. A tangente a esta curva no ponto (x,y) passa por este ponto e o
seu coeficiente angular € igual a igual a %(n.o 58-1); a sua equagdo desta reta é
(representando X e Y as coordenadas correntes dos seus pontos)

_ by

Y_y_dx

(X_x)7

ou, substituindo % pelo seu valor, tirado da equacdo da curva,

oF OF
g(X—x)—i-a—y(Y—y) = 0.

(Teixeira, 1906,p. 163)
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A determinacao da equagao da reta tangente a custa da derivada da fungao representada

implicitamente advém do facto de, no resultado n.° 72 (Teixeira, 1906, p. 136), Gomes Teixeira
OF

ter j4 demonstrado que % =0z
X

Oy
Em seguida Gomes Teixeira define subtangente e o comprimento da tangente:

86-111. Dao-se respetivamente os nomes de subtangente, subnormal, comprimento
da tangente e comprimento da normal aos segmentos de reta TP, PN, TM e¢ NM

determinados pela tangente e pela normal. (Teixeira, 906, pp. 164-165)

Figura 6.5: Tlustragdo dos conceitos de subtangente e comprimento da tangente.

Seguidamente, Gomes Teixeira determina o valor da subtangente e do comprimento da tan-
gente recorrendo a resolugao do triangulo retangulo MT' P, de onde se obtém que:
Y dy

subtangente = =y
ta

no dx
dy 2
tangente = \/y? + TP2 = yy/1 + <d> .
x

Deduzidas as férmulas da subtangente e do comprimento da tangente em coordenadas re-

tangulares, Gomes Teixeira caracteriza a reta tangente a uma curva definida em coordenadas

polares.

86-1V O angulo w da reta OM, que une a origem das coordenadas a um ponto M

da curva, e da tangente MT a curva neste ponto € dado pela férmula

y — 5  xdy—ydr
1+ 2y  xdx + ydy

visto que y' e ¥ sdo os valores dos coeficientes angulares das suas retas.
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Em coordenadas polares temos, pondo x = pcosf, y = psinb,

tanw—@
= dp'

(Teixeira, 1906, p. 165)

Figura 6.6: Tlustragao da determinagao da tangente a uma curva em coordenadas polares .

Nesta dedugao Gomes Teixeira nao explicita os cdlculos que lhe permitem a obtencao dos
resultados apresentados. Notemos que a determinacao de tanw advém da aplicacao da deter-
minacao do angulo entre duas retas conhecidos os seus coeficientes angulares, resultado conhe-
cido da geometria analitica!”™. A obtencdo da férmula de tan w para uma curva em coordenadas
polares prende-se com a determinagao dos valores de dy e dx em funcao de p, 0, dp e df e
que, substituidos no resultado inicial e apds alguma manipulacao algébrica, permitem obter o
resultado apresentado.

Uma vez que caracteriza a subtangente e o comprimento da tangente em coordenadas retan-
gulares Gomes Teixeira apresenta também a determinacao destes comprimentos quando a curva
é dada em coordenadas polares, sendo que a subtangente polar corresponde ao comprimento do
segmento de reta [OT] e a tangente polar ao comprimento de [MT] (Teixeira, 1906, p. 166).

Para obter os valores destes comprimentos Gomes Teixeira considera a reta NT', perpendi-

cular a OM e resolvendo o triangulo retangulo [OMT] vem que:

2d
subtangente = ptanw = L,
dp
A%
tangente = py/1+p2 | — | .
dp

Mais uma vez Gomes Teixeira apresenta apenas os resultados finais, fomentando o envolvi-

mento dos alunos no seu processo de aprendizagem.

170 Considerem-se duas retas r e r’, ndo verticais, e a e o’ as suas inclinagdes, respetivamente. Sendo w o angulo

entre as duas retas tem-se que tanw = Wm (Silva, 1970, pp. 76-77)
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Com a apresentacao do estudo do problema das tangentes, quer em coordenadas retangulares
quer em coordenadas polares, Gomes Teixeira fornece ferramentas ao leitor para este trabalhar
com uma maior variedade de curvas de forma simplificada.

Gomes Teixeira apresenta ainda outra abordagem ao problema das tangentes, neste caso

171

com recurso a coordenadas homogéneas Vejamos a resolugao do problema das tangentes

recorrendo a estas coordenadas proposta por Gomes Teixeira:

86-V A equacio da tangente dd-se muitas vezes, principalmente no caso das curvas

algébricas, uma forma que vamos ver. (Teixeira, 1906, p. 166)

E evidente que, mudando na equagao da curva x e y em 7 e £, podemos representar

a curva proposta pelas equagoes

F(m,y,z):O,z:l,

F(z,y, z) representando uma fungao homogénea de z, y e z. A equagao da tangente

pode também ser escrita debaixo da forma

oF oF oF
%(X*»’U)ﬁLafy(Y*y)ﬁL&(Z*Z)—O,

onde Z = z = 1.

Temos porém (n.° 70172)

oF oF oF
— 4+ —y+ —z=nF = 0.
oz " oy YT, 7= " (@,y,2) =0

Logo podemos dar a equacao da tangente a forma

Y Dado wm ponto P de coordenadas cartesianas (z,9), o terno (wz,wy,w) com w # 0 representa o ponto P em
coordenadas homogéneas, utilizando de forma usual o caso em que w = 1. (Melo, 2010, pp. 17-18)
Estas coordenadas tornam-se conhecidas com a utilizagao que lhes d4 Julius Plucker no segundo volume da sua
obra Analytisch-geometrische Entwickelungen, publicado em 1831, onde as aplica a geometria projetiva.
Y72 70-Fun¢ies homogéneas-Diz-se que f(x,y, ...) € uma fun¢do homogénea, do graum, quando satisfaz a condigdo
sequinte
flz, ty,....)=t" f(z,y,...).

Derivando os dois membros desta identidade relativamente a t por meio do teorema anterior, vem:

falte, ty, . )z + fy(tz,ty, .. )y + ... = mt™ 1 f(2,y, ..

e, pondot =1,
(Teixeira, 1906, p. 134)
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F F F
Ly Oy 9y,

(4) O oy 0z

onde, depois de formar as derivadas, se deve por Z =2z=1. R

Ao passar de coordenadas cartesianas (x,y) para coordenadas homogéneas (X,Y, 7), onde
T = % ey = %, Gomes Teixeira garante que a funcao que define a curva é uma funcao
homogénea, sendo possivel aplicar a identidade de Euler relativa as fungées homogéneas deduzida
no resultado n.° 70. Deste modo, Gomes Teixeira passa a trabalhar com uma fungao definida
com trés variaveis, aproximando o estudo de curvas no plano ao estudo de curvas no espago que
efetuara no capitulo seguinte.

Para além das diferentes abordagens, dos diferentes exemplos e dos resultados abordados

a propdésito do conceito de reta tangente, Gomes Teixeira explora ainda o uso da histéria da

matematica no seu Curso.

6.3.3 Histéria da Matematica

Diz Gomes Teixeira:

Nas universidades portuguesas ndo eziste cadeira alguma com este destino [ensino
da historia das ciéncias/, mas nds, nos cursos que professamos durante mais de
meto século nas Universidades de Coimbra e Porto, tivemos sempre o cuidado de
acompanhar, quando possivel, cada doutrina da respetiva historia, e notamos quanto

isso interessava aos alunos. (Teixeira, 1934, p. 226)

Em particular, no Curso, a primeira referéncia a historia do problema das tangentes surge

apods a dedugao do coeficiente angular da reta tangente:

Foi Descartes quem primeiro considerou as tangentes como limite das posicoes das
secantes, e foi também este grande geometra quem deu pela primeira vez um método
geral para as achar, o qual foi publicado em 1637 na sua celebre Geometria. Outros
métodos foram depois empregados, para resolver esta questdo, por Fermat, Roberval,
Sluse, etc. O método das tangentes que vimos de expor, é o de Fermat, com a forma
simples que lhe deu Barrow nas suas Lectiones geometricae, publicadas em 1679.

(Teixeira, 1906, p. 110)

Destacamos a concisao, precisao e relevancia desta informacao histérica, que é ainda comple-

mentada com fontes bibliograficas de exceléncia, seguramente inspiradoras para os aprendizes.
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Sobre a importancia histérica do problema das tangentes no desenvolvimento da matematica

Gomes Teixeira escreve:

O Cdlculo Diferencial e o Calculo Integral constituem a Andlise infinitesimal, cuja
descoberta € devida a Newton e Leibniz. A determinacdo das tangentes as curvas e
a quadratura das dreas planas foram as duas questoes que principalmente levaram

estes dois célebres geometras a esta grande descoberta. (Teixeira, 1906 p. 116)

Esta informacao é posteriormente desenvolvida, com um relato detalhado entre os trabalhos
de Newton e os de Leibniz, bem como um resumo dos trabalhos dos matematicos que se lhes

seguiram.

6.3.4 Resolucao de problemas

A resolucao de problemas é um aspeto fundamental no ensino da matematica, apresentando
Gomes Teixeira no Capitulo III do Curso problemas relativos as aplicacoes geométricas das

derivadas. Diz o nosso autor:

A teoria das tangentes e das normais as curvas dd lugar a muitos problemas impor-

tantes. (Teixeira, 1906, p. 166)
Sobre a teoria das tangentes sao apresentados quatro problemas:

1.° - Por um ponto (a,b) exterior a uma curva dada, tirar tangentes a esta curva.

(Teixeira, 1906, p. 166)

Usualmente a determinacao da reta tangente a uma curva é efetuada em um ponto da prépria
curva. Ora, Gomes Teixeira propde-nos que o estudo se faga em um ponto (a,b) no exterior da

curva. Vejamos a sua proposta de resolucao do problema:

Para resolver este problema, temos de eliminar x e y entre a equagao da curva e a

equagao

que exprime que as tangentes passam pelo ponto dado. Os sistemas de valores, que

estas equagoes dao para x e y, sao as coordenadas do ponto de contacto.

Considerando x e y como varidveis, a ultima equagdo representa uma curva, que
passa pelos pontos de contacto da curva dada com as tangentes tiradas pelo ponto

(a,b). A esta curva chama-se polar do ponto (a,b) relativamente a curva dada.

189



6.3 O conceito de reta tangente no Curso de Analyse Infinitesimal

Se a curva proposta for algébrica de ordem n, a sua polar é também algébrica de
ordem n — 1, vito que as derivadas de F'(z,y, z) relativamente a z, y e z sdo de grau
n — 1. Neste caso, estas duas curvas nao podem cortar-se em mais do que n(n — 1)
pontos; e portanto, por um ponto exterior a uma curva algébrica nao se podem tirar

mais do que n(n — 1) tangentes a esta curva. B

Relevamos neste problema a definicao de um novo conceito, o de curva polar, que de resto
Gomes Teixeira havia investigado num artigo de 190573,

Vejamos agora o segundo problema proposto por Gomes Teixeira:
2.9 - Achar a condi¢ao para que a reta
AX+BY+CZ=0,Z=1
seja tangente a uma curva dada. (Teixeira, 1906, p. 167)
A resolucao proposta por Gomes Teixeira é:

Para que a reta representada por esta equacao coincida com a reta representada pela

equacdo (A)17™, é necessério e suficiente que seja

oF OF oOF
—:A=—:B=—:0C.
Ox y 0z ¢

Eliminando pois x e y entre estas equagoes e a equagao F(z,y) = 0 da curva, obtém-
se a equacao de condicao para que a reta dada seja tangente a curva. Se esta equagao
for satisfeita, as duas equacoes anteriores dao depois as coordenadas x e y dos pontos

de contacto. W

Também este problema nos parece, a exemplo do anterior, nao rotineiro no contexto da nossa
tematica.

Um terceiro problema é:

3.° - Tirar tangentes comuns a duas curvas dadas. (Teixeira, 1906, p. 167)

13 Trata-se um artigo que analisaremos mais adiante, que foi publicado no volume VII do L’Enseignement
Mathématique e que é mesmo referenciado numa nota de rodapé apensa a este problema do seu curso.
174 A equacio (A) é a equacio que caracteriza a tangente em coordenadas homogéneas, isto é, a equacio

oF OF OF __
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Sejam F(x,y,z) =0, o(r1,y1,21) = 0 as equagodes das curvas dadas. A equagao geral
das tangentes a primeira é dada pela férmula (A). Basta pois procurar a condi¢do

para que esta equacao coincida com a equacao

Oy Oy oo
a%1X+ 8y1Y+ 8212 =0,

para resolver o problema. Temos assim as equacoes

OF O0p _OF Op OF 0Op

dxr " dry Oy Oy 9z 0z
que, juntamente com as equagoes das curvas dadas determinam as coordenadas x,

Y, 1, y1 dos pontos de contacto da tangente com as duas curvas. W

Estes trés problemas, embora de resolugao simples (assentam apenas na resolucao de siste-
mas de equagdes), nao se limitam a aplicar diretamente as férmulas deduzidas anteriormente,
exigindo que se pense nas propriedades da reta tangente a uma curva para se entender o método
apresentado.

O 1ltimo problema relativo ao nosso conceito é o seguinte:

5.9 - Procurar o lugar geométrico dos pés das perpendiculares as tangentes a uma

curva dada por um ponto fizo. (Teixeira, 1906, p. 168)

Tomando este ponto para origem das coordenadas, obtém-se a equacao da curva

procurada eliminando x e y entre a equacao da curva dada e as seguintes:
Y—y=y(X-2), yY +X =0,

que representam a tangente e a perpendicular a esta reta, tirada pela origem das

coordenadas. A curva que vem de definir-se chama-se pedaria da curva dada. B

Aqui vemos introduzida/definida uma nova curva, dita pedaria, denotando também aqui o
recurso de Gomes Teixeira aos problemas para a introdugao de novos conceitos matematicos.

Estes exemplos vém mostrar a valorizacao dada por Gomes Teixeira aos verdadeiros pro-
blemas, optando por os apresentar e resolver, deixando para segundo plano os exemplos de
aplicagao direta de férmulas, valorizando assim o raciocinio necessario a uma efetiva resolucao

de problemas.
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6.4 Traité des Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches

Do estudo aqui analisado destacamos o rigor da definicao de reta tangente a uma curva
apresentada, numa definicao genérica e aplicavel a todo o tipo de curvas. Salientamos também
a importancia atribuida a histéria da matemaética e a resolucao de problemas nao rotineiros,
vendo-se o conceito de reta tangente a ser alavanca para novos conceitos.

O estudo do conceito de reta tangente a uma curva nao se esgota nesta obra de cariz mais
didético de Gomes Teixeira, sendo possivel encontrar estudos afins na sua obra mais emblemética
o Traité des Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches, bem como em artigos cientificos

que publica.

6.4 Traité des Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gau-

ches

O Traité des Courbes Spéciales Remarquables Planes et Gauches, doravante designado de Traité,
é escrito por Gomes Teixeira na sequéncia da participacdo num concurso promovido pela Real
Academia de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Madrid!™.

Publicado, em espanhol, nas Memoérias dessa Academia, parece ter sido recebido de forma
entusidstica pela comunidade matematica internacional, Gomes Teixeira revé-o e publica-o em
francés. O Traité é deste modo uma obra publicada em trés volumes, contendo os dois primeiros

volumes, um catdlogo de curvas ditas especiais para as quais Gomes Teixeira efetua um estudo

completo:

(...) nos estudamos a forma, a construcao, a retificagao e a quadratura, as propri-
edades e a historia de cada curva; consideramos as relagcoes de cada curvas com as
outras; indicamos os problemas onde as curvas estudadas surgem; etc. Os autores de
cada questao considerada sdo mencionados, sempre que possivel. Em muitas ocasioes

damos proposi¢oes que podem ainda nao ter sido notadas. (Teixeira, 1908, p. VII)

Ao longo deste trabalho Gomes Teixeira aborda intimeras vezes o conceito de reta tangente

a uma curva e amplia-o ao conceito de curvas tangentes a curvas.

5Em 1893, a Real Academia espanhola abre um concurso para um prémio a atribuir a um catdlogo de curvas,
suas equagOes, propriedades e autores que as descobriram/estudaram. Ao concurso de 1893 ndo chegam respostas
de qualidade, pelo que o concurso é novamente publicitado em 1894, desta feita também em revistas e associacoes
estrangeiras. Gomes Teixeira concorre a este prémio com a obra Tratado de las Curvas Especiales Notables,
doravante designado de Tratado, sendo um dos premiados do concurso, ex-sequo com Gino Loria, e vendo o seu
trabalho publicado, em 1905, nas Memorias de la Real Academia de Ciencias Ezxactas Fisicas y Naturales de
Madrid, no tomo XXII.
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6.5 O conceito de reta tangente no Trazité

O conceito de reta tangente a uma curva surge no 7Traité associado a diferentes problemas e

propriedades, nomeadamente:

e Determinagao da equagao geral das retas tangentes a uma curva dada por um ponto dado;

e Caracterizacao das retas tangentes a uma curva através do seu coeficiente angular, de-
terminacao do angulo entre a tangente e outra reta ou determinacao do angulo entre a

tangente e a curva;
e Estudo de propriedades das retas tangentes a uma dada curva;

e Estudo das propriedades de retas tangentes em pontos especificos ou com caracteristicas

especificas (por exemplo, tangentes paralelas aos eixos coordenados);
e Referéncias histéricas a determinagao de retas tangentes a determinadas curvas;

e Caracterizacao de retas tangentes cujas equagbes tém coeficientes imagindrios (deter-

minagao de Foyers - focos);
e Determinacao de curvas tangentes a curvas dadas;

e Resolucao de problemas envolvendo retas tangentes cuja solugao sao curvas especiais.

E de notar que, apesar dos diferentes aspetos do conceito de tangente abordados nesta obra,
Gomes Teixeira nao define aqui o conceito de tangente, mas torna-se evidente, nomeadamente
pelo tratamento feito, que a definiciio usada é a que apresenta no seu Curso'’%, utilizando as
propriedades gerais ai estudadas para caracterizar cada uma das tangentes as curvas que aborda
no Traité.

Dada a magnitude do Traité, na nossa investigacao cingirnos-e-mos a uma unica curva,
nomeadamente o caso da cisséide de Diocles. A selecao da cissoide de Didcles é feita porque esta
é a primeira de uma familia (cissoides) que Gomes Teixeira aborda nesta sua obra, mas também
porque as cissoides sao curvas recorrentes na histéria da matematica, podendo em particular o

seu inicio ser tragado até a Grécia com o problema da duplicagao do cubo.

176V/eja-se a este propésito o capitulo 6.3.1.

193



6.5 O conceito de reta tangente no Traité

6.5.1 O conceito de reta tangente a cissoide

A semelhanca do que faz para as restantes curvas que analisa no Traité, Gomes Teixeira apresenta
um estudo completo da familia das cissoides, comegando por caracterizar a familia de curvas com
que vai trabalhar. Apresentando-nos em primeiro lugar a cissoide de Diocles define-a, enquanto

lugar geométrico, nos seguintes termos:

1. Considere-se um circulo de centro C e raio a [Fig. 6.7] e na sua circunferéncia
um ponto O, e na outra extremidade A do diametro que passa por O, trace-se a
reta AM, tangente ao circulo. Tome-se em cada uma das retas que passa por O um
segmento OP igual ao segmento M N, compreendido entre o circulo e linha AM e
tracado na direcao OM. O lugar geométrico dos pontos P que se obtem € a curva

designada por cissoide de Diocles. (Teixeira, 1908, p. 1)

Figura 6.7: Tlustragao da cissoide.

A imagem que representa o conceito de cissoide é complexa e serd utilizada para ilustrar
outras propriedades da curva, tornando-se essencial uma andlise detalhada para que, em cada

situacao, se entendam quais os aspetos que devem ser considerados e quais os aspetos a ignorar.

Caracterizada a curva, Gomes Teixeira apresenta as equagoes polar e cartesiana da cissoide.
Assim, sendo p o comprimento do segmento OP e 6 o angulo POC' a equagao polar da cissoide

é:

2a 2a sin2 0
—2acos) = ———
cos cos 0

p:
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A equagao cartesiana correspondente é:

Tratando-se de um catalogo de curvas é de esperar esta caracterizagao completa da cissoide,
sendo de notar que Gomes Teixeira utiliza, no estudo que se segue, a equagao mais conveniente

a cada situacao.

No ponto seguinte Gomes Teixeira aborda a histéria da cissoide e no que concerne a deter-
minagao das tangentes a cissoide Gomes Teixeira destaca Fermat e Roberval como os autores

da resolucéo do problema das tangentes a esta curva.

A resolugéo proposta por Gomes Teixeira para o problema das tangentes & cissoide de Di6cles

é apresentada no ponto 5:

5. A tangente em P a cissoide corta a reta AM num outro ponto M', cuja ordenada
y1 € dada pela equacao

d
i =y+£(2a—x),

sin30

ou, dadas as relacoes x = pcosf = 2asin’ 6 e y = 2a ey

y1 = 3atané,
donde deduzimos um método muito simples para tracar esta tangente, uma vez que
CK = atanf.

(Teixeira, 1908, p. 3)

Notemos que todos estes resultados sao apresentados sem qualquer justificacao e sem calculos,
tornando-se necessario que o leitor deduz, ele préprio, os resultados. Foi isso mesmo que nds

fizemos. Por exemplo, no caso acima reportado ter-se-a:

A equacgado da reta tangente a uma curva de equagao f(x,y) = 0 pelo ponto de
coordenadas (z,y) é Y —y = %(X — z) onde (X,Y) s@o as coordenadas de um
ponto genérico da tangente. Considerando como origem do referencial o ponto O e

OA como eixo das abcissas, tem-se que o ponto M’ tem coordenadas (2a,y;) pelo
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que, substituindo estas coordenadas na equacao da reta tangente vem que

dy
=y+ —-—(2a —2).
n=y+ )
Atendendo a equagao em coordenadas retangulares da cissoide, o coeficiente angular % nao
fornece um método simples de determinacao deste ponto M’, o que leva Gomes Teixeira a

apresentar o mesmo resultado quando a curva é dada em coordenadas polares.

Considerando a equacao da cissoide em coordenadas polares temos que = = 2asin? 6

ey = % = 2asin? §tan . Aplicando as regras de diferenciacido obtém-se que

dz = 4asin 0 cos 0dl e dy = 4asin 6 cos 0 tan 6 + 2a tan? 0d0.

Assim:

@ B 4a sin 0 cos O tan 0 + 2a tan? 0d6 ~ tanf + tand
dr 4a sin @ cos 8db - 2co0s2 6’

Substituindo z, y e %, na equacgao que da y;, pelos seus valores em coordenadas

polares vem que:

2a tan 6 (1 — sin? 9)
2cos? 6

tan 0
y1 = 2asin® § tan f-+tan 0+L(2a—2a sin? @) = 2a tan 6+

= 3atanf.
2cos? 6 3atan

Este valor de y; é facilmente determinédvel uma vez que, como nota Gomes Teixeira (1908, pp.
3-4), sendo K a intersegao da reta OP com a perpendicular a OA por C' tem-se que CK = atan6
uma vez que [OCK] é um tridngulo retangulo cujo angulo KOC tem de amplitude § e OC = a.
Uma vez que, para cada ponto P da cissoide, o ponto K se encontra determinado, fica também
determinado o valor de atanf o que, por sua vez, permite obter de forma rigorosa o ponto M’.

Seguidamente, Gomes Teixeira aplica um raciocinio semelhante para determinar a ordenada
do ponto M”, ponto de intersecao da reta AM com a tangente ao circulo ON A pelo ponto N,
obtendo que esta ordenada é dada por y = atan @ (Teixeira, 1908, pp. 3-4). Tendo em atengao
que o ponto M, ponto de intersecao da reta OP com a tangente ao circulo por A, tem ordenada

ys3 = 2atan @ é possivel concluir, como faz Gomes Teixeira:

O ponto onde o vetor OP do ponto P da cissoide corta a assintota é equidistante
de dois outros pontos onde esta assintota € cortada pelas tangentes PM' e NM"
a cissoide e ao circulo nos pontos de intersecio de OP com estas duas curvas.

(Teixeira, 1908, p. 4)
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Gomes Teixeira atribui a publicacao desta propriedade a Longchamps que a apresenta no

Congres de Grenoble da Association Francaise pour I'avancement des sciences, em 1885 177,

Desta propriedade da cissoide resulta outro método de comstruir as suas tangentes.

(Teixeira, 1908, p. 4)

Gomes Teixeira nao explicita, mais uma vez, o método a seguir, embora ele seja bastante
simples. Para tal basta considerar a cissoide, o seu circulo gerador, a sua assintota e o ponto P

por onde se pretende determinar a tangente, procedendo do seguinte modo:

e Determine-se o ponto M, intersecao de OP com a assintota, e o ponto N, intersecao de

OP com o circulo;

e Trace-se a tangente ao circulo por N1 e seja M” a intersecio desta tangente com a

assintota da cissoide;

e Assinale-se o ponto M’ na assintota tal que MM"” = MM’'. A reta PM' é a tangente

procurada.

Assim, ficam especificados dois métodos distintos de obtencao da reta tangente & cissoide por
um ponto P da curva, devendo o leitor utilizar o método com o qual se sente mais confortavel.
No ponto 6 do Traité Gomes Teixeira continua o estudo das propriedades da tangente a

cissoide, neste caso por um ponto no exterior da curva:

Vamos agora determinar as tangentes a cissoide passando por um ponto dado (v, 3).

(Teixeira, 1908, p. 4)

Vejamos o método inicialmente proposto por Gomes Teixeira para a obtengao das tangentes

procuradas.

Os pontos de contacto das tangentes procuradas com a curva coincidem com os
pontos de intersegao da cissoide com a polar do ponto («,[3), representada pela
equacao

a(3z% + %) + 2By(z — 2a) — 2ay® = 0, (6.1)

17"Nas atas deste congresso publicadas em 1886, nomeadadamente entre as paginas 131 e 135, encontramos o
estudo de Longchamps a propdsito da determinacao de tangentes a ciibicas circulares unicursais. (Uma cibica
circular unicursal é uma curva definida por uma equagdo do 3.° grau, que tem como elementos bdsicos para a
sua geragao um ponto, uma circunferéncia e uma reta, e cujas coordenadas do ponto que a descreve sdo fungées
algébricas racionais de um mesmo parametro. (Ferreto, 2003, pp. 21-24))

178 A construcao da tangente ao circulo encontra-se na pagina 19.
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de onde vem que as trés retas representadas pela equagao
(o — 2a)y® + 3ayz® — 2623 = 0, (6.2)

que resulta de eliminar x — 2a entre a equacao precedente e a da cissoide, passam

pelo ponto duplo e pelos trés pontos de contacto das tangentes procuradas.

Gomes Teixeira nao refere como obtém a equacao da polar da cissoide nem porque a in-
tersecao dessa curva com a cissoide permite obter os pontos de tangéncia que definem as tan-
gentes procuradas, podendo encontrar-se essa a justificacdo no seu Curso'™.

No entanto, é de salientar que a obtencao geométrica das trés retas que determinam os pontos

de tangeéncia utilizando apenas a equacao deduzida nao é simples, pelo que Gomes Teixeira

apresenta outra forma de obter os trés pontos de tangéncia.

Estes trés pontos [pontos de tangéncia] determinam um circulo e, para encontrar a
sua equacao, é suficiente multiplicar o primeiro membro de 6.1 por 3ay + 26z, o

primeiro membro da equacao
y*(2a —x) —2® =0 (6.3)

da cissoide por 63, adicionando em seguida as equacoes obtidas, membro a membro,

vem
(902 + 48%)2? + 3a(a — 2a)y* + 2B(a — 2a)zy — Saf®x = 0,
e substituindo y? pelo valor %ﬁ:zﬂ), dado pela equacao 6.3. Obtemos assim a
equagao
3a(a — 2a)(x? + y?) + 4B8(a — 2a)y + 18ac’z + 83%a(x — 2a) = 0. (6.4)

O circulo representado por esta equacao corta a cissoide em quatro pontos e, substi-

2ay? z3
oo e~z que

tuindo no primeiro e no tltimo termo 2 + 32 e x — 2a pelos valores

resultam de 6.3, obtém-se a equagao
(3az + 28y)[(a — 2a)y> + 3ayz? — 223 = 0,

que representam quatro retas, das quais trés coincidem com as retas definidas por

179 A este propésito veja-se a pagina 189 da presente tese.
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6.2, e passam consequentemente pelos pontos de contacto das tangentes procuradas,

e uma, representada pela equacao
3ax + 20y =0, (6.5)

passa pelo quarto ponto. Mas, se substituirmos na equaco 6.4 22 +y? e x — 2a pelos

2 ~
valores 2ax e —%- dados pela equacao

22 + 9% — 20z = x(x — 2a) + 3* = 0, (6.6)

que representa o circulo que figura na definicao de cissoide dada no n.°1, teremos:
28y + 3az][By + (a — 2a)a] = 0,

por meio da qual vemos que o circulo corta o circulo representado por 6.4 em dois

pontos situados sobre as retas
2By + 3ax =0, By + (a — 2a)z = 0. (6.7)

Resulta daqui que, para resolver o problema proposto, é suficiente procurar o ponto
onde a reta 6.5 corta a cissoide e os pontos onde as retas 6.7 cortam o circulo OAN
[fig. 6.7], e em seguida o circulo que passa por estes trés pontos. Este circulo
determina, na sua intersecao com a cissoide, os pontos de contacto das tangentes

procuradas. W

Este método, que no final consiste apenas em determinar a intersecao de circulos e retas,
resulta de um método algébrico que consiste em ir determinando, sucessivamente, a intersecao de
diferentes curvas e comparando as intersegoes obtidas concluindo que é possivel chegar aos pontos
de tangéncia procurados de diferentes formas. O método aqui exposto é, como o préprio Gomes
Teixeira refere, da autoria de J. Walker e encontra-se publicado nos Proceedings of the London
Mathematical Society (vol. II, pp. 161-165), trabalho esse apresentado por Walker a London
Mathematical Society a 11 de fevereiro de 1869 e onde o matematico inglés aborda métodos
para a determinacao das tangentes a cissoide utilizando coordenadas homogéneas nesse seu
estudo. E de notar que Gomes Teixeira apresenta aqui os mesmo resultados recorrendo apenas
a coordenadas retangulares e referindo apenas os passos que lhe permitem obter o resultado

pretendido, deixando de lado célculos extensos e fastidiosos que tornariam a sua obra menos
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interessante.

Gomes Teixeira dedica-se nos pontos seguintes ao estudo de outras propriedades da cissoide
de Didcles, voltando a analisar as propriedades do conceito de reta tangente no estudo que faz
da cissoide obliqua.

A primeira abordagem que faz a este conceito a propdsito da cissoide obliqua prende-se com

o seu método de construgao:

15. (...) O método de Longchamps para tragar as tangentes a cissoide reta, exposto
no n.° 5, é também aplicdavel a cissoide obliqua, e mesmo a uma classe mais geral

de cibicas, como veremos posteriormente. (Teixeira, 1908, p. 13)

Verificamos que, no estudo que se segue, Gomes teixeira replica o estudo ja efetuada para
a cissoide de Didcles, utilizando as propriedades do conceito de reta tangente ja estudadas
no Curso, nao acrescentando nada de novo ao nosso conceito, diferindo apenas nas equagoes
utilizadas e nos diferentes métodos para resolver as equagdes que resultam da aplicagdo da
equacdo da reta tangente!80.
Contudo, Gomes Teixeira nao trabalha apenas com tangentes reais, caracterizando no re-

sultado 28 pontos especiais da curva, os chamados focos, que sao definidos a custa de retas

tangentes de coeficientes imaginarios.

28. Damos aqui o nome de foco de uma curva qualquer a todos os pontos (aq, 31)
pelos quais passam duas tangentes a curva de coeficientes iguais a +i e —i, i Tepre-

sentando /—1; (...) (Teixeira, 1908, p. 23)

Gomes Teixeira estuda em seguida as propriedades dos focos da cissoide, utilizando para isso
transformacdes geométricas!®!.

O estudo que aqui apresentamos para o caso da cissoide é reproduzido, ao longo dos dois pri-
meiros volumes para outras curvas, sendo evidente que Gomes Teixeira aplica aqui os resultados
sobre retas tangentes que expoe no Curso e que aplica, de forma magistral, as curvas estudadas,
apresentando apenas no 7Traité, e como seria esperar numa obra com estas caracteristicas, os
resultados e propriedades principais, deixando grande parte dos cdlculos e das demonstragoes
para o leitor.

Gomes Teixeira publica ainda trés artigos cientificos sobre o nosso conceito, que a seguir

referimos.

80O ptamos assim por nio apresentar os restantes resultados obtidos por Gomes Teixeira a propésito do conceito
de reta tangente a cissoide.

81 Deixamos de fora este estudo uma vez que néo se encontra no ambito deste trabalho dado recorrer a métodos
que nao estao diretamente relacionados com o nosso conceito.
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6.6 O conceito de reta tangente nos artigos cientificos

Dos numerosos artigos sobre temas de geometria que Gomes Teixeira publica ao longo da sua
vida, trés sao relativos ao conceito de reta tangente e apresentam resultados originais de Gomes
Teixeira resultantes da generalizagao ou desenvolvimentos de outros resultados ja conhecidos a
proposito do nosso conceito.

O artigo Sobre as tangentes a astrdide, inicialmente publicado no tomo VIII dos Annaes
Scientificos da Academia Polytechnica do Porto em 1913, encontra-se incluido no 3.° volume
do Traité. Neste artigo Gomes Teixeira estuda os casos em que é possivel construir as retas
tangentes a astréide utilizando régua e compasso, aliando um problema cléssico, as construgoes
passiveis de serem efetuadas com régua e compasso, com as modernas técnicas da andlise, uma
vez que deduz os casos em que é possivel a construcao pretendida utilizando a algebra e a analise.

O artigo Sobre a construcdo das tangentes a cissoide obliqua que passam por um ponto
exterior a curva encontra-se publicado no tomo XIII dos Annaes Scientificos da Academia Poly-
technica do Porto, datado de 1917, e embora se enquadre nos temas estudados no Traité a
sua publicacao tardia impede que este trabalho seja incluido no 3.° volume desta obra. No 1.°
volume do Traité Gomes Teixeira apresenta um método para construir as tangentes a cissoide

182 “método esse que nao pode ser generalizado as cissoides

reta por um ponto no seu exterior
obliquas. Esse caso é aqui analisado por Gomes Teixeira, recorrendo as equagoes paramétricas
da cissoide e aos métodos que explora no Traité.

Original no tema que aborda é o artigo Sur le nombre des tangentes qu’on peut mener a une

courbe par un point situé sur la courbe, que passamos a analisar.

6.6.1 O conceito de reta tangente no Sur le nombre des tangentes qu’on

peut mener a une courbe par un point situé sur la courbe

O artigo Sur le nombre des tangentes qu’on peut mener a une courbe par un point situé sur
la courbe, publicado em 1905 no L’Enseignement Mathématique, contém uma demonstragao
alternativa de um resultado ja conhecido sobre as tangentes a uma curva.

Neste artigo, Gomes Teixeira comeca por efetuar uma revisdo da literatura referindo os
principais resultados sobre o ntimero de tangentes que se pode tragar a a uma curva por um
ponto da curva. O primeiro resultado que refere é o relativo ao caso em que a curva é algébrica
e sao apenas consideradas as tangentes reais. Este resultado é enunciado por Basset na sua

obra An elementary Treatise on cubic and quartic curves onde o matematico inglés apresenta o

182V/eja-se a este propdsito a pagina 197.
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seguinte resultado para uma curva algébrica de grau n:

25. Por um ponto na curva, ndo se podem tra¢ar mais do que (n+1)(n—2) tangentes

a curva, excluindo a tangente por esse ponto. (Basset, 1901, p. 17)

Ao contrario do que se poderia supor a partir do titulo, ndo sdo procuradas retas tangentes
cujo ponto de tangéncia é o ponto dado, mas sim retas tangentes a curva, em qualquer ponto,
que passam por um ponto dado na curva, sendo este um problema nao trivial.

Gomes Teixeira procura contudo analisar o caso mais geral, onde se consideram tangentes
reais e imagindrias, caso estudado por Salmon na obra Traité de Géométria Analytique para

curvas planas, onde é enunciado o resultado que Gomes Teixeira refere e estuda neste seu artigo:

O numero de tangentes que podemos tracar por um ponto multiplo de ordem k €

n(n—1) — k(k +1). (Salmon, 1884, p. 90)

Neste artigo Gomes Teixeira nao pretende apresentar um resultado novo mas uma demons-
tracao que considera mais simples do que a apresentada por Salmon na obra referida. Salmon
demonstra o resultado enunciado recorrendo ao que Gomes Teixeira designa de “um elegante
método algébrico” (Teixeira, 1905, p. 138), onde utiliza a teoria dos determinantes para garantir
que determinadas equagoes representam efetivamente as retas tangentes e, conhecendo o grau
das equacoes obtidas, consegue determinar quantas solugoes existem. Gomes Teixeira demonstra

o mesmo resultado recorrendo a polar da curva e ao seguinte lema:

Se (z1,y1) € um ponto mailtiplo de ordem k da curva considerada, ele é também um
ponto multiplo da mesma ordem da sua polar, e os k ramos da curva que se cortam
nesse ponto sao tangentes aos k ramos da polar que se cortam ai. (Teixeira, 1905,

p. 139)

Para demonstrar este lema Gomes Teixeira recorre ao calculo diferencial, aplicando proprie-
dades bésicas do conceito de diferencial e de reta tangente a uma curva, numa demonstragao mais
simples e utilizando conceitos mais bésicos do que a demonstracao de Salmon. Demonstrado

este lema Gomes Teixeira consegue entao provar o resultado pretendido.

Baseados no lema anterior, vamos determinar o niimero de tangentes que podemos
tragar a uma curva dada pelo ponto (z1,y1). Suponhamos primeiramente que a curva
tem apenas um ponto multiplo, que coincide com (x1,y1), € que a ordem deste ponto

é k. A curva dada e a sua polar cortam-se em m(m — 1)pontos e um desses pontos
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coincide com (x1,y;). Ora, este ponto é miltiplo de ordem k na curva e na polar,
logo conta por k? intersecdes. Mas, como os k ramos da curva sio tangentes aos
k ramos da polar, cada ramo dela tem um outro ponto, consecutivo a (z1,y1), em
comum com a polar. Pelo que o niimero de intersegoes da curva e da polar, distintos
de (z1,91), é igual a

m(m —1) — k(k+1).

Ora, estes pontos coincidem com os pontos de contacto das tangentes a curva tracadas
por (z1,y1); temos, consequentemente, representando o nimero destas tangentes por
t,

t=m(m—-1)—k(k+1),

resultado que coincide com o obtido por Salmon. Se (x1,y;) é um ponto simples,
esta férmula ainda se verifica, supondo k = 1. Se a curva dada tem ¢ pontos duplos
e v pontos de cuspide, distintos de (x1,y1), o valor de t pode obter-se facilmente em-
pregrando o método habitualmente utilizado para demonstrar as férmlas de Pliicker
que determinam a classe da curva (SALMON, l.c., p. 77-78) e o lema anteriormente

demonstrado. Teremos assim

t=m(m-—1)—20—3v—k(k+1).1

Embora inicialmente Gomes Teixeira comece por dizer que vai apresentar apenas uma nova
demonstracao de um resultado ja enunciado pro Salmon o que, comparando as duas demons-
tragoes € por si s6 de valorizar, principalmente tendo em atencao que a demonstragao de Gomes
Teixeira é efetivamente mais simples e utiliza técnicas que surgem de forma mais natural no
estudo das curvas. No final deste artigo Gomes Teixeira acaba por enunciar uma generalizacao
do resultado inicial e que permite obter o niimero de tangentes a uma curva por um ponto dado
nao s6 quando a curva tem pontos multiplos mas também quando tem pontos de cispide!®3,

contribuindo deste modo Gomes Teixeira para o desenvolvimento do estudo das curvas, um dos

assuntos mais relevantes na matemaética do final do século XIX e inicios do século XX.

183Ponto de cispide de uma curva é um ponto a partir do qual o sentido do movimento do ponto gerador da
curva muda bruscamente. (Ferreto, 2003, p. 15)
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Capitulo 7

José Sebastiao e Silva

José Sebastiao e Silva (Fig. 7.1) nasce a 12 de dezembro de 1914 na vila de Mértola.

Figura 7.1: Fotografia de Sebastido e Silva.

Frequenta a licenciatura de Ciéncias Matematicas, na Faculdade de Ciéncias de Lisboa,
terminando o curso em julho de 1937 com uma média de 17 valores.

Em 1940 inicia a sua atividade como investigador, no Centro de Estudos Matematicos de
Lisboa, no Instituto de Alta Cultura, publicando os seus primeiros trabalhos de investigagao,
que desde logo sao reconhecidos.

Em fevereiro de 1943 parte para Italia, para o Istituto Nazionale di Alta Matemaética di
Roma, como bolseiro do Instituto de Alta Cultura, especializando-se em Andlise Funcional e
onde escreve a tese de doutoramento que apresenta, em 1948, & Faculdade de Ciéncias de Lisboa

e que o projeta enquanto matemaético a nivel internacional.
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De regresso a Portugal, dedica-se a investigagdo e ao ensino, passando pelo Instituto Su-
perior de Agronomia e terminando a sua carreira na Faculdade de Ciéncias de Lisboa. Nesta
faculdade leciona, entre outras, a disciplina de Histéria do Pensamento Matematico criada por
sua iniciativa, a primeira disciplina dedicada exclusivamente & histéria da matematica de que ha
registo no sistema de ensino portugués, abordando ai principalmente a histéria da matematica
grega.

José Sebastiao e Silva faz parte da equipa responsavel pela reforma do ensino da matematica
em Portugal, na década de 60, resultante do Projeto Regional do Mediterraneo. Assumindo esse
projeto publica manuais escolares, elabora guias de utilizacdo dos manuais publicados, organiza
cursos de formacao para os professores de matematica e, com as opgoes curriculares tomadas,
contribuindo de forma direta para a introducao da matematica moderna em Portugal.

Falece em 25 de maio de 1972 (Guimaraes, 1972, s.p.).

Deixa publicada uma vasta obra cientifica e pedagdgica que tem influéncia direta em todos

aqueles que acompanham os seus trabalhos:

Em termos gerais, Sebastido e Silva teve relativamente ao Ensino da Matemdtica uma
visao globalizante capaz de compreender o que se passava desde o Ensino Primdrio
ao Ensino Superior. Via a Matemdtica nao como um conjunto de técnicas a dominar

mas como um meio de consequir a formagdo integral de um cidaddo. (Silva, s.d.,

s.p.)

7.1 A introducao da matematica moderna no ensino portugués

O século XX, fruto das alteraces sociais nele registadas, é fértil em mudancas no sistema
de ensino, registando-se as principais mudancas apds a 2.* guerra mundial, em virtude das
necessidades tecnoldgicas e profissionais que dela resultam.

Em Portugal, o ministro Leite Pinto enceta conversagoes com a OCDE no sentido de elaborar
um plano de trabalho comum relativo as questoes da educagao. Estas conversagoes originam o
“Projeto Regional do Mediterraneo”, um projeto de assisténcia aos paises do sul da Europa, no
ambito do qual o ensino da matematica sofre profundas alteragdes (Carvalho, 1986, pp. 784-797).

No ambito destas reformas uma delegacao portuguesa participa, em 1957, na conferéncia
“Commission Internationale pour I’Etude et ’Amélioration de I’Enseignement des Mathématiques”,
onde toma contacto com as ideias da matematica moderna e as introduzem no seio da comuni-

dade de professores de matematica portugueses, dando-se assim inicio ao que Matos (2009, p.
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3) designa de “principios”do movimento da matemdtica moderna em Portugal. Entre 1963 e
1968 decorre o periodo da “experimentagao”, altura em que o ensino da matematica moderna
se inicia em Portugal com turmas experimentais, entrando-se no periodo da “disseminacao’a
partir de 1968. O ensino da matematica moderna mantém-se nas escolas primarias até 1974 e
nos liceus até 1990 (Matos, 2009, pp. 4-5).

Assim, na década de 60 o ensino liceal!®*

estd dividido: as turmas regulares, onde sao
seguidos os programas publicados em 1954 e utilizados os livros tnicos escolhidos pelo estado;
as turmas piloto, onde se estudam novos contetidos'®® e para as quais sio escritos livros de texto
especificos.

No que concerne aos conteudos a abordar, ha um acentuado acréscimo de matéria nos pro-
gramas das turmas piloto. A inclusao de temas como a légica, a teoria de conjuntos, a dlgebra de
Boole ou as transformagoes geométricas, dever-se-a crenca de Sebastiao e Silva de que o ensino
de matemadtica deveria acompanhar o desenvolvimento da propria matematica.

O conceito de reta tangente a uma curva nao surge no ensino fruto destas alteragoes, mas
sim como contetido integrante do programa em vigor em todas as turmas. O nosso conceito
é abordado no ambito da geometria analitica e no ambito da introducao ao estudo do céalculo
diferencial, embora a influéncia da matemé&tica moderna também se faca sentir na forma como

é trabalhado:

A modernizagdo do ensino da matemdtica terd de ser feita ndo sé quanto a progra-

mas, mas também quanto a métodos de ensino. (Silva, 1975, p. 11)

Esta mudanca de métodos de ensino, assim como a familiarizacao dos professores com a
matematica moderna, faz-se com uma aposta na formagao de professores. Um primeiro passo
nesta formacao é dado com a organizacao, por Sebastiao e Silva, do “Curso de Introdugao a
Matemética Moderna”, levado a cabo no ano letivo 1962/63.

Com a implementagao do projeto piloto torna-se necessario formar os professores, pelo que
em agosto de 1964 funciona em Oeiras o primeiro curso de atualizagdo de professores, curso
esse ministrado pelos responsaveis da implementagao do projeto. Em setembro de 1965 h& uma
repeticao do curso de Oeiras para novos professores, o que permite um alargamento do niimero

de turmas inserido no projeto piloto, mantendo-se os “Cursos de Oeiras” por diversos anos.

1840 3.° ciclo do ensino liceal é, & época, constituido pelos 6.° e 7.° anos correspondentes aos atuais 10.° e 11.°
anos.

185N anexo I encontra-se uma tabela comparativa dos programas em vigor nas turmas regulares e nas turmas
piloto para os 6.° e 7.° anos do ensino liceal.
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Para os professores que nao estao presentes nestas formagoes e que lecionam os programas
da matematica moderna, Sebastiao e Silva deixa indicagoes metodolédgicas precisas no seu Guia
para o utilizacdo do compéndio de matemadtica onde, no 1.° volume apresenta uma lista de 16
normas gerais que o professor deve seguir nas suas aulas (Silva, 1975, pp. 11-14). Dela realgamos

os seguintes aspetos:

Envolvimento do aluno no seu processo de aprendizagem, deixando de ser um agente

passivo na sala de aula;

A importancia da definigao dos conceitos e da demonstragao dos teoremas;

A importancia das aplicagoes da matemédtica a outras disciplinas;

O nao ter medo de errar, “porque s6 errando se aprende verdadeiramente”.

Os livros de texto que Sebastiao e Silva escreve, acompanhado dos respetivos guias, tornam-se

uma referéncia neste processo de modernizacao do ensino da matematica:

Os textos, que foram surgindo em fasciculos, surpreenderam toda a gente, porque,
para além dos conhecimentos cientificos, revelavam excecionais dotes pedagdgicos,
grande cultura humanistica e sobretudo uma sequranca de perspetivas e de moderni-
dade s6 possivel a quem estd na crista da Ciéncia como investigador. (Lima, 1997,

p. 103)

Dada a qualidade destes textos eles sdo posteriormente compilados e publicados em forma
de livro, intitulados Compéndio de Matemdtica, publicados em 3 volumes em 1975, bem como
os respetivos Guia para a utilizacdo do compéndio de matemdtica.

A qualidade dos livros de texto da autoria de Sebastido e Silva é tal que ainda hoje sdo

referéncia no ensino da matemaética em Portugal:

Estes Compéndios de /flgebm de Sebastido e Silva e Silva Paulo sdo referéncias para
grande parte dos conceitos de /flgebm e constituem um bom recurso para estudar

qualquer dos assuntos que sao abordados na disciplina de Matemdatica Aplicada. (...)

Estes livros sao o ponto de referéncia de muitos aspetos deste programa e cons-
tituem material base indispensdvel para o trabalho dos professores. As “Normas
Gerais”contidas no 1° volume do Guia devem ser objeto de reflexdo por parte dos

professores. (DGFV, 2005, p. 14)
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Outro aspeto a ter em linha de conta é a importancia atribuida a utilizagdo da histéria da

matematica no ensino:

Os factos da historia da matemdtica relacionados com os assuntos a estudar, quando
adaptados a mentalidade dos alunos, constituem poderoso auxiliar para a boa compre-
ensao de certas questoes e, por vezes, também um incitamento ao trabalho. (Decreto

n.° 39807, 1954, p. 1060)
Para tal,

Os compéndios devem inserir notas biogrdficas dos matemdticos a que, segundo o
desenvolvimento dos programas, haja de fazer-se referéncia. (Decreto n.° 39807,

1954, p. 1060)

Estas notas histdricas encontram-se espalhadas nas diversas obras da autoria de Sebastiao
e Silva para o ensino liceal, e respetivos guias, encontrando-se a histéria da matematica efe-
tivamente presente no seu ensino. Além disso, em 1964 comeca a funcionar, na Faculdade de
Ciéncias de Lisboa, sob a responsabilidade de Sebastiao e Silva, a disciplina de Historia do pen-
samento Matemdtico, permitindo que os futuros professores de matematica obtenham formacao

nesta area especifica da matematica, permitindo-lhes a:

(...) inser¢do das matérias no quadro de uma cultura geral, que tempere e humanize
o abstratismo inerente d matemdtica, procurando explicd-la como processo historico

(...). (Paulo & Silva, 1963, p. 5)

7.2 O Compéndio de Algebra

A obra Compéndio de Algebm, escrita em colaboracdo com J. D. Silva Paulo, tem a primeira
edicao datada de 1956 e foi o livro tinico nos concursos do Ministério da Educagao Nacional de
1958, 1963 e 1968 para o ensino liceal (Fig. 7.2). Utilizado até, pelo menos, aos anos de 1973 e
1974 é composto por 2 tomos: o primeiro para o 6° ano e o segundo para o 7° ano do liceu.

Nesta obra sao abordados diversos temas como, por exemplo, a andlise infinitesimal, a algebra
ou a andlise combinatdria. O conceito de reta tangente a uma curva surge neste contexto no
primeiro volume, a propésito do estudo das derivadas.

No prefacio a esta obra os autores destacam a importancia de adaptar o ensino as diferentes

necessidades dos alunos, realgando ja na década de 60 do século XX a importancia de uma
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Figura 7.2: Frontispicios dos dois tomos do Compéndio de Algebra.

pedagogia diferenciada. Nesse sentido, preparam este manual para ser utilizado nao sé pelos
alunos com um desempenho regular, mas também por aqueles que se destacam e pretendem

aprofundar conhecimentos:

E também de admitir que o ensino nao deva ser igual para todos os alunos, mas
antes adaptado, em certa medida, as aptidoes particulares de cada um. (...) A eles
[bons alunos| se dirige grande parte do que, neste livro, vai impresso em tipo menor,

bom como alguns exercicios mais dificeis. (Paulo & Silva, 1963, p. 5)

Assim este manual contém diversos conteidos facultativos, devidamente assinalados, desti-
nados aos alunos mais interessados.

No sentido de introduzir os alunos no assunto que irao estudar, cada capitulo do tomo I inicia-
se com uma pequena introducgdo ou citacao sobre essa tema, das quais destacamos a seguinte

pela importancia que atribui as aplicacoes da matemaética:

Nao seria possivel construir um navio, um automovel, um avido, uma ponte, um
edificio ou mesmo objetos de uso comum; ndo seriam possiveis viagens maritimas

ou aéreas (...) sem efetuar contagens, medigées e cdlculos (...).

De resto, a matemdtica estd a tornar-se cada vez mais necessdaria em todas as ciéncias
da natureza, puras e aplicadas (desde a fisica a biologia), bem como nas ciéncias
sociais (economia, financas, etc.). Até na psicologia tem sido utilizada com éxito.

(Paulo & Silva, 1963, p. 7)

Em termos de estrutura cada um dos capitulos do Compéndio de A lgebra encontra-se organi-

zado da seguinte forma: exposicao dos conceitos tedricos e exemplos, encontrando-se no final do

210



7.3 O conceito de reta tangente no Compéndio de dlgebra

capitulo os exercicios de consolidacao e as respetivas solu¢ées. Alguns dos capitulos terminam

com notas histéricas.

7.3 O conceito de reta tangente no Compéndio de dlgebra

O conceito de reta tangente surge, no Compéndio de A lgebra, associado ao conceito de declive de
uma curva na introdugao ao estudo de Célculo Diferencial, que encontramos no capitulo VIII,
dedicado ao estudo das derivadas.

A motivacao para o estudo deste capitulo é apresentada pelos autores pela necessidade, na
analise de graficos de fungoes continuas, de estudar a rapidez da variagao ocorrida nesse mesmo
grafico (Paulo & Silva, 1963, pp. 214-215).

Este capitulo inicia-se com a definicao de declive de uma curva:

Consideremos agora, mais geralmente, a curva C' representativa duma func¢ao continua
y = f(x) e seja xo um valor de x, ao qual corresponde um valor de y, que designa-
remos por yo = f(xo).

Deste modo, o ponto Py = (x0,y0) pertence a curva C' [Fig. 7.3]. Consideremos,
por outro lado, um ponto P = (x,y), movel sobre a curva C, sendo portante a sua
ordenada y = f(x). Quanto x — xy, a varidvel y tende para yo (visto a funcao ser
continua); diz-se entdo que o ponto P tende para Py. Designando por d o declive
da reta Py P, teremos:

g Y=Y _ fz)— f(xo)

= (para x # xo).
x — xg T —

Suponhamos agora que, quando x — xg, a varidvel d, funcao de x, tende para um
limite finito (jd sabemos o que isto significa, depois do que foi dito no Cap. VII).

Representando esse limite por dy serd:

dy = lim 1) = (o)
T—TQ Tr — X0

Diremos entdao que dy € o declive da curva C no ponto Py. (Paulo & Silva, 1963,

pp. 217-218)
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Yo

.‘

b

o
X

Figura 7.3: Ilustragao do conceito de declive de uma curva.

Destacamos a referéncia ao capitulo onde foi abordada a nogao de limite, dando indicagoes
aos leitores com mais dificuldades de onde poderao encontrar os esclarecimentos necessarios.

Salientamos ainda a presenga da ideia de movimento realcada pela figura representativa do
conceito.

Depois os autores introduzem o conceito de reta tangente nos seguintes termos:

A reta t, que passa por Py e tem declive dg, diz-se tangente a curva no ponto Py

(Paulo & Silva, 1963, pp. 217-218).

Assim, a reta tangente é-nos apresentada a partir de um dos seus pontos e do seu declive.
Contudo, a ideia transmitida pela representacao do conceito de declive de uma curva é utilizada

para apresentar uma caracterizacao alternativa da reta tangente:

Quando um ponto movel P tende para o ponto fizo Py, a secante PyP tende para
uma posicao limite t, que é a tangente a curva no ponto Py. O declive da curva no

ponto Py é o declive da tangente a curva nesse ponto. (Paulo & Silva, 1963, p. 218)

Os autores utilizam aqui a nocao de uma reta a tender para outra, e que clarificam numa

nota de rodapé nos seguintes termos:

Dizer que a reta Py P tende para a reta t, significa que o angulo das duas retas tende

para zero (quando P — Py). (Paulo & Silva, 1963, p. 218)

Vemos assim a mesma obra apresentar duas defini¢goes do mesmo conceito. Notemos contudo
que, para estas definigbes serem cientificamente equivalentes, é necessario aceitar que as retas
verticais tém declive e definir qual o seu valor, pois quando as retas secantes tendem para retas
verticais o valor de dgp nao é um numero real. Este aspeto nao é esquecido pelos autores que,
aquando da defini¢ao de declive de uma reta (Paulo & Silva, 1963, p. 217), tinham considerado
que as retas verticais tém declive infinito. Todavia, impde uma condicao a esse declive para a

existéncia de reta tangente nesse ponto:
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Se aquele limite dy for oo, diremos que o declive da curva em Py € infinito. Mas so
quando o sinal deste for determinado se pode entdo falar de <tangente a curva em

Py>. (Paulo & Silva, 1963, p. 218)

Com este resultado vemos ser restringida a existéncia de retas tangentes verticais aceitando-
se, por exemplo, retas tangentes verticais em pontos de inflexao, mas nao se considerando como
retas tangentes as retas verticais que surgem em pontos angulosos de determinadas curvas.

Em seguida é definido o conceito de derivada:

Chama-se derivada da funcao f(x) em xg, e representa-se por f'(xzg), o limite
da razdo incremental de f(x) entre xo e x, quando x tende para xo (se esse limite
existir). Em férmula:

o) — 1 T@ = F0)

T—T0 Tr — X0

(Paulo & Silva, 1963, p. 219)

A relacdo entre este conceito e o conceito de reta tangente surge aquando do estudo do

significado geométrico de derivada, concuindo-se:

(...) a derivada f'(xo) é o declive da reta tangente d curva em Py. (Paulo & Silva,

1963, p. 221)

Assim, encontra-se aqui implicita a relagao direta entre um problema de andlise e um pro-

blema de geometria, relacao essa que é explicitada pelos autores:

Como o declive duma curva num ponto €, por definicdo, o declive da tangente a
curva nesse ponto, o calculo da derivada traduz, em analise, o problema geométrico

da determinacao da tangente. (Paulo & Silva, 1963, p. 221)

Ao contrario do que seria de esperar, nao existe qualquer exemplo ou exercicio relativo a
determinagao da equagao da reta tangente ao grafico de uma fungao por um dado ponto, embora
em varios graficos surjam tragadas retas tangentes para facilitar, por exemplo, a compreensao
da relacgao existente entre o sinal da derivada e a monotonia da fungao.

Analisando os programas em vigor, verificamos que nao existem referéncias explicitas ao
estudo do conceito de reta tangente neste nivel de ensino, pelo que os autores optam por nao
aprofundar esse estudo com a inclusdo de exercicios.

No que concerne & utilizagao da historia da matematica, vemos o desenvolvimento cientifico

do conceito de reta tangente servir de inspiracao para a sua lecionacao; contudo, nas notas
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histéricas que terminam o capitulo, apenas é referido o desenvolvimento do célculo diferencial e
integral, nao sendo abordada a questao da determinacao das retas tangentes a curvas.
O estudo do conceito de reta tangente a uma curva volta a ser estudado no ambito da

Geometria Analitica Plana.

7.4 A Geometria Analitica Plana

A obra Geometria Analitica e Plana, publicada pela primeira vez em 1956, é o livro 1inico do 7°
ano do liceu nos concursos do Ministério da Educacao Nacional entre 1957 e 1972. A sua longa
utilizagao levou que fosse diversas vezes editada, sendo revista pelo seu autor e sofrendo ligeiras

alteracoes/melhoramentos'®.

GEOMETRIA
ANALITICA
PLANA

J. SEBASTIAO E SILVA

2.2 EDIGAO

EMPRESA LIT]

Figura 7.4: Capa do livro Geometria Analitica Plana.

Trata-se de um pequeno livro destinado a lecionagao dos contetidos de geometria analitica
previstos no programa para o 7° ano do ensino liceal. O conceito de reta tangente surge, nesta
obra, no capitulo dedicado ao “Estudo Elementar das Coénicas”, em particular no estudo da
circunferéncia.

Ainda antes do primeiro capitulo esta obra contém trés seccoes: introducao, notas histéricas
e algumas indicagoes bibliograficas.

A introducéo, um pequeno texto de duas paginas, comeca por apresentar uma distingao entre

a geometria e a andlise:

A matematica compreende dois ramos principais: a analise, que trata dos niumeros

186Na investigacdo que relatamos nesta tese utilizamos apenas a edigdo revista de 1970.
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e das relagoes entre nimeros (expressa por equagdes, inequagoes, elc.), e a geome-
tria, que estuda as propriedades relativas a pontos e a conjuntos de pontos (lugares

geométricos). (Silva, 1970, p. 5)

Notemos, tal como Sebastiao e Silva (1970, p. 5) que é a transformacao do enunciado dessas
propriedades da geometria da linguagem retoérica classica para a linguagem simbdlica da analise

que esta na base da geometria analitica, estando esta uniao na base do progresso da matemaética:

Na verdade, a geometria analitica e o cdlculo infinitesimal tornaram-se, a partir do
século XVII, os instrumentos principais do progresso da matemdtica, justificando o

éxito espetacular da matemdtica na fisica. (Silva, 1970, p. 6)

Sebastiao e Silva considera como natural o surgimento deste novo método em matemaética,

exemplificando um caso simples em que a utilizacdo de coordenadas é essencial.

Note-se que a ideia de definir um ponto por meio de numeros foi sugerida ao homem,
de modo natural, em problemas impostos pela sua existéncia sobre a Terra. Assim,
foram sobretudo os problemas de navegac¢do que levaram a adotar o sistema das
coordenadas geograficas, por meio da qual cada ponto da superficie fica determinada
por dois miumeros: a latitude e a longitude. F, se o ponto estd situada acima ou
abaixo do nivel do mar, um terceiro niumero se torna necessdrio para o localizar: a

altitude (positiva ou negativa). (Silva, 1960, p. 6)

A necessidade de justificar de forma tao enfatica e detalhada a importancia da geometria
analitica pode também estar relacionada com a mudanca de paradigma relativamente a geo-
metria e ao seu ensino desencadeada pela reforma da matematica moderna. Depois de séculos
a ser estudada a partir dos Flementos de Euclides, a geometria euclidiana é posta de parte
por este movimento, ficando célebre a frase de Dieudonné “Abaixo Euclides”. De facto, com a
matematica moderna pretende-se, entre outros aspetos, que a geometria deixe de ser ensinada
segundo os métodos da geometria euclidiana, passando a sua lecionacao a estar mais préxima
dos métodos da dlgebra e da andlise (Gongalves, 2007, pp. 16-18).

A introducao a Geometria Analitica Plana termina com a referéncia aos matematicos asso-
ciados ao surgimento da geometria analitica: Descartes e Fermat.

A segunda seccao, intitulada “Notas Histéricas”, apresenta, além das biografias de Descartes
e Fermat, diversas referéncias histéricas que nos parecem ter como objetivo um entendimento

completo dos matematicos referidos.
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No sentido de ajudar o leitor no aprofundamento das diversas teméticas abordadas ao longo
desta obra, sao apresentadas na seccdo seguinte algumas indicagoes bibliograficas, das quais
destacamos as obras em histéria da matematica assim como a inclusao de uma fonte primaéria,
o Discours de la Méthode de Descartes.

Nos quatro capitulos onde sao expostos os contetidos a estudar é seguida a seguinte estrutura:
exposicao tedrica, exemplos e no final do capitulo exercicios. Analisemos um exemplo desta

exposicao, com a abordagem ao conceito de reta tangente.

7.5 O conceito de reta tangente na Geometria Analitica Plana

Na obra Geometria Analitica Plana Sebastiao e Silva estuda diversas propriedades geométricas
recorrendo a equagoes, efetuando um estudo detalhado dos lugares geométricos representados
por equagoes do 1.° grau (retas) e do 2.° grau (cénicas), abordando a questao do conceito de
reta tangente a proposito do estudo da circunferéncia. Contudo, a primeira referéncia ao nosso

conceito surge logo nas notas histéricas:

Além disso, Fermat foi considerado por Newton um percursor do cdlculo diferencial,
no seu estudo das tangentes ao grdifico das funcgoes, assunto que também mereceu a

atengdo de Descartes. (Silva, 1970, p. 14)

7.5.0.1 A definigao

O conceito de reta tangente a circunferéncia é apresentado por Sebastiao e Silva a propdsito
da determinacao da intersecdo de uma reta com uma circunferéncia. Para isso, comega por
fazer notar que, sendo uma reta representada por uma equagao de 1.° grau em z e y e uma
circunferéncia representada por uma equacao de 2.° grau em x e y, determinar a intersecao de
uma reta com uma circunferéncia se reduz a resolugdao de um sistema de duas equagOes em x
e em y. Apresentado o método de resolucao deste sistema, Sebastido e Silva conclui que este
levara a resolucao de uma equacao do 2.° grau com uma sé incégnita, pelo que é possivel dizer
que o problema da intersecdo de uma reta com uma circunferéncia se reduz a resolucéao de uma
equacao de 2.° grau, de coeficientes reais, numa incognita. Sebastiao e Silva analisa entao as

diferentes solucoes desta equacao:

Como se sabe, uma equacgao do 2.° grau, de coeficientes reais, numa incdgnita, pode
ter duas raizes reais (distintas), uma so raiz real (dupla) ou duas raizes imagindrias.

Assim, no 1.° caso, a interse¢iao serd formada por dois pontos distintos (a reta
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é secante); no 2.° caso, a interse¢io serd formada de um tnico ponto (a reta é
tangente); no 3.° caso, a interse¢ao serd vazia (a reta nao encontra a circunferéncia).

(Silva, 1970, p. 107).

Seguem-se trés exemplos que visam representar as trés situacoes definidas anteriormente.

Analisemos o exemplo relativo a reta tangente a circunferéncia.

II. Achar a intersecdo da reta 3x + 2y — 18 = 0 com a circunferéncia

z? +y% + 2z — 8y +4 = 0. (Silva, 1970, pp. 107-108)

Resolvendo a primeira equagao a respeito de y e entrando com a expressao obtida

na segunda equagao vem:

18 — 32\ 2
x2—|—(2x> + 22 —4(18 — 3z) + 4 =0,

ou seja

2?2 —dx4+4=0,

equacao esta com uma raiz dupla: x7 = 2. A reta é pois tangente & circunferéncia

num ponto de abcissa 2; a ordenada deste ponto sera

_18—-3x2

6
2

Y1
A intersecao reduz-se pois ao ponto (2, 6). B

Neste exemplo grande parte dos célculos sao omitidos, sendo apenas apresentados os passos
principais da resolucao do sistema formado pelas equagoes da reta e da circunferéncia. Sebastiao
e Silva foca-se assim nos aspetos essenciais do exercicio em causa, deixando para os seus leitores
a confirmacao dos célculos.

No subcapitulo seguinte, intitulado “Problemas relativos a tangentes ”, é apresentado um

estudo detalhado da questao da reta tangente a circunferéncia.

7.5.0.2 Os problemas/exercicios

A resolucdo de problemas/exercicios relativos ao conceito de reta tangente a circunferéncia

encontra-se dividida em duas partes, a primeira de estudo obrigatdrio e a segunda de estudo
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facultativo, correspondendo as duas espécies em que Sebastiao e Silva divide o problema das

tangentes:

46. problemas relativos a tangentes. - Os mais simples problemas em que
intervém retas tangentes a circunferéncias podem dividir-se em duas espécies. Nos
problemas que diremos de 1.% espécie: ¢ dada uma circunferéncia e pede-se uma reta
que seja tangente o circunferéncia, em dadas condigdes. Nos problemas que diremos
de 22 espécie: € dada uma reta e pede-se uma circunferéncia que seja tangente a

reta, em dadas condi¢oes. (Silva, 1970, p. 108)

Estes problemas sao aprofundados com a apresentacao de varios exemplos sendo que, relati-

vamente aos problemas da 1.? espécie, sao apresentados dois exemplos:

Exemplo I: Determinar analiticamente a reta que € tangente a circunferéncia

x2—|—y2—10x20

no ponto de abcissa 8 e de ordenada positiva. (Silva, 1970, pp. 108-109)

O método mais elementar para resolver este problema é o que se baseia na se-
guinte propriedade: a tangente a circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto

de tangéncia.

Figura 7.5: Tlustragdo do Exemplo I de 1.* espécie.

Fazendo x = 8 na equacao dada obtém-se

y> =16 =0,

donde y = +4. Serd pois (8,4) o ponto de tangéncia. Por outro lado, o centro da
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circunferéncia é (5,0). Logo a reta que une estes pontos tem por declive

e, como passa pelo ponto (8,4), terd por equagao
y—4= —%(m —8) ouseja y= —%x—k 10.1

Sebastiao e Silva recorre assim a propriedade mais conhecida da reta tangente a uma cir-
cunferéncia, a perpendicularidade ao raio pelo ponto de tangéncia, propriedade essa que nao
demonstra nem refere anteriormente nesta obra. Contudo, segundo o programa da disciplina
de matemadtica, é efetuada uma abordagem ao estudo da circunferéncia e da reta tangente a
circunferéncia no 3° ano, pelo que este facto seria ja do conhecimento dos alunos.

O autor apresenta um método semelhante ao utilizado por Descartes na sua geometria e que
consiste em, conhecido o ponto de tangéncia, utilizar a reta normal para obter a equacao da reta
tangente!®”. Sebastido e Silva chama contudo, a atencio do leitor para a existéncia de outros

métodos de resolugao deste problema:

Nota: O declive da tangente também pode ser determinado pelo método das deri-
vadas, que € aplicavel ndo sé a circunferéncias mas a toda a curva representativa
duma fungao derivavel. Com efeito, sabe-se que a derivada duma fun¢ao f(z) num
ponto xg € igual ao declive da reta tangente ao grafico da funcao no ponto de abcissa
xo; de modo que se designarmos por yg a ordenada deste ponto, a tangente terd por
equagao

yo = f' (wo) (x — xo) .

No nosso problema, a funcdo f(x) é o ramo ndo negativo da funcao de x definida

pela equacao dada: y = v/10x — 22. A sua derivada serd entdo

, 102z
(W

187Veja-se o tratamento dado por Descartes ao conceito de reta tangente em Mota C. (2008, pp. 46-55).
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Para x = 8, tem-se iy’ = %6 = —%, resultado este que confirma o precedente. (Silva,

1970, pp. 109-110)

Com a apresentacao desta nota Sebastido e Silva estabelece uma correspondéncia entre a
resolugao no ambito da geometria analitica e a resolucao recorrendo as derivadas, tendo o método
das derivadas ja sido estudado pelos alunos no ano anterior utilizando o Compéndio de Algebra.

Vejamos o segundo exemplo destes problemas de 1.2 espécie:

Exemplo II. Conduzir pelo ponto (—1,0) tangentes a circunferéncia

2?2+ 9% — 22 — 1 = 0. (Silva, 1970, pp. 110-111).

A equagao geral das retas (ndo verticais) que passam pelo ponto (—1,0) é:
y=m(x+1).

A intersecao duma tal reta com a circunferéncia considerada determina-se, resolvendo

o sistema de equacoes em x, y:

y=m(z+1)
2 +y?—2r—-1=0

Eliminando y e simplificando, obtém-se a equacgdo em x:

(1+m2)x2+2(m2—1)x+m2—1:0.
Entao é ficil ver que a reta é tangente a circunferéncia, se ( e s6 se) esta equagao

tiver uma tnica raiz (dupla), isto é, se for nulo o seu discriminante. A condicao de

tangéncia sera pois, adotando a forma simplificada do binémio discriminante!®8:

(m?=1)" = (m*>+1) (m>=1) =0

ou seja m? —1 =0, donde m = +1. Os declives das tangentes pedidas sdo portanto

1 e —1; e, como as tangentes passam pelo ponto (—1,0), tém por equagdes

y=z+1 e y=—2x—11

188Gebastiao e Silva opta por considerar o binémio discriminante dado por k? — ac, sendo k = b/2, em vez de
b? — dac.
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Tal como nos exemplos anteriores, também aqui apenas sao deixados os cdlculos essenciais
para a resolucao do problema sendo omitidos todos os calculos auxiliares.
Embora apresente métodos de resolucao distintos para pontos sobre a circunferéncia ou no

seu exterior, Sebastido e Silva generaliza esta resolucao para todas as possiveis posi¢oes do ponto

dado:

Nota. O método adotado na resolugao deste problema pode ser sequido em problemas
andlogos. Geralmente é-se conduzido a uma equacao do 2.° grau em m, que permite
determinar os valores admissiveis deste parametro. Conforme o discriminante desta
equagdo em m for positivo, nulo ou negativo, assim haverd duas solugdes (o ponto é
exterior a circunferéncia), uma sé solugao (o ponto estd sobre a circunferéncia) ou

nenhuma (o ponto € interior a circunferéncia). (Silva, 1970, p. 111)

Ciente de que, a resolucao do sistema nem sempre conduz a uma equacao do 2.° grau, como
acontece no exemplo e é estudado na nota, Sebastido e Silva analisa 0 0 caso em que a equagao

em m resultante é do 1.° grau.

Mas pode acontecer que, em vez de uma equacdo do 2.° grau em m, se obtenha uma
equacgdo do 1.° grau em m, que terd portanto uma unica solucdo. Ora isto nao quer
dizer que s6 exista uma tangente a circunferéncia passando pelo ponto dado, mas
sim que uma das tangentes é vertical, correspondendo portanto ao valor co de m.

(Silva, 1960, p. 106)
Para esclarecer o procedimento a adotar neste caso, Sebastido e Silva apresenta um exemplo:

Seja por exemplo, o problema: < Conduzir pelo ponto (—1,3) tangentes a circun-

feréncia 2% + y? = 1>. (Silva, 1970, p. 111)

Procedendo como anteriormente tem-se o sistema

do qual se deduz a equagao em x

(1+m2)x2+2(m2+3m)x+m2+6m+8:0.
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Ora o discriminante simplificado desta equacao é: —6m — 8. Obtém-se entao a

equacao do 1.° grau

6m+8=0
que tem a raiz m = —%. Uma das tangentes pedidas sera a reta
y—3= —%(:E +1). A outra € vertical, e como passa pelo ponto (—1,3), serd a reta

z=-—1.1

Embora analise os casos em que, ao exigir que a intersecao entre a reta e a circunferéncia
se reduza a um ponto (situacao de tangéncia), a equacdo resultante em m é de 2.° ou 1.° grau,
Sebastiao e Silva nada refere sobre o caso em que esta mesma equacao, depois de simplificada,
nao depende de m, situacao que acontece no caso particular de se tratar de um ponto sobre a
circunferéncia em que a reta tangente é vertical. Conjeturamos que tal exclusao se possa dever
ao facto de uma reta vertical ter como equagdo x = k, onde k é a abcissa de um dos seus pontos,
pelo que a sua equacao nao satisfaz a equacao geral da reta que é considerada no sistema de
duas equagoes inicial.

Estudados os problemas de 1.2 espécie, Sebastiao e Silva apresenta dois exemplos de proble-

mas de 2.? espécie, sendo o primeiro deles o seguinte:

Exemplo I. Determinar analiticamente a circunferéncia que passa pelo ponto (—3,7)

e € tangente a reta 3z + 2y — 18 = 0 no ponto (2,6). (Silva, 1970, pp. 111-112)

O centro da circunferéncia deve estar sobre a perpendicular a reta dada no ponto (2,6)
e sobre a mediatriz do segmento de extremos(2,6) e (—3,7), visto ser equidistante
destes dois pontos: estara pois na intersecao das referidas retas. A primeira tem por
equacgdo (ver n.° 38)189

2(x—2)—3(y—6)=0.

A segunda tem por equacao

Ve =22+ (y =62 =/(z+3)2+ (y - 7)?

equivalente a

oz —y+9=0.

189No ponto 38 Sebatido e Silva (1970, p. 82) mostra que a equacio da reta que passa pelo ponto de coordenadas
1

(x1,91) e é perpendicular & reta de equagéo y = mx + b é dada por y —y1 = — - (x — x1), se m # 0.
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O sistema das duas equagoes admite a solugao unica (—1,4). Sera pois este o centro

da circunferéncia. O raio sera entdo, por exemplo, a distancia de (—1,4) a (2,6):

V(=1-2)2+ (4—6)2 =13
A circunferéncia pedida tem pois equacao

(z+1)2+(y—-4?=131

Embora sejam concisos em termos dos célculos apresentados, estes exemplos apresentam
todos os resultados tedricos necessarios a justificacdo dos procedimentos a adotar, sendo um
exemplo de exposicao didatica de exercicios resolvidos: dao relevancia aos resultados essenciais

e, para evitar exemplos muito longos, dispensam os cédlculos intermédios.

O 1ultimo exemplo apresentado por Sebastiao e Silva a propdsito do nosso conceito é o se-

guinte:

Exemplo II. Determinar analiticamente uma circunferéncia que passe pelos ponto

(1,2) e (2,1) e seja tangente ao eixo dos x. (Silva, 1970, pp. 112-113)

A circunferéncia pedida poderd ser representada por uma equacao do tipo
2+ +dr+ey+f=0
Para que passe pelos pontos dados deverd ter-se:
(12) d+2e+f+5=0, 2d+e+f+5=0.
Para que seja tangente a reta y = 0, devera ser nulo o discriminante da equagao
2 +de+f=0
que se obtém eliminado y entre a equacao y = 0 e a primeira. Deverd pois
(13) d>—4f=0

Ora, eliminando e entre as equagoes (12), obtém-se f = —3d — 5. Entrando com esta
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expressao de f em (13), obtém-se a equacao em d
d* +12d + 20 = 0,

que admite as duas raizes dy = —2, do = —10. A estes valores de d correspondem os

valores de f:

fi=-3di—5=1, fo=-3dy—5=25

e os dois valores de e:
612—5—2d1—f1:—2, 622—5—2d2—f2=—10
Existem portanto duas soluctes do problema, que sdo as circunferéncias

(z—-1)2%4+@wy-12=1, (-5 +@y-5% =51

Com este exemplo fica esgotada a apresentacao tedrica do conceito de reta tangente a circun-
feréncia, tema que é retomado nos exercicios. Dos vinte e um exercicios sobre a circunferéncia,
oito referem-se ao conceito de reta tangente: os exercicios 12 a 19, inclusive. Os dois primeiros,
12 e 13, sao exercicios de consolidacao de conceitos e procedimentos, sendo andlogos aos exem-
plos de 1.2 espécie apresentados no corpo do texto. Ja o exercicio 14, embora também pretenda
a determinacao da reta tangente a uma circunferéncia dada, nao fornece pontos da reta mas sim
uma reta paralela a reta pretendida.

O exercicio 15 parece, a partida, nao ter relagdo com o conceito de reta tangente a circun-

feréncia, embora uma analise detalhada mostre que tal nao é verdade.

15. Achar equacoes das retas paralelas a reta 2x +y = 0, situadas a distancia 3 do

ponto (—1,2). (Hd pelo menos dois processos de resolugao) (Silva, 1970, p. 139)

Nao sabemos a que processos se estaria Sebastiao e Silva a referir mas, dado o conjunto
de exercicios em que se encontra inserido, somos levados a crer que um desses métodos seria
através da determinagao de retas tangentes a circunferéncia. De facto este exercicio resume-se a
encontrar a reta paralela a uma reta dada e tangente a uma circunferéncia dada, sendo analogo
ao exercicio 14. Este exercicio é um exemplo da importancia do entendimento dos enunciados,
uma vez que s6 depois de se entender completamente o que é pedido num dado problema é

possivel abordar a sua resolucao.
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Com o exercicio 15 terminam os exercicios dedicados aos problemas da 1.2 espécie, sendo os

restantes exercicios relativos aos problemas de 2. espécie, dos quais destacamos o seguinte:

18. Achar equagoes das circunferéncias que satisfazem as sequintes condigoes: (...)

j) inscrita no triangulo x =0, y = 0, 3z + 4y = 24. (Silva, 1970, p. 139)

Para a resolugao deste exercicio é necessario ter em conta que a circunferéncia inscrita num
triangulo é tangente aos lados do triangulo, resultado estudado em anos anteriores na disciplina
de matemadtica, pelo que se procura circunferéncia tangente a trés retas dadas, numa resolucao
andloga a dos exercicios anteriores. A diferenca deste exercicio prende-se mais uma vez com o
seu enunciado, que nao invoca diretamente o problema das tangentes.

Termina assim o estudo efetuado por Sebastiao e Silva ao nosso conceito nos manuais elabo-
rados para o ensino liceal; contudo, este estudo é aprofundado no ensino superior no ambito da

geometria descritiva.

7.6 O conceito de reta tangente nas Transformacoes Geométricas

A obra Transformagées Geométricas é um tratado editado em 1950 pela Associagdo de Estu-
dantes da Faculdade de Ciéncias de Lisboa, e é escrita por Sebastido e Silva para os seus alunos
da disciplina de Geometria Descritiva.

Este trabalho encontra-se atualmente publicada no primeiro volume dos seus textos didaticos
(Silva, 1999, I, p. 187-300) e aborda temas de geometria projetiva e diferencial. O conceito de
reta tangente é estudado em trés capitulos distintos: no 14.° capitulo, aquando do estudo das
secgOes conicas; no 26.° capitulo, aquando da introducao da geometria diferencial; e no 27.°
capitulo, no estudo da relagao entre o conceito de tangente e de assintota.

No ambito do estudo das homologias'??, Sebastido e Silva introduz o conceito de reta tangente

nos seguintes termos:

Uma reta r se diz secante ou tangente a uma circunferéncia [C], conforme o nimero

de pontos comuns a r e a [C] € 2 ou 1. (Silva, 1999, p. 241)

Esta definicao coincide com a apresentada aos alunos no ensino liceal aquando do estudo da

geometria analitica, embora nesse nivel de ensino o nimero de pontos de intersecao entre a reta

190 Homologia entre dois planos o e B é uma transformagdo pontual biundvoca que transforma retas em retas,
deiza invariante os pontos de uma reta (eizo da homologia) e tal que retas que unem pontos correspondentes
passam todas pelo mesmo ponto (centro da homologia). (Silva, 1990, p. 216)
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tangente e a circunferéncia seja apresentado em termos do nimero de solugoes de uma equagao
do 2° grau'®!.
Esta definicao é estendida a todas as cdnicas e, utilizando as homologias, é estabelecida a

relacao entre o conceito de reta tangente e o conceito de assintota:

Se r € tangente a [C], a imagem r* de r por meio de uma homologia © serd ainda
tangente a imagem de [C] por meio de ©. Em particular, se j encontra [C] em
dois pontos M, N, as tangentes a, b a [C| em M, N serao convertidas por © nas
tangentes a*, b* a [C]* nos pontos improprios'¥ M*, N*. (...)

Diz-se que uma reta € assintota de uma conica quando € tangente a conica num seu

ponto imprdprio. (Silva, 1999, p. 241)

Notemos que esta definicao de assintota estabelece, de modo formal, a relagao entre o conceito

de tangente e assintota, relagao muitas vezes estabelecida apenas de modo intuitivo.

Figura 7.6: Tlustragiao da relagao entre o conceito de reta tangente e o conceito de assintota.

E em seguida analisado o problema geral da determinacao da reta tangente a uma coénica.

Definida uma cénica [c] como imagem homolégica duma circunferéncia [c]*, conduzir

por um ponto P, qualquer, uma tangente a [c]. (Silva, 1999, p. 245)

Sebastiao e Silva comeca por salientar a falta de rigor da solugao empirica.

191V/eja-se a este propésito o capitulo 7.5.
192 Pontos imprdprios ou pontos de infinito sdo os pontos que se juntam ao espaco euclidiano para obter o espaco
projetivo. (Silva, 1999, p. 192)
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A primeira ideia seria construir a curva [¢] ponto por ponto e conduzir depois por P as
tangentes a [c| empiricamente, isto €, levando o bordo da régua a tocar sensivelmente

num sé ponto; mas este processo, além de moroso, carece de rigor geométrico. (Silva,

1999, p. 244)

Face a todas as dificuldades inerentes a este método empirico, Sebastido e Silva apresenta

um novo método:

Seja @ a homologia que transforma [c]* em [c]; determine-se a imagem P* de P por
meio de ®~!; conduzam-se por P* as tangentes 7*, s* & circunferéncia [¢]*, (problema
que sabemos resolver de maneira rigorosa): é agora evidente que r, s, imagens de r*,
s* por meio de ®, sao as tangentes a [¢] que passam por P. O nimero de solugoes

possiveis é 2, 1 ou 0: no caso da figura [Fig. 7.7] tiveram-se duas solugoes.

Figura 7.7: Tlustragdo da determinacao das tangentes & elipse.

A construcao rigorosa aqui apresentada é importante ndo sé porque permite resolver o pro-
blema da determinacao das tangentes, mas também porque pode ser efetuado mesmo sem se ter

a curva original tracada:

(...) o prévio conhecimento de tangentes a curva em vdrios pontos € mesmo um

auziliar técnico para o tragado perfeito da mesma. (Silva, 1999, p. 244)

O estudo do conceito de reta tangente é retomado, ja no final da obra, no capitulo 24.° onde

Sebastiao e Silva introduz as “Primeiras nocoes de geometria diferencial”.
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Ainda antes de definir formalmente o nosso conceito no ambito da geometria diferencial,

Sebastiao e Silva apresenta uma chamada de atengao ao leitor:

O conceito de tangente € inicialmente definido, para o caso da circunferéncia, de
maneira elementar. Tal definicdo pode ainda ser aplicada no caso das conicas, como

se fez no 14°, mas € inaplicdvel ao caso de uma linha qualquer. (Silva, 1999, p. 278)
Depois é apresentada uma ideia intuitiva do nosso conceito:

(...) a tangente num ponto M € a posi¢do limite para que tende a secante que passa
por M, quando o outro ponto da intersecdo tende para M. E esta ideia intuitiva que

vamos tentar definir de maneira rigorosa. (Silva, 1999, p. 278)

Figura 7.8: Tlustragdo da ideia intuitiva do conceito de reta tangente a uma curva.

Esta ideia intuitiva é ja apresentada por Sebastiao e Silva no seu Compéndio de Algebm para

os alunos do 6° ano do liceu, sendo aqui formalizada no ambito da geometria diferencial:

Seja C uma linha continua e M um ponto simples (prépriot?) de C. E claro que
M divide C' em duas partes, que podemos chamar anterior e posterior a M (supondo
a linha C orientada, isto €, percorrida num determinado sentido). Seja agora P
um ponto varidvel de C posterior a M ; diz-se que a semirreta MP (de origem M)
tende para a posi¢ao limite MT ao tender de P para M, quando, qualquer que seja

o numero € > 0, se possa sempre associar-lhe § > 0, de modo que se tenha
PMT < ¢, desde que dis(P, M) < §;

nesta hipdtese, diz-se ainda que a semirreta MT é semitangente a C em M, a direita,

e analogamente a esquerda (basta considerar um ponto varidvel de C anterior a M ).

193Ponto préprio é um ponto do espaco euclideano. (Silva, 1999, p. 192)
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Pode acontecer que a linha C' admita em M duas semitangentes MT, MT; dire-
tamente opostas; entdo a reta TTy formada pelas duas semitangentes é chamada

tangente a C' no ponto M. (Silva, 199, pp. 278-279)

Em seguida, e talvez numa tentativa de garantir uma completa interiorizagao do conceito
agora apresentado, Sebastido e Silva chama a atencao dos seus leitores para véarios casos parti-
culares do nosso conceito.

A primeira chamada de atencao prende-se com o nimero de pontos em comum entre a curva

e a reta tangente.

(...) tratando-se de uma linha qualquer C' o facto de uma reta r ser ou nao tangente

a C' nada tem que ver com o nimero de pontos que r encontra C. (Silva, 1999, p.

279)

Notemos que muitas vezes o niimero de pontos em comum entre a tangente e a curva é enca-
rada como a definicao ou uma das propriedades deste conceito, sendo rejeitadas como tangentes
a curvas retas que de facto o sao com base no facto de terem em comum com a curva mais do

que um ponto194 .

A questao seguinte prende-se com o facto de a tangente poder ou nao intersetar o gréafico da

funcao no ponto de tangéncia.

Pode também acontecer que a tangente r atravesse a linha C no ponto de tangéncia

M, dizendo-se entao que M € um ponto de inflexao de C' [Fig. 7.9]. (Silva, 1999, p.
279)

Figura 7.9: Tlustragdo da reta tangente a uma curva num ponto de inflexao.

Notemos que construcao de retas tangentes a uma curva em pontos de inflexdo é uma reco-

nhecida dificuldade do nosso conceito!?.

194 A este propésito veja-se o estudo efetuado por Biza (2008, s.p.).
195 A titulo de exemplo, notemos os resultados obtidos por Vinner (2002, p. 77) onde a maioria dos inquiridos
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Neste exemplo,vemos o conceito de ponto de inflexao ser definido a custa do conceito de reta
tangente e nao da mudanca do sentido da concavidade da curva.

Em seguida Sebastiao e Silva aborda o caso em que a curva considerada é uma reta:

(...) toda a reta r admite como tangente, em cada um dos seus pontos, a propria

reta r. (Silva, 1999, p. 279)

Sebastiao e Silva utiliza em seguida a existéncia (ou ndo) de reta tangente a uma curva num

ponto para caracterizar esse ponto.

Um ponto M duma linha C diz-se regular ou ordinario, quando C admite tangente

em M ; diz-se singular no caso oposto. (Silva, 1999, p. 279)

Dado existirem diversos motivos para a nao existéncia de tangente, Sebastiao e Silva separa
esses motivos utilizando-os para caracaterizar diversos tipos de pontos singulares (Silva, 1999,

p. 280), nomeadamente:

Ponto anguloso: M é um ponto anguloso de C' quando C' admite em M duas semitangentes

MTy, MTs néo colineares (fig. 7.10).

£ M
Iy

Figura 7.10: Tlustracdo de um ponto anguloso.

Ponto de reversao: M diz-se um ponto de reversao de C se C' admite em M duas semitan-

gentes coincidentes (Fig. 7.11).

Figura 7.11: Tlustragao de um ponto de regressao.

Ponto de suspensao: M é um ponto de suspensao de C sendo M um extremo de C' com

uma semitangente a C' (Fig. 7.12).

responde de forma incorreta a uma questao sobre a determinagao da reta tangente a uma curva por um ponto de
inflexdo.
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M

Figura 7.12: Tlustracdo de um ponto de suspenséo.

O caso em que o ponto nao admite semitangente é também referido, embora este ponto nao

tenha um nome especifico (fig. 7.13).

Figura 7.13: Tlustracao de um ponto que nao admite semitangentes.

De salientar também a referéncia por Sebastido e Silva a curvas que nao admitem reta
tangente em qualquer dos seus pontos, como é o caso da curva representativa da funcao de
Weierstrass.

Neste seguimento é também abordado o caso das retas tangentes a curvas por pontos

multiplos:

Se o ponto M de C' € maltiplo, ndo faz sentido falar da tangente a C em M, mas
pode acontecer que algumas partes da linhas C' admitam tangentes em M, as quais

serao ainda chamadas, por extensao de linguagem, tangentes a C em M. (Silva,

1999, p. 281)

Figura 7.14: Tlustracao das retas tangentes num ponto multiplo.

O estudo do conceito de reta tangente é terminado, no capitulo 25.°, com a analise do caracter

projetivo deste conceito.

(...) se M é um ponto préprio reqular de C, a projecio da tangente a C' em M
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¢ ainda tangente a C' em M', desde que M’ seja préprio e a tangente t ndio seja

projetante (isto é, nao passe por O'96). (Silva, 1999, p. 283)

Nste resultado é necessario levar em linha de conta o que acontece quando algum dos pontos,
M e/ou M’, ndo é préprio, o que leva a uma generalizagdo do conceito de tangente a pontos nao

regulares:

Consideremos pois uma linha C e designe M um seu ponto imprdprio. Seja agora ®

transformacdo projetiva (de R3'7

sobre si mesmo) que converta o ponto impréprio
M num ponto préprio M'; e seja C' a imagem de C por meio de ®. Diremos
que o ponto M € reqular em C, quando M’ for reqular em C’, e, mesta hipdtese,
chamaremos tangente a C em M a imagem, por meio de =1, da tangente a C' em

M’. (Silva, 1999, pp. 283-284)

Com esta generalizagao Sebastiao e Silva torna a propriedade da tangéncia uma propriedade

com carater projetivo:

E facil ver que, com tal definicao, se pode levantar a restricio de M e M’ serem
proprios, na proposi¢cdo hd pouco enunciada: a projecao da tangente serda sempre a
tangente da projecao, desde que a primeira nao seja projetante. Mais ainda: podemos
afirmar que a propriedade da tangéncia tem carater projetivo, isto €, mantém-se em

todas as transformagoes projetivas. (Silva, 1999, p. 284)

Com esta generalizagao do conceito de tangente a todos os pontos regulares do espago pro-
jetivo, Sebastiao e Silva termina o estudo que faz do conceito de reta tangente, estudo de onde
se destaca o rigor e o formalismo das defini¢oes, embora sempre complementado com uma ideia
intuitiva que pretende ajudar a entender o conceito. De salientar também é a importancia
atribuida a uma andlise completa de todos os casos, por mais contra-intuitivos que sejam, per-
mitindo que o leitor forme uma imagem mental do conceito completa e desejavelmente préxima,

da definicao do mesmo.

1960 ¢ o centro da projecdo considerada.

197(..) Rs [representa] o espago projetivo ou arguesiano (que se obtém do primeiro [espaco euclideano ou
cartesiano] pela adjungdo dos pontos imprdprios ou pontos do infinito). (Silva, 1999, p. 192)
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A investigagao que realizamos nos ultimos anos, e que relatamos nesta tese, pretendia esclarecer
de que forma o conceito de reta tangente é estudado em Portugal desde o século XVIIIL.

Comecgamos por estudar a reforma pombalina da Universidade de Coimbra, marco do ensino
da matematica em Portugal. A andlise que efetuamos dos Estatutos, entao publicados, permitiu-
nos perceber que o conceito de reta tangente era abordado em diferentes vertentes: na geometria
euclidiana, cujo texto base eram os Elementos de Fuclides, na traducao de Joao Angelo Brunelli;
na geometria analitica, com base no tomo I dos Flementos de Analyse de Etienne Bezout; e no
calculo diferencial, que se encontra no tomo II da mesma obra de Bezout. Este Elementos de
“Euclides”e de “Bezout”tornaram-se assim o ponto de partida do nosso estudo.

Depois, no contexto da investigacao em torno desta reforma de 1772, surgiu naturalmente
a figura de José Anasticio da Cunha, professor de Geometria da Universidade e autor dos
Principios Mathematicos, onde o nosso conceito é também abordado. A importancia desta
obra, bem como a recente descoberta de manuscritos inéditos de Anastéacio da Cunha, aliados
ao ambiente proporcionado pela orientacao das Doutoras Elfrida Ralha e Fernanda Estrada —
responsaveis por estas descobertas e que nos ultimos anos se tém dedicado, de forma quase
exclusiva, ao estudo da obra matemédtica de Anasticio da Cunha — conduziram-nos a uma
investigacao mais profundo, que terd, porventura, ultrapassado o inicialmente previsto.

O século XVIII, tornava-se por isso o ponto central do nosso estudo. Os FElementos de
Euclides haveriam de ser comparados com os Elementos de Geometria do padre Jesuita Ma-
nuel de Campos, primeira traducio portuguesa da obra de Euclides. Alargamos entao a nossa
investigacao ao ensino do conceito de reta tangente pelos Jesuitas portugueses.

Pesquisamos a existéncia de outras tradugoes dos Elementos e assim deparamo-nos com um
texto manuscrito, da autoria do engenheiro-mor Manuel Azevedo Fortes, que prendeu a nossa
atencgao, quer no ambito da historia do nosso conceito, quer no do ensino da matematica para
os militares.

A dimensao dos achados setecentistas provocou, necessariamente, uma escolha ainda mais
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criteriosa de autores e/ou obras nos séculos posteriores. Deste modo, na transi¢do do século
XIX para o século XX, Francisco Gomes Teixeira surgiu naturalmente no nosso estudo dada a
sua importancia enquanto matematico e enquanto professor, para além de estar ligado a outro
momento marcante do ensino da matemaética em Portugal que é a criagao da Universidade do
Porto.

Finalmente, ja na segunda metade do século XX, selecionamos José Sebastiao e Silva porque
para além da importancia ja reconhecida enquanto matematico e pedagogo, é também o rosto
mais visivel de um novo paradigma do ensino da matematica em Portugal que é o da introducao
da, dita, matemaética moderna. A reforma da matemaética moderna haveria de continuar a
realcar o ensino da geometria mas, desta vez, evidenciando as transformacgoes geométricas.

Detalhado o ambito do nosso estudo, e analisadas profundamente as diferentes vertentes,
fomos conduzidos a uma conclusao geral de que independente do impacto, da inovagao e/ou da
énfase, todos os autores estudados viriam a contribuir de forma decisiva para o desenvolvimento
do ensino do nosso conceito nos ultimos trés séculos, em Portugal. Fomos também testemunhas
da importancia dada, por esses autores, a historia da matematica no ensino, no nosso pais. Em

particular:

Manuel de Campos destaca-se pela originalidade no ambito da querela em torno do angulo de
contingéncia; assinalamos também que a ele parece dever-se a introducao do termo “tan-
gente” complementada com correspondente explicacao. No que a histéria da matematica
diz respeito, o Pe. Manuel de Campos comeca os seus Flementos de Geometria com uma
prolusao histérica da matematica na Grécia e, ao longo da sua traducao, encontramos

inimeras referéncias a problemas histdricos.

Azevedo Fortes rompe com a tradigao euclidiana; a sua Ldgica Geométrica mostra-nos um
tratamento original, na sequéncia da sua tradugao de Bernard Lamy. Também ele reflete
sobre o conceito de angulo de contingéncia, associando-o a Galileu (e a Viviani). Neste

autor nao encontramos, todavia, referéncias a histéria da matematica.

Joao Angelo Brunelli é, porventura, o menos inovador dos autores que estudamos. Con-
tudo, nao podemos deixar de destacar a interessante interpretacao que faz da questao do
angulo de contingéncia, bem como a énfase colocada na Proposicao III, 17 dos Elemen-
tos de Fuclides. Enquanto livro de texto selecionado para o ensino de uma das cadeiras
da recém reformada Universidade de Coimbra, podemos pressupor que o mesmo estaria

complementado com referéncias histéricas implementadas pelos respetivos Lentes.
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Etienne Bezout, com as suas obras traduzidas para portugués, surge-nos como o responsavel
pela introdugao no ensino da geometria analitica e do cédlculo diferencial em Portugal.
Também aqui, e no ambito da reforma pombalina da Universidade, admitimos que estes
conteudos mateméaticos pudessem ser abordados pelos Lentes com referéncias historicas

apropriadas.

Anastacio da Cunha, defensor acérrimo do rigor do método geométrico, estd todavia consci-
ente das vantagens do célculo diferencial e, se por um lado os seus Principios Mathemati-
cos relevam uma vertente mais tedrica do ensino da matemaética, muitas das suas reflexées
estao também associadas a uma vertente pratica, nomeadamente cariz militar. E, possi-
velmente, o autor mais sintético de todos os que estudamos e sé o estudo complementar
de varios dos seus manuscritos nos permitirao decifrar a verdadeira dimensio da sua obra
e do seu método de ensino da matematica. Consciente também das vantagens do conhe-
cimento historico da matematica, de resto estipuladas nos préprios Estatutos da reforma
pombalina da Universidade de Coimbra, vemos realgada esta dimensao, particularmente

nos manuscritos geométricos a que tivemos acesso.

Gomes Teixeira apresenta-nos ja uma definicao de reta tangente em termos puramente analiticos
e assente na nocao de limite. A correspondéncia que estabelece, de forma rigorosa, entre
a resolugao do problema das tangentes e a determinacao da derivada da curva no ponto
de tangéncia, permite-nos realcar novos resultados e definir novos conceitos. A utilizacao
da histéria da matematica na lecionacdo do conceito de reta tangente a uma curva surge
de forma explicita nas obras que estudamos, onde vimos o nosso autor nao s apresentar
um resumo histérico do problema das tangentes, contextualizando-o e referindo a sua im-
portancia no desenvolvimento do calculo diferencial, como também utilizar a histéria do
desenvolvimento deste conceito, como inspiracao para a abordagem que dele faz, no seu
Curso. A Gomes Teixeira se deve uma das histérias das matematicas em Portugal que nés

préprios também consultamos em diferentes ocasioes.

Sebastiao e Silva, dando énfase a métodos das geometrias projetiva e diferencial analisa também
problemas, muitas vezes contra-intuitivos, das retas tangentes em pontos singulares. Também
ele é defensor do uso da histéria da matemética no ensino. Consciente do papel fundamen-
tal da histéria da matemadtica, a Sebastiao e Silva se deve a criacao da primeira disciplina
(na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa) de histéria da matemdtica nas

licenciaturas de formacao de futuros professores de matematica.

235



Consideragoes finais

A énfase que em Portugal se tem dado & histéria da matematica fica também patente, ja no
inicio do século XIX, com o Ensaio historico sobre a origem e progressos das matemdticas em
Portugal de Francisco de Borja Gargao Stockler. O impeto lancado pela historia da matemaética
aquando da reforma pombalina manteve-se em Portugal com a publicacao, nos séculos XIX e
XX, de diversas obras sobre esta temética (Mota et al, 2012, pp. 388-400). Outros métodos
e/ou outras abordagens poderao, eventualmente, encontrar-se em obras e em autores sobre os
quais, pelas razoes anteriormente apontadas, ndo nos debrugamos. De facto, a nossa tese dara
passo a outros estudos que, no futuro, nos propomos também realizar.

Um dltimo objetivo, que nos propusemos no inicio da nossa investigacao, prendia-se com
a identificacao de possiveis utilizacoes da histéria do conceito de reta tangente a uma curva,
no ensino atual da matematica. Uma vez que, durante os anos em que esta investigacao foi
sendo realizada, a autora manteve sempre a atividade profissional de professora de matematica,
nao pudemos naturalmente deixar de permear as nossas aulas com os conhecimentos que famos
adquirindo. Todavia, o designio inicial de desenvolvermos moédulos historicos para a nossa le-
cionagao (e, possivelmente, de os partilhar com outros) foi gradualmente sendo abandonado a
medida que a prépria histéria da matematica se ia tornando, cada vez mais, o foco exclusivo da
nossa investigacao. Numa fase inicial do nosso estudo ainda desenvolvemos um primeiro médulo
historico, de forma mais empirica do que profunda, e onde nao fizemos uso das obras dos ma-
tematicos abordados na nossa tese; por isso, optamos por nao apresentar aqui esse estudo, apesar
do mesmo se encontrar publicado (Mota et al, 2013, pp. 2048-2057). Nao abandonamos todavia,
este objetivo; simplesmente o relegamos para um futuro, que esperamos proximo. Por exemplo:
assim que possivel, pretendemos debrugar-nos sobre a analise que efetuamos das diversas edigoes
dos Elementos, o estudo do prélogo e respetivas notas dos Principios de Geometria de Anastacio
da Cunha, bem como dos prolegémenos de Monteiro da Rocha, cientes da potencialidade dos
mesmos na lecionagao do capitulo relativo a axiomética da geometria, no atual programa do 9.°
ano de escolaridade.

No desenvolvimento desta nossa investigacdo fomos também, naturalmente, lancados em
diregOes que nao se encontravam pré-definidas e a relevancia da histdria da matematica obrigou-
nos a percorrer caminhos que, em alguns casos, também nao incluimos na presente tese. Por

exemplo:

- a investigagdo em torno de uma demonstracao paralogistica dos Principios Mathematicos de
Anastacio da Cunha. Exemplo das diversas querelas “literarias” que envolveram Anastécio

da Cunha e que os mais recentes estudos ja identificaram, apresentamo-la, em outubro de

236



Consideragoes finais

2017, no Encontro Internacional 3M+-1 realizado em Braga.

- Um estudo, ja publicado (Mota et al, 2015, pp. 163-170), sobre o problema da triangulagao nas

obras de dois engenheiros militares setecentistas: Azevedo Fortes e o Brigadeiro Alpoim.

- O estudo do livro V dos Elementos de Geometria do Pe. Manuel de Campos, que pretendemos

submeter brevemente para publicagao numa revista da especialidade.

Estas nossas investigacoes tornaram-se assim nao um destino mas um ponto de partida,
abrindo caminhos em diversas direcbes que ambicionamos percorrer no futuro. De entre elas
destacamos um estudo da Synopse Trigonometrica de Manuel de Campos, a que apenas recente-
mente conseguimos ter acesso, bem como, naturalemnte, o estudo de obras matematicas inéditas
de José Anastéicio da Cunha.

Em suma, a nossa histéria dos ultimos anos dedicada ao conceito elementar e fundamental
de reta tangente a uma curva em Portugal vai ter, é nosso desejo, novos episédios dos quais

daremos outras noticias.
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Abreu, Joao Manuel de (1757 - 1815): Professor de Matematica no Colégio de S. Lucas
da Casa Pia, no Colégio dos Nobres e na Academia Real de Marinha, foi um dos discipulos de José
Anastécio da Cunha sendo o responsavel pela edigao em francés dos Principes Mathématiques

de Feu Joseph-Anastase da Cunha. (Ferro, 1987, p. 22)

d’Alembert, Jean Le Rond (1717 - 1783.): Matematico francés, destacou-se enquanto in-
vestigador na area da fisica-matematica. Com Diderot leva a cabo a publicagao da Encyclopédie,

a primeira enciclopédia como hoje as conhecemos. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Alpoim, Brigadeiro José (1700 - 1765): Militar e engenheiro de fortificagdo, natural de
Viana do Castelo, viveu parte da sua vida no Brasil onde foi professor na Academia Militar do
Rio de Janeiro. Publicou duas obras para o ensino nesta academia Ezxame de Artilheiros, em

1744, e Ezame de Bombeiros, em 1748. (Piva, 2007, pp. 85-104)

Apolénio de Perga (262a.C. - 190a.C.): Conhecido como “O grande gedmetra”, adquiriu
notoriedade principalmente gracas a publicacdo das suas Cdnicas, obra em 8 livros/capitulos

onde estuda de forma profunda as secgdes conicas. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Aristételes (384a.C. - 322a.C.): Filésofo grego, contribuiu largamente para a sistematizagao
da légica dedutiva. Frequentou a Academia de Platdo e fundou a sua prépria escola em Atenas,
o Liceu, onde difundiu as suas ideias, nomeadamente a aplicacao da légica a ciéncia. (O’Connor

& Robertson, 2017, s.p.)

Arquimedes (287 a.C. - 212 a. C.): Viveu quase toda a sua vida em Siracusa, tendo na sua
juventude estudado com os discipulos de Euclides no Egipto. Considerado como um dos maiores
matematicos do mundo, utilizou o método de exaustao para obter resultados importantes de
célculo integral. A sua aproximacao do valor de 7w obtida na Da Medida do circulo, a Quadratura
da Pardbola ou o O método, onde descreve como chegou a muitos dos seus resultados geométricos,

sao alguns dos seus resultados mais conhecidos. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Basset, Alfred Barnard Basset (1854 - 1930): Matematico inglés, iniciou a sua carreira
no mundo das leis dedicou a sua vida ao estudo da matematica. Dedicou-se essencialmente ao
estudo da hidrodindmica, embora também tenha publicado uma obra sobre o estudo das curvas,

intitulada An elementary treatise on cubic and quartic curves (Obituary Notices, 1931, pp. i-ii)
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Barocius, Franciscus (1537 - 1604): Matematico italiano também conhecido por Francesco
Barozzi, é essencialmente reconhecido pelas suas traducoes de obras de matemaéticos gregos como
Héron, Papo e Arquimedes. O seu tltimo tratado, publicado em Veneza em 1586, é um trabalho
sobre assintotas Admirandum illud geometricum problema tredecim modis demonstratum quod
docet duas lineas in eodem plano designare, quae nunquam invicem coincidant, etiam st in
infinitum protrahantur: et quanto longius producuntur, tanto sibiinuicem propiores euadant.

(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Barrow, Isaac (1630 - 1677): Matemadtico inglés, professor em Cambridge, ganha notori-
edade matematica pelas as licbes que profere na universidade e que sdo publicadas ja no final
da sua vida, em trés volumes intitulados Lectiones Opticae, Lectiones Geometrice e Lectiones

Mathematica. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Bernoulli (sec. XVII - XVIII): Familia suiga que, em trés geragoes, viu 8 dos seus membros
apresentarem contribuicoes relevantes para o desenvolvimento da matematica. Dos trabalhos
realizados pelos diversos elementos da familia destacam-se as contribuicoes para a teoria das

probabilidades, cdlculo infinitesimal e hidrodinamica. (Eves, 1966, pp. 276-278).

Bettinus, Marius (1582 - 1657): Conhecido por Mario Bettini, era um jesuita italiano que
se dedicou a filosofia, matematica e astronomia. Ficou conhecido principalmente pela sua obra
Apiaria Universae Philosophiae Mathematicae, publicada em dois volumes em 1642 e 1648, onde

aborda diversos temas e curiosidades mateméticas (Andersen, 2007, p. 374).
Bezout, Etienne: Veja-se pagina 122.

Bossut, Charles (1730 - 1814): Matematico francés, foi aluno de d’Alembert. Escreveu
obras sobre mecanica e dinamica, adotadas para a disciplina de foronomia da Universidade

de Coimbra, tendo também publicado uma obra em histéria da matemédtica. (O’Connor &

Robertson, 2017, s.p.)
Brunelli, Joao Angelo: Veja-se pagina 114.
Campos, Manuel de: Veja-se pagina 29.

Caille, Nicholas Louis de la (1713 - 1762): Reconhecido como um dos principais

astrénomos franceses do século XVIII, a par da sua obra cientifica destacam-se os compéndios
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intitulados Legons Elémentaires que escreve para as suas aulas no colégio de Mazarin. (Figuei-

redo, 2011, p. 84)

Cardanus, Girolamo (1501 - 1576): Matematico e médico italiano, ficou conhecido pelos
seus trabalhos em &lgebra e pela publicagao da sua Ars Magna em 1545. Publicou também duas
enciclopédias de ciéncias naturais, sendo a mais conhecida o De Subtilitate Libri XXI, uma obra
dividida em 21 livros sobre os diferentes temas das ciéncias naturais e no qual, no livro 16, se

debruca sobre as cénicas. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Carvalho, Anibal Scipiao de (1897 - 1981): Matemadtico portugués, foi discipulo de
Gomes Teixeira, tendo exercido o cargo de professor na Universidade do Porto onde foi também
bibliotecario. Dos seus trabalhos destacamos a sua tese de doutoramento sobre a histéria do

problema das tangentes antes da invengao do cédlculo diferencial. (Universidade Digital, 2017,

s.p.)

Clairaut, Alexis Claude (1713 - 1765): Matemadtico francés, fez a sua primeira apre-
sentacdo na Academia de Paris com 13 anos. Da sua obra destacam-se os trabalhos sobre
célculo de variagoes, sobre a forma da Terra, bem como os Elements de géometrie e Elements
d’algébre utilizados no ensino da matemadtica em Franca durante largos anos. (O’Connor &

Robertson, 2017, s.p.)

Clara, Frei Joaquim de Santa (1740 - 1818):Doutor pela Faculdade de Teologia da Uni-
versidade de Coimbra, lente da cadeira de hebraico, assume em 1814 o bispado de Evora. Vé o
seu nome associado a uma das traducoes das obras de Bezout para a Faculdade de Matematica

da Universidade de Coimbra.(Figueiredo, 2011, pp. 137-138)

Clavius, Christopher (1538 - 1612): Matematico Jesuita, recebeu educacao no colégio
Jesuita de Roma, tendo sido enviado para Coimbra, em 1556, para continuar a sua educacao no
colégio Jesuita ai existente. Dedicou-se ao estudo da astronomia, da geometria e da algebra e
foi um dos intervenientes na reformulacao do calendario. Foi autor de uma das mais conhecidas

edigbes dos Elementos onde acrescenta ideias proprias. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Commandino, Frederico (1506 - 1575): Matematico italiano, é autor de traducoes para
latim de diversas obras de matemadticos gregos, das quais se destacam os Elementos de Euclides

que comenta de forma detalhada. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)
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Cunha,José Anastacio da: Veja-se pagina 143.

Dechales, Claude Frangois Millet (1621 - 1678): Padre Jesuita francés reconhecido
pelos seus talentos matematicos. Passou pelos colégios Jesuitas em Marselha, Lyon e Paris
tendo falecido em Turim. Da sua obra destaca-se o Cours de Mathématiques publicado em

1674. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Descartes, René (1596 - 1650): Fil6sofo francés, recebeu instrugdo no colégio Jesuita de
La Fléche. Formou-se em leis na Universidade de Poitiers voluntariando-se em seguida para
o exército. Viajou pela Europa tendo-se fixado na Holanda entre 1628 e 1648 para trabalhar
longe do rebulico de Paris. Publicou diversos trabalhos de filosofia e teologia destacando-se o seu
Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et chercher la verité dans les sciences. Um
dos apéndices deste tratado, La géométrie, contém as bases da drea da matematica atualmente

designada de “geometria analitica”. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Dieudonné, Jean Alexandre Eugéne (1906 - 1992): Matemadtico francés, estudou na
Ecole Normale de Paris. Foi professor em diferentes escolas, embora a sua paixao fosse a inves-
tigacdo e nao o ensino. E um dos fundadores grupo Bourbaki, defensor da matematica moderna,
publicand diversos trabalhos em anélise e geometria. De destacar também é o seu papel enquanto

historiador da matemética. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Estancel, Valentim (1621 - 1705): Matemdtico Jesuita, estudou no colégio de Praga,
seguindo estudos em filosofia e matemédtica na Universidade de Praga. Passou por Portugal,
passando pela “Aula da Esfera”e por Elvas onde deu aulas de matematica, terminando a sua vida,
na Bahia, no Brazil. Escreveu diversos trabalhos de filosofia, religiao e matematica, destacando-
se os registos que faz das observagoes astronémicas de cometas, tendo sido uma delas citada por

Newton. (Camenietzki, 1999, pp. 159-182)

Euclides: Veja-se pagina 13.

Faria, José Joaquim de (1759 - 1828): Professor de Matemédtica na Universidade de
Coimbra, onde estudou filosofia, teologia e matematica, é o autor da traducao da 2.2 edigao da
obra de Bezout utilizada para o ensino da algebra em Coimbra que foi também utilizada nas

Escolas Politécnicas de Lisboa e Porto. (U.C., 2017, s.p.)
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Fermat, Pierre de (1601 - 1665): Matematico e jurista francés, desenvolveu os seus estu-
dos matematicos de forma paralela ao seu trabalho enquanto homem das leis. Manteve corres-
pondéncia com alguns dos matematicos mais destacados do seu tempo, com quem foi partilhando
as suas descobertas, nao tendo publicado em vida qualquer trabalho sobre matematica. Dos seus
estudos destacam-se o seu Methodus ad Disquirendam Mazximam et Minimam que esteve na ori-
gem de uma controvérsia com Descartes, assim como os seus trabalhos em teoria de nimeros,

uma area a época pouco considerada em matematica. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Ferrier, Coronel (1734 - 7): Diogo Ferrier, ou James Ferrier, escocés, foi um dos militares
que veio para Portugal a acompanhar o Conde de Lipe em 1762. Foi colocado em Valenga em
1765, deslocado para o Algarve em 1774, regressando a Valenca em 1775. Foi responsavel pela
organizagao dos Regimentos de Artilharia de Lagos e do Algarve, assim como da fortificagao de
Valenca. Em 1778 regressou a Inglaterra onde escreveu, sob o pseudénimo de Arthur William
Costigan, os Sketches of Society and Manners in Portugal onde critica a sociedade portuguesa.

(Ferro, 1987, pp. 9-10)

Fincke, Thomas (1561 - 165): Matematico dinamarqués que recebeu educacao em varias
das mais importantes universidades europeias: Basileia, Leipzig, Heidelberg e Padua. A sua
obra mais famosa Geometriae rotundi foi publicada quando tinha apenas 22 anos, é composta
por 14 livros sendo os 4 primeiros dedicados ao estudo do circulo e os restantes ao estudo da

trigonometria. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Fortes, Manuel de Azevedo: Veja-se pagina 59.

Galileu Galiei (1564 - 1642): Matemaético italiano, desde cedo se destacou como reputado
matemadtico, tendo sido professor em Pisa e Padua. Opositor das teorias de Aristételes, dedicou-
se ao estudo das aplicaces da matematica a fisica, tendo-se debrucado sobre as leis do movimento
dos projéteis, a queda de objetos, centros de gravidade, assim como a astronomia, refutando o
sistema geocéntrico. Uma das caracteristicas particulares de algumas das suas obras é o facto
de estarem escritas na forma de didlogos, onde o conhecimento vai surgindo e sendo transmitido

ao leitor através de conversas cientificas entre duas personagens. (O’Connor & Robertson, 2017,

s.p.)

Gauss, Johann Carl Friedrich(1777 - 1855): Matemadtico alemao, considerado um dos

matematicos mais destacados do seu tempo, deixou uma vasta obra onde aborda temas como a
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teoria dos numeros, a analise matemética, a geometria diferencial e a astronomia. (O’Connor &

Robertson, 2017, s.p.)

Gloriosi, Giovanni Camillo (1572 - 1643): Matemético e astrénomo italiano, foi o sucessor
de Galileu na Universidade de Padua. destaca-se pela publicacao de obras de astronomia e
das FEzxercitationum mathematicarum, obra em trés volumes contendo teoremas, problemas e

esclarecimentos de diversas questoes. (Baldini, 2001, s.p.)

Gonzdlez, Pe. Tirso (1624 - 1705): Tedlogo e Jesuita espanhol, Prepésito Geral da
Companhia de Jesus entre 1687 e 1705, é o responsavel pela reforma no ensino da matematica

ministrado pelos Jesuitas em Portugal no final do século XVII. (Baldini, 2004, pp. 316-320)

Huygens, Christiaan (1629 - 1695): Matemadtico holandés, destacou-se pelos seus tra-
balhos em fisica-matematica, desenvolvendo um relégio de péndulo, com o intuito de resolver
o problema das longitudes, e aplicando as ideias cartesianas no tratamento matemético dos
fenémenos fisicos. O estudo que desenvolveu da cicloide permitiu-lhe desenvolver uma teoria

geral das evolutas de curvas. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Lagrange, Joseph-Louis (1736 - 1813): Matemético de origem italiana, desenvolveu os seus
estudos sozinho. Fundador da Real Academia das Ciéncias de Turim, trocou correspondéncia
com Euler que, desde logo, reconheceu as suas capacidades. Foi professor de matematica em

Paris tendo-se dedicado ao estudo da &lgebra e da andlise.(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Lamy, Bernard (1640 - 1715): Padre oratoriano francés, ensinou literatura, linguas cldssicas,
gramadtica, histéria e geografia em diversos colégios Jesuitas. Autor anénimo da obra De I’Art de
parler foi exilado por defender de forma acérrima e ensinar fervorosamente as ideias de Descartes.

Publicou diversas obras de matematica de onde se destacam as suas tradugoes dos Elementos

de Euclides.(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Leibniz, Gottfried Wilhelm von (1646 - 1716): Matematico e filésofo alem&o, formou-se
na Universidade de Leipzig. Em Paris e Londres estabeleceu contactos com alguns dos mais des-
tacados cientistas da época. Do seu trabalho matematica destaca-se o artigo Nova Methodus pro
Mazimis et Minimis, itemque tangentibus, qua nex fractas, nec irrationales quantitates moratur

& singulare pro illis calculi genus onde apresenta os seus fundamentos do cédlculo diferencial.

(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)
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Lemos, Dom Francisco (1733 - 1822): Natural do Rio de Janeito, obteve formagao nos
colégios Jesuitas. Doutorou-se em Canones na Universidade de Coimbra, é nomeado reitor
desta mesma Universidade em 1770. E sob a sua reitoria que se dé a reforma pombalina da
Universidade, sendo exonerado do cargo de reitor e reformador em 1779. (Costa & Rosolen,

2012, pp. 1-11)

Lippe, Conde de (1724 - 1777): Friedrich Wilhelm Ernst zu Schaumburg-Lippe, conhecido
por Conde de Lipe, foi o marechal-general encarregue da reorganizagao militar que aconteceu em
Portugal em meados do século XVIII, sendo também conhecida a sua dedicagao a matematica.

(Rodrigues et al, 2013, p. 86)

Longchamps, Gaston Albert Gohierre de (1842 - 1906): Matematico francés, dedica-se
a matematica desde cedo, sendo ao longo da sua vida professor de matematica em diversos liceus.
Em 1882 assume a dire¢ao do Journal de Mathématiques Elémentaires et Spéciales publicando

diversos artigos sobre o pseudénimo Elgé. (Brasseur, 2011, p. 3)

Marie, Joseph Francgois (1738 - 1801): matemético francés, vulgarmente conhecido por
Abbé Marie foi professor de matematica no Colégio de Mazarin. Da sua obra destaca-se o
Traité de Mécanique publicado em 1774 e utilizado na Universidade de Coimbra na disciplina

de foronomia. (Figueiredo, 2011, p. 118)

Narbonensis, Rabbis Moyses (sec. XIV): Conhecido por o Provencal, terda sido um
filosofo judeu que escreveu a obra Libelli Delicidatio traduzida e publicada em italiano por
Barocius no seu Admirandum illud geometricum problema tredecim modis demonstratum (Lévy,

1989, p. 230).

Newton, Isaac (1643 - 1727): Matemadtico inglés, professor em Cambridge, publica na obra
De Methodis Serierum et Fluxionum os seus fundamentos do calculo diferencial. Contudo a sua
obra mais destacada sao os Philosophiae naturalis principia mathematica onde Newton estuda o

movimento dos corpos e apresenta a lei da gravitagdo universal. (O’Connor & Robertson, 2017,

s.p.)

Nunes, Pedro (1502 - 1578): Considerado o maior matematico portugués, natural de
Alcécer do Sal, estudou medicina na Universidade de Salamanca. Voltou a Portugal em 1527-

1528, sendo nomeado cosmografo do reino em 1529. Foi tutor dos principes, professor nos
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Estudos Gerais (em Lisboa) e na Universidade de Coimbra e assumiu o cargo de cosmografo-
mor em 1547. Da sua vasta obra destacam-se livros como De Crepusculis, considerada a sua
obra mais criativa, ou o Libro de dlgebra en arithemética y geométrica alvo de elogios de varios
matematicos internacionais. J4 no final da sua vida, e fruto da sua reputacao internacional, foi
um dos matematicos consultados pela Santa Sé aquando da reforma gregoriana do calendario.

(Leitdo, 2005, p. 19-22)

Oliveira, Filipe Rodrigues de (1700 - 7): Sargento-mor de infantaria, lente na Academia
Militar, destacou-se como professor e engenheiro, em particular na construcao e desenho de

cartas topograficas. (Ribeiro, 2009, pp. 84-85)

Ozanam, Jacques (1649 - 1717): Matematico francés cuja familia pretendia que ingressasse
no clero, contudo nao mostrou interesse numa vida eclesiastica, havendo relatos de que terd tido
uma vida boémia. Estudou teologia, mas foram as ciéncias que acabaram por atrair a sua
atengdo. Foi membro da Académie Royale des Sciences e, de entre as suas obras, destacam-
se o Dictionaire mathématique publicado em 1691, os 5 volumes do Cours de mathématiques,
datados de 1693, e o Récriations mathématiques publicado em 1694. (O’Connor & Robertson,
2017, s.p.)

Peletier Du Mans, Jacques (1517 - 1582): Matemético, médico e poeta francés, reconhe-
cido pela sua obra poética original e pela tradugao para francés de Horécio, destacou-se enquanto
matematico pela sua Algebm, publicada em 1545, e pela sua Aritmética, datada de 1549. Em
1557 publicou os In Fuclidis elmenta demonstrationum onde se debruca sobre a questao do

angulo de contingéncia e que levou a uma disputa com Clavius. (O’Connor & Robertson, 2017,

s.p.)

Pierpont, James (1866 - 1938): Matemadtico americano, recebeu a sua formagao em ma-
tematica na Europa, obtendo o grau de doutor pela Universidade de Viena. De regresso aos
Estados Unidos, foi professor em Yale desenvolvendo estudos na area das equacoes e da anélise.

(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Platao (427a.C. - 347a.C.): Filésofo grego que se destacou em dreas como a matemética
e as ciéncias fisico naturais. Escreveu cerca de trinta didlogos onde apresenta os seus pontos
de vista filoséficos, metafisicos e matematicos. Fundou uma Academia em Atenas, dedicada a

investigacao e a instrucao em filosofia e ciéncias, onde se encontraria sobre a porta de entrada
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a seguinte inscricdo “Que ninguém inculto em geometria entre aqui”. (O’Connor & Robertson
)

2017, s.p.)

Plucker, Julius (1801 - 1868): Matemético alemao, frequentou as Universidades de Heidel-
berg, Bona e Paris. Dedicou-se ao estudo da geometria analitica, publicando diversos trabalho

sobre curvas. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Proclo (411 - 485): Estudou filosofia e matematica em Alexandria e posteriormente na
Academia de Platdo em Atenas. Autor dos Les commentaires sur le premier livres des Eléments
d’Euclide tornou-se uma das maiores fontes sobre a histéria da matemética na antiga Grécia.

(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Roberval, Gilles Personne de (1602 - 1675): Matematico francés, foi professor de filosofia
no College Gervais em Paris e mais tarde no College Royale. Durante a sua mantém contacto
com os mais destacados matematicos da época, nomeadamente Pascal, Torricelli e Descartes.
Durante a sua vida quase nao publica os seus estudos, encontrando-se muitos deles nas Divers
ouvrages de mathématique et de la physique par messieurs de I’Académie Royale des Sciences,

publicadas em 1693. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Rocha, José Monteiro da (1734 - 1819): Matemadtico portugués, natural de Canavazes,
ingressou na Companhia de Jesus em 1752 a qual pertenceu até 1759 altura da expulsao dos
Jesuitas de Portugal pelo Marqués de Pombal. Estudou no Colégio da Baia, no Brasil, tendo
al sido também professor. Regressou a Portugal em 1766 e colaborou com a Junta Literdria
na reforma da Universidade de Coimbra, onde foi professor. A sua obra cientifica é vasta,
destacando-se os seus trabalhos em matemética aplicada e Astronomia. (Figueiredo, 2011, pp.

13-21)

Sacrobosco, Joao (1195 - 1256): Matematico inglés, recebeu educagdo em Oxford, indo
para Paris em 1220 onde é professor na Universidade. Nesse mesmo ano escreve o Tratado
da FEsfera, obra de astronomia que serd uma referéncia nos séculos seguintes. (O’Connor &

Robertson, 2017, s.p.)

Salmon, George (1819 - 1904): Matematico irlandés, padre anglicano, foi professor de
matematica e de teologia em Dublin. Desenvolveu os seus estudos mateméticos principalmente

na area da geometria algébrica. Fruto do seu trabalho recebeu graus honorarios de diversas
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universidades. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Silva, José Sanches (sec. XVIII): Sargento-mor de infantaria e engenheiro militar, destacou
se pelos seus conhecimentos matematicos, tendo publicado obras sobre pirotecnia. (Machado,

1747, p. 897)

Silva, José Sebastiao e: Veja-se pagina 205.

Simson, Robert (1687 - 1768): Matemadtico escocés, professor na Universidade de Glasgow,
¢é autor de uma edigoes dos FElementos de Euclides mais influentes, come cerca de 70 edigoes

espalhadas por toda a europa. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Sluse, René Francois Walter de (1622 - 1668): Matemédtico nascido na Holanda Es-
panhola, atual Bélgica, estudou leis na Universidade de Louvain. Em 1642 parte para Roma,
cidade onde desenvolve os estudos em matematicos. Mantém contacto com matematicos em di-
versos paises, encontrando-se nessa correspondéncia alguns dos seus trabalhos sobre tangentes.

(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Tacquet, André(1612 - 1660): Matemético franceés, estudou légica, fisica e matemética com
os jesuitas, ordem religiosa na qual ingressou em 1629. Ensinou matematica nos colégios jesuitas
de Louvain e Antuérpia e publicou parte da sua obra tendo como objetivo a sua utilizacao para o
ensino da matematica nos colégios Jesuitas. Os seus Elementa Geometrie publicados em 1654,
uma traducdo para latim dos FElementos de Euclides acrescidos de resultados de Arquimedes
foram utilizados em varios colégios jesuitas espalhados pela Europa, adaptados e traduzidos por

diversos matematicos. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Teao de Alexandria (sec. IV d.c): Um dos principais comentadores gregos, tendo editado e
comentado obras como o Alamagesto de Ptolomeu e os Elementos de Euclides. A sua edigao dos
Elementos tornou-se uma das fontes mais utilizadas para posteriores edigdes da obra. (O’Connor

& Robertson, 2017, s.p.)

Teixeira, Francisco Gomes: Veja-se pagina 173.

Teodésio (160 a.C. - 90 a.C.): Matemadtico grego, é essencialmente conhecido pelo seu
trabalho em trés volumes Sphaerics onde estuda a geometria da esfera e onde apresenta, entre

outros resultados, generalizacoes de alguns dos resultados apresentados por Euclides no livro 111
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dos seus Elementos. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Torricelli, Evangelista (1608 - 1647): Matemético italiano, obtém formagao nos colégios
Jesuitas. Conhecedor da obra de Galileu, o agora resultado que prova no De motu gravium sobre
o fluxo do liquido através de uma determinada abertura, atualemnte conhecido como o teorema
de Torricelli, sugere que pode ser considerado como o fundador da hidrodinamica. (O’Connor

& Robertson, 2017, s.p.)

Tosca, Tomas Vicente (1651 - 1723): Matematico e filésofo natural de Valéncia, padre da
Congregacao de S. Filipe de Neri, fundou uma Academia de Matematica, tertilias onde eram
discutidos temas de todas as dreas desta ciéncia. Da sua obra destaca-se o Compendio Mathe-
matico composto por nove tomos abordando temas de matematica pura e aplicada. (Brétons,

1987, pp. 3-9)

Viete, Francois (1540 - 1603): Advogado francés, ficou conhecido pelos seus trabalhos sobre
matemaética, embora nunca tenha feito da matemaética profissdo. A sua obra mais conhecida é
a In artem analyticam isagoge, publicada em 1591 onde mostra as vantagens da utilizacao de

simbolos na escrita matematica. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Vilalobos, Manuel Pinto (sec. XVII - XVIII): Engenheiro e arquiteto portugués, recebeu
formacao na Aula de Fortificacdo de Lisboa. Destacado como engenheiro da provincia em Viana
do Castelo, é responsavel por diversas obras de engenharia e arquitetura no norte do pafs.
E autor de diversas obras, entre elas um Tratado de Fortificacdo e um Calendario e Lundrio

Perpétuo. (Soromenho, 2002, pp. 16-17)

Vivinani, Vincenzo (1622 - 1703): Matemadtico italiano, considerado o tltimo discipulo
de Galileu. O grande objetivo da sua vida foi a publicacao das obras de Galileu, tendo reu-
nido grande parte das obras do seu mestre, embora nunca tenha chegado a efetuar a desejada
publicacao. Ao longo da sua vida dedicou-se ao estudo dos grandes matemaéticos gregos, tendo
publicado reconstrugoes das obras sobre cénicas de Aristeu e Apolénio. (O’Connor & Robertson,

2017, s.p.)

Walker, John James (1825 - 1900): Matemadtico inglés, formou-se no Trinity College onde
obteve diversas distingdes pelos seus trabalhos em matematica e fisica. Alguns dos seus trabalhos

mais importantes sobre o estudo das linhas curvas e encontram-se publicados nos Proceedings of
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the London Mathematical Society. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Wallis, John (1616 - 1703): Matemadtico inglés, foi detentor da Savilian Chair de geometria
em Oxford durante 50 anos. Usualmente conhecido pela publicagdo da sua Arithmetica Infini-
torum, publicada em 1656, contribuiu reconhecidamente no campo da histéria da matematica

com o seu Treatise on Algebra. (O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)

Zenao de Elea (490 a.C. - 425 a.C.): Matemético grego, ficou conhecido essencialmente
gracas aos quatro paradoxos que enunciou envolvendo a nocao de infinito e de continuidade.

(O’Connor & Robertson, 2017, s.p.)
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B Classificacao dos Angulos segundo Proclo

Proclo apresenta, nos Les commenatires sur le premiére livre des Eléments d’Euclide a clas-

sificagao tradicional de dngulo (Proclo in Eecke, 1948, pp. 114-116). Essa classificagao pode ser

esquematizada, tal como faz Heath (1956, vol. 1, p. 178), da seguinte forma:

Engulos

I_I_I

Em superficies

Em solidos

Em superficies simples
1

Em supérficies mistas
{ex. cones. cilindros)

I
Em planos

1
Em superficies
esféricas

Definidos por
linhas simples

1
Definidos por linhas mistas
(ex. odngulofeito pela
cissoide consigo propria)

1
Definido por uma linha de cada tipo
(ex. 0 dnguloformado por uma elipse
20 seueixo)

I 1
Linha-linha linha-circunferéncia

linha-convexo
(ex. angulo do semicirculo)

linha-cdncavo
(ex. angulo de contingéncia)

1
circunferéncia-circunferéncia

misto ou convexo-concavo
(ex:angulos nas ldnulas)

CONVEXO-CoNvexo cONCavo - concavo
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C Comparagao da estrutura dos Flementos de Geometria de Manuel de Campos e dos
Elementa Geometrie de André Tacquet

Elementos de Geometria Elementa Geometriae
Manuel de Campos, 1735 André Tacquet, 1654
Prolusao Geométrica Narracao histérica da origem e progresso
Ecomiastica - histérico - critica da Matematica

1. Da natureza, exceléncia e progresso

da geometria.

2. De Euclides e das suas obras.

3. Dos Elementos de Euclides
Livro 1 Livro I
Introdugao Introdugao
Definicoes 1 a 39 Definicoes 1 a 39
Postulados 1 a 3 Postulados 1 a 3
Axiomas 1 a 14 Axiomas 1 a 14
Proposigoes (introdugao) Proposigoes (introdugao)
Proposigoes T a XLVII Proposigoes I a XLVII
Livro II Livro II
Introducao Introdugao
Definigoes 1 e 2 Definigao 1
Nota Nota
Proposigoes I a XIV Proposicdes I a XIV!98
Livro I1II Livro III
Introducao Introdugao
Definigoes 1 a 10 Definigoes 1 a 8
Proposigoes T a XXXVII Proposigoes I a XXXVII
Livro IV Livro IV
Introdugao Introdugao
Definicoes 1 e 2 Definigoes 1 a 3
Proposigoes I a XVI Proposigoes I a XVI

19¥Embora na obra de Tacquet a tltima proposicdo tenha como numeracio Proposicio XVI trata-se de uma
gralha, uma vez que o livro II contém apenas 14 proposigoes, sendo a pentltima numerada como Proposicao XIII.
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C Comparagao da estrutura dos Elementos de Geometria de Manuel de Campos e dos
Elementa Geometrie de André Tacquet

Elementos de Geometria
Manuel de Campos, 1735

Elementa Geometriae
André Tacquet, 1654

Livro V
Introdugao
Definicoes 1 a 7
Nota

Definigoes 8 a 11
Nota

Definices 12 a 189

Teoremas Fundamentais

1. Explica-se, e demonstra-se o
Principio de Euclides das FEqui-

multiplices

2. Explica-se, e demonstra-se o

Principio dos Modernos Equi-

aliquotas

Conclusao

Proposigoes (Introdugao)
Axioma

Proposigoes I a XXV
Nota

Proposigoes XXVI a XXX

Livro V

Introdugao

Primeira Parte

Meétodo elementar e fdacil das proporgoes
proposto

Definigoes 1 a 6

Ezxplicagao da igualdade e desigualdade
das proporgoes

Definicao de igualdade de proporgoes de-
sejada por Fuclides

Critérios principais e infaliveis de igual-
dade de propor¢oes

Definigoes 7 a 11

Axioma

Proposigoes I a XXXV

Segunda Parte

Ezxplicacdo dos Principios dos Equimulti-
plos de Fuclides

Terceira Parte

Dos denominadores, algoritmos e com-

posicdo de propos¢oes

Apéndice 1
Dos Denominadores, Algarismo, e Com-

posicao das Proporgoes

Livro VI

Introdugao

Definicoes 1 a 6
Proposicoes I a XXXIIT

Livro VI

Introdugao

Definigoes 1 a 4
Proposigoes T a XXXIII

Livro VII ou XI
Introducao
Definigoes 1 a 14

Proposigoes T a XL

Livro XI ou VII
Introducao
Definigoes 1 a 14
Proposicoes I a XL

199D evido a uma gralha de numeracéo as defini¢des passam do nidmero 12 ao 14, néo existindo qualquer definicio
com o numero 13.
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Elementa Geometrie de André Tacquet

Elementos de Geometria
Manuel de Campos, 1735

Elementa Geometriae
André Tacquet, 1654

Livro VIII ou XII
Introdugao

Definicoes 1 a 6
Proposigoes I a XVIII

Livro XII ou VIII
Introdugao

Definigoes 1 a 6
Proposigoes T a XVIII

Livro IX ou XIII
Introducao

Definicao tnica

Lema

Proposigoes T a XVIII

Apéndice 11
Dos Selectos de

des, pertencentes a FEsfera,

Teoremas Arquime-
Cilindro, e
Piramide Cénica

Introdugao

Definigoes 1 a 4

Axiomas 1 a 4

Proposigoes I a XLV

Teoremas de Arquimedes
Introducao

Definigoes 1 a 4

Axiomas 1 a 6

Proposicoes I a XLV

Apéndice

Sobre as demonstragoes de falsa posicao

Apéndice III

Da Linha quadratriz
Introducao

Descricao da Quadratriz
Definicao 1

Proposigoes I a VIII

Diatriba do Ponto e da Unidade

Introdugao

1. Do Ponto

2. Da Unidade
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D Comparacao da estrutura da Geometria Especulativa de Manuel Azevedo Fortes e dos Les
Elemens D’Euclid de Jaques Ozanam

Geometria Especulativa
Azevedo Fortes, 1724

Les Elemens D’Euclid
Jaques Ozanam, 1693

Livro I

Definigoes 1 a 35

Postulados 1 a 3

Axiomas 1 a 4

Proposigoes 1 a 48

Modo de achar em nudmeros quantos
triangulos retangulos quiserem

Livro 1
Definicoes 1 a 35
Postulados 1 a 3
Axiomas 1 a 4
Proposigoes 1 a 48

Livro 11
Definigoes 1 e 2
Proposigoes 1 a 14

Livro II
Definigoes 1 e 2
Proposicoes 1 a 14

Livro III

Definicoes 1 a 8
Proposigoes 1 a 37
Apéndice ao Livro Terceiro

Livro III
Definigoes 1 a 8
Proposicoes 1 a 37

Livro IV
Defini¢oes 1 a 6
Proposigoes 1 a 16

Livro IV
Definigoes 1 a 7
Proposigoes 1 a 16

Livro V
Defini¢oes 1 a 8
Proposigoes 7 a 25

Livro V
Definigdes 1 a 10
Proposicoes 7 a 25

Livro VI
Definigoes 1 a 4
Proposigoes 1 a 33

Livro VI
Definicoes 1 a 4
Proposigoes 1 a 33

Livro XI
Definigoes 1 a 12
Proposigoes 1 a 40

Livro XI
Definigoes 1 a 12
Proposigoes 1 a 40

Livro XII
Definigoes 1 a 12
Proposigoes 1 a 18

Livro XII
Definigoes 1 a 12
Proposigoes 1 a 18
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E Comparagao da estrutura da Ldgica Geométrica de Manuel Azevedo Fortes e dos Les
Elemens de Geometrie ou la mesure du corps de Bernard Lamy

Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Livro 1

Capitulo I: Da explicagdo dos termos, e
sinais

Explicacao dos Termos e Sinais

Axiomas I a VIII

Definicao I a IX

Explicagao dos termos & das notagdes de
que nos vamos servir

Axiomas I a X

Adverténcia

Livro I: Da primeira espécie de di-
mensao que é o Comprimento. Das
Linhas retas & circulares

Seccdo I: Das diferentes espécies de di-
mensoes

Definigoes I a X

Capitulo II: Do comprimento, que € a pri-
meira e a mais simples dimensao do corpo
Proposicoes I a X

Seccao 1I: Do comprimento, que € a pri-
meira & a mais simples dimensdo do
coTpo

Proposigoes T a X

Capitulo I1II: Da Linha Circular
Definigoes I a X
Proposicgoes I a IX

Sec¢ao III: Da linha que é circular
Definigoes I a X

Proposigoes T a IX

Capitulo 1V: Das diferentes posicoes de
duas linhas a respeito uma da outra
Definicao I

Proposigoes I a V

Problemas I e 11

Teoremas I a V

Das linhas obliquas
Definigoes I e 11
Lemas I e II
Teoremas I a V

Das Linhas Paralelas
Definigao
Proposigoes I a V
Lemas I a III
Problema

Teorema

Seccao IV: Das diferentes posicoes de
duas linhas retas a respeito uma da outra
Das linhas Perpendiculares

Definicao

Proposigoes I a VI

Problemas I e I1

Teoremas I a V

Das linhas Obliquas
Definigoes 1 e 11
Lemas I e II
Teoremas I a V

Das linhas Paralelas
Definicao
Proposigoes I a V
Lemas I a III
Problema I
Teorema

Capitulo V: Da diferente posicdo de dois
circulos, a respeito um do outro
Proposigoes T e 11

Teoremas [ a V

Seccao V: Da diferente posicao de dois
circulos a respeito um do outro
Proposicoes I e 11

Teoremas I a V
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Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Capitulo VI: Da posi¢cao da linha reta a
respeito do circulo

Teoremas I e II

Problema I

Teoremas IIT a XVII

Problemas II e III

Seccao VI: Da posigcao de uma linha reta
em relagao a uwm circulo

Teoremas I e II

Problema I

Teoremas IT a XVI

Problemas I e IT12%

Livro II: Da segunda espécie de
existéncia, que é a largura das su-
perficies planas

Capitulo I: Dos angulos, ou superficies
que estao entre duas linhas, que se encon-
tram indiretamente

Definigoes I a IV

Proposigoes I a VI

Das diferentes sortes de angulo
Definigoes I a IV

Teoremas I a IV

Definigoes V e VI

Teoremas V a IX

Problemas I a III

Teorema X

Livro II: Da segunda espécie de
existéncia, que é a Largura. Das Su-
perficies planas

Seccao I: Dos Angulos, ou Superficies que
estdo entre duas linhas, que se encontram
indiretamente

Definicoes I a IV

Proposigoes I a VII

Das diferentes sortes de angulo em relacao
a sua abertura, ou em relacao ao circulo
Definicoes I a IV

Teoremas I a IV

Definices IV e V20!

Teoremas V a IX

Problemas I a III

Teorema X

Capitulo II: Da comparacdo dos angulos,
e da sua diferente posicdo a respeito do
circulo

Definigoes I a IV

Teoremas I e II

Problemas I a III

Teoremas III a VI

Seccao II: Da comparacao dos angulos,
& da sua diferente posicao a respeito do
circulo

Defini¢oes I a IV

Teoremas I e II

Problemas I a III

Teoremas III a VI

200Existe, neste capitulo, um erro de numeracdo nos teoremas e problemas, surgindo dois teoremas com o niimero
II e dois problemas com o ntmero 1.
201Embora surja duas vezes a referéncia & definicdo IV o seu conteido é distinto.
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Elemens de Geometrie ou la mesure du corps de Bernard Lamy

Logica Geométrica Les Elemens de Geometrie
Azevedo Fortes, 1744 Bernard Lamy, 1710
Capitulo III: Dos triagngulos Secgao III: Dos triangulos
Definicoes I a XI Definigoes I a XI

Teorema I Teorema I

Problemas I a III Problemas I a II1I
Definicao XII Definicao XII

Teoremas II a XI Teoremas II a XI
Problema IV Problema IV

Teoremas XII e XIII Teoremas XII e XIII
Problemas V a VII Problemas V a VII
Teorema XIV Teorema XIV

Capitulo 1V: Das figuras de muitos lados | Sec¢do 1V: Das figuras de vdrios lados
Definigoes I a V Definicoes I a V

Lemas I a III Lemas I a III

Teoremas I a VI Teoremas I a VI
Problema I Problema I

Teorema VII Teorema VII

Problemas Il a V Problemas IT a V

Capitulo V: Da medida da drea das su- | Sec¢ao V: Da medida da drea das su-

perficies perficies

Teoremas I a IV Teoremas I a V
Modo de medir os triangulos Problemas I a III
Teorema V Definicao
Problemas I a III Teorema VI
Definicao Problema IV
Teorema VI Teoremas VII e VIII
Problema IV Definicao
Teoremas VII e VIII Teorema IX
Definicao Proposicoes I a III
Teorema IX Teoremas X a XIII

Proposigoes I a III
Teoremas X a XIII
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Elemens de Geometrie ou la mesure du corps de Bernard Lamy

Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Livro III: Das
convém a qualquer grandeza aplica-

propriedades que

das as linhas, aos planos, aos sélidos,
e demonstradas

Capitulo I: Das operacdes Aritméticas:
somar, diminuir, multiplicar, e repartir li-
nhas, planos e solidos

Operagao I: Do somar

Operacao II: Do diminuir

Operacao I1I: Do multiplicar

Operacao 1V: Da divisao

Definicao

Somar grandezas complexas

Da diminuicao das grandezas complexas
Da multiplicacao das grandezas comple-
xas

Regras I a III

Da divisao das Grandezas complexas

Livro III:
convém a qualquer grandeza aplica-

Das propriedades que

das as linhas, aos planos, aos sélidos,
e demonstradas

Capitulo I: Das quatro Operacées da
Adicdo, Subtracao, Multi-
plicacdo, & Divisdo sobre as Linhas, sobre

Aritmética,

0s Planos, € sobre os Solidos

Operagao 1

Operagao II: Subtracao

Operacao I1I: Multiplicacao

Operacgao 1V: Divisao

As mesmas operagoes, Adigao, Subtragao,
Multiplicagao, & Divisao, quando as gran-
dezas sao complexas.

Adicao de grandezas complexas
Subtracao de grandezas complexas
Multiplicagao de grandezas complexas
Regras I a II1

Divisao de Grandezas complexas

Capitulo 1I: Das poténcias das linhas
Definigoes I a VI
Proposicoes I a XII

Sec¢ao II: Das poténcias das linhas
Definicoes I a VI
Proposigoes I a XII

Capitulo III: Das razoes, e propor¢oes,
das superficies e dos solidos

Definigoes I a XII

Proposicoes I e IT

Lema

Proposigoes IIT a XVI

Definigao

Proposigoes XVII e XVIII

Sec¢do III: Das razdes & proporgoes das
Linhas, das Superficies e dos Solidos
Definigoes I a XII

Proposigoes T e I1

Lema

Proposigoes I1T a XVI

Definicao

Proposigoes XVII e XVIII

Proposi¢oes tocando as Proporgoes que
FEuclides enuncia no seu quinto Livro de
outra maneira

Proposigoes I a VI

Capitulo IV: Das razoes compostas, e suas
propriedades

Definigoes I a III

Teoremas I a XI

Seccdo IV: Das razdes compostas, e suas
propriedades

Definigoes I a III

Teoremas I a XI
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Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Seccao V: Das comparagoes de razoes
Proposigoes T a IX

Livro IV: Das razoes e proporgoes
das linhas, dos triangulos, das figu-
ras, assim dos lados como dos seus
contornos e superficies

Capitulo I: Modo de achar, e demonstrar
as propor¢oes das linhas

Definigao 1

Lemas I a IIT

Teoremas I a III

Livro IV: Das razoes e proporgoes
das linhas, dos triangulos, das figu-
ras, assim dos lados como dos seus
contornos e superficies

Seccao I: Método para achar e demonstrar
as razoes e proporcoes das linhas
Definigao I

Lemas I a 11T

Teoremas I a III

Capitulo II: Das razoes, e proporcoes dos
lados dos triangulos
Definigoes I e 11
Teoremas I a VIII
Definicao III
Teorema IX
Problemas I a VII
Lema I

Teorema X
Problemas VIII e IX
Teorema XI

Lema II

Problema X

Seccdo II: Das razdes, e proporcoes dos
lados dos triangulos

Definigoes I e 11

Teoremas I a VIII

Definicao 1292
Teorema IX
Problemas I a VII
Lema I

Teorema X
Problemas VIII e IX
Teorema XI

Lema II

Problema X

Capitulo III: Das proporcoes, e razoes dos
circuitos, que muitas figuras tém entre si
com o raio do circulo, a que estdo inscri-
tos

Definicao

Teoremas I a V

Seccao II1: Das razdes e proporcdes que 0s
circuitos de duas ou mais figuras tém en-
tre si, & e com os raios dos circulos onde
estao inscritos.

Definicao

Teoremas I a VI

Lema

Teorema VII

202Fxiste, mais uma vez, uma gralha na numeracio das definicoes, sendo esta a terceira definicdo desta seccéo.
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Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Capitulo IV: Das razoes, e propor¢éoes das
superficies

Teoremas I a XI

Lema

Teoremas X a XIV

Problemas I a IIIT

Teoremas XV a XVIII

Seccao 1V: Das razbes e propor¢ies das
superficies

Teoremas I a XV

Lema

Teoremas XVI e XVII

Problemas I e 11

Teoremas XVIII e XIX

Problemas III a V

Teoremas XX a XXIII

Problemas VI a VIII

Seccdo V: Da comensurabilidade ou inco-
mensurabilidade das linhas e superficies
Proposigoes I a XII

Teoremas I a III

Lema

Teorema IV

Lema

Teoremas V a XI

Problemas I e II

Teoremas XII e XIII

Capitulo V: Da razdo, que tém entre si as
cordas, e 0s raios

Teorema I

Lema I

Teorema 11

Problemas I a III

Seccao VI: Das razédes das cordas com os
ratos dos circulos
Teoremas I e II

Lemas I a III

Teorema III

Lema IV

Teoremas IV e V
Problemas I a VIII
Teorema VI

Problema IX

Teoremas VII a IX

Da quadratura do Circulo
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Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Livro V: Da terceira espécie da
existéncia ou dos solidos

Capitulo I: Das secgoes, ou encontros dos
planos, para conhecimento da formacao
dos solidos

Proposigoes T a XIIIT

Teoremas I a III

Problema I

Teoremas IV a VI

Problema II

Teoremas VII a XX

Livro V: Da terceira espécie da
existéncia, que sao os sélidos, como
os solidos se formam e se medem
Seccao I: Das sec¢des e encontro de planos
de onde podemos conceber a formacdo dos
solidos

Proposicoes I a XIII

Teoremas I a III

Problema I

Teoremas IV a VI

Problema II

Teoremas VII a XX

Capitulo I1I: Da composi¢cao dos solidos
Definigoes I a X

Teoremas I e 11

Problemas I e 11

Teorema II1

Proposigoes I a XI

Seccdo II: Da composicao dos solidos de
acordo com as suas superficies e solidez
Definigoes I a V

Teoremas I e 11

Problemas I e II

Teoremas III e IV

Proposigoes I a XI

Capitulo III: Das superficies dos solidos
Teoremas I a VI

Seccao III: Da superficie dos solidos
Teoremas I a VII

Lemas I a III

Teoremas VIII a XII

Problema I

Teoremas XIII a XVII

Capitulo 1V: Da solidez dos corpos
Proposicoes I a XII

Teoremas I a IX

Lema

Teoremas X a XXIV

Seccao IV: Da solidez dos sdlidos
Proposigoes I a XII

Teoremas I a IX

Lema

Teoremas X a XXVI
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Légica Geométrica Les Elemens de Geometrie
Azevedo Fortes, 1744 Bernard Lamy, 1710

Seccao V: Da maneira de inscrever ou cir-
cunscrever a uma esfera os cinco poliedros
requlares

Teorema I

Problema I e II
Lema I

Teoremas II e III
Problema IIT
Teorema IV
Problema IV
Teoremas V a VIII
Problema V

Teorema IX
Problema VI
Teorema X

Lemas ITa 'V
Problema V

Teorema XI a XII
Problema VI
Teorema XIII

Lemas VI e VII
Teoremas XIV a XVI
Problemas VII e XI

Livro VI: Do método?®

203Este livro, composto por 11 capitulos, contém uma introducio & geometria analitica, ndo existindo na obra
de Azevedo Fortes qualquer correspondéncia com este livro.
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Légica Geométrica
Azevedo Fortes, 1744

Les Elemens de Geometrie
Bernard Lamy, 1710

Apéndice: Das secgoes cénicas
Capitulo I: Da ideia das linhas curvas
Capitulo 1I: Da Pardbola

Capitulo III: Da FElipse

Capitulo 1V: Da Hipérbole

Introdugao as secgoes conicas
Capitulo I: Das ideia das linhas curvas que
representam as diferentes sec¢des do cone.
Os seus momes e o método mais simples
para conhecer as suas principais proprie-
dades

Capitulo 1I: Da Pardbola ou linha curva
que representa a sec¢do de um cone reto,
cortado por um plano paralelo a um dos
seus lados

Capitulo III: Da FElipse ou da linha que
representa da sec¢do de um comne cortado
por um plano que interseta os seus dois
lados e que nao seja paralelo a base
Capitulo 1V: Da Hipérbole, ou da linha
que representa a sec¢Go de um cone cor-
tado por um plano paralelo ao seu eixo,
que mesmo cortando apenas um dos seus
lados pode cortar o outro prolongando-se
para depois do vértice
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F Comparacao da estrutura dos Elementos de Euclides de Joao Angelo Brunelli e dos The
Elements of Fuclid de Robert Simson

Elementos de FEuclides
Joao Angelo Brunelli, 1768

The Elements of Euclid
Robert Simson, 1756

Livro I

Definigoes 1 a 35
Postulados 1 a 3
Axiomas 1 a 12
Explicacao dos Sinais
Proposigoes 1 a 48

Livro 1
Definigoes 1 a 35
Postulados 1 a 3
Axiomas 1 a 12
Proposicoes 1 a 48

Livro 11
Definicoes 1 e 2
Proposigoes 1 a 14

Livro II
Definigoes 1 e 2
Proposicoes 1 a 14

Livro III

Definigoes 1 a 11

Explicacao dos conceitos de raio,
mididmetro, arco e corda.
Proposigoes 1 a 37

se-

Livro III
Definigoes 1 a 11
Proposicoes 1 a 37

Livro IV
Definigoes 1 a 7
Proposigoes 1 a 16

Livro IV
Definiges 1 a 7
Proposigoes 1 a 16

Livro V

Definigoes 1 a 11
Definicao A
Definigoes 12 a 20
Axiomas 1 a 4
Explicacao da notagao de proporcao
Proposigoes 1 a 6
Proposigoes A a D
Proposigoes 7 a 19
Proposicao F
Proposigoes 20 a 25
Proposicoes F a K204

Livro V
Definigoes 1 a 11
Definicao A
Definigoes 12 a 20
Axiomas 1 a 4
Proposigoes 1 a 6
Proposigoes A a D
Proposicoes 7 a 19
Proposicao E
Proposicoes 20 a 25
Proposigoes F' a K

Livro VI
Definigoes 1 a 4
Proposigoes 1 a 3
Proposicao A
Proposigoes 4 a 33
Proposigoes B e C

Livro VI
Definigoes 1 a 4
Proposigoes 1 a 3
Proposicao A
Proposigoes 4 a 33
Proposigoes B e C

204N30 existem as proposicoes I e J na edicdo de Brunelli nem de Simson.
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F Comparacao da estrutura dos Elementos de Fuclides de Joao Angelo Brunelli e dos The
Elements of Fuclid de Robert Simson

Elementos de FEuclides
Joao Angelo Brunelli, 1768

The Elements of Euclid
Robert Simson, 1756

Livro XI
Definigoes 1 a 29
Definicao A
Proposigoes 1 a 23
Proposigoes A a C
Proposigoes 24 a 33
Proposigao D
Proposigoes 34 a 40

Livro XI
Definigoes 1 a 29
Definicao A
Proposigoes 1 a 23
Proposigoes A a C
Proposicoes 24 a 33
Proposicao D
Proposigoes 34 a 40

Livro XII

Lema 1
Proposigoes 1 a 16
Lema 2
Proposigoes 17 e 18

Livro XII

Lema 1
Proposigoes 1 a 16
Lema 2
Proposigoes 17 e 18

Notas escolhidas das de Robert Sim-
son, a algumas proposicoes dos FEle-
mentos de Euclides

Livro 1

Proposigoes 22, 29

Livro III
Proposicao 1

Notas Criticas e Geométricas

Livro 1

Definigoes 7, 8, 17, 33

Proposicoes 7, 11, 20 e 2129, 22, 24, 29,
35, 45

Livro II
Proposigoes 13, 14

Livro III
Proposicoes 1, 13, 15, 16, 20, 21, 23 e 24,
25, 33, 34, 35, 37

Livro IV
Defini¢Ges
Proposicoes 4, 5, 15 e 16

Livro V

Definigoes 3, 11, 13

Proposicoes 4, corolario da Prop. 4, 5, 6,
A, B, C,D,8,9, 10,13, 14, 17, 18, 19, 20
a4, FaH

205 repeticio do nimero 2 deve-se & existéncia de uma nota para a definicio seguida de uma formulacio
alternativa da mesma, o que acontecerd noutras defini¢bes e proposigoes.
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Elements of Fuclid de Robert Simson

Elementos de Fuclides The Elements of Euclid
Joao Angelo Brunelli, 1768 Robert Simson, 1756

Notas escolhidas das de Robert Sim- | Notas Criticas e Geométricas

son, a algumas proposicoes dos Ele-
mentos de Euclides

Livro VI Livro VI
Definicoes 2, 2206 Definicoes 2 e 5, 2
Proposigoes 28 e 29, 32, 32 Proposicoes 1 e 2, 3, 7, 8,9, 18, 23, 24, 25,

27,28 € 29, 31, 32, 32,33, Be C

Livro XI Livro XI

Definigoes 9 e 11, 10 Definigoes 9 e 11, 10
Proposicao I, Problema Proposicao I, Problema
Proposicao II, Problema Proposicao II, Problema
Proposicao III, Teorema Proposigao III, Teorema

Proposigoes 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 15, 16, 20,
22, 23, 24, 25 e 26, 28, 29, 30, 31, 32, D,
34, 35, 36, 37, 38, 39

Livro XII Livro XII
Corolério da Proposicao 8 Proposicoes 2, 3, 4, 5, 6, corolario da Prop.
8,11 e 12, 13, 15, 17

206Existem notas que se referem a duas proposicdes simultaneamente, sendo nesta tabela separadas pela con-
jungdo, ao passo que notas diferentes se encontram separadas por virgula.

288



Apéndice G

Comparacao da estrutura do Cours
de mathématiques, a l'usage des
gardes du pavillon et de la marine,
dos Elementos de Analist
Mathematica e dos FElementos de

Analyse de Bezout

289



G Comparacao da estrutura do Cours de mathématiques, a l'usage des gardes du pavillon et de

la marine, dos Elementos de Analisi Mathematica e dos Elementos de Analyse de Bezout

Primeira Secgao, em

que damos o0s principios
do calculo das quantidades

algébricas

Das Operacoes fundamen-
tais sobre as Quantidades
geralmente consideradas

Da Adigao e da Subtragao
Da Multiplicacao

Da Divisao

Da maneira de determinar o

maximo Divisor comum de
duas Quantidades literais

Das Fracoes literais
Das Equacoes

Das Equacgoes do primeiro
grau com uma so incégnita
Aplicacdo dos Principios
precedentes a resolucao de
quaisquer Questoes simples

ReflexGes sobre as Quanti-
dades positivas & as Quan-
tidades negativas

Das Equacgoes do primeiro
grau com duas Incognitas
Das Equagoes do primeiro
grau com trés & um maior
numero de Incognitas

Primeira Seccao, na qual
se expoem oS principios
do Célculo das quantidades

algébricas

Das Operacoes fundamen-
tais sobre as quantidades
consideradas em geral

Da Adigao e subtragao

Da multiplicacao

Da Divisao

Do modo de achar o maximo
duas

comum divisor de
quantidades literais

Das Fracoes literais
Das Equacoes

Das Equacoes do primeiro
grau em uma sé incognita
Aplicacdo dos Principios
precedentes a resolucao de
algumas questoes simples

ReflexGes sobre as quantida-
des positivas, e as Quantida-
des negativas

Das Equagoes do primeiro
grau a duas Incégnitas

Das Equagoes do primeiro
grau a trés, e a um maior
numero de Incognitas

Aplicacoes das regras prece-
dentes a resolucao de algu-
mas questoes, que incluem
mais de uma incégnita

Cours de mathématiques, a | Elementos de Analisi | Elementos de  Analyse,
l'usage des gardes du pavil- | Mathematica, Tomo I, 1774 | Tomo I, 1793
lon et de la marine, Vol. 3,
1766
Introducao
Da Algebra Da Algebra Algebra

Seccgao 1, Dos Principios do
Calculo Literal

Das Operagoes Fundamen-
tais do Caélculo literal

Da Adicao e Subtracao

Da Multiplicacao

Da Divisao

Do modo de achar o maior
duas

divisor comum de

quantidades literais
Das Fracoes literais
Das Equacoes

Da resolugao das Equagoes
do primeiro grau a uma
incognita
Aplicacdo dos principios
precedentes a resolucao de

alguns problemas

Reflexoes sobre as quantida-
des positivas e negativas
Das Equacdes lineares a
muitas incégnitas

a trés e mais

incognitas

Aplicacao a resolugao de al-
guns problemas
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Cours de mathématiques, a
l'usage des gardes du pavil-
lon et de la marine, Vol. 3,
1766

FElementos de Analisi
Mathematica, Tomo I, 1774

Elementos de  Analyse,

Tomo I, 1793

Dos
Questoes propostas ficam

Casos em que as
indeterminadas, ainda que
tenhamos tantas Equacoes
& dos

casos em que as Questoes

como Incégnitas,

sao impossiveis

Dos
nados

Problemas indetermi-

Das Equagoes do segundo
grau com uma sé Incégnita

Aplicagdo da Regra prece-
dente a resolucao de quais-
quer Questoes do segundo
grau

Da Extracao da raiz qua-
drada das Quantidades lite-
rais

Do Calculo das Quantidades
afetadas pelo Sinal Ve

Da Formacao das Poténcias
das Quantidades mondmias,
da Extracdo das suas
Raizes, & do Célculo dos
Radicais e dos expoentes

Da Formacao das Poténcias
das Quantidades complexas,
& da Extragdo das suas
Raizes

Da Extracao das Raizes das
Quantidades Complexas

Da maneira de aproximar a
raiz as Poténcias imperfeitas
das Quantidades literais

Dos
questoes propostas ficam in-

casos, em que as
determinadas, ainda que ha-
jam tantas equacgoes, como
incognitas, e dos casos, em

que as questoes sao im-
possiveis
Dos Problemas indetermi-

nados

Das Equagoes do segundo
grau a uma sé incégnita

Aplicagdo da Regra prece-
dente a resolugao de algu-
mas questoes do segundo
grau

Da Extracao da raiz qua-
drada das quantidades lite-
rais

Do Calculo das quantidades
afetas pelo sinal Ve

Da Formacao das poténcias
das quantidades mondmias,
da extracao das suas raizes,
e do calculo dos radicais, e
dos expoentes

Da Formacao das poténcias
das quantidades complexas,
e da extracao das suas raizes

Da extracao das raizes das
quantidades complexas

Do modo de aproximar a
raiz das poténcias imperfei-
tas das quantidades literais

Dos casos em que os proble-
mas ficam indeterminados,
ainda que haja igual nimero
de equacoes e de incégnitas

Dos casos em que os proble-

mas sao impossiveis

Dos
nados

Problemas indetermi-

Das Equagoes do segundo
grau a uma incognita

Aplicacao a algumas proble-
mas do segundo grau

Da extracao da Raiz qua-
drada das quantidades lite-
rais

Do célculo das quantidades
afetas pelo sinal Ve

Da formacao das poténcias
dos monodmios, e extracao
das suas raizes

Do célculo dos radicais, e
dos expoentes

Da formacao das poténcias
das quantidades complexas

Da extracao das raizes das
quantidades complexas

Do modo de ter a raiz apro-
ximada das poténcias im-
perfeitas das quantidades li-
terais
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lon et de la marine, Vol. 3,
1766

FElementos de Analisi
Mathematica, Tomo I, 1774

Elementos de  Analyse,

Tomo I, 1793

Das Equagoes com duas
incoégnitas quando elas pas-

sam do primeiro grau

Das equacbes com mais de
duas incognitas, quando elas
passam do primeiro grau

Das Equacgoes a dois termos

Das Equagoes que se podem
resolver & maneira das do se-
gundo grau

Da Composicao das
Equacoes
Das Transformagbes que

podemos fazer subir nas
Equacoes

Da Resolugao de Equagoes
Compostas

Aplicacao ao terceiro grau
Aplicacao ao quarto grau

Reflexbes sobre o Método
precendete, & sobre a sua
aplicacao a graus superiores
ao quarto

Dos
suraveis das Equacoes

Divisores comen-

Da extracao das Raizes das
Quantidades em parte co-
mensuraveis & em parte in-
comensuraveis

Da maneira de aproximar
das Raizes das Equagoes
compostas

Reflexdes sobre o método
precedente

Das
incégnitas

Equacoes a duas

quando  elas

passam do primeiro grau

Das equacoes a mais de duas
incoégnitas quando elas pas-
sam do primeiro grau

Das Equacgoes a dois termos

Das Equagoes, que podem
resolver-se a maneira das do
segundo grau

Da
Equacoes

Composicao das

Das Transformagoes, a que
se podem fazer subir as
Equacoes
Da resolucao de Equagoes
compostas

Aplicacao ao terceiro grau
Aplicacao ao quarto grau
Reflexdes sobre o método
precedente, e sobre a sua

aplicacao aos graus superio-
res ao quarto

Dos
suraveis das Equacoes

Divisores comen-

Da Extracao das raizes das
quantidades em parte co-
mensuraveis,e em parte in-
comensuraveis

Do modo de aproximar as
raizes das equagodes compos-
tas

Reflexdes sobre o Método
precedente

Das Equagoes superlineares
a duas incégnitas

a mais de duas

incognitas

Das Equacoes a dois termos

Das Equagoes que podem
resolver-se & maneira das do
segundo grau

Da
Equacoes

composicao das

Do modo de transformar as
equacoes

Da resolucao de Equacoes
compostas

Aplicagao ao terceiro grau
ao quarto grau

ReflexGes sobre o método
precedente, e sobre a sua
aplicacao as Equacgoes dos
graus superiores ao quarto

Dos
suraveis das Equacoes

Divisores comen-

Da extracao das raizes das
quantidades parte comen-
suraveis,e parte incomen-

suraveis

Do modo de achar as raizes
aproximadas das Equagoes
compostas

Reflexdes sobre o método
precedente
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l'usage des gardes du pavil-
lon et de la marine, Vol. 3,
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FElementos de Analisi
Mathematica, Tomo I, 1774

Elementos de  Analyse,

Tomo I, 1793

Da maneira de ter as Raizes
iguais das Equacoes

Da maneira de ter as Raizes
imaginarias das Equacées
onde

Segunda Secgao,

aplicamos a Algebra a

Aritmética & & Geometria

Propriedades gerais das

Progressoes aritméticas

Da Soma das Poténcias dos
termos de uma Progressao
aritmética qualquer

Propriedades & usos das

Progressoes geométricas

Da soma das séries recorren-
tes

Da Construgao geométrica
das Quantidades algébricas

Diversas Questoes de Geo-
metria, & Reflexoes, tanto
sobre a maneira de os por
em Equacao, como sobre as
diversas solucoes que podem
dar as Equagoes

Outras  Aplicagbes  da

Algebra a diversos objetos

Das Linhas curvas em geral,
& em particular das Secgoes
cénicas

Da Elipse
Da Hipérbole

Da Hipérbole entre as Assin-
totas

Da Parabola

Do modo de ter as raizes
iguais das Equacoes

Do modo de ter as raizes
imaginarias das Equacées

Segunda Seccao
Na qual se aplica a Algebra
a Aritmética, e & Geometria

Propriedades gerais das pro-
gressoes aritméticas

Da somacao das poténcias
dos termos de uma pro-
gressao aritmética qualquer

Propriedades e usos das pro-
gressoes geométricas

Da Somacao das séries re-
correntes

Da construcao geométrica
das quantidades algébricas

Diversas questoes de Geo-
metria, e reflexdes tanto so-
bre o modo de as por em
Equacao, como sobre as di-
versas solugoes, que dao es-
tas Equacoes

Outras aplicacoes da

Algebra a diversos objetos

Das Linhas curvas em geral,
e em particular das secgoes
cénicas

Da Elipse
Da Hipérbole

Da Hipérbole entre as suas
assintotas

Da Parabola

Do modo de achar as raizes
iguais das Equacoes

Do modo de achar as raizes
imaginarias das Equacées

Seccgao 11
Da aplicacao Algebra a
Aritmética e Geometria

Propriedades gerais das

Progressoes Aritméticas

Da soma das poténcias dos
termos de qualquer Pro-
gressao Aritmética

Das propriedades, e uso das
Progressoes Geométricas

Da Soma das Séries Recor-
rentes

Da Construcao Geométrica
das Quantidades Algébricas

Problemas de Geometria, e
reflexoes tanto sobre o modo
de os pOr em equacao, como
sobre as diferentes solugoes,
que dao as equagoes

Outras
Algebra

aplicacoes da

Das Linhas curvas em geral,
e em particular das Secgoes
Coénicas

Da Elipse
Da Hipérbole

Da Hipérbole entre as Assin-
totas

Da Parabola
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Cours de mathématiques, a
l'usage des gardes du pavil-
lon et de la marine, Vol. 3,
1766

FElementos de Analisi
Mathematica, Tomo I, 1774

Elementos de  Analyse,

Tomo I, 1793

Reflexoes sobre as Equagoes
das Secgoes cénicas

Meios de reduzir a Secgoes
cOnicas, todas as Equagoes
do segundo grau com duas
incoégnitas, quando ela ex-
prime uma coisa possivel

Aplicagdo do precedente,
a resolucdo de algumas

Questoes indeterminadas

dos
Principios a

Aplicacao mesmos
algumas

Questoes determinadas

Apéndice

Reflexoes sobre as equagoes
as secgoes conicas

Meios de reduzir as secgoes
coOnicas, todas a equacao do
segundo grau com duas in-
determinadas, quando ela

exprime uma coisa possivel

Aplicagdo do precedente,
a resolucdo de algumas

questoes indeterminadas

dos

principios a

Aplicacao mesmos
algumas

questoes determinadas

Apéndice

Reflexoes sobre as Equagoes
das Secgoes Cénicas

Meios de reduzir as Secgoes
Cénicas, todas a equacao
indeterminada do segundo
grau

Aplicagao a resolugdo de al-
guns problemas indetermi-
nados

dos

principios &

mesmos

resolucao
de alguns problemas deter-
minados
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lon et de la marine, Vol. 4, | 1774

1770

Principios de Caélculo | Elementos do Calculo

que servem de in- | Diferencial e Integral

troducao as Ciéncias

Fisico-Matematicas
Nogoes Preliminares

Elementos de Cdlculo Dife-
rencial

Das
terceiras, &c.

Diferencas segundas,

Dos Diferenciais de senos,
cossenos, &c.

Dos Diferenciais lo-

garitmicos

Dos Diferenciais das quanti-
dades exponenciais

Aplicagoes das regras prece-
dentes

Aplicagbes as Subtangentes,
Tangentes, &c., das Linhas

curvas

Aplicacoes aos limites das li-
nhas curvas, & em geral aos
limites das quantidades, &
as questoes de Méximos &
Minimos

Dos Pontos multiplos

Dos

visiveis & invisiveis

Pontos de inflexao,

Nocoes Preliminares

Elementos de Cdlculo Dife-
rencial

Das
terceiras, &c.

Diferencas segundas,

Das Diferenciais dos senos,
cossenos, &c.

Das
garitmicos

Diferenciais lo-

Das Diferenciais das Quan-
tidades exponenciais

Aplicagoes das Regras ante-
cedentes

Aplicagbes as Subtangentes,
Tangentes, Subnormais &c.
das linhas curvas

Aplicacoes aos limites das li-
nhas curvas, e em geral aos
limites das quantidades, e as
questdes de mazximis & mi-
nims

Dos Pontos multiplos

Dos

visiveis, e invisiveis

Pontos de inflexao,

Nocgoes Preliminares

Cdlculo Diferencial

Das Diferenciais segundas, e
terceiras, &c.

Das Diferenciais das quanti-
dades afetas de Senos, Cos-
senos, &c.

Das Diferenciais lo-

garitmicos

Das Diferenciais das quanti-
dades exponenciais

Aplicacoes das regras ante-
cedentes

as  Subtangentes,

Tangentes, Subnormais &c.
das Curvas

aos limites das linhas
curvas, e em geral aos limi-
tes das quantidades, e aos
problemas de Mazimis &
Minimis
Dos Pontos multiplos

Dos inflexao

visiveis e invisiveis

Pontos de

Reflexao sobre um Maxi-
mum & Minimum
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Cours de mathématiques, a | Elementos de Analisi | Elementos de  Analyse,

l'usage des gardes du pavil- | Mathematica, Tomo II, | Tomo II, 1793

lon et de la marine, Vol. 4, | 1774

1770

Dos Pontos de reversao Dos Pontos de Retro- | Dos Pontos de Reversao, e
gradagdo de  diferentes | das diferentes espécies de

Dos Raios de curvatura ou
da evoluta

Elementos de Cdlculo inte-

gral

Dos Diferenciais com uma
s6 varidavel, que tém um
integral algébrico; & pri-
meiramente dos Difrenciais

mondémios

Dos Diferenciais complexos
cuja integracao se faz pela
regra fundamental

Dos Diferenciais binémios
que podem ser integrados al-
gebricamente

Aplicacao das Regras pre-
cedentes, a quadratura das
curvas

Aplicacao a retificagdo das
linhas curvas

Aplicacao as superficies cur-
vas

Aplicagdo a medida dos

sélidos

espécies, e das diferentes
sortes de toque dos ramos

de uma mesma curva

Dos Raios de curvatura, ou
da evoluta

Elementos de Cdlculo inte-

gral

Das Diferenciais de uma
s6 variavel, que tem uma
integral algébrica; e pri-
meiramente das difrenciais

mondmias

Das Diferenciais complexas,
cuja integragao se compre-
ende na regra fundamental

Das Diferenciais bindémias,
que se podem integrar alge-
bricamente

Aplicacao das regras antece-
dentes a quadratura das cur-
vas

Aplicacao a retificagdo das
linhas curvas

Aplicacao as superficies cur-
vas

Aplicagdo & medida das so-
lidezas

contacto dos ramos de uma
curva

Dos Raios de Curvatura ou
da Evoluta

Outras aplicagoes do

Célculo Diferencial

Cadlculo Integral

Das Diferenciais de uma
variavel suscetiveis de inte-
gracao Algébrica; e primei-
ramente das diferenciais bi-

nomias

complexas que se in-
tegram pela regra funda-
mental

binomias, que se
podem integrar algebrica-

mente

Da integragao das quantida-
des diferenciais, que cons-
tam de Senos, Cossenos, &c.
Aplicacao das regras prece-
dentes a quadratura das cur-

vas

a retificacdo das li-
nhas curvas

as superficies curvas

a medida dos sélidos
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l'usage des gardes du pavil-
lon et de la marine, Vol. 4,
1770

FElementos de Analisi
Mathematica, Tomo II,
1774

Elementos de  Analyse,

Tomo II, 1793

Da integracao das quantida-
des que contém senos & cos-
senos

Da maneira de integrar por
aproximacao, & alguns usos
deste método

Usos das aproximagoes pre-
cedentes por integracao de
diversas quantidades

Da maneira de reduzir,
desde que seja possivel, a in-
tegracao de um diferencial
proposto, a um outro dife-
rencial conhecido, & distin-
guir os casos em que isto

pode acontecer
Das Fracoes racionais

De algumas transformagoes
que podem facilitar a inte-
gragao

Da integracao de quantida-
des exponenciais

Da integracao de quanti-
dades com duas ou mais
variaveis

Das Equacoes diferenciais

Das equacoes diferenciais de
segunda, terceira, &c. or-

dem

Da integracao das quantida-
des, que constam de senos, e
COSSEeNos

Do método de integrar por
aproximagao, e de alguns
usos deste método

Uso das aproximacoes an-
tecedentes na integracao de
quantidades diversas

Do modo de reduzir
(quando pode ser) a inte-
gracao de uma diferencial
proposta a de outra di-
ferencial conhecida, e de
distinguir os casos em que

isto pode acontecer
Das Fracoes racionais

De algumas transformagoes,
que podem facilitar a inte-
gragao

Da Integracao das quantida-
des exponenciais

Da Integracao de quantida-
des com duas, ou de mais
varidveis

Das equacoes diferenciais

Das equagoes diferenciais da
segunda, terceira, &c. or-

dem

Do método de integrar por
aproximacao

Uso das aproximacoes an-
tecedentes na integracao de
vérias quantidades

Do modo de reduzir a in-
tegracao de uma diferencial
proposta a de outra diferen-
cial conhecida, e de distin-
guir os casos em que isto é
possivel

Das Fracoes racionais

De algumas transformacgoes
que podem facilitar a inte-
gragao

Da integracao das quan-
tidades exponenciais e lo-
garitmicas

das quantidades de
duas, ou mais variaveis

Das Equacoes diferenciais

Das
Equacoes

Quantidades, e
diferenciais
da segunda, terceira, &c.
ordem
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edicoes do Curso de Analyse
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H Comparacao da estrutura das edigoes do Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes Teixeira

1.2 Edicao (1887)

2.2 Edigao (1890)

3.2 Edigao e 4.2

Edicao (1906)

(1896)

Introduccao

Capitulo I - Theoria dos ima-
ginarios e regras para o Seu
calculo

I Caracteres das operacoes da
Arithmetica e da Algebra

IT Theoria analytica dos ima-
ginarios

IIT Theoria geometrica dos
imaginarios

IV Operagoes sobre imagina-
rios

V Series

VI Productos infinitos

VII Fracgoes continuas

Capitulo II - Principos ge-
rais da theoria das funcgdes,
funcgoes algebricas, logarith-
maicas, etc.

I Principios gerais

IT Funccoes algebricas

IIT Funcgbes exponenciaes,
logarithmicas e circulares

Nota a pagina 40

Introduccao

Capitulo I - Theoria dos nu-
meros irracionaes, dos nume-
ros negativos e dos mumeros
1maginarios. Regras para o
seu calculo

I Caracteres das operagoes da
Arithmetica e da Algebra

II Theoria dos numeros irra-
cionaes

IIT Numeros negativos e nu-
meros imaginarios

IV Nocao de limite

V Series

VI Produtos infinitos

VII Fracgoes continuas

Capitulo Il - Principios ge-
rais da theoria das funcgoes.
Funcgoes algebricas , logarith-
maicas, etc.

I Principios gerais

IT Funccoes algebricas

IIT Funcgdes exponenciaes,

logarithmicas e circulares

Introducc¢ao

Capitulo I - Theoria dos nu-
meros irracionaes, dos nume-
ros megativos e dos numeros
imaginarios. Regras para o
seu calculo

I Caracteres das operacoes da
Arithmetica e da Algebra

IT Theoria dos numeros irra-
cionaes

ITIT Numeros negativos e nu-
meros imaginarios

IV Nocao de limite

V Series

VI Produtos infinitos

VII Fracgoes continuas

Capitulo Il - Principios ge-
rais da theoria das funccoes.
Funcgoes algebricas , logarith-
maicas, etc.

I Principios gerais

IT Funccoes algebricas

IIT Funcgdes exponenciaes,

logarithmicas e circulares
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1.2 Edicao (1887)

2.2 Edigao (1890)

3.2 Edigao e 4.2

Edicao (1906)

(1896)

Calculo Differencial

Capitulo I - Nogoes Prelemi-
nares

I Nocao de limite, de conti-
nuidade, de infinitamente pe-
queno e de derivada

IT Methodos

Methodo infinitesimal.

limites.
Ori-

gem do Calculo infinitesimal

dos

Capitulo II - Derivada de pri-
meira ordem das funcgoes

I Theoremas geraes

IT Derivadas das funcgoes al-
gebricas exponenciaes, loga-
rithmicas e circulares

ITTI Funccoes implicitas

IV Relagao entre as funcgoes
e suas derivadas

V Derivadas das funcgoes de
variaveis imaginarias

VI Funcgoes de muitas varia-
veis

VII Derivadas dos determi-
nantes. Determinantes funci-
onaes

VIII Derivada de limites de
sommas. Derivada de um arco
de curva

IX Mudanga das variaveis

Calculo Differencial

Capitulo I - Nogoes Prelemi-
nares

I Nogao de infinitamente pe-
queno e de derivada

II Methodo

Methodo infinitesimal.

limites.
Ori-

gem do Calculo infinitesimal

dos

Capitulo II - Derivadas de
primeira ordem das funccoes
I Theoremas geraes

II Derivadas das funcgoes al-
gebricas exponenciaes, loga-
rithmicas, circulares, etc.

IIT Relagoes entre as funcgoes
e suas derivadas

IV Funcgoes de muitas varia-
veis

V Derivadas das funcgoes de
variaveis imaginarias

VI Funcgoes implicitas

VII Derivadas dos determi-
nantes. Determinantes funci-
onaes

VIII Derivada de limites de
sommas. Derivada de um arco
de curva

IX Mudanca das variaveis

Calculo Differencial

Capitulo I - Nogoes Prelemi-
nares

I Nogao de infinitamente pe-
queno e de derivada

II Methodo limites.
Methodo infinitesimal. Ori-

gem do Calculo infinitesimal

dos

Capitulo II - Derivadas de
primeira ordem das funccoes
I Theoremas geraes

IT Derivadas das funcgoes al-
gebricas, logarithmicas, circu-
lares, etc.

III RelagOes entre as funcgdes
e suas derivadas

IV Funccgoes de muitas varia-
veis

V Funcgoes implicitas

VI Derivadas

nantes.

dos determi-
Determinantes func-
cionaes

VII Derivada de limites de
sommas. Derivada dos arcos
de curva

VIII Mudanca das variaveis

301




H Comparacao da estrutura das edigoes do Curso de Analyse Infinitesimal de Gomes Teixeira

I Curvas planas

IT Curvas no espago

ITIT Superficies

IV Curvas e superficies envol-

ventes

Capitulo IV - Derivadas e dif-
ferenciaes de ordem qualquer
I Formacao das derivadas de
ordem qualquer

IT Applicacgoes

IIT differenciaes d’ordem su-
perior

IV Relagoes entre as funcgoes

e suas derivadas

Capitulo 'V -

analyticas da

Applicagoes
formula  de
Taylor
I Desenvolvimento em série de
algumas funcgoes algébricas
IT Desenvolvimento em série
de algumas funcgoes transcen-
dentes
III Interpolacao
IV Maximos e minimos

VI Indeterminagoes

I Curvas planas

II Curvas no espago

IIT Superficies

IV Curvas e superficies envol-

ventes

Capitulo IV - Derivadas e dif-
ferenciaes de ordem qualquer
I Formagao das derivadas de
ordem qualquer

11 Applicagoes

IIT Differenciaes d’ordem su-
perior

IV Relagoes entre as funccoes

e suas derivadas

V-

analyticas  da

Capitulo Applicagoes
formula de
Taylor

I Desenvolvimento em série
do binémio e de algumas
funcgoes algébricas

IT Desenvolvimento em série
de algumas funcgoes transcen-
dentes

IIT Interpolacao

IV Desenvolvimento em série
das funccoes implicitas

V Maximos e minimos

VI Indeterminacoes

1.2 Edicao (1887) 2.2 Edigao (1890) 3.2 Edicao (1896) e 4.2
Edicao (1906)

Capitulo III - Applicagées | Capitulo III - Applicagées | Capitulo III - Applicagées

geométricas dos principios | geométricas dos principios | geométricas dos principios

precedentes precedentes precedentes

I Curvas planas

IT Curvas no espago

IIT Superficies

IV Curvas e superficies envol-

ventes

Capitulo IV - Derivadas e dif-
ferenciaes de ordem qualquer
I Formacao das derivadas de
ordem qualquer

IT Applicacgoes

IIT Relacoes entre as funcgoes

e suas derivadas

Capitulo 'V -

analyticas da

Applicacies
formula de
Taylor
I Desenvolvimento em série
do binémio e de algumas
funccoes algébricas
IT Desenvolvimento em série
de algumas funcgoes transcen-
dentes
IIT Interpolacao
IV Desenvolvimento em série
das funcgoes implicitas
V Maximos e minimos

VI Indeterminacoes
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1.2 Edicao (1887) 2.2 Edigao (1890) 3.2 Edicao (1896) e 4.2
Edicao (1906)

Capitulo VI - Applicagées | Capitulo VI - Applicagoes | Capitulo VI - Applicagées

geométricas da formula de | geométricas da formula de | geométricas da formula de

Taylor Taylor Taylor

I Curvas planas
IT Curvas no espago

ITIT Superficies

Capitulo VII - Funccoes de-
finidas por séries. Singulari-
dade da algumas funcgoes

I Funccoes definidas por
séries
IT Singularidade da algumas

funcgoes

Capitulo VIII - Funcgoes de
variaveis 1maginarias

I Definigoes e principios ge-
raes

IT Extensao da formula de
Taylor as funcgoes de variaveis
imaginarias

III Applicacoes

IV Outros methodos para de-
senvolver as funcgoes em série
V Funccoes regulares n'uma
regiao do plano

VI

todo o plano

Funccoes regulares em

VII Funcgoes uniformes regu-
lares em todo o plano excepto

em pontos isolados

I Curvas planas
II Curvas no espago

IIT Superficies

Capitulo VII - Funccoes de-
finidas por séries. Singulari-
dade de algumas funccoes

I Funccoes definidas por séries
IT Singularidade de algumas

funccoes

Capitulo VIII - Funcgoes de
VariaveLs 1maginarias

I Definigoes e principios ge-
raes

II Extensdao da formula de
Taylor as funcgoes de variaveis
imaginarias

IIT Funcgoes regulares n’uma
regiao do plano

IV Funcgoes regulares em
todo o plano

V Funcgoes uniformes regula-
res em todo o plano, excepto

em pontos isolados

I Curvas planas
IT Curvas no espago

IIT Superficies

Capitulo VII - Funcgoes de-
finidas por séries. Singulari-
dade de algumas funccoes

I Funccoes definidas por séries
IT Singularidade de algumas

funcgoes

Capitulo VIII - Funcgoes de
variavels 1maginarias

I Definigcoes e principios ge-
raes

IT Extensao da formula de
Taylor as funcgoes de variaveis
imaginarias

IIT Funcgoes regulares n’uma
regiao do plano

IV Funccgoes regulares em
todo o plano

V Funcgoes uniformes regula-
res em todo o plano, excepto

em pontos isolados
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1.2 Edicao (1887)

2.2 Edigao (1890)

3.2 Edigao
Edicao (1906)

(1896)

e 4.2

Nota - Theoria dos numeros
irracionais,  dos  numeros
negativos e dos numeros
numeros imaginarios. Regras
para o seu calculo

I Caracteres das operacoes da
Arithmetica e da Algebra

IT Theoria dos ntmeros irra-
cionaes

ITI Numeros negativos e nu-

meros imaginarios
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Apéndice 1

Comparacao do programa de
matematica das turmas regulares e

das turmas piloto na década de 60

do século XX
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I Comparacao do programa de matematica das turmas regulares e das turmas piloto na década
de 60 do século XX

6.° ano
Decreto n.° 39807, Didrio do Governo,
198, 09/07/1954

6.° ano
Programa das turmas piloto como lecio-
nado por Lima (1997, p. 113)

Algebm

Breves nogoes sobre as sucessivas gene-
ralizagoes do conceito de ntmero; re-
presentacdo geométrica do sistema de
nimeros reais.

Numeros complexos de duas unidades;
forma algébrica; igualdade, desigualdade
e operacoes.

Nocao elementar de varidavel e de funcgao;
expressao analitica de uma funcao; clas-
sificacao das funcbes; funcgoes inver-
sas; representacao geométrica de algumas
funcgoes.

Infinitamente grandes; infinitésimos; infi-
nitésimos simultaneos; teoremas relativos
ao produto e a soma de infinitésimos.
Limite de uma variavel; limite de uma
funcao; operacoes sobre limites.

Nocao elementar de continuidade de uma
funcao.

Derivada de uma funcdo num ponto;
fungao derivada.

Derivadas das fungoes algébricas.
Aplicacdo ao estudo da variagdo das
fungOes nos casos mais simples.
Propriedades dos polinémios inteiros.
Adicao algébrica, multiplicacdo e divisao
de polinémios.

Divisao por (z — a); polinémio iden-

ticamente nulo; polindémios idénticos;

principio das identidades; método dos coe-
ficientes indeterminados; regra de Ruffini.
Fracgoes algébricas.

Simbolos de impossibilidade; simbolos de
0 o

indeterminagao da forma 3, =
0’ oo

verdadeiro valor de uma expressao que se

e 0 x oc;

apresenta sob a forma indeterminada.

Logica Material

Légica Formal

Equagbes e inequacgOes inteiras ou fra-
cionarias.

Sistemas de equagdes.

Equagoes irracionais.

Ldgica de conjuntos

Relacdes bindrias - Classes de equi-
valéncia
Defini¢oes por abstracao (forma, direcao,

comprimento, cardinal)

N.° Naturais

Como cardinais de conjuntos.
Operacoes.

Relacoes de ordem.

Cardinal do produto cartesiano.

Calculo combinatorio
Geometria analitica plana
Dominios planos.

Estudo geral da reta.

Programacao linear
Introdugao - duas varidveis

Funcgoes de 1 varidvel ou aplicagoes
Operagoes bindrias - grupdides
Grupos

Isomorfismos
Logaritmos
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de 60 do século XX

6.° ano
Decreto n.° 39807, Didrio do Governo,
198, 09/07/1954

6.° ano
Programa das turmas piloto como lecio-
nado por Lima (1997, p. 113)

Trigonometria

Generalizagao da nocao de angulo e de
arco; medidas.

Fungdes circulares diretas: defini¢do, va-
riagao e representacao grafica; fungoes cir-
culares correspondentes a angulos comple-
mentares, suplementares, que diferem de 7
radianos simétricos, e cuja soma é igual a
27 radianos.

Reducao de um angulo ao 1.° quadrante.
Relagoes entre as funcgoes circulares do
mesmo angulo; valores destas fungoes para
alguns casos particulares.

Funcgoes circulares inversas.

Aritmética racional

Teoria dos nameros inteiros e das
operacoes fundamentais.

Potenciacao; sistemas de numeracao.
Divisibilidade.

Ntumeros primos.

Maximo divisor comum e menor multiplo

comuinl.

Anéis e corpos

Anéis de polinémios.
Binémios de Newton.
Equagbes em corpos.
Decomposicao em fatores.
Corpo complexo - representagao
geométrica.

Algebras de Boole.
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