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INTRODUCAO

A investigacdo em Educacdo Estatistica (incluindo os temas de Probabilidades, Estatistica e
Combinatoria), apesar de se ter iniciado mais tarde do que a investigacdo educacional em outros ramos
da matematica (e.g., numeros, algebra e geometria), actualmente tem-se desenvolvido
consideravelmente, em consequéncia da integracao das suas tematicas nos planos curriculares do ensino
nao superior, da criacdo de comunidades profissionais e cientificas especialmente interessadas no ensino
da Estatistica, de que é exemplo paradigmatico a International Association for Statistical Education (IASE),
integrada no International Statistical Institute (ISI), e de muitas conferéncias, entre as quais se destaca a
International Conference on Teaching Statistics (ICOTS), encontros e publicacdes no seu ambito.

O crescente desenvolvimento da Estatistica e da sua presenca na sociedade e na vida das pessoas
faz prever que também o interesse pela investigacdo em Educacao Estatistica aumentara certamente no
futuro imediato. A este respeito, por vezes, o século XX é referido como tendo sido o século da Estatistica
e que o século XXI sera o século da Educacao Estatistica.

A importancia da Estatistica pode ser vista na sua presenca nas varias facetas da vida das pessoas
(na vida civica, na vida do dia-a-dia e no emprego), nas empresas e organizacdes sociais e no papel
relevante que lhe é atribuido ao nivel do Estado. Os cidaddos sdo continuamente confrontados com
informacao estatistica disponibilizada através dos mais variados meios, em que se salientam o0s meios de
comunicacao social (jornais, revistas, televisao, Internet, etc.). Nas empresas a Estatistica esta presente
ao nivel da producdo, do marketing e da gestdo e as politicas e decisdes importantes do estado nao
dispensam o recurso a Estatistica. Ora, podendo a interpretacdo desta informacéo privilegiar interesses
de pessoas e/ou grupos em detrimento de outras pessoas e/ou grupos, o que nao raramente acontece,
reveste-se da maior importancia que as pessoas desenvolvam competéncias de reflexdo e andlise critica
dessa informacéao.

A nivel escolar, no passado recente, a importancia da Estatistica ndo tem deixado de aumentar,
fazendo parte do curriculo da generalidade dos cursos do ensino superior, desde os cursos cientificos ou
tecnoldgicos aos cursos da area das ciéncias sociais e humanisticas, e dos cursos do ensino secundario e
do ensino basico nas suas variadas modalidades, quer dos cursos orientados para a continuacdo de
estudos, quer dos cursos orientados para a formacao profissional. No caso do ensino basico, no
programa recentemente aprovado (Ministério da Educacao, 2007) verifica-se um aprofundamento da
Estatistica. Neste caso, o estudo do tema “Organizacdo e tratamento de dados” decorre ao longo de
qualquer dos ciclos (1.° ciclo, 2.° ciclo e 3.° ciclo) e inclui as tematicas da variacdo ou variabilidade
estatistica e da analise intuitiva da relacdo estatistica, as quais antes apenas eram abordadas pela
primeira vez no ensino secundario.

Tal como aconteceu com o | Encontro de Probabilidades e Estatistica na Escola, realizado em
2004 na Universidade do Minho, também com o Il Encontro de Probabilidades e Estatistica na Escola se
procura tornar visivel e contribuir para a promocao do ensino da Estatistica na escola (ndo superior),
especificamente procurando atingir os seguintes objectivos:

— Tornar visivel a actualidade e importancia do ensino da Estatistica e Probabilidades na Escola;

— Divulgar resultados de estudos realizados no ambito da Educacdo em Estatistica, em
Probabilidades e em Combinatoria;

— Aprofundar a compreensdo do ensino e da aprendizagem de Estatistica, Probabilidades e
Combinatoria;

— Contribuir para o desenvolvimento profissional de professores.

Seguidamente iremos referir-nos a estrutura das Actas e as tematicas dos textos das
comunicacdes apresentadas no Encontro. Tendo o Encontro incidido sobre os temas de Estatistica,
Probabilidades e Combinatéria, os diferentes textos das Actas encontram-se também organizados
segundo estes temas.



No tema de Estatistica incluem-se seis textos, os dois primeiros relativos a duas conferéncias e os
quatro restantes relativos a comunicacdes. O primeiro, intitulado Refos para /a Formacion Estadistica de
los Profesores, da autoria de Carmen Batanero, trata de um estudo tedrico sobre a problematica da
formacao dos professores para ensinar Estatistica. Assumindo que a formacédo dos professores que
ensinam a Estatistica, que em muitos paises (como acontece em Portugal) esta a cargo de professores de
Matematica dos ensinos basico e secundario, apresenta lacunas mais ou menos profundas, a autora revé
um conjunto de orientacdes actuais para o ensino da Estatistica.

No segundo texto, intitulado Reflexoes em Torno do Ensino e da Aprendizagem da Estatistica: O
Exemplo dos Gréficos, da autoria de Carolina Carvalho, faz-se uma revisao de literatura sobre graficos e
Estatistica, centrada nos processos de construcao do conhecimento acerca de graficos, em dificuldades
reveladas pelos alunos em explorar esta forma de representacao da informacao e, por fim, retiram-se
implicacdes para a sala de aula.

No texto Comparacion de Distribuciones: ; Una Actividad Sencilla para los Futuros Profesores?, da
autoria de Blanca Ruiz, Pedro Arteaga e Carmen Batanero, analisam-se as producdes de 101 futuros
professores do 1.° ciclo do ensino primario num projecto de analise de dados. Especificamente,
estudaram-se os graficos construidos, as estatisticas calculadas e as respectivas interpretacdes na
elaboracdo das conclusdes.

No texto Os Projectos e o Processo de Ensino-Aprendizagem da Estatistica, da autoria de Rui
Pimenta, discute-se a contribuicdo da metodologia de projectos para o desenvolvimento da literacia e
raciocinio estatisticos, apresentam-se as conclusdes gerais de um estudo de avaliacdo de projectos e
divulga-se um portal de apoio ao desenvolvimento de projectos.

Em Literacia Estatistica na Escola, Cidadania na Vida, da autoria de Maria Manuel da Silva
Nascimento, enquadrado na problematica da literacia estatistica, sdo mencionados varios recursos e
incentivada a sua utilizacdo, com particular destaque daqueles que existem na pagina do International
Statistical Literacy Project (ISLP).

Finalmente, no texto £nsino e Avaliacdo das Aprendizagens em Estatistica, da autoria de José
Antonio Fernandes, Maria Palmira Alves, Eusébio André Machado, Paulo Ferreira Correia e Marilia André
do Rosario, relata-se um estudo de quatro casos (dois professores do ensino basico e dois do ensino
secundario) com a finalidade de identificar diferencas entre as praticas de ensino e de avaliagdo em
Matematica e em Estatistica.

No tema de Probabilidades incluem-se dois textos, o primeiro relativo a uma conferéncia e o
segundo relativo a uma comunicacao. No primeiro texto, intitulado Sesgos en Probabilidad Condicional e
Implicaciones para la Ensefanza, da autoria de Carmen Diaz, faz-se uma revisdo das principais
investigacdes realizadas em Psicologia e Educacdo sobre o raciocinio e compreensao de probabilidade
condicionada, extraindo-se algumas implicacdes para o ensino.

No texto Probabilidades e Problemas de Contagem. Arranjos ou Combinacdes?, da autoria de
Fernando Coelho e José Antonio Fernandes, discute-se o uso do principio fundamental de contagem e da
regra multiplicativa de probabilidades no ensino da probabilidade condicionada, enquanto alternativa ao
uso excessivo das férmulas dos arranjos e das combinacdes.

Por ultimo, no tema de Combinatdria incluem-se trés textos, relativos a comunicacdes. No texto
Ensino e Aprendizagem das Operacées Combinatorias no 12.° Ano de Escolaridade, da autoria de Paulo
Ferreira Correia, José Antonio Fernandes e Fernando Almeida, relata-se uma experiéncia de ensino das
operacdes combinatorias, no 12.° ano, centrada nas ideias prévias dos alunos, na aprendizagem por
descoberta e no trabalho de grupo e avaliada através de um questionario para recolha das opinides dos
alunos sobre a intervencéo de ensino e de um teste para avaliar as suas aquisicdes cognitivas em
Combinatoria.

Em Palpites Efectuados por Alunos do 9.° Ano de Escolaridade em Combinatoria, da autoria de
Paulo Ferreira Correia, apresentam-se os principais resultados de um estudo de investigacdo sobre



palpites efectuados por alunos do 9.° ano em Combinatéria. Neste estudo era pedido aos alunos que,
antes de resolveram analiticamente os problemas de contagem, estabelecessem um palpite do nimero
total de possibilidades. E exactamente sobre estes palpites, designadamente os mecanismos cognitivos
subjacentes ao estabelecimento desses palpites, a sua comparacdo com a média dos valores calculados
e com 0s valores correctos e as implicacdes da formulacdo de palpites para a aprendizagem dos alunos
que trata o presente texto.

Por ultimo, no texto O Trabalho Colaborativo de Duas Professoras de Matematica no Ensino dos
Arranjos Complefos, da autoria de Barbara do Alvar de Carvalho, evidencia-se o impacto do trabalho
colaborativo de duas professoras de Matematica sobre o ensino da operacdo de arranjos completos a
alunos do 12.° ano de escolaridade.

Referéncia
Ministério da Educacao (2007). Programa de Matematica do ensino basico. Lisboa: Autor.

Braga, Janeiro de 2009
Os Organizadores
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RETOS PARA LA FORMACION ESTADISTICA DE LOS PROFESORES

Carmen Batanero
Dpto. Didactica de la Matematica, Universidad de Granada
batanero@ugr.es

Abstract. Although statistics is today part of the mathematics curricula for primary and
secondary school classes in many countries, the specific training to teach statistics is far
from being an universal component of pre-service or professional development courses for
these teachers. In this presentation we analyze the state of research around this
problematic.

1. Situacion de la Estadistica en la Ensefianza Obligatoria

La estadistica es hoy parte del curriculo de matematicas en la educacién primaria y secundaria en
muchos paises, debido a su utilidad en la vida diaria, su papel instrumental en otras disciplinas, la
necesidad del conocimiento estocastico basico en muchas profesiones y su importancia en el desarrollo
de un razonamiento critico (Batanero, 2001; Franklin y cols., 2005).

Aungue la ensefianza de la estadistica ha estado presente en la escuela en los ultimos 20 afios,
encontramos una tendencia reciente a introducirla desde los primeros afios y a renovar su ensefianza,
haciéndola mas experimental, en forma que se pueda proporcionar a los alumnos una experiencia
estocastica desde su infancia (e.g., NCTM, 2000; MEC, 2006a, 2006b).

Observamos también un incremento de los contenidos de estadistica que se recomiendan en la
escuela primaria. Por ejemplo en el Decreto de Ensefianzas Minimas de la Educacion Primaria (MEC,
2006a) en Espafia se incluyen los siguientes contenidos dentro del Bloque 7ratamiento de la informacion,
azar y probabilidad del area de Matematicas:

Primer Ciclo

— Graficos estadisticos: Descripcion verbal, obtenciéon de informacion cualitativa e interpretacion de
elementos significativos de graficos sencillos relativos a fendmenos cercanos. Utilizacion de
técnicas elementales para la recogida y ordenacion de datos en contextos familiares y cercanos.

— Azar y probabilidad: Caracter aleatorio de algunas experiencias. Distincién entre lo imposible, lo
seguro y aquello que es posible pero no seguro, y utilizacién en el lenguaje habitual, de
expresiones relacionadas con la probabilidad.

Segundo Ciclo

—Gréficos y tablas: Tablas de datos. Iniciacién al uso de estrategias eficaces de recuento de datos.
Recogida y registro de datos sobre objetos, fenomenos y situaciones familiares utilizando
técnicas elementales de encuesta, observacion y medicion. Lectura e interpretacion de tablas de
doble entrada de uso habitual en la vida cotidiana. Interpretacion y descripcion verbal de
elementos significativos de graficos sencillos relativos a fenomenos familiares.

—Azar y probabilidad: Valoracion de los resultados de experiencias en las que interviene el azar,
para apreciar que hay sucesos mas o menos probables y la imposibilidad de predecir un
resultado concreto. Introduccion al lenguaje del azar.

Tercer Ciclo

—Graficos y pardmetros estadisticos: Recogida y registro de datos utilizando técnicas elementales
de encuesta, observacion y medicion. Distintas formas de representar la informacion. Tipos de
graficos estadisticos. Valoracion de la importancia de analizar criticamente las informaciones que



se presentan a través de graficos estadisticos. La media aritmética, la moda y el rango,
aplicacidn a situaciones familiares.

—Azar y probabilidad: Presencia del azar en la vida cotidiana. Estimacién del grado de probabilidad
de un suceso.

Respecto a la Ensefianza Secundaria Obligatoria el Decreto de Ensefianzas Minimas de la
Educaciéon Secundaria Obligatoria (MEC, 2006b) incluye, entre otros, los siguientes contenidos dentro del
Bloque 6, Estadistica y probabilidad

Primer Curso

—Formulacién de conjeturas sobre el comportamiento de fenomenos aleatorios sencillos y disefio
de experiencias para su comprobacion.

- Diferentes formas de recogida de informacion. Organizacion en tablas de datos recogidos en una
experiencia. Frecuencias absolutas y relativas. Diagramas de barras, de lineas y de sectores.
Analisis de los aspectos mas destacables de los graficos.

Segundo Curso

—Frecuencias absolutas y relativas, ordinarias y acumuladas. Diagramas estadisticos. Analisis de
los aspectos mas destacables de los graficos.

—Medidas de centralizacién: media, mediana y moda. Significado, estimacién y calculo. Utilizacion
de las propiedades de la media para resolver problemas. Utilizacion de la media, la mediana y la
moda para realizar comparaciones y valoraciones. Utilizacion de la hoja de calculo para
organizar los datos, realizar los calculos y generar los graficos mas adecuados.

Tercer Curso

—Necesidad, conveniencia y representatividad de una muestra. Métodos de seleccién aleatoria y
aplicaciones en situaciones reales.

— Atributos y variables discretas y continuas. Agrupacion de datos en intervalos. Histogramas y
poligonos de frecuencias. Construccion de la grafica adecuada a la naturaleza de los datos vy al
objetivo deseado.

—Media, moda, cuartiles y mediana. Significado, calculo y aplicaciones. Analisis de la dispersion:
rango y desviacion tipica. Interpretacion conjunta de la media y la desviacion tipica. Utilizacion
de las medidas de centralizacion y dispersion para realizar comparaciones y valoraciones.
Actitud critica ante la informacion de indole estadistica.

—Utilizacion de la calculadora y la hoja de calculo para organizar los datos, realizar calculos y
generar las graficas mas adecuadas. Experiencias aleatorias.

—Sucesos y espacio muestral. Calculo de probabilidades mediante la regla de Laplace.
Formulacion y comprobacién de conjeturas sobre el comportamiento de fenémenos aleatorios
sencillos. Calculo de la probabilidad mediante la simulacion o experimentacién. Utilizacion de la
probabilidad para tomar decisiones fundamentadas en diferentes contextos.

Cuarto Curso. Opcion A

—Identificacion de las fases y tareas de un estudio estadistico a partir de situaciones concretas
cercanas al alumnado. Analisis elemental de la representatividad de las muestras estadisticas.
Graficas estadisticas: graficas multiples, diagramas de caja. Uso de la hoja de calculo. Utilizacién
de las medidas de centralizacion y dispersion para realizar comparaciones y valoraciones.

— Experiencias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de arbol para el
recuento de casos y la asignacion de probabilidades.



Cuarto Curso: Opcion B

—Identificacion de las fases y tareas de un estudio estadistico. Analisis elemental de la
representatividad de las muestras estadisticas. Graficas estadisticas: graficas multiples,
diagramas de caja. Analisis critico de tablas y gréaficas estadisticas en los medios de
comunicacion. Deteccion de falacias.

— Representatividad de una distribucién por su media y desviacion tipica o por otras medidas ante
la presencia de descentralizaciones, asimetrias y valores atipicos. Valoracién de la mejor
representatividad en funcién de la existencia o no de valores atipicos. Utilizacion de las medidas
de centralizacion y dispersion para realizar comparaciones y valoraciones.

— Experiencias compuestas. Utilizacion de tablas de contingencia y diagramas de arbol para el
recuento de casos y la asignacion de probabilidades. Probabilidad condicionada.

Notamos en las anteriores directrices sobre ensefanza de la estadistica que, ademas adelantar la
ensefianza de los temas estadisticos, hay también un cambio en el enfoque, recomendandose el
desarrollo del razonamiento estadistico y la presentacion de la estadistica como un instrumento para
resolver problemas y no sélo como un conjunto de técnicas.

La tendencia hacia una ensefianza de la estadistica orientada a los datos se muestra igualmente
en las directrices curriculares de otros paises, que indican que los estudiantes han de disefar
investigaciones, formular preguntas de investigacion, recoger datos usando observaciones, encuestas o
experimentos, describir y comparar conjuntos de datos, usar y comprender los graficos y resimenes
estadisticos, proponer y justificar conclusiones y predicciones basadas en los datos (e.g., NCTM, 2000;
SEP, 2006).

Estos documentos se concentran en el desarrollo del razonamiento estadistico, que va mas alla del
conocimiento matematico y de la comprension de los conceptos y procedimientos. La modelizacion, la
valoracién de la bondad del ajuste de los modelos a la realidad, la formulacién de cuestiones, la
interpretacion y sintesis de los resultados, la elaboracion de informes son también componentes
esenciales de las capacidades que queremos desarrollar en nuestros alumnos (Scheaffer, 2006).

Asimismo se quiere proporcionar una cultura estadistica, “que se refiere a dos componentes
interrelacionados: a) capacidad para interpretar y evaluar criticamente la informacién estadistica, los
argumentos apoyados en datos o los fendmenos estocasticos que las personas pueden encontrar en
diversos contextos, incluyendo los medios de comunicacion, pero no limitandose a ellos, y b) capacidad
para discutir o comunicar sus opiniones respecto a tales informaciones estadisticas cuando sea
relevante” (Gal, 2002, p. 2-3).

Aunque algunas de estas recomendaciones curriculares ya tienen mas de una década (e.g.,
NCTM, 2000), hasta la fecha apenas se siguen. La ensefianza de la estadistica se reduce con frecuencia
a unas pocas sesiones de clase y a veces el trabajo en la clase se reduce a realizar calculos o demostrar
propiedades con poca oportunidad de disefar experimentos, analizar datos o conectar la estadistica con
el proceso general de indagacion.

Como consecuencia, los estudiantes finalizan la escuela secundaria con escasa comprension de
los principios basicos que subyacen en el analisis de datos, lo que explica muchos de los problemas que
encuentran en el uso posterior de la estadistica en su vida cotidiana o profesional, o en los cursos de
estadistica en la universidad (Meletiou, 2003).

2. Retos en la Formacion de los Profesores para Enseiiar Estadistica

Los profesores tienen un papel esencial al interpretar el curriculo y adaptarlo a las circunstancias
especificas (Ponte, 2001). En consecuencia, el cambio de la ensefianza de la estadistica en las escuelas
e institutos dependera del grado en que se pueda convencer a los profesores de que la estadistica es uno
de los temas mas interesantes y Utiles para sus estudiantes y que todos ellos tienen capacidad para
adquirir algunos conceptos elementales.



El esfuerzo de investigacion sobre la educacion del profesor de matematicas y su desarrollo
profesional en la década pasada (Brown y Borko, 1992; Llinares y Krainer, 2006; Ponte y Chapman,
2006; Hill, Sleep, Lewis y Ball, 2007) no se ha reflejado en la educacién estadistica, aunque en Espana
encontramos algunas investigaciones centradas en la probabilidad (Azcarate, 1995; Cardenoso, 1998 y
trabajos posteriores de los autores). El olvido del caso especifico de la estadistica es evidente en
conferencias (como el ICMI Study 15), revistas (como Journal of Mathematics Teacher Education),
estados de la cuestion y libros, que apenas tratan el caso particular de la estadistica (Shaughnessy,
2006).

Este olvido ha sido reconocido por la International Comision on Mathematical Instruction (ICMI) y la
International Association for Statistical Education (IASE) que han promovido un Estudio Conjunto
especificamente orientado a promover la investigaciéon a nivel internacional sobre la educacion y
desarrollo profesional de profesor para ensefar estadistica (http://www.ugr.es/” icmi/iase_study/). En lo
que sigue hacemos una recension de la investigacion presentada en esta conferencia.

2.1. Actitudes y Creencias de los Profesores

Un primer punto de atencién son las actitudes, concepciones y creencias de los profesores hacia
la estadistica, pues de acuerdo a Chapman (1999), constituyen un factor clave en cualquier movimiento
para cambiar la ensefianza de las matematicas y al mismo tiempo inciden en los conocimientos y las
creencias de los estudiantes sobre las matematicas.

Diversos estudios han analizado las actitudes hacia la estadistica. En general se consideran un
constructo mental, no directamente observable sino que ha de ser inferido a partir de la valoracién en una
escala de actitudes o de la observacion del comportamiento de los sujetos. Gal, Ginsburg y Garfield
(1997) las definen como “wuna suma de emociones y sentimienfos que se experimentan durante el
periodo de aprendizaje de la materia objeto de estudio’ (p. 40).

Hay varias escalas de medicion de actitudes disponibles, cuyas caracteristicas psicométricas son
descritas con detalle por Carmona (2004), quien realiza un extensivo informe sobre los estudios de
actitudes hacia la estadistica que son numerosos y se han centrado preferentemente en estudiantes
universitarios. Sin embargo son pocos los estudios centrados en las actitudes de los profesores.

Onwuegbuzie (1998) utiliza un modelo multivariado para estudiar la ansiedad y actitudes de los
profesores, encontrando correlaciones significativas entre el nimero de asignaturas de Estadistica
cursadas con anterioridad y las puntuaciones en el cuestionario de actitudes. Watson, Kromrey, Ferron,
Lang y Hogarty, (2003) aplicaron conjuntamente un cuestionario de actitudes y otro sobre ansiedad
mostrando una correlacion negativa entre los instrumentos. Finalmente, Nasser y sus colaboradores han
realizado varios estudios en los que también analizan la relacién entre las actitudes o la ansiedad y el
rendimiento de futuros profesores (Wisenbaker, Nasser y Scott, 1999, Nasser, 2004).

El trabajo de Huedo y cols. (2003) presenta resultados de una investigacion con profesores en
formacion y analiza los conocimientos y actitudes hacia la Estadistica y hacia las Matematicas
contrastando los resultados con estudios previos. Estrada en varios trabajos (Estrada, Batanero y Fortuny,
2004a 2004b; Estrada, 2007; Estrada y Batanero, 2008) ha analizado con mayor detalle en Espaia las
actitudes hacia la estadistica de profesores de educacién primaria en formacion y en ejercicio. lgualmente
ha relacionado estas actitudes con variables como afios de docencia, especialidad (en caso de futuros
profesores) y conocimientos estadisticos. Uno de sus resultados mas importantes es mostrar que las
actitudes mejoran en general con los conocimientos y la practica profesional.

Estos estudios indican que los profesores reconocen la importancia practica de la estadistica,
estan dispuestos a aprender mas y dedicar mas tiempo a su ensefianza, pero se sienten poco preparados
para ayudar a los estudiantes en sus dificultades con el tema. Es decir, seria necesario desarrollar los
componentes cognitivo y dificultad de las actitudes hacia la estadistica frente a los componentes afectivo
de valor de la materia.
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Los profesores tienen también creencias referentes a los contenidos y fines de la ensefianza, que
pueden incidir fuertemente en la forma que ensefian estadistica. Sus actividades en el aula vienen
determinadas en parte por su vision de los objetivos educativos que pretenden en el aprendizaje del
contenido matematico de los estudiantes. Por ejemplo, en un estudio cualitativo con profesores alemanes,
Eichler (2008) muestra como el curriculo efectivamente implementado en la clase para alumnos del
mismo nivel educativo varia considerablemente dependiendo de estas creencias, sobre todo de la vision
estatica o dinamica de la estadistica y la preferencia por la formalizacion frente a las aplicaciones.

2.2. Conocimientos Estadisticos

Varios investigadores indican que también se requiere una mejor preparacion estadistica de estos
profesores. A pesar de que muchos futuros profesores de secundaria son licenciados en matematicas,
generalmente no recibieron una formacion especifica en estadistica aplicada o uso del software
estadistico. La situacién es aun mas critica para los profesores de educacion primaria, ya que pocos
tuvieron una formacion inicial suficiente (Franklin y Mewborn, 2006).

Algunas de las actividades que realiza el profesor, tales como “indagar lo que los estudiantes
conocen, elegir y manejar representaciones de las ideas matematicas, seleccionar y modificar los libros
de texto, decidir entre modos posibles de accién (Ball, Lubienski y Mewborn, 2001) dependen de su
razonamiento y pensamiento matematico. Como consecuencia, las creencias, el conocimiento del
contenido didactico y las decisiones instruccionales dependen del conocimiento que el profesor tiene
sobre el contenido estadistico. Esto es un motivo de preocupacion, puesto que la investigacion en
educacion estadistica esta mostrando que muchos futuros profesores mantienen inconscientemente una
variedad de dificultades y errores sobre la estadistica que podrian transmitir a sus estudiantes.

Los estudios de evaluacién del conocimiento matematico de los profesores dividen este
conocimiento en varios componentes: conocimiento comun del contenido, conocimiento especializado del
contenido, conocimiento del contenido y la ensefianza y conocimiento del contenido y los estudiantes
(Ball, Thames y Phelps, 2005)

Centrandonos en el conocimiento comun del contenido estadistico, los estudios de evaluacion
suelen usar cuestionarios o entrevistas y tareas similares a las empleadas en investigaciones con
estudiantes. Su interés es determinar si el nivel de conocimiento de los futuros profesores es suficiente
para resolver las tareas que tendran que proponer a sus futuros alumnos.

Estrada y Batanero (2008) encontraron en su estudio una proporcién preocupante de futuros
profesores que no dominan los conceptos elementales que han de ensefar a sus futuros alumnos. Un
45% de la muestra no tuvo en cuenta el efecto de los valores atipicos sobre la media, 28% mostraron una
interpretacion deficiente de la probabilidad frecuencial, 45% confundieron correlacion y causalidad, 24%
no invierten adecuadamente el algoritmo de la media, 30% fueron insensibles al sesgo en el muestreo,
15% pensaron que no es posible dar una estimacion cuando hay fluctuacion aleatoria y otro 30% tenia
confusiones varias respecto al muestreo.

Respecto a los graficos, Espinel, Bruno y Plasencia (2008) muestran que los futuros profesores en
su muestra ni siquiera alcanzan el mismo nivel que los estudiantes universitarios en una investigacion
previa realizada en Norteamérica. Aunque los estudiantes parecen comprender los elementos basicos de
la estadistica descriptiva, no tienen recursos para interpretar los graficos, hacen errores respecto a la
simetria, valores atipicos y frecuencias acumuladas. Tienen dificultades con la media y mediana y piensan
sobre todo en términos de variables cualitativas, confundiendo en consecuencia los histogramas y graficos
de barras. Fallan al interpretar la distribucion de datos, centrandose tan solo en aspectos especificos
como la media o un valor aislado.

La importancia del concepto de variacion en estadistica ha sido resaltada por Wild y Pfannkuch
(1999) como el nucleo de su modelo sobre razonamiento estadistico. A pesar de ello, la investigacion de
Silva y Coutinho (2008) muestra que el razonamiento predominante de los profesores brasilefios sobre la
variacion es verbal, lo que les impide ensefar a sus estudiantes el significado de medidas tales como la

11



desviacion tipica, limitandose a la ensefianza de algoritmos. Les resulta dificil integrar el razonamiento
sobre la media, desviacion respecto a la media, intervalo de k desviaciones tipicas desde la media y
estimacion de la frecuencia en el intervalo.

Respecto a la idea de distribucion, otra idea central del razonamiento estadistico, Canada (2008)
analizo el razonamiento de estudiantes de secundaria y futuros profesores cuando comparan conjuntos
de datos con la misma media y diferente dispersion. Aunque el grupo de futuros profesores tuvo mejor
rendimiento que el de los estudiantes, todavia un 35% de ellos pensaba que dos conjuntos de datos con
la misma media eran iguales aunque la dispersion fuese muy diferente.

Respecto al conocimiento de la estadistica para la ensefianza, algunas investigaciones examinan a
profesores en ejercicio, observandolos a lo largo de un periodo de ensefianza y complementando esta
observacion con entrevistas u otros medios. Este conocimiento también parece insuficiente.

Por ejemplo, los profesores participantes en el estudio de Jacobbe (2008) no poseian suficiente
conocimiento de la mediana para ensenar estadistica en los niveles requeridos en los nuevos curriculos
americanos. En el trabajo de Stohl (2005), los profesores observados fallaron al implementar el enfoque
experimental en la ensefianza de la probabilidad, porque so6lo proponian a los estudiantes tareas con
muestras pequefas. Por este motivo los estudiantes no pudieron apreciar la convergencia o el efecto del
tamano de la muestra sobre la misma, es decir no llegaron al punto central del enfoque frecuencial de la
probabilidad. En otras sesiones, al trabajar con proyectos estadisticos en la clase los profesores perdieron
oportunidades para implicar a los estudiantes en la investigacion y para profundizar en sus
razonamientos. Especialmente se perdieron estas oportunidades en las fases de analisis e interpretacion
en el modelo de razonamiento estadistico de Wild y Pfannkuch (1999).

2.3. Conocimiento Profesional para Enseiiar Estadistica

Estos profesores también necesitan formacion en el conocimiento profesional relacionado con la
educacién estadistica, a la que no pueden transferirse algunos principios generales validos para otras
ramas de las matematicas (Batanero, Godino y Roa, 2004, Mickelson y Heaton, 2004).

Estos conocimientos se adquiriran preferentemente durante el ejercicio de la docencia. Llinares
(2000) indica que la practica profesional del profesor es el conjunto de actividades que genera cuando
realiza las tareas que definen la ensefianza de las matematicas y la justificacion dada por el profesor. No
se reduce a lo que sucede en el aula, sino que se conceptualiza desde una perspectiva mas amplia, en la
que se incluyen tareas como tutorias, reuniones de seminario-departamento o asistencia a actividades de
formacion. Hay sin embargo poca oportunidad para un desarrollo profesional de los profesores en
estadistica, puesto que de hecho la ensefianza se omite o reduce o bien se reduce a puro calculo
(Watson, 2001; Mendonca, Coutinho y Almouloud, 2006).

Las escasas investigaciones relacionadas con el conocimiento profesional de los profesores para
ensefar estadistica sugieren que este conocimiento es escaso, lo cual no es una sorpresa pues, como
hemos visto, este conocimiento dependerd de su conocimiento estadistico que en gran medida es
también deficiente. La investigacion de Gonzélez y Pinto (2008) muestra que los estudiantes para
profesor tienen pocos conocimientos didacticos en relacion a los graficos estadisticos. Por ejemplo, no
son capaces de diferenciar los diferentes niveles cognitivos asociados a la lectura de graficos definidos en
investigaciones como la de Friel, Curcio Bright (2001) ni comprendern los diferentes componentes y
procesos ligados a esta interpretacion. Cuando se les pide para clasificar los graficos de los libros de
texto, se centran solo en los aspectos procedimentales, mostrando falta de conocimiento sobre el
aprendizaje de los graficos o las dificultades de los estudiantes en el tema.

Por otro lado, los libros de texto y materiales curriculares preparados son insuficientes, en algunos
casos, como soporte para el profesor al presentar una vision muy parcial de los conceptos (por ejemplo,
solo la aproximacién clasica a la probabilidad o la inferencia); en otros casos las aplicaciones se limitan a
juegos de azar o no se basan en datos tomados de aplicaciones reales; en otros las definiciones de los
conceptos son incorrectas o incompletas (Cardefioso, Azcarate y Serrado, 2005).
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Es también patente la dificultad de algunos profesores al trabajar con proyectos y problemas
abiertos en matematica (Jaworski, 1994, Ponte (2001). En el caso de la estadistica, un tema fundamental
es que los proyectos se usen para ensefiar razonamiento estadistico y no calculos rutinarios. Por ello es
importante ver si los profesores son capaces de a) reconocer qué conceptos pueden ser estudiados a
partir de un proyecto o un conjunto de datos dado y b) implementar una ensefianza efectiva en una clase
utilizando proyectos estadisticos.

En la investigacion de Chick y Pierce (2008), sin embargo, fue evidente que no hicieron un uso
adecuado de los datos y proyectos al planificar sus lecciones, pues fallaron en sacar a la luz los conceptos
latentes, a pesar de la riqueza de conceptos de la situacién didactica planteada. Por el contrario se
limitaron a pedir calculos o realizar nuevos graficos con pocas actividades de interpretacion.

Tratando de avanzar en el analisis del conocimiento profesional para ensefar estadistica (PKTS),
Watson, Donne y Callingham (2008) analizan a 42 profesores que participan en un curso de desarrollo
profesional en estadistica y tratan de evaluar y definir niveles en este conocimiento. Parten de un
cuestionario que incluye tareas pensadas para estudiantes con respuestas de los mismos. Preguntan a
los profesores sobre el conocimiento estadistico necesario para hallar la solucion correcta, los
razonamientos incorrectos y causas para los mismos y posibles métodos para ayudar a los estudiantes a
superarlos. Utilizando el método de analisis de Rasch definen y describen tres niveles de conocimiento
profesional del profesor y crean una escala para evaluarlo en relacion a los contenidos estadisticos
elementales. Un problema de esta investigacion es que los items son muy limitados en cuanto al
contenido estadistico, ademas de que se requiere mayor tamafio de muestra para dar estabilidad a la
escala.

Modelos sobre el conocimiento profesional

Si queremos impulsar el desarrollo del conocimiento profesional del profesor, se requiere un
modelo de los componentes de dicho conocimiento. Ya hemos hecho referencia al modelo Ball, Thames y
Phelps (2005) que incluye cuatro componentes: conocimiento comun del contenido, conocimiento
especializado del contenido, conocimiento del contenido y la ensefianza y conocimiento del contenido y
los estudiantes. Burguess (2008) cruza estos cuatro componentes con las categorias que definen los
modos esenciales de razonamiento estadistico y construye un modelo bidimensional para analizar el
conocimiento profesional del profesor para ensefar estadistica.

Lee y Hollebrands (2008) presentan un modelo del conocimiento profesional para ensefiar
estadistica con apoyo de la tecnologia con cuatro componentes: a) Concepciones de qué significa ensefiar
un tema particular integrando la tecnologia en el proceso de aprendizaje; b) Conocimiento de las
estrategias de ensefianza y las representaciones para ensefiar temas particulares con la tecnologia; c)
Conocimiento sobre la comprension, razonamiento y aprendizaje de los estudiantes con la tecnologia y d)
Conocimiento del curriculo y materiales curriculares que integran la tecnologia en el aprendizaje y ponen
el énfasis en el razonamiento estadistico.

Garfield y Ben-Zvi (2008) describen el conocimiento profesional mediante seis componentes que
se ha de desarrollar en la formacién de profesores: ideas estadisticas fundamentales; uso de datos reales;
uso de actividades para el aula; integracién de las herramientas tecnologicas; implementacion del
discurso en el aula y uso de métodos alternativos de evaluacion.

En nuestro caso (Godino y cols., 2008) proponemos un modelo general para el conocimiento
profesional del profesor de matematicas con seis componentes:

— Epistémico: Incluye el conocimiento matematico y reflexion epistemologica sobre el significado
de los objetos particulares que se pretende ensefar, y el analisis de sus transformaciones para
adaptarlos a los distintos niveles de ensefanza.

- Cognitivo: Dificultades, errores y obstaculos de los alumnos en el aprendizaje y sus estrategias
en la resolucion de problemas

—Mediacional. Medios didacticos: Analisis del curriculo, situaciones didacticas, metodologia de
ensefianza para temas especificos y recursos didacticos especificos. Afectivo: actitudes,
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creencias y sentimientos de los estudiantes, sus intereses y motivaciones.

—Interaccional: Organizacion del discurso en la clase, interacciones entre estudiantes y de ellos
con el profesor, incluyendo la evaluacién.

—Ecologico: Relacién del tema con otros en la materia o en otras disciplinas, asi como
condicionantes internos y externos en la ensefianza.

2.4. Evaluacion de Experiencias en la Formacion de Profesores de Estadistica

La literatura sobre formacién de profesores indica la complejidad de las competencias necesarias
para ensefar y la divergencia entre formacion teorica y practica para la docencia (Brown y Borko, 1992).
Por ello, la formacién de futuros profesores requiere de entornos y contextos en que trabajen sobre
problemas significativos relacionados con su desarrollo profesional y la reflexion sobre dichas actividades,
que a la vez se utiliza, registrada de diversas formas en la investigacién (Llinares y Krainer, 2006).

Para el caso de la estadistica, algunas actividades sugeridas en este sentido son las siguientes:

— £/ trabajo colaborativo entre los profesores es esencial para mejorar su formacién profesional. A
través del intercambio de ideas y materiales entre los profesores que tienen problemas y
necesidades comunes emergen nuevas ideas para la introduccion de actividades, practicas o el
desarrollo de competencias (Carvalho, 2008). El profesor de estadistica ha de manejar dos tipos
de incertidumbre en su trabajo diario: el primero de ellos se relaciona con el conocimiento
estocastico. La incertidumbre aparece también en el trabajo de la clase debido a las
interacciones inesperadas entre estudiantes y profesor (Groth, 2008). La discusion entre
profesores, incluso a distancia por medio de la tecnologia puede ayudar a manejar estos dos
niveles de incertidumbre.

— Planificacion de una leccion para ensefar a los alumnos algun aspecto de la estadistica pues en
esta planificacion pone en juego su conocimiento estadistico y su conocimiento profesional
(Chick y Pierce, 2008). También permite el analisis de las transformaciones del conocimiento
para adaptarlos a los distintos niveles de ensefianza.

— Trabajo con proyectos. Puesto que los curriculos y metodologia nueva indican que se debe
implicar a los estudiantes con los proyectos estadisticos es importante que los profesores
trabajen en la clase con el mismo enfoque. Tanto en este caso como el anterior si queremos que
el profesor desarrolle la comprension de sus alumnos deberian tener las mismas experiencias
que ellos. Una forma de lograrlos es hacerles jugar sucesivamente el papel de alumno y
profesor, es decir, “tener la practica de aprendiz”’. Sobre todo cuando hay poco tiempo de
ensefanza, se debiera implementar un ciclo formativo en que los profesores primero trabajan
con un proyecto estadistico o una unidad didactica y luego lo analizan desde el punto de vista
didactico como un medio de enriquecer simultdneamente el conocimiento estadistico y
profesional del profesor (Godino y cols., 2008).

— Analisis de tareas o ifems de evaluacion y respuestas de alumnos a las mismas. Se trata de
analizar el contenido estadistico y los conocimientos requeridos para resolver alguna tarea de
evaluacion o usada en alguna investigacion sobre razonamiento estadistico. Este tipo de analisis
permitié también revelar posibles dificultades de los profesores con los conceptos estadisticos en
la experiencia de Godino y cols. (2008).

— Resolucion de sifuaciones problematicas paraddjicas y reflexion sobre su contenido. En el caso
de formacién de profesores de secundaria que tengan solidos conocimientos matematicos, se
trata de hacer experimentar a los futuros profesores la dificultad que encuentra un alumno al
resolver las tareas o problemas que se les plantea. Puesto que futuro profesor en este caso tiene
unos conocimientos muy solidos de estadistica, hemos de buscar algunos ejemplos de
problemas, que, aparentemente sencillo, puedan, sin embargo tener soluciones contraintuitivas
o sorprendentes (Batanero, Godino y Roa, 2004).
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En nuestras experiencias se tendrian en cuenta los diversos puntos de vista sobre la probabilidad e
inferencia (Batanero, Henry y Parzysz, 2005) conjuntando la formacion estadistica y la formacién en el
contenido didactico (Ball y Bass, 2000).

2.5. Nuevas Tecnologias y Formacion de Profesores

La influencia de la tecnologia en la estadistica y su ensefianza ha sido reconocida por la
International Association for Statistical Education (IASE) en los Congresos Internacionales sobre la
Ensefanza de la Estadistica, donde se discutié sobre el software disponible para la ensefianza, los
cambios implicados en el contenido y metodologia, y el efecto en el aprendizaje y las actitudes de los
alumnos. Como se destaca en estas conferencias, la tecnologia ha reducido el tiempo de calculo,
permitiendo trabajar en clase con aplicaciones reales, en linea con el uso de proyectos y las tendencias
curriculares descritas anteriormente.

Las posibilidades de simulacién y creacion de micromundos estocasticos virtuales permiten
explorar los conceptos de probabilidad e inferencia y sustituir las demostraciones formales por
razonamientos mas intuitivos; se afiaden también las funciones de tutor y ayuda al autoestudio,
evaluacion y ejercitacion (Biehler, 1997, 2003; Ben-Zvi, 2000), Podemos afadir las sugerencias y
experiencias didacticas basadas en el uso de recursos disponibles en Internet, incluyendo las
relacionadas con la formacién de profesores en estadistica (Godino y cols. 2003, 2006a y b; Sanchez e
Izunza, 2006) y la interaccién a distancia entre alumnos o alumnos y profesor.

Un punto esencial para introducir la tecnologia en la clase de estadistica sera la adecuada
preparacion de los profesores, tanto desde el punto de vista técnico como didactico. La tecnologia puede
utilizarse tanto como amplificadores o como reorganizadores conceptuales para desarrollar la
comprension de ideas estadisticas en los profesores (Lee y Hollebrand, 2008). Ello es necesario pues
algunos futuros profesores tienen dificultades en la utilizacion adecuada del software para fomentar la
comprension de los alumnos y consideraban que la simulacion es sélo util después de estudiar la
probabilidad de manera teorica. En otros casos, al trabajar con la tecnologia pasan por alto las ideas
previas correctas de los estudiantes, centrandose solo en sus errores (Stohl, 2005).

Desde el punto de vista técnico necesitamos familiarizar a los profesores con el uso de la
tecnologia, el trabajo con proyecto y la implementacion de simulaciones. Desde el punto de vista didactico
necesitamos formar al profesor en los diferentes niveles del conocimiento profesional en relacion con el
uso de la tecnologia para ensefiar estadistica. Esta preparacion entronca ademas con la investigacion
centrada en formacion de profesores y resolucion de problemas (Llinares y Krainer, 2006; Ponte, 2001;
Ponte y Chapman, 2006).

3. Conclusiones

Una primera conclusién que podemos extraer del analisis de estas investigacioness es que la
preparacion de los profesores es un tema importante para la investigacion y para los formadores de
profesores. La evaluacién del conocimiento del profesor sigue siendo relevante, debido a las demandas de
que los estudiantes sean ensefiados por profesores bien cualificados, la necesidad de evidenciar los
resultados de los programas de formacion de profesores y el debate sobre el contenido matematico para
la ensefianza que debe poseer el profesor (Hill, Sleep, Lewis y Ball, 2007).

La necesidad de formacion es reconocida por los mismos profesores que muestran interés por los
cambios curriculares pero se sienten inseguros en areas tales como el disefio de experimentos, métodos
de muestreo, aleatorizacion, riesgo, variacion, analisis exploratorio de datos e inferencia estadistica
(Arnold, 2008). Este abanico cubre practicamente todo el contenido curricular e incluye no sélo los
conceptos avanzados, sino también los mas simples.

Un curso de didactica de la estadistica deberia servir para proporcionar a los profesores este
conocimiento, mejorar sus actitudes, aumentar su sensibilidad hacia la dificultad que otras personas
pueden tener en esta materia y capacitarlos para la ensefianza. Somos conscientes de que la variedad de
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conocimientos requeridos para estos cursos plantea el problema de elaborar materiales especificos,
continuando el trabajo que iniciamos en Batanero (2001).

También reconocemos que la estadistica es una ciencia en continuo cambio y expansion y que es
necesario estar abiertos a las nuevas corrientes, tales como la inferencia bayesiana, los métodos de
simulacion, estadistica espacial o procesos estocasticos. Estas nuevas tendencias necesitan ser
difundidas y seran pronto objeto generalizado de ensefianza. Creemos que es necesaria aun mucha
investigacion y reflexion didactica para poder seguir construyendo la Educacion Estadistica y
concretandola en cursos destinado a futuros profesores. Esperamos que este trabajo logre interesar a
otros investigadores por esta problematica.
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Resumo: As sociedades modernas precisam de consumir e apresentar dados. E uma das
formas mais frequente de o fazer é recorrer a graficos. Um jornal didrio, um folheto
publicitario, um artigo cientifico recorrem a diferentes tipos de graficos, consequentemente,
todos os cidad&os para tomarem diferentes tipos de decisdes precisam de saber lidar com
diferentes tipos de graficos. Na escola desenvolvem-se competéncias para saber lidar com
graficos, e ndo é so nas aulas de matematica. Neste trabalho procura-se rever a literatura
sobre graficos e estatistica. Comeca-se por descrever como o conhecimento sobre graficos
¢ construido. Depois apresentam-se algumas das dificuldades que os alunos tém com esta
forma de representacéo e, por fim, retiram-se implicacdes para a sala de aula.

1. Introducao

No século XVII, Descartes foi um dos primeiros matematicos a compreender a importancia dos
graficos como uma “ajuda preciosa na solucdo de problemas aritméticos e algébricos, na solucdo de
formulas matematicas e na representacdo de relacdes” (Arkin & Colton, 1940, p. 4, citado por Curcio,
1989, p. 1). Desde entao, as representacdes graficas tiveram uma forte presenca em contextos diversos
do quotidiano de todos nos.

Para a maioria dos leigos, os graficos clarificam, organizam e reduzem a informacéo quantitativa,
sendo por isso bastante utilizados nos meios de comunicacao social e em muitas outras situacoes onde a
opiniao publica é essencial para a tomada de decisdes dos politicos ou dos publicitarios. Graficos, tabelas
e diagramas sdo frequentemente usados para apresentar dados, surgindo em numerosas situacdes
quotidianas dos alunos, quer elas sejam escolares ou nao. Por isso, “as criancas precisam de aprender a
ler, interpretar e saber como se constroem para se tornarem consumidores criticos e reflexivos” (Sheffield
& Cruikshank, 1996, p. 271). Mas para as criancas se tornarem cidadaos informados, reflexivos e criticos
na analise de graficos precisam de os trabalhar na sala de aula de uma forma progressivamente mais
complexa e a partir de actividades promotoras de pensamento critico.

As formas graficas mais comuns nas salas de aula e em particular nas de matematica durante a
unidade curricular de Estatistica sao os pictogramas, os graficos de barras e os graficos circulares. Estes
sao ainda os mais frequentes nos contextos escolares dos anos de escolaridade do ensino basico tanto
na disciplina de Matematica como em outras disciplinas, como por exemplo nas Ciéncias ou na
Geografia. No entanto, comeca a assistir-se a algum movimento para a introducao de outras formas de
representacao grafica, como os diagramas de frequéncias separadas, extremos e quartis, caule e folhas e
de dispersdo nos curriculos escolares da maioria dos paises (Batanero, 1999b; Curcio, 1987, 1989;
Martins et al. 1997; National Council of Teachers of Mathematics, 1991), fruto da analise exploratoria de
dados e da utilizacdo de software educativo na sala de aula.

Contudo, as formas mais tradicionais de graficos sdo aquelas que continuam a predominar na
maioria das salas de aulas de muitos alunos portugueses do ensino basico e séo sobre essas que nos
iremos deter, até porque sao as mais habituais para os alunos portugueses que frequentam as aulas de
Estatistica no ensino basico e as mais facilmente encontradas nos livros de texto usados durante esses
anos escolares.
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2. Aprender a Lidar com Graficos

Quando chega a escola pela primeira vez uma crianca ja se confrontou com diferentes tipos de
graficos. Pelo facto de viver num ambiente social onde os graficos estdo presentes no seu dia-a-dia
aprende coisas sobre graficos. Muitas criancas quando folheiam ao acaso uma revista ou um jornal véem
graficos, quando ouvem uma noticia nalgum telejornal podem ter reparado num grafico. De facto, hoje o
contexto social das criancas tem jornais, revistas, televisado e Internet onde muita informacao esta na
forma de tabelas, figuras e graficos sobre o tempo, a economia, a saude, o desporto. As criancas
aprendem coisas sobre graficos através de experiéncias diversas em contextos sociais onde interagem,
negoceiam significados e colaboram. Mas poucas serdao as que sem um contexto escolar de
aprendizagem saibam o que é um grafico, o seu significado matematico e a sua importancia para as
sociedades modernas.

Nos finais dos anos 80, Curcio afirma que “os graficos providenciam um meio para comunicar e
classificar dados. Permitem a sua comparacao e facilitam demonstracdes matematicas que dificilmente
seriam compreendidas se s6 se recorresse a sua forma numérica” (1989, p. 1).

No ensino basico, durante a unidade de Estatistica, a maioria dos alunos confronta-se com
pictogramas, graficos de barras e graficos circulares. Os pictogramas surgem como uma forma de
representar variaveis continuas e onde cada figura deve traduzir a mesma frequéncia absoluta ou
percentagem num eixo legendado. Estes graficos, apesar de ndo serem uma forma fiel de representacéo
se pensarmos na dificuldade em manter a relacdo entre o tamanho da figura e a frequéncia absoluta
(Grupo Azarquiel, 1993) e nas suas consequéncias para o leitor mais desatento, sdo extremamente
motivantes e acessiveis para os alunos mais novos, pois permitem-lhes construir objectos reais ou
arranjar simbolos para os substituir. Assim, mesmo sem uma legenda, sdo facilmente compreendidos
pelas criancas mais pequenas, porque o ideograma escolhido e o item que ele representa estdo na
correspondéncia de um para um (Curcio, 1989).

Os graficos de barras sao uma outra forma de grafico habitual. Neste tipo de grafico, as barras
podem assumir a forma horizontal ou vertical sendo, no entanto, as ultimas as mais comuns nos livros de
texto nos anos de escolaridade basica. Estes graficos permitem que o leitor compare quantidades
discretas expressas por barras rectangulares uniformes quanto a sua largura, mas com a altura
proporcional a quantidade representada. Para construir este tipo de grafico é frequente recorrer a um
sistema perpendicular de eixos que se interceptam num ponto, a origem. Os eixos devem ser sempre
legendados. Por vezes, pode usar-se este tipo de grafico com barras multiplas quando se pretende
comparar mais do que um grupo de dados.

Os graficos circulares ou de sectores sdo um outro exemplo de gréfico utilizado nas aulas de
Estatistica. Esta representacdo, usada essencialmente para dados qualitativos, é constituida por um
circulo, em que o numero dos diferentes sectores circulares varia de acordo com as modalidades
consideradas na tabela de frequéncias da amostra em estudo. Os angulos dos sectores sao proporcionais
as frequéncias das modalidades (Martins et al., 1997). Recorre-se aos graficos circulares quando se
pretende comparar dados entre o todo e as partes.

Ser capaz de ler os dados presentes num grafico € uma capacidade importante, mas o sujeito so
tira 0 maximo de potencial de um grafico quando consegue interpretar os dados e generalizar a
informacéo nele presente (Curcio, 1989). Numa sociedade cada vez mais dependente de graficos para
comunicar os mais variados tipos de informacédo, compreende-se que seja necessario que os alunos
desenvolvam competéncias que os ajudem a compreendé-la. Os resultados da 7hird National Assessment
of Educational Progress indicaram que as criancas americanas, dos 9 aos 13 anos, revelam dificuldades
em interpretar graficos e retirar conclusdes (Curcio, 1987). Num estudo mais recente, o PISA 2003,
verifica-se que nos itens que envolvem questdes relacionadas com a leitura de graficos e escalas os
alunos, incluindo os alunos portugueses, apresentam dificuldades em responder correctamente. Apesar
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das limitacbes deste tipo de avaliacdes, seria uma atitude pouco prudente também nao procurar
compreender o que podera explicar os resultados obtidos pelos alunos.

Nesse sentido, Curcio (1987) apresentou algumas explicacdes para os resultados citados. Na sua
opinido, o conhecimento de um sujeito acerca de um determinado tipo de grafico depende de ter sido
exposto a uma experiéncia anterior significativa com uma destas formas de representacdo. Esta
experiéncia anterior contribui para o sujeito identificar informacdes relevantes e necessarias para a
compreensao do grafico, por exemplo: o tipo de grafico; a relacdo matematica entre os nimeros e as
ideias que traduzem; as operacdes matematicas que encerra e possibilita. Na opinido deste autor, estes
trés factores surgem como dos mais consequentes para a compreensao dos sujeitos acerca dos graficos.

Tentar analisar qual a influéncia da experiéncia anterior na capacidade de compreender as
relacbes matematicas expressas em diferentes tipos de graficos foi o que motivou o autor a realizar uma
investigacao junto de 389 alunos, do estado de Nova lorque, que frequentavam o 4.° e 0 7.° ano do
ensino elementar. O instrumento passado aos alunos foi uma prova de resposta multipla composta por
doze gréficos de quatro tipos diferentes: barras, circulares, pictogramas e de linhas. A escolha dos dois
anos de escolaridade resultou do facto de, no 4.° ano, o trabalho elementar com graficos estar concluido
e 0s alunos ja terem um dominio da leitura e das operacdes aritméticas basicas. Estes dois ultimos
aspectos sdo apontados por Curcio (1987) como fundamentais para que os alunos consigam ler os
graficos. A preferéncia pelo 7.° ano de escolaridade manifesta a expectativa do autor de que, por esta
altura, os alunos ja tém um dominio na leitura dos graficos e que, se houver diferencas entre rapazes e
raparigas, é por volta desta idade que elas comecam a surgir.

Os resultados do estudo apontam para a inexisténcia de diferencas entre rapazes e raparigas
quanto a compreensao dos varios tipos de graficos. Esta constatacdo vem ao encontro de anteriores
investigacdes (Peterson & Schramm, 1954; Strickland, 1938, 1972, citados em Curcio, 1987),
podendo-se atribuir a auséncia de estereodtipos marcadamente sexuais na construcdo dos itens do
instrumento.

Tal como era de esperar, o conhecimento anterior dos sujeitos, quanto ao tipo de grafico, a
relacdo matematica entre os numeros e as ideias que traduzem e as operacées matematicas que
encerram e possibilitam, origina diferencas entre os sujeitos em funcdo do ano de escolaridade e da
idade. Os alunos do 7.° ano revelaram mais conhecimentos acerca dos diferentes tipos de graficos e,
consequentemente, obtiveram melhores desempenhos. Para o autor, estes resultados podem também
sugerir a necessidade gque as criancas mais novas tém de conhecimentos relacionados com os aspectos
concretos, visuais e explicitos dos graficos, em detrimento de conhecimentos com conteddos mais
matematicos. A forma de trabalhar os graficos com as criancas mais novas, na sala de aula, deve
basear-se num envolvimento activo das criancas na recolha de dados das suas experiéncias de vida e,
posteriormente, encoraja-las a verbalizar as relacdes e os padrdes observados, por exemplo, & mais largo
que, é duas vezes, continua a aumentar. Esta parece ser uma das formas com mais potencialidades para
melhorar o conhecimento dos alunos acerca das relacées matematicas presentes nos graficos (Curcio,
1987).

Em Portugal, Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999) defendem a mesma ideia: mais do que insistir
na construcdo, o professor deve procurar ir além da informacdo imediata resultante de uma simples
leitura dos dados. Para estes autores, “os graficos ndo devem surgir como um fim em si mesmo, mas
como um meio de comunicar um pensamento ou para investigar dados através de diferentes
representacdes” (p. 99).

Ainley (1994, 2000) partilha a mesma opinido e acrescenta que o facto das criancas entre os 8 e
os 10 anos estarem envolvidas em projectos com uma duracdo de algumas semanas e onde os graficos
aparecem num contexto real leva-as a revelarem ideias intuitivas, por exemplo acerca do conceito de
escala, com grandes potencialidades para a compreensao futura de aspectos mais complexos.

Os dois trabalhos citados (Ainley, 1994; Curcio, 1987) ilustram uma das perspectivas de
investigacao que se tem dedicado ao estudo dos graficos. De acordo com Roth (in press), assistimos a
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dois focos de interesse nas investigacdes acerca deste tema. Um, aborda-o seguindo o caminho das
dificuldades dos alunos ao lerem ou interpretarem graficos e onde os seus conhecimentos prévios
surgem como uma das causas principais para as suas dificuldades (Bright & Friel, 1998a; Bright & Friel,
1998b; Curcio, 1987; Curcio, 1989; Mevarech & Kramarsky, 1997; Pereira-Mendoza 1995;
Pereira-Mendoza & Mellor, 1990). O outro tem sugerido uma abordagem socio-cultural para analisar os
desempenhos dos sujeitos (Gerber, Boulton-Lewis & Bruce, 1995; Nemirovsky, Tierney & Wright, 1998;
Roth, in press; Roth & Mcginn, 1997).

Curcio (1989) refere que existem niveis diferentes para a compreensdao dos graficos,
independentemente do seu tipo: ler os dados, ler entre os dados e ler além dos dados. Ao considerar que
existe uma evolucdo para a compreensao dos sujeitos acerca das diferentes formas de representacao,
este autor, mais do que acentuar dicotomias entre a construcdo e a interpretacdo, concebe-a num
continuo. Mais do que valorizar uma, por oposicao a outra, considera-as como um processo hatural de
construcdo e deixa, assim, um espaco essencial para o trabalho a desenvolver com os alunos na sala de
aula.

No primeiro nivel de compreensao, ler os dados, o sujeito limita-se a ler literalmente o grafico, ou
seja, a retirar os factos explicitos, como ler directamente a informacao que encontra na legenda ou nos
eixos. Nesta altura, ndo é feita qualquer interpretacdo, limitando-se o sujeito a responder a questdes
imediatas. Na sala de aula, as tarefas que se limitam a este tipo de actividade apresentam um baixo nivel
cognitivo. No nivel seguinte, ler entre os dados, comeca a desenhar-se alguma interpretacdo do sujeito
quanto aos dados e a forma como sdo integrados no grafico mas, para isso, tem de ser capaz de
comparar quantidades ao mesmo tempo que recorre a outros conceitos e capacidades, que lhe permitem
identificar as relacdes matematicas presentes no grafico. Ao conseguir fazer isto, o sujeito comeca a ser
capaz de fazer inferéncias simples. No ultimo nivel, ler além dos dados, o sujeito infere ou prediz um
determinado resultado ou acontecimento em funcdo de varios conhecimentos e ndo s6 baseado em
alguma informacao presente no grafico. Nesta altura, o sujeito consegue responder a perguntas implicitas
com base em extrapolacdes, previses ou inferéncias com base numa interpretacdo. E este o nivel
desejavel a atingir pelos alunos uma vez que o envolvimento em actividades progressivamente mais
complexas pode reforcar a sua autonomia e auto-estima, além de contribuir para o desenvolvimento de
cidadaos informados, reflexivos e, mais tarde, de consumidores esclarecidos.

Pensar que a evolucdo na compreensdo de um qualquer grafico acontece num continuo entre
uma primeira fase onde o sujeito |& o que esta presente, ou seja, fica num nivel concreto e limitado pelo
que estd visualmente presente num grafico, até uma forma mais evoluida onde retira informacdes
abstractas com base numa analise da informacédo e dos seus conhecimentos anteriores, mostra-nos
como “nunca é cedo demais para envolver as criancas na recolha de dados e na construcdo dos seus
préprios graficos” (Curcio, 1989, p. 6). Mas, para isso, o professor tem de estar atento aos interesses
reais das criancas e ao facto de que, ao mesmo tempo que coloca questdes simples aos alunos, deve
encoraja-los com outras que nao se limitem a uma simples leitura da informacao presente num grafico.
Até que o aluno dé uma resposta, o professor ndo pode determinar qual o seu nivel de compreensao.
Depois, vygotskianamente falando, pode promover a sua progressdo no sentido dos aspectos mais
abstractos, como acontece com a inferéncia. Podemos, entéo, afirmar que, de um modo geral, as tarefas
com graficos desafiam os sujeitos a integrar, aplicar e a transformar aquilo que sabem (Curcio, 1987).

Desde os anos 70, com os trabalhos pioneiros de Tukey (1977), que a andlise exploratdria de
dados tem influenciado a forma como se deve ensinar Estatistica. Os graficos, bem como outros
materiais com suporte representativo, parecem ser uma excelente ajuda para investigar acerca da
informacdo e para comecar a introduzir alguns conceitos estatisticos (Hawkins, Jolliffe & Glickman,
1991). Além disso, com as potencialidades graficas trazidas pelas novas tecnologias, os alunos e os
professores passam a ter uma ferramenta de investigacdo poderosa que lhes permite fazer simulacdes
facilmente, para estudar padrées gerais ou variabilidades individuais.
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Contudo, como referem Padilla, Mckenzie e Shaw Jr. (1986), a pratica comum nos anos de
escolaridade basica ainda continua a ser dedicar mais tempo a trabalhar a construcdo dos graficos, por
oposicao a interpretacdo. Isto acontece tanto nas aulas de Matematica como nas disciplinas de Ciéncias,
onde frequentemente se recorre aos graficos enquanto forma de simplificar uma quantidade de dados ou
para demonstrar uma determinada relacao entre variaveis.

O segundo foco de interesse dos educadores matematicos acerca da compreensao dos graficos
decorre de uma orientacao diferente, onde se considera que compreender os graficos ¢ “uma actividade
fortemente soécio-cultural” (Gerber, Boulton-Lewis & Bruce, 1995, p. 78). Pelo facto de se terem
observado investigadores experientes com dificuldades em ir além dos aspectos coloquiais presentes
num grafico e que, atendendo a sua formacao altamente especializada, ndo podem dever-se a uma falta
de conhecimentos ou a incapacidades generalizadas, foi necessario pensar em explicacdes alternativas
para os desempenhos destes sujeitos (Roth, in press). Simultaneamente, esta nova abertura possibilitou
interpretar os resultados das criancas em idade escolar de uma outra forma.

Assim, os dois conceitos desta teoria que nos podem ajudar a compreender o comportamento de
um sujeito face a um grafico sdo: o de comunidade de pratica e o de transparéncia. O conceito de
comunidade de pratica (Lave & Wenger, 1991), aplicado ao dominio dos graficos, procura traduzir a ideia
de que, pelo facto dos sujeitos viverem num mundo social, onde a informacdo grafica esta presente,
vao-se aproximando dela naturalmente, observando e experimentando. O significado surge a medida que
0 sujeito se vai apropriando de uma determinada pratica, sem motivacdes externas para além do préprio
desempenho, controlando desta forma o seu proprio progresso. Como afirmam Boaler, William e
Zevenbergen (2000) “é s6 através de um processo social de partilha de experiéncias que os sujeitos
ganham um sentido e um significado” (p. 193). E por isso que Nemirovsky, Tierney e Wright (1998)
consideram que compreender o significado de um grafico depende do enriquecimento de um vasto
campo de experiéncias nos mais variados dominios, visual, quinestésico e narrativo, bem como da
adopcao de um conjunto de convencdes matematicas. Simultaneamente, ndo existem dois processos de
construcao idénticos e dois sujeitos ndo trazem para a resolucdo de uma situacdo os mesmos recursos.

O segundo conceito adaptado da teoria sécio-cultural é a metafora de transparéncia, ou ver
através de. O exemplo trazido por Nemirovsky, Tierney e Wright (1998) é o de um aluno que, ao tracar
uma linha numa folha para construir um grafico, diz: “isto ¢ uma linha recta” (p. 167). A ideia que o
aluno espera partilhar ao fazer esta afirmacéo é de que o traco pode ndo estar a ser visto por alguém
como uma linha recta e, por outro lado, esse traco vai ser o objecto da atencao do sujeito e os gestos que
venha a executar relacionam-se com ele.

Para estes autores, a novidade destes dois conceitos na ajuda da compreensado que os sujeitos
vao desenvolvendo acerca dos graficos é que a sua aprendizagem faz parte de um vasto campo de outras
aprendizagens onde agir, falar e fazer gestos sdo essenciais para os alunos inventarem os seus proprios
sistemas de representacdo. Estes sistemas de representacao sdo importantes ndo porque se espera que
venham a dar origem a ideias matematicamente correctas, de uma forma espontanea e automatica, mas
porque estas actividades “podem gerar o contexto significativo que lhes & necessario” (Nemirovsky,
Tierney & Wright, 1998, p. 168).

De acordo com esta perspectiva, para os sujeitos se tornarem competentes em relacdo aos
graficos precisam de participar activamente no desenvolvimento e na manutencdo dessa pratica. Se
aceitamos que “a competéncia linguistica de um aluno beneficia com a sua participacdo em praticas
linguisticas, entdo temos de fazer associacdes semelhantes de praticas matematicas e cientificas” (Roth
& McGinn, 1997, p. 101). Mais do que uma capacidade abstracta partilhada por alguns sujeitos
iluminados, passa a ser uma actividade social partilhada, tal como muitas outras. Quando, na sala de
aula, os graficos sdo produzidos por um esforco colectivo, facilitam a comunicacao entre os alunos e a
partilha de significados. Ao tornarem-se ferramentas quotidianas dos sujeitos, os graficos tornam-se
objectos reais e deixam de ser experiéncias distantes, abstractas e sem sentido. Como refere Roth e
McGinn (1997), “nas salas de aula, tal como nos laboratérios dos cientistas, os graficos podem ser
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ferramentas para construir factos e mediadores, numa relacao reflexiva, das interacgcdes durante as quais
os factos sao produzidos” (p. 100).

Estes autores, ao finalizarem o artigo, deixam uma pergunta em aberto sobre a valorizacdo social
de uma determinada pratica na sala de aula: Como é que uma comunidade escolar apoia e aceita o
espalhar de uma rnova pratica no seu seio? Sem duvida que esta “sera uma questdo a que investigacao
nao pode fugir” (Roth & McGinn, 1997, p. 104) e para a qual ainda ndo encontrou uma resposta
definitiva, mas que comeca a ter algumas sugestoes.

Schliemann (1995) considera necessario converter as actividades que se realizam na sala de aula
em situacOes socialmente valorizadas, pois sd assim se consegue que os conceitos matematicos sejam
de facto ferramentas. “As ferramentas tém de ser compreendidas nos contextos onde sao Uteis.
Compreendemos uma ferramenta essencialmente por aquilo que nos permite fazer com ela” (Disessa et
al.,, 1991, p. 158). A escola, ao fornecer o acesso a uma variedade de situacdes e ferramentas —
podendo ser aqui incluidas as representacoes graficas — possibilita ao sujeito estabelecer uma série de
relacoes entre elas, o que de outra maneira dificilmente conseguiria. E na escola que o sujeito
compreende que os conceitos matematicos fazem parte, nos termos de Vergnaud (1990), de um campo
conceptual.

3. Alguns erros e dificuldades dos alunos na apropriacao dos graficos

Nas sociedades modernas importa, cada vez mais, aos cidadados, fazer previsdes e tomar decisdes
com base numa quantidade vasta de dados. Consequentemente, a forma como estes se organizam e
apresentam no sentido de facilitar as suas escolhas originam a necessidade de os sujeitos terem de
desenvolver “uma capacidade extremamente importante: o sentido critico face ao modo como a
informacdo é apresentada” (Abrantes, Serrazina & Oliveira, 1999, p. 99). A eleicdo de uma ou outra
forma de representacao confere aos graficos, e de um modo geral as representacdes graficas, um poder
imenso pois faciimente induz em erro um leitor mais desprevenido e, é por isso que importa,
simultaneamente, desenvolver competéncias que ajudem os sujeitos a compreender e a interpretar a
informacédo representada graficamente, mas também a estarem atentos a eventuais enganos que os
mesmos possam conter, ou seja, a desenvolverem capacidades de observacéo e de espirito critico.

Apesar do interesse dos investigadores em educacdo Matematica pelo tema dos graficos,
Pereira-Mendoza e Mellor (1990) consideram serem ainda necessarios estudos que “ajudem a
determinar os factores que contribuem para as dificuldades dos alunos em relacdo aos graficos” (p. 151).
Numa revisdo da literatura acerca deste tema, concluem que a capacidade dos alunos em lidar com
graficos aumenta a medida que progridem na sua escolaridade e que, apesar de ndo manifestarem
grandes dificuldades na sua leitura, 0 mesmo ndo acontece quando tém de responder a questdes
relacionadas com a interpretacdo, a construcédo ou fazer previsdes baseadas na informacao presente nos
graficos.

Em Portugal, Ponte (1984) chega a resultados semelhantes. Na sua opinido, um aluno pode
responder a questdes acerca de um grafico baseando-se apenas numa simples leitura sem que contudo
seja capaz de o interpretar ou inferir um determinado resultado com base na informacéao nele presente.
Um outro aspecto citado por este autor, como gerador de dificuldades dos alunos, refere-se as suas
experiéncias prévias, principalmente quando se trata de graficos com caracteristicas mais abstractas. A
relacdo matematica descrita nos graficos, que traduzem uma dependéncia entre as varidveis
independentes e dependentes &, frequentemente, mal compreendida pelos alunos e, para muitos, estes
sao interpretados pictoricamente.

Contudo, algumas investigacdes comecam a encontrar outros resultados, quando os alunos sao
expostos a metodologias de trabalho diferentes. Por exemplo, Ainley (1994) relata uma experiéncia que
envolveu alunos durante algumas semanas, num contexto onde os graficos surgiam naturalmente, a
medida que o proprio trabalho evoluia. No final, quando era pedido aos alunos, com idades entre os 8 e
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os 10 anos, para os interpretarem, verificou que eles nao revelaram as dificuldades encontradas por
outros autores (Padilla, McKenzie & Shaw, 1986). No estudo de Ainley (1994) os alunos foram capazes
de interpolar e extrapolar informacdes com base nos graficos construidos e nao apresentaram
dificuldades em utilizar as escalas dos eixos convenientemente.

Num trabalho mais recente, Ponte (1991) considera que o computador possibilita libertar os
graficos do peso da sua construcdo, ficando por isso em aberto o0 espaco para a sua interpretacdo. As
potencialidades trazidas por esta ferramenta, ao dispor do conhecimento, geram um novo espaco de
didlogo entre os alunos, entre os alunos e o professor e entre os alunos e o proprio saber matematico.
Como refere o autor, o papel do professor deixa de ser como se constrdi um grafico para passar a ser o
que nos diz o grafico e o papel do aluno passa a ser o de explicar o que esta a acontecer para além da
mera leitura dos dados.

Li e Shen (1992), com base nos resultados de um concurso anual realizado em Hong-Kong, desde
1986, e no qual alunos nao universitarios tém de desenvolver um projecto de Estatistica, analisaram as
realizacdes dos diferentes alunos. Neste trabalho ndo sdo apresentados elementos que nos ajudem a
identificar qual a idade precisa dos alunos ou 0s seus anos de escolaridade. Alguma informacao acerca
do papel do professor no decurso dos projectos ou de como o0s projectos eram escolhidos pelos alunos e
como estes os trabalhavam, por exemplo, em grupo, durante uma aula de Matematica também nao ¢
revelada pelos autores. No estudo sao analisados somente alguns problemas trabalhados pelos alunos e
o tipo de desempenhos que manifestaram nos mesmos. Os problemas analisados pelos autores
apresentam todos algum tipo de grafico.

Os resultados encontrados pelos autores apontam para indicadores acerca de como os alunos
compreendem os graficos, quando tém de os utilizar em situacdes reais para apresentar determinados
dados. Uma primeira constatacado feita foi de que, nos anos 80, quando das primeiras competicdes, 0s
alunos apresentavam nos seus projectos os graficos feitos maioritariamente a mao. Presentemente, na
maioria dos projectos, os alunos recorrem ao computador e a um soffware que lhes permite construir
graficos cada vez mais sofisticados. Mas, “ha uma tendéncia para os alunos confiarem demasiado nos
computadores e pensarem menos noutras formas alternativas de apresentacao” (Li & Shen, 1992, p. 3).
Para estes autores, esta confianca pode ser o resultado dos alunos terem um pobre dominio do soffware
ou de partilharem a crenca de que os computadores nunca se enganam.

A andlise realizada por estes autores possibilitou-lhes ainda verificar outros pontos fracos nos
projectos analisados, nomeadamente, no que se refere a construcao dos graficos de barras: “1) omissao
de escalas num ou em ambos 0s eixos, 2) esquecimento do zero, sem o indicar no eixo vertical, 3)
insuficientes divisdes nas escalas, 4) ndo legendar os eixos” (Li & Shen, 1992, p. 4). Neste tipo de
graficos, as questdes que parecem trazer maiores insucessos aos alunos prendem-se com as escalas. De
acordo com os autores, os problemas manifestos pelos alunos podem traduzir algumas dificuldades
conceptuais, como por exemplo que a area das barras tem de ser proporcional as frequéncias. Este tipo
de dificuldades encontra-se muitas vezes mascarado por preocupacdes artisticas presentes nas
realizacdes dos alunos, onde o aspecto visual € muito valorizado (Li & Shen, 1992).

Em Franca, Girard (1996) chama a atencdo para as hesitacdes que os alunos do ensino nédo
superior manifestam quando constroem um grafico de barras e tém de decidir em qual dos eixos tém de
colocar as frequéncias e, ainda, qual o valor relativo de cada uma na totalidade dos dados.

Em Portugal, Porfirio e Gordo (in press) observaram que os alunos apresentam dificuldades em
resumir a informacédo apresentada por meio de graficos ou tabelas, limitando-se mesmo, na maioria dos
casos, a enumerar os dados presentes nestas duas formas de representacdo. Numa outra investigacéo
realizada junto de 49 alunos portugueses, do 7° ano, Carvalho (1996) verificou que sdo nas tarefas com
graficos de barras, comparativamente a tarefas com tabelas, aquelas onde os alunos cometem mais
erros quando lhes é pedido para calcularem as trés medidas de tendéncia central, apesar de também
serem aquelas onde os alunos manifestam um maior grau de adesdo. Como afirma a autora: “a
presenca de graficos na tarefa torna-a mais familiar e sé aparentemente mais facil, pois o aluno tem que
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compreender o seu significado matematico” (p. 171), que ndo se limita aos seus aspectos visuais e
concretos de comparacao.

As dificuldades sentidas pelos alunos quanto a uma outra forma de representacdo grafica, os
pictogramas, sao-nos trazidas por Curcio (1989). Para o autor, quando uma legenda é imposta, deixa de
existir uma relacdo de um para um entre o ideograma e o item que ele simboliza. Assim, a razao entre
cada ideograma e a frequéncia absoluta que ele representa, passa a ter de ser levada em conta para o
interpretar. Este facto pode causar dificuldades aos alunos, uma vez que os ideogramas sao muitas vezes
fraccoes (Curcio, 1989). Mas, por vezes no contexto do problema, um simples pictograma pode ter
envolvidas outras competéncias matematicas, como a nocao de area, a compreensao do que significa
ampliar ou reduzir proporcionalmente uma figura. Um simples pictograma revela-se, assim, numa
situacdo complexa para o aluno pois arrasta consigo todo um campo conceptual vasto.

De entre os graficos estudados pelos alunos durante as aulas de Estatistica, os graficos circulares
revelam-se como sendo dos mais complicados. Curcio (1989) chama a atencao que este tipo de grafico
s6 deve ser introduzido apos terem sido dadas as fraccées. Como refere, “o sucesso na construcdo deste
tipo de representacdes depende da compreensdo que a crianca tem do raciocinio proporcional e da sua
capacidade para utilizar um compasso e especialmente o transferidor” (p. 4). Estes dois factos, e apesar
da sua popularidade junto dos media, fazem com que os graficos circulares sejam, entre os graficos
tradicionais, os mais dificeis de os alunos compreenderem e construirem (Curcio, 1989). Em relacéo a
este tipo de graficos, segundo este autor, assiste-se a uma situacdo paradoxal: por um lado, verifica-se
alguma pressdo da comunidade dos educadores matematicos e estatisticos para que a sua
aprendizagem deixe de ser tdo enfatizada nas salas de aula; mas, por outro lado, a sua proliferacéo junto
da comunicacao social faz com que devam permanecer no curriculo.

A nocao de angulo e a sua medicdo sao igualmente apontados por Girard (1996) como sendo
duas nog¢des que o0s alunos no ensino basico podem ainda néo ter adquirido completamente, e este facto
dificulta a sua compreensao dos graficos circulares. A passagem de frequéncias a angulos e de angulos a
percentagens e a relacdo entre estas e a totalidade da amostra é igualmente sentida como problematica
para o autor.

Li e Shen (1992), no estudo ja referido, verificaram ser frequente os alunos construirem os
sectores de um grafico circular sem atender a proporcdo entre a sua area e a percentagem que ela
representa, aparecendo ainda alguns sectores com duas percentagens diferentes. No mesmo estudo,
estes dois autores constataram que, na maioria dos projectos, os alunos se limitavam a apresentar
graficamente a informacéao, as explicacdes acerca da mesma era escassa ou nao estava presente. Como
referem, “os alunos pareciam ndo se lembrar que uma simples estatistica, como as medidas de
tendéncia central, € uma forma eficaz para revelar factos e inferir informacdes que estdo além dos dados
mais imediatos” (p. 5). Nos seus projectos, as interpretacdes e analises que faziam sobre os mesmos
eram, na maioria dos casos, uma simples descricdo e eram poucos, de acordo com os autores, 0s que
conseguiam ir além do sugerido pelas representacdes graficas. Para os autores, podem ser apontadas
algumas explicacdes para este facto, como o fraco dominio linguistico dos sujeitos mas, principalmente,
as explicacdes devem ser procuradas na compreensao que os alunos tém dos conceitos estatisticos e,
quando estdo presentes representacdes graficas, na sua leitura, construcao e interpretacao.

Um tipo diferente de estudo foi realizado por Reading e Pegg (1996), onde os autores estavam
interessados em compreender como alunos entre os 7 € 0os 12 anos resumiam um conjunto de dados
para a forma de uma tabela ou de um grafico. No final da sua investigacéo, os autores verificaram que os
alunos iam evoluindo a medida que progrediam na sua escolaridade no que se refere a conseguir resumir
os dados presentes numa tabela com base numa medida de tendéncia central, mas o0 mesmo nao se
verificou quando os dados eram apresentados na forma de grafico. Para os autores, esta dificuldade esta
mais associada a uma dificuldade em compreender o grafico do que em compreender os parametros
estatisticos.
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Inclusivamente, quando os autores pediram aos alunos para justificarem as suas respostas acerca
das razoes tidas para escolherem o parametro que resumia melhor aqueles dados, estes mostraram ter
mais dificuldades na presenca de graficos.

Ao reflectirmos acerca das dificuldades encontradas pelos alunos quando se confrontam com uma
representacao grafica verificamos que tal como afirma Girard (1996),

existe uma hipdtese implicita de que os graficos, circulares ou de barras, ndo levantem
outros problemas além dos da proporcionalidade e que por isso 0 momento [de trabalhar
os graficos estatisticos nas aulas de Matematica] € mais uma oportunidade para a trabalhar
nas percentagens, nas escalas e na regra de trés simples. (p. 6)

Contudo, na opinidao do autor, se bem que este momento seja uma boa oportunidade para
trabalhar a proporcionalidade, também o deve ser para trabalhar conteudos de Estatistica, como a
definicdo das variaveis ou a recolha de dados, ndo esquecendo os contelidos relacionados com os
préprios graficos, como a vantagem de escolher um ou outro tipo, a op¢éo por uma tabela ou um gréafico,
a percepcéo da realidade permitida em cada um dos tipos de grafico (Girard, 1996).

Em Portugal, Carvalho (2001, 2004) verificou que alunos do 7.° ano de escolaridade durante a
realizacdo de tarefas estatisticas onde nado era indicado explicitamente a utilizacdo de graficos
privilegiavam esta forma de apresentacdo de resultados por estes serem visualmente mais imediatos,
como a autora ilustra com o seguinte exemplo. A concepcao partilhada por estes dois alunos, que
trabalhavam a pares, é reveladora de um conhecimento social associado aos graficos. Esta forma de
representacdo grafica facilita a leitura e comunicacdo de dados, o que permite evidenciar a ideia de
alguns autores acerca da transparéncia dos graficos (Ainley, 1995, 2000).

(...)

32. T.: Agora ja temos o que as pessoas nos disseram, fazemos como, um grafico, uma
tabela...

33. J.: Fica melhor no gréfico, fica mais visual.

34.7T.: Tens razdo vé-se bem.

35. J.: Queres fazer ou faco el (...)

No entanto, esta facilidade & meramente aparente como podemos ver num outro exemplo
apresentado pela mesma autora (ver figura 1).

1. A seguinte noticia apareceu numa revista de automoveis.

“Ao longo do ano de 1991 venderam-se em Portugal 192556 automoéveis
enquanto que no ano de 1990 venderam-se 213287. As cinco marcas mais
vendidas foram: Citroen 15899 (15400); Fiat 26572 (29496); Opel 22659
(28518); Peugeot 14319 (14863); Renault 40909 (47648).

Entre paréntesis encontram-se os valores correspondentes a 1990.”

1.1 Escolhe 6utra maneira de apresentares estes resultados de modo a
facilitar a leitura da noticia anterior.
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Figura 1. Texto escrito por um aluno para comparar as duas distribuicoes.

Esta tarefa permitiu aos alunos apresentarem diferentes tipos de estratégias de resolucdo, mas em
qualquer uma delas constatamos que a utilizacao de graficos pelos alunos, mesmo quando ficamos pela
mera construcao, ja traz dificuldades como acontece quando a ordem de grandeza dos numeros que 0s
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alunos tém de utilizar foge ao que normalmente utilizam na sala de aula. Os alunos que recorreram aos
graficos como uma forma possivel de tornar a leitura da informacao mais simples confrontaram-se com a
grandeza dos nuimeros e com o facto de terem duas distribuicées: uma situacdo pouco usual na sala de
aula de matematica durante a unidade de Estatistica. Este facto fez com que as dificuldades sentidas
habitualmente com as escalas, se manifestem, nomeadamente, para encontrar um intervalo que
permitisse abranger todos os dados da distribuicdo. Os alunos que ndo o conseguiam descobrir, tendiam
a abandonar esta resolucao, optando, na maioria das vezes, por reescrever um texto, como acontece no

exemplo apresentado anteriormente, ou por construir dois graficos como acontece no exemplo que se
segue (ver figura 2).
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Figura 2. Graficos construidos por um aluno para comparar as duas distribuicoes.

Neste exemplo constatamos que a existéncia, na mesma pergunta, de dois conjuntos de dados
(referentes aos dois anos de vendas de automdveis) fez com que os alunos tendessem a preferir construir
dois graficos, provavelmente, porque a conjugacdo dos dados referentes aos dois anos de vendas de
automoveis no mesmo grafico, se afigurava mais complexa. Uma forma encontrada pelos alunos num
outro exemplo pode ser considerada uma situacdo intermédia. Neste proximo exemplo, os alunos

procuraram encontrar uma solucao para a grandeza dos dados e para o facto de terem duas distribuicdes
diferentes (ver figura 3).
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Figura 3. Grafico construido por um aluno para comparar as duas distribuicoes.
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Numa outra tarefa (Carvalho, 2001), os alunos em pares tinham resolver a seguinte tarefa (ver

figura 4).
1. Nao se devem fazer guerras por muitos motivos. Iimagina que queres
fazer um trabalho para conhecer melhor as razdes porque se deven,

acabar com as guerras e depois queres apresentar esses resultados.
Como fazias? Porqué? ‘
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Figura 4. Tabela e grafico construidos por um par de alunos para representar uma
distribuicao.

Quando analisamos a interaccdo que acompanha a resolucao dos alunos deparamo-nos com a
dificuldade que para muitos representam os graficos circulares.

(...)

62. T.: Os graus é dividir os Fi pelos 360 graus.

63. J.: £ melhor fazer o gréfico de barras, o circular é pior. Temos que fazer com o “coiso”
[Transferidor].

64. T.: Sim tens razdo, é mais dificil gue o de barras. (...)

Os alunos que optaram por esta resolucdo escolheram uma amostra composta por 100
elementos, o que lhe permitiria calcular imediatamente as percentagens, pois estas sdo iguais as
frequéncias absolutas. No entanto, optam por construir uma tabela onde indicam todos os calculos que
tem de realizar para encontrar quer as frequéncias relativas quer as percentagens, assim como a medida
dos angulos, que abandonam quando decidem optar pelo grafico de barras. Esta situacao sugere-nos
uma preocupacdo dos alunos em mostrar que dominam os conhecimentos estatisticos apropriados nas
aulas, fruto do contrato didactico habitual, mas também revela que a manipulacdo do transferidor
associada a construcdo dos graficos circulares ndo é pacifica para alguns alunos do 7.° ano. A
preferéncia por desenhar graficos de barras alerta-nos para a dificuldade que os alunos sentem em
relacdo a medicdo dos angulos nos graficos circulares (Curcio, 1987). Caso bem claro no ultimo exemplo
gue iremos analisar de um aluno que realiza uma outra tarefa individualmente (Carvalho, 2001).
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Neste caso, o aluno nao apresenta dificuldades na aplicacao da regra de trés simples, uma vez
que efectuou correctamente os calculos necessarios para encontrar os valores dos angulos. Porém, a
utilizacao do transferidor ndo parece ser uma tarefa simples para este aluno, principalmente, quando tem
de tracar os restantes angulos, como constatamos quando observamos que o uUnico angulo que esta
correctamente assinalado é o primeiro a ser tracado no circulo. Neste exemplo, verificamos que, para o
aluno, a necessidade de elaborar uma legenda nao é fundamental, ou seja, € mais importante embelezar
o grafico do que comunicar uma informacdo que, supostamente, deveria transmitir com o grafico que
elabora. Assistimos, ainda, que tal como acontecia com os exemplos anteriores, a dificuldade dos alunos
nao parece residir nos aspectos relacionados com os calculos (ver figura 4).

= O Paulo elaborou um inquérito sobre "0 que mais gosto de ver na televisio™

acs mpazes do 7° ano da sua escola ¢ obteve 125 respostas distribuidas da
seguinle mancir:

Desporto 60
Filmes 35
Programas juvenis 15
Teledizscos 15

Faz um grifico circular que represente os resultados obtidos pelo Paulo,
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Figura 4. Gréafico circular construido por um aluno.

Nas sociedades actuais, as representacdes graficas tornaram-se de tal forma naturais que, como
afirma Vergnaud (1987), “ndo nos ¢ facil imaginar as dificuldades sentidas pelas criancas quando na
presenca de uma situacdo com um sistema simbolico tdo presente” (p. 836). Como vimos, quando um
sujeito esta face a uma tarefa que deve resolver e na qual esta uma representacdo grafica e tem de
mobilizar varios conceitos e competéncias de natureza diferente, ¢, pois, natural que cometa erros e
tenha dificuldades. Como afirmam Abrantes, Serrazina e Oliveira (1999): “quando se pensa em termos
de aprendizagem, cometer erros ou dizer as coisas de modo imperfeito ndo € um mal a evitar, é algo
inerente ao proprio processo de aprendizagem” (p. 27). Talvez por isso deva ser valorizado, ndo no
sentido de um elo perdido na vasta cadeia do processo de apreensao de um significado, mas como um
elo, que por um qualquer motivo, que convém saber, sofreu uma mutacao.

4, Desafios ao professor... para terminar

Concordamos com Monteiro e Ainley (2003) quando afirmam que o professor desempenha um
papel fundamental no desenvolvimento de competéncias relacionadas com graficos ja que estas nao
surgem espontaneamente. Os alunos confrontam-se com graficos no seu dia-a-dia, mas isso néo significa
que sejam cidadaos esclarecidos quando tém de tomar decisdes baseadas em graficos ou que
interpretem um acontecimento social ou fisico de forma critica. Ao professor cabe a tarefa de ajudar os
alunos a questionar o proprio grafico, a orientarem a sua atencdo para certos aspectos e a
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desencorajarem outros, isto €, a negociarem um significado do proprio grafico e o que representa
conceptualmente.

Construir um grafico, interpretar a informacdo que contém ou inferir relacdes para além do que é
imediato constatar por uma simples leitura &€ um processo que exige tempo, envolvimento em diferentes
tipos de actividades onde os graficos estejam presentes, e por isso os graficos construidos e analisados
com os alunos tém de ter um significado claro para eles. Por outras palavras, ao professor cabe um papel
fundamental de preparacao de actividades onde os aspectos relevantes, quer de um ponto de vista
conceptual onde se estudam as relacbes matematicas quer de um ponto de vista estatistico onde se
retiram analises dos dados presentes, sejam discutidos de uma forma critica. Nesta analise nao deve ser
descuidada a forma como os dados sao recolhidos, tratados, apresentados ou mesmo a possibilidade de
ser necessario, ou ndo, gerar mais dados ou outras informacdes Uteis a situacao que se esta a estudar.

Contudo, na maioria das situacdes de sala aula do ensino basico quando se trabalha com graficos
fica-se limitado ao desenvolvimento de competéncias relacionadas com a marcacao de eixos, de pontos
ou de escalas. Enfatiza-se a construcdo mecanica, muitas vezes mesmo quando se trabalha com software
educativo nas aulas de Estatistica, onde a leitura e descricdo de dados esta bastante presente mas onde
a extrapolacédo de dados fica, frequentemente, esquecida. Neste tltimo caso, esta necessidade acontece
sempre que se estdo a estudar situacdes com dados reais que obrigam os alunos a olhar criticamente
um grafico e os dados envolvidos.

A escolha de actividades pelo professor e 0 modo como os alunos se envolvem na sua resolucao é
determinante para a qualidade dos seus desempenhos e para as atitudes que lhes estdo associadas. A
atribuicao de significado ¢ essencial para a resolucao de uma tarefa matematica ou estatistica e para que
haja apropriacdo de conhecimento. Para que essa atribuicdo de significado aconteca, os alunos
necessitam de descontextualizar e recontextualizar o saber para que este passe de exterior e social para
interior e pessoal. Desta forma, cria-se a oportunidade do aluno atingir niveis de significado dos conceitos,
gradualmente mais ricos, promovendo-se o seu sucesso escolar e melhorando-se a sua literacia
estatistica. Por isso, no que se refere a Estatistica, as actividades a desenvolver com os alunos deveriam
privilegiar a planificacdo e a realizacdo de investigacdes estatisticas e ndo apenas exercicios de aplicacao
de algoritmos ou de procedimentos. O recurso as novas tecnologias permite libertar os alunos de tarefas
rotineiras deixando-lhes mais tempo para explorar, visualizar e interagir.

As actividades propostas e negociadas com os alunos devem acontecer preferencialmente num
contexto de trabalho colaborativo, onde os alunos tém de produzir uma resposta, de apresentar os passos
dados e explicar a origem dos mesmos e ainda como lhe permitiram chegar a essa resolucdo. Sé assim
os alunos chegam a niveis de conceptualizacdo cada vez mais elaborados, atingindo-se desta forma os
objectos cientificos que integram o corpo de conhecimentos que pretendemos que os alunos apreendam.

Na sociedade actual onde a informacdo presente nos graficos é muitas vezes utilizada para
distorcer ou valorizar um determinado argumento € necessario promover nos alunos capacidades
geradoras de analises criticas dos graficos que constroem ou analisam, dos dados presentes ou dos que
S0 necessarios. Porém para isso acontecer, os graficos que surgem em contexto real podem ser os mais
enriquecedores para 0s alunos ja que vao além de uma analise imediata ou de um contexto escolar.

A utilizacdo de graficos publicados nos meios de comunicacdo social, ou com uma outra origem,
sdo uma fonte rica e motivadora para os alunos e professores, mas a utilizacdo de materiais do dia-a-dia
na sala de aula representa um desafio para o professor. Como lembram Monteiro e Ainley (2003), essa
utilizacdo obriga a uma recontextualizacdo para um contexto diferente do previsto inicialmente, ou seja, o
professor tem de adaptar esse material para a situacado de aprendizagem que quer implementar com o0s
seus alunos na sala de aula. O professor tem assim um papel fundamental tanto na planificacdo das
actividades como na sua conducao ao envolver 0s alunos no trabalho que se esta a realizar e em manter
0 seu interesse pelas questdes esclarecedoras e estimulantes que realiza durante todo o desenvolvimento
da actividade.
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Resumen. En este trabajo analizamos los informes realizados por una muestra de 101
futuros profesores de educacion primaria en un proyecto de analisis de datos. Estudiamos
los graficos producidos, estadisticos calculados y su interpretacion en la obtencion de
conclusiones sobre el proyecto. Concluimos que el concepto de distribucion no es
comprendido en profundidad por una parte importante de los futuros profesores.

1. Introduccion

La ensefanza de la estadistica debe desarrollar la capacidad de leer, analizar, y hacer inferencias
a partir de distribuciones de datos (Shaughnessy, 2007), pero este es un objeto matematico complejo
que involucra las ideas de dato, variable estadistica, valor, frecuencias, promedio, dispersion y forma.
Todos estos conceptos se incluyen en el nuevo Decreto de Ensefianzas Minimas para la Educacion
Primaria en Espafia (MEC, 2006) donde la estadistica se estudia desde el primer ciclo (nifios de 6y 7
afos). Sera importante, por tanto, asegurar la comprension adecuada de la idea de distribuciéon y
conceptos relacionados por los profesores que tienen que ensefiar este tema.

En este trabajo evaluamos la comprensién de un grupo de futuros profesores de Educacion
Primaria esparioles sobre algunos objetos matematicos basicos que subyacen en la idea de distribucion,
en particular sobre los graficos estadisticos, medidas de posicién central y dispersion. La evaluacion se
realiza a partir de sus producciones escritas en un proyecto abierto de analisis de datos en el que deben
comparar pares de distribuciones. Se elige esta opcion para la evaluacion debido a que el trabajo con
proyectos es recomendado en los Decretos curriculares espafoles para trabajar en estadistica con los
alumnos de Educacion Primaria.

2. Comprension de la idea de distribucion

Uno de los tipos de analisis estadisticos mas frecuentes es la comparacion de dos distribuciones
(bien de la misma variable estadistica en dos conjuntos de datos o de dos variables estadisticas en el
mismo conjunto de datos). Por ello, algunos autores han tratado de ver como los estudiantes razonan al
realizar esta tarea.

Un ejemplo lo tenemos en los resultados obtenidos por Konold, Pollatsek, Well y Gagnon (1997) al
tratar de analizar las barreras criticas en el aprendizaje de la estadistica. A pesar de que la comparacion
de distribuciones, formalmente, se lleva a cabo a partir de las medidas de posicion central y dispersion de
las variables, Konold y sus colaboradores sugieren que algunos estudiantes ni siquiera usan
intuitivamente la media para comparar dos conjuntos de datos. En lugar de ello se centran en las
frecuencias absolutas y no en las relativas, al comparar dos conjuntos de datos, incluso cuando las
muestras eran de tamafo muy diferentes. Una explicacién es que algunos estudiantes no ven el dato
como un valor de una variable, sino consideran sélo datos aislados. Como consecuencia no ven los
resimenes estadisticos (como media o rango) como propiedades de la distribucion (Bakker y
Gravemeijer, 2004).
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Shaughnessy y Ciancetta (2002) estudian el razonamiento de los estudiantes al comparar
distribuciones de datos. En algunos casos, s6lo consideran las medidas de posicion central, y son
incapaces de pasar de ellas a la distribucion. Al pedir a los estudiantes que escriban una distribucion con
un valor dado de la media o mediana, los estudiantes se limitan a repetir valores muy similares o
equidistantes de la medida de posicién central.

Otro requisito para comprender la distribucion es la idea de variabilidad, que esta siempre
presente en los datos y tiene multiples significados en estadistica (Reading y Shaughnessy, 2004), entre
otros los siguientes: variabilidad de resultados posibles en un experimento aleatorio; variabilidad en los
datos recogidos; variabilidad en una variable aleatoria; variabilidad en las muestras o la distribucion
muestral. Es por ello importante que los estudiantes perciban la variabilidad y manejen modelos que
permitan controlarla y predecirla.

Batanero, Estepa y Godino (1997) estudian la forma en que los estudiantes comparan dos
distribuciones. Como estrategias correctas encuentran el comparar las medias o el reducir el conjunto de
datos a una sola variable, restando los valores correspondientes, en el caso de muestras relacionadas y
comparar luego la media con cero. También encuentran estrategias incorrectas como comparar valores
aislados en las dos distribuciones.

En una serie de trabajos, Watson y colaboradores clasifican las estrategias de los estudiantes al
comparar distribuciones (Watson y Moritz, 1999; Watson, 2001) de acuerdo al modelo jerarquico SOLO,
definiendo niveles de comprensién. En el primer nivel de la jerarquia descrita por la autora, los
estudiantes son capaces de comparar conjuntos de igual tamafio, mientras que en el segundo se
comparan conjuntos de datos de diferente tamafio. Las estrategias de los estudiantes incluyen
razonamiento proporcional y comparacion de las graficas y de las medidas de posicion central de los dos
grupos.

Shaughnessy (2007) indica que muchos de los errores descritos en las investigaciones sobre
comprensiéon de graficos enmascaran otros relacionados con la comprension de la distribucion. Estas
investigaciones se han centrado preferentemente en dos puntos:

—Describir errores en la construccion de graficos por parte de los estudiantes. Algunos de estos
errores son: confusién de los ejes en el grafico, representacion incorrecta de los intervalos en un
histograma de frecuencias, representar variables no relacionadas en una misma grafica o usar
un grafico no adecuado para los datos representados.

—Definir niveles jerarquicos en la lectura e interpretacion de graficos. Por ejemplo Friel, Curcio y
Bright (2001 diferencian entre “leer entre los datos” (lectura literal del grafico sin interpretar la
informacion contenida en el mismo), “leer dentro de los datos” (interpretacion e integracion de
los datos en el grafico), “leer mas alla de los datos” (predicciones e inferencias a partir de los
datos sobre informaciones que no se reflejan directamente en el grafico) y “leer detras de los
datos” (valorar criticamente el método de recogida de datos su validez y fiabilidad).

En lo que sigue tratamos de complementar las anteriores investigaciones centrandonos en futuros
profesores, un colectivo cuya comprension de la distribucién no ha sido analizada en profundidad.
Evaluamos esta comprension a partir de un proyecto abierto, tarea que no ha sido usada en las
investigaciones anteriores. Mas en concreto, la comprension de la distribucion se evalua a partir de los
graficos que elaboran sobre la misma, los estadisticos (medidas de posicion central y dispersion) que
calculan y la interpretacion de estos elementos en relacion a la pregunta planteada.

3. El Estudio
La actividad de la cual se tomaron los datos era una de las practicas de un curso de Didactica de

la Matematica para futuros profesores de Educacién Primaria de la Universidad de Granada y se
dedicaron a ella dos sesiones de clase, de dos horas de duracién cada una. En la primera sesion se
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propuso a los futuros profesores la realizacién de un proyecto en el que ellos mismos tomaron los datos
necesarios.

El proyecto se llama “Comprueba tus intuiciones sobre el azar” y forma parte de una unidad
didactica disefiada para introducir los temas sobre “tratamiento de la informacion, azar y probabilidad”
en la formacion de maestros (Godino, Batanero, Roa y Wilhelmi, 2008). Fines complementarios de la
actividad fueron: a) mostrar la utilidad de la estadistica para probar conjeturas; b) comprobar que las
intuiciones sobre el azar a veces son engafnosas. La secuencia de actividades es como sigue:

1. Presentacion del proyecto, instrucciones iniciales y discusion colectiva. Se comenzo la sesion con
una discusion sobre las intuiciones y se propuso a los futuros profesores llevar a cabo un
experimento para decidir si la clase en conjunto tenia o no buenas intuiciones sobre el azar. El
experimento consiste en inventar una secuencia de 20 lanzamientos de una moneda equilibrada
(sin lanzarla realmente) y comparar con 20 lanzamientos reales de la moneda.

2. Experimentos individuales y recogida de datos. Los futuros profesores realizaron individualmente el
experimento inventando una secuencia de 20 lanzamientos (secuencia simulada) y anotaron los
resultados en una hoja de registro, escribiendo C para cara y + para cruz. A continuacion lanzaron
realmente la moneda anotando los resultados en la segunda parte de la hoja (secuencia real).

3.Discusion y actividades de la clase. Finalizado el experimento, se comenzd la discusion sobre
como comparar los resultados de la clase en las secuencias reales y simuladas. Entre otras
variables, algunos estudiantes sugirieron comparar el numero de caras, nimero de rachas y
longitud de la racha mas larga en las dos secuencias.

4 Al acabar la clase el profesor proporciono a los estudiantes una hoja de datos que contenia para
cada alumno los valores de estas variables (101 estudiantes y 3 pares de variables; numero de
caras, numero de rachas y longitud de la racha mas larga en las secuencias real y simulada). Pidio
que analizasen los datos individualmente, y produjeran un informe escrito en que justificasen si la
clase en su conjunto tenia 0 no buenas intuiciones sobre el azar, en base al analisis de los datos.
Los estudiantes tuvieron libertad para elegir los graficos o resumenes estadisticos que
considerasen convenientes o bien usar ordenadores.

A la semana siguiente se recogieron y analizaron las producciones de los estudiantes,
centrandonos en los graficos construidos, los resumenes estadisticos calculados, la interpretacion y
conclusiones sobre la pregunta planteada.

4. Representacion Grafica de la Distribucion

En primer lugar se analizaron los gréficos realizados por los estudiantes para representar la
distribucion de las diferentes variables estadisticas que intervienen en el proyecto.

Cuando los alumnos construyen un grafico para todas o parte de las distribuciones contenidas en
el fichero de datos, realizan una serie de acciones y emplean varios conceptos y propiedades que varian
en los diferentes graficos. En consecuencia, los graficos producidos no son representaciones equivalentes
de un concepto subyacente (la distribucion de datos obtenida) sino configuraciones diferenciadas de
objetos relacionados e interactuando con dicha distribucion (Godino, Batanero y Font, 2007). En lo que
sigue describimos los niveles de complejidad de los graficos. De la muestra de los 101 estudiantes, 88
produjeron algln tipo de grafico. Solo tenemos en cuenta estos estudiantes en las tablas de frecuencia
que se presentan en esta seccion.

Cl1. Alumnos que producen una grafica donde sdlo representa los resultados de su experimento
individual. Algunos alumnos producen una grafica para representar los datos obtenidos en su
experimento particular, sin considerar los datos de sus compafieros, al ho haber comprendido el sentido
del experimento. Estos estudiantes tratan de resolver la pregunta para su caso particular (si él mismo
tiene una buena intuicion), no habiendo comprendido el propodsito del proyecto o no siendo capaces de
realizar un analisis global de los datos. Generalmente manifiestan una intuicién errénea sobre la
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aleatoriedad, suponiendo que una buena intuicion implicaria que su secuencia simulada fuese idéntica en
alguna caracteristica a su secuencia real. En general tratan de ver si sus resultados particulares en las
dos secuencias han estado igualados. Aunque la impredecibilidad es una diferencia esencial entre
experimentos aleatorios y deterministas, estos estudiantes tratan de predecir el resultado o al menos
predecir una parte de los resultados de la secuencia aleatoria. Este fendmeno, denominado /usion de
control fue observado originalmente de Langer (1975) en diferentes tipos de juegos de azar, por ejemplo
la loteria, donde observd en los sujetos una creencia ilusoria sobre su capacidad para influir en el
resultado.

C2. Alumnos que representan los datos de toda la clase, sin llegar a la distribucion de frecuencias.
Son los estudiantes que no llegan a agrupar los valores similares del numero de caras, rachas o la
longitud de la racha mayor obtenidos en las secuencias reales o simuladas del total de alumnos en la
clase, para formar la distribucion de frecuencias. En lugar de ello, representan el valor (o valores)
obtenidos para cada alumno dentro del grafico en el orden en que los datos fueron obtenidos, que es un
orden arbitrario. Aunque emplean las variables estadisticas, estos estudiantes no calculan las frecuencias
asociadas a cada valor. Por tanto no emplean la idea de distribucién de frecuencias de la variable.

C3. Producen gréficos separados para las distribuciones de las distintas variables. Son alumnos
que forman tablas de frecuencias para las variables y a partir de ellas producen los distintos graficos o
representan directamente un grafico de cada uno de los valores diferentes de la variable con sus
frecuencias (para las 6 variables). En este nivel el alumno pasa del conjunto de datos a la variable
estadistica y su distribucién de frecuencias. El usar para cada par de variables dos graficos dificulta a
veces la comparacion, sobre todo en caso de no usar la misma escala de representacion en los dos
graficos.

C4. Produce para cada par de variables un gréfico conjunto de las dos distribuciones. El alumno
ha llegado a formar las distribuciones de las variables y las distribuciones de cada par de variables (por
ejemplo para el numero de caras en las secuencias real y simulada) las representa conjuntamente en el
mismo grafico, lo cual facilitara la comparacion de las distribuciones. Cada grafico de este nivel tiene
también mayor complejidad al representar conjuntamente las distribuciones de dos variables estadisticas.

En la Tabla 1 presentamos la distribucion de alumnos en funcion del nivel de grafico. Del total de
101 alumnos, 88 (87,1%) producen algun tipo de grafico para analizar sus datos, incluso cuando las
instrucciones de la tarea no los requerian. Este alto porcentaje indica la necesidad sentida de los
estudiantes de producir un grafico y llegar, mediante un proceso de transnumeracion a un conocimiento
no disponible en los datos brutos.

Tabla 1 — Clasificacion de estudiantes, segun nivel de complejidad semidtica

Nivel de complejidad Frecuencia (%)
C1. Representa solo sus datos 2
C2. Representa resultados individuales 15
C3. Graficos separados para cada muestra 46
C4. Graficos conjuntos 25
Total 88

La mayoria de los que elaboran graficos (52,2%), los producen separados para cada variable (nivel
3), el 28,4% de los estudiantes trabajan al nivel 4 y producen un solo grafico para cada par de variable de
las 6 variables en estudio. Son pocos los estudiantes que analizan sélo sus propios datos (nivel 1) y so6lo
17% estudian los valores obtenidos por cada estudiante caso a caso sin llegar a formar la distribucion. En
consecuencia, el concepto de distribucion, al menos a nivel intuitivo, parece ser adquirido y utilizado por
los estudiantes para resolver la tarea propuesta.
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Errores en los graficos

Los alumnos tienen dificultades en la construccion de los graficos. En el ejemplo que
reproducimos en la Figura 1, ejemplo perteneciente al nivel de complejidad C3, podemos observar, por
un lado, que las barras del diagrama no estan centradas en los valores del eje X (longitud de la racha
mayor). Por otro lado, las escala del eje Y no es homogénea; finalmente faltan en el grafico el titulo y no
se indica la variable representada en el eje X.

3

'{.Ex.

Figura 1 — Ejemplo de grafico con errores en escalas

Algunos estudiantes representan variables no relacionadas sobre una misma grafica; lo que indica
que no comprenden el proposito de una grafica conjunta ni discriminan las situaciones en que dos
variables estadisticas son o no comparables. Un ejemplo lo tenemos en la Figura 2 en que el estudiante
representa conjuntamente el nimero de caras, numero de rachas y longitud de la racha mas larga en
tres poligonos de frecuencias representados sobre la misma grafica. Por otro lado, los poligonos estan
incompletos al no unir los extremos con el eje de ordenadas. Unos pocos estudiantes intercambian los
ejes en las graficas, representando las frecuencias en el eje X y los valores de la variable en el eje Y,
confundiendo la variable dependiente e independiente en la distribucién de frecuencias de la variable
estadistica mostrando un error similar al descrito por Ruiz (2006) en un estudio sobre comprensioén de la
variable aleatoria.

Figura 2 — Ejemplo de graficos con variables no comparables
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En la tabla 2 presentamos a los estudiantes clasificados segun el nivel mas alto al que llegan al
construir el grafico y segun la correccion de los graficos presentados. Vemos que la cuarta parte de los
que produce graficos, hacen errores de importancia (graficos incorrectos) como representar variables no
comparables, representar los productos de valores por frecuencia, o intercambiar frecuencias y valores de
las variables en los ejes.

Otra cuarta parte tiene errores de menor importancia (grafico parcialmente correcto): errores en
las escalas, etiquetas o ejes, no usan la misma escala en los dos graficos o bien no usan el mismo
grafico en las dos muestras dificultandose la comparacion, no centran el intervalo en los histogramas, no
hay coincidencia de los valores representados con la escala utilizada o no incluyen etiquetas. Por ejemplo,
en la figura 3 mostramos un grafico conjunto de las distribuciones del nimero de caras en las secuencias
real y simulada, que es casi correcto, pero usa diferente grafico (histograma y poligono de frecuencia)
para el nimero de caras en las dos secuencias. Por otro lado, el poligono de frecuencias esta incompleto
al no unir los extremos al eje de ordenadas, error sefialado en la investigacion de Espinel (2007) con
futuros profesores. Consideramos estos graficos parcialmente correctos.

Tabla 2 — Clasificacion de estudiantes, segun nivel de complejidad y correccion de los

graficos
Correccion del Gréafico
. N . - Total en
Nivel de complejidad semiética Parcialmente :
Correcto Incorrecto €l nivel
Correcto
C1. Representa solo sus datos 1 1 2
C2. Representa resultados individuales 10 1 4 15
C3. Graficos separados para cada muestra 15 17 14 46
C4. Graficos conjuntos 14 6 5 25
Total 40 24 24 88
- "

1
1
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B

Figura 3 — Grafico parcialmente correcto
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Interpretacion de los gréficos

En la Tabla 3 clasificamos los estudiantes, segun nivel del grafico e interpretacién que hacen del
mismo, donde una cuarta parte se limita a producir el grafico sin llegar a interpretarlo o bien da una
interpretacion errénea. Aunque leen elementos aislados del grafico (dominan la extraccién de datos), no
llegan al nivel de extraccion de tendencias o andlisis de la estructura (Bertin, 1967) en su lectura de
graficos.

Tabla 3. Clasificacion de estudiantes, segun nivel de complejidad semiética e
interpretacion de los graficos

Interpretacion del grafico

, e . Total en

Categorias de gréfico construido Parcialmente  Incorrecto o no .
Correcto : el nivel
Correcto interpreta

C1. Representa solo sus datos 1 1 2
.CZ.. Representa resultados 1 10 1 15
individuales
C3. Graficos separados para 15 15 16 16
cada muestra
C4. Graficos conjuntos 9 11 5 25
Total 29 37 22 88

Estos errores o falta de interpretacion se producen, sobre todo, en los graficos de nivel 3y 4 pues
la menor complejidad semidtica de los graficos de nivel 1 y 2 hace que estos sean mas sencillos de
interpretar para los estudiantes.

En el siguiente ejemplo de interpretacion incorrecta (en un grafico de nivel 3), el estudiante
muestra un lenguaje poco preciso al hablar de “frecuencia absoluta que mas se repite” para referirse a la
maxima frecuencia absoluta. Vemos también que el estudiante esta comparando tres variables al mismo
tiempo, aunque habia representado cada una de las variables por separado en un diagrama de barras. Es
decir, aparece un conflicto en la idea de moda, pues ella estd buscando la moda (valor de mas
frecuencia) en el conjunto de las tres variables y no en cada variable por separado:

En el caso de las gréficas he optado por realizar un diagrama de barras en el cual se puede
observar que una secuencia simulada la frecuencia absoluta que mds se repite se
encuentra en la tabla de racha mayor, siendo el valor 3 y la frecuencia 26. (Alumno SL)

En otros casos la interpretacion erronea se debe a errores conceptuales, como en el siguiente
caso donde aparece un error respecto a la dependencia funcional lineal:

Todos los gréficos presentan una dependencia funcional lineal de - a + o viceversa, segun
las circunstancias. (Alumno PF)

Un 42% de los estudiantes hacen una interpretacion parcialmente correcta de los graficos,
analizando tan sélo la tendencia sin tener en cuenta la variabilidad o bien al contrario, comparando sélo
los rangos de variacion, sin tener en cuenta las tendencias. La mayor proporcién relativa de los que
hacen esta interpretacion parcial se encuentra entre los estudiantes que producen un grafico de nivel 2
que, como hemos indicado, no llegan a trabajar con la distribucién de la variable estadistica.

En el siguiente ejemplo la interpretacion es parcialmente correcta. La alumna habia hecho un
grafico de nivel C2, representando los datos alumno a alumno sin formar la distribucion. Como usa un
grafico de lineas, este permite ver la mayor variabilidad en una de las dos series, porque en este caso las
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oscilaciones del grafico son mas amplias. Lo consideramos parcialmente correcto porque no compara la
posicién central.

En cuanto al numero de caras reales que ha obtenido el grupo es mucho mas variable son
mas homogéneos que en la simulacion. Para poder realizar esta afirmacion hemos usado
el rango. (Alumno JI)

El alumno AG por el contrario usa un vocabulario mas impreciso; sin embargo se ven puntos de
interpretacion correcta del grafico (en el diagrama de lineas al ascender la linea aumenta la frecuencia;
deteccion de la moda).

£l sistema de representacion de datos utilizado es el diagrama de lineas ya que se pueden
ver las diferencias entre la secuencia simulada y la real; si la linea asciende, la frecuencia
aumenta. El punto mas alfo del diagrama corresponde al valor de la variable que tiene
mayor frecuencia, como ocurre [pone un ejemplo/. (Alumno AG)

La mayor proporcion absoluta de los que hacen esta interpretacion parcial se encuentra entre los
estudiantes que producen un grafico de nivel C3 igualando en este nivel al numero de interpretaciones
correctas. Hay también una alta proporcion de interpretaciones parcialmente correctas dentro de los que
llegan a producir graficos de nivel de complejidad C4; en algunos casos los graficos son producidos con
la ayuda de Excel, por lo que el alumno aunque llega al mayor nivel a la hora de representar los datos, no
comprende bien el grafico producido y no llega a interpretarlo en forma completa.

Una tercera parte de los estudiantes hace una interpretacién completa del grafico, detectando las
tendencias y variabilidad de los datos, aumentando la proporcién de los que lo hacen en los dos niveles
superiores del grafico construido:

Para comentar las diferencias el grdfico aporta mas posibilidades, pues visualmente
podemos percibir las diferencias. Las tablas necesitan de una interpretacion de los dafos.
Centréndome en el gréfico observamos que los valores de la frecuencia simulada se
concentran en torno a unos mismos intervalos 10 y 11, mientras que en la frecuencia real,
los valores estan mas disgregados, aunque también vemos que se concentran en un nucleo
8-15, fluctuando al alza y a la baja. De esta forma en la frecuencia real comprobamos que
10 es la secuencia con mayor numero de veces saliendo cara, tantfo en la simulada (20)
como en la real (14).... la horquilla de la secuencia real es mucho mas amplia que la de la
simulada. (Alumno FL)

Encontramos también interpretaciones correctas de los graficos en estudiantes que sélo han
trabajado a nivel 1 o 2. Por ejemplo, un alumno totaliza el nimero de caras y numero de cruces en la
muestra completa de alumnos y lo representa en un sector circular, realizando el siguiente comentario:

Si observamos en el sector circular, nos daremos cuenta que los alumnos han puesto al
azar mas caras que cruces y que en la secuencia real dan unos resultados casi iguales en
el porcentaje de caras y cruces. (Alumno CG)

La interpretacién de este grafico por parte del alumno es correcta, pues en el grafico de sectores
construido hay mayor frecuencia de caras y los porcentajes estdn muy igualados al tratarse de una
muestra bastante grande. Sin embargo, aunque la interpretacion del grafico en si es correcta, el alumno
no ha entendido la finalidad del experimento, ni estd considerando la variable aleatoria binomial “nimero
de caras en 20 lanzamientos” o la correspondiente variable estadistica. No diferencia los ensayos de
cada estudiante y simplemente considera una Unica secuencia formada al yuxtaponer las secuencias
individuales de todos los estudiantes de la clase.

Sin tener en cuenta el nivel C1, en el que solo se encuentran dos alumnos, y uno de ellos
interpretd bien su grafico, con lo que el porcentaje de interpretaciones correctas fue del 50%, el nivel en el
cual se dio mayor nimero de interpretaciones correctas fue el nivel C4. Una vez que un alumno es capaz
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de construir correctamente un grafico de este nivel de complejidad, este tipo de graficos facilita la
comparacion de tendencias y variabilidad en cada pareja de distribuciones. Dicho de otro modo, el mayor
nivel alcanzado en la construccion de graficos parece implicar mayor nivel en la lectura e interpretacion
de los mismos.

5. Momentos de la Distribucion

Heitele (1975) senala tres conceptos fundamentales en relacion a la variable aleatoria: su
distribucion, esperanza y variabilidad. Por tanto, estos tres componentes seran también fundamentales en
la variable estadistica, cuya generalizacion da lugar a la idea de variable aleatoria. Una vez analizados los
graficos producidos por los estudiantes, pasamos a analizar el uso que hacen de las medidas de posicion
central y dispersion.

Medidas de posicion central

De un total de 101 estudiantes, 91 calculan algun promedio, lo que indica una primera
aproximacion a la idea de distribucion en los estudiantes, pues pasan del dato aislado a un resumen
estadistico del conjunto de datos. En la tabla 4 vemos que el estadistico calculado con preferencia es la
media (90) o moda (80); la mediana es calculada por 72 estudiantes. En general el calculo de los
medidas de posicion central es correcto, lo que indica un buen dominio de los algoritmos de calculo,
aunque aparecen algunos errores: no ordenar los datos en la mediana (17), falta de ponderacion o error
de calculo en media (11) y no tener en cuenta el caso de bimodalidad para la moda (3). Estos errores
coinciden con los ya sefialados en estudiantes de secundaria en investigaciones previas como la de Cobo
(2003).

Tabla 4 — Estadisticos calculados por los estudiantes (n=101)

Correcto Incorrecto Total
Media 79 11 90
Mediana 55 17 72
Moda 77 3 80
Rango 54 6 60
Otra medida dispersién 41 - 41

Por otro lado, hemos encontrado algunas concepciones erréneas sobre las medidas de posicion
central, explicitadas en la solucion del proyecto por los estudiantes. Por ejemplo, el siguiente estudiante,
confunde la variable en observaciéon (nimero de caras en las diferentes secuencias producidas por cada
estudiante, en la que el maximo fue 12) con los sucesos del experimento (cara y cruz), al calcular la
moda da la siguiente respuesta:

Moda = Son las caras porque su numero maximo es 12, mientras que el numero maximo
de cruces es de 11. (Alumno CE)

En otros casos no se tiene en cuenta la frecuencia en el calculo de la mediana, considerando tan
sélo los diferentes valores obtenidos de la variable y tomando su punto medio, lo que seria equivalente a
considerar como mediana el centro del rango, error encontrado en Mayén (2006) en su estudio sobre
comprension de los medidas de posicion central:

La mediana: ordenar de mayor a menor 2-15. (Alumno CF)
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Dispersion

El uso de medidas de dispersion es menor en los estudiantes, resultado que sugiere que no
sienten la necesidad de estas medidas para comparar distribuciones. La mayoria de los que lo usan
calculan el rango (60), 54 de ellos correctamente. Algunos estudiantes toman incorrectamente los
mismos valores del maximo minimo y rango en la secuencia real y simulada. Unos pocos calculan
ademas la desviacion tipica (25), varianza (15) y coeficiente de variacion (1). Es evidente que las medidas
de dispersién son menos intuitivas para los futuros profesores, por el menor uso que se hace de las
mismas, como también se confirma en la investigacién de Borim y Coutinho (2008). Estas autoras
indican que el significado de la varianza y la desviacion tipica es muy dificil de comprender por los
estudiantes para profesor. En nuestra muestra fueron muy pocos los que usaron estas medidas y menos
aun los que las interpretaron correctamente.

Por otro lado, se ha analizado el uso de los estadisticos por parte de los estudiantes, para
comparar las distribuciones una vez los han calculado (Tabla 5), encontrado que, aunque se calculen, no
siempre se emplean los estadisticos, limitdndose en muchos casos a presentarlos sin ninglin comentario
respecto a su significado o las diferencias entre las dos secuencias.

Tabla 5 — Uso de los estadisticos en la comparacion (n=101)

Tipo de comparacion Frecuencia
Comparan media 36
Comparan moda 18
Comparan mediana 12
Comparan dispersién 30
Comparan valores aislados 10
Comparan solo sus datos 11
Indican lo que esperan 12
No comparan 23

Respecto a las medidas de posicion central 36 comparan las medias (32 correctamente), 18 las
modas (12 correctamente) y doce las medianas (dos incorrectamente). Algunos estudiantes presentan los
estadisticos pero no comparan (23), indican lo que esperan sin comparar (12), siguiendo sus creencias
previas, por ejemplo, el siguiente caso, en que el alumno, aunque calculé media, mediana y moda, no las
usa en la comparacion:

En un principio es factible que el n° de caras y de cruces a prioti deberia ser el mismo,
pero debido a que esto es un proceso aleatorio, las secuencias de caras y cruces en
realidad es imprevisible. (Alumno ES)

Otros alumnos comparan sélo sus propios datos (11), al no haber comprendido el propésito de la
practica, tratando de evaluar Unicamente sus propias intuiciones. Por ello se limitan a comparar el valor
de las diferentes variables en las dos secuencias, sin hacer referencia a los estadisticos; generalmente
manifiestan que una buena intuicién supone poder acertar el experimento, es decir, tienen una cierta
ilusion de control:

Secuencia simulada: Longitud de la racha mas larga=5, numero de rachas: O; numero de
caras=10. Secuencia real: Longitud de la racha mds larga=3; numero de rachas. 15;
numero de caras 11, he acertado 13 veces. (Alumno EL)

Diez alumnos comparan valores aislados de la variable o porcentajes de valores aislados (10
estudiantes); cuatro de ellos comparan unicamente los maximos y minimos en cada distribucion. Esta

46



estrategia de comparacion de valores aislados al estudiar la diferencia de dos distribuciones ya aparecio
en la investigacion de Estepa y Batanero (1995), quienes la explican por la existencia de una concepcion
local de la asociacién estadistica, consistente en juzgar la asociacién entre dos variables considerando tan
s6lo una parte de los datos y no el conjunto completo.

El maximo que he encontrado en las dos secuencias es 15 en el niumero total de caras, 16
el numero mas alfo en rachas y 8 el maximo en la racha real. (Alumno CG)

Solo 30 utilizan las medidas de dispersion (27 de ellos el rango y seis la desviacién tipica o la
varianza). Un ejemplo se reproduce a continuacién, en que el alumno es capaz de apreciar la diferencia
de dispersion en el numero de caras y su semejanza en el numero de rachas:

En primer lugar compararé los datos del numero de caras en ambas secuencias, donde
destacaré las diferencias que se aprecian principalmente entre el rango, la varianza y,
consecuentemente la desviacion tipica, de hasta seis veces mas de diferencia la secuencia
simulada con respecto a la real” (quiere decir lo contrario, pues la dispersion es mayor en
la secuencia real). En segundo lugar destacaré los dafos del numero de rachas de las
secuencias simuladas y la secuencia real. He de decir que son sorprendentes las
similitudes del rango e incluso la varianza y la desviacion tipica que tan sdlo llegan a
diferenciarse en décimas. (Alumno LC)

En el caso siguiente se confunde frecuencia y valor de la variable, error encontrado por Cobo
(2003) en el célculo de la media. Como vemos en el ejemplo, el alumno se refiere a la frecuencia, pues al
ser sélo 20 los lanzamientos, la longitud de la racha no puede ser igual a 25.

En la secuencia simulada la racha mayor y en la que mdas ha coincidido la clase es 25.
(Alumno TF)

6. Conclusiones sobre el Problema Planteado

Para resolver el problema planteado en el proyecto, ademas de trabajar con las distribuciones, los
estudiantes han de interpretar los resultados del trabajo matematico realizado con ellas en el contexto del
problema (traducir estos resultados a lo que indican respecto de las intuiciones de los estudiantes). Es
precisamente este ultimo paso (puesta en relacién del resultado con la pregunta planteada) el que ha
causado mas dificultad, por la falta de familiaridad de los futuros profesores con proyectos estadisticos y
actividades de modelizacion.

En la Tabla 6 presentamos las conclusiones obtenidas en relacién con las intuiciones de la clase
respecto a los fendmenos aleatorios en relacion al numero de caras en los 20 lanzamientos. Observamos
que la obtencion de la conclusién es la tarea mas dificil para todos los estudiantes, siendo so6lo una
tercera parte los que obtienen una conclusién, al menos parcial.

Tabla 6 — Clasificacion de estudiantes, segun conclusién obtenida sobre el nimero de

caras
Conclusion Frecuencia
Correcta 4
Parcialmente correcta 24
Incorrecta o no concluye 73

Solo cuatro estudiantes completan las conclusiones de que por un lado, el grupo tiene buena
intuicion respecto al promedio de niimero de caras y por otro las intuiciones sobre la variabilidad de los
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fendmenos aleatorios es pobre en los estudiantes. A continuacién reproducimos la respuesta de uno de
los estudiantes que obtiene una conclusion completa.

En cuanto al numero de caras las intuiciones del aula fueron aproximadas a /la realidad,
pero no del todo, ya que la desviacion tipica nos indica que los dafos se distancian’.
Anteriormente la alumna dice. “La media entre la simulada y la real se asemeja,.... la
mediana y la moda dan los mismos datos. (Alumna CG)

Veinticuatro estudiantes llegan a una conclusién parcial, debido bien a que s6lo comparan las
medidas de posicion central sin tener en cuenta la dispersién, o al contrario.

La intuicion de mis compareros observando la tabla del n° de caras es buena, ya que los
valores mas repetidos en la secuencia simulada coinciden con los valores de la secuencia
real: 10 y 11 son las mas repetidas. La media de las dos secuencias es 10, por lo tanfo
creo que la intuicion es buena. (Alumno TG)

Hemos considerado conclusién parcial cuando aparece imprecision de lenguaje, como en el
siguiente ejemplo, donde el alumno visualiza tanto la diferencia de dispersién como los valores centrales
similares, pero no llega a concluir claramente sobre la intuicion de los estudiantes.

Respecto a las grdficas construidas sobre el numero de caras he de comentar que se
parece observar algunos cambios en la secuencia simulada donde encontramos cuatro
posibilidades y en la real hay diez posibilidades. Con esto podriamos decir que los alumnos
no han sido intuitivos, pero no creo que esto sea asi, ya que si nos detenemos atentamente
en las graficas podemos ver que los valores de 9, 10, 11 y 12 en ambas han sido dados
por un mayor numero de alumnos que en los demds casos. (Alumno HC)

El siguiente alumno reconoce la diferencia de dispersion en las distribuciones, pero interpreta el
problema como de busqueda de diferencia de intuiciones entre los estudiantes. Es decir, concluye que las
intuiciones son similares en distintos estudiantes, pero no llega a relacionar estas intuiciones con las
caracteristicas del fenémeno aleatorio. Tampoco hace observaciones sobre las medidas de posicion
central.

Realmente las intuiciones de los alumnos han sido mas o menos muy parecidas. No hay
muchas irregularidades. Pero cuando las comparamos con sus secuencias reales, se puede
ver a simple vista en el grafico que existen grandes irregularidades. £n la secuencia real e/
ndmero maximo de caras es 16 y el minimo 7, sin embargo en la simulada el maximo es
13 y el minimo 8; su recorrido es mas pequerio que el real. (Alumno MM)

El resto no llega a una conclusién o bien hace una conclusién incorrecta. Los estudiantes no
siempre conectan los resultados del trabajo matematico con la situacién problematica, es decir, no ven
las implicaciones de lo obtenido en el analisis estadistico sobre las intuiciones de los estudiantes.

Comparando los datos me he dado cuenta que son muchos los resultados entre los
comparneros los que coinciden, pero aun asi, sigo pensando que es mera casualidad,
porque en la simulada hemos puesto lo que hemos querido. (Alumno EL)

Otros estudiantes, aluin cuando conectan el trabajo con el modelo matematico (distribucion) con el
problema real, fallan en la obtencion de conclusiones debido a que no han comprendido la pregunta
planteada y suponen que una buena intuicion ha de corresponder a obtener los mismos resultados en las
secuencias real y aleatoria. En la siguiente respuesta, el estudiante muestra una concepcion correcta del
azar (no se puede prever) y otra incorrecta al tratar de evaluar el niumero de coincidencias o la diferencia
de valores obtenidos en cada estudiante en los experimentos, en lugar de comparar directamente las
distribuciones de las variables. Es decir, este estudiante compara caso a caso no utilizando la distribucion
al hacer la comparacion.
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Partiendo del estudio de los gréficos, se podria decir que en valores absolutos, la prevision
del grupo no ha sido demasiado desafortunada. Un juego de azar es imposible de prever
con total exactitud, pero las aproximaciones sumadas a los aciertos son mayores a las
previsiones muy alejadas del resultado real. (Alumno LG)

Falta en otros la capacidad de analisis para detectar las diferencias, lo que les lleva a concluir que
los resultados en las dos secuencias son similares; en el siguiente ejemplo, ademas de darse este caso,
no se llega a relacionar el resultado con la intuicion de los estudiantes.

Como conclusion, podemos ver que los resultados son practicamente los mismos tanto en
la real como en la simulada, de lo que podemos deducir que lo real y lo simulado es muy
parecido ya que lo que te inventes puede ser practicamente igual a lo real. (Alumno AC)

7. Conclusiones

Al comparar las distribuciones la mayoria de los estudiantes elabora un grafico y un porcentaje
importante de estudiantes de la muestra ha calculado alglin estadistico, principalmente estadisticos de
posicion central (media, mediana y moda) y en menor medida de dispersion.

En los graficos construidos, la mayoria llega a formar la distribucion, augue aproximadamente la
mitad de los graficos tienen algtn error. Respecto a la interpretacién de graficos, nuestros resultados
indican que es una habilidad altamente compleja, y confirma las dificultades descritas por Bruno y
Espinel (2005) y Espinel (2007) en futuros profesores, a pesar de que han de transmitir el lenguaje
grafico a sus alumnos y utilizarlo como herramienta en su vida profesional. También amplia el trabajo de
las autoras proporcionando datos sobre la capacidad de construccion de graficos de los futuros
profesores en una tarea abierta y mostrando que la mayoria de los participantes no consigue elaborar un
grafico de complejidad suficiente para permitir resolver el problema.

El calculo de estadisticos es en general correcto, con pocas excepciones, aunque también
aparecen algunos de los errores descritos en la investigacion de Cobo (2003) y Mayén (2006), pero con
mucha menor frecuencia que en aquellos estudios. Aunque el calculo de las medidas de posicion central
fue sencillo, la mayoria de los estudiantes se limita a calcularlos, pero no los interpreta ni los usa para la
comparacion, aungue en caso de compararlos, la comparacion es correcta. Menos aun usan la idea de
dispersién, aunque el calculo del rango lo hacen correctamente, pareciendo que aungue se comprende el
procedimiento de calculo, los alumnos no llegan a captar el significado de la dispersion ni su utilidad en la
comparacion de dos distribuciones.

En resumen, el concepto de distribucion, esencia del razonamiento estadistico segun Wild y
Pfannkuch (1999) no llega a ser utilizado por una parte de los futuros profesores y el razonamiento sobre
la variabilidad, que es otro de los componentes esenciales del razonamiento estadistico, es dificil para la
mayoria. En consecuencia, seria necesario atender a estos problemas en la formacién de los profesores
de educacion primaria, pues una mejora de la educacion de los nifios pasa por la formacion del profesor.

Agradecimientos: Este trabajo forma parte del proyecto SEJ2007-60110 (MEC - Feder), beca FPU
AP2007-03222.
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Resumo. O presente estudo tem por principal propésito identificar diferencas entre as
praticas de ensino e de avaliacao em Matematica e Estatistica.

Trata-se de um estudo exploratorio, em que se adopta uma metodologia de estudo de caso.
Participaram no estudo quatro professoras, duas com mais experiéncia de ensino no 3.°
ciclo do ensino basico e duas com mais experiéncia de ensino no ensino secundario, tendo-
se recorrido ao método de entrevista para a recolha de dados.

Em termos de resultados, as maiores diferencas entre as praticas de ensino em
Matematica e Estatistica centram-se num ensino mais baseado em situacoes
contextualizadas e de caracter realista, exploradas em grupo e recorrendo a tecnologia.
Consequentemente, a realizacdo de trabalhos de grupo acarreta mudancas ao nivel da
avaliacao, valorizando-se mais estes trabalhos do que os testes escritos na avaliacao
sumativa e sem grandes preocupacdes pela avaliacdo formativa visto tratar-se de um tema
facil.

Palavras-chave. Praticas de ensino e avaliacdo em Matematica; Praticas de ensino e
avaliacdo em Estatistica; Professores de Matematica do 3.° ciclo do ensino basico e do
ensino secundario; Estudo exploratorio.

1. Introducao

O reconhecimento da Estatistica como tema curricular, no ensino basico e secundario, tem vindo
a aumentar significativamente. Comecando por ter sido introduzida no ensino superior, com a finalidade
de formar profissionais de Estatistica, rapidamente foi incluida, também, na generalidade dos cursos
superiores das areas cientificas. J& na década de 60, com a reforma do ensino, foi integrada nos
programas do ensino secundario e, no inicio da década dos anos 90, nos programas do ensino basico
(Ministério da Educacao, 1991).

Actualmente, o tema de Estatistica faz parte dos programas de Matematica do 2.° e do 3.° ciclos
do ensino basico (Ministério da Educacdo, 1991a, 1991b) e do ensino secundario (Ministério da
Educacao, 2001, 2002a, 2002b). Com a reformulacdo do programa de Matematica do ensino basico
(Ministério da Educacao, 2007), passou a ser abordada no tema Organizacdo e Tratamento de Dados em
todos os ciclos do ensino basico, incluindo também o 1.° ciclo.

O alargamento do estudo da Estatistica, a generalidade dos alunos, tem questionado o ensino
tradicional deste tema e recomendado alteracdes ao nivel do conteiudo e da pedagogia, incluindo a
problematica da avaliacao das aprendizagens.

Para além de ser considerado, por muitos professores, um tema facil para os alunos aprenderem
(Fernandes, Sousa & Ribeiro, 2004), a Estatistica tem sido vista como constituindo uma excelente
oportunidade para desenvolver um ensino diferente daquele que é implementado em outros temas da
disciplina de Matematica, nomeadamente pela possibilidade de promover o trabalho em equipa, a
autonomia, o sentido critico e o exercicio de uma cidadania esclarecida, quer no plano pessoal, quer no
plano profissional. Perspectivando-se tais finalidades para o ensino da Estatistica, & plausivel que, em
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algum grau, o seu ensino e a sua avaliacdo sejam diferentes do que acontece com outros contetdos da
Matematica.

Por outro lado, a problematica da avaliacdo em Estatistica tem sido pouco investigada a nivel
internacional (e.g., Garfield, 1994; Konold, 1995) e, menos ainda, a nivel nacional.

2. Enquadramento Tedérico

2.1. Curriculo, aprendizagem e avaliacao

Integrada em todas as questdes que envolvem o curriculo, a avaliacdo da aprendizagem nao esta
alheia a sua concretizacao, actuando como forma de investigar a pratica curricular, ligada ao tipo de
tarefas em que se expressa o curriculo e a accdo pedagogica dos professores. Pode afirmar-se que a
avaliacdo nao é uma accao esporadica ou circunstancial dos professores e da instituicdo escolar, antes
uma pratica muito difundida no sistema escolar. Nas praticas curriculares, a avaliacdo da matematica
tem-se centrado, tradicionalmente, nos conhecimentos especificos e no elenco dos erros cometidos pelos
alunos. E, assim, uma avaliacio sumativa e informativa, que ndo sé selecciona os alunos, mas compara-
0s entre si e indexa-0s a um determinado lugar numérico em funcao das notas obtidas. Todavia, mesmo
quando se trata da avaliacdo informativa, & possivel ir além da resposta final, superando, de certa forma,
a logica estrita e cega do “certo ou errado”.

Para que a avaliagdo em Matematica extrapole o lugar comum da classificacao por notas e surja
como estratégia para a orientacdo das praticas curriculares, tera de considerar os principais elementos
envolvidos no processo de ensino/aprendizagem - o aluno, o professor e o conhecimento -,
possibilitando tanto ao professor quanto ao aluno informacdes correctas sobre 0 modo como este se
relaciona com o saber matematico. O aluno tornar-se-a o sujeito no processo de avaliacdo e ndo o objecto
a ser avaliado. Embora este procedimento seja visto por alguns professores como algo muito complicado,
pode ser introduzido nas praticas quotidianas de desenvolvimento curricular, sem grandes alteracdes nos
modos de fazer do professor, concretizando-se ao desafiar o aluno a reflectir sobre o que estudou, sobre
a sua experiéncia de vida, assim como a formular e a reformular os seus conceitos (Zabala, 1998).

Outra das muitas possibilidades de tornar o aluno sujeito da sua avaliacdo, sera a mudanca de
estatuto dos erros dos alunos. Encarados com naturalidade e racionalmente tratados, os erros passam a
ter importancia pedagdgica, ao assumir um estatuto profundamente construtivo (Guignard, 1988),
objecto de um trabalho especifico do professor com o aluno e que ndo servira para produzir no aluno um
sentimento de fracasso, mas para lhe possibilitar um instrumento de compreensao de si proprio, uma
motivacao para superar as suas dificuldades e uma atitude positiva para o seu futuro pessoal.

Buriasco (2004) sustenta que, mesmo no contexto de uma avaliacao de pendor sumativo, na qual
¢ solicitada ao aluno predominantemente a resolucdo de exercicios, & possivel, ao professor, ir além da
resposta final, valorizando outros elementos que contribuirdo para que o curriculo da matematica seja
mais significativo. Compete, neste contexto, analisar o modo como o aluno interpretou a sua resolucao
para dar a resposta; as escolhas que fez para cumprir a tarefa; os conhecimentos matematicos que
utilizou; se utilizou ou ndo os conteldos matematicos apresentados nas aulas e a sua capacidade de
comunicar matematicamente, oralmente ou por escrito.

Deve ser uma actividade cooperativa entre professores e alunos e estes devem ser avaliados pelas
suas capacidades, ganhos, potencialidades e ajustamento pessoal e social. E, assim, que a visdo
emergente da avaliacdo consiste “num processo dindmico que continuamente produz informacéo sobre o
progresso do aluno em relacédo a consecucédo das metas de aprendizagem” (Garfield, 1994, p. 1), sendo
vista como uma parte integrante do ensino e da aprendizagem, e nao apenas como 0 culminar do
processo de instrucdo. Esta sobrevalorizacdo da modalidade de avaliacdo formativa, relativamente a
outras modalidades de avaliacao, também esta presente em todos os programas escolares portugueses,
incluindo os de Matematica (Fernandes, Alves & Machado, 2008). A avaliacao ¢, entdo, considerada por
todos como fundamental no processo de ensino-aprendizagem, ao permitir-nos julgar ou medir se o aluno
absorveu, de forma satisfatéria, o contetido ensinado.
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Em 1967, com a publicacao de “7he Methodology of Evaluation”, Michel Scriven, revolucionou a
teoria da avaliacao, introduzindo mudancas paradigmaticas, ao sustentar a possibilidade de colocar o
processo avaliativo ao servico da aprendizagem do aluno. Ponte e Serrazina (2000) e Batanero (2001)
afirmam que a avaliacdo deve ser vista como parte integrante do processo de ensino-aprendizagem.
Ensino e avaliacao devem ser encarados como componentes de um mesmo sistema e ndao como
sistemas independentes. Carvalho e César (2002, p. 88) referem que:

as implicacdes educacionais da psicologia cognitiva consistem na geracao de um clima de
sala de aula avesso as motivacdes extrinsecas e a competitividade; sugere-se que seja
estimulado um ambiente que favoreca a motivacao para aprender considerando o beneficio
do desenvolvimento das estratégias cognitivas e metacognitivas com implicacdes positivas
na aprendizagem; além disso, o professor é estimulado a desenvolver na sala de aula a
aprendizagem cooperativa.

Nessa perspectiva, as actividades avaliativas devem estar “ao servico das aprendizagens e realcar
as possibilidades do sucesso e nado do fracasso” (Marcel, 2003, p. 139), sendo necessario pensar em
novas maneiras de ensinar, aprender e avaliar. Neste sentido, Hadji (1994) afirma que o processo da
avaliacao visa, entre outras coisas, o estabelecimento do didlogo nao s6 entre professor e aluno, mas
também entre alunos. A avaliacdo pode, assim, alimentar, constantemente, o dialogo entre professor e
aluno, permitindo-lhes, numa relacao dialéctica, informacdes sobre formas de fazer e aprendizagens cada
vez mais significativas para ambos. O professor precisa de apoiar o aluno com informacdes que possam
esclarecé-lo, encoraja-lo e orienta-lo quanto a possiveis sucessos e insucessos, permitindo-lhe situar-se
melhor no seu percurso escolar. Paralelamente a essas discussoes, pode afirmar-se que as questdes que
envolvem a avaliacao tém vindo a percorrer um amplo percurso, visto que 0 processo avaliativo participa
de um dos eixos fundamentais para “olhar” o processo do ensino e da aprendizagem.

Considerado o processo de construcdo continuo e progressivo do conhecimento, as bases que
fundamentam a concepcao de avaliacao da década de 90 estabelecem uma nova relacdo entre
professor, aluno e conhecimento, em que o aluno nao é apenas o receptor e acumulador de informacdes
mas, sobretudo, o construtor do seu conhecimento. Em sintese, a avaliacao escolar deve ser considerada
um instrumento de estimulo, de promocao da aprendizagem e colocada ao servico do progresso da
escolarizacdo do aluno. Certamente, a avaliacdo, ao adquirir mais sentido, abrangera contetudos e
actividades atractivas e essenciais, o que acontecera com um curriculo e metodologias interessantes para
0s alunos e com o trabalho de profissionais capazes de exercer, com autonomia intelectual, a conducao
de um processo de ensino que va além da simples transmissao de alguns conhecimentos. E preciso
reconhecer, contudo, que o professor deve seleccionar, de entre as informacdes obtidas, apenas o que
realmente € importante, de modo a que essa actividade nao o impeca de executar outras tarefas
didacticas.

Conviréa realcar que os processos avaliativos nao estdo dissociados da subjectividade pessoal, uma
vez que cada professor desenvolve formas de avaliacado de acordo com as suas concepcdes de ensino-
aprendizagem-avaliacdo e com os seus referenciais tedrico-metodologicos. Mais do que em qualquer
outra escolha que o professor faz, referente ao processo de ensino/aprendizagem, ¢ na forma como
concebe a avaliacdo que se manifestam, mais claramente, as posicoes sociais e politicas que assume,
seja mais consciente ou inconscientemente.

As reflexdes sobre avaliacdo e curriculo enfatizam quanto o curriculo € um elemento vivo na
escola, na medida em que a sua efectivacdo s6 ocorre com o compromisso de todos os profissionais da
educacdo. Conceptualizando o curriculo num sentido mais abrangente, como expressao da funcao
socializadora da escola, englobando tudo o que nela acontece, o processo avaliativo devera ir
acompanhando todo esse movimento educacional, pois é através da avaliacdo que o curriculo é
construido e reconstruido por todos os que nele intervém. A constante mudanca social implica a
necessidade de avaliacéo e reavaliacdo do curriculo.
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A avaliacdo da aprendizagem, que € o curriculo em accao, vai remeter para a avaliacdo do préprio
curriculo e, através dele, conseguir-se-30 subsidios para repensar e reelaborar a renovacao curricular,
cujo posicionamento deve ser planificado, de modo a considerar todos as dimensdes légicas e racionais
relevantes. A renovacéao curricular torna-se inevitavel em todo processo de desenvolvimento do curriculo e
€ necessaria para se considerar um organismo vivo e dinamico, pois o conhecimento continua a
desenvolver-se, a sociedade evolui, as pessoas modificam-se e o curriculo precisa de acompanhar todas
estas mudancas. Acreditamos que, numa situacdo de mudanca, qualquer nova teoria que nao disponha
de subsidios para a suportar, terd poucas hipéteses de se afirmar. Neste sentido, a avaliacdo assume
uma funcdo primordial pois, como sustenta Coll (2000), sem a existéncia da avaliacdo, qualquer
novidade curricular se torna inexpressiva, e, com certeza também, impossivel.

2.2. Avaliacao em Estatistica
2.2.1. Antecedentes da Avaliacao em Estatistica

Se se aderir ao principio de que a avaliacdo deve ser estabelecida de acordo com o curriculo e o
ensino (NCTM, 1999) e que qualquer tarefa de avaliacdo pressupde uma perspectiva ou teoria de
aprendizagem do aluno em que é baseada (Petocz & Reid, 2007), entdo dever-se-do considerar, em
primeiro lugar, as metas estabelecidas para o ensino e a aprendizagem de um tema ou ano escolar.
Garfield (1994) considera que, nos cursos introdutorios de Estatistica, os alunos devem desenvolver uma
compreensao de conceitos importantes, tais como média, variabilidade, correlacao, variabilidade
amostral, utilidade da distribuicdo normal como modelo e a influéncia do modo de seleccao da amostra
na avaliacao das inferéncias baseadas nessa amostra. Em termos de processos, a autora destaca que os
alunos devem ser capazes de recolher, analisar e interpretar dados, usar o pensamento e o raciocinio
estatistico e comunicar efectivamente usando a linguagem estatistica.

Gal e Garfield (1997), tendo em mente os alunos de qualquer nivel de escolaridade, estabelecem
como meta geral que eles, depois de concluirem o estudo da Estatistica, devem tornar-se cidadaos
capazes de:

e compreender e lidar com a incerteza, variabilidade e informacao estatistica no mundo a
sua volta e participar efectivamente na sociedade de informacao emergente;

e contribuir para ou tomar parte na producao, interpretacdo e comunicacao de dados de
problemas que encontram na vida profissional. (Gal & Garfield, 1997, p. 3)

Como parte desta meta geral, que sera atingida ao fim de varios anos ou niveis de escolaridade ou
depois da frequéncia de varios cursos de Estatistica, estes autores estabelecem oito sub-metas basicas
inter-relacionas.

1. Compreender o propdsifo e a ldgica das investigacdes estatisticas, incluindo as ideias de
existéncia de variacdo, a necessidade de descrever populacoes através da recolha de dados, a
necessidade de reduzir dados brutos a partir de tendéncias notadas e das principais
caracteristicas usando resumos e representacdes dos dados, a necessidade de estudar
amostras em vez de populacdes e de inferir de amostras para populacdes, a logica subjacente
ao processo amostral, a nocdo de erro de medida e de inferéncia e a necessidade de encontrar
formas de estimar e controlar os erros, a necessidade de identificar processos causais ou
factores e a logica subjacente aos métodos (como experiéncias) para determinar processos
causais.

2. Compreender o processo das investigacoes estatisticas, incluindo as fases de formulacao de
questdes, planificacdo do estudo (e.g., desenho do estudo, amostragem e escolha dos
instrumentos de medida), recolha e organizacao de dados, representacao, exploracdo e analise
de dados, interpretacdo dos resultados a luz da questdes de investigacdo e discussdo das
conclusdes, implicacdes dos resultados e identificacdo de questdes para futuro estudo.

3. Dominar os skills procedimentais, incluindo ser capaz de organizar dados, calcular indices (e.g.,
média, moda, mediana, desvio padrdo, intervalo de confianca) ou construir e representar
tabelas e graficos, recorrendo a papel e lapis ou a tecnologia.
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4. Compreender as relacdées matemadticas, incluindo o desenvolvimento de uma compreensdo
intuitiva e/ou formal das principais ideias matematicas que constituem a base das
representacdes, procedimentos e conceitos estatisticos.

5. Compreender a probabilidade e o acaso, incluindo conceitos e palavras relacionadas com o
acaso, a incerteza e a probabilidade que aparecem nas nossas vidas do dia-a-dia, processos
probabilisticos em ordem a melhor compreender acontecimentos do mundo & nossa volta,
probabilidade como medida de incerteza, desenvolver um modelo e usa-lo para simular
acontecimentos e a exploracao de intuicdes.

6. Desenvolver skills interpretativos e a literacia estatistica, incluindo ser capaz de interpretar
resultados e estar consciente de possiveis enviesamentos ou limitacdes nas generalizacdes
feitas dos dados. Sendo mais provavel que a maioria dos alunos seja consumidor de
informacéo e nao tanto produtor de informacao, sera necessario atribuir sentido a resultados de
estudos e sondagens relatadas nos média ou no local de trabalho. Para tal, os alunos
necessitam de aprender o que estd envolvido na interpretacdo de resultados de uma
investigacao estatistica e colocar questdes criticas e reflexivas sobre os argumentos que se
referem a estatisticas ou a dados reportados nos média ou em relatorios de projectos dos seus
pares de sala de aula.

7. Desenvolver a capacidade para comunicar estatisticamente, o que requer fortes skills de escrita
e leitura para os alunos comunicarem efectivamente acerca de investigacdes estatisticas e
fendmenos ou processos probabilisticos. Os alunos devem ser capazes de usar
apropriadamente terminologia estatistica e probabilistica, transmitir resultados de modo
convincente e ser capaz de construir argumentos adequados baseados em dados ou
observacdes.

8. Desenvolver disposicdes estalisticas utels, incluindo uma apreciacdo do acaso e da
aleatoriedade no mundo e dos métodos estatisticos e experiéncias planeadas como
instrumentos cientificos uteis e como meios poderosos para tomar decisdes pessoais, sociais e
relacionadas com o negocio em contexto de incerteza.

Das oito sub-metas, as seis primeiras referem-se, principalmente, a “fazer” Estatistica, enquanto
as trés ultimas sub-metas se relacionam com ski/ls de dar sentido e de comunicacao, bem como de
reflexdo e questionamento. Estes dois conjuntos de sub-metas orientam os educadores em diferentes
direccdes, tendo cada conjunto diferentes implicacdes instrutivas, e frequentemente os professores e
livros de texto enfatizam mais os aspectos do primeiro cluster do que os do segundo.

As oito sub-metas também enfatizam uma alteracdo das perspectivas tradicionais do ensino da
Estatistica como tdépico matematico (com énfase nos calculos, férmulas e procedimentos) para
perspectivas actuais que distinguem Matematica e Estatistica como disciplinas separadas. Moore (1992)
argumenta que a estatistica € uma ciéncia matematica, mas ndo ¢ um ramo da matematica, tendo
emergido como disciplina de direito proprio, com modos caracteristicos de pensamento que sao mais
importantes do que os métodos especificos ou a teoria matematica. Algumas das diferencas chave entre
as duas disciplinas s&o:

1. Em Estatistica, o contexto motiva os procedimentos e é fonte de significado e a base para a
interpretacao;

2. A indeterminacao, desordenacdo ou limitacdo de contexto da Estatistica é marcadamente
diferente da natureza mais precisa e finita que caracteriza a aprendizagem tradicional de outros
dominios matematicos;

3. A necessidade de aplicacdo de calculos precisos ou a execucdo de procedimentos esta
rapidamente a ser substituida pela necessidade do uso selectivo, ponderado e preciso de
instrumentos tecnoldgicos e de software cada vez mais sofisticado;

4. A natureza fundamental de muitos (mas nao todos) problemas estatisticos é ndo terem uma
solucdo matematica Unica. Antes, problemas estatisticos realistas usualmente comecam com
uma questdo e culminam com a apresentacdo de uma opiniao que pode ter diferentes graus de
razoabilidade;
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5. A principal meta da educacao estatistica é capacitar os alunos para apresentarem descricoes,
julgamentos, inferéncias e opinides pensadas acerca de dados ou argumentar sobre as
interpretacdées de dados, usando varias ferramentas matematicas apenas na medida em que
forem necessarias.

2.2.2. Formas de avaliacao em Estatistica

Segundo Jolliffe (2007), trinta ou quarenta anos atras, as questdes de avaliacdo em Estatistica
incluiam-se em uma de duas categorias: um tipo envolvia a substituicdo de nimeros em formulas e o uso
de dados artificialmente simples de modo a permitir a realizacdo dos calculos “a mao”; outro tipo
envolvia a derivacdo e a manipulacdo algébrica. Especialmente no ensino superior, 0 ensino tendia a
assumir um formato tradicional com pouca interaccdo entre o professor e os alunos, sendo as questoes
de avaliacdo semelhantes as questdes propostas para trabalho de casa. Essas questdes, quando tedricas,
podiam ser descritas como exercicios de algebra e, quando mais aplicadas, consistiam em calculos de
quantidades especificadas.

As maiores alteracdes no ensino da Estatistica, que por sua vez afectam o modo como é avaliada,
sao resultado da chamada revolucao tecnologica. Pedir aos alunos para resolverem problemas reais com
dados reais e relatar os resultados é agora fazivel de uma maneira que o ndo era no passado. Os
educadores acreditam que o uso de dados reais em tdpicos de interesse dos alunos, o que ndo acontece
apenas em Estatistica, contribui para a motivacado dos alunos em aprenderem Estatistica e para gostarem
de o fazer.

Os alunos que ndo tém as disciplinas de Estatistica e de Matematica como disciplinas
fundamentais dos seus cursos podem ressentir-se em cursos de Estatistica, e alguns deles poderao
mesmo recear tudo o que seja numérico. Neste caso, é necessario ganhar a sua confianca e introduzir
lentamente os aspectos mais técnicos. Em termos de avaliacdo, para estes alunos, as tarefas que
envolvem escrever sobre Estatistica sdo ideais, especialmente no inicio do curso. Por outro lado, estas
tarefas sao igualmente importantes para alguns alunos mais orientados matematicamente e que séo
muito limitados em termos de escrita. Para tal, pode pedir-se aos alunos para seleccionarem um exemplo
de estudo realizado e apresentarem uma descricdo nas suas préprias palavras.

E importante que os professores nao confiem completamente naquilo que vém fazendo, devendo
manter uma mente aberta e avaliar o sucesso de abordagens alternativas no ensino da Estatistica. Estas
questdes nado standards devem ser introduzidas num curso, gradualmente, de modo a permitir que os
alunos se habituem a novas formas de pensar em Estatistica. Esta importancia aumenta, ainda, quando
questdes deste tipo sdo incluidas na avaliacdo dos alunos, ndo devendo ser consideradas pela primeira
vez na avaliacdo. Neste caso, é Util fornecer as formulas e a possibilidade de consulta de manuais, como
forma de reduzir a dependéncia da memoria, ao mesmo tempo que se imita 0 mundo do trabalho.

Existem varias formas de reunir informacdo e é frequentemente recomendado que sejam usados
multiplos métodos para permitir uma melhor representacdo da aprendizagem do aluno. A este respeito,
Hawkins, Jolliffe e Glickman (1992) referem varias formas de avaliacdo em Estatistica.

Formas tradicionais de avaliacao escrita

Neste caso, o tipo de questoes utilizadas, ainda que de natureza repetitiva, ajudam os alunos na
aprendizagem através da pratica e testam pouco mais do que a capacidade para substituir valores em
formulas e o célculo da resposta correcta. Muitas destas questdes apenas testam a memoria, como é o
caso das questdes que interrogam os alunos sobre definicdes, deducdes e problemas rotineiros,
enquanto outras, construidas para serem resolvidas com a ajuda da calculadora e do computador, pouco
mais avaliam do que as funcdes estatisticas desses instrumentos.

Dado que nos exames, frequentemente, este tipo de questdes sdo muito usadas, os professores
tendem, também, a utiliza-las na avaliacdo dos seus alunos como forma de os melhor preparar para tais
exames.

Embora este tipo de questdes nao seja adequado para avaliar a dimensao interpretativa da
Estatistica, ultimamente tem-se procurado torna-las mais significativas providenciando um contexto.
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Escolha miiltipla versus questoes abertas

Neste tipo de questdo, que actualmente € mais usada na avaliacdo em Matematica, também por
influéncia do seu uso nos Exames Nacionais, a resposta correcta esta disponivel em oposicao a
necessidade de ser recordada, como € o caso nas formas de avaliacao escrita.

Diferentemente das questdes de escolha mudltipla, em geral, as questdes abertas sdo mais
promissoras para avaliar a Estatistica ‘real’, especialmente em situacdes de sala de aula.
Comparativamente, este tipo de questdes requerem, geralmente, mais tempo de resposta e o processo
de atribuicdo de pontuacdes é mais subjectivo, pois reflecte o ponto de vista do avaliador, nao sendo facil
prever exactamente o que o respondente esta a tentar responder e é necessario considerar se a analise
feita é apropriada e correctamente efectuada.

Segundo Gal e Garfield (1997), em Estatistica, uma avaliacdo adequada dos resultados dos alunos
ndo é possivel com o recurso apenas a questdes de escolha multipla ou de resposta curta. Estas
questdes ndo incluem, frequentemente, o contexto e centram-se na precisdo de calculos estatisticos, na
aplicacao correcta de férmulas ou na construcao correcta de graficos, avaliando apenas uma ou duas das
sub-metas anteriormente referidas. Questdes e tarefas que culminam em simples respostas “correcto ou
errado” ndo reflectem a natureza de muitos problemas estatisticos. Estas tarefas fornecem apenas
informacao limitada sobre os processos de raciocinio dos alunos, sobre a sua capacidade para construir
e interpretar argumentos estatisticos, sobre a logica subjacente a certos procedimentos ou sobre a sua
capacidade para usarem de forma clara e adequada terminologia estatistica e matematica quando
discutem o seu trabalho ou raciocinio.

Sao, assim, necessarios diferentes métodos de avaliacdo que fornecam informacdo sobre a
qualidade do pensamento dos alunos, a comunicacdo e os processos de raciocinio (NCTM, 1999). Sao
necessarios métodos para avaliar skills especificos, mas que revelem também a compreensao dos alunos
acerca de “grandes ideias” em Estatistica e a sua capacidade para seleccionar e aplicar apropriadamente
instrumentos estatisticos quando procuram dar sentido a dados realistas. Por exemplo, a capacidade
para calcular correctamente a média de um conjunto de dados manualmente, ou com a ajuda de uma
ferramenta de calculo, diz-nos pouco sobre a compreensdo da sua razoabilidade para resumir
informacéo.

Os métodos de avaliacdo necessitam de aferir o grau de integracdo entre skills, conhecimentos e
disposicoes dos alunos e a sua capacidade para explorar, de forma significativa, questdes realistas,
problemas ou situacbes, resultados ou mensagens estatisticas, tanto como geradores como
interpretadores de dados.

Questdes de ensaio

Apesar de tradicionalmente estas questdes ndo serem muito usadas na avaliacdo em Matematica,
elas podem ser muito Uteis na avaliacdo em Estatistica, como é o exemplo de ensaios praticos que
requerem dos alunos a avaliacdo de um desenho de investigacdo proposto ou um comentario escrito
sobre uma dada analise de dados.

As questdes de ensaio dependem menos da recordacdo de pequenos detalhes do que as questdes
que envolvem técnicas e testam a capacidade dos alunos para organizarem material de um amplo
espectro, podendo testar a criatividade e a compreensao.

Neste tipo de questdes, o facto de o aluno poder responder correctamente, mesmo néo tendo
realizado qualquer trabalho pratico, deve traduzir-se na atribuicdo das pontuacdes previstas. Contudo,
esta abordagem nao deve substituir a avaliacao dos alunos em trabalhos praticos e de projecto, que
perspectivam a Estatistica como uma disciplina aplicada.

Podem ser realizados ensaios sobre a natureza da Estatistica, a sua histéria e os seus
desenvolvimentos recentes, assim como as suas bases filosoficas para explorar a consciéncia dos alunos
sobre a importancia da Estatistica e as suas relacdes com outras disciplinas que estudam.
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Avaliar trabalho pratico e projectos

Tal como acontece no mundo do trabalho, é exigido a estatisticos e a outros profissionais com
responsabilidades em Estatistica que trabalhem numa equipa de pessoas. Neste contexto, a realizacao de
trabalhos de projecto pode ser vista como uma preparacao para o trabalho pratico.

Petocz e Reid (2007), com base em varios estudos, referem que o trabalho e a avaliacdo em
grupo permitem aos professores desenvolverem tarefas mais compreensivas; capacita os alunos a
adquirirem um /nsight sobre as dinamicas e os processos de grupo; possibilita aos alunos o
desenvolvimento de skills interpessoais; permite expor os alunos aos pontos de vista de outros membros
do grupo; encoraja os alunos a prepararem-se para o0 ponto de ‘vista real’; e promove a reflexdo e a
discussao como parte essencial do processo de se tornarem praticos competentes e reflexivos.

No Reino Unido, The National Curriculum for Mathematics sugere que deve ser atribuida uma
ponderacao de 15% a avaliacao de aplicacdes praticas de Matematica. Neste sentido, a Estatistica
fazendo parte da disciplina de Matematica e sendo essencialmente um tema orientado por uma légica de
aplicacao, o trabalho pratico deve ser um elemento integral do seu ensino e da sua avaliaco.

Naturalmente, tal como as questdes de ensaio, o trabalho pratico é dificil de pontuar, pois pode
haver mais do que uma resposta correcta ou até nem existir nenhuma resposta correcta. Tratando-se de
um trabalho de projecto, podemos considerar trés componentes principais na avaliacdo: 1) a abordagem
geral e a atitude em relacdo ao projecto; 2) a execucdo do projecto; e 3) o relatério. A avaliacdo do
projecto deve, também, assumir um caracter continuo, podendo o professor avaliar o processo da sua
realizacao através da observacéo dos alunos.

Considerando que o trabalho pratico e os projectos sdo frequentemente realizados em grupo,
importa considerar um equilibrio entre a avaliacao individual e do grupo. Assim, skills de comunicacao,
motivacao, atitude e contribuicdo do grupo para a tomada de decisdes podem tornar-se critérios para a
avaliacdo do aluno. No caso da avaliacdo do aluno como elemento do grupo, podemos recorrer a
informacao de auto-avaliacdo obtida através do preenchimento de um questionario.

Avaliacao oral

Apesar de recente, a avaliacdo oral tem aumentado de importancia no campo da Estatistica, em
parte, como resultado da maior énfase em trabalho pratico e projectos e menor énfase nos exames, em
resposta a uma crescente preocupacao para com aqueles alunos de skif/s limitados de linguagem escrita
e, finalmente, em resultado das orientacdes curriculares oficiais. Contudo, quase sempre, € necessario
despender muito tempo na avaliacao oral, a estandardizacao pode ser dificil de obter, sobretudo se os
professores nao estiverem familiarizados com o método, e é provavel que os alunos muito introvertidos e
com dificuldades de discurso sejam avaliados abaixo da sua real performance através da oralidade.

Para além das questdes orais, tendo em vista verificar em que medida o aluno esta a aprender o
que se pretende, em termos mais estruturados, podemos considerar a realizacdo de entrevistas de
diagndstico, a semelhanca do procedimento usado por Piaget nos seus estudos, e o recurso a registos
das respostas dos alunos a perguntas previamente preparadas e lidas pelo professor.

Para Burrill (2007), proporcionar feedback e orientar conversacoes entre os alunos para promover
a sua aprendizagem, que nao se limitem a fornecer respostas correctas e a verificar procedimentos, séo
formas de desenvolver a avaliacdo formativa.

Para esta autora, no ambito da Estatistica, sdo Uteis dois critérios de classificacdo para a
esquematizacdo das perguntas e do feedback:

1. 7ijpo de conhecimento: declarativo (definir, dar um exemplo), procedimental (executar
procedimentos), esquematico (explicar, justificar, prever, colocar hipoteses) e estratégico
(seleccionar conhecimento para usar, formular estratégias, levantar questdes, definir
problemas);

2. Natureza do que é para ser aprendido: 1) definicdes; 2) forma de representacdo dos conceitos e
a linguagem usada para os representar; 3) regras, teoremas e propriedades; 4) conexdes ou
aplicacoes.

Algumas tarefas sao desenhadas para que os alunos dominem certos procedimentos ou sAills,
enquanto outras, mais abertas, tém o potencial de revelar as concepc¢des dos alunos. As primeiras sdo
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muito limitadas em termos de revelar o pensamento dos alunos e as segundas tém varias das seguintes
caracteristicas: permitem multiplos pontos de acesso aos alunos com diferentes niveis de compreensao,
constituem modelos que podem ser usados para desenvolver conceitos, visualizacdes, multiplas
estratégias de resolucdo, pensamento critico, oportunidades para estabelecer conexdes com outros
conceitos e formalizacdo progressiva. Sdo precisamente as tarefas deste segundo tipo que melhor se
adequam a avaliacao formativa, porque, diferentemente das primeiras, dao oportunidades aos alunos
para comunicarem o desenvolvimento da sua compreensao.

No processo de conducao da discussao dos problemas levantados pelos alunos devem valorizar-se
os seus esforcos, no sentido do progresso da sua aprendizagem, organizando as intervencdes e
considerando os erros como oportunidades de aprendizagem.

Garfield (1994) refere dois principios a considerar na avaliacdo em Estatistica:

* O principio do confeudo: a avaliacdo deve reflectir o conteudo estatistico que é¢ mais
importante para o aluno aprender;

* O principio da aprendizagem:. a avaliacdo deve aumentar a aprendizagem e apoiar boas
praticas instrutivas (p. 2).

Estes principios conduzem directamente ao uso de formas alternativas de avaliacdo que fornecam
informacdo mais completa sobre o que os alunos tém aprendido e o que sao capazes de fazer com o seu
conhecimento, facultando feedback mais detalhado e oportuno aos alunos sobre a qualidade da sua
aprendizagem. Para Garfield (1994) alguns destes métodos alternativos sao: 1) portefdlio de avaliacao,
constituido por uma coleccéo de trabalhos do aluno cuidadosamente escolhidos sob a orientacao do
professor e representativos do que o aluno aprendeu; 2) avaliacdo auténtica, método centrado na
obtencado de informacdo sobre a compreensao dos alunos num contexto que reflecte situacdes realistas e
que desafia as aprendizagens dos alunos em contextos auténticos (ver Colvin & Vos, 1997); e 3)
avaliacdo de performance, partindo de tarefas, projectos ou investigacdes, avaliam-se os produtos obtidos
para classificar o que os alunos sabem ou sao capazes de fazer (ver Dickinson, Onwuegbuzie, Hines &
Hall, 2007).

3. Metodologia

Em geral, sendo a Estatistica vista como um tema especialmente util na vida quotidiana e em que,
frequentemente, sdo recomendadas diferentes metodologias de ensino e de avaliacdo, conjecturamos no
presente estudo que esses aspectos se repercutiriam, em alguma medida, nas praticas de ensino e de
avaliacdo implementadas no ambito deste tema em relacdo aos outros temas da disciplina de
Matematica.

O estudo, de natureza qualitativa e de caracter exploratério, enquadra-se numa metodologia de
estudo de caso, fundamentalmente, de caracter descritivo, valorizando a perspectiva dos participantes e o
aprofundamento da compreensao das suas respostas.

Para estudar as possiveis diferencas entre as praticas de ensino e de avaliacdo no tema de
Estatistica e nos outros temas de Matematica, foram seleccionados quatro professoras de Matematica,
cada uma constituindo um estudo de caso: duas com experiéncia de ensino predominante no 3.° ciclo do
ensino basico e duas com experiéncia de ensino predominante no ensino secundario. Especificamente,
Cristina e Beatriz tém leccionado fundamentalmente no 3.° ciclo do ensino basico e Ana e Isabel tém
uma maior experiéncia de ensino no ensino secundario.

Cada uma das professoras, participantes no estudo, foi entrevistada a partir de um guido de
entrevista semi-estruturado, em que salientavam as seguintes dimensdes: caracterizacdo da professora e
da escola em que actualmente lecciona, destacando a sua formacao e experiéncia de ensino no tema de
Estatistica; praticas de ensino e de avaliacdo em Matematica e praticas de ensino e de avaliacdo em
Estatistica. Nas duas ultimas dimensoes, as professoras foram questionadas acerca das suas percepcoes
sobre as semelhancas e diferencas entre o ensino e a avaliacdo do tema de Estatistica em relacdo aos
outros temas de Matematica.
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As entrevistas foram realizadas em Novembro de 2008, registadas em suporte audio e de seguida
transcritas. Posteriormente, a analise de dados foi realizada tendo em consideracdo as dimensdes do
guido da entrevista, ja referidas, e centrou-se em cada um dos casos estudados e na comparacdo entre
0S Casos.

4. Apresentacao de resultados

Na apresentacéo dos resultados do estudo organizaram-se os casos estudados segundo o nivel de
ensino: ensino basico e ensino secundario, favorecendo-se, deste modo, ndo s6 a comparacao entre 0s
casos mas também a comparacao entre os niveis de ensino.

4.1. Ensino basico
4.1.1. Caso de Beatriz

Beatriz ¢ licenciada em Ensino de Matematica por uma universidade publica e também possui
uma especializacdo em Novas Tecnologias no Ensino da Matematica obtida numa universidade privada. E
docente ha 12 anos, dos quais apenas um no ensino secundario no inicio de carreira e os restantes no
3.° do ensino basico, onde leccionou todos os anos escolares. Actualmente, trabalha numa escola basica
integrada, que se situa num meio rural pobre. Em geral, os alunos tém baixas expectativas de futuro e
um fraco aproveitamento escolar, mais baixo a Matematica do que nas outras disciplinas e pior na
avaliacdo externa (no ano passado “tivemos 52% de negativas a Matematica” no exame nacional). A
manutencdo dos professores nos ultimos trés anos e a partilha entre eles tém contribuido para uma
pequena melhoria do aproveitamento escolar dos alunos.

Beatriz recorda-se de ter feito um trabalho de grupo sobre Estatistica no 10.° ano e de ter
aprofundado o tema na universidade, salientando o estudo das distribuicdes. Frequentou uma accao de
formacdo continua sobre inferéncia estatistica dirigida a disciplina de Matematica Aplicada as Ciéncias
Sociais, disciplina que nunca leccionou. A accdo de formacdo assumiu um caracter pratico (com
exploracao de exemplos), tendo colaborado na realizacdo de um trabalho de grupo em que os formandos
seguiram as fases do método estatistico e usaram a folha de calculo num estudo de opinido sobre a
problematica do horario nocturno. Quase sempre tem ensinado o tema de Estatistica no 7.° ano e no 8.°
ano e, pontualmente, também o leccionou no ensino secundario e num Curso de Educacdo e Formacao
(CEF). Esta professora prefere outros temas matematicos ao tema de Estatistica e reconhece, neste
ultimo, a sua natureza mais pratica e a sua maior adequacao para 0s alunos realizarem trabalhos e
usarem a folha de calculo. Os alunos “gostam de Estatistica e envolvem-se mais. Entre Estatistica e
equacdes do 2.° grau, nao ha duvida, é da Estatistica” que os alunos mais gostam.

Praticas de ensino e de avaliacao em Matematica

No ensino da Matematica, Beatriz, sempre que possivel, “introduz o contetido com uma actividade
pratica do dia-a-dia” e recorre a “actividades de orientacdo”, que consistem em guides de orientacao da
actividade do aluno na utilizacdo da folha de calculo, do GSP e dos sensores. Nas suas aulas, os alunos
trabalham muito em pares, menos em grupo e quase nunca individualmente, pois a professora ndo gosta
muito do trabalho individual.

Em termos de tarefas de ensino, na parte pratica, a professora valoriza a resolucao de exercicios e
tem por habito ndo mandar muitos trabalhos para casa, admitindo a valorizacdo do calculo em
Matematica: “exijo um bocadinho ao nivel do calculo”.

No inicio da sua carreira docente, perspectivava o seu papel como professor um “bocadinho”
expositivo, mas, actualmente, assume-se mais como orientadora e dinamizadora, apesar de continuar a
orientar bastante em virtude de os seus alunos sentirem muitas dificuldades. Em termos de recursos, usa
0 manual escolar, elabora as suas préprias fichas orientadas, recorre a tarefas do projecto “mil itens” e
usa o computador, salientando a utilizacao dos programas GSP e folha de calculo.

Beatriz, na avaliacdo sumativa dos seus alunos, estabelecida no seu Departamento, contempla
uma dimensdo cognitiva (com a ponderacdo de 80%), realizada através de testes escritos e de um
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trabalho pratico, e uma dimensdo de atitudes e valores (com uma ponderacao de 20%), incluindo “a
assiduidade, o comportamento, a participacdo com qualidade, o empenho...”. No caso do trabalho
pratico, com a ponderacdo de 10%, tendo verificado que os alunos copiam da Internet, a professora
decidiu substitui-lo por um problema que os alunos resolvem numa aula de 45 minutos. Assim, a
pontuacao total do teste escrito & de 70%, sendo 5% para o uso correcto da lingua portuguesa.

Afirmando dificuldades na avaliacdo formativa, sobretudo na sua quantificacdo, a professora
recorre ao questionamento dos alunos e ao feedback. Actualmente, deixou de propor a resolucao de
fichas na aula imediatamente anterior ao teste porque os alunos tendiam a ver essas fichas como o
préprio teste, para passar a valorizar mais os erros e dificuldades dos alunos no teste. Neste caso, antes
de entregar os testes, pede aos alunos com tais dificuldades para irem ao quadro resolver as questdes
em causa.

Em Estudo Acompanhado, os alunos preenchem grelhas de auto-avaliacdo sobre o0 seu empenho e
envolvimento na resolucdo de problemas, contemplando os produtos e os processos de resolucéo, e nas
aulas de Matematica “fazem a sua auto-avaliacdo geral”. Neste Gltimo caso, os alunos calculam a sua
propria classificacao considerando “70% da média dos testes que fizeram esse periodo, 10% do problema
... atribuem uma nota a participacao”.

Eu faco sempre uma aula de auto-avaliacdo. Coloco a férmula e eles calculam. Atribuem
um nivel a eles proprios e calculam. J& ha varios anos que faco isto ... eu dou a sugestéo,
mas sou flexivel, tipo uma negociacdo entre o aluno ... em termos do proprio trabalho de
grupo, quando eu defino aqueles parametros.

Praticas de ensino e de avaliacao em Estatistica

Tendo os alunos estudado ja Estatistica no 2.° ciclo do ensino basico, como tabelas de frequéncias
e graficos, torna-se exequivel pedir-lhes para fazerem o estudo de alguma questdo em trabalho de grupo.
Nesse trabalho, onde sdo executadas todas ou apenas algumas fases do método estatistico, os alunos
recorrem a folha de calculo “para calcular as medidas de tendéncia central” e ao PowerPoint para
elaborarem a apresentacdo do trabalho. Durante o processo de realizacdo do trabalho, a professora vai
falando e orientando: “entdo vamos contar..., temos uma tabela de frequéncias ..., ia chamando nomes
as coisas”.

Ao longo dos anos, Beatriz tem privilegiado o trabalho de grupo no estudo da Estatistica,
recorrendo também a revistas e jornais e valorizando a interpretacdo de graficos. Os alunos gostam de
fazer trabalhos e envolvem-se mais.

No ensino da Estatistica utiliza computadores, aplicando a folha de calculo e o programa
HotPotatoes, recorre ao manual escolar para a resolucdo de exercicios, ndo faz muitas fichas de trabalho
e usa revistas para a analise de graficos nelas publicados.

Entre outros temas matematicos e a Estatistica, a principal diferenca nos recursos utilizados
advém do uso da folha de célculo. Para além disso, a professora considera que o caracter pratico e de
pesquisa das tarefas e por se tratar de um tema facil para os alunos faz com que eles se envolvam mais
e obtenham melhores resultados.

A avaliacdo dos alunos em Estatistica resulta sempre da realizacdo de um trabalho de grupo e,
algumas vezes, também de uma pergunta incluida no teste escrito, com peso igual aos outros conteudos,
pois, segundo a professora, o tema é leccionado no fim do ano lectivo e pode nao haver tempo para tal.
No entanto, “se ainda for possivel eu ainda coloco uma questao no teste, mas nao tenho a preocupacao
de realizar um teste de Estatistica”. Na avaliacdo do trabalho, Beatriz considera a sua qualidade, o
envolvimento dos alunos na sua realizacao e a apresentacao.

A avaliacdo formativa desenvolve-se durante a realizacdo do trabalho, em que a professora vai
verificando e chamando a atencdo, e os alunos auto e co-avaliam-se, sobretudo no momento de
apresentacéo dos trabalhos.

Comparativamente com outros temas matematicos, na Estatistica a avaliacdo € mais centrada no
trabalho de grupo desenvolvido pelos alunos e é mais influenciada pela auto e co-avaliacao.
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4.1.2. Caso de Cristina

Cristina ¢ uma professora que obteve a sua licenciatura em Matematica (“via ensino”) numa
universidade publica, tem 15 anos de servico e leccionou todos os anos desde o 7.° ano ao 10.° ano,
embora a sua experiéncia docente seja essencialmente no 3.° ciclo do ensino basico. No que respeita a
Estatistica, tem leccionado todos os anos, desde o 7.° ano até ao 9.° ano e diz que prefere relaciona-la
com o estudo de outros conteudos: “Sé Estatistica, ndo; prefiro ensinar outros temas”.

Neste momento, trabalha “numa escola basica integrada” situada num meio “misto” (“nao é
urbano, mas também nado é estritamente rural”), onde tem a seu cargo apenas turmas do 9.° ano.
Cristina considera que os alunos da sua escola sao “interessados”, tendo um aproveitamento que pode
ser considerado “bom”, designadamente nos exames nacionais, nos quais os resultados tém ficado
sempre acima da média nacional.

A escola da Cristina possui um corpo docente estavel, nem muito inovador, nem muito tradicional,
mas salienta que “mesmo as pessoas mais antigas tentam adaptar-se as novas tecnologias”. A escola
estad também envolvida no Plano da Matematica e, segundo a opinido da professora, o trabalho realizado
no ambito da disciplina de Matematica & “bom”.

Durante o seu percurso escolar, convém dizer que Cristina apenas estudou Estatistica no ensino
superior, onde teve duas cadeiras semestrais: “uma de Estatistica e outra de Probabilidades”. No ambito
da formacao continua, frequentou uma accao de formacao, na qual a Estatistica foi objecto de um
“tratamento teorico” relacionado com o ensino, com o recurso as novas tecnologias, mas nao houve
quaisquer orientacdes/sugestdes em relacao a avaliacao neste dominio.

Praticas de ensino e de avaliacao em Matematica

Quando questionada sobre as suas praticas de ensino e avaliacdo em Matematica, Cristina
ressalta a “interligacdo” dos conteudos, a valorizacdo das abordagens praticas e a motivacao dos alunos.
Nas aulas, assume um papel “dinamizador” face ao papel “activo e responsavel” que devem ter os
alunos. Nos ultimos tempos, admite que tem utilizado mais o “trabalho em pares ou o trabalho
individual”, o que nao impede de, ocasionalmente, realizar “trabalho de grupo ou em grande grupo”. Esta
professora gosta de desenvolver “tarefas contextualizadas”, aproveitando varios recursos disponiveis,
desde o “manual escolar” (“quando o manual é bom”) até aos materiais fornecidos pelo Ministério da
Educacao. No caso das novas tecnologias, utiliza-as sempre que possivel, na medida em que depende da
disponibilidade dos equipamentos e das salas.

Na avaliacdo, Cristina refere que valoriza muito o “empenho” e a “atitude” face a disciplina, bem
como “os testes escritos (normalmente, dois por periodo), as provas de avaliacdo e os trabalhos que eles
produzem”. Do seu ponto de vista, a avaliacdo formativa tem uma funcao essencialmente “reguladora”,
tendo o professor um papel preponderante no processo de auto e hetero-avaliacao. Neste aspecto, os
critérios que privilegia sao, sobretudo, os de caracter atitudinal: “responsabilidade” no cumprimento das
tarefas propostas, “o empenho” na realizacdo das mesmas e a capacidade de trabalhar de um “modo
auténomo”.

Praticas de ensino e de avaliacao em Estatistica

No ensino da Estatistica, Cristina afirma que os temas tratados permitem compreender mais
facilmente a aplicacdo da Matematica, o que, em certa medida, contraria a “abstraccao” dos outros
“temas”. Deste modo, a professora sublinha o recurso a estratégias indutivas com apoio na realidade e
na experiéncia dos alunos:

Na parte da Estatistica, além de utilizar o manual, quando ele € bom, procura sempre que
eles vejam alguma noticia para se poder trabalhar. Por exemplo: a diferenca entre um
inquérito, um questionario, uma sondagem, um senso... E pesquisar alguma informacao
sobre isso para depois se trabalhar: “o que é a Estatistica”, “para que serve”...
Normalmente, & assim que procuro buscar coisas a actualidade.

No tratamento da Estatistica, Cristina refere ainda que faz sempre um trabalho de grupo,
privilegiando tarefas contextualizadas, embora com um ou outro problema de aplicacdo. Neste contexto,
considera que o seu papel “é mais de mediador”, uma vez que os alunos tém um papel activo e mais
aplicado a vida real. Nas aulas de Estatistica, é frequente a utilizacdo de varios recursos: o computador, o
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manual escolar, jornais, revistas e calculadoras.

No que respeita a avaliacdo em Estatistica, Cristina nao admite diferencas: avalia do mesmo
modo, reconhece que o papel da avaliacdo formativa é idéntico aos dos outros “temas” e nao considera
critérios especificos. Contudo, admitindo o papel mais interventivo dos alunos nesta parte dos contetidos
de Matematica, Cristina assinala que utiliza mais o “trabalho de grupo” (com o maximo de trés alunos”)
ou “trabalho em pares” e que nunca faz “testes s6 de Estatistica, embora os testes possam incluir
questdes de Estatistica”.

4.2. Ensino secundario
4.2.1. Caso de Ana

Ana tem a Licenciatura em Ensino da Matematica, obtida numa universidade publica, é docente
ha 20 anos no 3.° ciclo do ensino basico e no ensino secundario, onde leccionou desde o 7.° ano ao 12.°
ano, embora nos ultimos 17 anos tenha ensinado apenas no ensino secundario e, actualmente, ensina
em trés turmas do 11.° ano de Matematica A. A escola onde trabalha ¢ uma escola secundaria com 3.°
ciclo, insere-se num meio urbano, mas recebe também alunos oriundos de meios rurais.
Maioritariamente, os alunos e os professores sdo empenhados e o aproveitamento dos alunos em
Matematica enquadra-se nos resultados a nivel nacional.

Ana ndo se recorda de ter estudado Estatistica no ensino basico ou secundario; na universidade
recorda-se de ter tido apenas uma disciplina de Probabilidades e Estatistica e ndo frequentou qualquer
accao de formacao continua versando o tema de Estatistica. Ja em termos de ensino, esta professora
afirma ter ensinado Estatistica trés ou quatro vezes no ensino basico e cerca de seis vezes no ensino
secundario. Considera, ainda, o tema de Probabilidades e Combinatéria um tema dificil, “em que ¢
preciso estar sempre a estudar”, e gosta muito do tema de Estatistica porque os alunos também gostam
mais desse tema, sem o preferir a outros temas de Matematica.

Praticas de ensino e de avaliacao em Matematica

Nas suas praticas de ensino, Ana gosta de usar tecnologia, mas também gosta de usar o quadro e
0 giz, da aulas expositivas e outras em que sdo os alunos a descobrir a matematica, afirmando que é “a
mistura das duas coisas. (...) E o que toda a gente faz (...) Digamos que 60% é para exposicdo e 40%
para [trabalho mais auténomo] ”.

Os alunos, em geral, preocupam-se mais em reproduzir o que lhes é transmitido do que em
pensar por eles proprios, o que é reflexo da sociedade e também do computador. No caso do
computador, a professora ressalta aspectos negativos no seu uso excessivo, notando-se em alguns alunos
“uma tendéncia para a alienacao”, vivendo num mundo virtual desligado da realidade.

Em termos de organizacdo da sala de aula, preferencialmente os alunos trabalham
individualmente, algumas vezes em pares e excepcionalmente em grupo. Em termos de tarefas de
€nsino, recorre a exercicios e a problemas, mas “uma grande parte é exercicios”. Nos ultimos tempos,
influenciada pelos novos programas da disciplina de Matematica, a professora tem vindo a promover
mais a realizacdo de trabalho de grupo e de trabalho auténomo dos alunos.

Quanto a avaliacdo em Matematica, a professora contempla as dimensdes “saber fazer”, em que
recorre a testes e a alguns trabalhos (“nao faco assim muitos trabalhos”), e “saber ser”, em que recorre
a uma grelha para registar “a participacao, o interesse, o sentido critico e o cumprimento de regras
minimas”. Na sua perspectiva, a grelha torna o processo de avaliacdo “mais transparente e objectivo”.

Ana considera que “nestes ultimos anos tem havido mais rigor quanto aos critérios de avaliacao”,
sendo a escola a definir os critérios do “saber fazer” (com uma ponderacdo de 90%) e do “saber ser”
(com uma ponderacao de 10%). Uma vez definidos, os critérios sdo comunicados aos alunos, sem que
eles tenham qualquer intervencdo na sua formulacdo porque “eles ainda ndo tém capacidade para
decidir sobre a melhor forma para avaliar estas coisas”. Na pratica, a dimensao “saber ser” parece
apenas alterar residualmente a avaliacdo da dimensao “saber fazer”.

Por exemplo, um [aluno com] 15,2. (...) Ha coisas que até ndo se conseguem traduzir em
termos numéricos. Entdo se eu acho que o aluno até trabalha na aula, eu posso passa-lo
para 16 e a outro ndo. E muito dificil quantificar tudo ao pormenor.
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No ultimo dia de aulas de cada periodo, os seus alunos fazem a auto e co-avaliacdo com o fim de
se consciencializarem do trabalho realizado e de conhecerem a opinido da professora. Em termos
formativos, para além do questionamento dos alunos, a professora realiza nas aulas que antecedem o
teste uma ficha semelhante ao proprio teste.

Praticas de ensino e de avaliacao em Estatistica

No ensino da Estatistica, a professora comeca por salientar as poucas aulas de que normalmente
dispde para leccionar esse tema. No entanto, por se tratar de “contetidos mais faceis, também é mais
facil o professor conseguir com as poucas aulas que tem ir cumprindo minimamente os objectivos do
programa”. Também para rentabilizar mais o reduzido nimero de aulas, a professora “da os dados
estatisticos em bruto e ja os pde numa folha de papel com tabelas construidas, mas por preencher, e nos
graficos ja da o referencial”, até porque os alunos “ja deram no 3.° ciclo muita coisa de Estatistica, no
fundo é so tentar ampliar um pouco os conhecimentos”. Depois de ter explorado os conceitos de moda,
média e mediana, os alunos desenvolvem um trabalho de grupo, no qual “vao escolher variaveis
diferentes e vao, eles proprios, estudar a turma”.

Em sintese, na primeira parte os alunos vao resolvendo individualmente a ficha fornecida pela
professora e na segunda parte realizam um trabalho de grupo, em que os alunos se empenham mais,
que considera mais importante e em que o seu papel & mais de dinamizadora. Nas conclusdes dos
trabalhos que realizaram, os alunos “acrescentaram que deviamos fazer mais trabalhos daqueles, que
aprendem mais a fazer aquele trabalho do que outras coisas”, o que, segundo a professora, se explica
pela presenca da Estatistica nas suas vidas presentes e futuras.

No ensino da Estatistica tem usado “o quadro, o manual, a calculadora grafica, as fichas
orientadas (nao é fichas de exercicios), os computadores portateis [pela primeira vez no ano passado], a
Internet ndo e o quadro interactivo”.

As diferencas entre o ensino da Estatistica e de outros temas de Matematica deve-se ao facto de
0s alunos considerarem a “Estatistica mais interessante”, referindo: “Por muito que um professor se
esforce, nos contetidos que os alunos gostam pouco é dificil fazer com que os alunos gostem muito”. Por
outro lado, a sua utilidade também faz com que os alunos desempenhem “um papel mais activo”.

Os alunos perguntam: — E para que é que isto serve? E as vezes ¢ dificil para nds explicar-
lhes para que lhes vai servir a Trigonometria. A Estatistica eles ja sabem que lhes serve
para muita coisa.

A excepcao do trabalho de grupo, que os alunos realizam em Estatistica (incluido num total de
dois ou trés trabalhos efectuados durante o ano lectivo) e com maior influéncia, a avaliacdo em
Estatistica & semelhante a que realiza nos outros temas matematicos, e que foi antes referida. Na
avaliacao dos trabalhos de grupo a professora sente dificuldades pelo facto de alguns grupos incluirem
aspectos nao pedidos nos seus trabalhos, na parte de apresentacédo do trabalho e em diferenciar o grau
de envolvimento dos diferentes elementos dos grupos. Da sua experiéncia, apesar de dar aos alunos “no
final um papelinho a perguntar: — Dos trés quem trabalhou mais?”, conclui que os alunos “nao sao
capazes de dizer que um colega nao trabalhou”, acabando por atribuirem a mesma nota a todos.

Por fim, através da realizacdo do trabalho de grupo, Ana admite que em Estatistica pode avaliar
“outras competéncias que, as vezes, nos outros temas nao ¢ tao facil avaliar”, salientando os “trabalhos
lindissimos”, o trabalho no Excel, os “graficos bonitos” e acrescentando que “alunos com dificuldades
fizeram trabalhos extraordinarios”.

Em relacao a avaliacdo formativa, a que atribui a finalidade de que “o aluno se aperceba das suas
dificuldades a tempo e as consiga superar para que depois quando tiver uma avaliacao sumativa consiga
dar o seu maximo”, Ana considera ser suficiente colocar questdes aos alunos, nao efectuando qualquer
outro tipo de avaliacdo mais estruturado, como o faz em outros temas matematicos. Constatando que os
alunos nao sentem grandes dificuldades em Estatistica, a professora desvaloriza esta modalidade de
avaliacdo, afirmando: “O aluno, normalmente, entende tudo a primeira e nao tem grandes dificuldades.
Por isso é que nao me parece tao importante neste tipo de contelidos a avaliacdo formativa. Eles proprios
acham aquilo simples”.
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4.2.2. Caso de Isabel

Isabel tem uma licenciatura em Matematica — Ramo Educacional, obtida numa universidade
publica. Fez o estagio pedagogico no ano lectivo de 1991/1992, tendo neste momento cerca de 16 anos
de servico, sem contar com o periodo anterior a profissionalizacdo, durante o qual trabalhou numa escola
do ensino privado. Possui uma experiéncia muito diversificada, tendo leccionado todos os anos do 3.°
ciclo do ensino basico e do ensino secundario, bem como MACS, Cursos de Educacéo e Formacao e o
“Projecto 15/18”. Neste momento, lecciona 0 9.° ano do ensino basico, os 10.° e 11.° anos do ensino
secundario (incluindo o ensino profissional), ao que acresce ainda a disciplina de MACS e a area
curricular nao disciplinar de Estudo Acompanhado.

Isabel trabalha numa escola secundaria com 3.° ciclo do ensino basico, criada had mais de
cinquenta anos como “Escola Industrial e Comercial”. Trata-se de um estabelecimento de ensino que
esta situado num meio urbano, mas que tem uma populacdo escolar “com muitas caracteristicas do
meio rural, com muitas dificuldades econdmicas, com muitos pais desempregados e com niveis de
escolaridade baixos”. Nao obstante, Isabel considera que os alunos apresentam, de um modo geral, um
aproveitamento “razoavel” em Matematica, embora com “algumas dificuldades”. Isabel salienta que o
corpo docente da escola onde trabalha ¢ “estavel, dindmico e cooperativo”, no qual considera que é
possivel encontrar, simultaneamente, praticas ditas “tradicionais” e uma tendéncia para inovar e para o
recurso as “novas tecnologias”. A escola participa no Plano da Matematica, da qual foi coordenadora no
ano lectivo 2006/2007.

Relativamente a formacdo em Estatistica, ao longo do percurso escolar, Isabel refere que teve
apenas uma disciplina anual de “Estatistica e Probabilidades” durante a sua licenciatura. Além disso,
teve também oportunidade de frequentar algumas accdes de caracter pontual, ndo acreditadas e com
uma curta duracdo (uma tarde ou uma manha). No ambito da formacdo continua, acreditada e
organizada pelos Centros de Formacao de Associacao de Escolas, assinala que nao teve nenhuma acgéo
especifica e exclusivamente dedicada a Estatistica, mas que “haveria algum tema onde foi abordada”.
Neste caso, Isabel menciona que se tratou de uma formacdo “tedrica, mas apresentando alguns
exemplos praticos”, sem que a avaliacdo em Estatistica tenha sido objecto de orientacdes especificas:

Aquilo que me sugeriram sempre, quando abordamos o tema da Estatistica, foi realizar
projectos, trabalhos de grupo com os alunos... Portanto, que havia outro tipo de avaliacéo
diferente dos testes.

Praticas de ensino e de avaliacao em Matematica

Isabel caracteriza as suas praticas de ensino como “uma mistura de estilos”, com umas aulas
mais “expositivas”, com outras mais “participativas”, recorrendo aos recursos tecnologicos sempre que
considera oportuno e em funcao dos objectivos definidos para cada aula. Neste sentido, o seu papel
como professora também varia em funcao da disciplina e da turma, referindo que, em determinadas
situacdes (turmas mais pequenas), € mais “dinamizadora”, mas que, noutras circunstancias (turmas
mais numerosas, com outro tipo de dificuldades...), € mais “expositiva”: “acabo por ter uma postura
diferente consoante as caracteristicas da turma”. Quanto ao papel dos alunos na disciplina de
Matematica, realiza um juizo de facto, segundo o qual havera uns que serdo mais “activos” e outros
marcados mais pela passividade.

Esta professora declara que as tarefas de ensino que desenvolve também séo variadas, dando o
exemplo da disciplina de MACS, na qual considera que os trabalhos de grupo sdo predominantes, mas,
em contrapartida, com as turmas do 9.° ano, costuma fazer mais “trabalho de pares”. Além disso, o seu
principal recurso €, indubitavelmente, o “manual escolar”, pelo que s6 recorre a outros materiais numa
l6gica supletiva, isto €, quando o manual ndo contempla ou nao trata de forma adequada um contetdo.
De um modo geral, Isabel caracteriza da seguinte forma as suas praticas de ensino:

Geralmente, para introduzir conceitos, gosto de os colocar perante uma situacdo-problema,
em que os alunos vao tentar encontrar uma estratégia para a resolver e, dessa forma, leva-
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los ao conceito que eu pretendo. Naturalmente que depois havera uma parte mais pratica,
de exercicios, de treinos sempre com o objectivo de se aplicar na resolucao de problemas.

No que se refere as praticas de avaliacao, Isabel destaca, desde logo, o caracter determinante dos
critérios definidos e aprovados pelo seu grupo disciplinar (“estdo quantificados ao nivel de escola”), em
relacdo aos quais admite que nada pode mudar. Neste sentido, tal como esta “estipulado”, apontou o
facto de os testes serem o instrumento de avaliacdo com maior “peso”. Nao obstante, Isabel usa varias
formas de avaliacdo, designadamente os trabalhos de grupo. No caso da disciplina de MACS, tendo em
conta a sua especificidade, admite que tem tendéncia para realizar mais trabalhos de grupo,
composicoes matematicas e grelhas de observacao da aula.

Por outro lado, Isabel apresenta uma concepcao da avaliacdo que acentua a funcdo sumativa (“eu
pessoalmente nao faco grande distincdo entre a avaliacdo formativa e a sumativa”), com uma orientacao
para a quantificacdo e para a centralidade do papel do professor. Com efeito, segundo esta professora,
“aquilo que o aluno gosta e percebe é quando eu quantifico e, ai, ja lhe diz alguma coisa”. Deste ponto
de vista, apesar de considerar que os papéis se complementam, Isabel revela que, na sua opiniao, o que
prevalece é sempre a avaliacdo do professor, embora os alunos, na generalidade, revelem “um sentido
critico bastante justo”.

Praticas de ensino e de avaliacao em Estatistica

No ensino da Estatistica, Isabel ressalta, desde logo, a adopcdo de uma metodologia indutiva, na
qual o recurso ao mundo experiencial dos alunos tem um papel central, o que, de resto, vai ao encontro
da representacao imediata que os alunos tém da Estatistica: “Quando se fala de Estatistica, eles dizem
logo “vamos fazer um inquérito ai pela escola?”.

Neste sentido, a professora refere que comeca por colocar os alunos perante um “estudo” sobre
algo que lhes seja familiar (a idade, o nimero de irméaos...), a partir do qual sdo desencadeados varios
procedimentos, entre 0s quais a construcdo de graficos com o recurso ao Excel. No entanto, Isabel nota
que os alunos, apesar de toda a motivacdo e “agrado”, revelam dificuldades quando se trata de “tirar
conclusodes”.

Nas suas praticas de ensino da Estatistica, Isabel aponta aspectos comuns e diferentes,
comparando o modo como ensina os diferentes “temas” da Matematica. No que respeita aos aspectos
comuns, Isabel destaca dois: o facto de ndo organizar de forma diferente o espaco das aulas de
Estatistica, apesar de imputar as limitacdes fisicas da escola e, tal como em relacao a outros “temas”, o
facto de usar “muito o livro” (“o manual tem muitos bons recursos”) e, ocasionalmente, outros materiais
de apoio, sobretudo os computadores e as calculadoras graficas.

Por sua vez, em relacao aos aspectos diferentes, Isabel aponta, por um lado, o tipo de actividades
que costuma realizar, admitindo que “acaba por fazer mais tarefas em grupo”, o que implica, por outro
lado, que tenha que assumir um papel diferente porque a avaliacdo também ¢ diferente. Com efeito, no
ensino da Estatistica, ha uma mudanca qualitativa, quer no papel da professora, quer no papel dos
alunos: a primeira assume mais a funcao de “mediadora”; os segundos revelam mais actividade,
empenho e participacao.

Na avaliacdo em Estatistica, Isabel assume que, de um modo geral, ndo ha diferencas a assinalar
relativamente ao modo como avalia nos outros temas da disciplina de Matematica: a funcao da avaliacéo
formativa ¢ a “mesma”, ndo ha alteracdo dos “critérios” (“tenho que me cingir aos critérios definidos
pelo grupo”) e o papel dos intervenientes (professor e alunos) nao apresenta mudancas (“é o mesmo que
nos outros temas”). No entanto, Isabel nado deixa de sublinhar uma “diferenca” na avaliacdo em
Estatistica: o recurso ao “trabalho de grupo” e as “grelhas de observacdo” em detrimento dos “testes”,
0s quais, apesar de continuarem a ser utilizados (“faco um teste no final com questdes de Estatistica”),
nao sao o0 Unico e 0 mais valorizado instrumento de avaliacao.

Finalmente, apresenta-se no quadro 1 a sintese dos aspectos mais relevantes dos quatro casos
estudados em relacdo as dimensdes: formacdo e ensino de Estatistica, ensino e avaliacdo em
Matematica e o que é diferente no ensino e na avaliacdo em Estatistica.
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5. Conclusao

Todos os quatro casos estudados tém uma experiéncia docente consideravel, variando entre o
minimo de 12 anos e o maximo de 20 anos. Em termos de formacdo em Estatistica, salienta-se a
frequéncia de uma disciplina anual ou de duas disciplinas semestrais, no caso de todas as participantes,
e de uma accao de formacao continua, no caso de trés das participantes (Beatriz, Cristina e Isabel).

Todas as professoras ensinaram o tema de Estatistica varias vezes ao longo do seu percurso
profissional e nao tém uma clara preferéncia pelo ensino deste tema, preferindo mesmo ensinar outros
temas matematicos (Beatriz e Cristina) ou ndo o preferindo a outros temas matematicos (Ana). Esta
opinido das professoras contrasta com a dos alunos, os quais revelam uma clara preferéncia pelo tema
da Estatistica, destacando-se, para tal, a sua natureza pratica, a sua utilidade e consequente motivacao
para o seu estudo e o facto de se tratar de um tema facil de aprender. Talvez esta discrepancia se deva a
pouca formacao das professoras em Estatistica, tal como ela é preconizada por Batanero (2009).

No ensino da Estatistica, diferentemente dos outros temas da Matematica, salientam-se o trabalho
de grupo, o tipo de tarefas e os recursos utilizados. O trabalho de grupo é utilizado por todas as
participantes e, embora também seja implementado em outros temas matematicos, na Estatistica reveste
um caracter mais sistematico e abrangente. Nesta metodologia de trabalho, em geral, as professoras
assumem um papel mais de dinamizadoras e orientadoras e os alunos adoptam um papel mais activo e
auténomo. Embora, certamente, esta forma de trabalho dos alunos lhes permita adquirir competéncias
de natureza social (Petocz & Reid, 2007), o estudo nao produziu evidéncia de que os trabalhos de grupo
se tenham centrado na realizacao de investigacdes estatisticas, as quais sdo centrais para a consecucao
das sub-metas estabelecidas por Gal e Garfield (1997), antes referidas. A este proposito, Beatriz admite
envolver no trabalho de grupo apenas algumas fases do método estatistico e, no caso de Ana, ele realiza-
se apds uma fase de introducdo de termos e conceitos, o que revela um caracter de aplicacdo pratica.

Em todos os casos estudados, para além dos exercicios e problemas, salienta-se o recurso a
tarefas de caracter pratico, contextualizadas e relacionadas com a vida real. No caso da exploracado de
situacdes realistas, enfatizar-se-ia a vertente da Estatistica como ciéncia aplicada, reduzindo a dimensao
tedrica que, frequentemente, é sobrevalorizada no seu ensino (Batanero, 2009). Ora, face a metodologia
adoptada no estudo, a referéncia feita pelas professoras pode corresponder a uma visdo superficial do
gue é um ensino baseado na realidade, como foi constatado por Fernandes, Carvalho e Ribeiro (2007),
onde, para as participantes, as tarefas contextualizadas (extraidas do manual escolar) seriam tarefas da
vida real. Acrescenta-se ainda que Beatriz e Cristina, ambas professoras do ensino basico, referiram a
utilizacdo de revistas e jornais como fontes de tarefas, no caso de Beatriz com o propésito de interpretar
graficos.

Embora apontando maleficios ao uso excessivo dos computadores por parte dos alunos (caso de
Ana) e um uso ocasional (no caso de Isabel), todas as professoras referiram recorrer as novas tecnologias
no ensino da Estatistica, as quais, para Jolliffe (2007), estdo na origem das maiores alteracdées do seu
ensino. As participantes destacam o uso da folha de célculo e das calculadoras graficas, tecnologias que
sdo especialmente adequadas ao estudo da Estatistica. A referéncia as calculadoras graficas por ambas
as professoras do ensino secundario (Ana e Isabel) pode dever-se ao facto destes instrumentos serem de
uso obrigatorio nesse nivel de ensino.

Na avaliagdo em Estatistica, diferentemente dos outros temas da Matematica, evidencia-se o
trabalho de grupo, os testes escritos e a avaliacdo formativa. O facto de os alunos terem aprendido e
terem sido avaliados através do trabalho de grupo revela a sintonia entre o ensino e a avaliacao. Todas as
professoras atribuem um maior peso ao trabalho de grupo e Ana sente dificuldades em o avaliar, sendo
de opinido que ele permite a avaliacdo de outras competéncias dificeis avaliar em outros temas. Beatriz e
Cristina, ambas professoras do ensino basico, admitem colocar algumas questdes sobre Estatistica no
teste escrito, mas ndo fazem um teste apenas de Estatistica.

69



Na avaliacao formativa, Beatriz e Ana questionam os alunos ao longo da realizacdo do trabalho de
grupo, e Ana propde ainda, nas aulas que antecedem os testes, uma ficha semelhante ao préprio teste.
Além disso, Ana desvaloriza a avaliacao formativa em Estatistica uma vez que os alunos nao sentem
dificuldades nesse tema.

Os critérios de avaliacdo sao estabelecidos pelos 6rgaos da escola e é realizada a auto-avaliacao e
hetero ou co-avaliacao (Beatriz, Cristina e Ana). No caso de Beatriz, a avaliacao dos alunos em Estatistica
¢ mais influenciada pela auto e co-avaliacdo, no caso de Cristina, a auto e hetero-avaliacdo centram-se
nos aspectos atitudinais e, no caso de Ana, a auto e hetero-avaliacdo nao influenciam a avaliacdo dos
alunos.

Especialmente no caso de Ana, transparece a pouca importancia que ¢ atribuida frequentemente
a Estatistica, assumindo mesmo o trabalho de grupo um meio de leccionar o tema no pouco tempo
disponivel. Esta desvalorizacdo da Estatistica, relativamente aos outros temas da Matematica, passa
também pelo facto de se tratar de contetidos que estdo praticamente ausentes dos exames nacionais.

Em sintese, podemos concluir que, por um lado, as professoras que participaram no estudo
demonstram conhecer orientacdes relevantes relativas ao ensino e a avaliacdo em Estatistica, e, por
outro, revelem algumas dificuldades e limitacdes na implementacdo dessas orientacdes. Resultado
analogo foi também obtido por Fernandes, Alves e Machado (2008) no caso das praticas de avaliacdo de
professores de Matematica. Assim, o necessario aprofundamento da formacdo dos professores nesta
tematica devera dar prioridade a preparacao de materiais e a intervencdo do professor em sala de aula.
Tal formacao deverad ainda repercutir-se nas perspectivas dos professores que véem a Estatistica como
um tema facil de os alunos aprenderem, pois muitas vezes tal facilidade decorre de uma abordagem
mais técnica do tema (Fernandes, Sousa & Ribeiro, 2004), sem considerar os aspectos interpretativos,
argumentativos e comunicativos.
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Resumo. As diferencas entre o processo de ensino-aprendizagem tradicional e a
metodologia de projectos centrados em problemas tém suscitado na literatura multiplas
interrogacdes. Até que ponto esta nova forma de trabalho colide com marcos determinados
pelo sistema educativo? Que implicacdes tem ao nivel dos papéis professor/aluno, ao nivel
do trabalho de grupo e da aquisicdo de novos saberes?

Independentemente da metodologia utilizada, é hoje em dia consensual que a capacidade
estatistica ¢ na sociedade actual uma competéncia absolutamente necessaria a um
exercicio pleno da cidadania. Emerge, assim, uma mudanca de rumo, da transmissao mais
ou menos passiva de conhecimentos para uma construcao activa de uma cultura estatistica
de que a Escola nao se podera alhear.

Nesta comunicacao pretendemos sintetizar o contributo da metodologia de projectos para o
desenvolvimento da literacia e raciocinio estatisticos, apresentar as conclusdes gerais de
um estudo de avaliacdo de projectos (Pimenta, 2006) e divulgar um portal de apoio a
interaccdo entre professores e estudantes no ambito do desenvolvimento de projectos.

1. Introducao

A sociedade actual, em constante mutacao, face a novas descobertas e novidades ao nivel da
ciéncia e tecnologia, obriga a uma reflexdo sobre o papel da Escola. A nova Escola devera preparar os
estudantes para viver e actuar num mundo em constante mudanca, sendo ele proprio um agente activo
nessa mudanca.

A Estatistica desempenha um papel preponderante neste desenvolvimento uma vez que
proporciona ferramentas metodologicas gerais para analisar a variabilidade, determinar relacdes entre
variaveis, desenhar as suas proprias experiéncias e tomar decisdes em situacdo de incerteza. (Batanero &
Diaz, 2003).

Torna-se assim necessario que a Escola prepare o estudante para pensar e reflectir sobre a
sociedade que o rodeia de forma critica e criativa, ndo actuando apenas a partir de verdades adquiridas
que lhe sado impostas. Aprender sera assim “adquirir conhecimentos, desenvolver habilidades, mudar
comportamentos, descobrir o sentido das coisas e dos factos” (Martins, 2001, p. 21).

Este processo implica uma mudanca de paradigma relativo ao processo de ensino-aprendizagem:
da metodologia tradicional centrada no professor para uma metodologia centrada no estudante.

2. A Escola face a mudanca de paradigma

A figura 1 pretende sumariar as caracteristicas essenciais do modelo tradicional e do modelo de
escola renovada.

Como referimos anteriormente, assistimos a uma mudanca de paradigma. O centro do processo
de ensino-aprendizagem passa agora a ser o estudante uma vez que as metodologias tradicionais nao se
mostram capazes de desenvolver adequadamente estas competéncias e varios autores reclamam a
utilizacdo de metodologias mais eficazes (Moore, 1992; Snee, 1993). Uma das criticas aos modelos
tradicionais de ensino-aprendizagem, que varias vezes se repete, baseia-se no conteudo e nao no
problema, isto &, a énfase é colocada na aprendizagem de conceitos estatisticos e ndo no processo de
utilizacéo da estatistica para resolver problemas. Estas metodologias revelam-se eficientes para oferecer
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conteudos de conhecimento porque o educador pode controlar a quantidade de matéria leccionada e
adaptar o nivel do curso as necessidades dos seus estudantes. Contudo, este desenho programatico pode
induzir nos estudantes a conviccao erronea de que aprenderam tudo o que havia para aprender acerca
da estatistica, desencorajando futuras aprendizagens. Nao podemos esquecer, também, que se 0s
conhecimentos estatisticos nao forem integrados com a sua area disciplinar, podera tornar-se dificil para
estes estudantes recordar e aplicar esses conceitos mais tarde.
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Figura 1. Escola Tradicional vs. Escola Renovada (Martins, 2001, pp. 22 e 25).
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A estatistica é, entao, inseparavel das suas aplicacdes e o seu objectivo final é a resolucdo de
problemas externos a propria estatistica (Anderson & Loynes, 1987). As propostas curriculares mais
recentes realcam que o ensino da estatistica ndo se deve reduzir apenas a conceitos e procedimentos
mas enfatizar o processo de raciocinio estatistico e o sentido dos dados. Nao nos podemos esquecer que
os dados nao sdo nimeros mas sim numeros num determinado contexto. Devemos aliar a uma maior
variedade e quantidade de conteldos estatisticos uma mudanca de focalizacdo: o ensino da estatistica
deve centrar-se nas suas aplicacdes e a sua utilidade deve ser demonstrada a partir de diversas areas
(Batanero & Diaz, 2004).

A metodologia de projectos permite claramente integrar a estatistica no contexto das suas
aplicacoes e desenvolver as diferentes fases de uma investigacdo, promovendo o raciocinio estatistico. A
estratégia de ensino deverd passar, nas palavras de Martins (2001, p. 11), por “ndo dar a resposta
pronta, ou a solucdo aos problemas encontrados pelos alunos, mas otienta-los a investigar, alimentando-
lhes o prazer de descobrir, pela pesquisa e pelo proprio esforco, as respostas que querent’. Os projectos
permitem aprender a fazer e a pensar.

Por tudo isto, urge repensar a forma de ensinar estatistica aos estudantes das diferentes areas.
Uma das principais dificuldades é o facto de grande parte dos livros de estatistica enfatizarem a
actividade matematica em detrimento da actividade estatistica. Torna-se assim necessario estudar as
aplicacdes e trabalhar com dados, para que os futuros profissionais adquiram competéncias que lhes
permitam levar a cabo investigacdes nas suas areas especificas aplicando a metodologia e o raciocinio
estatisticos.

Paralelamente ao desenho de curriculos, que enfatizem o instrumental estatistico mais utilizado
em cada area de conhecimento, é inevitavel dotar os professores de estatistica de formacao didactica.
Esta inclui ndo apenas o conhecimento estatistico mas também o conhecimento didactico do contetido.
As componentes basicas do conhecimento didactico encontram-se descritas em Batanero (2003, p. 11):

* A reflexdo epistemoldgica sobre o significado dos conceitos, procedimentos (em geral
objectos) que se pretendem ensinar, isto €, neste caso, a reflexdo epistemoldgica sobre a
natureza do conhecimento estocastico, seu desenvolvimento e evolucéo.

* Andlise das transformacoes do conhecimento de modo a adapita-las aos diferentes niveis
de ensino. Esta andlise permite reflectir sobre os diferentes niveis de compreensdo
possiveis acerca de um mesmo conhecimento e avaliar o nivel e a forma particular como
um determinado conceito poderia ser ensinado a uma pessoa em particular.

* fstudo das dificuldades, erros e obstdculos dos alunos na aprendizagem e suas
estratégias de resolucdo de problemas, o que permitira orientar melhor a tarefa de
ensino e avaliacdo da aprendizagem.

* Andlise do curriculo, situacdes didacticas, metodologia de ensino para temas especificos
e recursos diddcticos especificos. Tudo isto configura parte dos recursos diddcticos
disponiveis para melhorar a accao didactica.

Nos pontos seguintes propomo-nos fazer um resumo daquilo que entendemos por literacia
estatistica e raciocinio estatistico.

3. A Literacia Estatistica

O conceito de literacia estatistica tem vindo a aparecer na literatura de forma a reconhecer o papel
do conhecimento estatistico na formacédo elementar. Concordamos com Gal (2002, p. 2-3) quando afirma
que os adultos numa sociedade industrializada se devem encontrar capacitados para:

(a) interpretar e avaliar criticamente a informacéo estatistica, os argumentos apoiados em
dados ou os fendmenos estocasticos que os individuos podem encontrar em diversos
contextos, incluindo os meios de comunicacao, mas nao se limitando a eles;
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(b) discutir e comunicar as suas opinides em relacéo a tais informacdes estatisticas quando
seja relevante.

O autor propde um modelo para a aquisicao de literacia estatistica baseado nas componentes da
cultura estatistica que apresentamos na Tabela 1.

Tabela 1 - Componentes da cultura estatistica

Componentes da cultura estatistica

Elementos de conhecimento Elementos de disposicao
Destreza a ler e escrever

Conhecimento estatistico Crencas e atitudes
Conhecimento matematico Opiniao critica
Conhecimento de contexto

A destreza na leitura e na escrita é importante porque as pessoas precisam de comunicar
claramente as suas opinides, oralmente ou por escrito, dependendo das circunstancias. Mas, em
qualquer caso, a resposta deve conter informacao suficiente acerca da légica ou evidéncia em que é
baseada de modo a que outra pessoa possa julgar razoavelmente a informacdo. Para compreender a
informacao estatistica sdo necessarios alguns conhecimentos basicos de estatistica.

Watson (1997) apresenta outro modelo de literacia estatistica que contém trés componentes de
dificuldade progressiva: o conhecimento basico dos conceitos estatisticos e probabilisticos; a
compreensao dos raciocinios e argumentos estatisticos quando se apresentam num contexto mais vasto
do que em algum artigo nos meios de comunicacdo ou em algum estudo; e uma atitude critica que se
assume ao questionar argumentos que estejam baseados em certezas estatisticas ndo suficientes.

Scheaffer, Watkins e Landwehr (1998) propdem a inclusdo dos seguintes topicos no estudo da
estatistica:

—Percepcao numérica;

—Compreensao das variaveis;

—Interpretacao de tabelas e graficos;

—Aspectos do planeamento de uma experiéncia ou levantamento, tais como o que constitui uma
boa amostragem, ou métodos de recolha de dados e planeamento dum questionario;

—Processo de andlise de dados, tais como detectar modelos a partir das frequéncias, ou resumir
aspectos-chave com estatisticas;

—Relacao entre probabilidade e estatistica, tais como determinar as caracteristicas das amostras
aleatdrias, e o conhecimento de testes de significancia estatistica;

—Raciocinio inferencial, tal como intervalos de confianca e testes de hipoteses.

No que concerne ao conhecimento matematico, Gal (2002) considera que é necessario algum
conhecimento basico mas que, como nos nossos dias os computadores fazem os calculos rapidamente,
ndo é necessario aprofundar muito este tipo de contetidos. As novas tecnologias tornam desnecessario o
dominio de certos algoritmos obrigando a reequacionar o papel do calculo no processo de ensino-
aprendizagem. O calculo deve ser um meio para se atingir um objectivo e ndo um fim em si mesmo. Por
outro lado, exigem um apurado sentido de razoabilidade acerca dos resultados a que chegaram. E
necessario que os cidadaos tenham espirito critico e saibam, por exemplo, avaliar se as inferéncias sao
validas, se o tipo de estudo é razoavel no contexto e se a amostra é representativa. A literacia estatistica
pressupde a capacidade de “ler numeros”, de extrair deles a informacdo que contém, de os decifrar,
pois, s6 assim, ser estatisticamente culto podera implicar saber estatistica. Mais recentemente, Gal
(2005) descreve componentes similares para a literacia probabilistica, indicando a necessidade de formar
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os cidadaos que enfrentam com frequéncia situacdes de risco e incerteza, como por exemplo, diagnostico
médico, votacdes, jurados em tribunal, acidentes, etc.

Em todos as areas, desde as ciéncias humanas as ciéncias da saude, a estatistica é utilizada na
resolucdo de problemas de investigacao. Assim, uma cultura estatistica afigura-se necessaria em todos os
campos do conhecimento. Como refere Batanero (2003, p. 3):“E necessario, entio, a formacédo
adequada, nao so dos técnicos que produzem estas estatisticas, como dos profissionais e cidadaos que
devem interpretar e tomar decisoes baseadas nesta informagdo, assim como oS que devem colaborar na
obtencdo dos dados requertidos”.

Consideramos que o ensino deve promover a literacia e o raciocinio estatisticos, mas a
importancia da estatistica nao assume apenas este caracter geral, na medida em que a estatistica é ela
prépria um instrumento de criacdo de ciéncia. Precisamos, por isso, da ajuda de investigacdes oriundas
do campo da educacéo de forma a identificar os diferentes niveis de compreensao alcancaveis e Uteis
para 0s nossos alunos, assim como as praticas educativas adequadas que podem levar a estes modos de
compreensao. O trabalho que temos vindo a desenvolver pretende contribuir neste sentido.

4. 0 Raciocinio Estatistico

Além da cultura e competéncias é preciso desenvolver o raciocinio estatistico, que € hoje em dia
tdo necessario a um cidadao capaz como a capacidade de leitura e de escrita. Este termo utiliza-se cada
vez com maior frequéncia para referir o raciocinio especifico que reconhece a variabilidade presente em
multiplos fendmenos e que utiliza métodos de analise, reducédo e controlo desta variabilidade, para tomar
decisdes ou efectuar previsdes.

Wild e Pfannkuch (1999) recomendam o desenvolvimento do raciocinio estatistico e descrevem
um modelo que compreende 5 componentes principais:

— Reconhecer a necessidade dos dados. O amago da estatistica é buscar o conhecimento da
realidade. A base do método estatistico ¢ a hipdtese de que muitas situacdes da vida real sé
podem ser compreendidas a partir da analise de dados previamente recolhidos de forma
adequada. A experiéncia pessoal ou a evidéncia de tipo aneddtico nao sdo fiaveis e podem
conduzir a confusdes nos julgamentos ou no processo de tomada de decisdes. Ora, nao ha
trabalho estatistico efectivo sem dados, os quais devem ser recolhidos com metodologias
estatisticas apropriadas, o que implica um conhecimento de técnicas de amostragem e a
compreensao dos conceitos de representatividade, enviesamento e a capacidade de escolher
uma amostra que permita responder as perguntas de investigacao. Incluimos também neste
ponto o0 uso de instrumentos adequados de recolha de dados. Nao se podera chegar a um
conhecimento efectivo da realidade sem um processo adequado de recolha de dados.

— Transnumeracdo. Os autores utilizam esta palavra para indicar a compreensao que pode surgir
ao alterar a representacdo dos dados. Ao contemplar um sistema real desde a perspectiva de
modelizacao, podem ocorrer trés tipos de transnumeracao: (1) a partir da medida que “captura”
as qualidades ou caracteristicas do mundo real; (2) ao passar os dados brutos para uma
representacdo em tabela ou grafico, que permita extrair o sentido dos mesmos; e (3) ao
comunicar o significado que surge dos dados, de forma que seja compreensivel a terceiros. A
transnumeracdo é o processo de representar ou transformar os dados de forma a extrair aquilo
que eles nos podem transmitir. A modelacao permite capturar as caracteristicas ou qualidades
da realidade, conferindo sentido aos dados e permitindo compreender e comunicar melhor o
seu significado.

— Percepcdo da variacdo. A colheita adequada dos dados e os julgamentos elaborados a partir dos
mesmos requerem a compreensao da variacdo que existe e se transmite nos dados, bem como
a incerteza originada pela variacdo nao explicada. A estatistica permite elaborar previsdes,
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procurar explicacoes e causas da variacdo e aprender a partir do contexto. A estatistica busca o
conhecimento na variabilidade e na incerteza provocada pela variacdo nao explicada. O objectivo
da estatistica ndo é eliminar essa variabilidade pois, nesse caso, teriamos uma situacao artificial
que nao corresponderia a realidade e que nada nos poderia ensinar. Pretendemos, sim, reduzir
a variabilidade, reduzindo a variabilidade espuria ou a variabilidade sistematica que confundem
a analise e interpretacao estatisticas. Para Smith (1999), a variabilidade ¢é a principal mensagem
da estatistica. Se nao ha variabilidade ndo existe problema cientifico. No entanto, a variacao
estatistica € a variacao aleatdria e é a incerteza que esta variacdo provoca que deve ser
explorada.

— Raciocinio com modelos estatisticos. Os modelos permitem representar a realidade. Todavia, €
importante que ao relacionar o modelo com os dados o investigador ndo se esqueca que modelo
e realidade sdo conceitos distintos. Qualquer instrumento estatistico, inclusive um simples
grafico, uma linha de regressdo ou uma estatistica sumaria podem ser encarados como um
modelo, uma vez que sao formas de representar a realidade. O importante é diferenciar o
modelo dos dados e ao mesmo tempo relacionar o modelo com os dados.

— Integracdo da estatistica no contexto. O pensamento estatistico é o resultado de implicacdes e
conjecturas originadas pelo conhecimento estatistico num determinado contexto a partir de
dados que temos disponiveis. Como afirma Smith (1999), todo o pensamento, incluindo o
pensamento estatistico, tem sentido inserido num contexto que devera ser compreendido por
todos os que participam na investigacao. Aplicar métodos estatisticos sem considerar o contexto
é completamente despropositado e, por exemplo, as conclusées a que chegamos na area das
ciéncias da saude poderado nao ter qualquer tipo de sentido noutras areas.

Em relacdo ao raciocinio estatistico, Régnier (2002, p. 5-6) desenvolve um referencial para a
formacédo estatistica, afirmando que o ensino da estatistica deve capacitar o estudante para:

— Construir um modelo mediante uma aproximacao estatistica congruente com a problematica;

—Descrever, tratar e analisar os dados de forma pertinente no quadro do modelo construido;

—Desenvolver um raciocinio que integra a nocao de risco no enunciado das conclusoes;

—Interpretar os fendmenos a partir de dados estatisticos recolhidos sobre os factos e suas
relacoes;

—Comunicar os resultados estabelecendo claramente as diferencas entre 0 modelo e a realidade
que ele supostamente representa, entre os tratamentos realizados dentro do modelo e as
interpretacdes reformuladas no contexto em que a problematica se coloca;

—Prosseguir de forma auténoma e pessoal uma aprendizagem estatistica que permita enriquecer
o conhecimento entretanto adquirido.

Para este autor, as competéncias deverdo ser exercidas sobre uma situacdo complexa que
compreenda tanto a informacao essencial como a informacdo secundéaria e parasita. O exercicio das
competéncias requer actividades complexas integrativas das competéncias fundamentais, o saber e o
saber fazer. A avaliacao do grau em que se atingiu um objectivo de integracao deve ser a mais proxima
possivel das situacdes da vida pessoal ou profissional com que o estudante serd futuramente
confrontado. Os objectivos de integracdo explicitam o saber ser e o saber tornar-se orientados para as
finalidades do desenvolvimento e da autonomia.

Se compararmos as capacidades que o estudante deve adquirir com a aprendizagem da
estatistica, segundo Régnier (2002), com as componentes do raciocinio estatistico, propostas por Gal
(2002), podemos concluir que o ensino da estatistica devera desenvolver o raciocinio estatistico. De facto,
cada uma das capacidades que o estudante deve adquirir insere-se numa das componentes do raciocinio
estatistico.
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Exemplos de cada uma das categorias descritas nas duas sec¢des anteriores encontram-se
detalhadamente analisados em Pimenta (2006) e em Pimenta e Batanero (2005).

5. 0 Papel dos Projectos no Desenvolvimento da Literacia e Raciocinio Estatisticos
Batanero e Diaz (2004) apresentam-nos 0s principais passos a ter em consideracdo no

desenvolvimento de um projecto. Na figura 2 apresentamos os principais passos do desenvolvimento de
um projecto.

Reformular % s
S perguntas
erguntas &
Perg gstdn bem
colocadas?
¥ A 4
Y
Prablerma . Colocar as Recolher
perguntas dados

!

Y

Resolver o
problemna?

Escraver o
relatdrio

Organizar, analisar
e interpretar dados

Figura 2. O desenvolvimento de um projecto (adaptado de Batanero & Diaz, 2004).

Ao realizar um projecto, o estudante comeca geralmente por colocar um problema pratico inerente
a sua actividade profissional e a estatistica surge como um meio para o resolver. Para responder a
pergunta inerente ao problema, torna-se necessario recolher dados que, na maioria das vezes, sao
provenientes da pratica clinica dos estudantes. Ao trabalhar com dados, a Estatistica assume um papel
fulcral pois fornece meios para resolver problemas da vida real, permitindo desenvolver no aluno a
capacidade de raciocinar estatisticamente.

E muito importante que tantos os estudantes como os professores estejam conscientes das etapas
e de tudo o que é necessario para a sua realizacdo. Um trabalho de projecto envolve a planificacao e
desenvolvimento de um plano de trabalho que deve ser realizado num periodo de tempo. As ideias
educacionais implicitas num projecto sdo profundas e englobam ndo s6 a producdo de um Unico
resultado mas também a ligacdo mdultipla entre varias tarefas realizadas anteriormente, promovendo no
estudante a capacidade de raciocinar estatisticamente.

Esta capacidade ndo consiste apenas na andlise dos dados, mas é todo um processo que
pressupde saber passar de um problema geral as questdes que sdo passiveis de resposta, saber que
dados se necessita para responder as questdes levantadas, saber planear a experiéncia que permite
obter os dados, analisar os dados e interpreta-los. Além disso, na medida em que o aluno deve escrever
correctamente, ele tem a oportunidade de melhorar a sua escrita em estatistica.

A finalidade da estatistica é a resolucao de problemas reais. Porém, nao basta ensinar estatistica
pois temos de distinguir entre o conhecimento que o estudante tem de um determinado conceito ou
procedimento estatistico e a capacidade de aplicar esse mesmo conhecimento. A capacidade para aplicar
0s conceitos estatisticos ¢ muito mais dificil de adquirir do que o que geralmente se supde, pois requer
nao so6 conhecimentos técnicos mas também estratégicos, ou seja, saber quando é que a técnica ou
procedimento devem ser utilizados.
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A realizacao de um projecto de investigacao que envolva uma componente estatistica incrementa a
literacia e raciocinios estatisticos, pelo facto de obrigar o aluno a contextualizar os conhecimentos
estatisticos, a desenvolver um espirito critico face a estatistica e a familiarizar-se com a escrita em
estatistica. Além disso, elaborar um projecto contribui também para suprir o problema, referido por
Altman, Goodman e Schroter (2002), de encontrar muitos erros nos artigos publicados, possivelmente
por se recorrer ao apoio de um estatistico essencialmente na fase de analise. O projecto permite
desenvolver, nos futuros diplomados, a capacidade de reconhecer a necessidade de recorrer a um
estatistico na elaboracao dos seus trabalhos e assim diminuir, num futuro préximo, erros de aplicacéo de
métodos estatisticos nas publicacdes.

Segundo Batanero e Diaz (2004, p. 2),

Em vez de introduzir os conceifos e técnicas descontextualizadas, aplicadas unicamente a
problemas tipo, dificels de encontrar na vida real, trata-se de apresentar as diferentes fases
de uma investigacdo estatistica. apresentacdo do problema, decisdo sobre os dados a
recolher, recolha e andlise dos dados e obtencdo de conclusbes sobre o problema
colocadb.

Holmes (1997) apresenta um conjunto de vantagens na elaboracéo de projectos com componente
estatistica:

—0 aluno percebe que a estatistica é necessaria a resolucdo de problemas reais e, por isso,
interessa-se mais pelo assunto (esta vantagem torna-se mais notéria quando a escolha do tema
do projecto parte do aluno);

—Se o0s dados surgem de um problema, sdo dados com significado e tém de ser interpretados, ou
seja, 0s projectos permitem contextualizar a estatistica e realcar a sua relevancia;

—Com os dados reais aprende-se melhor e introduzem-se ideias como precisdo, como
variabilidade e fiabilidade, possibilidade de medida e enviesamento;

—Mostra-se que a estatistica ndo se reduz a conteudos matematicos.

Starkings (1997) afirma que o trabalho de projecto possibilita ao aluno a integracdo de
conhecimentos adquiridos nas aulas de estatistica e noutros dominios para a realizacao, com sucesso, de
uma tarefa pratica baseada em situacées reais. E esta componente de integracdo que torna o trabalho de
projecto uma parte necessaria no processo de ensino-aprendizagem. No entanto, se por um lado a
aprendizagem através da integracdo de conhecimentos vindos de diversas fontes, e muitas vezes em
tempos desfasados, é mais exigente que uma aprendizagem sequencial de quantidades de informacao
isoladas; por outro lado, a aprendizagem de forma integrada ¢ muitas vezes a melhor preparacéo para o
exercicio de uma profissao.

Ha muifo que o processo de ensino-aprendizagem deixou de ser comparado ao caminho
percorrido sobre uma linha recta. Uma alegoria, mais completa, para o processo ensino-
aprendizagem, pode ser conseguida através da comparacdo a um puzzle 3-D. Assim, o
aluno podera comecar por dispor algumas pecas, para depois completar uma seccao all,
outra acold ou mesmo fazer a juncdo de duas seccoes que a partida nao tinham qualquer
ligacdo. (Starkings, 1997, p.139)

Torna-se assim clara a importancia do trabalho de projecto. E entdo necessario efectuar alguma
reflexdo acerca do processo de construcdo e execucdo do trabalho de projecto, devendo estas
componentes preocupar tanto os alunos como os professores que deverdo servir de assessores e
facilitadores da tarefa. Alguns exemplos de projectos estatisticos para o ensino secundario poderdo ser
consultados em Batanero (2001).
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6. Avaliacao da aprendizagem a partir de projectos

Na verdade, nao é suficiente avaliar o aluno a partir de respostas a perguntas rotineiras num unico
exame; em contrapartida, num projecto avalia-se:

— A compreensdo conceptual: dar nome, verbalizar e definir conceitos; identificar e gerar exemplos
validos e nao validos; utilizar modelos, diagramas e simbolos para representar conceitos; passar
de um modo de representacdo a outro; reconhecer os diversos significados e interpretacdes dos
conceitos; identificar propriedades de um conceito determinado e reconhecer as condicdes que
determinam um conceito em particular; comparar e contrastar conceitos;

— Conhecimento procedimental: reconhecer quando ¢ adequado um procedimento; explicar as
razdes para os distintos passos de um procedimento; levar a cabo um procedimento de forma
fiavel e eficaz; verificar o resultado de um procedimento empiricamente ou analiticamente;
reconhecer procedimentos correctos e incorrectos; reconhecer a natureza e o papel que
cumprem 0s procedimentos dentro da estatistica;

—A resolucdo de problemas: formular e resolver problemas; aplicar diversas estratégias para
resolver problemas; comprovar e interpretar resultados; generalizar solucdes;

— A formulacdo e comunicacao estatistica: expressar ideias estatisticas de forma falada, escrita ou
mediante representacdes visuais; interpretar e julgar ideias estatisticas, apresentadas de forma
escrita, oral ou visual; utilizar o vocabulario estatistico, notacdes e estruturas para representar
ideias, descrever relacoes;

— O raciocinio estatistico: utilizar o raciocinio indutivo para reconhecer padrdes e formular
conjecturas; analisar situacdes para encontrar propriedades e estruturas comuns, aprender a
tirar conclusdes sob incerteza;

—A atitude e a disposicdo face a estatistica. confianca no uso da estatistica para resolver
problemas, comunicar ideias e raciocinar; flexibilidade ao explorar ideias estatisticas e utilizar
métodos alternativos para a resolucdo de problemas; desejo de continuar até ao final com um
problema estatistico; reconhecer o papel que cumpre a estatistica na nossa cultura.

Ao desenvolver todas estas capacidades o aluno aprende a aplicar correctamente as técnicas e
procedimentos estatisticos. Simultaneamente, desenvolvem-se as capacidades estatisticas e de
investigacao.

6.1. Metodologias de Avaliacao de Projectos

A avaliacao de um trabalho de projecto pode ser feita de varias formas: por exemplo, um projecto
pode ser somente avaliado no final da sua realizacao, ou pode ser avaliado progressivamente, isto ¢, a
medida que sao finalizadas as varias etapas que o compdem.

O proposito da avaliacdo por etapas é fornecer ao aluno um feedback em varios pontos do
processo de realizacao do projecto, possibilitando-lhe um acompanhamento continuo. Por exemplo, se o
aluno for avaliado no final da primeira etapa, e nao obtiver a cotacao total, visto ter deixado alguma parte
da analise por executar, entdo o professor ao fazer essa avaliacdo pode chamar a atencdo do aluno para
essa falha e o aluno podera entéo continuar o seu trabalho e obter pontuacdo maxima na avaliacdo das
proximas etapas.

Starkings (1997) expde dois modelos para proceder a avaliacdo do trabalho de projecto, o modelo
ADIE - Analysis, Design, Implementation and Evaluation e o modelo 4'Ps (Project log, Project report,
Pratical development and Presentation). O modelo ADIE foi desenvolvido pelo Northern Examinations
Board, em 1988, para a avaliacdo de projecto realizados individualmente e nao contempla a etapa da
apresentacao; no entanto, pode ser feita uma adaptacdo de forma a introduzir esta componente, tendo
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em conta os critérios incluidos no modelo 4 P’s. O Modelo 4'Ps foi desenvolvido na Universidade South
Bank para avaliar projectos desenvolvidos a nivel colectivo, possibilitando também a avaliacao do aluno
pelo seu envolvimento no grupo e pelo seu esforco e contribuicdo para a realizacdo do projecto. Este
modelo propde que cada aluno envolvido na realizacao do trabalho de projecto mantenha um /og-book
durante todo o processo. Nao nos vamos alongar mais na descricao deste modelo uma vez que nao é
objectivo do presente trabalho debrucar-se sobre os modelos de avaliacdo de projectos, podendo uma
descricdo detalhada ser encontrada no artigo citado.

6.2. Conclusoes Relativas a Avaliacao de Projectos

Os estudos que levamos a cabo (Pimenta, 2006; Batanero & Pimenta, 2005), com base nas
componentes da literacia e raciocinio estatisticos e nos tipos de conhecimento anteriormente descritos,
indicam-nos que, num estudo do tipo descritivo, os estudantes alcancam um determinado nivel de
raciocinio estatistico que lhes permite reconhecer a necessidade dos dados e perceber a variacdo dos
mesmos, efectuar procedimentos de transnumeracdo e integrar a estatistica no contexto de uma
investigacdo. Contudo, os estudantes nao atingem um nivel adequado ao trabalhar com modelos
estatisticos, em particular nos estudos de tipo inferencial. Tal facto relaciona-se, possivelmente, com uma
formacédo demasiado determinista que podera conduzir a falta de percepcao da incerteza no enunciado
das conclusdes. Neste momento e apds a sua construcdo, encontramo-nos em fase de conclusdo da
validacdo de um istrumento de avaliacao do raciocinio estatistico a partir de projectos.

Para finalizar, gostaria de enfatizar que a importancia da avaliacdo, no processo ensino-
aprendizagem, é ha muito reconhecida. No caso particular da avaliacdo dos projectos, esta tem um papel
crucial pois permite aos docentes fazer um diagndstico, estabelecer o que o aluno aprendeu, possibilita a
planificacdo daquilo que um futuro aluno necessitara de aprender. A consultoria estatistica, a qual
tratamos na proxima seccao, € igualmente um elemento crucial pois ao incrementar a interaccao
proporciona um ambiente propicio a aprendizagem quer do estudante, quer do professor/facilitador.

7. A Consultoria Estatistica

7.1. Introducao
Godino, Batanero e Jaimez (2000, p. 10) concebem a consultoria estatistica como:

Um dispositivo de estudo de problemas de analise de dados em cooperacado. Neste sentido,
devemos considera-la como um sistema didactico. O consultor necessita da contribuicdo do
cliente, tanto como o cliente necessita da contribuicdo do consultor e ambos necessitam de
estruturas de suporte adequadas (recursos materiais, conhecimentos, atitudes, etc.)

Os autores assinalam ainda que a circunstancia que da origem a consultoria estatistica ¢ a falta de
conhecimentos estatisticos por parte do cliente. Contudo, esta caréncia de conhecimentos ndo pode
assumir uma proporcao que impeca a tomada de consciéncia da necessidade de solicitar a colaboracéo
ao especialista em estatistica.

O consultor necessita de conhecimentos suficientes das areas de aplicacao da estatistica de modo
a garantir a compreensado e comunicacdo mutuas. Nas palavras de Barnett (1988, p. 306), “o que se
espera é que sefa mestre do seu proprio oficio e conhecedor de muitos outros.”

O processo global de comunicacéo entre o cliente e o estatistico inicia-se na fase de planeamento,
aquando da decisado sobre a forma como vao ser recolhidos os dados, e prolonga-se até a interpretacéo
dos resultados obtidos nessa mesma analise. Neste processo podemos considerar dois tipos de aspectos:
os exclusivamente estatisticos e os qualitativos inerentes ao problema. Os aspectos exclusivamente
estatisticos envolvem questdes como o desigrn amostral e a escolha do método adequado para a analise e
sua realizacao. No campo dos aspectos qualitativos inerentes, temos questdes como a escolha da
unidade de andlise, das variaveis, das escalas de medida e do processo de codificacdo e atribuicdo de
categorias. Isto é, entre 0 momento de recolha de dados e o do seu tratamento estatistico existe todo um
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processo que ndo pode ser da exclusiva responsabilidade do estatistico, pois a interpretacdo dos
resultados finais de investigacdo s6 tem sentido se for realizada tendo em linha de conta o contexto em
que as perguntas de investigacao foram formuladas (Batanero, Godino & Vallecillos, 1992).

A dificuldade de comunicacdo entre o investigador e o estatistico sente-se, essencialmente, nas
fases iniciais e finais do processo. Para Batanero, Godino e Vallecillos (1992) esta falta de interligacéo
entre a linguagem técnica, propria da disciplina na qual se investiga, repercute-se na qualidade final da
analise efectuada. Em certas ocasides, pode chegar a ser inadequada ou pode ser incorrectamente
interpretada nos relatérios finais de investigacao.

Ao prestar consultoria estatistica ao aluno, na realizacdo do seu projecto, ndo s6 o estudante
beneficia porque comeca a olhar a estatistica nao apenas como um instrumento de analise de dados mas
também como um processo em que as questdes sdo levantadas antes da recolha dos mesmos, de
acordo com as questdes que se pretendem responder. Ainda, o professor que se depara com o tipo de
problemas que surgem na area especifica dos seus estudantes pode obter ideias Uteis para definir o
programa da sua disciplina e as estratégias de ensino de acordo com as necessidades identificadas.

A consultoria proporciona um ambiente rico para a educacao do especialista em estatistica, ou
seja, neste ambiente beneficiam o professor e o aluno. O professor pode utilizar material da vida real no
ensino. O estatistico deve, assim, ser um tradutor e um comunicador pois tem de compreender o
suficiente das outras disciplinas para compreender os seus problemas, traduzi-los estatisticamente e
comunicar as respostas de forma compreensivel (Barnett, 1988). Pensamos que a consultoria desenvolve
a habilidade de comunicar e de se familiarizar com as disciplinas de outras areas.

Phillips (2001) defende que ndo é necessario que sejam o0s proprios investigadores ou
departamentos em que estao inseridos a resolver todos os problemas, devendo recorrer aos recursos que
cada instituicao disponibiliza, nomeadamente a consultoria estatistica. Chadjipadelis (2001) realca que
nao esta ainda esclarecido se sera mais importante dotar os investigadores de conhecimento estatistico
ou fazé-los compreender que necessitam da ajuda de um estatistico.

Fica assim demonstrada a necessidade de criar servicos de apoio e consultoria estatistica nas
instituicdbes de ensino superior e centros de investigacdo, nao sé para apoiar os investigadores mas
também para preparar estatisticos e investigadores.

O nosso trabalho encaminha-se, assim, para uma avaliacdo prévia das necessidades de
consultoria dos estudantes na elaboracdo dos seus projectos estatisticos.

7.2. A Consultoria Estatistica na Escola Superior de Tecnologia de Saiude do Porto (ESTSP)

O projecto de investigacdo em fisioterapia (PFT), na ESTSP, constitui uma iniciacao a investigacao
cientifica que se pretende séria e de qualidade e tem como objectivo dotar os estudantes, futuros
especialistas na sua area de conhecimento, de capacidades para a pratica de investigacao. Embora o PFT
nao seja obrigatoriamente um projecto estatistico, 0 nimero de projectos que envolvem actividades de
recolha e analises de dados é bastante elevado e tém vindo a aumentar de ano para ano.

No ano lectivo em que inicidmos a leccionacdo da licenciatura em fisioterapia, 1999/2000, nao
existia na ESTSP um apoio formal ao desenvolvimento do projecto na sua componente estatistica. No
entanto, a grande parte dos estudantes (cerca de 250) recorreu de forma informal ao apoio dos dois
docentes da area de estatistica que leccionavam na escola. Esse apoio foi dado de forma muito precaria,
quer devido a falta de instalacdes proprias quer devido a limitacdes de tempo. O numero de alunos
aumentou de forma consideravel no final do ano lectivo de 2000/2001, acentuando-se a necessidade de
implementar o servico de apoio/consultoria estatistica.

No ano lectivo de 2001/2002, a Escola Superior de Tecnologia de Salde do Porto sofreu
alteracbes significativas devido ao aumento consideravel do niumero de alunos e a mudanca para novas
instalacdes. Juntamente com estas mudancas, verificou-se também o aumento do nimero de projectos
que incluiam uma componente estatistica de tratamento de dados. Consequentemente, o nimero de
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alunos que procuravam apoio de um especialista em estatistica para a elaboracdo dos seus projectos de
conclusdo do grau de bacharel e do grau de licenciado também aumentou significativamente.

No 2.° semestre do ano lectivo em questao, o Departamento de Producao e Sistemas decidiu criar
um gabinete de apoio/consultoria estatisticos a projectos, no qual colaboraram quatro docentes com
horarios de atendimento estipulados e comunicados aos estudantes, no sentido de dar apoio na
informatizacdo dos dados obtidos experimentalmente, na orientacdo da escolha das ferramentas
estatisticas adequadas a cada projecto e, posteriormente, na interpretacao dos resultados obtidos. O
programa utilizado em todos os trabalhos foi o SPSS (Statistical Package for the Social Sciences).

Numa situacao ideal, qualquer aluno que pretendesse apoio estatistico para desenvolver o projecto
deveria, no inicio do ano, apresentar o anteprojecto para que fosse orientado quanto a metodologia a
desenvolver no planeamento do trabalho experimental, tendo em atencédo factores como a dimenséo e a
recolha de amostras, a formulacao das hipoteses e a verificacdo, entre outros.

Cada docente tinha, em média, 4 horas de atendimento por semana. Este apoio tinha duas
vertentes fundamentais: a primeira dizia respeito a algumas orientacées em relacdo a utilizacdo do
programa para o tratamento dos dados e a sua informatizacdo; a segunda dizia respeito a aplicacdo das
ferramentas estatisticas e a interpretacdo dos resultados obtidos. No final da elaboracdo dos projectos,
normalmente, os alunos recorriam ao Gabinete de Apoio e Consultoria Estatistica (GACE) para uma
ultima analise e verificacao do que tinha sido redigido relativamente ao tratamento estatistico.

A partir do ano lectivo de 2002/2003, o GACE desenvolveu o seu trabalho desde o inicio do ano,
tendo sido aumentado de quatro para seis 0 numero de docentes colaboradores. Cada docente tinha, no
minimo, uma carga horaria de atendimento de 4 horas, repartidas por dois dias da semana, em horarios
diferentes, de forma a abrangerem todos os dias da semana e ambos os turnos, laboral e pos-laboral. A
metodologia de intervencao foi semelhante a do ano lectivo de 2001/2002. Mais uma vez se evidenciou
um aumento acentuado do numero de alunos a solicitar apoio do consultor estatistico durante o periodo
lectivo do 2.° semestre, tendo o gabinete desenvolvido esforcos para continuar o seu trabalho durante os
meses de Setembro e Outubro.

Da experiéncia destes seis anos de actuacdo, pode-se concluir que os alunos que mais
procuraram apoio estatistico para a elaboracdo dos projectos e monografias pertenciam aos cursos de
Andlise Clinicas e Saude Publica, Fisioterapia, Farmacia, Cardiopneumologia, Saude Ambiental e
Terapéutica da Fala.

Actualmente, o GACE encontra-se a elaborar um regulamento interno que permita definir novas
metodologias de intervencéo, de forma a garantir a prestacdo de um servico mais eficaz, quer em termos
de apoios a projectos dos alunos da ESTSP quer em termos de prestacdo de servicos de consultoria
externa. Os objectivos do GACE séo os seguintes:

—A promocao de uma cultura de investigacéo a nivel institucional;

-0 incremento da capacidade estatistica, desenvolvendo a nivel pessoal habilidades para a
investigacao;

-0 aconselhamento estatistico ao nivel do planeamento da investigacao, aquisicdo e analise de
dados e da redaccao dos relatorios finais;

—A organizacdo de seminarios, workshops e cursos breves relacionados com todos os passos da
investigacao e com os topicos da bioestatistica nao cobertos pelos programas em
funcionamento na ESTSP;

—Tornar-se especialista em dados qualitativos, métodos de analise e em packages estatisticos
relevantes no dominio da estatistica aplicada as ciéncias da saude.

7.3. Portal de Apoio a Consultoria Estatistica

Ao mesmo tempo que se procura clarificar a missdo do GACE e estabelecer as suas regras de
funcionamento, o grupo de docentes/consultores de estatistica, em cooperacdo com o grupo de docentes
de informatica, com o apoio da Faculdade de Engenharia do Porto e do Instituto Superior de Engenharia
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do Porto, preparam-se para implementar um portal web para o ensino e consultoria em estatistica. Este
portal pretende promover o desenvolvimento de uma cultura estatistica em termos institucionais seguindo
a filosofia sobre o ensino baseado em recursos virtuais sugerido em trabalhos sobre o tema (Ben-Zvi,
2000; Copeland-Smith, 2002; Cronj¢, 2001).

O GACE procura integrar as novas Tecnologias de Informacdo e Comunicacdo (TIC) na
implementacdo de processos de consultoria estatistica, de forma a melhorar todas as suas
potencialidades no processo de ensino-aprendizagem. Estes processos de aprendizagem surgem de
forma natural na consultoria estatistica, nos quais o consultor tera de ser capaz de levar o cliente a
perceber o alcance dos métodos estatisticos aplicados, os pressupostos subjacentes aos mesmos e as
principais conclusdées obtidas (Godino, Batanero & Gutierrez-Jaimez, 2000). Procura-se, assim,
implementar um portal Web que permita desenvolver o raciocinio e a aprendizagem da estatistica, e que
permitira incrementar também modos de aprendizagem cooperativa.

Pretendemos criar um ambiente de trabalho que possibilite a colaboracdo entre consultores,
investigadores em estatistica, alunos e docentes da ESTSP. Este ambiente de trabalho podera ainda ser
utilizado por outras entidades quando o gabinete iniciar a prestacdo de servicos ao exterior. O ambiente
de trabalho sera composto por duas areas distintas, mas complementares: uma area sera vocacionada
para 0 ensino da estatistica e a outra tera como objectivo 0 apoio estatistico a projectos. O sistema
permitira ainda recolher e tratar toda a informacao gerada de modo a ser feita uma avaliacdo do
funcionamento do proprio sistema para que possam ser implementadas medidas correctivas no seu
funcionamento.

Area de Ensino de Estatistica

Esta area terd como objectivo a transmissdo de conhecimentos, a auto-aprendizagem e a
aplicacdo dos conhecimentos adquiridos, bem como a definicdo de algumas fontes de referéncia no
ambito da estatistica. Esta area podera revelar interesse ndo s6 para os alunos mas também para
docentes e investigadores de outras areas que pretendam adquirir ou consolidar os seus conhecimentos
estatisticos.

Relativamente a transmissdo de conhecimentos, serdo disponibilizados contetidos abrangendo os
mais diversos assuntos de interesse nesta area. Existira um topico de perguntas mais frequentemente
colocadas (FAQ). Caso ndo encontre nessa area a resposta a sua questdo, o utilizador pode submeter a
sua pergunta a equipa de consultores, que lhe enviard a resposta por correio electrénico, e caso
considere a pergunta de interesse geral, esta podera ser adicionada ao conjunto de FAQs existente. O
utilizador terd ao seu dispor um conjunto de tutoriais que podera percorrer de acordo com os seus
interesses, como por exemplo: “Formulacdo de hipoteses”, “Processo de amostragem”, “Analise de
dados”. Visando treinar a aplicacdo dos conhecimentos adquiridos, disponibilizaremos estudos de caso,
formularemos problemas, exercicios e exercicios resolvidos, permitindo assim efectuar uma auto-
avaliacdo dos conceitos assimilados.

Um motor de pesquisa interno permitira aceder a uma base de dados de referéncias externas e a
diversas fontes de informacado. Complementada pela possibilidade de consulta aos projectos realizados
nos anos anteriores, permitira, por um lado, alargar os conhecimentos na area da estatistica e, por outro
lado, aprofundar conceitos que o utilizador considere mais relevantes.

Area de Consultoria Estatistica a Projectos

Esta area tera como objectivo proporcionar um ambiente de trabalho colaborativo para prestar
consultoria e apoiar os projectos desenvolvidos pelos estudantes, docentes e futuramente outras
entidades externas a escola.

O processo de consultoria sera composto por trés fases: a fase de submissdo, a fase de
desenvolvimento e a fase de conclus&o. Na figura 1, apresentamos o fluxograma dos passos a dar para a
submissao de um projecto ao GACE: o candidato fornecera os dados de identificacdo necessarios para
que possa ser feita uma apreciacdo, tais como o nome, ano, curso, disciplina, o titulo do projecto, a
calendarizacao e uma copia do anteprojecto.
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Figura 3. Submissdo de um projecto ao GACE.

Torna-se importante que no primeiro contacto com o GACE o estudante/investigador explique

brevemente:

-0 tdpico que vai investigar;
—Motivacao para a escolha do tema;
—Como pretende levar a cabo a investigacao.

Na fase de desenvolvimento do processo de consultoria pretendemos dar prioridade a utilizacdo do
ambiente web sobre o encontro presencial entre o consultor e 0 aluno, eliminando limitacdes geograficas
e diminuindo o tempo de espera entre uma solicitacao, ou colocacdo de um problema, e a consulta ou
solucdo. Na figura 2 expomos o modo de marcacdo da entrevista entre o estudante e o consultor. A
sessao podera decorrer em ambiente web ou, em caso de necessidade, assumir a forma presencial.
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Figura 4. Marcacéo de entrevista com o consultor estatistico do projecto.

O estudante, mediante o acesso a agenda do consultor, pode verificar a sua disponibilidade e
efectuar a marcacdo para uma reuniao presencial ou nao. O sistema, por sua vez, verificara
automaticamente a disponibilidade do consultor confirmando a marcacdo efectuada ou colocando a

solicitacdo em lista de espera.
Quando o aluno coloca ao consultor um determinado problema, este sera analisado por ambos,
assumindo o consultor o papel de #radufor e comunicador, tornando-se um elemento facilitador da

aprendizagem (Figura 5).
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Figura 5. Analise e resolucéo de problemas.

A primeira tentativa sera sempre a de encorajar o aluno a encontrar a solucdo para o seu
problema. Caso isso ndo se verifique, o consultor tentara encontrar essa resposta para o que contara, em
caso de necessidade, com o apoio da restante equipa de consultores/investigadores. Nos casos mais
complexos a equipa de investigadores, através de protocolos com equipas de investigadores de outras
instituicdes, vai tentar encontrar a solucédo para o problema colocado. Em casos extremos elaborara uma
proposta para reformular o problema inicial.

Avaliacao do Portal

Com o objectivo de podermos avaliar o funcionamento da implementacdo do portal, o sistema
incorporara funcionalidades que Ihe permitam recolher e tratar toda a informacédo gerada pela sua propria
utilizacdo. O tratamento e analise da informacao recolhida permitira estudar o funcionamento do sistema
e, através da observacao de indicadores especificos, avaliar o seu funcionamento.

A avaliacdo do sistema devera ser baseada em indicadores que permitam retirar conclusées sobre
o tipo de utilizacdo a que esta a ser sujeito, como por exemplo:

—Numero de projectos submetidos;

—Numero de projectos submetidos reformulados;

—Numero de consultas presenciais e virtuais;

—Numero de problemas colocados;

—Grau de complexidade dos problemas. Racio entre o nuimero de problemas resolvidos pelo
consultor ou pelo aluno com a colaboracdo daquele e numero total de problemas submetidos
por esse aluno;

—Racio entre o numero de projectos submetidos e o numero de problemas colocados.
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O grupo de bioestatistica e bioinformatica da ESTSP pretende, deste modo, contribuir
efectivamente para a melhoria dos processos de comunicacdo entre professores/consultores e
utilizadores, incrementando uma utilizacdo menos abusiva da estatistica.

7.4. 0 Papel Didactico da Consultoria Estatistica

O contetdo estatistico e a complexidade desse mesmo contetudo na investigacdo tém vindo a
aumentar nas ultimas décadas. Um dos objectivos da aprendizagem da estatistica é dotar o estudante,
que se inicia na investigacao cientifica, da capacidade de reconhecer situacdes em que necessita da
ajuda de um estatistico profissional.

Como analisamos nas secc¢des anteriores, existe, no entanto, uma evidéncia consideravel de erros
metodologicos nos artigos publicados que poderiam ser evitados se os estudos envolvessem a
contribuicdo de um estatistico. Torna-se assim praticamente inconcebivel que um estudo, qualquer que
seja a sua dimensao, seja planeado e executado sem o aconselhamento prévio de um estatistico (Altman,
Goodman & Schroter, 2002).

A consultoria estatistica desempenha um papel fundamental no desenvolvimento da compreenséo
da estatistica. Como Barnett (1988, p. 303) afirma: “resolver problemas estatisticos, comunicar as
respostas aos ndo estatisticos, produz novos métodos relevantes e ensina os outros a fazer. A consultoria
é um estimulo para a investigacao estatistica e uma base para ensinar estatistica”.

Jolliffe (2001) defende que, para haver consultoria, o investigador tem que comunicar o problema
ao estatistico, incluindo ideias-chave da area da investigacdo. Em conjunto tém que fazer suposicdes
necessarias para a analise estatistica e o estatistico pode ajudar o investigador a clarificar determinadas
questdes. Por outro lado, o estatistico devera comunicar ao investigador as técnicas a usar e 0s
resultados para que todos entendam o estudo. Uma colaboracado deste tipo permite que o consultor
estatistico desenvolva técnicas e competéncias de consultoria para aplicar em diferentes tipos de
problemas. Os consultores estatisticos tém a oportunidade de ensinar os seus clientes com os seus
préprios dados e exemplos constituindo, assim, as competéncias ao nivel da consultoria uma importante
peca na preparacao de estatisticos, tal como afirmam Godino, Batanero e Jaimez (2000).

Jersky (2002) relata a sua experiéncia na prestacao de consultoria estatistica. Ao prestar esse
servico os estudantes desenvolvem o raciocinio estatistico uma vez que prestam ajuda no planeamento
das experiéncias e na recolha, analise e interpretacdo dos dados. Além disso, os estudantes podem
aplicar os seus conhecimentos e constatar que a estatistica ¢ uma ferramenta Util na investigacao,
apercebendo-se da sua aplicabilidade em diversas areas. Quando um aluno realiza um projecto também
se apercebe da aplicabilidade da estatistica na sua area e desenvolve o raciocinio estatistico.

Também Miji e Glencross (2002) escrevem sobre a experiéncia de consultoria estatistica na
universidade de Transkei, na Africa do Sul. Estes autores véem na consultoria a possibilidade de melhorar
a investigacdo em geral e 0 uso da estatistica em particular, pois esta promove a compreensao das ideias
estatisticas basicas e a aprendizagem de como usar correctamente a estatistica e interpretar os
resultados. E de salientar também que os investigadores sao obrigados a explicar o que querem
investigar e, consequentemente, a passar de um problema geral as perguntas concretas, aprendendo,
deste modo, as nocdes estatisticas no contexto especifico do seu problema concreto. Considerando estas
vantagens, pensamos ser importante o apoio estatistico prestado pelo profissional ao aluno na realizacdo
do seu projecto.

8. Conclusiao e Implica¢des para a Educacao Estatistica
A sociedade actual, baseada na tecnologia e na comunicacéo, obriga a uma reformulacado dos
conteudos e da metodologia de ensino-aprendizagem da estatistica (Batanero & Diaz, 2006) e,

simultaneamente, reforca a necessidade de uma formacao mais profunda, quer dos estudantes quer dos
profissionais que se encontram em exercicio.
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Cabe a Educacéao Estatistica proporcionar, ao estudante, o desenvolvimento da sua capacidade de
raciocinio estatistico que é actualmente essencial ao exercicio da cidadania (Pimenta, 2006). Emerge,
assim, uma mudanca de rumo, da transmissdo mais ou menos passiva de conhecimentos para uma
construcao activa de uma cultura estatistica (Batanero, 2001; Gal, 2002).

A tecnologia actual coloca o desafio de redesenhar o processo de ensino-aprendizagem da
estatistica de modo a que se atinja o objectivo de transmitir tanto o raciocinio quanto a cultura estatistica.
Apesar do aumento notavel do uso de conceitos estatisticos em diferentes disciplinas, tém-se evidenciado
que a estatistica se usa incorrectamente, que nao se compreendem conceitos aparentemente
elementares (Batanero et al., 1994) e que a importancia atribuida ao estatistico, dentro da equipa de
investigacao, ainda é insuficiente (Batanero, 2001).

Por outro lado, ndo aprendemos estatistica apenas nas horas lectivas e nos centros de ensino-
aprendizagem. Encontramos informacéo estatistica ndo s6 na imprensa e nos meios de comunicacao,
mas também nos manuais de outras disciplinas e mesmo na propria Internet, que comeca a modificar a
tipologia das relacdes — com ou sem a participacao voluntaria dos professores.

Torna-se evidente que os professores/orientadores tém de aceitar a rapidez da mudanca
tecnoldgica e envolver-se nesta mudanca pois sé assim poderemos caminhar para a consolidacdo de
uma verdadeira cultura estatistica que funcione como um mecanismo facilitador de uma construcao
activa do conhecimento.
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LITERACIA ESTATISTICA NA ESCOLA, CIDADANIA NA VIDA

Maria Manuel da Silva Nascimento
Dept. de Matematica da Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro e CM — UTAD'
mmsn@utad.pt

Resumo. Tal como referem Branco e Martins (2002, p. 9) em relacdo a literacia “o seu
significado é fundamentalmente o seguinte: capacidade do individuo para ler, escrever e falar na
sua lingua materna, efectuar calculos e resolver problemas do dia-a-dia, de forma a cumprir as
tarefas que Ihe sdo exigidas tanto no emprego como na sociedade.” Assim sendo, de modo muito
geral, a literacia estatistica na escola sera mais um elemento promotor de uma vida de cidadania
interventiva. Neste trabalho pretende-se dar a conhecer, bem como incentivar o uso de varios
materiais disponibilizados para o ensino da estatistica na pagina do International Statistical
Literacy Project (ISLP). Na pratica lectiva, o uso de varias das informacdes com que somos
confrontados na corrente informacéo do dia-a-dia — jornais revistas, anuncios, entre outros — pode
revelar-se um ponto de partida estimulante para a literacia estatistica na escola.

Abstract. Branco and Martins (2002) say that “the meaning of literacy is mainly the following: the
ability of a person to read and write in his/ her mother language, to do computations and solve day
to day problems in order to accomplish the tasks demanded by his job and society.” Thus, it
follows that statistical literacy developed during the school years will be a promoter of an active
citizenship in life. In this work we intent to disclose the use of several classroom materials that may
be used in school for teaching statistics. The use of day to day news in the classroom - such as
those collected in papers, ads, and others — may be an effective way to promote statistical literacy
in schools.

1. Introducao

Tal como referem Branco e Martins (2002, p. 9), em relacéo a literacia,

0 seu significado é fundamentalmente o seguinte. capacidade do individuo para ler,
escrever e falar na sua lingua materna, efectuar calculos e resolver problemas do dia-a-dia,
de forma a cumptrir as tarefas que lhe séo exigidas tanto no emprego como na sociedade.

Na analise de Watson (2006, pp. 9-12) sobre o lugar da literacia estatistica, recorda que Wallman
definiu (1993)

[l/teracia estatistica como a capacidade para compreender e avaliar de forma critica 0s
resultados estatisticos que nos aparecem no dia a dia, em conjunto com a capacidade para
considerar as contribuicoes que o raciocinio estatistico pode ter para as decisoes tomadas
nos dominios publico ou privado, profissional e pessoal.

Desta forma, e de acordo com um resumo mais recente de Gal (2202, também citado por Watson,
2006, p. 10),

[o]ls aaulfos que estatisticamente letrados terdo que apresentar dois requisitos (a) a
capacidade para inferpretar e avaliar de forma crifica a informacdo estatistica, 0s
argumentos relacionados com 0Ss dados ou fendmenos aleatorios que as pessoas poderdo
encontrar em diferentes contextos e (b) a sua capacidade para discutir e comunicar as suas
opinides sobre essas informacoes estatisticas, sempre que tal for relevante.

! Membro do Centro de Matematica da Universidade de Tras-os-Montes e Alto Douro.
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Atendendo a esta contextualizacdo do que, hoje em dia, devem ser cidadaos estatisticamente
letrados, justifica-se referir alguns dos exemplos do dia-a-dia. Dos exemplos de Steen e colaboradores
(2002, pp. 83-85) apresentam-se alguns que podem contribuir para uma cidadania mais interventiva:

Compreender que determinados acontecimentos (como a propagacao do cancro) poderao
dever-se exclusivamente ao acaso; Analisar dados de natureza econémica e demografica
para apoiar ou refutar propostas politicas; Compreender calculos de médias ponderadas,
usadas no acesso a faculdade ou na classificacdo de cidades, produtos, investimentos e
equipas desportivas; I|dentificar, em inquéritos, algumas manifestacdes comuns de
preconceitos ou tendéncias, tais como a existéncia de vocabulario pobre, respostas
fechadas (pré-fornecidas) e de questdes politicamente correctas; Compreender que
pequenas amostras podem traduzir correctamente a opinido publica, que erros de
amostragem reduzem a sua precisao e que amostragens tendenciosas podem influenciar
os resultados.

Apesar da importancia desta sistematizacdo, uma ou outra vez, ja todos fomos confrontados com
algum exagero publicitario, mais ou menos evidente, com algum grafico “mais invulgar” numa revista,
enfim, com varios materiais que, apesar do espanto (ou talvez mesmo por isso!) poderiam ser uma fonte
de discussdo, um optimo material para motivar os nossos alunos. Batanero e Godino (2001, p. 7)
escreveram: “Se queremos que o aluno valorize o papel da probabilidade e da estatistica, é importante
que 0s exemplos e as aplicacées que apresentamos na aula permitam Vvé-lo da forma mais ampla
possivel’.

Por todos estes motivos pretende-se dar a conhecer, bem como incentivar o uso dos varios
materiais disponibilizados para o ensino da estatistica na pagina do Projecto Internacional de Literacia
Estatistica (ISLP?) do Instituto Internacional de Estatistica (ISF). Em particular, no que se refere aos
recursos que tém vindo a ser disponibilizados para treino no ambito da 1* Competicdo Internacional de
Literacia Estatistica’.

2. Contributo do Projecto Internacional de Literacia Estatistica

Na primeira pagina do ILSP pode ler-se:

O objectivo do ISLP é o de contribuir para a literacia estatistica em todo o mundo, entre os
aaultos, as criancas e durante ftoda a sua vida. Para o atingir fornecemos um repositorio
‘on line’ de recursos internacionais e de noticias sobre a literacia estatistica no mundo.’

Entre as actividades de 2008, inseriu-se a primeira fase da 1.* Competicdo Internacional de Literacia
Estatistica que tem

como primeiro objectivo incentivar o0s alunos a analisar e a interpretar dados
estatisticamente, assim como ajudar na avaliacéo crifica da informacao a que eles acedem
no seu dia a dia, e que, regra geral, inclui dados e gréficos estatisticos. O segundo objectivo
é o de promover a utilizacdo dos recursos de literacia estatistica que ja sao utilizados em
alguns dos palses de lingua oficial portuguesa, mas que ainda ndo sao totalmente

conhecidos e/ou usados nas praticas lectivas.’

2 |SLP ¢ a abreviatura para o nome inglés do Projecto: /nfernational Statistical Literacy Project

* 1Sl é a abreviatura para o nome inglés para o Instituto: /nternational Statistical Institute

* International Statistical Literacy Competition of the ISLP

s Retirado da pagina no endereco: http://www.stat.auckland.ac.nz/ ~iase/islp/home

s Retirado da pagina no endereco: http://www.stat.auckland.ac.nz/ ~iase/islp/competition-portuguese
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Antes de prosseguir, apenas uma piada descritiva (com base nos dados da Figura 1, da Newsletter
do ISLP Novembro - Dezembro de 2008).

Tabie I. Parskcipascs and fisakists of Mhaw |
Lepariry Nureber of 1 Namber of
SMusderls Faderts Thal wil
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| zatiosal
ETRCtTon
| Comada | L] | ]
Lok 12 L |
| Mexico ] 2 | 2
Unie 5 | 3
| Spuie ' - ' '
Naky I "2
| usA ) 1 | «
PorTaggal 52 | 9
| mraad ) 154 i 9
Fielazg 143 21
| Prasce | n | 2
Arpenfang & 10
I | it ! o
TOTAL 20T A0y

Figura 1 — Quadro do nimero dos alunos que participaram na primeira fase e que poderao
participar na segunda fase da competicao nacional do ISLP, retirada em 09.01.14 de
http://www.stat.ucla.edu/ ~jsanchez/newsletter/newsletter-v1-5-2-small.pdf

De acordo com o texto da pagina dessa Newsletter, depois de construido o grafico da Figura 2,
nada mais simples do que concluir que 7 dos 13 paises concorrentes (com 0% ou 1% ou 2% de
frequéncia relativa), ndo sao letrados em termos estatisticos. Ja para nao falarmos nos paises que nem
sequer concorreram. Sera? Nao sera? SO uma literacia estatistica do leitor permitira a resposta correcta a
esta questao!

Gréfico dos “rankings” dos paises
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Figura 2 — Grafico do “ranking” dos paises pela percentagem de alunos que participardo na
segunda fase da competicao nacional do ISLP.

Para além dos objectivos da competicdo do ISLP, e recordando que a maior parte dos cidadao se
expressa com mais facilidade na lingua materna (portugués no nosso caso), tem que se destacar o
empenho que a actual Directora do ISLP, Juana Sanchez, tem desenvolvido no sentido de procurar
colaboracéo de colegas dos diferentes paises e na edicdo das paginas por diferentes linguas (Figura 3).
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,f:'.i International Statistical Literacy Project competition-registrations - Windows Intemnet Explorer
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J Ficheiro  Editar “er Favaortos  Fenamentas  Ajuda
J Go gle|8vcnmpelihnn jo [= R~ I
vy e - B -  Pagina » (i Feramentas + (@~ 25 [4] 1

International Statistical Literacy

Project

HOME LIHO LIE ARE MISSION HISTORY FEOFLE LIST OF PAGES EVENTS

Back to Competition Portal Back to First Competition Main Page

Registration forms online

English Espafiol Portugués Italiano Frangais Pyccrkuia L China ® 3L Taiwan, Singapore, Hong Kong

Please, click on the language of your choice.

The registrations for the first competition are now closed.

Figura 3 — Impressao parcial da pagina da Competicao, retirado de
http://www.stat.auckland.ac.nz/ ~iase/islp/competition-first.

3. Materiais compilados na pagina portuguesa da 12 Competicao.

Na pagina portuguesa desta 1.2 Competicao Internacional de Literacia Estatistica (no endereco
http://www.stat.auckland.ac.nz/ ~iase/islp/competition-portuguese) foram sendo disponibilizados, ao
longo do ano de 2008, alguns materiais para que os pudessem orientar os seus alunos no treino/pratica
dos conceitos que seriam objecto das questdes desta primeira fase nacional da 1. Competicao.

3.1. Perguntas de treino

Estas questdes foram traduzidas de materiais compilados por Juana Sanchez. Sempre que
possivel, estas perguntas foram fornecidas em documentos “pdf” (“portable document format”) e em
documento de texto. Assim, se os professores, os jovens ou os adultos pretenderem reutilizar estes
materiais poderao fazé-lo.

3.2. Pequeno treino
Estes materiais foram compilados por Nascimento (ao longo de 2007 e de 2008).

* As contas da energia eléctrica e da agua, duas tarefas adaptadas das séries didacticas
propostas por Cazorla e Santana (2006).

* Questdes adaptadas dos exames do primeiro ao terceiro ciclo do Ensino Basico.

3.3. Literacia Estatistica nas noticias

* Materiais para treino que foram compilados por Nascimento e Martins (ao longo de 2007 e de
2008): Vir Ao Mundo num hospital’; Onde mais brilha; O comércio da poluicdo; Sera razoavel
poupar assim tanto?; Cidades e Ambiente; D& mais valor ao seu dinheiro; Inflagdo ou ndo? Essa
€ a questao.

* Desafios do ALEA do INE, Portugal. Os desafios do ALEA sao problemas do dia-a-dia, baseados
em noticias publicadas em 6rgao de comunicacdo social, e destinam-se a alunos do Ensino
Basico e Secundario.
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3.4. Na Internet

3.4.1.

3.4.2.

3.4.3.

Recursos disponibilizados no portal do GAVE, Ministério da Educacao, Portugal

* Projecto 1000 Itens no dominio tematico de Estatistica e Probabilidades no enderego
http://www.gave.min-edu.pt/np3/112.html.

* Banco de Itens, também no dominio tematico de Estatistica e Probabilidades, no endereco
http://bi.gave.min-edu.pt/bi/2eb/841/.

Estatistica Descritiva

*No dominio tematico da estatistica descritiva, no endereco
http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm2003/icm24/index.html encontram-se jogos, um dicionario
de estatistica, piadas estatisticas, além de exercicios, problemas e actividades interactivas.

ALEA do INE

* Este sitio foi premiado pelo ISLP em 2007 como o Melhor Projecto Cooperativo em Literacia
Estatistica’.” Tal como se pode transcrever da pagina (no  endereco
http://alea.ine.pt/html/projecto/html/projecto.html):

O ALEA - Accdo Local Estatistica Aplicada - constitui-se no émbifo da Educacdo, da
Socledade da Informacdo, da Informacdo Estatistica, da Formacdo para a Cidadania e da
Literacia Estatistica como um contributo para a elaboracdo e disponibilizacdo de
instrumentos de apoio ao ensino da Estatistica para os alunos e professores do Ensino
Basico e Secundario, tendo como principal suporte um sitio na web.

Melhorar a literacia estatistica é, assim, uma condicdo importante para, por um lado,
garantir uma melhor prestacdo de um servico de utilidade publica e, por outro lado,
fomentar ambientes e experiéncias de aprendizagem diversificados recorrendo as novas
tecnologias de informacao. (...)

O ALEA nasceu de um projecto conjunto da Escola Secundaria Tomaz Pelayo e do Instituto
Nacional de Estatistica, tendo evoluido para uma realidade em que a Direccao Regional de
Educacao do Norte incorporou o nicleo das entidades que o dinamizam.

A supervisdo clentifica é assegurada pela Profa. Doutora Maria Eugénia da Graca Martins,
docente na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa. Em particular, é de destacar,
o0s cursos de Nocoes de Estatistica e de Nocdes de Probabilidades (em desenvolvimento),
cujos conteldos sdo da sua autoria e seguem o programa oficial de Matemadtica do ensino
secundario.

Muitos professores, do ensino basico ao ensino superior, usam os materiais disponibilizados nesta

pagina que vao sendo actualizados e enriquecidos ao longo do tempo. Uma vez que é impossivel falar de
todos os aspectos da utilizacdo do ALEA, ficam apenas os topicos (Figura 4) para que, um dia destes,
volte ao ALEA e descubra mais qualquer coisa!

7 Best Cooperative Project Award in Statistical Literacy
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Figura 4 — Impressao parcial da pagina principal do ALEA, retirado de http://alea.ine.pt/.

05 resultados escolares.

3.4.4. Pagina para criancas do IBGE

*Pagina do Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica, Brasil, no endereco
http://www.ibge.gov.br/7al2/, contém informacdes, curiosidades e jogos dirigidos para
criancas dos 7 aos 12 anos.

3.4.5. Census Vivo, uma maneira diferente de ensinar estatistica

* No endereco http://www.mct.uminho.pt/censusvivo/ (Figura 4) é divulgado um Projecto Ciéncia
Viva VI para o ensino experimental das ciéncias apresentado pela equipa de Bruno Sousa
(Coordenador Responsavel) do Departamento de Matematica para a Ciéncia e Tecnologia da
Universidade do Minho (UM). Tal como é apresentado numa pagina da UM (no endereco
http://www.cienciahoje.pt/index.php?oid=22818&op=all):

O Census Vivo é um projecto hands-on (pratico/baseado na experimentacdo pratica)
dirigido a todos os alunos do ensino pré-universitario, e estd ja em curso nas escolas
Secundaria Carlos Amarante (Braga), Secundaria de Caldas das Taipas (Taipas) e nas
Secundarias Francisco de Holanda e Martins Sarmento (Guimaraes), num total de 9 turmas
de 10°e 11° ano.

O projecto tem como tema central Como Medir o Desenvolvimento de uma Regido e sera
composto essencialmente por quatro fases distintas: A Descoberta de Portugal; Conhecer a
Comunidade em que Vivemos; O Que Fazer com os Dados; e, por ultimo, Assumindo o
Comando. Os resultados obtidos nas diversas turmas estdo on-line no site do Census Vivo,
www.mct.uminho.pt/censusvivo/, promovendo desta forma discussdes directas entre os
participantes das diversas escolas.

As actividades desenvolvidas, e a desenvolver, vao de encontro ao programa oficial de
Matematica em Portugal, nomeadamente na vertente relacionada com a Estatistica das
disciplinas de Matematica A e B, e de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais, tendo
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essas mesmas actividades sido planeadas de forma a serem facilmente incorporadas numa
aula.

Algumas das actividades, de que sdo exemplo os Black Eyed Peas e a Média Valiosa, tém
como principal objectivo a introdugdo de conceitos como Populacdo versus Amostra e
Simulacao da Distribuicdo de Amostragem da Média Amostral. Outras actividades séo
concebidas a partir de dados reais retirados do INE (Instituto Nacional de Estatistica) sobre
as regides onde estes alunos vivem e, por isso, sobre questdes familiares aos alunos.

os| ok jeetivos curdiculaces das programas nacionais da |disciplina
de| Matematica, Nio | pretendemos limitar-nos al uma mera
listagem db conceitos tedricos, mas acreditamos quea aplicagao
ceal |destes (conhecimentos | integrados (no Census Vibo | ira | |
despertar o consciencializagio dos alunos paca a impprtancia do
lconhecimento da—populagao —em L que | nos - insesimos e —as
CONSEQUEREiasTears- Qe um—centus tem para © dia n-d:‘ﬁ, decada
UM, para a3 suas Tamilias, & para a comundade e o pais em|que
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| €auipa de| trakalho no Departamento de Matematica paca a = | |
(Ciéncia & Tecnologia (DAACT):

| | ] | [ | ik | Brjunﬁ C. de Sou;m (Cjoo‘rdemajdoy R:;:sponsé.;ed { !
| | {—Elisa Duacte | J180) L | J | I
et A ‘ b b Lol Machade i b o
Figura 4 - Impressao parcial da pagina inicial do Census Vivo, retirado de
http://www.mct.uminho.pt/censusvivo/

Nesta pagina do Census Vivo estao disponiveis actividades, materiais, resultados, curiosidades e
novidades. Além disso, neste endereco, entrando nas actividades e, por exemplo, nos conceitos gerais de
Estatistica, existem materiais de apoio ao professor, bem como os comentarios adequados a
implementacéo de cada actividade na pratica lectiva (Figura 5). Para além de um conjunto de materiais ja
experimentados na pratica lectiva, a mais-valia desta pagina sdo os materiais de apoio, quer para o
professor, quer para o aluno.

__Conceitos Gerais da Estatistica
: quck; 'E;yea Péas
I | Alpo;'o |

“Video |

. Comentarios |

| Comentarios |

/\M':: O 0
Figura 5 — Impressao parcial da pagina dos das actividades dos conceitos gerais de
estatistica no Census Vivo, retirado de http://www.mct.uminho.pt/censusvivo/.
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3.4.6. Apostilas de Lori Viali

* No endereco http://www.pucrs.br/famat/viali/, localizado no Brasil, o autor apresenta “Um
local de apoio ao ensino de Estatistica e de Probabilidade”. As apostilhas (textos de apoio)
encontram-se procurando o material de apoio, depois de seleccionada uma disciplina ou,
directamente, no endereco
http://www.pucrs.br/famat/viali/publicacoes/didaticas/apostilas.htm.

3.4.7. Visitas as paginas do ISLP de Portugal

* No endereco http://www.stat.auckland.ac.nz/ ~iase/islp/portugal, relativo a Portugal, e no
endereco http://www.stat.auckland.ac.nz/ ~iase/islp/brasil, relativo ao Brasil, sdo compilados
mais recursos para os professores, jovens e adultos os alunos.

3.5. Revista Educacao e Matematica

* Na revista da APM°, encontram-se artigos em portugués sobre materiais e praticas lectivas dos
diferentes niveis de ensino, para além de artigos sobre a literacia estatistica, além de diversos
materiais na seccao “Materiais para a aula de matematica”.

3.6. Livros

* “Tratamento da Informacao para o Ensino Fundamental e Médio”, da autoria de Cazorla e
Santana (2006). Neste livro apresentam-se quatro sequéncias didacticas que “proporcionam ao
professor exemplos concretos de sifuacoes problematicas familiares e interessantes (...) nos
conceitos estatisticos (...) [e, alo mesmo tempo orientam o professor do modo como as
implementar’ (no Prefacio de Batanero, 2006). Recorde-se, que as tarefas do pequeno treino
sao adaptadas de duas das sequéncias ai propostas, como ja foi referido.

e “Estatistica no 3.° Ciclo do Ensino Basico”, da autoria do Grupo Azarquiel (traduzido por
Borralho e editado pela APM, 1993). Este livro contém uma série tarefas que podem usadas no
3.° Ciclo do Ensino Basico.

*Em “Materiais para a Aula de Matematica” sado apresentados exemplos de Estatistica e
Probabilidades. Este livro, organizado por Precatado e Guimaraes (2001), € uma compilacéo de
textos publicados na seccdo do mesmo nome da revista Educacao e Matematica.

* “Matematica Divertida — Tratar dados”, da autoria de King (2007), tem como publico-alvo as
criancas do ensino pré-escolar e do ensino basico. Tal como é anunciado na contracapa:

Tratar dados vai ajudarte a agrupar, classificar, a pensar de modo logico, a desenhar
gréficos e a compreender a probabilidade. Descobre como a ldgica te pode ajudar a jogar
diamantes e como fatias de bolo te podem ajudar a desenhar diagramas. Utiliza a tua
habilidade em classificar e _agrupar para jogar sarilhos a dobrar e jogar a moeda para
entenderes a probabilidade.

3.7. Materiais de Treino para a segunda fase nacional
3.7.1. Questdes da primeira fase nacional

As questbes da primeira fase nacional j& estdo disponiveis no endereco
http://www.stat.ucla.edu/ ~jsanchez/ISLP-GAME-exams/Exams-Portugal-Brasil/. Como faz todo o
sentido, também elas constituirdo um material disponivel para o treino da segunda fase nacional da 1.

* APM, sigla para Associacao de Professores de Matematica.
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Competicao Internacional de Literacia Estatistica. Tal como nos materiais de treino, anteriormente
compilados e traduzidos, também estas questdes poderdo ser reutilizadas, pois além de estarem
disponiveis no formato “pdf’ também estao disponiveis no documento de texto.

3.7.2. Outros materiais
Estdo a ser ultimados e serdo, brevemente, disponibilizados na pagina desta Competicao
promovida pelo ISLP.

4. A terminar ...

O lancamento desta iniciativa pelo o ISLP, a 1.7 Competicdo Internacional de Literacia Estatistica,
foi mais um contributo para enriquecer o repositério de materiais disponiveis, manipulaveis e, quem
sabe, promotores de novas producdes que possam ser usadas nas praticas lectivas (ou mesmo fora
delas) por todos os intervenientes — professores, jovens e adultos, em portugués.

Tal como Cazorla e Santana (2006) declaram:

Somente quando conseguirmos que nossos alunos aprendam matematica, Estatistica e
Ciéncias teremos sido bons alfabetizadores matematicos, estatisticos e cientificos e
teremos contribuido para a construcdo das bases de uma sociedade cientifica e cidada.
Neste sentido, o aluno e também o professor estdo em continuo processo de
aprendizagem, de alfabetizacéo [e, ainda, de cidadania na vida].
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SESGOS EN PROBABILIDAD CONDICIONAL E IMPLICACIONES PARA LA ENSENANZA

Carmen Diaz
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carmen.diaz@dpsi.uhu.es

Resumen. En este trabajo realizamos una revision de las principales investigaciones en
Psicologia y Educacién sobre razonamiento y comprensiéon de la probabilidad condicional.
También mostramos algunos resultados obtenidos en nuestro propio estudio de evaluacién
con estudiantes de Psicologia. Finalizamos con algunas implicaciones para la ensefianza de
la estadistica.

1. Introduccion

La probabilidad condicional es fundamental en las aplicaciones de la Estadistica, porque permite
incorporar cambios en nuestro grado de creencia sobre los sucesos aleatorios, a medida que adquirimos
nueva informacion. Es también un concepto tedrico basico requerido en la construccion del espacio
muestral producto. Por ello, su correcta comprension y el razonamiento sobre la misma son requisitos en
el estudio de la inferencia estadistica, tanto clasica como bayesiana, asi como en el estudio de la
asociacion entre variables, la regresion y los modelos lineales. En el terreno profesional e incluso en la
vida cotidiana, la toma de decisiones acertadas en situaciones de incertidumbre se basa en gran medida
en el razonamiento condicional.

Sin embargo, la Psicologia del razonamiento, asi como algunas investigaciones recientes en
didactica de la probabilidad muestran la existencia de intuiciones incorrectas, sesgos de razonamiento y
errores de comprension y aplicacion de este concepto. Algunos de ellos estan bastante extendidos y una
ensefanza formal de la probabilidad es insuficiente para superarlos. Es necesario que el sujeto se haga
consciente de estas dificultades y aprenda a afrontar los problemas condicionales con unas herramientas
adecuadas.

En lo que sigue analizamos las principales investigaciones relacionadas con la comprensién de las
ideas de probabilidad condicional e independencia, tanto en el campo de la Psicologia, como en el de la
Educacion. Ademas mostramos los resultados obtenidos en un estudio con estudiantes de Psicologia,
donde se aplicaron diversos items que evaltan la presencia de estos sesgos.

La muestra utilizada en este estudio fueron 414 estudiantes de Psicologia de primer curso de las
universidades de Granada (cuatro grupos de estudiantes; 7 = 307), y Murcia (dos grupos; 7 = 106).
Todos los participantes cursaban Primer Curso de Psicologia y eran alumnos de la Asignatura de Analisis
de Datos. La mayoria de los alumnos tenian una edad de 18 o 19 afios. Predominaron las mujeres,
situacion que es habitual en las Facultades de Psicologia. Los estudiantes habian estudiado el tema
durante dos semanas, aproximadamente un mes antes que se pasase el cuestionario. Se realizé la toma
de datos después del examen parcial que incluia el tema, para asegurarse que los alumnos lo habian
estudiado. Todos ellos colaboraron voluntariamente y con interés en la investigacion.

La finalidad de este trabajo es proporcionar una clasificacién de las principales dificultades con las
que nos enfrentamos al razonar sobre la probabilidad condicional, mostrando ejemplos de tareas que
permiten evaluarlas, asi como las respuestas tipicas a las mismas. Creemos que esta informacion es
valiosa para los profesores de estadistica, tanto en la planificacién de la ensefianza como en la evaluacién
del aprendizaje.
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2. Comprension Intuitiva de la Probabilidad Condicional e Independencia

La probabilidad condicional puede definirse con diversos grados de formalizacién. Intuitivamente
podemos decir que la probabilidad condicional AP4/5) de un suceso A dado otro suceso 5 es la
probabilidad de que ocurra A sabiendo que 5 se ha verificado. Desde un punto de vista mas formal, se
define mediante la expresion (1).

(1) P(A/B)=P(ANB)/P(B), siempre que P(B)>0.

Estas definiciones no siempre se comprenden. En nuestro estudio se pidié a los alumnos que
dieran de una definicion intuitiva de probabilidad simple y de probabilidad condicional, aportando un
ejemplo de cada una. Los resultados (Tabla 1) sugieren que, aunque una parte importante de los
alumnos define correctamente las probabilidades, la tercera parte no da respuesta o tiene imprecisiones
en la definicion.

Algunos alumnos utilizan expresiones imprecisas para definir algunas de las probabilidades, como
por ejemplo: “En la probabilidad condicional, para que se dé un suceso, se tiene que dar otro”. Este
alumno indica correctamente que en la probabilidad condicional intervienen dos sucesos, pero la
respuesta es imprecisa porque matematicamente podemos definir la probabilidad condicional,
independientemente de que el suceso ocurra o no. Otro ejemplo de definicion imprecisa seria:
“Probabilidad simple: aquella en la que hay un sdlo elemento y en la probabilidad condicional intervienen
dos sucesos”. La respuesta es imprecisa, porque en la probabilidad conjunta también intervienen dos
sucesos. La respuesta: “La probabilidad simple es la probabilidad de que ocurra una variable y la
condiclional que ocurra sabiendo que ha ocurrido ofra que la condiciona” es imprecisa porque el alumno
se refiere a variables y no a sucesos.

Tabla 1 - Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al item 1

Frecuencia Porcentaje Porcentaje acumulado

Define incorrectamente ambas probabilidades 119 28,7 28,7
Define imprecisamente una probabilidad 28 6,8 35,5
Define correctamente una probabilidad 90 21,7 57,2
Define imprecisamente ambas probabilidades 50 12,1 69,3
Define correctamente ambas probabilidades 127 30,7 100,0

Un concepto relacionado con la probabilidad condicional es el de independencia.
Matematicamente puede deducirse de la regla del producto de probabilidades, mediante la definicion (2).

(2) Ay B son independientes siy solo si P(A(B)=P(A)xP(B).

Intuitivamente este concepto se relaciona con el de probabilidad condicional, ya que dos sucesos
son independientes si la probabilidad de uno de ellos no cambia al condicionarlo por el otro (Maury,
1986). Estas dos definiciones no tienen dificultad de comprension, desde el punto de vista matematico,
ya que no requieren calculos complejos. Pero, desde un punto de vista psicoldgico y didactico es dificil,
en muchos casos, saber si dos sucesos son 0 no independientes, al resolver un problema o al tomar una
decision. Por ejemplo, demostrar la relacion entre fumar y desarrollar un cancer ha supuesto muchos
anos de investigacion.

Maury (1986) analizo la comprension intuitiva de 374 estudiantes de los Gltimos cursos de
Bachillerato, respecto a la probabilidad condicional usando cuatro problemas en un contexto de extraer
bolas de urnas; con y sin reemplazamiento. También utilizd dos tipos de vocabulario (técnico y cotidiano)
al plantear el problema 1.
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Problema 1. Se tiene una bolsa con 1 bola azul y 2 bolas rojas. Se saca una bola al azar.
Sin reponerla otra vez en la bolsa se saca una segunda bola. ;Cual suceso es mas
probable?

e Sacar dos bolas rojas.

e Sacar primero una bola roja y luego una azul.

Maury observd que solo la cuarta parte de los alumnos daban respuestas correctas a este
problema, mientras que los mismos alumnos obtuvieron un 60% de aciertos en problemas de
probabilidad simple.

En la Tabla 2 presentamos los resultados del Problema 1 pasado a los estudiantes de nuestra
propia investigacion. En nuestra version del problema introducimos una alternativa mas que es la
equiprobabilidad de los dos sucesos. La alternativa correcta fue elegida en nuestro caso por la mayoria
(75,6% de los alumnos). El error mas frecuente fue confundir el muestreo con y sin reposicién (alternativa
b).

Tabla 2 - Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al
problema 1

Se tiene una bolsa con 1 bola azul y 2 bolas rojas. Se saca una bola al azar. Sin
reponerla otra vez en la bolsa se saca una segunda bola. ;Qué suceso es mas probable?

Frecuencia  Porcentaje

a) Sacar dos bolas rojas. 39 9,4
b) Sacar primero una bola roja y luego una azul. 56 13,5
c) Los dos sucesos son iguales de probables 313 75,6
Blanco 6 1,4

Maury supuso que la dificultad del Problema 1 no esta ligada, en si, a la nocién de independencia,
sino al hecho de que los dos sucesos (azul /rojo) sean no equiprobables que introduce un distractor que
aumenta la dificultad de la tarea. Esta suposicién se confirmoé en otro experimento (Maury, 1985; 1986)
en la que plantea a 290 alumnos de entre 13 y 16 afios el problema 2.

Problema 2. Una persona lanza 3 veces la misma moneda, obteniendo en este orden los
resultados siguientes: cara, cruz, cruz. Lanza la moneda una cuarta vez. ;Piensas que en
el cuarto resultado es mas probable la cara o la cruz?

Los resultados mejoran en este caso hasta el 70 % de éxitos, lo que para Maury indica el
reconocimiento intuitivo de la independencia por parte de los alumnos. El problema es planteado en
cuatro variantes, cambiando la forma de la pregunta final y la autora observa un éxito mayor cuando en la
pregunta se listan todos los sucesos posibles del espacio muestral, que cuando no se listan. Nuestra
version del mismo item se enuncid en un contexto de dados y con un numero mayor de tiradas,
qguedando de la siguiente manera:

Problema 3. Una persona lanza un dado y anota si saca un nimero par o impar. Se trata
de un dado no sesgado (es decir todos los numeros tienen la misma probabilidad). Estos
son los resultados al lanzarlo 15 veces: par, impar, impar, par, par, impar, par, par, par,
par, impar, impatr, par, par, par. Lanza el dado de nuevo ;Cual es la probabilidad de sacar
un numero par en esta nueva tirada?
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En la Tabla 3 presentamos los resultados del problema 3, donde la mayoria de los alumnos da
una respuesta correcta. Un 11,8% obtiene una estimacion frecuencial de la probabilidad, es decir,
calculan la probabilidad a partir de la frecuencia relativa obtenida en los ensayos que se describen en el
item, dando cémo valor de la probabilidad el valor 10/15 (hay un total de 10 pares en los quince
lanzamientos).

Tabla 3 - Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al

problema 3
Frecuencia Porcentaje Porcentaje acumulado
No responde o0 asume dependencia 78 18,8 18,8
Estimacion frecuencial de la probabilidad 49 11,8 30,7
Respuesta correcta 287 69,3 100,0

La dificultad del concepto de independencia no es exclusiva de estos alumnos. Por ejemplo,
Sanchez (1996) pasa un cuestionario de probabilidad a 88 profesores de Matematicas que participaban
en México en un programa de actualizaciéon, proponiéndoles el problema 4.

Problema 4. Se extrae una carta al azar de una baraja americana: sea Ael evento "se
extrae un trébol" y Bel evento "se extrae una reina" ;Los eventos Ay Bson
independientes?

Solo 44 de los profesores hicieron intentos sistematicos por resolver el problema. De éstos, 39
llegaron a una respuesta, pero sélo 4 lo hicieron correctamente, utilizando la regla del producto. En las
respuestas incorrectas encuentra dos tipos de razonamiento:

—1. Creer que eventos independientes son lo mismo que eventos excluyentes: “No son
Independientes porque tenemos la reina de tréboles”. Este es un error muy extendido, y ha sido
descrito, entre otros autores, por Kelly y Zwiers (1986). Los autores sugieren que el error puede
ser debido a la imprecision del lenguaje ordinario, en que “independiente” puede significar, a
veces, separado. Por otro lado, tanto en la definicién formal de independencia como en la de
sucesos excluyentes interviene la operacion de interseccion. Usualmente decimos que dos
sucesos son independientes cuando la aparicion /no-aparicion de uno de ellos no proporciona
informacion sobre la ocurrencia del otro. En el caso de sucesos excluyentes la aparicion de uno
implica la no-aparicién del otro, por tanto dos sucesos excluyentes son siempre dependientes.

—2. Creer que solo se puede aplicar la idea de independencia a sucesiones de experiencias: “S7
extraemos una carta para verificar el evento A y se vuelve a colocar en la baraja para verificar el
evento B entonces A y B son independientes. Si se extrae la carta para verificar A y no se
regresa, entonces A y B no son independientes’.

En nuestra investigacion propusimos este mismo problema, pero se incluyeron en las respuestas
alternativas los errores descritos por Sanchez (1996), quedando de la siguiente forma:

Problema 5. Se extrae una carta al azar de una baraja espafola (40 cartas con cuatro
palos: oros, bastos, espadas y copas. Cada palo tiene los numeros del 1 al 7, sota caballo
y rey). Sea Ael suceso "se extrae una carta de oros" y Bel suceso "se extrae un rey".
(Los sucesos Ay B son independientes?

a) No son independientes, porque en la baraja hay un rey de oros.

b) Sélo si sacamos primero una carta para ver si es rey y se vuelve a colocar en la

baraja y luego sacamos una segunda para ver si es oros.
c) Si, porque P(rey de oros) = P(rey) x P(oros).
d) No, porque P(rey / oros) # P(rey).
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En la Tabla 4 mostramos las respuestas de nuestros estudiantes a este problema, donde vemos
que un 29% de alumnos responden correctamente. El error mas frecuente entre nuestros alumnos fue
confundir independencia con mutua exclusividad, algo que coincide con los resultados de Sanchez
(1996).

Tabla 4 - Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al

problema 5

Frecuencia Porcentaje
a) 118 28,5
b) 61 14,7
c) 120 29,0
d) 82 19,8
Blanco 33 8,0

El distractor b) evalua el error de suponer que el concepto de independencia sélo se puede aplicar
a experimentos que se suceden en el tiempo, fue cometido por un 14,7% de los estudiantes.

3. Condicionamiento, Causacion y Temporalidad

La causalidad es un concepto cientifico, filoséfico y psicoldgico complejo. Por otro lado es también
un concepto intuitivamente comprendido y aceptado por las personas ya que construimos nuestro
conocimiento del mundo sobre la base de relaciones de causa y efecto entre diferentes sucesos.

Desde el punto de vista probabilistico, si un suceso A es la causa estricta de un suceso 5,
siempre que suceda A, sucedera £, por lo que P(B/A)=1. La relacién causal estricta es dificil de

hallar en el mundo real y hablamos de relacion de cawusa débi/ cuando al suceder A cambia la
probabilidad de que ocurra B . Es decir, cuando P(B/A) es diferente de P(B), por lo cual una relacion

de causalidad implica una dependencia de tipo estadistico entre los sucesos implicados.

Sin embargo lo contrario no es cierto, ya que dos sucesos pueden ser estadisticamente
dependientes, sin que uno de ellos sea causa del otro. Por ejemplo, es sabido que los paises con mayor
esperanza de vida tienen una menor tasa de natalidad, pero esto no implica que la tasa de natalidad sea
causa de la esperanza de vida o al contrario, ya que si conseguimos aumentar la natalidad de un pais
esto no incide automaticamente en la esperanza de vida de sus habitantes. La existencia de una relacion
condicional indica que una relacién causal es posible, pero no segura. Una asociacion estadistica entre
variables puede ser debida a otras variables intervinientes o incluso ser espurea y no implica relacion
causal.

Desde el punto de vista psicolégico, la persona que evalia una probabilidad condicional P(A/B) va

a percibir dos relaciones muy diferentes entre A (suceso condicionado) y B (suceso condicionante)
dependiendo del contexto. Si dentro del contexto se percibe que B es una causa de A, la persona
establecera entre A y B una relacion causal. Si dentro del contexto se percibe A como una causa de
B, la persona establecerad entre A y B una relacion diagnostica. Veamos el problema 6 (Pollatsek y
cols., 1987).

Problema 6. ;Cual de los siguientes sucesos es mas probable? a) Que una nifa tenga los
0jos azules si su madre tiene los ojos azules. b) Que una madre tenga los ojos azules si su
hija tiene los ojos azules. ¢) Los dos sucesos son igual de probables”
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Aungue matematicamente los dos enunciados son equivalentes, desde un punto de vista
psicolégico no son percibidos como idénticos por las personas. En la primera opcion, A seria que la nifa
tenga los ojos azules (efecto), B que la madre tenga los ojos azules (causa). En este caso al calcular
P(A/B) el estudiante tendrd que realizar un razonamiento causal, estimando el efecto dado cierto

conocimiento de las causas. Por el contrario, en la segunda opcion, A seria que la madre tenga los ojos
azules (causa) y B que la nifia tenga los ojos azules, por tanto P(A/B), es una relacién diagnostica.

Numerosos estudios indican que la creencia que las relaciones causales son mas fuertes que las
relaciones diagnosticas. Por ejemplo, Tversky y Kahneman (1982a) encontraron que las personas
encontraban mas probable que “una nifia tenga los ojos azules si su madre tiene los ojos azules”
(relacion causal) que “una madre tenga los ojos azules si su hija tiene los ojos azules” (relacion
diagnostica). Tversky y Kahneman explican este hallazgo con la existencia de un sesgo causal cuando las
personas se enfrentan con tareas relacionadas con la probabilidad condicional.

La relacion de causalidad también se asocia, a menudo, con la secuencia temporal. El problema 7
(Falk, 1986) ilustra como algunos estudiantes tienen problemas con la condicionalidad cuando se
invierte el eje de tiempo en que los sucesos ocurren de una forma natural.

Problema 7. Una urna contiene dos bolas blancas y dos bolas negras. Extraemos a ciegas
dos bolas de la urna, una detras de otra, sin reemplazamiento.

1. ;Cual es la probabilidad de extraer una bola negra en segundo lugar, habiendo extraido
una bola negra en primer lugar? P(N, / NV,)

2. iCudl es la probabilidad de extraer una bola negra en primer lugar, sabiendo que
hemos extraido una bola negra en segundo lugar? P(N, /N,)

Mientras los alumnos de Falk no tenian dificultad para resolver la primera parte del problema 7,
muchos eran incapaces de dar una solucién a la segunda, a la que responden que el resultado en la
segunda extraccion no afecta a la primera. Otros estudiantes dan como respuesta 1/2, teniendo en
cuenta solo la composicion de la urna y sin utilizar el dato del resultado posterior.

Estos resultados indican un mecanismo implicito que supone la confusién entre condicionamiento
y causacion. En la primera parte del problema 7, la inferencia causal es una situacion natural y
compatible con el eje temporal, pero la segunda parte pide hacer una inferencia inversa, que requiere un
razonamiento probabilistico que es indiferente al orden temporal, lo que puede crear dificultades
psicologicas.

El resultado en la segunda extraccion depende causalmente del resultado en la primera extraccion.
El resultado del primer experimento no depende causalmente del segundo, pero el resultado en
cualquiera de las dos extracciones modifica la estimacion de probabilidades del resultado en la otra. Si,
por ejemplo, en la segunda extraccion ha salido una bola negra, sabemos que esta bola ya no puede ser
uno de los posibles resultados en la primera extraccién, por tanto ha habido una reduccién del espacio
muestral y P(N, /N,) seria un tercio, igual que la PN, /N,).

La creencia de que un suceso que ocurre después del que juzgamos no puede afectar a la
probabilidad del primero se conoce como falacia del eje temporal. Es importante erradicar esta creencia,
pues la probabilidad de un suceso debe ser revisada a la luz de resultados posteriores en algunas
situaciones, sobre todo dentro del marco de la inferencia bayesiana, donde la actualizacion de las
probabilidades a la luz de los resultados juega un papel tan importante.

En relacion a la secuencia temporal de los sucesos que intervienen en una probabilidad
condicional, Gras y Totohasina (1995) identifican tres tipos de concepciones erréneas:

—En la concepcion cronoldgica los estudiantes interpretan la probabilidad condicional P(A/B)
como una relacion temporal, donde el evento condicionante £ siempre precede al suceso A.
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—En la concepcion causal, los estudiantes interpretan la probabilidad condicional P(A/B) como
una relacién causal implicita, donde el suceso condicionante B es la causa y A la
consecuencia.

—En la concepcion cardinal los estudiantes interpretan la probabilidad condicional P(A4/B) como
Card(AN B)
Card(B)
equiprobable. Aun asi, cuando se maneja un espacio muestral continuo o las probabilidades de
los diferentes sucesos no son iguales, esta concepcidn lleva a un error. Otros estudiantes
Card(A)
Card(B)

la proporcion , que es correcta en el caso de un espacio muestral finito

interpretan P(A/B) como la proporcion , que es siempre falso.

En las tablas 5 y 6 presentamos los resultados de la aplicacion del problema 7 a nuestros
alumnos. La mayoria de los alumnos (68,8%) han respondido correctamente a la primera parte del
problema. El error mas frecuente en esta parte fue confundir la probabilidad condicional y conjunta
aplicando la regla del producto (1/2)x(1/3)=1/6.

Tabla 5 — Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al
problema 7 (parte 1)

;Cual es la probabilidad de extraer una bola negra en segundo lugar, habiendo
extraido una bola negra en primer lugar? P(N, / N,)

Frecuencia Porcentaje
a)l/?2 23 5,6
b)1/6 70 16,9
c)1l/3 285 68,8
d1l/4 30 7,2
Blanco 6 1,4

En la segunda parte del problema, aproximadamente la cuarta parte da la respuesta correcta,
mientras otra cuarta parte presentan la falacia del eje temporal o concepcién cronologista de la
probabilidad condicional, seglin Gras y Totohasina (1992). El sesgo de equiprobabilidad lo presenta un
36,5%. Nuestros resultados reproducen los obtenidos por Falk (1986).

Tabla 6 — Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al
problema 7 (parte 2)

;Cuadl es la probabilidad de haber extraido una bola negra en primer lugar, sabiendo
que hemos extraido una bola negra en segundo lugar? P(N, / N,)

Frecuencia Porcentaje
a)l/3 929 23,9
b) No se puede calcular 103 24,9
c)1/6 38 9,2
dy1/2 151 36,5
Blanco 23 5,6

Gras y Totohasina (1995) quisieron estimar la proporcion de estudiantes que presentan las
diferentes concepciones citadas anteriormente. Para ello hicieron las siguientes preguntas a una muestra
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de 75 estudiantes de secundaria (17-18 anos), después de haber recibido una ensefianza experimental
sobre probabilidad condicional:

Pregunta A. Para calcular la probabilidad condicional P(A/B), ;Debe ocurrir el suceso
B cronologicamente antes que el suceso A?Si__ No__ Nosé

Pregunta B. Para calcular la probabilidad condicional P(4/B), iDebemos asumir que el
suceso B esla causay el suceso A el efecto o la consecuencia de B? Si__ No__ No
sé

El 63 % de los estudiantes dio una respuesta afirmativa a la primera pregunta y un 28 % respondio
afirmativamente a la segunda. Los autores sugieren que el origen de las dos primeras concepciones
erroneas es cognitivo, mientras que la concepcion cardinal es inducida por la ensefianza.

4. Intercambio de Sucesos en la Probabilidad Condicional

Falk (1986) sugiri6 que muchos estudiantes no discriminan adecuadamente entre las dos
direcciones de la probabilidad condicional P(A/B) y P(B/A) y denomind a este error falacia de /a

condicional transpuesta. Este error se ha observado en problemas de contextos médicos, donde se
confunde la probabilidad de tener una enfermedad cuando ha sido positivo el test de diagnostico con la
probabilidad de un resultado positivo en el test de diagndstico, dado que se tiene la enfermedad (Eddy,
1982). La prevalencia de este error puede tener consecuencias importantes; por ejemplo la confusion
entre la probabilidad de que un nifio afectado con sindrome de Down dé una amniocentesis prenatal
positiva, que es alta y el hecho de que, siendo la prueba positiva el nifio realmente tenga sindrome de
Down, que es mucho menor.

En otro contexto, Pollatsek y cols (1987) encontraron que el 69% de los sujetos de su estudio
consideran correcta la opcion c¢) en el problema 8, lo que implica que igualan una probabilidad
condicional y su transpuesta.

Problema 8. ;Cual de los siguientes sucesos es mas probable?
a) Que un taxi azul sea correctamente identificado por la noche como un taxi azul.
b) Que un taxi identificado por la noche como azul sea realmente un taxi azul.
c) Los dos sucesos son iguales de probables.

Una problema de este tipo se presentd a nuestros estudiantes para evaluar la presencia de este
sesgo presentamos (problema 9). Alrededor de un tercio del grupo que escoge la respuesta correcta
(alternativa b), siendo los resultados en nuestro caso algo mejores que en el estudio de Pollatsek y cols
(1987).

Problema 9. Un test diagnostico de cancer fue administrado a todos los residentes de una
gran ciudad en la que hay pocos casos de cancer. Un resultado positivo en el test es
indicativo de cancer y un resultado negativo es indicativo de ausencia de cancer. ;Qué te
parece mas probable?

a) Que una persona tenga cancer si ha dado positivo en el test de diagnostico.

b) Que un test de diagnostico resulte positivo si la persona tiene cancer.

c) Los dos sucesos tienen la misma probabilidad.
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Tabla 7 — Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al

problema 9
Frecuencia Porcentaje
a) 24 5,8
b) 133 32,1
c) 245 59,2
Blanco 12 2,9

También se ha encontrado esta misma confusion en la interpretacién de tablas de contingencia
por parte de estudiantes donde, segun Batanero y cols. (1996), alrededor del 20% de los estudiantes del
curso preuniversitario en su trabajo confunden “porcentaje de fumadores que contraen cancer de
pulmoén” con “porcentaje de personas con cancer de pulmon que fuman”.

Esta confusion se extiende al contexto de la interpretacion del nivel de significacion o en los
contrastes de hipdtesis. El nivel de significacion o se define como la probabilidad condicional de obtener

un resultado # en la region de rechazo cuando la hipétesis nula # es cierta, es decir a.=P(R/H,).

Cuando un contraste de hipotesis resulta significativo (lo que quiere decir que A ha ocurrido) y alguien
pregunta por la probabilidad de haber cometido un error (la probabilidad de que 4, sea cierta) a

menudo se contesta con o . En esta situacion se estaria confundiendo P(#/H,) con P(H,/R).

Una posible explicacion dada por Falk (1986) de la prevalencia de este error es que el lenguaje
ordinario, que es el que usamos en el enunciado de los problemas de probabilidad condicional no tiene la
suficiente precision. Cuando escribimos una probabilidad condicional usando la notacién matematica es
claro cual es el suceso condicionante y cual el condicionado, pero en el lenguaje ordinario la probabilidad
condicional (tener cancer si se es fumador) y su inversa (ser fumador si se tiene cancer) no siempre se
distinguen claramente entre si. También en el caso del contraste estadistico de hipdtesis la definicion de
o. como “probabilidad de cometer error tipo I podria contribuir a su incorrecta interpretacion porque en
la anterior frase solo se hace referencia a un suceso (error tipo 1) y no a una probabilidad condicional.

5. Confusion de Probabilidad Condicional y Probabilidad Conjunta

Pollatsek y cols. (1987) coinciden con Falk (1986) en que muchas de las dificultades que las
personas tienen con la comprension de la probabilidad condicional pueden deberse a dificultades de
comprension del lenguaje de los enunciados de la probabilidad condicional y que la ejecucién de tareas
que implican probabilidades condicionales depende de como se redacten los enunciados.

Un ejemplo de esto lo encontraron Einhorn y Hogarth (1986) con los enunciados que usan la
conjuncion “y”. Para estos autores estos enunciados pueden llevar a confundir la probabilidad conjunta y
la probabilidad condicional. Los autores plantearon a 24 estudiantes la pregunta: “Cudl es /a
probabilidad de ir al supermercado y comprar café?”. Esta pregunta se refiere a la probabilidad conjunta,
pero 9 de los 24 estudiantes la interpretaron en forma  condicional como
P(comprar café / ir al supermercado). También en la investigacion de Ojeda (1995) la mitad de los

sujetos del estudio interpretaron la interseccion como condicionamiento.

Un error relacionado es la falacia de la conjuncion (Tversky y Kahneman, 1982b) o creencia de
que es mas probable la interseccion de dos sucesos que la de uno de ellos por separado o la de su
union. Estos autores plantearon a estudiantes sin formacion estadistica el problema 10, a partir de los
resultados de una encuesta de salud realizada en una muestra de hombres adultos de todas las edades y
ocupaciones.
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Problema 10. ;Qué porcentaje de los hombres entrevistados tienen mas de 55 afos y ademas han
tenido uno o mas ataques al corazon? ;Qué porcentaje de los hombres entrevistados ha tenido uno
0 mas ataques al corazén? De los hombres entrevistados con mas de 55 afios, ;qué porcentaje ha
tenido uno o mas ataques al corazon?

Muchos alumnos dan un mayor porcentaje a la primera pregunta que a las otras dos. Segun
Tversky y Kahneman el error es resultado de considerar la conjuncion como mas representativa de la
poblacién generadora que cada evento separado o bien del hecho que la conjuncién hace que los sujetos
recuerden o imaginen mas ejemplos de una categoria 0 modelo mas restringido.

Para valorar la confusion entre probabilidad condicional y conjunta, se presentd a los alumnos de
nuestro estudio el problema 11. Los resultados obtenidos (Tabla 8) son bastante similares a los obtenidos
en nuestros estudios previos con versiones piloto del cuestionario (Diaz y de la Fuente, 2005), asi como
con otras muestras de futuros profesores de educacion primaria y secundaria (Estrada y Diaz, 2006).

Problema 11. En una poblacién se ha realizado una entrevista a un grupo de hombres,
obteniendo los siguientes resultados:

menos de 55 afios|mas de 55 afios| Total
Ha sufrido un ataque al corazén 29 75 104
No ha sufrido ataque 401 275 676
Total 430 350 780

Si elegimos al azar una de estas personas:

a) (Cual es la probabilidad de que haya tenido un ataque al corazon?

b) ;Cual es la probabilidad de que tenga mas de 55 afios y ademas haya tenido un
ataque al corazén?

c) Sabiendo que la persona escogida tiene mas de 55 afos, ;Cudl es la
probabilidad de que haya tenido un ataque al corazén?

d) Sabiendo que la persona escogida ha tenido un ataque al corazédn, ;Cual es la
probabilidad de que tenga mas de 55 afios?

Tanto el calculo de una probabilidad simple y conjunta resulta bastante sencillo para estos
alumnos. Mayor dificultad aparece en el calculo de probabilidades condicionales y distincién entre una
probabilidad condicional y su inversa donde el porcentaje de fallos se acerca al 40%.

Tabla 8 — Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al

problema 11
a. P(A) b. P(ANB) c. P(A/B) d. P(B/A)
Incorrecto 23 (5,9) 138(33,3) 132 (31,3) 133 (32,1)
Correcto 378 (91,3) 261(66,0) 259 (62,6) 241 (58,2)
Blanco 13 (3,2) 15(3,7) 23 (5.5) 40 (9,5)

Los principales errores fueron la confusion de probabilidades condicionales y conjuntas, errores ya
destacados por Einhorn y Hogarth (1986), Totohasina (1992) y Ojeda (1995), que se producen en un
27,1% de los estudiantes. Esta misma confusién en la interpretaciéon de tablas de contingencia aparece
en el 20% de los estudiantes del curso preuniversitario en la investigacion de Batanero y cols. (1996).
También aparecen en casos aislados los siguientes errores no descritos en la literatura:
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—Confusion de un suceso y su complementario, respondiendo P(A/no B), cuando se pregunta
P(A/B).

—Confusion de probabilidades con casos posibles (frecuencias absolutas).

—Obtencion de probabilidades mayores que la unidad; como responder P(A(B)=780/75,
invirtiendo en este caso la formula de Laplace.

104 N 350 75

780 780 780
Hacemos notar que estos alumnos (tres casos) han notado que los sucesos A y B no son
mutuamente excluyentes y han aplicado la formula correcta de la union de sucesos para estos
casos, pero han dado a la palabra “y” del enunciado un significado de unién, que es frecuente
en el lenguaje cotidiano, pero no coincide en este caso con el significado matematico.

—Suponer independencia en los datos, aunque la dependencia es patente en la tabla. Estos
alumnos calculan la probabilidad de la interseccion, como producto de las dos probabilidades

104, 350
780 780 °

—Confusién de la union y la interseccion, dando la solucion PANB) =

P(A) y P(B), calculadas estas correctamente, dando la solucion P(A( B) =
—Dar el cociente P(A/B) cuando se pide la probabilidad condicional.

Estos resultados, que amplian los encontrados en la literatura previa, sugieren la necesidad de
atender a la capacidad de lectura de datos en tablas dobles.

6. Situaciones Sincrénicas y Diacronicas

Otra variable influyente en la dificultad de las tareas de probabilidad condicional es si se percibe o
no el experimento compuesto como una serie de experimentos simples sucesivos. A este respecto se
pueden distinguir dos tipos de situaciones relacionadas con la probabilidad condicional:

— Situaciones sincronicas. son situaciones estaticas, en las que no subyace una secuencia de
experimentos, sino que los experimentos aleatorios se realizan simultdneamente. Un ejemplo lo
encontramos en el problema 12, descrito en Falk (1986). La mayor parte de los estudiantes dan
como respuesta 1/2 porque solo perciben un experimento y suponen que la tarjeta con las dos
caras rojas no es relevante para calcular la probabilidad condicional.

Problema 12. En una urna hay tres tarjetas: una es azul por ambos lados, otra es roja por
ambos lados y la ultima es por un lado azul y por otro roja. Seleccionamos una tarjeta al
azar y la ponemos sobre la mesa tal y como la sacamos de la urna. La cara que vemos es
roja, jcual es la probabilidad de que la otra cara sea roja también?

— Situaciones diacronicas. son situaciones en las que hay una clara secuencia temporal, donde se
realizan un experimento detras de otro. Un ejemplo se muestra en el problema 13.

Problema 13. En una urna hay dos bolas blancas y dos bolas negras. Tomamos una bola
blanca de la urna y sin reemplazarla tomamos una segunda bola al azar de la urna. ;Cual
es la probabilidad de que la segunda bola sea blanca?

Cuando calculamos una probabilidad condicional, es clave que cambiemos el espacio muestral al
suceso condicionante. Para los estudiantes resulta dificil identificar el espacio muestral y el suceso
condicionante. Las situaciones sincronicas dificultan especialmente el cambio de espacio muestral, como
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comprueba Ojeda (1995) al plantear el problema 12 a 26 alumnos de entre 14 y 16 afos, el 60% de los
cuales ignoraron la informacion dada por la cara mostrada al resolver el problema.

La autora propone también los problemas 13 y 14 a 255 alumnos de Bachillerato, después de
estudiar probabilidad condicional. Estos dos problemas tienen la misma estructura matematica, pero el
problema 13 se percibe mas facilmente como una secuencia de experimentos. La proporcion de
respuestas correctas subio del 25% (problema 14) al 40% (problema 13), aunque los alumnos todavia
siguen con dificultades y no reducen convenientemente el espacio muestral al resolver el problema.

Problema 14. Una bola se suelta en E. Si sale por R,
iqué es mas probable, que haya seguido el canal I,
0 que se haya ido por el canal II?

En la tabla 9 presentamos los resultados de una version modificada del item 14 en nuestros
alumnos, en donde se les pregunta por la probabilidad de que la bola, habiendo caido en R haya pasado
primero por el canal I. Tan so6lo un 9% de estos alumnos lo han resuelto correctamente. La mayoria han
escogido la alternativa a) que indica que no tienen en cuenta todos los sucesos del espacio muestral. Han
sido pocos los alumnos que han escogido la alternativa d).

Tabla 9 — Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al

problema 14
Frecuencia Porcentaje
a)1l/2 318 76,8
b) 1/3 37 8,9
c) 2/3 41 9,9
d) No se puede calcular 7 1,7
Blanco 11 2,7

Contrastan estos resultados con lo de Ojeda (1995) quien obtiene mucho mejores resultados con
este item que con los anteriores. La diferente forma en que se da el enunciado podria explicar la
discrepancia de resultados.

7. Razonamiento Bayesiano

Otro grupo de dificultades vinculadas a la probabilidad condicional son las relacionadas con
problemas bayesianos. Totohasina (1992), para indagar sobres las concepciones intuitivas sobre el
razonamiento bayesiano, propone a 67 alumnos del curso preuniversitario, que habian estudiado la
probabilidad, pero no la probabilidad condicional, el problema 15.

Problema 15. Una tienda almacena sus productos en cajas. Estas cajas son de dos
colores: rojo (25% de las cajas) o azul (75%). Las cajas estan envueltas por envoltorio de
papel. Algunos de estos envoltorios tienen la marca M en la parte inferior. Entre los
envoltorios que contienen una caja roja, el 45% tiene la marca M . Entre los envoltorios
que contienen una caja azul, el 60% tiene la marca M . Tomamos una caja envuelta, si el
envoltorio tiene la marca M, ;cual es la probabilidad de que la caja sea azul?
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Solo el 25% de los alumnos dieron una respuesta correcta, muchos de ellos apoyandose en
representaciones usadas espontaneamente para resolver el problema, como diagrama en arbol,
representacion mediante tabla de doble entrada o representacion rectangular. Totohasina encuentra las
siguientes estrategias espontaneas entre los alumnos que llegaron a resolverlo:

—Cambio de referencial: “En el total de cajas azules o rojas 45/4 + 45 =225/4 tienen la marca
M . En 36 cajas rojas 45/4 llevan la marca. La probabilidad de que la caja con marca sea roja
es P(D)=(45/4)/(225/4)=1/5".

—Calculo de cocientes de porcentajes, lo que implica, en la practica la férmula de Bayes:
“Porcentaje de bolas con la marca: (45/199)x(25/100)+(60/100)x(75/100)=56.25%.

Por  tanto, probabilidad de que la caja con marca sea roja €
(45/100) % (25/100)/56.25/100 = 20% ".

Entre las dificultades encontradas por los alumnos en la resolucion del problema, describe las
siguientes:

—Interpretacion no probabilistica del enunciado, haciendo uso solo de las frecuencias absolutas de
casos, pero no de los porcentajes.

—No restringir el espacio muestral al calcular las probabilidades, 1o que implica una comprension
deficiente de la idea de condicionamiento.

—Confusion entre la probabilidad conjunta y la probabilidad condicional: “fenemos un 25% de
bolas rojas en el conjunto y de ellas el 45% tienen la marca M, luego
(25/100) % (45/100) =11.25% de /as bolas rojas tienen la marca’.

El mismo autor, después de realizar un experimento de ensefianza de la probabilidad condicional,
pero en el que no se introduce formalmente el teorema de Bayes, aunque se plantean y resuelven
problemas de probabilidad inversa basandose en arboles y tablas de doble entrada, propone a los
alumnos el problema 16.

Problema 16. Una fabrica dispone de dos maquinas M, y M, que fabrican bolas. La
maquina M, fabrica el 40 % de las bolas y la M, el 60%. EI 5% de las bolas fabricadas

por M, y el 1% de las fabricadas por M, son defectuosas. Tomamos una bola al azar, si

la bola es defectuosa. ;Cual es la probabilidad de que haya sido fabricada por #,?

Totohasina argumenta que el problema 16 se aproxima mas a un modelo de urnas donde se
acentua la causalidad y donde la temporalidad esta ausente. El autor examina los tipos de diagramas en
arbol utilizados por los alumnos. De un total de 65 alumnos, 26 construyen un arbol directo marcando el
aspecto secuencial de los experimentos y 9 llegan al arbol inverso. Otros 7 alumnos usan el arbol, pero
no contemplan el aspecto secuencial y no llegan a asignar correctamente las probabilidades. Solo 9
alumnos llegan a la solucién correcta de los problemas.

Este mismo item, pasado a nuestros alumnos sugiere una dificultad moderada de este tipo de
tareas (Tabla 11). Aunque el 45% de los estudiantes resolvid correctamente el problema, un 55% llego al
menos al calculo correcto de la probabilidad total. EI porcentaje de respuestas correctas supera al
obtenido por Totohasina (1992) con estudiantes del curso preuniversitario. Hay que tener en cuenta que
éste autor no introdujo formalmente el teorema de Bayes en la ensefianza, y en nuestro caso si. Esto
sugiere que una instruccién especifica en el tema ayuda a la mejor comprension de estos conceptos. En
nuestro caso el porcentaje de estudiantes que llegan a completar el diagrama en arbol correctamente
también supera al de la investigacion de Totohashina.
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Tabla 10 — Frecuencias (y porcentajes) de respuestas de 414 alumnos de Psicologia al

item 16
Frecuencia Porcentaje Porcentaje acumulado
Respuesta incorrecta 57 13,8 13,8
Diagrama de arbol 50 12,1 25,8
Diagrama e identificacion del problema 78 18,8 447
Calculo probabilidad total 42 10,1 54,8
Respuesta correcta 187 45,2 100,0

Para tratar de explicar las dificultades de los estudiantes con estos problemas Totohasina analiza
los procedimientos que los alumnos siguen para resolverlos. El autor supone que los alumnos pueden
encontrarse con dificultades en funcién del tipo de representacion elegida para resolver el problema.

Pasar, por ejemplo, a una tabla de doble entrada, dificulta la percepcién de la naturaleza
secuencial de algunos problemas, porque lo que queda mas visible es la intersecciéon de los dos sucesos
y puede llevar a los alumnos a confundir la probabilidad condicional y la conjunta. Otra dificultad es la
necesidad de invertir condicién y condicionado en los problemas tipo Bayes, ya que, como hemos
sefialado, los alumnos con frecuencia confunden el papel de estos dos sucesos en una probabilidad
condicional y por tanto confunden una probabilidad condicional con su inversa. Totohasina sugiere que
este obstaculo de “reversibilidad” también aparece en el aprendizaje de otras nociones matematicas, por
ejemplo al aprender el concepto de primitiva de una funcion, partiendo del de derivada.

Parece que el uso de un arbol es el recurso mas efectivo para resolver problemas de probabilidad
condicional, sobre todo cuando se refiere a un problema diacronico (dirigido en el tiempo). Pero puede
reforzar las concepciones causalista o cronologista en los alumnos que las manifiestan.

8. Influencia de la Presentacion del Problema

Pollatesk y cols. (1987) analizan los factores que pueden influir en la comprensién de los
problemas de probabilidad condicional. Estos factores incluyen la forma en que estan expresados los
enunciados, y que el contexto esté basado o no en el conocimiento de los alumnos sobre mundo real.
Estos autores en su experimento incluyeron dos tipos de problemas: problemas probabilisticos y
problemas porcentuales. Encontraron que problemas en el que el factor causal se hacia presente (como
los problemas sobre madre e hija), la version porcentual es mas sencilla y los alumnos dan mayor
numero de respuestas correctas que en la version probabilistica.

Otro estudio similar es el de Gigerenzer (1994) quien sugiere que la dificultad en la resoluciéon de
problemas referidos al teorema de Bayes desaparece cuando las preguntas se plantean en términos de
frecuencias. Un ejemplo de tales enunciados se plantea en el problema 17.

Problema 17. Uno de cada 1000 americanos tiene una enfermedad. Una prueba ha sido
disenada para detectarla. Cada vez que la persona esta enferma, el test da positivo, pero
también da positivo en 50 de cada 1000 personas sanas. ;Cuantas personas de entre
aquellas a las que el test dio positivo tendran realmente la enfermedad?

Gigerenzer sugiere que nuestra mente estd mejor equipada para resolver problemas bayesianos
cuando la informacion y las preguntas se dan en términos de frecuencias. Llama a este formato
frecuencias naturales porque se asemeja mas a la forma en que recogemos informacion de las
frecuencias de sucesos aleatorios en una situacion de muestreo natural a lo largo de nuestra experiencia
(por ejemplo un médico en su consulta). Cuando la informacién se ofrece en términos de frecuencia, el
calculo de la probabilidad a posteriori es mas natural, porque el sujeto no tiene que aplicar toda la
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complejidad del teorema de Bayes, sino sélo tener en cuenta los casos favorables y posibles, de modo
que el problema se transforma en un problema simple de probabilidad. En el ejemplo, la persona razona
en la siguiente forma: “£n 1000 americanos hay 999 sanos y uno enfermo. Al pasar el test 50
(aproximadamente) de los 999 sanos daran positivos y también el sujeto enfermo. Luego la probabilidad
de que el sujeto esté enfermo si el test es positivo es 1/51 porque solo hay un enfermo entre los 51 a los
que él test dio positivo”,

Estos resultados coinciden con los de Ojeda (1995), puesto que alrededor del 45% de estudiantes
de secundaria (255 alumnos en la muestra) fueron capaces de resolver el problema 18, que requiere un
razonamiento bayesiano.

Problema 18. En una ciudad hay 60 hombres y 40 mujeres por cada 100 habitantes. La
mitad de los hombres y una tercera parte de las mujeres fuman. Si se selecciona al azar
un fumador, ;qué es mas probable, que sea hombre o mujer?

Resultados similares se han obtenido al plantear otros problemas probabilisticos en términos
frecuenciales, por lo que Gigerenzer y Hoffrage, (1995) recomiendan, cuando sea posible, cambiar a
frecuencias el formato de las preguntas. En el caso particular de la /alacia de /a conjuncion Fiedler (1988)
encontrd una reduccién considerable del numero de respuestas incorrectas al plantear las preguntas en
formato de frecuencias.

En un estudio preliminar de nuestro cuestionario (con diferentes muestras de entre 52 y 82
estudiantes) se realizaron comparaciones entre distintas versiones del mismo problema (en formato
probabilistico y frecuencial) (Diaz, 2007). Las dos versiones del problema se presentan a continuacion
(problema 19y 20).

Problema 19. La probabilidad de que una mujer de 40 afios tenga una mamografia
positiva es el 10.3 %. La probabilidad de que una mujer de 40 afios tenga cancer de
pecho y una mamografia positiva es de 0.8%. Una mujer de 40 afos se realiza una
mamografia y resulta positiva. ;Cual es la probabilidad de que realmente tenga cancer?

Problema 20. 103 de cada 1000 muijeres de 40 afos tienen una mamografia positiva. 8
de cada 1000 muijeres de 40 afios tienen cancer de pecho y obtienen una mamografia
positiva. En una muestra representativa de mujeres de 40 afos que se realizan una
mamografia y resulta positiva. ;Cuantas de ellas esperas que realmente tengan cancer?

Los resultados en porcentaje de respuestas correctas encontrados en cada una de las versiones se
presentan en la tabla 12. En nuestro caso, no podemos decir que el formato frecuencial haya mejorado la
gjecucion en este problema.

Tabla 11 — Resultados de 414 alumnos de Psicologia a los problemas 19y 20

Porcentaje (frecuencial) (pl:(?tr);i)ri]ri?jf d)
a) 7'76% / 7'7 de cada 100 25,3 33,8
b) 8'24% / 8'24 de cada 100 36,5 37,0
c) 0'8 % / 0'8 de cada 100 38,2 29,2
Total 100,0 100,0
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Mientras que en el formato probabilistico se obtuvo un 33,8% de respuestas correctas, en la
version frecuencial este porcentaje solo llega al 25,3%. Resultados similares se obtienen con items que
evaluan el razonamiento bayesiano. Pensamos que, una vez los estudiantes han recibido ensefanza
sobre el teorema de Bayes, la proporcion de soluciones correctas a problemas dados en formato
probabilistico crece y no se da tanta diferencia con los éxitos en problemas dados mediante frecuencias.
Por otro lado, el formato probabilistico es mas sencillo de generalizar al caso de que el experimento tenga
mas de dos sucesos posibles o en el caso de experimentos multiples. Por ello recomendamos que se
usen diferentes formatos (frecuencias, probabilidades) en los problemas de probabilidad condicional.

9. Implicaciones para la Enseiianza de la Estadistica

En los apartados anteriores hemos realizado una revision de las investigaciones en Psicologia y
Educacion sobre comprension de la probabilidad condicional y razonamiento condicional, incluyendo el
razonamiento sobre probabilidad conjunta, independencia y teorema de Bayes. Se han descrito diferentes
errores y algunas de las razones para los mismos, asi como algunas variables que facilitan la resolucién
de los problemas sobre estos conceptos.

Como indicamos en la introduccién, la probabilidad condicional es un concepto basico en
Estadistica. Las distribuciones de los estadisticos en el muestreo, el nivel de significacién y potencia en un
contraste de hipétesis, las distribuciones marginales, las rectas de regresion, entre otros conceptos, se
definen mediante una probabilidad condicional. Es, por tanto, necesario asegurarnos que el alumno
adquiere un conocimiento y competencia basica en este tema, antes de avanzar en el estudio de la
estadistica, si no queremos que los errores y dificultades sobre la probabilidad condicional aumenten la
dificultad de otros muchos temas e imposibiliten su correcta aplicacion.

No obstante, la investigacion revisada muestra que este no es un tema sencillo, que tiene una
amplia variedad de matices y los alumnos lo asocian con la problematica de la causalidad y temporalidad,
teniendo dificultad en la percepcion de los experimentos compuestos en el caso de situaciones
sincrénicas. Se confunde independencia y exclusion, se cambian los términos de la probabilidad
condicional, se confunde ésta con la conjunta y se asigna a la probabilidad conjunta un valor mayor que a
la probabilidad simple, violando las reglas légicas del calculo de probabilidades.

Los problemas que hemos mostrado como ejemplos a lo largo del trabajo pueden usarse para
diagnosticar las dificultades de los alumnos, incluso antes de la ensefianza del tema, pues el alumno
puede llegar a la clase con intuiciones incorrectas en el campo de la probabilidad. Las soluciones
erroneas pueden discutirse colectivamente y la simulacion de las experiencias descritas en los problemas,
con ayuda de tablas de numeros aleatorios, calculadoras u ordenadores permitira la superacion gradual
de estos sesgos. El uso de formato de frecuencias y de diversas representaciones, como arboles, o
diagramas rectangulares puede también contribuir a la mejora del aprendizaje de estos conceptos.
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Resumo. O presente trabalho tem por objecto de estudo o ensino e a aprendizagem do
tema Andlise Combinatdria: Aplicacdo ao cdlculo de probabilidades, que se insere no
programa da disciplina de Matematica A do 12.° ano (Ministério da Educacado [ME],
2002b).

Na sua elaboracéo seguimos de perto os estudos de Diaz e Fuente (2004) e Estrada, Diaz e
Fuente (2006). Inspiramo-nos ainda nos trabalhos de Lima, Carvalho, Wagner e Morgado
(2000), Ancker (2006) e Picado (2001).

Mais especificamente, pretende-se destacar o ensino da probabilidade condicionada através
do principio fundamental de contagem e da regra multiplicativa de probabilidades, de modo
a evitar o uso excessivo de férmulas - arranjos ou combinacdes —, que muitas vezes 0s
alunos confundem (Lima et al. 2000).

Recorrendo a investigacdo, sao descritos alguns dos principais erros e dificuldades
comummente sentidas pelos estudantes no ambito da probabilidade condicionada,
designadamente: supor que o sucesso condicionante na probabilidade condicional tem de
preceder temporalmente o acontecimento condicionado (Falk, 1986); crer que é mais
provavel a interseccao de dois acontecimentos do que a probabilidade de qualquer dos
acontecimentos constituintes (Tversky & Kahneman, 1983); n&do discriminar
adequadamente as probabilidades P(A/B) e P(B/A) (Falk, 1986); e ter em conta o

facto de a experiéncia aleatdria ser ou ndo composta por uma série de experiéncias
sucessivas mais simples (Diaz & Fuente 2004).

Finalmente, sdo também analisados os programas de Matematica do ensino secundario, no
que a este tema diz respeito, e é discutido um problema proposto no Exame Nacional de
Matematica A, de 2005, quanto aos diferentes métodos de resolucdo sugeridos. Neste
caso, um método mais simples, intuitivo e loégico, em que ndo é necessario recorrer a
qualquer tipo de férmulas, ¢ totalmente ignorado. Este método consiste em utilizar uma
das mais poderosas “regras” das probabilidades condicionadas, a regra multiplicativa, que
pode ser comparada ao principio fundamental de contagem em Combinatéria.

Palavras-chave: Arranjos; Combinacdes; Probabilidade condicionada; Ensino e
aprendizagem.

1. Introducao

Muitas vezes, o calculo da probabilidade de um acontecimento reduz-se a um problema de
contagem. Neste ambito, a Andlise Combinatéria é de fundamental importancia no caso em que ¢
possivel usar um modelo equiprobabilistico (Lima et al., 2000). Na maioria dos problemas tratados neste
tema, os métodos de ensino parecem convergir para uma distincdo entre dois tipos de resolucao: (1)
aqueles que se resolvem com combinacdes e (2) aqueles que se resolvem com arranjos. O aluno que
chega ao ensino superior parece estar formatado para, quando confrontado novamente com este tipo de
problemas, descobrir no enunciado um “botdozinho magico” que possa accionar na sua mente a
descoberta da “receita” - arranjos ou combinacdes — para resolver o problema, abdicando totalmente do
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principio fundamental de contagem (Lima et al., 2000), também denominado principio da multiplicacdo
(Brualdi, 2004), que diz:

Quando pretendemos realizar m escolhas mulfiplas e existern p, possibilidades para a
primeira escolha, p, possibilidades para a segunda escolha, etc., p,, possibilidgades para

a m-ésima escolha entdo se as escolhas forem combinadas livremente, o numero total de
possibilidades para o conjunto total das escolhas € p, x p, x...x p, . (Picado, 2001, p.

19)

Considere-se o seguinte problema, retirado de Guimaraes e Cabral (2007, p. 64):

Problema 1. Calcule a probabilidade de ganhar o primeiro prémio do totoloto com a chave
{2,12, 23, 32, 35, 48} .

Num problema tao simples parece haver apenas um método para o resolver.

Considere-se o acontecimento A, ="Ganhar o primeiro prémio”; recorrendo a um modelo

equiprobabilistico, vem:

_ numero de resultados favordveis _ #A; 1
P(A)) =

numero de resultados possiveis — #Q  4¢,

(1.1)

Note-se que, neste método, o raciocinio usado para contar o nimero de resultados favoraveis
resulta da contagem dos subconjuntos com 6 bolas que é possivel formar a partir de um conjunto com 6
bolas distintas: 66‘6 =1. O numero de resultados possiveis, do espaco amostral Q, corresponde a

contar o numero de subconjuntos com 6 bolas que é possivel formar a partir de um conjunto com 49
bolas distintas. Esta ultima questao é equivalente ao seguinte:

Problema 2. De quantos modos podemos seleccionar 6 objectos em simultaneo, entre 49 objectos
distintos dados?

A resposta ao Problema 2 é também evidente: 496‘6; e corresponde a um caso particular da

definicao geral de "C,, K <n, nk€ll,.

No entanto, ao resolver o Problema 1, se nos colocarmos no papel da pessoa que apostou
naquela chave simples, qual das seguintes experiéncias aleatdrias corresponde realmente aquela a que,
todas as semanas, se assiste na televisao?

£, ="Extraccéo de 6 bolas (em simultaneo) de um conjunto com 49 bolas numeradas de 1 a
49

£, = "Extraccdo sucessiva e sem reposicao de 6 bolas de um conjunto com 49 bolas numeradas

de 1 a49".
Obviamente que £, € a experiéncia aleatoria a que se assiste todas as semanas. Neste caso, o

espaco amostral associado €2,, recorrendo ao principio fundamental de contagem, tem
49x 48 x 47 x 46 x 45 x 44 elementos, contra os 4906 elementos do espaco amostral €, associado a
E

-
Entao, sera que a solucao (1.1) apresentada para o Problema 1 esta errada? Ndo deveriamos

considerar que o numero de resultados possiveis ¢ igual a 49 x48 x 47 x 46 x 45 x 44 ? Extrair 6 bolas
(em simultaneo), de um conjunto de 49, é diferente de extrair sucessivamente 6 bolas (uma de cada vez)
sem reposicao? Este facto altera a probabilidade determinada em (1.1)?

Considere-se agora 0 seguinte problema:

Problema 3. De quantos modos podemos seleccionar, sucessivamente e sem reposicao, 6
objectos, entre 49 objectos distintos dados?
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Neste problema tera de se ter em conta a ordem de extraccdo dos objectos, visto que um
determinado objecto pode ser escolhido na 1.2, 2.2, ... ou 6.* extraccdo. Neste caso, a resposta ao
Problema 3 é também evidente: 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44=“9/46 ; e corresponde a um caso particular

da definicao geral de "A,, k<n, nkell,.

Naturalmente que a solucdo (1.1) apresentada para o Problema 1 estad correcta pois, se nos
colocarmos no papel da pessoa que apostou naquela chave simples, o valor do #€, aumenta na

mesma proporcdo do numero de casos favoraveis, que é 6/46 =6! Entdo, pode apresentar-se como

solucéo para o Problema 1:
__numero de resultados favordveis 6!

P(A)=— — =0 (1.2)
numero de resultados possiveis Ag
|
Como 4916‘ =%, o facto de se escolher as 6 bolas “sucessivamente e sem reposicdo” ou
6 6

‘em simultaneo” em nada afecta a probabilidade do acontecimento A,. Ou seja, para efeitos

probabilisticos, as experiéncias £, e £, sao equivalentes. No entanto ha que ter em conta que, para

efeitos de contagem dos elementos do espaco amostral, estamos perante duas situacdes distintas em
que os espacos Q, e €, associados respectivamente a £, e £,, sao diferentes.

Entdo, qual sera a resposta para o seguinte problema:

Problema 4. De quantas maneiras podemos seleccionar 6 pessoas de um conjunto de 49?

A resposta “depende” para que sdo seleccionadas as pessoas. Se forem seleccionadas para
formar um grupo de trabalho sem nenhuma hierarquia aparente, entdo a ordem de escolha sera
indiferente e a resposta é 496‘6; se forem seleccionadas para formar um grupo com diferenciacdo de

cargos, entado a resposta ¢ 49A6 . Outra questdo pertinente ¢ como é feita a seleccdo: “uma a uma sem

reposicao” ou “seis em simultaneo”? Na Analise Combinatdria, muitas vezes, é ignorado o contexto e o
facto de este, por vezes, alterar completamente a solucdo do problema. “Um processo seguro de tornar
as coisas complicadas é comecar assim: esse ¢ um problema de arranjos ou combinacdes?” (Lima et al.,
2000, p. 112).

No entanto, independentemente da solucao do Problema 2, a probabilidade de um acontecimento
nao se altera quer ela seja determinada usando combinacdes ou arranjos. Esta tipica ambiguidade da
Analise Combinatoria e correspondente aplicacdo ao calculo de probabilidades pode ser problematica
quando os alunos sdo confrontados com um problema estruturalmente idéntico ao Problema 1.

Outro processo para resolver o Problema 1 consiste em utilizar uma das mais poderosas “regras”
das probabilidades condicionadas, a regra multiplicativa, que mantém uma analogia com o principio
fundamental de contagem. Pode até considerar-se que a regra multiplicativa e o principio fundamental de
contagem s&o equivalentes. A demonstracdo da regra multiplicativa pode ser vista em Ross (1998, p.
71).

Regra mulfiplicativa. Sejam A, A,, .., A, acontecimentos associados a um espaco de

n

n-1

probabilidade tais que P( N A/J >0, entdo

/=1

P(éﬂ,] —Pl4,) P4, /14,)Pl4, /4,0 4))... P(Aﬂ /aA,J (1.3)
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Recorrendo a esta regra, para resolver o Problema 1, vamos novamente colocar-nos no papel da
pessoa que apostou na referida chave. Para ganhar o 1.° prémio é necessario que ocorram em
simultaneo 6 acontecimentos B, = “o numero aa i€sima bola extraida € da chave”, para / =1, 2, ...,6,

6
e a probabilidade pretendida é P[ﬂ B,J. Usando um raciocinio légico e intuitivo, facilmente
i=1
chegariamos a solugao:
6 .5,.4
49 48 47
sem necessidade sequer de recorrer a formula (1.3).

Neste contexto, com este trabalho pretende-se destacar o ensino da probabilidade condicionada
através do principio fundamental de contagem e da regra multiplicativa de probabilidades, enquanto
alternativa ao uso excessivo de formulas — arranjos ou combinacdes -, que muitas vezes os alunos
confundem (Lima et al. 2000).

3
46

2
45

1
44"

X X X X X

2. Erros comuns em probabilidade condicionada

A probabilidade condicionada é fundamental nas aplicacdes da Estatistica porque permite
incorporar mudancas no nosso grau de conviccao sobre sucessos aleatérios a medida que adquirimos
nova informacao (Diaz & Fuente, 2004). Contudo, este é um tema no qual existe uma grande e complexa
inter-relacao entre intuicdo e conhecimento formal (Estrada et al., 2006).

De acordo com Diaz e Fuente (2004), algumas investigacbes recentes em didactica de
Probabilidades mostram a existéncia de intuicdes incorrectas, raciocinios errados e erros de
compreensao e aplicacdo. Segundo as autoras, algumas dessas falhas encontram-se ja bastante
enraizadas e um ensino formal das probabilidades ¢ insuficiente para as superar.

Para Ancker (2006) o vocabulario estatistico especializado pode ser uma poderosa ferramenta
para os especialistas. No entanto, os termos mais familiares aos alunos principiantes podem por vezes
ajuda-los a entender novas ideias nas disciplinas de Estatistica. Uma recomendacao sugerida por esta
autora consiste em os professores evitarem a frase técnica “4 dado B”, inicialmente pouco conhecida, e,
ao invés, descreverem a probabilidade condicional como “A deniro de B”, o que proporciona ao aluno
uma interpretacdo no contexto da teoria dos conjuntos.

Diaz e Fuente (2004) analisam as principais investigacoes relacionadas com a compreensao das
ideias de probabilidade condicionada e independéncia. Nesse estudo sao identificadas e classificadas as
principais dificuldades com as quais um professor se confronta no ensino deste tema, apresentando
exemplos de tarefas usadas nas referidas investigacdes, assim como as respostas tipicas dos alunos. Sao
identificados trés tipos de raciocinios errados: (1) falacia do eixo temporal; (2) falacia da condicional
transposta e (3) falacia da conjuncao.

A faldcia do eixo temporal consiste em supor que 0 acontecimento condicionante na probabilidade
condicional tem de preceder temporalmente o acontecimento condicionado. O Problema 5 (Falk, 1986)
ilustra a dificuldade dos alunos quando se inverte o eixo temporal de acontecimentos que ocorrem de
forma natural.

Problema 5. Uma urna contém duas bolas brancas e duas bolas pretas. Sao extraidas ao acaso,
sucessivamente e sem reposicao, duas bolas da urna.

a) Qual a probabilidade de extrair uma bola preta na segunda extraccao, sabendo que foi extraida
uma bola preta na primeira extraccdo?

b) Qual a probabilidade de extrair uma bola preta na primeira extraccao, sabendo que foi extraida
uma bola preta na segunda extraccao?

Os alunos de Falk nao tiveram grandes dificuldades em resolver a alinea g/ do Problema 5, no
entanto, muitos foram incapazes de apresentar uma solucao para a alinea 4). Outros afirmaram que o
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resultado da segunda extraccdo em nada afecta o resultado da primeira e deram como resposta 1/2,
tendo em conta somente a composicao inicial da urna e sem utilizarem a informacao do resultado
posterior.

A faldcia da condicional transposta (Falk, 1986) sugere que muitos estudantes nao discriminam
adequadamente as probabilidades P(A/B) e P(B/A). Este erro observa-se frequentemente em

problemas de contexto médico, onde se confunde a probabilidade de se ter uma doenca quando um teste
de diagnostico deu positivo com a probabilidade de um resultado positivo no teste de diagnostico sabendo
que se tem a doenca (Eddy, 1982, citado por Diaz & Fuente, 2004). Neste ambito, Estrada et al. (2006)
realizaram um estudo sobre erros de raciocinio em probabilidade condicional numa amostra de 159
alunos de Matematica, Ciéncias da Educacao e Psicologia. Um dos erros identificados foi precisamente a
falacia da condicional transposta, que ocorreu no seguinte problema:

Problema 6. Um teste de diagnostico de cancro foi administrado a todos os residentes de uma
grande cidade. Um resultado positivo no teste é indicativo de cancro e um resultado negativo é indicativo
de auséncia de cancro. Em qual das seguintes previsdes tem mais confianca?

a) Prever que uma pessoa tem cancro, sabendo que o resultado do teste de diagndstico foi
positivo.

b) Prever um resultado positivo no teste de diagnostico, sabendo que uma pessoa tem cancro.

¢) Tenho a mesma confianca em ambas as previsdes.

Na Tabela 1 apresentam-se os resultados, em percentagem, obtidos por Estrada et al. (2006),
onde todos os grupos apresentam um padrao similar de respostas: maior seleccdo da alinea ¢/, que
corresponde a falacia da condicional transposta.

Tabela 1 - Resultados do Problema 6

C. Educacdo  Matematica Psicologia
(n=65) (n=37) (n=57)

Prever que uma pessoa tem cancro,

sabendo que o resultado do teste de 12,3 10,8 15,8
diagnostico foi positivo

Prever um resultado positivo no teste de

diagnostico, sabendo que uma pessoa tem 40,0 37,8 31,6
cancro

Tenho~a mesma confianca em ambas as 16,2 459 491
previsoes.

Nao respostas 1,5 5,5 3,5

A faldcia da conjuncdo (Tversky & Kahneman, 1983) consiste na crenca de que é mais provavel a
interseccdo de dois acontecimentos do que a probabilidade de qualquer dos acontecimentos
constituintes. Como ilustracdo considere-se o seguinte problema (Fernandes, 1999):

Problema 7. Qual das afirmacdes seguintes é mais provavel?

a)Um ser humano é de cor negra.
b) Um ser humano é de cor negra e nasceu em Africa.
¢) As duas afirmacdes sdo igualmente provaveis.

Segundo Fernandes (1999),

apesar da afirmacao a) ser mais provavel, pois o conjunto dos seres humanos de cor negra
¢ mais vasto do que o conjunto dos seres humanos africanos de cor negra, os sujeitos
avaliaram, frequentemente, a afirmacdo b) como sendo mais provavel (...). Para Tversky e
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Kahneman (1983), uma tal violacdo da regra da conjuncdo resulta do facto de o
acontecimento 5 ser altamente representativo do acontecimento A4, isto é, o acontecimento
‘ter nascido em Africa’ é altamente representativo do acontecimento ‘ser de cor negra’. (p.
87)

Outra variavel importante que influencia a dificuldade das tarefas relacionadas com probabilidades
condicionadas reside no facto de a experiéncia aleatoria ser ou nao composta por uma série de
experiéncias sucessivas mais simples. A este respeito, Diaz e Fuente (2004) distinguem dois tipos de
situacdes: sincrdnicas e diacronicas.

(1) Situacdes sincronicas sao situacOes estaticas nas quais ndo existe uma sequéncia de
experiéncias, mas em que as experiéncias aleatorias se realizam em simultaneo. Como ilustracao
considere-se o seguinte problema (Falk, 1986):

Problema 8. Uma urna tem trés cartdes: um é azul em ambos os lados, outro & verde em ambos
0s lados e o terceiro é azul de um lado e verde do outro. Seleccionamos um cartdo ao acaso e colocamo-
lo sobre a mesa. O lado que vemos é azul. Qual a probabilidade de o outro lado ser também azul?

De acordo com o Falk, a maior parte dos estudantes deu como resposta 1/2 porque consideraram
que o cartao verde de ambos os lados estava excluido e os restantes dois seriam equiprovaveis. Apesar
de o cartdo verde de ambos os lados estar realmente excluido, ver uma face azul é o acontecimento que
deve condicionar a probabilidade do outro lado ser também azul. Ora, dois dos trés resultados azul tém
azul na face oculta, donde a resposta é 2/3.

(2) Situacoes diacronicas sao situacdes em que ha uma clara sequéncia temporal nas quais se
realiza uma experiéncia seguida de outra. Como ilustracdo, considere-se o seguinte problema (Diaz &
Fuente, 2004):

Problema 9. Uma urna contém duas bolas brancas e duas bolas pretas. E extraida, ao acaso, uma
bola branca da urna e, sem a repor, extrai-se novamente uma segunda bola. Qual a probabilidade de que
a segunda bola seja também branca?

Segundo as autoras as situacdes sincronicas sao particularmente dificeis na reducdo do espaco
amostral ao acontecimento condicionante.

Gras e Totohasina (1995) identificaram, nos estudantes, trés tipos de concepcdes erradas sobre
probabilidades condicionais:

(1) A concepcéo cronoldgica, na qual os alunos interpretam a probabilidade condicional P(A/ B)
como uma relacao temporal, onde o acontecimento condicionante 5B precede sempre o acontecimento
condicionado A (faldcia do eixo temporal de Falk);

(2) A concepgao causal, na qual os alunos interpretam a probabilidade condicional P(A/B) como
uma relacao causal implicita, onde o acontecimento condicionante 5 ¢ a causa e 0 acontecimento A a
consequéncia;

(3) A concepcao cardinal, na qual os alunos interpretam a probabilidade condicional P(A/B)
#(ANB)

#5
#A

P(A/ B) como a proporc¢ao YL 0 que é sempre falso.

COmo a proporcao , que é correcta apenas no modelo equiprobabilistico. Outros interpretam

3. Analise Combinatéria e probabilidades condicionadas no 122 ano

Actualmente, em Portugal, no dominio de Probabilidades e Estatistica, um aluno deve comecar a

desenvolver as primeiras competéncias no 1.° ciclo do ensino basico (ME, 2001a)’. No entanto, apenas
no 12.° ano os alunos de Matematica A tém contacto com a Analise Combinatéria e sua aplicacdo ao

' O novo Programa de Matematica do Ensino Basico (ME, 2007), homologado no dia 28 de Dezembro de 2007, ainda néo
entrou em vigor.
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calculo de probabilidades. O ME (2002b) propde no subtema /nfroducdo ao calculo de Probabilidades a
seguinte indicacdo metodoldgica:

E importante incentivar o estudante, sempre que possivel, a resolver os problemas por
varios processos, discutindo cada um deles com o professor e com os restantes colegas de
modo a poder apreciar cada uma das formas de abordar o problema. O professor deve
solicitar, frequentemente, que descrevam com pormenor, oralmente e por escrito, os
raciocinios efectuados. (p. 2)

Contudo, nas indicacoes metodologicas para o subtema Andlise Combinatdria parece esquecer-se
de referir o principio fundamental de contagem (ME, 2002b), o que constitui uma omissao relevante visto
que este principio, intuitivamente acessivel, fundamenta os raciocinios basicos que se fazem na resolucao
de problemas elementares de contagem (Picado, 2001).

Os alunos que frequentam a Matematica B, no ensino deste tema, ja nao abordam a Andlise
Combinatdria. Para o ME (2002d) “nao se justifica, nesta disciplina, o estudo de modelos para situacoes
que obriguem a utilizar técnicas de contagem que envolvam calculo combinatoério” (p. 2). Neste caso, ndo
¢ apresentada qualquer justificacdo para tal opcao.

Ja na disciplina de Matemadtica Aplicada as Ciéncias Sociais (MACS), o conteudo programatico
sobre probabilidades difere do de Matematica A e também do de Matematica B, sendo referido o teorema
da probabilidade total e a formula de Bayes (ndo contemplados em Matematica A e B) e mantém-se a
nao utilizacao de técnicas de contagem (ME, 2001b).

O facto de o ensino das probabilidades no ensino secundario envolver diferentes aspectos — de
acordo com os diferentes cursos em que os alunos estdo inseridos —, implica que a unica forma de um
professor do ensino superior programar uma unidade curricular de Probabilidades e Estatistica é comecar
tudo de novo, devido a heterogeneidade dos conhecimentos probabilisticos dos alunos.

No ambito da Matematica A, a resolucao de problemas estruturalmente idénticos ao Problema
107, proposto pelo Gabinete de Avaliacdo Educacional [GAVE] (2006), parece esquecer completamente
uma possivel resolucdo muito mais intuitiva, sem recurso a qualquer formula de arranjos ou
combinacdes, com base na regra multiplicativa de probabilidades, que obedece ao mesmo raciocinio
légico e intuitivo que o principio fundamental de contagem:

Problema 10. Num saco estdo trés bolas pretas e nove bolas brancas, indistinguiveis ao tacto.
Extraem-se ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, as doze bolas do saco. Determine:

a) A probabilidade de as duas primeiras bolas extraidas ndo serem da mesma cor. Apresente o
resultado na forma de fraccao irredutivel.

b) A probabilidade de as trés bolas pretas serem extraidas consecutivamente (umas a seguir as
outras). Apresente o resultado na forma de fraccao irredutivel.

Para a alinea g/, o GAVE (2006, pp. 97-98) apresenta trés processos de resolucao:
1.° Processo:
Numero de casos possivers. 126‘2 (numero de maneiras diferentes de escolher 2 bolas, de

um conjunto de 12 bolas).
Ndmero de casos favordveris. 3x9 (numero de maneiras diferentes de escolher 1 bola da
cada cor).

” e 3x9 _ 9
Probabilidade pediaa: ==,
robabilidade pedida e 22

2 Este problema fez parte do Exame Nacional de Matematica A, da 1.% fase de 2005, e esta disponivel em:
http://www.gave.min-edu.pt/np3content/?newsld=71&fileName=pe435faselvl 2005.pdf
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2.° Processo:
Numero de casos possivers. 126‘3 (numero de maneiras diferentes de as 3 bolas pretas

poderem ocupar 3 lugares, de entre os 12 possiveis; as 9 bolas brancas ocupardo, para
cada uma das maneiras de colocar as pretas, os restantes lugares, de modo Unico).

Numero de casos favoravers. 2x'°C, .

« 2 &0 numero de maneiras de dispor as duas primeiras bolas: B, P ou P, B.
. 1002 € 0 numero de maneiras diferentes de as restantes 10 bolas (2 pretas e 8 brancas)

poderem ocupar os restantes 10 lugares (raciocinio idéntico ao dos casos possiveis).
2x1°¢ 9
Probabilidade pedida ———2 = -2
P 126\3 22
3.° Processo:
Numero de casos possiveis. 12! (numero de maneiras diferentes de 12 bolas distintas

poderem ocupar 12 lugares).
Ndmero de casos favoraveis. 2x3x9x10!

« 2 &0 numero de maneiras de dispor as duas primeiras bolas: B, P ou P, B.

« 3 é o numero de maneiras diferentes de escolher a bola preta que vai ocupar um dos
dois primeiros lugares.

« 9 & o numero de maneiras diferentes de escolher a bola branca que vai ocupar um dos
dois primeiros lugares.

« 10! ¢ o numero de maneiras diferentes de as restantes 10 bolas poderem ocupar os
restantes 10 lugares).

2x3x9x10! g

Probabilidade pedida. ——————=—-.
robabilidade pediaa 1ol >

Relativamente a alinea 4/, sdo apenas apresentados dois processos de resolucao:

1.° Processo:
Numero de casos possivers. 1203 (numero de maneiras diferentes de as 3 bolas pretas

poderem ocupar 3 lugares, de entre os 12 possiveis; as 9 bolas brancas ocupardo, para
cada uma das maneiras de colocar as pretas, os restantes lugares, de modo Unico).
Numero de casos favordveis. 10 (nimero de maneiras diferentes de seleccionar as trés
posicdes consecutivas onde poderao ficar as 3 bolas pretas; para cada uma dessas, as 9
bolas brancas ocupardo os restantes lugares de modo unico).

Probabilidade pedida: é_O = L.
c, 22
2.° Processo:
Numero de casos possiveis: 12! (nimero de maneiras diferentes de 12 bolas distintas

poderem ocupar 12 lugares).
Ndmero de casos favordveis. 10 x 3!x 9!

« 10 é o numero de maneiras diferentes de seleccionar as trés posicdes consecutivas
onde poderao ficar as 3 bolas pretas.
« 3! é o numero de maneiras diferentes de as 3 bolas pretas poderem ocupar esses 3
lugares.
« 9! é o0 numero de maneiras diferentes de as 9 bolas brancas poderem ocupar os
restantes 9 lugares.
10x3Ix9! 1

Probabilidade pedida. —————=—=.
robabilidade pedida o 2
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Em qualquer dos processos de resolucao é explicitamente referido o modelo equiprobabilistico, o
que pode levar um aluno principiante a desenvolver uma concepcao errada de probabilidade — que esta é
sempre igual a razdo entre o numero de casos favoraveis ao acontecimento e o numero de casos
possiveis (concepcao cardinal).

Também a referéncia explicita ao principio fundamental de contagem ¢é totalmente ignorada. Na
alinea g/ sdo usadas combinacdes nos dois primeiros processos e no terceiro processo sao utilizadas
permutacOes para determinar o numero de casos possiveis e 0 nimero de casos favoraveis é calculado
tendo por base, de forma implicita, o principio fundamental de contagem. O mesmo acontece nos dois
processos de resolucao apresentados para a alinea 4).

Nos processos expostos nao se inclui um que permita resolver a generalidade dos problemas,
usando um raciocinio loégico e indutivo. Ao invés, sao apresentadas solucdes elegantes nas quais €
apresentado um “truque” que resolve imediatamente o problema.

Nao se deve mostrar o truque antes de mostrar os métodos. A beleza de alguns trugues sé
pode ser apreciada por quem tem dominio dos métodos. (...) impossivel é aprender alguma
coisa apenas com truques em vez de métodos. (Lima et al., 2000, p. 112)

Qual o professor que, ao leccionar probabilidades, nunca foi confrontado com a seguinte questao:
“Professor, este problema resolve-se com arranjos ou combinacdes?”. Como ja foi visto no capitulo
introdutorio deste texto, esta pergunta geralmente nao tem uma resposta Unica. Ja vimos que o Problema
1 pode ser resolvido com combinacdes ou com arranjos (solucdes mais elegantes), mas também pode
ser resolvido com recurso a regra multiplicativa (mais intuitiva e légica).

No Problema 10, alinea g), se utilizarmos uma linguagem matematica rigorosa, o que se pretende
calcular ¢ P(AUB), onde

A=A NA,.NA,e B=B,NB,..NB,, sendo:

= “g primeira bola extraida é branca’,

“a segunda bola extraida é preta’e

“a [sima bola extraida é branca ou pretd’, para /=3,...,12;

A 1

A 2

/4/‘

B, ="“a primeira bola extraida ¢ pretd’,
B, ="a segunda bola extraida é branca’ e
B/’

="“g [-6sima bola extraida é branca ou preta’, para /i =3,...,12 .

No entanto, o método que se pretende expor neste trabalho evita este formalismo, uma vez que
ele também nao é exigido pelo GAVE (2006). Pelo contrario, o método privilegia o raciocinio e a intuicéo,
nos quais o aluno faz uso de forma implicita da regra multiplicativa (sem necessidade sequer de olhar
para ela) por analogia com o principio fundamental de contagem.

Vejamos, entdo, de que forma a regra multiplicativa e o uso intuitivo de probabilidades
condicionadas podem dar origem a um método bastante eficaz e pratico, sem recorrer a qualquer tipo de
formulas para resolver o Problema 10.

a) O primeiro passo deste método é colocar-nos no papel da pessoa que deve fazer a accdo
solicitada pela experiéncia aleatoria referida no problema. Neste caso, colocamo-nos no papel da pessoa
que tem de retirar, ao acaso, sucessivamente e sem reposicdo, as doze bolas do saco. Posteriormente,
preparamo-nos para analisar as possibilidades dessa pessoa extrair as duas primeiras bolas de cores
diferentes.

O segundo passo consiste em, sempre que possivel, dividir o acontecimento em causa em sub-
acontecimentos mais simples e incompativeis. Neste caso, de modo a que as duas primeiras bolas
extraidas sejam de cor diferente, temos duas possibilidades:
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A="a primeira bola extraida é branca e a segunda é preta’ ou
B ="a primeira bola extralida é preta e a segunda é branca’.
Analisando a possibilidade de A, teria de ocorrer o seguinte:

* Sair uma bola branca na 1.” extrac¢ao: p, = i;

12
+ Sair uma bola preta na 2.° extraccao, sabendo que saiu uma branca na 1.%: p, =% ;
» Sair uma bola branca ou preta na 3.? extraccao, sabendo que ja foram extraidas duas bolas:
_10.
P3 10"
» Sair uma bola branca ou preta na 4.% extraccdo, sabendo que ja foram extraidas trés bolas:
_9. .
p4 9 LA
» Sair uma bola branca ou preta na 12.% extraccao, sabendo que ja foram extraidas onze bolas:
_1
Py _I'

Entdo, pela regra multiplicativa, a probabilidade de A ocorrer é:
93,109, 1
12 11 10 9 1

De modo analogo, a probabilidade de £ ocorrer é:

3 «9,10,9,

3 oxd
12711710 9 1

Como Ae Bsao incompativeis, a probabilidade pedida é:

(ixixmxax....x1)+(ixixmx2x.._xl):ixixz:i.
12 11 10 9 1 12 11 10 9 1 12 11 22

b) Neste caso, podemos supor inicialmente que as bolas pretas séo retiradas nas trés primeiras

extraccdes com probabilidade igual a:

i><l><L><2><....><l, (1.4)

12 11 10 9 1
e que existem outras nove possibilidades “distintas” com probabilidade igual a (1.4). Entdo, a
probabilidade pedida é:

32y 1,9y ..xlxlozl,

1271171079771 22
4. Conclusao e linhas de investigacao futura

Com este trabalho ndo se pretende de maneira nenhuma ignorar os processos de resolucao
apresentados pelo GAVE (2006) (para o Problema 10). Pelo contrario, ¢ importante que os alunos
conhecam varios métodos de resolucdo e, em determinadas circunstancias, saibam aplicar as férmulas
de arranjos, permutacdes e combinacdes na resolucao de problemas.

Ha alguns (poucos) problemas de Combinatdria que, embora sejam aplicacdes do principio
basico, aparecem com muita frequéncia. Para esses problemas, vale a pena saber de cor
as suas respostas. (Lima et al., 2000, p. 94)

No entanto, a questdo fundamental é ndo esquecer que essas férmulas resultam do principio
fundamental de contagem e que este nunca deve ser esquecido na resolucdo de um problema de
combinatoria.

Por um raciocinio analogo ao apresentado por Lima et al. (2000) — apenas para problemas de
combinatéria —, o0 método sugerido neste trabalho mostra-nos uma estratégia para calcular probabilidades
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com recurso a nocao intuitiva de probabilidade condicionada, que deve assentar nos seguintes
pressupostos:

Postura. Devemos sempre colocar-nos no papel do individuo/objecto que deve fazer a accao
solicitada pela experiéncia aleatoria referida no problema. Posteriormente, analisamos as diferentes
possibilidades que o individuo/objecto tem de realizar no acontecimento pedido;

Divisgo. Devemos, sempre que possivel, dividir o acontecimento em causa em sub-acontecimentos
mais simples e incompativeis;

Néo adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam transformar-se em grandes
dificuldades. Se um dos sub-acontecimentos for mais restrito que os demais, esse é aquele que deve ser
tomado como condicionante. Na resolucdo do Problema 10, alinea 4/, quando se considera, por exemplo,
que as bolas pretas sao retiradas na 2.2, 3.% e 4.7 extraccdes, a probabilidade calculada na primeira
extraccdo tem ja como condicionante aquele facto e a probabilidade pedida é:

9y 3 w2518y x1
9 12 11 10 8 1

Finalmente, apresentam-se algumas recomendacdes sobre o ensino da Analise Combinatéria e
sua aplicacéo ao célculo de probabilidades, também adaptados de Lima et al. (2000):

Néo usar demasiadas formulas ou casos particulares. Quem troca o principio basico da contagem
ou a regra multiplicativa por férmulas de arranjos, permutacdes e combinacdes tem dificuldades até em
resolver o Problema 1;

Aprender e fazer com que os alunos aprendam com os erros. E importante, diante de uma solucéo
errada, analisar por que ela esta errada;

Resistir a tentacdo de, em cada problema, apresentar a solucdo mais elegante. O que deve ser
procurado é um meétodo que permita resolver a generalidade dos problemas e ndo um “truque” que
resolva maravilhosamente um problema;

Dar preferéncia aos raciocinios construtivos. Os raciocinios que resolvem a maior parte dos
problemas de aplicacdo da Combinatoria ao calculo de probabilidades sdo essencialmente construtivos.
Embora em certos casos seja melhor usar um raciocinio destrutivo — raciocinio do tipo contar a mais e
depois descontar o que nao serve —, 0s alunos so6 se sentirao seguros quando dominarem o0s raciocinios
construtivos.

Como nado se efectuou realmente ensino neste trabalho, propde-se como investigacdo futura
realizar um estudo exploratorio de caracterizacéo do conhecimento de estudantes universitarios, de modo
a aprofundar o estudo da compreensao dos conceitos relacionados com a Combinatdria e sua aplicacéo
ao calculo de probabilidades. O estudo a realizar poderia basear-se no marco tedrico do sjgnificado
institucional e pessoal dos objectos matematicos de Godino e Batanero (1994) e nas investigacdes
apresentadas por Diaz e Fuente (2004).
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Resumo. Neste artigo apresentam-se alguns dos principais resultados de um trabalho de
investigacao sobre o ensino e aprendizagem das operacées combinatérias dos alunos de uma
turma do 12.° ano de escolaridade no ano lectivo 2008-2009. Para tal, e depois de uma
intervencdo de ensino, foram aplicados um questionario e um teste: o questionario destinado a
recolha da opiniao dos alunos sobre a intervencao de ensino e o teste, constituido por sete
problemas, concebido para a avaliar as aquisicdes cognitivas dos alunos nas operacdes
combinatdrias.

Em geral, os resultados revelam que os alunos manifestaram uma atitude positiva em relacdo a
intervencdo de ensino da Combinatdria e que a intervencdo de ensino se revelou eficaz no
desenvolvimento das capacidades de raciocinio combinatério.

Palavras-chave. Operacdes combinatérias; Intervencdo de ensino; Alunos do 12.° ano de
escolaridade.

1. Introducao

A Combinatéria tem sido um campo pouco explorado em investigacdo didactica, apesar da sua
importancia em matematica discreta, de assumir-se como constituinte do raciocinio formal (Batanero,
Godino & Navarro-Pelayo, 1994; Roa, 2000) e da sua aplicacdo em areas como a programacao linear,
teoria dos jogos, topologia, teoria de numeros, analise de redes, etc., as quais beneficiarao de um ensino
mais efectivo da combinatoria (Fischbein, no prefacio do livvo de Batanero, Godino & Navarro-Pelayo,
1994).
O raciocinio combinatorio desempenha um papel importante no éxito dos principais objectivos
curriculares (Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1997a), ja que os problemas de Combinatéria facilitam
o desenvolvimento de processos de enumeracao, de realizacdo de conjecturas, de generalizacao e o
pensamento sistematico, essenciais para a aprendizagem da matematica em todos os niveis de ensino
(English, 2005).
Glaymann e Varga (1975) destacam a importancia da Combinatdria no desenvolvimento de raciocinios
para as Probabilidades e Heitele (1975) inclui a Combinatoria entre as ideias estocasticas fundamentais.
Em Portugal, e no programa de Matematica A do 12.° ano de escolaridade, o estudo da
Combinatoria ocorre no tema Probabilidades e Combinatéria. No entanto, para além de aparecer
associado ao tema Probabilidades, e ndao como unidade tematica autdonoma, aparece ressalvado o
interesse da Combinatdria por si so.

As técnicas de contagem que aqui aparecem como auxiliar do calculo de probabilidades
constituem uma aprendizagem significativa por si so, especialmente se desenvolverem
mais as capacidades do raciocinio combinatorio e as conexdes matematicas e menos a
aplicacao das formulas. (Ministério da Educacao, 2002, p. 1)
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Segundo Silva, Fernandes e Soares (2004), os professores consideram a Combinatéria um tema
dificil, o que explica o facto de o ensino se limitar, na maioria das vezes, a exposicao de férmulas e a sua
aplicacao na resolucao de exercicios, contrariamente as recomendacdes actuais para o seu ensino
(NCTM, 2003).

Defendendo a intensificacdo do ensino da Combinatéria e, sobretudo, uma mudanca profunda na
sua abordagem didactica, Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1994) apresentam uma proposta de
desenvolvimento do curriculo de Combinatdria elementar, para alunos de idades compreendidas entre os
10 e os 18 anos.

Batanero e seus colaboradores, destacando as variaveis modelo combinatério (seleccao,
distribuicdo e particdo), operacdo combinatdria envolvida no problema (permutacdo, arranjo e
combinacao), dimensdo dos parametros e tipo de elementos a serem combinados (letras, numeros,
pessoas, objectos), na medida em que influenciam as respostas dos alunos, consideram que elas devem
ser reconhecidas na organizacao do ensino,

as quais devem também enfatizar o processo de modelacdo, o raciocinio recursivo e
procedimentos sistematicos de enumeracdo, em vez de nos concentrarmos apenas nos
aspectos algoritmicos e nas definicdes das operacdes combinatdrias (Batanero, Godino &
Navarro-Pelayo, 1997a, p. 251).

Roa, Batanero e Godino (2003) referem a importancia de serem apresentadas, na sala de aula,
situacdes que ajudem os alunos a desenvolver destrezas em Combinatoria, uma vez que as estratégias
de resolucdo (como dividir o problema inicial em subproblemas, traduzir o problema num problema
equivalente, fixar variaveis) podem ser adequadamente exemplificadas, sem que seja dada uma énfase
excessiva as definicbes das operacdes combinatérias e a sua identificacdo como Unico método de
resolucdo dos problemas.

Na opinido de Gardiner (1991), o valor educacional da parte mais simples da matematica discreta
reside precisamente no facto da mesma pressionar o aluno a “pensar’ sobre assuntos tdo elementares
(na medida em que recorre a um numero reduzido de pré-requisitos técnicos) como a contagem
sistematica. No entanto, isto pode ser facilmente enfraquecido pelo facto de muitos professores de
Matematica se sentirem na obrigacdo de “gjudar’ os alunos a resolver os problemas mais dificeis,
reduzindo a solucdo a um numero manobravel e previsivel de etapas ou regras e, consequentemente,
requerendo o “minimo de pensamentd’ por parte do aluno.

Neste contexto, no presente estudo, relata-se uma intervencdo de ensino das operacdes
combinatérias, em alunos do 12.° ano de escolaridade, valorizando a sequencializacdo das operacdes
(arranjos completos, arranjos simples, permutacdes e combinacdes), as ideias prévias dos alunos sobre
as operacdes, a aprendizagem por descoberta e o trabalho de grupo.

2. Enquadramento teérico

Nesta seccdo abordam-se trés dimensdes do ensino e da aprendizagem da Combinatoria:
raciocinios, dificuldades e estratégias de ensino.

2.1. Raciocinios em Combinatéria

Segundo Piaget e Inhelder (s/d) é apenas no estadio operacional formal que a crianca de “11-12
anos assinala um marco (...) na compreensdo das operacdes combinatorias” (p. 282). Contudo, na
opiniado de Fischbein (1975), a crianca ndo adquire de forma espontanea as técnicas combinatdrias, nem
mesmo no periodo das operacdes formais, pois embora a capacidade de enumerar sistematicamente se
presuma adquirida no estadio operacional formal, ha estudos que revelam que esta capacidade nem
sempre ¢ alcancada por todos os sujeitos de 12-15 anos de idade. Em consequéncia, Fischbein advoga a
necessidade de instrucao para a aquisicao das operacdes combinatorias.
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De entre as representacoes graficas, Fischbein (1975) destaca o diagrama de arvore pois, uma
vez entendida a sua construcao, este podera, por um lado, ser generalizado para um grande numero de
elementos (propriedade que o autor designa por generalizacdo iterativa, que matematicamente
corresponderia a inducao matematica) e, por outro, permitira a adaptacdo a novos problemas derivados
do inicial (propriedade que o autor designa por generalizacdo construtiva), sendo estas as duas
caracteristicas essenciais do raciocinio recursivo.

Segundo Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1994), a recursao, como método geral de resolucéo
de um problema, consiste em comecar por obter uma versao mais facil do problema, reflectir sobre
aquilo que se fez e, finalmente, exprimir todo o processo na forma de algoritmo ou expressao recorrente.
Assim, nas actividades de resolucdo de problemas de Combinatéria em que intervém os arranjos e as
permutaces, a recursividade assume um papel importante uma vez que, geralmente, a construcao de
uma dada configuracdo efectua-se a partir de outra de menor dimensao. Por exemplo, para formar os
arranjos com repeticdo de 77 elementos tomados A a 4, podemos partir das configuracdes formadas
na ordem A —1 e acrescentar-lhes um ultimo elemento.

Também o diagrama de arvore tem um caracter recursivo, ja que uma arvore com A niveis de
ramificacao se constréi a partir de uma com A —1 niveis.

Para DeGuire (1991) é importante que os alunos vao mais além do que enumerar e construir
diagramas de arvore, retirando proveito destas estratégias para encontrarem procedimentos mais
eficientes, nomeadamente: tirar todo o proveito da regra da soma, sempre que um conjunto de
configuracdes combinatédrias fica determinado pela reunido de subconjuntos mutuamente exclusivos; da
regra do produto, mediante a qual se constroem produtos cartesianos de conjuntos de elementos; e da
regra do quociente, para relacionar entre si, por exemplo, combinacdes e arranjos.

English (1998, 2005) destaca a importancia do raciocinio analédgico, uma vez que um dos grandes
objectivos da educacdo matematica é que os alunos identifiquem conexdes entre as ideias matematicas e
apliquem esta compreensao na construcao de novas ideias e na resolucao de novos problemas. Para esta
autora, uma falha na aplicacdo de processos de raciocinio analogico é uma das maiores causas das
dificuldades dos alunos na resolucédo de problemas.

English (2005) acrescenta que a riqueza e o significado dos contextos em que os problemas
combinatorios sao formulados constituem recursos que permitem ao aluno procurar sozinho a solucao.
Por outro lado, enquanto os alunos resolvem os problemas, a compreensao dos alunos pode ser
estimulada por um questionamento apropriado por parte do professor (por exemplo, pedindo-lhes que
expliquem e justifiquem as respostas). E importante dar liberdade ao aluno para usar diferentes
representacdes e abordagens, bem como encoraja-lo a descrever e a explicar 0s seus processos de
resolucao e a partilhar as suas ideias com os colegas.

2.2. Dificuldades em Combinatoéria

No caso particular da Combinatoria, segundo Hadar e Hadass (1981), trata-se de um tema no
qual os alunos tém muitas dificuldades.

Comparando os resultados obtidos por Navarro-Pelayo (1994) com os que obteve no seu estudo,
Roa (2000) concluiu que os alunos que participaram na sua investigacdo (alunos com preparacao
matematica avancada), em alguns problemas, nao obtiveram melhores resultados do que os alunos de
14 anos.

A identificacdo das dificuldades que comprometem a solucao de um problema combinatério € um
passo necessario em direccao a uma melhor compreensao das habilidades dos alunos na resolucéo de
problemas e na melhoria dessas habilidades (Hadar & Hadass, 1981).

Possivelmente uma das chaves das dificuldades e do lento desenvolvimento espontaneo da
capacidade de realizacdo das operaces combinatorias, por parte dos sujeitos, se deva a
uma relacdo inadequada ou insuficiente com a recursao e a inducdo matematica, o mais
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genuino e criador dos raciocinios matematicos segundo Poincaré. (Batanero, Godino &
Navarro-Pelayo, 1994, p. 63)

Segundo English (2005), muitos estudos em Combinatoria revelam que os alunos tém dificuldades
em identificar conexdes entre os problemas e, consequentemente, dificuldades em transferir as
aprendizagens efectuadas para novas situacoes.

As dificuldades em Combinatéria podem surgir logo na confusao entre os problemas de arranjos
simples e os problemas de combinacdes simples ou arranjos com repeticao, ao nao reconhecerem se a
ordem € ou nao relevante ou se é possivel ou ndo repetir os elementos (Watson, 1996).

No estudo que realizaram com alunos de 14-15 anos de idade, Batanero, Godino e Navarro-Pelayo
(1997a) observaram que alguns alunos, que aplicaram a definicdo de operacdo combinatdria num
modelo de seleccao, ndo foram capazes de transferir essa definicdo para os problemas que envolviam
um modelo combinatorio diferente, por exemplo o conceito de arranjo com repeticdo nos problemas de
seleccao transferido para um problema de distribuicéo.

Investigando dificuldades tipicas na resolucdo de problemas combinatorios, através das solucdes
obtidas por alunos do primeiro curso de Combinatéria na resolucdo do problema das cartas mal
enderecadas, Hadar e Hadass (1981) concluiram sobre a importancia da:

—identificacdo dos acontecimentos a serem contados, uma vez que uma percepcao incoerente
dos mesmos conduz a conclusdes erradas;

—escolha de uma notacao apropriada, uma vez que a mesma deve representar apenas e de forma
compacta toda a informacao contida no enunciado do problema;

—compreensdo do problema inicial como um conjunto de problemas particulares, porque
geralmente o problema é um conjunto de problemas para diferentes valores dos parametros;

—construcao de métodos sistematicos de contagem que pressupéem o dominio do problema;

—fixacdo de uma ou mais variaveis de forma a obter um método de contagem coerente;

—concretizacao de um plano de contagem, uma vez que um bom plano nao garante a solucao a
menos que seja realizavel,

—generalizacdo através de uma estrutura unificadora das solucdées obtidas para varios casos
particulares.

Séao varios os autores (e.g., Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1994; Batanero, Navarro-Pelayo &
Godino, 1997b; Correia, 2008; Esteves, 2001; Roa, 2000; Silva, Fernandes & Soares, 2004) que referem
erros em Combinatdria, dos quais se destacam: ma interpretacdo do enunciado; erro de ordem (mais
frequente nos problemas de combinacdes); erro de repeticao; confusdo do tipo de objectos; exclusdo de
alguns elementos na constituicdo das configuracdes; listagem ndo sistematica; respostas intuitivas
erréneas; esquecimento da férmula correcta; esquecimento do significado dos parametros da formula
combinatéria; confusdo do tipo de célula (tipo de subconjunto); e erro na particao obtida.

2.3. Estratégias de ensino da Combinatéria

Tal como Silva, Fernandes e Soares (2004), também Almeida e Ferreira (s/d) referem que é
comum o ensino da Combinatdria processar-se através da exposicdo e aplicacdo repetida de formulas a
resolucdo de exercicios e problemas. Ora, as investigacdes tém demonstrado qudo limitada é a
aprendizagem dos alunos através destas metodologias tradicionais, designadamente pela adesao a
variados tipos de erros, donde se torna imperativo implementar novas estratégias de ensino que
aprofundem as aprendizagens dos alunos.

Da investigacdo realizada com estudantes universitarios com formacdo em Combinatoria,
Eizenberg e Zaslavsky (2003), estudando o efeito da colaboracdo na resolucdo de problemas de
Combinatoria (por comparacao dos resultados obtidos pelos alunos que trabalharam individualmente com
os resultados obtidos pelos alunos que resolveram os problemas em pares), concluiram que a
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apresentacado de situacdes que encorajem os alunos a uma resolucao colaborativa dos problemas pode
ser uma maneira de ultrapassar algumas das dificuldades que os alunos encontram na resolucao de
problemas combinatorios. Esta colaboracdo podera aumentar a confianca e o sucesso dos alunos através
do “controlo de comportamentos” (p. 399) que lhes permitira construir um conjunto de abordagens para
a obtencao da solucao e para a verificacao de estratégias.

A verificacao de um resultado, bem como da forma como foi obtido, permite aos alunos consolidar
0s seus conhecimentos e tornarem-se mais habeis na resolucdo de problemas (Polya, 2003). Voltar a
solucédo proporciona a oportunidade de investigar conexdes dentro de um mesmo problema e entre
problemas (Eizenberg & Zaslavsky, 2004). No entanto, a verificacdo da resposta a um problema de
Combinatoria é uma tarefa particularmente dificil pois ndo ha processos que assegurem a identificacao
de erros e a identificacdo do erro ndo fornece necessariamente uma forma de obter a resposta correcta
(Eizenberg & Zaslavsky, 2004).

Almeida e Ferreira (s/d) realizaram um estudo piloto com uma turma do 2.° ano do curso médio
envolvendo o ensino das operacdes combinatorias, privilegiando os seguintes aspectos: criacdo de um
ambiente favoravel a exposicdo, a discussao, ao desenvolvimento de ideias e a resolucdo de problemas,
em que o0 aluno é ouvido e as suas ideias sdo valorizadas; comunicacao a comunidade escolar dos
pressupostos da intervencao; tarefas interessantes e desafiadoras, inicialmente de grau de dificuldade
crescente, passando depois a graus de dificuldade variavel; trabalho dos alunos em grupo, de quatro ou
cinco elementos; o professor como aquele que acompanha e incentiva o trabalho dos alunos nos grupos;
e a administracdo de um teste diagnéstico antes (como forma de identificar as suas ideias prévias) e
depois da intervencéo.

Do pré-teste para o pds-teste, verificou-se que os alunos desenvolveram significativamente o seu
raciocinio combinatdrio e a forma de trabalhar em grupo, destacando-se:

a capacidade de enumeracdo de configuracdes e de observacdo de padrdes e sua
utilizacédo na resolucdo de problemas; a aplicacao, correcta e consciente, dos principios de
contagem (aditivo e multiplicativo); a capacidade de reconhecer as diferencas entre
configuracdes ordenadas e ndo ordenados e utiliza-las na elaboracdo de estratégias de
resolucdo; criar estratégias de resolucdo de problemas independentes do uso de formulas;
trabalhar em equipa de forma colaborativa; observar dados relevantes para a resolucdo de
um problema; aprender com os erros e produzir pequenos textos argumentativos.

Embora alguns alunos tenham considerado o trabalho cansativo, e consequentemente algo
desmotivante, a metodologia adoptada foi bem aceite pela maioria dos alunos.

2. Metodologia

No presente estudo relata-se uma intervencdo de ensino e aprendizagem das operacdes
combinatérias (arranjos com repeticao, arranjos simples, permutacdes simples e combinacdes simples)
avaliada a partir das percepcbes dos alunos sobre a implementacdo da intervencdo e do seu
desempenho nas operac¢des combinatorias.

2.1. Participantes

O estudo decorreu no inicio do ano lectivo 2008/2009 e nele participaram os 23 alunos de uma
turma do 12.° ano de uma escola secundaria/3 do distrito de Braga. A turma é constituida por 11
raparigas e 12 rapazes, sendo a média das idades 17 anos, que constitui a idade normal de frequéncia
do 12.° ano.

No que respeita ao aproveitamento dos alunos na disciplina de Matematica, os niveis obtidos pelos
alunos variavam entre 9 e 20 valores (numa escala de 0 a 20) e as médias obtidas no final do 10.°e 11.°
anos de escolaridade foram, respectivamente, 14,2 valores e 14,7 valores. A turma tem apenas um aluno
com repeténcias no ensino secundario, uma no 10.° ano e outra no 12.° ano.
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2.2. Caracterizacao da intervencao de ensino

Aos alunos que participaram no estudo foi aplicada uma sequéncia de ensino em Combinatéria,
realizada em 10 aulas de 90 minutos, das quais as sete primeiras incidiram sobre as operacdes
combinatérias e as trés restantes sobre o Triangulo de Pascal e o Binomio de Newton. Na tabela 1
apresenta-se apenas a distribuicdo das actividades utilizadas na sequéncia de ensino das operacdes
combinatdrias, assunto a que se reporta este texto.

Tabela 1 - Distribuicdo das actividades da sequéncia de ensino sobre as operacdes
combinatérias

Aula Descricao

1 Arranjos com repeticao
Actividade de descoberta sobre arranjos com repeticao
Ficha de trabalho sobre arranjos com repeticao

2 Arranjos simples
Actividade de descoberta sobre arranjos simples
Ficha de trabalho sobre arranjos com repeticao e arranjos simples

3 Permutacdes simples (e notacao factorial)
Actividade de descoberta sobre permutacoes simples
Ficha de trabalho sobre permutacdes e arranjos

Continuacao da resolucdo da ficha de trabalho sobre permutacdes e arranjos

5 Combinacdes simples
Actividade de descoberta sobre combinacdes simples
Ficha de trabalho sobre combinacdes, permutacdes e arranjos

6 Continuacao da resolucado da ficha de trabalho sobre combinacdes,
permutacdes e arranjos
7 Resolucao de problemas envolvendo as operacdes combinatorias

Questionario — Recolha de dados pessoais e recolha da opinido dos alunos
sobre 0 ensino e aprendizagem das operacoes combinatorias

Teste — Ficha de avaliacdo por fases sobre as operacdes combinatorias

Quanto a metodologia de trabalho, optou-se pelo trabalho de grupo, tendo sido constituidos 6
grupos, cinco de quatro elementos e um de trés elementos, de acordo com os seguintes critérios: 1.
classificacdo obtida no final do 3.° periodo do 11.° ano de escolaridade na disciplina de Matematica, para
que cada um dos grupos fosse heterogéneo quanto ao desempenho em Matematica e todos os grupos
fossem homogéneos quanto & média das classificacdes obtidas no 11.° ano; 2. empatia entre os
elementos do grupo; e 3. sexo dos participantes. Da implementacdo destes critérios resultaram cinco
grupos com dois rapazes e duas raparigas e um grupo com uma rapariga e dois rapazes.

Em cada operacao combinatéria, comecou-se por aplicar uma actividade de descoberta, resultado
da ampliacéo das utilizadas por Correia (2008). A ordem de exploracédo das operacdes combinatorias teve
em consideracdo o nivel de dificuldade observado em Correia (2008). Assim, da mais facil para a mais
dificil, exploraram-se, por ordem, arranjos com repeticdo, arranjos simples, permutacdes simples e
combinacoes simples.

As actividades de descoberta consideradas foram: Actividade 1 — Formar numeros, constituida por

quatro questoes, consistindo na contagem dos 223 (questao 1a), 225 (questao 16), 235 (questao 1c) e
Zp” (questao 1d'); Actividade 2 — Definir bandeiras com barras horizontais, constituida por quatro

questdes, consistindo na contagem dos /423 (questao 2a), /425 (questao 2b), /435 (questdao 2c) e /4;
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(questao 2d); Actividade 3 — Dispor amigos em fila para tirar uma fotografia, constituida por trés
questdes, consistindo na contagem das A (questdo 3a), A (questdo 3b) e P, (questio 3c),

Actividade 4 — Formar grupos de pessoas para participarem num concurso, constituida por quatro
questdes, consistindo na contagem das 6‘23 (questdo 4a), 6‘25 (questao 4b), 6‘35 (questdo 4c) e C‘;’

(questao 44 ).
Exceptuando as questdes ¢ ) de cada actividade de descoberta, onde se pretendia que os alunos
descobrissem uma férmula para contar os Zp”, 0s /4/;’, as P e as 6‘;, em todas as outras questdes

apresentava-se um exemplo de configuracao.

O desenho das actividades de descoberta incorporava, intencionalmente, um factor de
aprendizagem sugerindo a aplicacdo de um método particular, com o objectivo de conduzir os alunos a
descoberta da lei de formacdo associada a cada uma das operacdes combinatorias. Assim, tomando
como referéncia o desenho de Piaget e Inhelder (s/d), o questionario foi heuristicamente construido,
atendendo a ordem de apresentacao das operacdes combinatdrias, ao aumento progressivo da grandeza
dos parametros envolvidos nas operacdes combinatérias e a sequencializacao das questdes em cada
operacao combinatérias.

A cada actividade de descoberta seguia-se a resolucao de uma ficha de trabalho com problemas
sobre as operacdes combinatorias tratadas, incluindo ainda a definicdo da operacdo combinatéria
abordada na respectiva actividade de descoberta e a férmula de contagem.

Na seleccao dos problemas das fichas de trabalho atendeu-se a sua diversificacdo, com o intuito
de evitar o dominio da técnica e favorecer a interpretacdo. Tinha-se por objectivo a apreensado das
operacdes combinatdrias com a valorizacao da diversificacdo de estratégias de resolucdo em detrimento
da utilizacdo técnica de formulas. Por outro lado, ao contemplar em cada ficha de trabalho problemas
que envolviam as operacdes combinatdrias tratadas nas aulas anteriores, pretendeu-se valorizar a
conexao entre as operacoes abordadas.

Com a metodologia de trabalho de grupo procurou-se promover a resolucao colaborativa dos
problemas, num ambiente de aprendizagem propicio ao surgimento de novas ideias, a discussdo e
partilha de estratégias de resolucao e a explicacao dos raciocinios aos colegas, ajudando-os a ultrapassar
duvidas e dificuldades.

Durante a realizacdo das tarefas propostas, os alunos decidiam livremente sobre as estratégias a
utilizar na resolucao das actividades de descoberta e na resolucdo dos problemas das fichas de trabalho,
optando-se, assim, por um trabalho centrado no aluno, em que o professor tinha o papel de questionar,
acompanhar e incentivar o trabalho dos alunos nos seus grupos.

Todas as fichas de trabalho continham as solucdes numéricas dos problemas, permitindo aos
alunos confrontar as suas respostas com as respostas correctas e, no caso das respostas incorrectas,
aprender com os erros ao identificar falhas de raciocinio.

2.3. Método de recolha de dados

A recolha dos dados usados no estudo foi efectuada através da aplicacdo de um questionario e de
um teste. O questionario centra-se na recolha de dados pessoais e nas percepc¢des dos alunos sobre o
ensino e a aprendizagem das operacdes combinatorias e o teste & constituido por um conjunto de sete
problemas de contagem, envolvendo as opera¢des combinatdrias estudadas.

Da analise dos questionarios emergiu a necessidade de aprofundar a compreensdo sobre a
opinido dos alunos acerca do grau de dificuldade das operacdes combinatorias, comparativamente com
os restantes temas de matematica. Nesse sentido foi colocada, de novo a turma, a seguinte questao: “A
Combinatoria ¢ mais facil ou mais dificil dos que os outros temas de Matematica?”, permitindo-se que os
alunos falassem liviemente sem que a questao fosse dirigida a algum aluno em especial.

O questionario foi aplicado fora da aula de Matematica, concretamente na primeira parte (45
minutos) de uma aula de Area de Projecto. A administracéo do teste processou-se em duas fases: numa
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primeira fase, com a duracao de 60 minutos, os alunos resolveram, individualmente, os sete problemas
de contagem propostos. Depois de entregarem as resolucdes, deu-se inicio a segunda fase, com a
duracédo de 15 minutos, em que foram fornecidas as solu¢des numéricas dos sete problemas para que os
alunos as pudessem confrontar com as respostas numéricas obtidas na primeira fase (registadas em
rascunho) e rectificar algumas das resolucdes iniciais, se assim o entendessem.

Na fase Il do teste, os alunos deveriam procurar falhas de raciocinio nas resolucdes efectuadas na
fase | e efectuar as devidas correccées. As novas respostas era atribuida a cotacdo total destinada &
questdo apenas no caso de o aluno apresentar uma resolucdo correcta que evidenciasse compreensao
do que foi feito. Em qualquer outro caso mantinha-se a cotacao atribuida na fase |.

2.4. Tratamento e analise de dados

Os dados do questionario foram analisados a partir das trés categorias seguintes: opiniao dos
alunos sobre as operacdes Combinatorias; opinido dos alunos sobre a metodologia de ensino e
aprendizagem; opiniao dos alunos sobre a metodologia de trabalho de grupo; e opiniao dos alunos sobre
0 seu envolvimento na aprendizagem.

Nos itens do questionario que envolviam escalas de tipo Likert, tendo em vista determinar os
valores da média e do desvio padrao, codificamos as respostas dos alunos em: 1 — Discordo Totalmente,
2 - Discordo, 3 - Indiferente, 4 — Concordo e 5 - Concordo Totalmente.

A andlise dos dados do teste incidiu sobre as estratégias de resolucdo dos alunos nos sete
problemas contemplados, os erros identificados nas suas producdes escritas e o seu desempenho nas
operacdes combinatorias.

As estratégias de resolucdo dos sete problemas, na Fase | do teste, foram distribuidas pelas seis
categorias seguintes: desenhos, operacdes de multiplicacdo, adicdo e divisdo; fdrmulas, dos arranjos
(com e sem repeticdo), das permutacées e das combinacdes; desenhos e operacdes, desenhos e
formulas e operacoes e formulas.

Os erros identificados nas producdes escritas dos alunos, na Fase | do teste, foram distribuidos
pelas sete categorias seguintes: ordem, se a ordem era considerada importante quando era irrelevante e
vice-versa; repeticdo, se era permitida a repeticao dos elementos quando ndo era possivel e vice-versa;
operacao combinatoria, no caso de uma identificacdo incorrecta da operacao combinatéria; pardmetros,
no caso de os parametros da formula serem incorrectamente identificados; operandos, se nas expressdes
apresentadas ha falta ou excesso de operandos, reflectindo que nem todas as condicdes do problema
foram consideradas ou foram interpretadas incorrectamente; operacdo numeérica, se nas expressoes
apresentadas é utilizada uma operacao numeérica incorrecta; e enumeracio, se ha excesso ou falta de
configuracoes.

Finalmente, a variavel desempenho em Matematica assumiu, para cada aluno, o valor da média
aritmética, arredondada as décimas, das classificacdes obtidas pelos alunos no 10.° e 11.° anos de
escolaridade. Seguidamente, a partir dos valores obtidos para a média, os alunos foram distribuidos por
um dos trés grupos estabelecidos: [0,10[, desempenho fraco; [10,14] desempenho satisfatério; e

[14,20], desempenho bom.

3. Percepcoes dos alunos acerca da metodologia de ensino

3.1. Opiniao dos alunos sobre as operacdes combinatdrias

Da analise da tabela 2, conclui-se que o estudo incidiu sobre um grupo de alunos que, na sua
maioria, gostam de resolver problemas de Matematica (69%) e gostaram de resolver os problemas de
Combinatoria propostos (74%).
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Tabela 2 - Distribuicao das respostas dos alunos sobre a Combinatoria

Afirmacoes N.” de alunos X S
¢ DT/D | c/CT
Gosto de resolver problemas. 2 5 16 38 09
Gostei de resolver problemas de Combinatoria. 2 4 17 38 1,0
As operacdes combinatdrias sdo um tema mais dificil 12 1 7 26 13

do que os outros temas de Matematica.

Os problemas propostos despertaram o meu
interesse pela Combinatdria.
DT — Discordo Totalmente; D — Discordo; | — Indiferente; C — Concordo; CT — Concordo Totalmente

2 5 e 39 09

De uma analise mais detalhada, concluiu-se que 61% dos alunos gostam de resolver problemas de
Matematica e também gostaram de resolver os problemas de Combinatdria propostos, enquanto 13% se
declararam /ndiferentes. O aluno A, referiu nao gostar de resolver problemas de Matematica, reiterando

esta posicao relativamente aos problemas de Combinatdria. Ja o aluno A, , embora afirme nao gostar de
resolver problemas, gostou de resolver os problemas de Combinatoria. Contrariamente ao aluno A, o
aluno A,, gosta de resolver problemas, mas nao gostou de resolver os problemas de Combinatoria.

Questionados sobre o grau de dificuldade das operacdes combinatdrias, comparativamente com
os outros temas de Matematica, a maioria dos alunos (52%) é da opinido de que as operacdes
combinatdrias ndo sdo um tema mais dificil do que os outros temas. Contudo, ha uma percentagem
significativa de alunos (30%) que tém uma opinido contraria.

A - Eu acho que a Combinatéria € mais facil dos que os outros temas. SO que ha

pessoas que se adaptam melhor do que outras (...) depende da pessoa, porque é uma
matéria que nao precisa de bases. E so raciocinio. E mais facil porque é mais intuitivo.
A - Mesmo que se trabalhe muito, torna-se dificil porque depende muito do momento {...)

tem muitos trugues que nao adianta muito o treino. Ajuda, mas é sempre uma situacao
nova e isso & que é dificil. As outras matérias sdo mais faceis do que isto (...) por causa
daqueles raciocinios que se treinam e é basicamente sempre aquilo.

A, - Ha pessoas que tém muitas dificuldades a Matematica e essas (...) dificuldades vém

do inicio, do 7.°, do 8.° e do 9.°. Enquanto isto ¢ uma matéria totalmente nova, nédo
precisamos de nada. S6 precisamos da calculadora e... de pensar.

Comparadas as opinides dos alunos com o desempenho em Matematica (obtido pela média
aritmética das classificacoes obtidas no 10.° e 11.° anos de escolaridade, arredondada as décimas),
concluiu-se que 36% dos alunos com meédia a Matematica do intervalo [14,20] referem que as
operacdes combinatdrias sdo um tema mais dificil dos que os outros temas de Matematica. Ja a
percentagem de alunos do intervalo [10,14[, com a mesma opiniao, decresce para 25% e o Unico aluno

com meédia no intervalo [0,10[ é da opinido de que as operacdes combinatorias ndo sdo um tema mais

dificil do que os outros temas.

Para 17% dos alunos, igualmente distribuidos pelos intervalos [10,14[ e [14,20] nado ha grande
diferenca entre o grau de dificuldade das operacdes combinatdrias e o grau de dificuldade dos restantes
temas de matematica.

Das respostas dos alunos, também se concluiu que os problemas propostos tiveram um efeito
positivo no interesse pela Combinatoria, ja que 70% dos alunos assinalaram uma das opg¢des Concordo
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ou Concordo Totalmente na afirmacdo Os problemas propostos despertaram o meu interesse pela
Combinatoria.

A - Eu sou da opiniao de que a Combinatoria é mais dificil. Mas eu gosto mais. Porque

nao é aquele raciocinio que é sempre a mesma coisa. E como um desafio.
A, — A outra matéria € um bocado mecanizada. Muda uma coisa ou outra, mas nao ha

uma grande diferenca.

Concluiu-se, também, que a percentagem de alunos com classificacdo média inferior a 14 valores,
a referirem que os problemas propostos despertaram o seu interesse pela Combinatéria (75%), €
ligeiramente superior a percentagem de alunos com classificacao superior a 14 valores que partilham da
mesma opinido (64%). De 30% dos alunos que referiram que as operacdes combinatdrias sdo um tema
mais dificil do que os outros temas de Matematica, 57% desses alunos referiram também que os
problemas propostos despertaram o seu interesse pela Combinatoria. De 52% dos alunos que referiram
que as operacbes combinatérias nao sdo um tema mais dificil do que os outros temas de Matematica,
67% desses alunos referiram também que os problemas propostos despertaram o seu interesse pela
Combinatoria.

Quanto aos alunos que assinalaram a opcéo /ndiferente (17%) nesta afirmacao, todos eles
referiram que os problemas propostos despertaram o seu interesse pela Combinatdria.

A percentagem de alunos que referem ter sentido dificuldades nas actividades de descoberta
(52%), para além de inferior, € muito proxima da percentagem de alunos a referirem que tiveram
dificuldades na resolucao dos problemas propostos nas fichas de trabalho (57%). O aluno A,, que referiu

também ter sentido dificuldades “na descoberta das formulas” das actividades de descoberta, e o aluno
Ay, que assinalou apenas a opgao Outra sifuacdo, referiram que as suas dificuldades incidiram em

“alguns casos particulares” das actividades de descoberta e dos problemas das fichas de trabalho.

Colocada a questdo Sempre que a tua resolucado estava errada, as solucdes apresentadas em
cada ficha de trabalho ajudaram-te a detectar falhas de raciocinio?, 39% dos alunos responderam
Sempre, 44% dos alunos responderam Muitas vezes e 17% dos alunos responderam As vezes. Nenhum
aluno assinalou as opg¢des Poucas vezes e Nunca. Pode concluir-se assim que, na opiniao dos alunos, as
solucdes numeéricas dos problemas de Combinatéria desempenharam um papel importante na deteccéo
de falhas de raciocinio.

A — 0 que é curioso € que nos exercicios de Combinatéria eu ia ao problema, fazia a

minha maneira e depois ia ver as solucdes e via que estava errada. E depois ... obviamente
que é isto! Por que motivo ndo pensei assim? Claro que é isto! Mas, no entanto, ndo foi o
raciocinio que eu segui. Isso é que é estranho!

A, - Um dos grandes problemas que eu tinha era, por exemplo, os alunos em grupos e

que uns ficavam juntos ... Eu percebi que aquilo era assim, mas nao conseguia ter a
certeza mesmo se eles ficavam juntos. Os nimeros nao me pareciam traduzir o problema.
Fazia-me impressao! Ok, isto fica assim. Tudo bem. Mas como é que eu tenho a certeza de
que é assim. Isso para mim é que me dificultava.

A - Para mim ¢ dificil porque nunca tinha a certeza se o resultado era aquele. Nas outras

matérias ha sempre uma maneira de confirmar: pela calculadora gréfica, substituindo, ...
por outros caminhos consigo chegar la. Agora aqui nao! (...) As vezes temos duvidas entre
uma coisa ou outra: se a ordem interessa ou ndo. Quando vemos a solucdo vemos logo
que afinal era a outra hipdtese que nos tinhamos que estava bem. E depois ja percebemos
porqué.
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3.2. Opiniao dos alunos sobre a metodologia de ensino e aprendizagem

Como se pode observar na tabela 3, a maioria dos alunos (87%) referiu ter gostado da forma como
as operacdes combinatorias foram apresentadas nas aulas. Sao igualmente significativas as percentagens
de alunos a referirem que aprendem melhor quando pensam por si préprios (96%) e a referir uma
evolucdo na aprendizagem das operacdes combinatédrias @ medida que desenvolviam as actividades
propostas (83%).

Tabela 3 - Distribuicdo das respostas dos alunos sobre a metodologia de ensino e
aprendizagem

Afirmacses N.° de alunos 7 s
|
¢ DT/D | C/CT

Globalmente gostei da forma como as operacdes
combinatdrias foram apresentadas nas aulas.
Aprendo melhor quando tenho de pensar por mim
proprio do que quando o professor pensa por mim. 0 1 22 42 05

0 3 20 43 07

Descobrir por nds proprios a matematica é mais
aliciante do que ser o professor a apresenta-la.
No futuro gostaria de aprender outros temas de
matematica do mesmo modo que aprendi as 1 4 18 40 08
operacoes combinatodrias.

De uma actividade para a seguinte senti que evoluia
cada vez mais.

DT — Discordo Totalmente; D — Discordo; | — Indiferente; C — Concordo; CT — Concordo Totalmente

1 5 17 40 09

1 3 19 41 08

Concluiu-se que uma percentagem significativa de alunos (74%) é da opinido de que ¢ mais
aliciante serem eles a descobrir a matematica, enquanto 22% dos alunos sdo indiferentes. Por outro lado,
78% dos alunos referiram que gostariam de, no futuro, aprender outros temas da matematica do mesmo
modo que aprenderam as operacdes combinatorias, tendo 17% assinalado a opcdo /ndiferente.

Nas operacdes combinatdrias, na perspectiva dos alunos, as suas resolucdes, nas actividades
propostas, envolveram muitos esquemas e desenhos na obtencdo das respostas para os problemas ou
para efectuarem generalizacdes. Os alunos referiram como estratégias mais frequentemente utilizadas:
esquemas e desenhos (70%); operacdes aritméticas (39%); e formulas (22%).

Questionados sobre as dificuldades sentidas na resolucdo dos problemas propostos, os alunos
referiram: 1. interpretar os problemas (52%); 2. iniciar a resolucdo do problema (43%); 3. definir uma
estratégia de resolucao (35%); 4. identificar se a ordem é ou n&o relevante (30%); 5. identificar se ¢
possivel ou ndo repetir os elementos (13%).

A5 - Eu quando estou a fazer exercicios com outras pessoas, leio o exercicio e fico assim

[parada] e dizem-me sempre: porque nao fazes esquemas ou assim? Eu nao faco
esquemas porque estou a pensar naquilo... Por acaso eu acho que isto ¢ facil, mas ¢ dificil
prestar atencao a tudo aquilo [a todas as condicdes do problemal, a interpretar aquilo ... o
texto.

Na estratégia rmulas quando questionados sobre a formula mais utilizada, 87% dos alunos
|
referiram a férmula C‘; =m. Quanto as dificuldades sentidas na aplicacdo de uma férmula, os
alunos referiram a: identificacdo da formula a aplicar (65%); identificacdo dos parametros envolvidos na
formula (43%); relevancia ou ndo da ordem (30%); e possibilidade ou nao de repetir os elementos (4%).
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/41 - Resolver as combinacdes é mais complicado. Descobrir que é combinacdes e depois

pdr na maquina é mais facil. Enquanto que nas outras nao. E so multiplicar e até é pelos
tracinhos, pelos desenhos, e fica logo feito. A combinacdo nao, porque ainda tem que se
dividir e quando uma pessoa percebe que é combinacdes é mais facil usar logo a formula.
Uma pessoa se usar a formula desdobrada, provavelmente até se esquece de dividir,
porque ja é mais complexa um bocadinho...

3.3. Opiniao dos alunos sobre a metodologia de trabalho de grupo

Da analise da tabela 4, resulta que nenhum aluno referiu ndo ter gostado de aprender as
operacdes combinatdrias em trabalho de grupo e, de uma maneira geral, os alunos referem que néo
teriam aprendido mais se tivessem sido inseridos noutro grupo (78%).

Tabela 4 - Distribuicao das respostas dos alunos sobre a metodologia de trabalho de grupo

N.° de alunos
bT/D | C/CT

Afirmacdes

Gostei de trabalhar em grupo na resolucao das

0 1 22 45 0,6
tarefas propostas.

Em minha opinido, se tivesse ficado noutro grupo
tinha aprendido mais.

0 trabalho em grupo foi importante para aprender
melhor.

18 3 2 20 12

1 1 21 43 08

0 trabalho em grupo foi importante para surgirem

ideias diferentes. 0 0 23 47 05

0 trabalho em grupo foi importante para ultrapassar

duvidas e dificuldades. 0 122 42 05

Resolver os problemas por nds préprios, no meu

. 1 3 19 40 08
grupo, aumentou o meu envolvimento nas tarefas.

DT — Discordo Totalmente; D — Discordo; | — Indiferente; C — Concordo; CT — Concordo Totalmente

Na opinido de 91% dos alunos, o trabalho em grupo foi importante para surgirem ideias diferentes.
Para além de 17% dos alunos terem referido que houve um elemento do grupo que conduziu mais as
resolucdes, 74% dos alunos referiram que todos os elementos do seu grupo deram um contributo
importante para a resolucdo dos problemas de Combinatdria propostos. Apenas um aluno referiu que,
perante as suas dificuldades, ouvia as explicacdes dos colegas sem as questionar, e 22% dos alunos
referiram que, geralmente, contribuiam pouco para as resolucdes porque ndo percebiam, mas quando
um elemento do grupo lhes explicava ouviam atentamente e questionavam a resolucdo que lhes era
apresentada. De uma maneira geral, os alunos (83%) referiram que a resolucao dos problemas por eles
proprios, no seu grupo, aumentou o seu envolvimento nas tarefas.

Quanto ao momento em que comecaram a ter alguma facilidade em resolver problemas de
Combinatoria, 43% dos alunos referiram que a mesma ocorreu desde a primeira ficha de trabalho
proposta (arranjos com repeticao), enquanto 22% dos alunos referiram que s6 comecaram a ter alguma
facilidade na resolucao dos problemas na ultima ficha de trabalho, que reunia problemas de todas as
operacdes combinatorias estudadas.

Foi de 30% a percentagem de alunos a referirem que tiveram alguma facilidade na resolucao dos
problemas propostos desde a primeira ficha de trabalho e a referirem que deram um maior contributo
para a resolucdo dos problemas desde o inicio. A maioria dos alunos referiu que comecou a dar um
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maior contributo para a resolucao dos problemas propostos a partir da segunda ou terceira fichas de
trabalho.

As dificuldades referidas pelos alunos, durante a realizacdo das actividades propostas, foram:
explicar aos colegas a resolucao de um problema (57%); trabalhar por si proprios na resolucdo de um
problema (35%); compreender a explicacao dos colegas (4%). No entanto, todos os alunos séao da opiniao
de que o trabalho em grupo foi importante para aprender melhor e para 96% dos alunos o trabalho em
grupo foi importante para ultrapassar duvidas e dificuldades.

3.4. Opiniao dos alunos sobre o seu envolvimento na aprendizagem

De acordo com a tabela 5, quando questionados sobre o seu papel no grupo, todos os alunos
referiram ter participado e 91% dos alunos é da opinido de que participaram activamente nas actividades
desenvolvidas em grupo. Por outro lado, ndo era pratica dos alunos abandonar a sua resolucdo sempre
que esta era diferente da resolucdo dos colegas. Todos os alunos referiram que nesta situacédo
confrontavam a sua resolucéo com a dos colegas do grupo.

Tabela 5 - Distribuicdo das respostas dos alunos sobre o seu envolvimento na
aprendizagem das operacdes combinatdrias

N.° de alunos
DT/D | C/CT

Afirmacoes

Participei activamente nas actividades realizadas no
meu grupo.

No meu grupo, quando tinha uma resolucéo diferente
da dos meus colegas apagava a minha e optava pela 22 1 0 16 06
resolucao deles.

No meu grupo, quando tinha uma resolucéo diferente

0 2 21 43 06

da dos meus colegas confrontava a minha resolucao 0 0 23 44 05
com a deles.
Conseguia resolver mais problemas em casa quando A 17 5 29 07

estava a estudar do que em grupo na sala de aula.

Em casa voltava a resolver os problemas que tinha 12 A
feito na aula em grupo.

Em casa voltava a resolver os problemas que tinha
feito na aula em grupo e conseguia percebé-los.

7 25 13

10 6 7 2,7 1,3

Preciso de praticar mais para me sentir seguro(a) nas
operacoes combinatorias.

DT — Discordo Totalmente; D — Discordo; | — Indiferente; C — Concordo; CT — Concordo Totalmente

2 8 13 39 11

Apenas 30% dos alunos voltavam a resolver, em casa, 0os problemas trabalhados no grupo e
conseguiam compreendé-los. No entanto, 57% dos alunos referiram precisar de praticar mais para se
sentirem seguros na resolucao de problemas de Combinatoria.

4, Analise das resolucdes dos problemas do teste por fases

4.1. Analise das estratégias utilizadas na fase | do teste
Pela tabela 6 podem observar-se as estratégias usadas pelos alunos e as percentagens de alunos
que a elas recorreram na resolucdo das questdes do teste na fase .
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Tabela 6 - Distribuicdo, em percentagem, das resolugcdes dos alunos, na fase | do teste,
segundo a estratégia utilizada (percentagem de respostas correctas)

Questoes do teste

- Total

Estratégias 1 2 3 4 5 6 7 (7= 155)
(n=23) (n=23) (n=22) (n=23) (n=23) (n=18) (n=23)

Desenhos 0 0 5 (0) 0 0 39 (86) 0 5 (75)

Operacdées 9 (100) 9 (100) 9 (100) 0 4 (0) 0 9(0) 5(63)
Formulas 4 (100) 39 (100) 27 (0) 0 39 (22) 33(83) 0 20 (55)
Desenhos e

Operacdes 61 (29) 52(92) 45(80) 39 (56) 0 0 82 (16) 42 (48)
Desenhos e
Formulas 13000 14(67) 61(43) 57(62) 28(100) 9(0) 26(53)

Operacoes e

Formulas 13(100) O 0 0 0 0 0 2(100)

Na resolucdo das questdes na fase | do teste registou-se um forte recurso a desenhos (em 73%
das resolucdes), como Unica estratégia de resolucao ou combinada com operacdes ou formulas.

A estratégia desenhos ocorre na resolucao (incompleta correcta) de um aluno na questdo 3 e na
resolucdo de 7 alunos na questdo 6. Nesta ultima questdo, os alunos utilizaram os conhecimentos
adquiridos sobre o Triangulo de Pascal para obter a resposta.

Questao 6. Na parte central da ilha de Manhattan as ruas formam (aproximadamente) uma
quadricula de ruas horizontais e avenidas verticais, tal como ilustra a figura a seguir
apresentada.

Vocé estaaqui

Museu de Arte Moderna

Supondo que nunca recua, quantos percursos diferentes podem ser efectuados para
chegar ao museu? Explique o seu raciocinio. (Resposta: 35)
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Figura 1. Resolugao da questao 6 do teste, na fase I, pelo aluno A .

Da andlise das resolucdes dos alunos, resulta que a estratégia desenfios ocorre,
predominantemente, associada a “tracos” (em que cada traco representa um elemento ou um grupo de
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elementos), ocorrendo, por vezes, também associada a esquemas (diagrama de arvore) e figuras
(Triangulo de Pascal).

Nas resolucdes, a enumeracao sistematica e o diagrama em arvore ocorrem como estratégias de
listagem das situacoes a serem contadas. Observa-se ainda um cuidado ao nivel da organizacado da
informacéao, procurando reunir toda e apenas a informacao necessaria para a resolucao do problema.

Em 49% das resolucdes os alunos recorreram a operacoes aritméticas, como Unica estratégia de
resolucdo ou combinada com desenhos ou formulas, fazendo uso da regra do produto, da regra da soma

e da regra do quociente.

Questao 7. Considere todos os numeros impares com quatro algarismos. Quantos desses
numeros tém exactamente dois algarismos pares? Explique o seu raciocinio. (Resposta:

1625)
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Figura 2. Resolucéo da questao 7 do teste, na fase |, pelo aluno 4, .

Da tabela 7 conclui-se que, sempre que as resolucdes envolveram formulas (48% das resolucdes),
predominou a férmula das combinacdes simples (53% das resolucdes). A formula dos arranjos com
repeticdo foi a menos utilizada de entre as quatro férmulas abordadas e ocorreu em apenas 1% das

resolucoes.

Tabela 7 - Distribuicdo, em percentagem, das resolucdes dos alunos, na fase | do teste,
que envolveram a estratégia férmula

Questoes do teste

. Total
Formulas 1 2 3 4 5 6 7 (n=74)
(n=7) (n=9) (n=9) (n=14) (n=22) (n=11) (n=2)
cy 29 - 56 7 92 91 50 53
A 42 100 33 — 4 — 50 23
Al - - 11 - - - - 1
P, 29 - - 93 4 9 - 23
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No caso da formula mais usada, a das combinacdes, o aluno A, apresentou a seguinte resolucao
na questao 3:

Questdo 3. Sete amigas vao passar o fim-de-semana na casa da avd de uma delas. A avo
sO tem a sala e o escritorio disponiveis para as sete amigas dormirem. De quantas formas
diferentes podem ser distribuidas as sete amigas pelos dois espacos disponiveis? Explique
0 seu raciocinio. (Resposta: 128)
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Figura 3. Resolucao da questao 3 do teste, na fase I, pelo aluno A .

Curiosamente, em 3 resolucdes a utilizacdo da férmula ocorre em jeito de sintese da resolucédo
efectuada através de outra estratégia. A titulo de exemplo, veja-se a resolucao do aluno A na questéo 2.
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Figura 4. Resolucéo da questdo 2 do teste, na fase I, pelo aluno A4 .

4.2. Analise dos erros nas resolucdes da fase | do teste

Analisados os erros dos alunos nos 7 problemas de operacdes combinatorias (num total de 155
resolucdes), concluiu-se que o erro mais frequente esteve relacionado com os operandos considerados
nas expressoes obtidas pelos alunos (em 24% das resolucdes), seguindo-se o erro de ordem (em 21% das
resolucoes).
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Tabela 8 - Distribuicdo, em percentagem, dos erros dos alunos na primeira fase da ficha

de avaliacao
Questdes do teste
Total
Erros 1 2 3 4 5 6 7 (n=155)
(m=23) (n=23) (n=22) (n=23) (n=23) (n=18) (n=23)
Ordem 43 0 23 30 13 0 30 21
Repeticao 0 4 27 0 0 0 13 6
Operacdo 4 36 0 4 0 0 6
combinatéria
Parametros 4 0 0 0 11 0 3
Operandos 4 0 26 52 0 74 24
Operacéo 0 0 0 0 4 0 0 1
numeérica
Enumeracao 0 0 0 0 0 6 0 1

No erro associado aos operandos envolvidos nas expressdes obtidas pelos alunos, foram
consideradas as contagens: completas incorrectas, na medida em que eram contadas todas as
configuracdes pedidas no enunciado mas também eram contabilizadas configuracdes repetidas, por

exemplo a expressao 0210 ><C‘27 ><C‘113 apresentada por 9 alunos na questdo 5 (ver abaixo); incompletas

correctas, na medida em que eram contadas apenas algumas das configuracdes pedidas no enunciado,
por exemplo a expressao bxbxbxb+4xbxbxbh em vez da expressao

Bxbxbxb+ (4 x B x5 x 5)>< 2, apresentada por 4 alunos na questao 7; e /ncompletas incorrectas, na

medida em que eram contadas apenas algumas das configuracdes pedidas no enunciado e algumas
configuracdes que nao eram pedidas no enunciado, por exemplo a expressdo 9x10x10x5b

apresentada por 12 alunos na questao 7.

Questdo 5. A turma do 12.° A tem 17 alunos dos quais 10 sao rapazes. O professor de
Matematica pretende indicar cinco para fazerem um trabalho sobre historia das
probabilidades. De quantas maneiras o pode fazer se o grupo dos cinco alunos tiver pelo
menos dois rapazes e pelo menos duas raparigas? Explique o seu raciocinio. (Resposta:
4095)

Quanto ao erro de ordem (a ordem era considerada importante quando era irrelevante ou vice-
versa), tanto ocorreu associado a totalidade dos elementos de uma configuracdo como associado apenas
a parte dos elementos (por exemplo, 9x 3! em vez de 9x 3! x4, na resolucdo de 7 alunos da questéo

1). Nas questdes 1, 3, 4 e 7 ocorrem resolucdes (num total de 27) que evidenciam irrelevancia da ordem
guando a ordem era importante. Nas questdes 3 e 5 os alunos consideraram a ordem relevante quando
nédo o era (num total de 5 resolucdes).

Na questdo 3 a relevancia ou ndo da ordem dependia da forma como os alunos abordavam o
problema: a ordem perdia a relevancia se a resolucao do aluno fosse do tipo da resolucao apresentada
na figura 3 (listagem das situacdes a serem contadas seguida da contagem das possibilidades através
das combinacdes simples) ou tornava-se importante caso o aluno efectuasse uma resolucao do tipo da
resolucao apresentada na figura 5 (contagem dos arranjos com repeticao).

Nas questdes 3 e 7 os alunos ndo permitem a repeticdo dos elementos (em 9 resolucdes) quando
a repeticdo deveria ser considerada. Contrariamente, na questao 2 um aluno permite, incorrectamente, a
repeticao dos elementos.

145



O erro na operacdo combinatoria utilizada para resolver o problema ocorreu predominantemente
na questdo 3 (em 36% das resolucdes) e foi pouco expressivo na questdo 2 (um aluno conta os /453 em

vez de /42) e na questdo 5 (um aluno utiliza a férmula dos arranjos simples em vez da formula das

combinacdes simples).
O erro na identificacdo dos pardmetros da férmula de uma operacdo combinatdria foi um erro
pouco frequente e, para além de ter ocorrido nas questdes 1, 3 e 6, foi mais expressivo na questdo 6.

Este erro ocorreu associado a consideracdo de parametros incorrectos (por exemplo, escrever 6‘57 em
vez de CZ na questdo 6) ou a troca entre dois parametros correctos (por exemplo, escrever 227 em vez
de AZ na questéo 3).

A utilizacdo de uma operacdo numeérica incorrecta (adicdo em vez de multiplicacdo) ocorreu
apenas numa resolucao da questao b e a enumeracéio sistematica incompleta correcta também ocorreu
apenas numa resolucdo da questdo 6, em que o aluno enumera sistematicamente apenas algumas das
configuracdes possiveis.

4.3. Analise do desempenho dos alunos no teste

No grafico da figura 5 estdo representadas as médias das classificacdes dos alunos a Matematica
(média das classificacdes obtidas no 10.° e 11.° anos de escolaridade) e das classificacdes obtidas na
primeira e segunda fases da ficha de avaliacdo sobre operacdes combinatdrias.

15 1

14,5 1

._.
S
1

13,5 1

Média das classificacoes

13 1 1 1
Matematica Teste-Fase | Teste-Fase Il

Figura 5. Classificacdo média da turma em Matematica (10.° e 11.° anos de escolaridade)
e nas fases | e Il do teste sobre operacdes combinatorias.

O desempenho dos alunos em Matematica no 10.° e 11.° anos de escolaridade (14,5 de média)
revelou-se superior ao desempenho dos alunos nas operacdes combinatorias na primeira fase (13,9 de
média). Em consequéncia, estes resultados sugerem que as operacdes combinatdrias ndo constituem um
tema facil da Matematica, embora 52% dos alunos tenham afirmado que as operacdes combinatorias ndo
sao um tema mais dificil do que os outros temas de matematica.

A, — Em situacdo de teste o nervosismo interfere muito com o raciocinio, que aqui €

fundamental. Enquanto que, quando estudamos a mecanica conseguimos sempre ter
alguns pontos, nesta [matéria] nao.

A melhoria significativa dos resultados na fase Il do teste (14,7 de média), o facto de os alunos
terem tido apenas 15 minutos para repensarem as resolucdes erradas efectuadas na fase | e terem de
explicitar de forma clara o seu raciocinio, destacam a importancia da solucdo numérica (recorde-se que
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na fase Il do teste foram fornecidos aos alunos os valores das solucdes) na deteccao de falhas de
raciocinio na resolucdo de problemas de Combinatdria, até porque ¢ dificil encontrar estratégias de
verificacdo, ou até impossivel, como é o0 caso das situacdes com resposta de grande dimensao. Este
resultado vai de encontro a opinido manifestada pelos alunos no questionario, quando afirmaram que as
solugdes numeéricas fornecidas nas fichas os ajudaram na identificacdo de falhas de raciocinio.

Tabela 9 - Distribuicdo das resolucdes dos alunos na fase Il da ficha de avaliacdo
(frequéncia absoluta)

Questoes do teste

Tipo de resolucao

1 2 3 4 5 6 7
Correcta e pontuada 4 0 0 5 2 1 4
Correcta ndo pontuada 7 0 5 4 0 0 2
Incorrecta 1 0 0 1 2 0 3
Total 12 0 5 10 4 1 9

As questdes em que os alunos mais investiram na segunda fase do teste foram as questées 1, 4 e

Para além da percentagem de respostas correctas na segunda fase do teste ser de 83%, so foi
alterada a pontuacdo inicial em 39% das resolucdes (correctas e pontuadas). No quadro 1 apresentam-se
as resolucdes da questdo 5 pelo aluno A4 nas fases | e Il do teste, evidenciando o aprofundamento da

compreensao do aluno.

Quadro 1 - Resolucdes da questéo 5 nas fases | e Il do teste pelo aluno A,

Fase | Fase Il

Z /fl ; ~*u.faé,,'rfl | oz,
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_.wé: -| {;5 | — aé /L .LL5| | L. H —_j_; .__‘ .
i,} I_ I "“r ! : ! [ | | i |f| | | 3 :}/\ '/C' .-".;,4’-’-2;-;/ 74 5{" ﬁf‘ ’ 2 24
'Zr = -f'f; el P P /;a_'p_“z JI Aufi ’{l j.{ff
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No entanto, da tabela 9 também se conclui que ha uma percentagem significativa de resolucdes
correctas mas sem que haja alteracdo da pontuacdo atribuida na primeira fase, uma vez que néo
justificaram o raciocinio ou a justificacdo ndo evidencia compreensdo do que foi feito. E o caso da
resolucdao da questdo 1 do aluno A; que, da primeira para a segunda resolucdo, acrescentou a

expressao inicial o factor “4”, sem que apresente qualquer justificacdo. Entendeu-se, assim, que a
alteracao efectuada nao foi mais do que uma tentativa de calculo para obter a solucdo correcta.

Questdo 1. Uma crianca esta a brincar com doze cartas: nove cartas numeradas de 1 a 9,
um re/, um valete e uma dama. De quantas maneiras pode a crianca colocar em fila quatro
das doze cartas, com a condicdo de que sdo sempre seleccionadas as trés figuras?
Explique o seu raciocinio. (Resposta: 216)

147



Quadro 2 - Resolucdes da questao 1 pelo aluno A nas fases | e Il do teste

Fase | Fase Il

A estratégia de fornecer as respostas numeéricas, na segunda fase do teste, permitiu a 13 alunos
melhorarem a sua classificacdo final: 6 alunos que tinham obtido uma classificacdo pertencente ao
intervalo [10,14[ e 7 alunos que tinham obtido uma classificacdo pertencente ao intervalo [14,20]. A
classificacdo obtida na primeira fase do teste manteve-se inalterada na fase Il para: os 2 alunos que
tinham obtido uma classificacdo pertencente ao intervalo [0,10[, 5 alunos que tinham obtido uma

classificacdo pertencente ao intervalo [10,14] e 3 alunos que tinham obtido uma classificacado
pertencente ao intervalo [14,20].
Da analise da tabela 10 resulta que as questdes que se revelaram mais faceis para os alunos, na

Fase | do teste, foram as questdes 1, 2 e 4, reunindo uma maior percentagem da cotacao total, variando
entre 80,7% e 87%.

Questao 4. Os primeiros-ministros de 7 paises, incluindo Portugal, Espanha, Franca e Italia,
sentaram-se numa mesa em fila. De quantas formas diferentes se podem sentar se o
portugués e o espanhol querem ficar juntos, o italiano quer ficar num extremo e o francés
quer ficar no outro extremo? Explique o seu raciocinio. (Resposta: 96)

Tabela 10 - Analise do desempenho dos alunos na primeira e segunda fases do teste nas
7 questdes sobre operacdes combinatdrias

Questao 1 2 3 4 6

Cotacéo 3 3 3 3 3

Fase /

Média 2,59 261 1,63 242 1,59 2,00 1,04
Desvio padrao 055 064 1,41 0,75 1,29 1,38 0,63
Fase I/

Média 2,67 261 163 264 1,80 2,13 1,17
Desvio padrao 0,57 064 141 0,67 1,30 1,32 0,69

As questdes que se revelaram mais dificeis foram as questdes 3, 5 e 7, que reuniram uma menor
percentagem da cotacao total, variando entre 52% e 54,3%. Finalmente, a percentagem da cotacao total
obtida pelos alunos na questéo 6 foi de 66,7%.

Da analise das tabelas 9 e 10 destacam-se os resultados obtidos nas questdes 2 e 3, porque: na
segunda fase do teste nenhum aluno resolveu novamente a questao 2; de entre as 7 questdes, a média
das classificacoes obtidas pelos alunos na questdo 2 (X ~2,61 em 3 valores) & a mais elevada; na

segunda fase do teste cinco alunos (que resolveram correctamente a questdo 2 na primeira fase)
resolveram novamente a questdo 3, tendo todos apresentado a resposta correcta que nao foi pontuada;
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e, na totalidade das questdes, as médias das classificacdes obtidas pelos alunos nas questées 3 e 7
(X ~163 em 3 valorese x =117 em 2 valores, respectivamente) sdo as mais baixas.

Nas questdes 2 e 3 sao apresentados problemas de distribuicao de objectos diferentes por caixas
diferentes que poderiam ser considerados como enunciados de seleccao, em que ambos envolvem
apenas uma operacao combinatéria uma unica vez. Na questao 2 (ver abaixo), o problema de distribuicao
de 3 objectos diferentes (os carros) por 5 caixas diferentes (os lugares de estacionamento) podia ser
interpretado como um enunciado de seleccao ordenada sem repeticao (/435), em que cada pessoa
escolhe um dos cinco lugares de estacionamento. Na questdo 3 (apresentada antes), o problema de

distribuicao de 7 objectos diferentes (as amigas) por 2 caixas distintas (os dois compartimentos) podia
ser interpretado como um enunciado de seleccdo, ja que é equivalente a escolher sete vezes

consecutivas um compartimento dos dois disponiveis (Zf ).

Questdo 2. A garagem da Joana tem cinco lugares de estacionamento, como mostra a
figura.

De quantas maneiras podem a Joana, o Carlos e a Teresa estacionar 0s seus carros nesta
garagem? (Nota. Cada pessoa s6 tem um carro.)
Explique o seu raciocinio. (Resposta: 60)

Dado que o modelo combinatério era 0 mesmo nos dois problemas, as dificuldades dos alunos
podem estar relacionadas com contexto do problema. Na primeira fase, as respostas incorrectas desses

cinco alunos foram: 72, 027, /427 e a listagem de apenas algumas situacdes a serem consideradas na

resolucdo da questdo. Ja na segunda fase, todos esses alunos deram a resposta correcta 27, mas sem
apresentarem qualquer justificacdo ou apresentando uma justificacdo que n&o evidencia compreensao do
que fizeram.

7 .
/:__?_)' 2 S LS > /ﬁgzrz_-‘ Coctl “yPego, /Mé.w. Lapdoi | ok & A gas
Figura 6. Resolucao da questao 3 do teste, na fase I, pelo aluno /419.

5. Conclusoes

Os problemas de combinatoria apresentados aos alunos desempenharam um papel importante na
opinido muito positiva que eles desenvolveram relativamente ao tema, na medida em que a grande
maioria referiu ter gostado de resolver os problemas propostos e que os mesmos despertaram o seu
interesse pela Combinatoria. Todavia, a percentagem de alunos a referirem que os problemas propostos
despertaram o seu interesse pela combinatdria é ligeiramente maior nos alunos com média inferior a 14
valores do que nos alunos com média superior ou igual a 14 valores.

A maioria dos alunos ¢é da opinido de que as operacdes combinatérias ndo sao um tema mais
dificil do que os outros temas de matematica. De entre os que tém uma opinido contraria, a percentagem
de alunos a referirem que o tema é mais dificil dos que os restantes temas é ligeiramente superior nos
alunos com melhor desempenho em Matematica.

Quando se pronunciam acerca da Combinatdria, os alunos referem essencialmente a necessidade
de raciocinio, a fraca dependéncia de pré-requisitos e o caracter desafiador dos problemas. Quanto as
dificuldades, a maioria refere a interpretacao dos problemas, seguindo-se as dificuldades sentidas em

149



iniciar a resolucdo de um problema, a definicdo de estratégias de resolucao, a identificacao da relevancia
ou nao da ordem e a identificacdo da possibilidade ou nao de repetir os elementos.

A grande maioria dos alunos valorizou a metodologia implementada no ensino e aprendizagem do
tema, pois as suas opinides reflectem a eficacia da sequéncia de ensino, das tarefas apresentadas, da
metodologia de trabalho de grupo e dos grupos constituidos e do papel que lhes foi atribuido na
compreensao das operacdes combinatorias. Na opinido da grande maioria, descobrir por eles proprios a
matematica é muito aliciante e sentiam que evoluiam de uma actividade para a seguinte. Ainda na
opinido dos alunos, o trabalho de grupo foi importante na aprendizagem das operacdes combinatérias e
na motivacdo para a aprendizagem do tema, na medida em que permitiu: o surgimento de ideias
diferentes; confrontar diferentes resolucdes e estratégias; ultrapassar duvidas e dificuldades; e aumentar
0 envolvimento nas tarefas propostas. A metodologia adoptada também permitiu aos alunos praticarem
as suas competéncias ao nivel da comunicacao, ja que referiram que a maior dificuldade que
enfrentaram no trabalho de grupo foi explicar aos colegas a resolucao dos problemas propostos.

Na opinido de todos os alunos, as solucdes numéricas, fornecidas nas fichas de trabalho,
ajudaram na deteccao de falhas de raciocinio. Alguns alunos referiram a necessidade de confirmacao da
solucéo obtida para terem “a certeza se o resultado era aquele”. Embora a verificacdo de um resultado
permita aos alunos consolidarem os seus conhecimentos e tornarem-se mais habeis na resolucdo de
problemas (Polya, 2003), num problema de Combinatdria a verificacdo de uma resposta é uma tarefa
particularmente dificil (Eizenberg & Zaslavsky, 2004).

A estratégia de fornecer as solucdes numeéricas, nas fichas de trabalho e na segunda fase do teste
em duas fases, revelou-se eficaz na deteccao de falhas de raciocinio, promovendo o questionamento das
resolucdes efectuadas e proporcionando aos alunos mais uma oportunidade de aprendizagem. Contudo,
se a resposta numérica permitiu a maioria dos alunos melhorarem a sua classificacao final na ficha de
avaliacdo, a percentagem significativa de resolugdes correctas nao pontuadas, na segunda fase do teste,
reforca a importancia de pedir aos alunos que justifiguem o seu raciocinio, permitindo distinguir entre
correccao e compreensao do que foi feito, tal como refere English (1998).

Na opiniao dos alunos, na resolucao das actividades propostas durante a intervencao de ensino,
as estratégias de resolucdo dos problemas apoiaram-se essencialmente em esquemas, desenhos e
operacdes aritméticas, sendo menos frequente o recurso a férmulas e, quando utilizadas, a predominante
foi a das combinacdes simples.

Na fase | do teste em duas fases, as estratégias de resolucdo dos problemas combinatorios
revelaram-se diversificadas e clarificadoras dos raciocinios envolvidos e, a semelhanca das opinides dos
alunos sobre as estratégias utilizadas na resolucdo dos problemas propostos durante a intervencao de
ensino, apoiaram-se essencialmente em desenhos e operacfes numéricas, nao se verificando uma
grande valorizacdo das formulas, tendo predominado a das combinagdes simples. Curiosamente, trés
alunos utilizaram a formula como sintese da resolucdo efectuada.

O forte recurso a simbolizacao algébrica (por exemplo, iniciais que simbolizam nomes), grafica
(por exemplo, tracinhos que simbolizam as posicdes dos elementos) e numérica (por exemplo, nimeros
que simbolizam pessoas, pessoa 1, 2, ...) teve um papel importante na organizacdo da informacéo
pertinente para a resolucao do problema e na esquematizacao das situacdes de contagem apresentadas,
revelando preocupacao dos alunos na interpretacao do problema.

Na resolucdo dos problemas propostos no teste por fases, a enumeracao sistematica e o diagrama
em arvore, quando utilizados, ocorreram essencialmente como estratégias intermédias, na medida em
que foram utilizadas para listar situacdes a serem contadas. Apenas uma resolucdo assentou
exclusivamente na estratégia de enumeracéo (sistematica, incompleta e correcta), da qual ndo resultou
uma generalizacao para a totalidade das possibilidades.

As resolucdes dos alunos permitem especular sobre a influéncia da intervencdo de ensino no
desenvolvimento das capacidades de raciocinio combinatorio e das conexdes entre as operacdes
combinatérias, em detrimento de um ensino mais centrado na aplicacao das férmulas, convergindo para
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as indicacbes do programa de Matematica A (ME, 2002) e da opinido de Batanero, Godino e Navarro-
Pelayo (1997a).

Os erros identificados na fase | do teste e referidos por varios autores (e.g., Batanero, Navarro-
Pelayo & Godino, 1997b; Correia, 2008; Esteves, 2001; Silva, Fernandes & Soares, 2004) relacionam-se,
predominantemente, com o0s operandos e a ordem, seguindo-se a repeticdo, a operacdo combinatoria, 0s
parémetros, a operacdo numeérica e a enumeracdo. O erro mais frequente ocorreu associado aos
operandos considerados nas expressdes obtidas, resultando de contagens Jincompletas correctas (de
parte das configuracbes possiveis), completas incorrectas (repeticao de configuracdes possiveis) e
incompletas incorrectas (parte das configuracdes possiveis e configuracdes que nao eram pedidas no
enunciado). A este erro seguiu-se o erro de ordem, predominantemente associado a ndo consideracao da
ordem quando ela era importante.

As opinides dos alunos sobre a intervencdo de ensino e os erros identificados enfatizam a
importancia dos raciocinios indutivo e analdgico e da recursao na resolucao de problemas, e em especial
na resolucao de problemas combinatérios (Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1994), e a importancia de
retirar 0 maximo proveito de estratégias como o diagrama de arvore, a enumeracao sistematica e a
traducao do problema inicial em subproblemas, permitindo ao aluno uma clarificacdo do significado dos
operandos envolvidos nas expressoes obtidas e das operacdes numéricas consideradas por aplicacdo das
regras do produto, da soma e do quociente.

Referéncias bibliograficas

Almeida, A. L. & Ferreira, A. C. (s/d). Aprendendo andlise combinatdria através da resolucdo de
problemas. um estudo com classes de 9.° ano do ensino fundamental e 2.° ano do ensino médio.
Consultado em 6 de Dezembro de 2008 em
http://www2.rc.unesp.br/eventos/matematica/ebrapem2008/upload/261-1-A-
gtll almeida_e_ferreira_ta.pdf

Batanero, C., Godino, J. D. & Navarro-Pelayo, V. (1994). Razonamiento Combinatorio. Madrid: Sintesis.

Batanero, C., Godino, J. D. & Navarro-Pelayo, V. (1997a). Combinatorial reasoning and its assessment. In
I. Gal & J. B. Garfield (Eds.), 7he assessment challenge in statistics education (pp. 239-276).
Amsterdam: 10S Press.

Batanero, C., Navarro-Pelayo V. & Godino, J. D. (1997b). Effect of the implicit combinatorial model on
combinatorial reasoning in secondary school pupils. £ducational Studies in Mathematics, 32, 181-
199.

Correia, P. F. (2008). Raciocinios em Combinatdria de alunos do 9.° ano de escolaridade. Dissertacao de
mestrado ndo publicada, Universidade do Minho, Braga.

DeGuire, L. (1991). Permutations and Combinations: A problem-solving Approach for Middle School
Students. In M. Kenney & C. Hirsch (Eds.), Discrete Mathematics across the Curriculum, K-12 (pp.
59-66). Reston, VA: NCTM.

Eizenberg, M. & Zaslavsky, O. (2003). Cooperative problem solving in combinatorics: the inter-relations
between control processes and successful solutions. Journal of Mathematical Behavior, 224),
389-403.

Eizenberg, M. & Zaslavsky, O. (2004). Students’ Verification Strategies for Combinatorial Problems.
Mathematical Thinking and Learning, 6(1), 15-36.

English, L. (1998). Rethinking what it means to understand: the case of combinatorial problem solving. In
C. Kanes, M. Goos & E. Warren (Eds.), 7eaching mathematics in new times, Proceedings of the
twenty first annual conference of the Mathematics Education Research Group of Australasia (vol. 1,
pp. 185-193). Brishane, Australia: Mathematics Education Research.

151



English, L. (2005). Combinatorics and the development of children’s combinatorial reasoning. In J.
Graham, (Ed.), Exploring probability in school: Challenges for teaching and learning (pp. 121-141).
Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Esteves, |. (2001). /nvestigando os factores que influenciam o raclocinio combinatorio em adolescentes
de 14 anos - 8.7 série do ensino fundamental. Dissertacdo de mestrado nao publicada,
Universidade Catolica de Sao Paulo, Sdo Paulo.

Fischbein, E. (1975). The intuitive sources of probabilistic thinking in children. Dordrecht: D. Reidel.

Gardiner, A. (1991). A Cautionary Note. In M. Kenney & C. Hirsch (Eds.), Discrete Mathematics across
the Curriculum, K-12 (pp. 10-17). Reston, VA: NCTM.

Glaymann, M. & Varga, T. (1975). Les Probabilités a | 'école. Paris: CEDIC.

Hadar, N. & Hadass, R. (1981).The road to solving a combinatorial problem is strewn with pitfalls.
Educational Studies in Mathematics, 124), 435-443.

Heitele, D. (1975). An epistemological view on fundamental stochastic ideas. Educational Studies in
Mathematics, 6, 187-205.

ME (2002). Matemnatica A. Programa do 12.° ano. Lishoa: Autor.

NCTM (2003). Principios y Estandares para la Educacion Matemadtica. Sevilla: Sociedad Andaluza de
Educacion Matematica Thales. (Traducdo espanhola do original de 2000)

Piaget, J. & Inhelder, B. (s/d). A origem da ldeia do Acaso na Crianca. Rio de Janeiro: Editora Record.
(Traducéo portuguesa do original de 1951)

Polya, G. (2003). Como resolver problemas. Lisboa: Publicacdes Gradiva. (Traducdo portuguesa do
original de 1945)

Roa, R. (2000). Razonamiento combinatorio en estudiantes con preparacion matematica avanzada. Tese
de doutoramento ndo publicada, Universidade de Granada, Departamento de Didactica da
Matematica.

Roa, R., Batanero, C. & Godino, J. (2003). Estrategias generales y estrategias aritméticas en la resolucion
de problemas combinatorios. £ducacion Matematica, 152), 5-25.

Silva, D., Fernandes, J. A. & Soares, A. (2004). Intuicdes de alunos de 12.° ano em Combinatdria: um
estudo exploratério. In J. A. Fernandes, M. Sousa & S. Ribeiro (Orgs.), £nsino e Aprendizagem de
Probabilidades e Estatistica (pp. 61-84). Braga: Centro de Investigacdo em Educacéo, Instituto de
Educacao e Psicologia da Universidade do Minho.

Watson, R. (1996). Students’ Combinatorial Strategies. 7eaching Mathematics and its Applications, 15(1),
27-32.

152



FERNANDES, J. A., VISEU, F., MARTINHO, M. H. & CORREIA, P. F. (ORGS.) (2009). ACTAS DO Il ENCONTRO DE PROBABILIDADES E
ESTATISTICA NA ESCOLA. BRAGA: CENTRO DE INVESTIGAGAO EM EDUCAGAQ DA UNIVERSIDADE DO MINHO.

PALPITES EFECTUADOS POR ALUNOS DO 92 ANO DE ESCOLARIDADE EM COMBINATORIA
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Resumo. Neste artigo apresentam-se os principais resultados de um trabalho de investigacao
sobre os palpites efectuados por alunos do 9.° ano em Combinatdria.

Para tal foram efectuadas entrevistas individuais, durante as quais foi aplicado um questionario
que contemplava questdes sobre permutacbes simples, arranjos com e sem repeticao e
combinacdes simples. Em cada questdo os alunos faziam um palpite para o numero total de
possibilidades, seguindo-se a sua resolucao.

Em geral, os resultados apontam para o facto de os palpites nao se reduzirem a meras estimativas
efectuadas ao acaso e que a realizacdo de um palpite, como a antecipacdo do nimero de casos
possiveis, podera representar um desafio para os alunos.

Palavras-chave. Operacdes combinatérias; Palpites; Alunos do 9.° ano de escolaridade.
1. Introducao

A pouca énfase dada a Combinatéria no curriculo escolar contrasta com a importancia que lhe é
atribuida para o desenvolvimento e a aprendizagem dos alunos, sobretudo pela sua influéncia no
desenvolvimento do pensamento formal. Por outro lado, a Combinatdria deveria representar um dominio
privilegiado do ensino da matematica, pela sua aplicacdo nas mais variadas areas cientificas e por
permitir desenvolver técnicas gerais de resolucao de problemas, que nao se restringem apenas a
Combinatoria.

As razdes referidas e o facto de ser possivel ensinar com éxito alguns procedimentos
combinatdrios a adolescentes de 10-15 anos (Fischbein, Pampu & Minzat, 1970) realcam a conveniéncia
de aprofundar esta tematica nos curriculos escolares, designadamente no curriculo da disciplina de
Matematica. Estes factos destacam ainda a importancia de compreender a forma como raciocinam os
sujeitos em Combinatoria e, portanto, a necessidade de se continuar a investigar o assunto sob o ponto
de vista didactico (Roa & Navarro-Pelayo, s/d).

O conhecimento do professor acerca da forma como raciocinam os alunos, aquando da realizacao
de uma qualquer tarefa, e aqui especificamente de Combinatdria, ¢ essencial para que se possa
desenvolver um ensino que promova a aprendizagem com compreensdo. Segundo Kapur (1970),
comparativamente a aplicacao de meétodos de calculo, na matematica discreta nem sempre estdo
disponiveis métodos poderosos de resolucdo dos problemas e é sempre requerida uma grande
capacidade de intervencao criativa.

2. Enquadramento teérico

2.1. Desenvolvimento cognitivo da crianca e do adolescente em Combinatoéria

Relativamente ao desenvolvimento mental da crianca e do adolescente, Piaget (1990) define-o
como “uma construcdo continua” (p. 12), ao longo de estadios de desenvolvimento. Especificamente, no
desenvolvimento da logica, é aos 7-8 anos, em média (idades médias que dependem dos meios sociais e
escolares), que a crianca consegue chegar a construcdo de uma logica e a estruturas operatdrias
concretas. As operacdes incidem apenas sobre os proprios objectos que a crianca se limita a classificar,
ordenar, etc. E por volta dos 11-12 anos que surgem as operacdes da logica das proposicoes (podendo
doravante incidir sobre simples hipdteses e ndo exclusivamente sobre objectos), tornando-se assim

153



possivel o raciocinio hipotético-dedutivo e, portanto, a construcdo de uma logica formal. Uma nova
estrutura de conjunto se constitui, a “«rede» da légica das proposicdes, reconhecivel pelo aparecimento
das operacdes combinatorias” (Piaget, 1990, p. 169).

Os trabalhos de Piaget atribuem aos esquemas combinatdrios um papel importante relativamente
ao desenvolvimento da inteligéncia formal, tendo identificado etapas no processo evolutivo espontaneo
(Batanero, Godino & Navarro-Pelayo, 1994).

No estudo realizado por Piaget e Inhelder (s/d) foi pedido a criancas que permutassem ou
combinassem pequenos conjuntos de fichas coloridas. Os métodos usados nessas operacdes
combinatérias, depois de analisados, levaram os autores a concluir que a crianca no estadio pré-
operacional s6 consegue encontrar algumas combinacdes, permutacdes e arranjos, ficando a
enumeracao de todas as possibilidades, de uma forma empirica, para o estadio operacional concreto.
Finalmente, é apenas no estadio operacional formal, na “idade de 11-12 anos [que se] assinala um
marco (...) na compreensao das operacdes combinatorias” (Piaget & Inhelder, s/d, p. 282).

Segundo Fischbein (1975), o desenvolvimento da capacidade combinatéria realiza-se de uma
forma gradual, as combinacdes a partir dos doze anos, os arranjos pelos treze anos e as permutacdes
nao antes de se atingir os catorze anos, mas sem gue se desenvolva completamente nesta etapa.

Fischbein (1975), discordando de Piaget, partilha com Bruner a hipdtese de que recorrendo a
métodos adequados de representacdo é possivel preparar a passagem para o estadio seguinte, bem
como acelerar o processo de transicdo entre estadios. Assim, segundo este autor, a capacidade de
resolver problemas combinatorios nem sempre é alcancada no nivel das operacdes formais quando os
sujeitos nao recebem instrucao sobre tais processos, ou seja, a instrucdo € necessaria, pois a crianca ndo
adquire de forma espontanea as técnicas combinatorias, nem mesmo no periodo das operacdes formais.

Também Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997), estudando o efeito do modelo combinatério
no raciocinio combinatério de 720 alunos de 14-15 anos de idade, concluiram sobre a importancia do
ensino na melhoria das capacidades combinatdrias destes alunos na resolucédo dos problemas. O niimero
médio de erros cometidos pelos alunos antes da instrucdo e depois do ensino do tema foi de 10,59 e de
7,01, respectivamente, o que revela um efeito positivo da instrucao na capacidade de resolver problemas
de Combinatoria.

2.2. Intuicoes em Combinatéria

Na opinido de Bruner (1973), um cuidadoso exame da natureza do pensamento intuitivo podera
ser de grande utilidade para quem tenha a seu cargo a responsabilidade de ensinar e elaborar curriculos.
Se o objectivo & influenciar favoravelmente as intuicdes, é necessario identificar os esquemas estruturais
e 0s esquemas especificos que as sustentam (Fischbein & Grossman, 1997).

Segundo Bruner (1973), o formalismo da aprendizagem escolar tem, de certa forma,
desvalorizado a intuicao, sendo pouco provavel que o aluno possa desenvolver ou ter confianca nos seus
meétodos intuitivos de pensar se nunca os viu a serem utilizados. Logicamente que ao incentivar os alunos
a arriscarem um palpite, professor e alunos devem entender que se trata de palpites “educados” (Bruner,
1973, p. 60), o que significa tratar-se de palpites que ndo sdo dados ao acaso, implicando a intervencao
de algum mecanismo cognitivo (Fischbein & Grossman, 1997).

Interessados em obter informacdo sobre a relacdo entre esquemas e intuicdes em Combinatoria,
Fischbein e Grossman (1997) desenvolveram uma investigacdo com criancas e adultos, sem instrucao
formal do tema, tendo concluido que as intuicdes sdo controladas, correcta ou incorrectamente, por
esquemas. Assim, parece necessario identificar as bases intuitivas dos alunos relativamente a um
problema (Bruner, 1973) e descobrir a forma de desenvolver, nos alunos, as capacidades intuitivas desde
0s primeiros graus de ensino (Fischbein, 1994).

Para Fischbein (1975) “as intuicdes sdo parte integrante da conduta inteligente” (p. 117). Trata-
-se, portanto, de cognicdes que intervém de forma directa nas accdes praticas ou mentais em virtude das
suas caracteristicas de imediaticidade, globalidade, capacidade de extrapolacao, consisténcia e auto-
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evidéncia. O autor define /ntuicoes primarias como cognicdes que resultam directamente da experiéncia,
sem necessidade de instrucao sistematica, e /nfuicoes secundarias como cognicdes que tém todas as
caracteristicas das intuicbes primarias, mas sdo construidas a partir da educacado cientifica,
principalmente na escola (p. 117).

Fischbein e Grossman (1997), assumindo que “nado existem intuicdes puras, essas intuicoes sao
sempre manipuladas e formadas por certos esquemas intelectuais’ (p. 28), investigaram as relacdes
entre intuicdes e esquemas. Para os autores, a expressdo “conhecimento intuitivo” refere-se a uma
estimacdo directa, contrastando com uma solucdo baseada numa contagem explicita, e “esquema”
refere-se a um programa (sequéncia de passos relativamente flexiveis e adaptaveis a essas
circunstancias) com o objectivo de interpretar uma certa quantidade de informacao e preparar e controlar
a reaccao correspondente. Assim, um esquema expressa “uma forma de pensamento, interpretacéo e
resolucao” (p. 30).

Na investigacao de Fischbein e Grossman (1997) participaram 253 alunos do 7.°, 9.° e 11.° anos
de escolaridade, estudantes universitarios e adultos matriculados num curso de literacia Matematica.
Nenhum dos participantes tinha recebido, formalmente, instrucdo em Combinatoria.

Foi administrado um questionario constituido por problemas de Combinatdria, envolvendo
permutacdes simples de 3, 4 e 5 elementos, arranjos (com e sem repeticdo) e combinacdes simples de
3, 4 e 5 elementos tomados 2 a 2. Foi pedido aos alunos para estimarem um valor relativamente a cada
problema. Posteriormente, em entrevista, foi solicitada aos sujeitos uma explicacdo das estimativas, com
o intuito de obter uma melhor compreensao dos mecanismos subjacentes as respostas intuitivas.

No que diz respeito aos problemas de permutacdes simples de trés elementos, verificou-se uma
tendéncia geral para sobrestimar (x ~7,0) o nimero total de possibilidades (6). Relativamente as

permutacbes de 4 e 5 elementos (em que as respostas correctas eram, respectivamente, 24 e 120)
verificou-se uma tendéncia contraria, observando-se uma subestimacao ainda mais acentuada no caso
das permutacbes simples de 5 elementos (as médias das estimativas para £, e £ foram,

respectivamente, 19,3 e 48,3).

As justificacbes apresentadas, para a estimativa efectuada do numero total de permutacdes de 3
elementos, referem-se essencialmente a operacdo 3x2 (referindo que um dos elementos se mantém
fixo e 0s restantes 2 elementos trocam as suas posicdes). Segundo os autores, algumas das respostas
correctas foram o resultado de mera coincidéncia, ja que as expressdes numéricas 3x2 e 3x2x1
conduzem a mesma resposta. Alguns dos sujeitos fizeram primeiro o palpite 6 e so depois é que
tentaram encontrar uma explicacdo para a sua resposta. A justificacdo de alguns participantes consistiu
na enumeracdo das 6 configuracdes possiveis.

Relativamente as permutacdes de 4 elementos, as justificacdes incidiram essencialmente nas
operacdes: 4x4 ou 4% (referindo que cada um dos 4 elementos pode aparecer em cada uma das
quatro posicdes); 3x4 (referindo que um dos elementos se mantém fixo e os restantes 3 elementos

trocam as suas posicdes); e 2* (referindo que, em cada par, os dois elementos podem mudar as suas
posicoes e ha, ao todo, 4 elementos).

No que respeita as permutacdes de 5 elementos, as justificacdes incidiram essencialmente nas
operacdes 5x5, 4x5 e 2° (referindo explicacdes semelhantes as apresentadas para as estimativas
efectuadas para as permutacdes de 4 elementos). Houve ainda quem referisse que efectuou a estimativa
ao acaso.

Os autores concluiram que, exceptuando alguns casos, as estimativas intuitivas expressaram um
esquema intelectual particular, que conduziu a uma sobrestimacao ou subestimacdo do niimero correcto
de possibilidades. Concluiram também que as respostas dos sujeitos tém as suas origens nos esquemas
operacionais de Combinatoria, e sdo, normalmente, o resultado de uma operacao binaria especifica
(multiplicacao ou potenciacao).

155



Quanto aos problemas de arranjos com repeticao, as variadas operacdes binarias usadas levaram
a resultados que nao se afastaram muito da resposta correcta (¥ =9,0, x=16,1 e Xx=~28,8,
respectivamente, para os A7, A} e A’).

De uma maneira geral, as médias das estimativas intuitivas sobrestimaram os valores das
respostas correctas (que sdo 9, 16 e 25, respectivamente, para os A?, A’ e A’). Relativamente aos

problemas de 223 e 224, essa sobrestimacéo é muito pouco significativa e, contrariamente ao caso das
permutacdes, a sobrestimacao para o caso dos 225 nao é tao acentuada, dado que, neste caso, as
operacoes binarias multiplicativas sao as requeridas para a obtencao da resposta correcta.

As justificacdes mais frequentes incidiram, novamente, em operacdes binarias de multiplicacao,
nomeadamente: 2x3, 23 e 3% paraos A>; 2x4, 2% e 42 paraos A'; e 2x5, 2° e 52 para os
25
A

Relativamente aos problemas de arranjos simples (em que as respostas correctas sao 6, 12 e 20,
respectivamente, para os A2, /424 e /425), registou-se, em quase todos os niveis etarios, uma tendéncia

para sobrestimar o nimero correcto de possibilidades (uma vez que as médias gerais dos palpites foram
¥~75, x~14,7 e Xx~25,1, respectivamente, paraos 4, 4 e A)).

Alguns dos sujeitos explicaram as estimativas apresentadas para os /423 enumerando trés dos

possiveis pares de letras e multiplicando por 2. No entanto, as justificacées mais frequentes, em todos os
niveis etarios, consistiram nas operacoes 2x3, 2% e 32.
Também no caso dos /4;, alguns dos participantes utilizaram um procedimento sistematico para

produzir a totalidade das configuracdes. No entanto, a maioria recorreu, mais uma vez, as operacoes
binarias de multiplicacdo, nomeadamente, 2x 4, 2* e 42 . Relativamente aos /425, 0s participantes que

tinham recorrido, no problema anterior, a um procedimento sistematico para obter uma estimativa para o
numero total de possibilidades, foram capazes de identificar a lei de formacao dos arranjos simples de 7
elementos tomados 2 a 2. Mas, a maioria justificou as respostas com uma das seguintes operacdes:
2x5, 2% e 52.

Segundo os autores, a sobrestimacéo resultou, essencialmente, de os alunos terem utilizado as
mesmas operacdes para resolverem os problemas de arranjos com repeticao e os problemas de arranjos
simples.

Quanto as combinacdes simples, os autores observaram uma tendéncia para sobrestimar o
numero de possibilidades ainda mais do que no caso dos arranjos simples (x=4,7,x~9,3 e

X ~14,9 , respectivamente, para as 6‘23, 024 e 025). Na opinido dos autores, isto nao significa que os

sujeitos tenham simplesmente reproduzido os valores obtidos para os arranjos, uma vez que as médias
das estimativas obtidas para as combinacdes simples foram, na generalidade, inferiores as obtidas para o
caso dos arranjos simples.

Na opiniao de Fischbein e Grossman (1997), estes resultados apontam para o facto de as
estimativas intuitivas nao se reduzirem a meros palpites realizados ao acaso.

Depois de compararem os palpites com as explicacdes dos alunos e com as respostas correctas,
0s autores concluiram que as estimativas estavam, de algum modo, relacionadas com o nimero de
elementos da populacdo e da amostra. Quanto aos calculos referidos pelos alunos nas entrevistas, estes
incidiram essencialmente em operacdes binarias multiplicativas (nunca aditivas), que reflectem a
influéncia da natureza multiplicativa das operacdes combinatérias. Mesmo nos problemas de
permutacdes simples (de 3, 4 e 5 elementos), os sujeitos do estudo recorreram sempre a operacdes
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binarias multiplicativas, comprimindo a operacao necessaria quando estdo envolvidos mais do que dois
factores.

Quando os autores pediram aos sujeitos para explicar como estimariam as permutacdes simples
de n elementos ou 0 numero de configuracdes de dimensao dois, partindo de 77 elementos dados (e de

acordo com uma regra), os sujeitos referiram uma das seguintes operacdes binarias: 7%, nx(n-1),
nx2,2".

A anadlise das médias das estimativas efectuadas pelos participantes mostrou que a relacao entre
0s seus valores seguia um comportamento semelhante ao que se verifica entre os valores das respostas
correctas. Isto é, as estimativas efectuadas para as permutacoes simples eram superiores as estimativas
efectuadas para os arranjos com repeticdo, que por sua vez eram superiores as efectuadas para os
arranjos simples e, estas ultimas, eram superiores as estimativas efectuadas para as combinacoes
simples.

Num outro estudo, Fischbein, Pampu e Minzat (1970) pediram a criancas de idades
compreendidas entre os 10 e os 15 anos para estimarem o numero de permutacdes de 3, 4 e 5
elementos. Também neste caso, os autores observaram uma tendéncia dos alunos para subestimar o
numero correcto de possibilidades, subestimacéo que se torna mais significativa a medida que aumenta
0 numero de elementos envolvidos na operacao combinatdria. No entanto, os resultados mostraram que
as estimativas melhoravam com a idade.

Na investigacao efectuada por Silva, Fernandes e Soares (2004) sobre as intuicdes em
Combinatoria de 38 alunos do 12.° ano de escolaridade antes da leccionacdo do tema, embora nao
tenha sido utilizada por muitos alunos, a estratégia denominada pelos autores por estimativa subjectiva
(uma vez que os alunos se limitavam apenas a indicar um valor para o numero total de possibilidades),
foi usada ao longo da maioria das questdes estudadas. Partindo da hipdtese de que os palpites
apresentados (por iniciativa dos alunos, uma vez que nao lhes foi pedida qualquer estimativa) ndo foram
efectuados completamente ao acaso, os autores compararam a média das estimativas dos alunos (nas
questdes em que elas surgiram) com o valor da resposta correcta. Relativamente as estimativas
subjectivas, concluiram que os alunos subestimaram o numero de permutacdes simples e o nimero de
arranjos simples, nas questdes que envolviam um maior numero de elementos, e sobrestimaram o
numero de permutacdes com repeticdo e o numero de combinacdes simples em qualquer caso.

Da analise dos valores calculados através da estratégia calculos/formulas, os autores concluiram
que as respostas erradas resultaram da utilizacdo de operacdes de multiplicacdo e de potenciacao, que
nuns casos conduziram a uma sobrestimacdo e noutros a uma subestimacdo do numero total de
possibilidades.

3. Metodologia

3.1. Caracterizacao dos participantes

Neste estudo participaram os vinte e sete alunos de uma turma do 9.° ano de escolaridade de
uma escola secundaria com 3.° ciclo do ensino basico, de um concelho situado a 20 km de Braga, no
inicio do 1.° periodo do ano lectivo 2006-2007.

Dos 27 participantes, 67% sdo do sexo masculino e 33% do sexo feminino, sendo a média das
idades 14 anos. No que se refere ao aproveitamento na disciplina de Matematica, as médias da turma no
7.° e 8.° anos de escolaridade foram, respectivamente, 3,6 e 3,2, numa escala de 1 a b.

No que respeita as preferéncias dos participantes, relativamente a disciplina de Matematica,
podemos concluir que se trata de um grupo de alunos em que a maioria diz gostar da disciplina, ja que
foram 56% os que assinalaram (no questionario) a opcdo Gosfo. Foram apenas 4% os que referiram
gostar muito de Matematica e 18% os que assinalaram a opcédo Ndo gosfo. Aproximadamente 22% dos
participantes referiram que a Matematica Ihes era indiferente e nenhum aluno assinalou a opcdo Ndo
gosto nada. No entanto, independentemente das preferéncias referidas, todos os alunos se revelaram
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receptivos e empenhados na realizacao das tarefas propostas no questionario e nos dialogos orais
mantidos aquando da sua resolucao.

3.2. Método de recolha de dados

A recolha de dados efectuou-se através de um questionario e de entrevistas individuais. No
questionario, por escrito, 0s alunos forneceram dados pessoais, apresentaram a resolucao dos problemas
de Combinatoria e manifestaram as suas opinides sobre os problemas; na entrevista, estabeleceu-se um
didlogo entre aluno e investigador, a fim de descobrir o raciocinio envolvido na resolucdo dos problemas
de Combinatdria, dialogo que foi fomentado por caracteristicas associadas aos problemas ou pelo convite
a apresentacao de justificacdes das resolucdes apresentadas (Hunting, 1997).

No sentido de garantir que todos os alunos estivessem em igualdade de circunstancias, no que
respeita ao conhecimento de métodos organizados de contagem, deu-se inicio as entrevistas apos o
término das aulas destinadas a leccionacao do tema Estatistica e Probabilidades. Em média, o tempo de
duracéo das entrevistas foi de 70 minutos.

Pediu-se aos alunos para verbalizarem oralmente, em voz alta, os seus pensamentos, por um lado
para se obterem justificacdes e, por outro lado, para ndo interromper os alunos a meio de um raciocinio.
Sempre que se revelou pertinente, o investigador questionou os alunos com o objectivo de aprofundar a
sua compreensao.

Tomando, intencionalmente, como referéncia o desenho de investigacdo de Piaget e Inhelder
(s/d), o questionario, utilizado neste estudo, incorporava um factor de aprendizagem inerente a ordem de
apresentacao dos grupos de problemas, a ordem das questdes, ao aumento da dimensao da populacéo
e, no caso da alinea ¢), ao aumento da dimensao da amostra.

Quanto ao primeiro grupo de problemas, Dispor amigos em fila para tirar uma fotografia, este era
constituido pelas questdes 1a), 1b) e 1lc), que consistiam, respectivamente, na contagem das

permutacoes simples 7, £ e P, .
No que respeita ao segundo grupo de problemas, Formar nimeros, também este era constituido
por trés questées 2a), 2b6) e 2c), que consistiam, respectivamente, na contagem dos arranjos com

—3 =5 —n
repeticdo A>, A2 e A2 . Caso o aluno respondesse acertadamente as questées 2a) e 2b), pedia-se

—5

para responder a questdo 2d), que consistia na contagem dos As.
Relativamente ao terceiro grupo de problemas, Definir bandeiras com barras horizontais, as
questdes 3a), 3b) e 3c) consistiam, respectivamente, na contagem dos arranjos simples A2, /425 e

AJ . Mais uma vez, e apenas no caso de o aluno responder acertadamente as questées 3a) e 3b),
propunha-se a resolucdo da questdo 3d), que consistia na contagem dos arranjos simples A35 .

Finalmente, o quarto grupo de problemas, Formar grupos de pessoas para participarem num
concurso, constituido por trés questdes: 4a), 4b) e 4c), em que o objectivo era contar,

respectivamente, as combinacdes simples 6‘23, 6‘25 e C, e, no caso de o aluno apresentar as respostas
correctas para as questdes 4a) e 4b), era proposta a resolucao da questdo 4d), que consistia na
contagem das 6‘35. Apresentava-se um exemplo em todas as questdes, excepto nas questdes 1c), 2c¢),

3c) e 4c¢), uma vez ndo lhes corresponderem respostas numéricas.

Na definicdo da ordem de apresentacdo dos problemas do questionario, teve-se em consideracao
a ordem utilizada por Fischbein e Grossman (1997) e, no caso especifico dos problemas Formar
numeros, Definir bandeiras com barras horizontais e Formar grupos de pessoas para participarem num

1 i
concurso, atendeu-se ainda ao facto de que C; :EXAZ” e A = Ag n,para n=2.
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A questdo o), para além de fazer parte integrante do questionario, sé era apresentada ao aluno
caso ele chegasse a resposta correcta nas questdes a) e b). Nao que o interesse se centrasse na
obtencdo de uma resposta certa ou errada nas questdes a) e b), mas porque se pretendia averiguar

sobre o impacto produzido por um aumento na dimensado da amostra no desempenho dos alunos, pelo
que a questdo perderia interesse no estudo caso os alunos nao respondessem correctamente as
questdes a) e b).

Lida a questao e observado o respectivo exemplo, o aluno tomaria, de forma auténoma, as suas
decisdes relativamente aos aspectos essenciais do enunciado de cada problema apresentado (pertinéncia
ou ndo da ordem de disposicao dos elementos, possibilidade ou ndo de repeticdo dos elementos e
dimensdes da populacdo e da amostra). Por outro lado, o aluno deveria apontar, em primeiro lugar, o
palpite e sé depois é que passaria a sua resolucao, devendo repetir este procedimento ao longo de todo o
questionario.

Neste estudo, o palpite & encarado como uma primeira abordagem de um problema, em que se
pretende compreender os esquemas estruturais (Fischbein & Grossman, 1997) que sustentam a resposta
antecipada como o resultado de uma intuicdo e atendendo ao facto de que, segundo Schielack (1991), as
actividades de contagem devem ser iniciadas com uma previsao de possiveis resultados.

Pretendia-se também averiguar sobre possiveis influéncias das resolucdes das questdes nos
palpites e vice-versa, através de uma analise dos palpites efectuados e dos valores calculados pelos
alunos.

3.3. Tratamento e analise dos dados

O estudo dos raciocinios utilizados pelos alunos, na resolucao dos problemas de Combinatéria, foi
realizado mediante a analise dos palpites efectuados, das resolucbes e valores calculados, das
explicacdes apresentadas, dos comentarios realizados e dos comportamentos observados nos alunos e
anotados pelo investigador e de um quadro de referéncia tedrico.

Procuraram-se padrdes e outros aspectos importantes para o estudo e, paralelamente, foram
analisadas as explicacdes e os comentarios efectuados pelos alunos, tendo-se efectuado uma seleccao de
extractos das entrevistas, com o objectivo de exemplificar e precisar o significado dos dados apresentados
e das interpretacoes efectuadas.

A andlise da influéncia entre os palpites apresentados pelos alunos, os valores calculados e os
valores correctos, efectuou-se através: da comparacao entre as médias dos palpites, as médias dos
valores calculados e os valores correctos; dos comentarios efectuados pelos alunos acerca dos palpites
efectuados; da comparacdo entre os comentarios efectuados pelos alunos sobre os raciocinios envolvidos
na obtencdo da estimativa efectuada (essencialmente nos palpites mais frequentes) e as operacdes
numeéricas utilizadas para a resolucao dos problemas; e da interpretacao dos dialogos do aluno com o
investigador, que evidenciavam influéncias entre os valores estimados e os valores calculados.

A sobrestimacdo e a subestimacdo do numero total de possibilidades foram medidas pela
amplitude, em percentagem, entre a média dos palpites e valor correcto.

4. Apresentacao dos resultados

4.1. Palpites efectuados para as permutacdes simples
Na figura 1 comparam-se os valores das respostas correctas com as médias dos palpites
efectuados pelos alunos para as #, e paraas £, .

Na realizacdo de um palpite para o numero total de possibilidades de permutar trés elementos
(questdo 1a) verificou-se uma tendéncia para efectuar estimativas de valor ligeiramente superior ao da
resposta correcta (6), sendo a média dos palpites 7,8 (com um desvio padrao de 4,4). Os palpites
efectuados pelos alunos foram: 3 (4% dos alunos), 4 (7% dos alunos), 5 (7% dos alunos), 6 (37% dos
alunos), 9 (37% dos alunos), 12 (4% dos alunos) e 27 (4% dos alunos).
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Figura 1. Respostas correctas e médias dos palpites efectuados nas questdes 1a) e 15)

Quanto aos palpites efectuados para as £ (questéo 1b) constatou-se uma tendéncia contraria ao
que aconteceu para as £, verificando-se uma forte subestimacao do numero total de possibilidades

(120), sendo a média dos palpites 24,9 (com um desvio padrao de 23,9). Os palpites efectuados pelos
alunos foram: 5 (4% dos alunos), 6 (4% dos alunos), 10 (22% dos alunos), 15 (4% dos alunos), 20 (29%

dos alunos), 25 (25% dos alunos), 55 (4% dos alunos), 75 (4% dos alunos) e 120 (4% dos alunos).

Da analise das médias dos palpites efectuados para as questdes 1a) e 16), conclui-se que os
alunos efectuaram palpites para a questdo 16) que, em média, excederam apenas em 17 unidades a

média dos palpites efectuados para a questao 1a) .

No quadro 1 apresentam-se exemplos de comentarios produzidos pelos alunos acerca dos palpites

mais frequentes para as £, e paraas £ .

Quadro 1 - Comentarios dos alunos sobre os palpites mais frequentes para as /£, e para as £,

Questdes | Palpites Comentarios
—Pensei em muitas formas diferentes que me vieram [ao pensamento]
6 (aluno Ay ).
1a) —Trés vezes trés (...) s@o os trés amigos e as trés filas [posicoes na fila]
9 (aluno A,).
—Foi mesmo a toa! (aluno A,).
—Fui ao dobro (...) foi por ai que eu cheguei aqui ao 10 [2x5] (aluno A ).
10 —Como era o dobro [na resolucdo da questéo 1a), isto € 2x 3], ou seja, [0
dobro resulta de fazer] dez sobre cinco [2x5] (aluno A, ).
-0 que fiz foi 0 esquema da arvore de cabeca (aluno A ).
16) —0 numero total de amigos [cinco] com quatro alunos que viriam a seguir
20 a primeira [posicao da fila] (aluno A ).
—Foi a sorte (aluno A, ).
o —Sao cinco [amigos para dispor em fila], multiplica-se por cinco (aluno
A).
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Relativamente ao palpite 6 para a questao 1a), em algumas situacdes, o palpite coincidiu com a
resposta correcta por mera coincidéncia, uma vez que resultou da multiplicacao do numero de elementos
apresentado no enunciado por dois, isto &€ 3x 2, fora do contexto das permutacoes de trés elementos, ou
seja, 3x2x1.

O palpite 5 efectuado pelo aluno A para a questao 1a) resultou de uma enumeracao mental de

possibilidades pois, tal como o aluno refere, “fiz mais ou menos {...) tentei fazer mais por cabeca”. Ja o
palpite 5 efectuado pelo aluno A, "foi um tiro no escuro”.

Os alunos A, e A, efectuaram, respectivamente, os palpite 75 e 55 para a questdao 15),

intuindo que um pequeno aumento no numero de elementos para permutar produziria um aumento
significativo no tamanho da solucéo.
Apenas o aluno A, efectuou o palpite 120 para a questao 15), revelando na sua justificacéo o

esquema operacional de combinatoria envolvido na determinacao das £ , quando refere ter feito “1x 2,

0 que deu vezes 3, o que deu vezes 4 e o que deu vezes 5”.
Se assumirmos que o palpite 15, efectuado pelo aluno A, na questdo 14), resultou da soma de

5+4+3+2+1, podemos concluir que o aluno intuiu a lei de formacdo das permutacdes de 5
elementos, revelando no entanto dificuldades ao nivel da regra do produto.

Da observacdo atenta do investigador durante as entrevistas, concluiu-se que o palpite efectuado
por alguns alunos, e com maior incidéncia na questdo 1a) face ao reduzido niumero de possibilidades de
dispor em fila os trés amigos, resultou de uma enumeracdo mental das possibilidades. Isto porque se
observou que os alunos apontavam com os dedos para os nomes e, simultaneamente, iam dobrando os
dedos da mao com o intuito de registar o numero de possibilidades encontradas. Outros referiram
mesmo a enumeracdo como estratégia utilizada na realizacao do palpite.

Relativamente as operacdes referidas pelos alunos para efectuarem os palpites para as questdes
la) e 1b) foram: 2x3 e 3x3 na questdo 1a) e 2x5, 5x4, 5x5 e 1x2x3x4x5 na questdo
16) . Quanto ao palpite 15, na questao 15), ele foi obtido através do resultado da expressao numeérica
5+4+3+2+1.

De uma maneira geral, os palpites efectuados pelos alunos nas questdes 1a) e 16) expressaram

0 recurso a estratégias que na questdo 1a) conduziram a uma sobrestimacao da resposta correcta e que
na questdao 16) conduziram a palpites, cuja média nao ultrapassa 21% do valor correcto. Assim, com o

aumento do niimero de elementos para permutar, verificou-se uma subestimacao bastante acentuada da
resposta correcta por parte da maioria dos alunos.

Quanto as estratégias utilizadas pelos alunos na questdo 1a), concluiu-se que eles recorreram
essencialmente a enumeracao mental das possibilidades, facilitada pelo reduzido numero de elementos
envolvidos. Relativamente a questdao 16), o numero de elementos envolvidos e o tamanho da solucéo
impeliram os alunos a utilizarem operacoes, que foram essencialmente binarias e de multiplicacéo,
sozinhas ou combinadas com a enumeracao mental de algumas configuracdes.

O palpite efectuado “a sorte” foi referido nas duas questdes, mas com maior incidéncia na
questao 16). No entanto, da observacao do investigador, dos comentarios de alguns alunos e dos valores
de alguns palpites (frequentes e justificados por outros alunos como o resultado de uma operacgéo),
depreende-se que os mesmos nao foram efectuados tdo “a toa” quanto alguns alunos referiram.

4.2. Palpites efectuados para os arranjos com repeticao
Na figura 2 comparam-se os valores das respostas correctas com as médias dos palpites

efectuados pelos alunos para as 4>, A e A2.
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Figura 2. Respostas correctas e médias dos palpites efectuados nas questdes 2a), 2b) e
2d)

Relativamente a questdo 2a), e pretendendo-se que os alunos efectuassem um palpite para o
numero total de possibilidades para os arranjos com repeticao de trés elementos tomados dois a dois,
verificou-se uma tendéncia para efectuar estimativas de valor muito préximo da resposta correcta (9),
sendo a média dos palpites 9,1 (com um desvio padrao de 6,9). Os palpites efectuados pelos alunos para
a questao 2a) foram: 2 (4% dos alunos), 4 (4% dos alunos), 5 (4% dos alunos), 6 (14% dos alunos), 7 (4%
dos alunos), 8 (4% dos alunos), 9 (62% dos alunos) e 42 (4% dos alunos).

Quanto aos palpites efectuados na questdo 25), para o numero total de possibilidades de formar
numeros com dois algarismos escolhidos de entre cinco algarismos dados, constatou-se uma tendéncia
para sobrestimar ligeiramente o numero total de possibilidades (25), sendo a média dos palpites 27,1
(com um desvio padrao de 20,8). Os palpites efectuados pelos alunos para a questdo 254) foram: 10 (8%
dos alunos), 15 (4% dos alunos), 19 (4% dos alunos), 20 (11% dos alunos), 25 (65% dos alunos), 40 (4%
dos alunos) e 125 (4% dos alunos).

No que respeita aos palpites efectuados na questdo 24d), para o nimero total de possibilidades de
formar numeros com trés algarismos de entre os cinco algarismos dados, constatou-se uma tendéncia
para subestimar de forma acentuada o nimero total de possibilidades (125), sendo a média dos palpites
68,0 (com um desvio padrao de 39,9), média que ultrapassa em pouco metade do valor da resposta
correcta. Os palpites efectuados pelos alunos para a questdo 2d) foram: 15 (4% dos alunos), 25 (18%
dos alunos), 30 (4% dos alunos), 40 (9% dos alunos), 50 (18% dos alunos), 65 (4% dos alunos), 75 (13%
dos alunos), 100 (4% dos alunos) e 125 (26% dos alunos).

No quadro 2 apresentam-se exemplos de comentarios produzidos pelos alunos acerca dos palpites
mais frequentes para os A%, A e A2.

O aluno A, referiu ter recorrido ao raciocinio utilizado no problema um (de permutacdes simples)

para obter o palpite 125 na questdo 26), o que obviamente conduziu a um palpite muito afastado do

valor correcto.

O palpite 20 parece ter resultado da multiplicacdo 5x4 (assumindo que nao era possivel repetir
os algarismos) e o palpite 10 da multiplicacdo 5x2 (isto é, da multiplicacdo do nimero de algarismos
disponiveis pela dimensao da amostra).

Como resultado de uma tentativa de enumeracao mental das possibilidades, o aluno A4, efectuou

o palpite 15, referindo que “dava o 123, 124 e 125. Depois fiz 0 3 com cada um deles. Dava quinze
[possibilidades no total]”.
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Quadro 2 — Comentarios dos alunos sobre os palpites mais frequentes para os A7, A> e A°
2 3

Questoes | Palpites Comentarios

— Posso passar os numeros em que eu pensei? (aluno A4 ).

— Fiz de cabeca (aluno A,).

° — Este exercicio é igual ao anterior [referindo-se as A ]. Tambeém tem
2a) trés. Mas a resposta é igual!
— Acho que da nove. Como aqui no exemplo posso por 11, se somar isto
9 tudo da nove (aluno A4,).

—Porque aqui pus trés vezes trés, nove (aluno A, ).

20 —Para 0 20 pus a sorte (aluno 4,).

—Mentalmente juntei 0 1 com o 1 que deu 11. Depois vi que eram cinco
numeros. Como eram cinco nimeros fiz 0s cinco numeros que ha pelos

2b) cinco (aluno A,;).

25 L . . . . .
—Eu fiz cinco vezes cinco (...), um cinco sdo os algarismos que temos aqui

e o outro cinco é que a cada algarismo destes podemos adicionar
[associar] cinco algarismos (aluno A4 ).

— E a mesma coisa [que na questdo 254)], s6 muda [0 nUumero de]
algarismos [que passa de dois para trés] (aluno A ).

25 —[S6 considerei] dois algarismos, o terceiro ficava sempre igual. Mas
tenho que mudar os trés. (...). Esqueci-me do terceiro algarismo”. (aluno
A

—Aqui talvez quarenta e seis... [pausa], mas... [pausa] talvez 50. Nao sei!

2d) 50 (aluno A).
—Foi praticamente a toa (aluno A4, ).

—Cinco algarismos vezes cinco que da vinte e cinco e [depois] vinte e

75 cinco por trés (aluno A ).

—Vamos ter 1, 2, 3, 4 e 5. No outro vamos ter outravez 1, 2, 3, 4 e 5. E
125 em cada um deles vamos ter cinco. Entdo cinco vezes cinco vezes cinco,
cento e vinte e cinco. (aluno A ).

Quanto ao palpite 100 foi justificado pelo aluno A, da seguinte forma:

No meu palpite, com o nimero 1 consegue-se fazer vinte vezes um numero com trés
algarismos [enumera alguns oralmente]. Depois o0 2 da mais vinte vezes, o 3 mais vinte
vezes, 0 4 mais vinte vezes e 0 5 mais vinte vezes.

O numero elevado de possibilidades para o palpite da questdo 24) foi a principal causa das
incertezas dos alunos quanto ao valor estimado. Repare-se no comentario do aluno A, que duvidou do

numero total de possibilidades.
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Acho que é um valor muito grande. Ora, cinco ao cubo da cento e vinte e cinco. Nao pode
ser tao ... [Pausa]. Mas é enorme, este nimero! Acho que é um palpite que ndo da! Nao da
para fazer tantas vezes!

Relativamente ao aluno A,, que efectuou o palpite 40, referiu que nao tinha “a minima ideia de
como é que estava a fazer. E mesmo a toa”.

Quanto as operacoes referidas pelos alunos para efectuarem os palpites para as questdes 2a),
2b) e 2d) foram: 2x3 e 3x3 na questao 2a3), 5x5 na questdo 2b) e 5x5, Hxbx3,

20+204+20+20+20, 5x5x5 e 5° na questdio 2d). No entanto, depreende-se que também
poderiam ter sido utilizadas as operacdes 2x5 e 5x 4 na questdo 25) e 5x3 na questdo 2d).

As operacoes binarias de multiplicacao utilizadas pelos alunos conduziram a palpites préximos das
respostas correctas nas questdes 2a) e 2b), uma vez que estas sdo as operacOes requeridas para a

obtencao do numero total de possibilidades de arranjar com repeticdo 77 objectos tomados 2 a 2. Ja na
questdo 2d), as operacdes utilizadas conduziram a palpites muito inferiores ao valor da resposta

correcta. Assim, com o aumento do numero de elementos envolvidos na operacdo, verificou-se um
afastamento da média dos palpites relativamente a resposta correcta, verificando-se na questdo 2d) uma

subestimacao acentuada, cuja média dos palpites em pouco ultrapassa metade do valor correcto.
Na questdo 2a), a estratégia de enumeracdo mental das possibilidades conduziu a palpites

proximos da resposta correcta, uma vez que o numero reduzido de configuracdes possiveis facilitou o
processo de contagem. Ja na questdo 26) as multiplicacdes binarias foram a estratégia predominante,

para além de numa fase inicial os alunos fazerem uso da enumeracdo mental. Quanto a questdo 24d),

alguns alunos voltaram a referir que os palpites foram efectuados “a toa”. No entanto, depreende-se que
a maioria desses palpites efectuados “a sorte” ocorreu apés uma tentativa de enumeracdo mental de
algumas possibilidades e da procura de uma operacao que se ajustasse a percepcao dos alunos sobre o
numero de configuracdes possiveis. O elevado numero de possibilidades conduziu a palpites bastante
afastados da resposta correcta.

4.3. Palpites efectuados para os arranjos simples
Na figura 3 comparam-se os valores das respostas correctas com as médias dos palpites

efectuados pelos alunos paraas 45, A e A .
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Figura 3. Respostas correctas e médias dos palpites efectuados nas questdes 3a), 36) e 3d)

Relativamente a questdo 3a), e pretendendo-se que os alunos fizessem um palpite do numero
total de possibilidades de definir bandeiras com duas barras horizontais de cores diferentes escolhidas de

164



entre trés cores dadas, verificou-se uma tendéncia para efectuar estimativas ligeiramente superiores ao
valor da resposta correcta (6), uma vez que a média dos palpites é 7,3 (com um desvio padrao de 3,4).
Os palpites efectuados pelos alunos na questdo 3a) foram: 4 (7% dos alunos), 5 (4% dos alunos), 6 (59%
dos alunos), 8 (4% dos alunos), 9 (19% dos alunos) e 18 (7% dos alunos).

Quanto aos palpites efectuados na questdao 35), para o nimero total de possibilidades de definir
bandeiras com duas barras horizontais de cores diferentes escolhidas de entre cinco cores, constatou-se
uma tendéncia para subestimar ligeiramente o nimero total de possibilidades (20), uma vez que a média
dos palpites é 16,7 com um desvio padréo de 6,1. Os palpites efectuados pelos alunos para a questédo
3b) foram: 6 (4% dos alunos), 10 (30% dos alunos), 12 (7% dos alunos), 16 (4% dos alunos), 20 (33%
dos alunos), 21 (4% dos alunos) e 25 (18% dos alunos).

Quanto aos palpites efectuados na questdo 3d), para o nimero total de possibilidades de definir
bandeiras com trés barras horizontais de cores diferentes escolhidas de entre cinco cores, constatou-se
uma tendéncia para subestimar ligeiramente o numero total de possibilidades (60), uma vez que a média
dos palpites é 54,5 com um desvio padrao de 32,8. Os palpites efectuados pelos alunos para a questao
3d) foram: 10 (5% dos alunos), 12 (5% dos alunos), 15 (5% dos alunos), 20 (5% dos alunos), 25 (12%
dos alunos), 38 (5% dos alunos), 60 (43% dos alunos), 75 (5% dos alunos), 100 (5% dos alunos), 110 (5%
dos alunos) e 125 (5% dos alunos).

No quadro 3 apresentam-se exemplos de comentarios produzidos pelos alunos acerca dos palpites
mais frequentes paraos 47, A4 e A .

Quadro 3 - Comentarios dos alunos sobre os palpites mais frequentes para os A2, A25 e /435

Questdes | Palpites Comentarios
—0 azul s6 podemos pdr com o preto e com o verde (...) [e assim
sucessivamente] (aluno A ).
—Aqui o palpite [questdo3a)] é multiplicar as duas cores [duas barras
3 6 horizontais] pelas trés cores que ha (aluno A4, ).
a
) — Eu pus que era 6 porque cada uma dessas cores vai ser... [pausa] se a
primeira for azul, por exemplo, a segunda pode ser preto ou verde. Ou
seja, dois vezes trés (aluno A4 ).
9 —E 9 porque ¢ 3 vezes 3 (aluno 4, ).
—Aqui o palpite ¢ multiplicar as duas barras pelas cores que ha (aluno
10 ~)
—Pensei um bocadinho e fui pondo [enumerando mentalmente
configuracdes possiveis] (aluno A, ).
30)
— Eu pus 20 porque se a primeira for azul, por exemplo, a segunda pode
20 ser banca, castanha, preta ou verde. Ou seja, cinco vezes quatro (aluno
A ).
25 —E 25 porque é 5 vezes 5 (aluno A
—Como sé&o cores diferentes, fiz cinco vezes quatro, que da vinte. Nao se
3d) 60 pode repetir as cores. Depois fiz vinte vezes trés, que é o numero [de
possibilidades] e que da sessenta (aluno A ).
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O palpite 18 efectuado na questdo 3a), para além de reflectir uma interpretacao incorrecta do
problema, reflecte também falta de compreensao da regra do produto. Isto porque se depreende que o0s
alunos A, e A, entenderam que o produto de 3x3 (permitindo a repeticao das cores) contemplaria
apenas metade das possibilidades, isto €, nao incluiria as trocas na ordem dos elementos de cada

configuracao e, portanto, haveria a necessidade de duplicar o resultado anterior. Desta forma, o valor do
palpite seria o resultado de (3x3)x2.

Mesmo partindo de um raciocinio incongruente com aquele que esta subjacente a operacao
combinatéria em questao, a realidade é que a multiplicacdo efectuada para a obtencao do palpite 6 para

a questdo 3a) (2x3) conduz, por mera coincidéncia, a resposta correcta, ja que /423 =2%x3=6.
Contudo, no que respeita ao palpite da questdo 3b), este raciocinio (2x5=10) conduz a um valor
diferente da resposta correcta, uma vez que /425 =5x4=20.

Assim, alguns dos palpites 6 e o palpite 10 representam os produtos das multiplicacdes 3x2 e
5x 2, em que o primeiro factor representa o nimero de cores apresentadas em cada uma das questdes
e 0 segundo factor representa o nimero de barras horizontais das bandeiras.

O aluno A, acerca do palpite 100 efectuado para a questao 3d) referiu que o mesmo foi

efectuado “completamente a toa”.
O palpite 60 também poderia representar o produto de (5x4)x3, em que o factor 3

representaria o nimero de barras da bandeira, conduzindo ao valor da resposta correcta por mera
coincidéncia. Esta possibilidade é colocada face a utilizacdo de um raciocinio semelhante na realizacao
do palpite para a questdo 2¢) (5x5x3).

Quanto ao palpite 12, efectuado pelo aluno A, para a questao 3d), poderia representar a soma
de 5+4+ 3, onde o erro reflectiria a falta de compreensao da regra do produto. O palpite 15, efectuado
pelo aluno A, , poderia representar o produto de 5x 3, ou seja, o resultado da multiplicacao do nimero
de cores disponiveis pelo nimero de barras da bandeira.

Relativamente as operacdes referidas pelos alunos para efectuarem os palpites para as questdes
3a), 3b) e 3d) foram: 3x2 e 3x3 na questdo 3a); 2x5, 5x4 e 5x5 na questdo 3b) e

5x4x3 na questdo 3d). No entanto, depreende-se que também poderiam ter sido utilizadas as
operacdes 3x3x2 naquestdo 3a), 5+4+3 e 5x3 naquestdo 3d).

As operacdes efectuadas pelos alunos conduziram a médias dos palpites ndo muito afastadas das
respostas correctas nas questdes 3a), 36) e 3d), uma vez que estas sdo as operacdes requeridas para
a obtencdo do numero total de possibilidades de arranjar sem repeticdo 77 objectos, tomados 2 a 2 e
tomados 3 a 3.

Da subestimacao pouco acentuada que se verificou para a questdo 3d), conclui-se que o impacto
produzido pelo aumento da dimensao da amostra sobre o grau de dificuldade na realizacdo de um palpite
para o numero total de possibilidades nao foi tao significativo quanto nas questdes 16) e 24d).

Na questdo 3a), mais uma vez a estratégia de enumeracdo mental das possibilidades conduziu a
palpites préximos da resposta correcta, uma vez que o numero reduzido de configuracdes possiveis
facilitou o processo de contagem. Ja na questdo 3b6) as multiplicacdes binarias foram a estratégia
predominante, para além de numa fase inicial os alunos fazerem uso da enumeracdo mental. Quanto a
questdo 3d), verificou-se uma reducdo do nimero de alunos a comentarem que o palpite foi feito “a
sorte”, depreendendo-se que a medida que foram avancando na resolucao das questdes, foram utilizando
operacdes mais ou menos relacionadas com o procedimento correcto.

A medida que aumentava o nimero de elementos envolvidos no problema e consequentemente a
dimensdo da solucdo, de uma maneira geral, os alunos comecavam por efectuar uma enumeracéo
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mental de algumas configuracdes com o intuito de procurarem uma operacao que se ajustasse a
percepcao que tinham desenvolvido relativamente ao niimero de configuracdes possiveis.

4.4. Palpites efectuados para as combinacdes simples
Na figura 4 comparam-se os valores das respostas correctas com as médias dos palpites

efectuados pelos alunos para as C;, C, e C; .
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Figura 4. Respostas correctas e médias dos palpites efectuados nas questdes 4a), 46) e
4d)

Relativamente a questdo 4a), e pretendendo-se que os alunos efectuassem um palpite para o
numero total de possibilidades para as combinacdes simples de trés elementos tomados dois a dois,
verificou-se uma tendéncia para sobrestimar de forma significativa a resposta correcta (3), uma vez que a
média dos palpites é 5,9 (um desvio padrao de 1,4). Os palpites efectuados pelos alunos para a questao
443) foram: 3 (7% dos alunos), 6 (75% dos alunos), 9 (7% dos alunos), 4 (7% dos alunos) e 8 (4% dos
alunos).

Relativamente a questdo 404), e pretendendo-se que os alunos efectuassem um palpite para o
numero total de possibilidades para as combinactes simples de cinco elementos tomados dois a dois,
verificou-se uma tendéncia para sobrestimar a resposta correcta (10), uma vez que a média dos palpites
¢ 16,4 com um desvio padrdo bastante elevado de 10,3. Os palpites efectuados pelos alunos para a
questdo 4p) foram: 5 (4% dos alunos), 6 (4% dos alunos), 8 (4% dos alunos), 10 (33% dos alunos), 13
(4% dos alunos), 20 (47% dos alunos) e 60 (4% dos alunos).

Relativamente & questdo 4d), e pretendendo-se que os alunos efectuassem um palpite para o
numero total de possibilidades para as combinacdes simples de cinco elementos tomados trés a trés,
verificou-se uma tendéncia para sobrestimar ligeiramente a resposta correcta (10), uma vez que a média
dos palpites ¢ 11,2 (com um desvio padrao de 5,2). No entanto, esta sobrestimacéo revelou-se menos
acentuada do que a verificada para as questdes 4a) e 4b). Repare-se, no entanto, que a resposta
correcta para as questdes 46) e 4d) é a mesma. Refira-se ainda que apenas cinco alunos efectuaram
um palpite na questdo 4d), o que significa que apenas estes alunos responderam correctamente as
questdes 4a) e 4b). Os palpites efectuados pelos alunos para a questdao 4d) foram: 5 (20% dos
alunos), 6 (20% dos alunos) e 15 (60% dos alunos).

No quadro 4 apresentam-se exemplos de comentarios produzidos pelos alunos acerca dos palpites
mais frequentes para as C, , C, e C;.
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Quadro 4 - Comentarios dos alunos sobre os palpites mais frequentes para as 023, 6‘25 e 6‘35

Questoes | Palpites Comentarios

—Como eram poucas pessoas, eu fiz de cabeca (aluno 4 ).

—Era o0 nimero de pessoas vezes as restantes (...) Escolhi o Abel e depois
4a) 6 s6 faltavam duas (aluno A4, ).

—3 é 0 numero de pessoas, vezes 2 que &€ o numero de pessoas que vao
participar no concurso (aluno A, ).

—E Carla - Abel, Carla - David, ... (aluno A,).

10 —5 é 0 numero de pessoas e 2 &€ 0 numero de pessoas que vao ser
escolhidas (aluno 4,,).

40) —Pegava nas 5 pessoas e fazia vezes 4 (...) porque ndo podia escolher

outra vez a mesma (aluno A, ).

20 —4 com o Abel, 4 com a Berta, 4 com a Carla, 4 com o David e 4 com a

Eva. Somando tudo da 20 (aluno A,).

Nenhum aluno, de entre os cinco que efectuaram um palpite para a questdo 4¢), comentou o
palpite, tendo-se observado apenas no aluno A, (que efectuou o palpite 6) um comportamento que
evidenciava a enumeracdo mental de configuracdes.

Mais uma vez, da observacdo atenta do investigador e dos comentarios efectuados pelos alunos
acerca dos palpites, concluiu-se que os palpites indicados por alguns alunos foram o resultado de uma
enumeracado mental das possibilidades, mesmo porque a dimenséo reduzida da resposta era favoravel a
utilizacao desta estratégia.

Relativamente as operacdes referidas pelos alunos para efectuarem os palpites para as questdes
4a) e 4p) foram: 3x2 na questdo 4a) e 5x2, 5x4 e 4+4+4+4+4 na questdo 46). No

entanto, depreende-se que também poderiam ter sido utilizadas as operacdes 3x3 na questdo 4a) e
5x 3 na questdo 44).

Relativamente as operacdes utilizadas pelos alunos para efectuarem um palpite nas questdes 4a)
e 4p), estas foram essencialmente as mesmas que as utilizadas para efectuarem um palpite para as
questdes 3a) e 3bH). Em consequéncia, nos problemas de combinacdes simples verificou-se uma

tendéncia para sobrestimar o numero total de possibilidades de formar grupos de pessoas para
participarem num concurso, nas questoes 4a), 4b) e 4d).

Relativamente as questdes 4a) e 4b), as operacdes numeéricas utilizadas pelos alunos para

fazerem um palpite para o numero total de possibilidades foram basicamente as mesmas que as
aplicadas nas questdes 3a) e 3b). Se a média dos palpites da questdao 4a) baixou relativamente a

média dos palpites da questdo 3a), o0 mesmo nao se verificou em relacdo as questdes 46) e 3b), que
foram praticamente iguais. Regra geral, as estratégias utilizadas pelos alunos e o entendimento efectuado

L y , B 1
acerca dos problemas de combinacdes simples nao teve em consideracéo que C; = 5/42” .

A questdo 4d) foi a unica questdo para a qual nenhum aluno efectuou um palpite coincidente
com a resposta correcta e nenhum aluno referiu ter efectuado um palpite “a toa” para as questdes 4a),
4p) e 4d).

168



De entre os cinco alunos que apresentaram um palpite para a questao 4d), nenhum foi capaz de

intuir que o numero de formas possiveis de escolher duas pessoas de entre cinco para participarem num
concurso € igual ao nimero de maneiras de escolher as trés pessoas de entre as cinco dadas que nao

participariam no concurso, isto &, que 6‘25 = 6‘35 dadoque ¢ =C,, , para n =k .

4.5. Palpites, valores calculados e valores correctos

Os valores calculados foram obtidos recorrendo a enumeracao, diagramas em arvore e operacdes
numeéricas (predominando a multiplicacdo) ou entao conjugando mais do que uma destas estratégias.

A estratégia operacao, nos problemas de permutacdes simples, foi usada apenas na resolucao da
questdo 16). A Unica operacdo numeérica utilizada foi a de multiplicacdo reduzida a dois factores ou
consistindo em multiplicagdes sucessivas, por aplicacdo da regra do produto, no caso das respostas
correctas. Na resolucdo das questdes de arranjos simples e combinagdes simples, sempre que foi
utilizada apenas a estratégia operacao, esta foi sempre de multiplicacao.

As expressOes algébricas apresentadas para as questdes 1c), 2c¢), 3c) e 4c) foram: nx(n-1)

(ou nxn-n) que foi a resposta de 2 alunos na questdo 1c), 9 alunos na questdo 3c) e 5 alunos na
questdo 4c); nxn (ou n?) que foi a resposta de 2 alunos na questdo 1c) e de 14 alunos na questio
2c); 2n que foi a resposta de 4 alunos na questdo 2c¢), 6 alunos na questdo 3c) e 6 alunos na

nx(n-1)

questdo 4c); nx(n-1)x(n-2)x... que foi a resposta de 3 alunos na questdo 1c); que foi a

resposta de 1 aluno na questdo 4c); e 2n%, que foi a resposta de 1 aluno na questdo 2¢) .

Na tabela 1 podem observar-se as discrepancias entre as médias dos palpites, as médias dos
valores calculados e os valores correctos observadas em todas as questoes.

Tabela 1 — Médias dos palpites, médias dos valores calculados e valores correctos

Medias dos palpites (x,) e médias dos
Valores correctos valores calculados (x,)

a) D) d)

Operacao combinatoria

a b o % X K, K K X

c

1. Permutacdes simples 6 120 - 7.8 6.7 249 52,7 - -
2. Arranjos com repeticao 9 25 125 9.1 92 27,1 256 680 1150
6
3

20 60 73 59 16,7 182 545 564
10 10 59 50 164 174 11,2 107

3. Arranjos simples
4. Combinacdes simples

Da tabela 1 resulta que as médias dos palpites e dos valores calculados da questdo 4d) se

aproximam mais do numero total de possibilidades. Por outro lado, observa-se que as médias dos
palpites e dos valores calculados para a questdo 4d) sao inferiores as da questdo 45) . Este facto sugere

que os alunos que apresentaram um palpite para a questdo 4d), inferior ao palpite efectuado para a
questdo 456) (3 alunos em 5), possam ter intuido que, mantendo constante o nimero de elementos

disponiveis para combinar, um aumento da dimensdo da amostra resultaria num menor numero de
grupos.

Para além das operacdes utilizadas pelos alunos, para efectuarem um palpite para o numero total
de possibilidades, conduzirem a subestimacdes ou sobrestimacdes, as médias dos palpites efectuados
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para os problemas de arranjos com repeticao, arranjos simples e combinacdes simples verificam a
mesma relaco de ordem dos valores correctos, isto €, A2 > A2 >C2; A> > A >Coe A2>A>CY.

Na tabela 2 apresenta-se a variacao (sobrestimacao e subestimacao) das médias dos palpites e
das médias dos valores calculados em relacao aos valores correctos observada em todas as questoes.

Tabela 2 - Percentagem de subestimacéo/sobrestimacdo do nimero total de possibilidades

Percentagem de subestimacéo (-) /
sobrestimacao (+) nas médias dos palpites
Valores correctos (A e nas médias dos valores calculados (0)

a) b) d)
a b)) d) P c P c P c
1. Permutacdes simples 6 120 - +30 +12 79 56 - -
2. Arranjos com repeticaio 9 25 125 +1 +2 +8 +2 -46 -8
6
3

Operacao combinatoria

20 60 +22 2 -17 9 9 -6
10 10 +97 +67 +64 +74 +12 +7

3. Arranjos simples
4. Combinacdes simples

Da analise da tabela 2 resulta que as médias dos palpites e as médias dos valores calculados
seguem um comportamento semelhante, isto &, observa-se uma tendéncia para subestimar/subcalcular
ou sobrestimar/sobrecalcular o nimero total de possibilidades.

Concluiu-se também que os alunos nao percepcionaram o efeito produzido pelo aumento do
numero de elementos na dimensao da solucdo das questdes 16) (120 possibilidades) e 2d) (125

possibilidades), uma vez que se verifica uma subestimacdo bastante acentuada. Nestes casos, a
dimenséo da solucéo revelou-se um factor responsavel pela forte subestimacao verificada. No caso das
permutacdes de 5 elementos a subestimacdo parece ser o reflexo da utilizacdo de operacdes de
multiplicacao reduzidas a dois factores, quando no procedimento correcto estdo envolvidos mais factores.
No caso dos arranjos com repeticdo de 5 elementos tomados 3 a 3 a subestimacdo parece estar
relacionada com a reducdo do numero de factores ou com os factores que foram considerados pelos
alunos como compensadores do aumento da dimensao da amostra de 2 para 3. Contudo, nas questdes
2a) e 2b) a sobrestimacao é pouco acentuada, uma vez que nestes casos as operacdes binarias de

multiplicacao ou de potenciacdo sao as requeridas para a obtencédo da resposta correcta.

A sobrestimacdo na questdo 3a) resultou, essencialmente, de uma parte dos alunos terem
utilizado as mesmas operacdes que utilizaram na resolucdo da questdo 2a). No entanto, a inversao da
tendéncia nos valores calculados, reflectindo um entendimento de que a ordem ndo era importante,
parece ter-se reflectivo nos palpites que se seguiram, uma vez que registam subestimacdes ligeiras.

No caso das combinacbes simples, a sobrestimacdo deve-se, essencialmente, ao facto de os
alunos terem utilizado as operacdes que utilizaram nos problemas de arranjos simples. Contudo, isto nao
significa que os alunos tenham simplesmente reproduzido os valores obtidos para os arranjos simples,
uma vez que, na generalidade, as médias dos palpites para as combinacdes simples sao inferiores as
meédias obtidas para os arranjos simples.

Na questdo 4d), a baixa sobrestimacado estd relacionada, essencialmente, com os factores

envolvidos na operacdo efectuada, que em 3 de 5 palpites se pressupde ter envolvido a dimensao da
populacado e a dimensao da amostra.
Na tabela 3 podem observar-se as percentagens dos palpites mais frequentes nas questées a),

b) e d).
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Tabela 3 - Percentagens dos palpites mais frequentes nas questdes a), b) e d)

Palpites la) 2a) 3a) 4a)
6 37 14 59 75
9 37 62 19 7
Total 74 76 78 82
Palpites 10) 20) 30) 4p)
10 22 8 30 33
20 29 11 33 47
25 25 65 18 —
Total 76 84 81 80
Palpites - 2d) 3d) 4d)
15 - 4 5 60
25 — 18 12 —
50 — 18 - —
60 - - 43 -
75 - 13 5 -
125 - 26 5 -
Total - 79 70 60

Da ocorréncia de palpites iguais nas questdes a), nas questdes b) e nas questdes o) (relembre-

se que nos problemas de permutacdes simples nao havia questdao ¢ ) depreende-se que os alunos
utilizaram raciocinios semelhantes na obtencdo dos palpites. Assim, as operacdes utilizadas conduziram
a subestimacdes ou sobrestimacdes mais ou menos acentuadas, conforme se ajustassem melhor ou pior
a operacao combinatdria.
A maioria dos valores dos palpites parece envolver uma operacdo (predominantemente de
multiplicacao) e as dimensdes da populacao e da amostra.
Para a realizacdo dos palpites nas questbes 1a), 2a), 3a) e 4a) observaram-se

comportamentos reveladores de uma enumeracdo mental das possibilidades e alguns alunos referiram as
operacoes utilizadas. Da analise das resolucdes dos alunos através da estratégia operacao, concluiu-se
que os valores calculados resultaram das expressdes numéricas 2x3 e 3x3, também referidas por
alguns alunos para efectuarem os palpites nas questdes a) .

Para a realizacdo dos palpites para as questdes 1b6), 2b), 3b) e 4b) observaram-se
comportamentos reveladores de uma enumeracao mental de algumas possibilidades, depreendendo-se
que esta estratégia acabaria por ser conjugada com uma operacdo, dado o tamanho da solucédo. Alguns
alunos comentaram a enumeracado mental efectuada e as operacdes utilizadas. Da analise das resolucdes
dos alunos através da estratégia operacao, conclui-se que os valores calculados resultaram das
expressdes numéricas 1x2x3x4x5, x5, bx4, 2x5, também referidas por alguns alunos para
efectuarem os palpites nas questdes b).

Relativamente aos palpites para as questdes 2d) e 3d), depreende-se que os palpites resultaram
essencialmente de operacdes, que poderiam ter envolvido os valores calculados nas questdes 2b) e
3b), uma vez que as operacdes referidas pelos alunos para efectuarem os palpites foram: 25x 3,
20x5, 25x5 e 5x4x3. Da analise das resolucdes dos alunos através da estratégia operacao,
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concluiu-se que os valores calculados resultaram das expressées numéricas 5x5x5, 53, 5x5x3,
(5+5+5+5+5)x3, 20+20+20+20+20, 5x4x3 e 12x5.

Relativamente aos palpites para a questdo 4d), depreende-se que os palpites 5 e 6 poderiam ter
resultado de uma enumeracdo mental das possibilidades e o palpite 15 da operacdo 5x 3. Repare-se,
por exemplo, nos palpites 6, 10 e 15 efectuados pelo aluno A, para as questdes 4a), 4b) e 4d)

respectivamente.
O aluno A efectuou o seguinte comentario sobre os palpites 6 e 10, respectivamente para as

questdes 3a) e 3b):

Eu pensei assim [para o palpite da questdo 3a)]: o azul s6 podemos pbr com o preto e

com o verde [verbalizando a enumeracdo mental efectuada] (...) e da seis (...). Se na
[questdo] 3a) tinhamos trés [cores] e ndo podiamos repetir, era 3x2. Aqui [na

questdo 3b)] ¢ 5x2 que da dez. O cinco era o numero de cores e o dois era como na
[questao] 3a).

O palpite parece ter assumido um papel importante ao desafiar o aluno a efectuar uma
abordagem geral do problema e ao encoraja-lo a formular conjecturas antes de iniciar a resolucéo. Por
exemplo, o aluno A,,, quando comentava o palpite 25 para a questao 25), referiu que:

Eu dei o palpite [25] porque acima [na questdo 2a)] tem trés algarismos e na resolucdo

nove formas. Para dar nove meti trés e multipliquei por trés. Entdo aqui, tinha cinco
algarismos e multipliquei por cinco e deu-me vinte e cinco.

De seguida, o aluno A,, efectuou o palpite 40 para a questdo 2d) e explicou que tinha sido
“mesmo a toa”, uma vez que nao tinha a “minima ideia de como é que estava a fazer”. Resolveu a
questdo 2d) e obteve o valor calculado 124. De seguida, resolveu correctamente as questées 3a) e 3b)
e efectuou o palpite 100 para a questdo 3d), justificando a sua opcao da seguinte forma: “vou por [o
palpite] como fiz na outra [questdo, a 2d)]". No entanto efectuou um palpite para a questdo 3¢) (100)
superior ao palpite efectuado para a questdo 2¢) (40) e inferior ao valor calculado nesta questao (124).
Assim, depreende-se que o aluno na obtencédo do palpite para a questdo 3d) tomou em consideracao a
subestimacao efectuada na questdo 2d) e a impossibilidade de repeticdo dos elementos na questédo
3d).

O palpite também parece ter contribuido para estimular os alunos a experimentarem raciocinios
operatorios (quase sempre, operacdes multiplicativas) que eles, possivelmente, nado efectuariam ou
evitariam caso néo lhes fosse pedido para fazerem um palpite. Encontrar-se-iam nesta ultima situacdo os

dois alunos que resolveram as questdes recorrendo apenas a enumeracao e o aluno que recorreu apenas
ao diagrama em arvore. Ou entdo, aqueles alunos que resolveram correctamente as questdes b) através

da estratégia enumeracdo ou da estratégia diagrama em arvore e que, a pedido do investigador, nao
foram capazes de apresentar uma resolucdo alternativa através da estratégia operacédo (3 alunos na
questdo 20), 5 alunos na questdo 36) e 4 alunos na questao 46)).

Investigador — Nao és capaz de arranjar uma maneira mais rapida de chegar a esse valor?
Fazendo apenas uma conta...
A — Néao. Mas tem que haver. Eu sei que deve haver, porque nao ia estar no teste a fazer

isto [enumerar].
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A realizacao de um palpite seguido da resolucao provocou nos alunos o questionamento do palpite
e do valor calculado, quando confrontados com valores diferentes para o0 mesmo problema. Algumas
situacdes até impeliram o aluno a procurar mais configuracdes.

A, —Ja me perdi aqui! [Na resolucao da questao 1a)]

Investigador - E porque dizes que te perdeste?
A. — Nao estou a conseguir.

Investigador — Nao estas a conseguir...
A, — Nove [palpite para a questéo 1a) ], nao €?

Investigador — Nao estas a conseguir 0 97
A, — Nao estou a conseguir 0 9 (...) [estou] a ver se consigo encontrar mais algum. Mas

acho que nao. [O aluno ja tinha enumerado as seis possibilidades.]
Investigador — E porque achas que nao?
A, — Porqué? Hum, eu ndo estou a encontrar nada!

(...)

A, - 15 [palpite para a questéo 16)] e eu ja fiz [na resolucéo da questao 16)] 10.
Investigador — Disseste 15 e eu ja fiz 10...

A, - Sim.

Investigador — Andas a procura do 15, é isso?

A, - Sim, ando a procura!

(...)

A, - Onze. Falta um. Nao consigo encontrar o 12 [palpite para a questao 35)]. O décimo

segundo nao consigo encontrar. Enganei-me outra vez no palpite. (...) Sé encontrei 11 mas
o palpite foi 12.

5. Conclusoes

As sobrestimacées e as subestimacdes dos valores correctos observadas neste estudo
assemelham-se as obtidas por Fischbein e Grossman (1997), nas questdes comuns aos dois estudos, a
excepcdo do problema de arranjos simples de 5 elementos tomados 2 a 2, em que aqueles autores
observaram uma tendéncia para sobrestimar o nimero total de possibilidades. As diferencas registadas
entre os dois estudos poderdo encontrar alguma justificacdo em factores de ordem metodolégica,
particularmente no facto de neste estudo se ter optado pela realizacao do palpite seguido da resolucéo da
questao, em que cada resolucao poderia influenciar os palpites seguintes.

Nos problemas de combinacdes simples observou-se uma tendéncia para sobrestimar o nimero
de combinacdes simples em qualquer caso, conclusdo obtida também por Fischbein e Grossman (1997)
e Silva, Fernandes e Soares (2004). De uma maneira geral, o entendimento dos alunos acerca dos

problemas de combinacbes simples ndo teve em consideracéo que C, =%/42” e que Cy =%/43” e

também n&o percepcionaram que C, =C: .
A elevada dimensao da solucdo, nas permutacdes simples de 5 elementos (120) e nos arranjos
com repeticdo de 5 elementos tomados 3 a 3 (125), esteve associada a subestimacdes acentuadas, facto

que também foi observado por outros autores (e.g., Fischbein & Grossman, 1997; Fischbein, Pampu &
Minzat, 1970, Silva, Fernandes & Soares, 2004).
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Para além deste estudo assentar em opcdes metodolégicas diferentes das consideradas por
Fischbein e Grossman (1997), os resultados obtidos também apontam para o facto de os palpites dos
alunos nao se reduzirem a meras estimativas realizadas ao acaso.

Depois de comparar os palpites dos alunos com o0s seus comentarios desses palpites, as
resolucdes obtidas através da estratégia operacdo e as justificacdes apresentadas, as formulas obtidas e
as respostas correctas, também se concluiu que os palpites envolviam, de alguma forma, as dimensdes
da populacdo e da amostra. Por outro lado, algumas das operacdes utilizadas pelos alunos para
efectuarem os palpites conduziram ao numero total de possibilidades por mera coincidéncia, uma vez
que os operandos envolvidos na operacao utilizada eram os mesmos operandos que estdao envolvidos no
procedimento correcto, mas com significados diferentes.

Os calculos efectuados na realizacdo de um palpite ao incidirem, essencialmente, em operacdes
de multiplicacao, reflectiram a influéncia da natureza multiplicativa das operacdes combinatorias.

Tal como Fischbein e Grossman (1997), concluiu-se que as médias dos palpites efectuados para
0s problemas de arranjos com repeticdo, arranjos simples e combinacdes simples verificam a mesma
relacao de ordem das respostas correctas.

Na realizacdo de um palpite para o nimero de permutacdes de 5 elementos observou-se uma
tendéncia para reduzir a dois o nimero de factores.

A medida que os alunos foram avancando na resolucdo dos problemas do questionario, os
palpites, as resolucdes e os valores calculados parece terem exercido alguma influéncia nos palpites das
questdes seguintes, principalmente nas estimativas efectuadas nas questdes em que a dimensao da
amostra era 3.

6. Recomendacdes para o ensino

Na medida em que o palpite desafiou o aluno a efectuar uma abordagem geral do problema,
encorajando-0 a formular conjecturas, sugere-se, em consonancia com Schielack (1991), que as
actividades de contagem sejam iniciadas com uma previsao de possiveis resultados.

Esta importancia reforca-se na medida em que o palpite também contribuiu para estimular os
alunos a experimentarem operacdes (essencialmente de multiplicacdo) que eles, possivelmente, nado
efectuariam ou evitariam caso nao lhes fosse pedido para antecipar um valor para o nimero total de
possibilidades.

A realizacdo de um palpite, antes da resolucdo da questdo, provocou nos alunos o questionamento
do palpite e do valor calculado, quando confrontados com valores diferentes para o mesmo problema, o
que sugere, tal como referem Fischbein e Grossman (1997), que ao proporcionarmos situacdes deste
tipo em sala de aula estaremos a criar desafios para o aluno. Por outro lado, como refere Bruner (1973),
0 palpite podera representar um beneficio na aprendizagem dos alunos se os professores 0s incentivarem
a arriscar palpites “educados” (p. 60), que, posteriormente, serdo submetidos a uma analise critica.
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Resumo. Partindo das potencialidades das estratégias espontaneas dos alunos sobre a
operacao combinatoria “arranjos completos”, pretendemos evidenciar o impacto do
trabalho colaborativo sobre o ensino ministrado por duas professoras que leccionaram em
realidades dispares e com intencdes e concepcdes sobre o ensino também diferentes.
Subjaz a este estudo o proposito de mostrar que, num assunto curricular onde
tradicionalmente os alunos adquirem o conceito através da realizacdo de exercicios
repetitivos, ha outra possibilidade de abordagem, usando tarefas abertas e a aprendizagem
por descoberta.

O trabalho e a reflexdo em grupo, bem como a assisténcia as aulas pelas docentes, numa
perspectiva colaborativa, constituiu por si s6 um processo de mudanca profissional
docente. Além disso, a observacao e a reflexdo realizadas revelaram a valorizacdo pelas
professoras de tarefas exploratdrias, estratégias espontaneas dos alunos e ideias erradas. A
par disto, verificou-se o desenvolvimento de uma consciéncia crescente de que a mudanca
de estratégias na pratica lectiva é possivel a partir do envolvimento e do esforco pessoais.

1. Introducao

A Combinatéria é leccionada pela primeira vez no 12.° ano de escolaridade (Ministério da
Educacao, 2002), integrada no tema de Probabilidades e Combinatdria, e é considerado um tema dificil,
quer pelos alunos quer pelos professores (Silva, Fernandes & Soares, 2004).

Dada a importancia que a Combinatdria assume actualmente em varios dominios cientificos e ao
nivel das suas aplicacdes, reveste-se de particular importancia descobrir até que ponto os alunos sao
capazes de resolver problemas de Combinatéria. Segundo Fernandes (1990), em geral, “a resolucéo de
problemas (...) tornaria os objectivos do ensino mais praticos e imediatos; aproximaria a escola do meio
envolvente, na medida em que o seu ensino se refere, também, a questdes vividas nesse meio” (pp. 8-9).
No caso particular da Combinatéria, para Roa, Batanero, Godino e Cafizares (1996) as estratégias de
resolucdo de problemas de Combinatéria constituem estratégias gerais, aplicaveis ndo apenas a
Combinatoria, o que releva o papel que a Combinatoria pode desempenhar na aprendizagem de técnicas
gerais de resolucdo de problemas.

Além da sua importancia no desenvolvimento das probabilidades, a capacidade combinatéria é um
componente fundamental do pensamento formal. De acordo com Inhelder e Piaget (s/d), as operacdes
combinatérias representam algo mais importante do que um mero ramo da matematica, constituindo um
sistema tdo geral quanto a proporcionalidade e a correlacdo, que emerge simultaneamente depois da
idade dos 12-13 anos (o periodo de operacdes formais, de acordo com a teoria de Piaget). No entanto,
Batanero (2004) defende que_a “capacidade de resolver problemas combinatdrios nem sempre se
alcanca no nivel das operacdes formais. Se ndo houver um ensino especifico, ha um numero significativo
de alunos que nunca chega a alcancar esta capacidade” (p. 23). Partilham da mesma opinido outros
investigadores (e.g., Fischbein, Pampu & Minzat, 1970; Fichbein, 1975; Heitele, 1975; Batanero, Godino
& Navarro-Pelayo, 1997; Silva, Fernandes & Soares, 2004; Correia & Fernandes, 2007). A este respeito,
Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1994) afirmam: “Desta forma, atrasar o ensino da Combinatéria, ou,
por outras palavras, nao cultivar o raciocinio combinatério quando os alunos reunem as condicdes
adequadas para o exercitarem, pode significar uma limitacdo séria ao desenvolvimento do seu
pensamento formal” (p. 80).
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S&o varias as causas apontadas para explicar o insucesso dos alunos em Matematica; entre elas,
as que estao relacionadas com os professores e 0 seu processo de ensino, nomeadamente as referentes
as metodologias de ensino usadas nas suas praticas pedagogicas. Com efeito, interessa compreender o
modo como os professores reflectem sobre as suas praticas de ensino. O grupo que se formou,
constituido por duas professoras e pela investigadora, teve como objectivo comum aprender para fazer
melhor, explorar e questionar as suas praticas, aprendendo a partir dos saberes e das praticas dos
outros, onde nao entra a competitividade, e partilhando experiéncias, numa tentativa de superar
conjuntamente as dificuldades encontradas.

Para além do objectivo de saber em que medida o trabalho em equipa pode contribuir para o
aprofundamento das praticas de ensino, a parte da investigacdo que aqui se apresenta visou estudar o
contributo do trabalho colaborativo na predisposicdo para enfrentar mudancas e na criacdo de
expectativas positivas dos professores em relacdo as possibilidades de éxito dos alunos na aprendizagem
do tema de Analise Combinatdria.

Relativamente aos professores, os seus valores, as suas concepcdes e as suas preferéncias
influenciam estilos de ensino diversos e ancoram, também, de turma para turma, diferencas nas
preferéncias de ensino dos alunos: uns preferem um ensino mais concreto e outros um ensino mais
abstracto, uns preferem um ensino individual e outros um ensino de grupo, uns preferem um ensino
centrado na descoberta e outros preferem um ensino mais orientado.

2. Estratégias de Resolucao de Problemas em Combinatdria

Para English (2005) devem ser dadas oportunidades aos alunos para explorar situacdées que
envolvam problemas combinatdrios sem instrucado directa, pois os problemas combinatérios permitem
uma variedade de solucdes e representacdes que lhes possibilita trabalhar para atingirem uma solucao
com o minimo de conhecimento matematico.

Segundo Batanero et al. (1994), perante um problema de combinatoria, € importante que se dé
aos alunos tempo suficiente para que investiguem as possiveis solucdes utilizando todos os meios, e os
professores devem desafiar os alunos a “inventarem as suas proprias representacées” (p. 118), incluindo
0 uso de desenhos, tabelas, listagens sistematicas e nao sistematicas e modelos concretos (English,
2005). Mais especificamente, de acordo com Batanero et al. (1997), considera-se ser recomendavel
proporcionar aos alunos tarefas que envolvam actividades de enumeracéo, construcdo de diagramas de
arvore € o uso de materiais manipuldveis, como recursos didacticos essenciais para o adequado
desenvolvimento do raciocinio combinatério, caracteristico do pensamento formal, em oposicdo a simples
aplicacao das férmulas de calculo.

0 esquema realiza uma funcdo essencial no pensamento produtivo, conciliando o abstracto com o
concreto. O esquema, que ¢ uma simplificacdo e uma “destilacdo” do concreto, prepara o terreno para o
conceptualismo, fornecendo relacdes abstractas a representacdo espacial, dando-lhe significado dinamico
e, consequentemente, um potencial construtivo e criativo (Fischbein, 1975). Tais esquemas podem-se
tornar uma fonte de erros, sendo desejavel, por isso, que o processo seja sistematicamente guiado pelo
professor, nomeadamente através de um questionamento apropriado quando os alunos se encontram a
trabalhar nos problemas no sentido de promover a sua compreensao. Por exemplo, pedir aos alunos que
expliqguem e justifiquem as suas solucdes pode leva-los a rejeitarem algumas das suas ideias originais ou
a modificar, refinar ou consolidar os seus argumentos originais (Maher & Martino, 1996, citado em
English, 2005). E importante que os alunos tenham liberdade de usar representacées e abordagens
diferentes, e que sejam encorajadas a descrever e a explicar as suas acgdes. Ao fazé-lo, os alunos
conseguem identificar as semelhancas e as diferencas entre as suas préprias formas de representacao e
as dos outros. Batanero et al. (1994) enfatizam que a “apresentacado das solucdes encontradas pelos
alunos, conjuntamente com a sua discussao colectiva, permitira criar uma atmosfera de aprendizagem
eficaz” (p. 118).
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O valor educativo da Matematica Discreta, ensinada num nivel escolar mais baixo, reside no facto
de que “forca” os alunos a pensarem acerca de processos elementares importantes, tais como a
enumeracao sistematica. Para resolverem problemas de contagem, os estudantes devem comecar por
enumerar alguns casos para descobrir a estrutura do problema, com ou sem a ajuda de um diagrama de
arvore. Em vez disso, também podem utilizar a multiplicacdo para contar coleccdes agrupadas, aplicar as
regras da adicao e da multiplicacao.

Para Batanero et al. (1994),

Através das actividades de enumeracdo sistematica e de contagem praticam-se as
capacidades numeéricas basicas, as relacdes entre 0os numeros naturais, assim como as
operacoes de adicao e multiplicacao. Desta forma, exercita-se a classificacdo de objectos
no que diz respeito a certas propriedades, e, habitua-se o aluno na busca de procedimentos
sistematicos e no pensamento indutivo e algoritmico. (p. 118)

Com um numero pequeno de elementos os alunos seguem um sistema: a enumeracido ou o
diagrama de drvore e consideram as questdes de facil resolucao.

Os diagramas de drvore sdao um dos recursos mais Uteis para visualizar tanto as situacdes de
Combinatoria como as de Probabilidades, apresentam caracteristicas intuitivas importantes e oferecem
uma representacao global da estrutura de situacdo e isto contribui para a imediaticidade da compreensao
e para se encontrar uma solucdo do problema. Segundo Heitele (1975),

O diagrama de arvore é uma representacao iconica de importancia fundamental, porque
visualiza a estrutura multi-passos da experiéncia, assim como os resultados possiveis, e
assim trabalha em conjunto com outras operacées combinatoriais. Por esta razao, as
operacdes combinatérias basicas, mais do que serem simplesmente algoritmos padrdo
para calcular os campos de probabilidade de experiéncias compostas, fornecem uma visao
directa, em particular na sua forma iconica e inactiva, para a estrutura interior das
experiéncias de acaso e o encadeamento de experiéncias sucessivas dentro de um
complexo maior. (p. 198)

Assim, explorando o diagrama de arvore, por aproximacdes sucessivas, 0s alunos acabam por
descobrir uma regra de calculo. Ao aprenderem a fazer uso de um diagrama de arvore as criancas estao,
de facto, a assimilar uma /e/ de construcdo. Os recursos indutivos do modelo sdo evidentes e os
sucessivos passos de raciocinio dentro do modelo tém lugar indutivamente e quase de imediato
(Fischbein, 1975).

Pode-se objectar que o aspecto demonstrativo estd ausente, pois os alunos que chegam ao
principio da construcao por aproximacdes progressivas acabam por descobrir uma regra de calculo, mas
nao estdo a usar estritamente uma demonstracao recursiva. O ponto de vista de Fischbein, é de que,
mesmo que o controle dedutivo ndo seja explicito, ele ocorre no processo construtivo, e é perfeitamente
evidente na modalidade simbolica.

A exploracédo de tarefas propostas requer que, em cada momento, através de uma generalizacdo
limitada, se dé o salto em direccdo ao passo seguinte no processo de um pensamento construtivo,
encorajando a participacdo dos alunos. O professor deve estar atento as questdes que formula,
privilegiando os raciocinios e a argumentacdo dos alunos (NCTM, 1991). Por exemplo, com o diagrama
de drvore pretende-se que os alunos construam sequéncias e de seguida identifiquem regularidades a
aplicar, por transferéncia e generalizacdo, a outras sequéncias (Fischbein, Pampu & Minzat, 1970). E
importante fornecer aos alunos oportunidades de se envolverem no processo matematico de
representacao, raciocinio, abstraccdo, generalizacao e de estabelecer conexdes entre as ideias
matematicas. Os problemas combinatorios podem ajudar os alunos a construirem representacdes
significativas, a raciocinarem matematicamente e a generalizarem conceitos matematicos (Sriraman &
English, 2004, citados em English, 2005). Consequentemente, tanto o ensino como a avaliacdo da

178



combinatéria devem ser baseados na resolucdo de diferentes problemas combinatoérios, nos quais os
alunos necessitam de procedimentos de enumeracao sistematicos, de recorréncia, de classificacado, de
tabelas e diagramas arvore.

Batanero et al. (1994) fazem uma proposta de ensino considerando as operacdes combinatérias:
combinacOes, arranjos, permutacoes, notacdes e formulas; os procedimentos e o0s modelos
combinatérios implicitos (quadro 1).

Quadro 1 — Procedimentos e modelos combinatorios implicitos (Batanero et al., 1997)

Procedimentos combinatdrios

Logicos Classificacado, enumeracao sistematica, principio de inclusao/exclusao e
a recorréncia

Graficos Diagrama de arvore e graficos

Numeéricos  |Principio da adicao, da multiplicacao e da divisdo, numeros
combinatdrios e fraccionarios, o triangulo de Pascal

Tabulares  |Construcéo de tabelas e quadros

Algébricos  |Geracao de funcdes

Modelos combinatdrios implicitos

Seleccao De uma amostra a partir de um conjunto de objectos, amostras
ordenadas e nao ordenadas - arranjos e combinacdes

Distribuicao |Esta relacionado com o conceito de aplicacéo - arranjos e permutacdes

Particao Particao de um conjunto em subconjuntos, dificilmente usado nas tarefas

3. 0 trabalho colaborativo

Shulman (1993) realca a importancia da aprendizagem em contextos colaborativos com outros
profissionais, uma vez que o conhecimento que resulta da experiéncia é produzido, ainda, de forma muito
isolada. De certa forma, todos noés, no nosso dia-a-dia, sentimos o quanto é insuficiente o espirito de
colaboracao e sentido de comunidade profissional dos professores.

A colaboracado tem vindo a afirmar-se como uma importante estratégia de trabalho no mundo da
educacdo. Cada vez mais, no sistema educativo, ¢ advogada a colaboracao entre professores para a
realizacao de diversas tarefas, como planificacdes ou projectos de escola. Contudo, na realidade, muitas
destas actividades, incluindo as planificacdes, sao feitas de forma individual. Hargreaves (1998) aponta
duas explicacoes para esta forma de trabalho: “no primeiro e mais tradicional, o individualismo é
associado a desconfianca, aos comportamentos defensivos e a ansiedade; o segundo, a defeitos e
fracassos dos professores, que seriam, em parte, «naturais» e, em parte, o resultado das incertezas do
seu trabalho” (p. 188). O professor tem medo de ser observado, por exemplo, na sua pratica lectiva,
refugiando-se assim no individualismo.

Além disso, existem condicionalismos de ordem fisica, nomeadamente a falta de locais onde os
professores se possam reunir, além de o factor tempo ser determinante na escassa realizacdo de
trabalho em grupo.

Subjacente ao trabalho colaborativo, Boavida e Ponte (2002) sustentam que existe um objectivo
geral comum, partilhado por todos, e, no relacionamento entre os participantes, tem que se verificar um
clima de confianca, disponibilidade para ouvir os outros, negociacao, dialogo e respeito mutuo.

Na fase inicial do trabalho em grupo, as pessoas tém que aprender a lidar umas com as outras,
conhecendo-se ou nao previamente. Os membros da equipa tém que ter a mesma oportunidade de
participar e os cargos que ocupam sao irrelevantes. Tem que se estabelecer uma relacdo de trabalho
onde impere a confianca e onde reine o didlogo, como forma de gerir as diferencas dos participantes.
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A colaboracao assume-se como um meio ou um processo dinamico, que comporta procedimentos
muitas vezes nado previstos ou planificados, possibilitadores do desenvolvimento do conhecimento
didactico dos intervenientes.

Segundo Boavida e Ponte (2002), um grupo de trabalho que se constitui para desenvolver uma
investigacao parte da iniciativa de uma ou mais pessoas. No projecto de investigacdo que se pretende
levar a cabo, a iniciativa partira do investigador, que apresentara a ideia base e um plano geral de
trabalho, distribuindo os papéis desempenhados por cada parceiro colaborante, de uma forma aberta e
negociavel. Neste processo de negociacdo, é fundamental, a partida, apresentar as vantagens que
emergirao do envolvimento de cada um, nomeadamente a oportunidade de desenvolver aprendizagens
comuns e individuais.

A equipa que se pretende formar podera ser constituida por elementos com diferentes
experiéncias, concepcles e expectativas “de modo a possibilitar olhares multiplos sobre uma mesma
realidade, contribuindo, assim, para esbocar quadros interpretativos mais abrangentes para essa mesma
realidade” (Boavida & Ponte, p. 46).

0O trabalho colaborativo de equipa, que se pretende implementar, envolvera o desenvolvimento de
instrumentos e métodos de ensino, a planificacdo e calendarizacdo das actividades a desenvolver, bem
como a discussao e reflexdo sobre as actividades realizadas na sala de aula. Para além destas
actividades, em que intervirdo todos os elementos da equipa, realizar-se-4 uma divisdo de tarefas tirando
partido da experiéncia, interesses e possibilidades dos diversos membros.

Para Little (1990) existem quatro formas de colaboracdo descritas no quadro 2.

Quadro 2 — Formas de colaboracao profissional entre professores segundo Little (1990).

Narrar e procurar ideias|Cada professor preserva a sua individualidade, ndo se expondo aos
outros, ou seja, € a caracteristica de uma cultura de colaboracao de
individualismo e é conservadora.

A ajuda e apoio E talvez aquela que os professores mais esperam do outro colega —
ajuda para a resolucéo de problemas e dificuldades com que se
deparam. Normalmente, existe sempre um professor mais experiente do
que outro no grupo, e é a esse professor experiente que o colega podera
solicitar ajuda e apoio. Esta forma de colaboracao integra, de igual modo,
uma postura de um certo individualismo por parte do professor.

Partilha Corresponde a um intercambio de materiais, métodos e trocas de ideias
e opinides. Esta representa uma concepcao de colaboracdo menos
privada e mais partilhada e vem estabelecer uma ruptura com a cultura
de ensino chamada "tradicional". O facto de o professor sentir confianca
suficiente para se expor fomenta um caminho rico de potencialidades
para o seu desenvolvimento.

Trabalho em co- Encontros entre professores "firmados na responsabilidade partilhada
propriedade para o trabalho de ensinar (interdependéncia), na ideia de uma
autonomia colectiva, no apoio as iniciativas e lideranca dos professores
no que respeita a pratica profissional e na afiliacdo ao grupo, fundadas
no trabalho profissional" (p. 519). A autora completa esta ideia
argumentando que aquilo a que chama autonomia colectiva ""nao implica
consenso de pensamento ou uniformizacédo da accdo" (p. 521). A
existéncia de opinides e concepcdes diferentes respeitam-se e
complementam-se.
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Através das formas de colaboracao entre professores, podemos entdo distinguir entre narrar e
procurar ideias, ajuda e apoio, partilha e trabalho em co-propriedade (Little, 1990). Da primeira para a
ultima fase regista-se uma interdependéncia crescente entre os participantes. Esta interdependéncia é
visivel ao definirem objectivos mais claros quanto ao trabalho comum, ao mesmo tempo que é mais
exigente e prolongada no tempo. Estes aspectos, potenciam a promocédo do desenvolvimento profissional
dos participantes.

Para que a implementacao do trabalho colaborativo tenha sucesso, & necessario ultrapassar
quatro situacoes de dificuldade (ver quadro 3) com as quais se pode deparar no desenvolvimento do
trabalho em equipa (Boavida & Ponte, 2002).

Quadro 3 — Dificuldades inerentes ao trabalho colaborativo

Imprevisibilidade Esta forma de trabalho nao pode ser planificada ao pormenor: necessita
de ser renegociada a qualquer momento, pois € um processo revestido
de dinamismo e criatividade. Esta renegociacdo pode alterar os papéis
inicialmente previstos; no entanto, supde-se que os participantes nao se
vao sentir em desvantagem com 0s novos papéis.

Gestao das diferencas |Os métodos de trabalho e as expectativas de cada interveniente sao
diferentes. Estas diferencas devem ser geridas e ultrapassadas pelo
grupo, através de uma negociacao eficaz. E utilizando o didlogo como
instrumento de confronto de ideias, fortalecem-se as relacoes de
confianca.

Contrariar a Se o envolvimento dos intervenientes ndo corresponder as metas a que
desigualdade entre os |se propdem, os intervenientes poderdo abandonar esta forma de
custos e os beneficios |trabalho, ou seja, para que 0 processo seja satisfatorio, é necessario
contrariar a desigualdade entre os custos e 0s beneficios.

Conformismo 0 grupo de trabalho tem que estar atento, pois estas situacdes podem
colocar em risco 0 sucesso de todo o trabalho e sao susceptiveis de
serem ultrapassadas em conjunto.

Estas dificuldades inerentes ao trabalho colaborativo poderdo ser solucionadas com uma
negociacdo cuidada, pois “permeia o projecto do principio ao fim, sendo fundamental nos inevitaveis
momentos de crise” (Boavida & Ponte, 2002, p. 49). Através do dialogo continuo e das relacdes de
confianca que se vao desenvolvendo ao longo do tempo, favorece-se a auto-confianca de todos.

4. Metodologia

O estudo que se desenvolveu centrou-se em situacdes de formacdo através da investigacao -
accao, onde se pretendeu que os professores participantes, canalizando as suas experiéncias prévias, se
assumissem como agentes da sua propria mudanca e do meio envolvente, contribuindo, deste modo,
para 0 seu desenvolvimento profissional (Caetano, 2004). No quadro da investigacdo qualitativa em
educacao, estudaram-se aspectos particulares da evolucdo de professores de Matematica, no que
concerne as suas concepcdes sobre a Combinatoria e ao seu desempenho na leccionacao do respectivo
tema, sempre numa perspectiva de promocao do seu desenvolvimento em termos de conhecimento
didactico, em contexto de trabalho colaborativo. Em termos de desenho de investigacao, usamos uma
metodologia de estudo de caso (Bogdan e Biklen, 1994), aplicado as duas professoras que participaram
no estudo.

As participantes sdo duas professoras responsaveis e empenhadas profissionalmente e ambas
consideravam que contextos de trabalho colaborativo sédo potenciadores de sucessivas mudancas e
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aprendizagens, mesmo que lentas, e a valorizacdo deste tipo de trabalho vem do passado, nao
constituindo, por isso, uma novidade para qualquer delas.

A formacao académica das professoras ¢ semelhante, ambas tém a Licenciatura em Ensino de
Matematica e, posteriormente, Margarida fez 0 mestrado em “Supervisdo pedagogica no ensino da
Matematica e Maria fez uma Pds-graduacdo em “Tecnologia Educativa”. Margarida tem 40 anos, 15 de
servico e ja leccionou a Combinatoria durante 6 anos. Maria tem 32 anos e leccionou 5 anos o tema de
Combinatoria nos 10 anos de servico que possui.

Ao investigar em que medida um projecto de investigacao - accao, realizado por duas professoras
e pela investigadora, pode contribuir para esse desenvolvimento profissional, ndo se pretende generalizar
os resultados obtidos, mas apenas analisar e compreender, num contexto particular, o alcance de uma
certa pratica.

A recolha de dados foi feita ao longo de trés meses, Setembro, Outubro e Novembro de 2008. Os
métodos de recolha de dados utilizados nesta investigacdo foram a observacado, a entrevista, as notas de
campo e as conversas informais.

A observacdo ocorreu no contexto natural onde se desenvolveu a investigacdo e aconteceu em
interaccao com os participantes. Foram feitas gravacdes de todas as reunides de planificacao, de partilha
de ideias e de reflexdo conjunta, bem como foram também observadas aulas, quer pela investigadora
quer pela investigadora na companhia da participante que nao se encontrava a leccionar no momento, no
ambito do ensino do tema de Analise Combinatéria, que foram objecto de reflexdo e analise nas reunides
com as participantes.

As observacdes das sessdes e das aulas foram registadas através das notas de campo feitas pela
investigadora.

Tornou-se indispensavel, do ponto de vista metodoldgico, recorrer a entrevista, para se tentar
perceber o significado das mudancas ocorridas, possibilitando, com maior facilidade, a apreensao da
compreensdo que as professoras fazem acerca dos fendmenos nos quais estiveram envolvidas e
implicadas. Para tal, foram realizadas duas entrevistas a cada professora, que tiveram lugar no inicio e no
final do trabalho empirico.

A analise das reunides assistidas pela investigadora teve por base as notas de campo, registos
escritos de propostas de tarefas apresentadas pelas participantes e transcricdes de registo audio, com o
objectivo de clarificar e verificar o trabalho desenvolvido, a discussdo emergente na preparacao da accao
do professor, bem como a reflexdo que estes fizeram sobre a pré-accado, accao, e pés-accao.

5. Apresentacio de resultados

Perante o objectivo comum de melhorar o ensino e de crescer profissionalmente, através da
construcdo de um bom clima de trabalho e de aceitacdo mutua onde impera o respeito, a abertura de
espirito, a responsabilidade, a confianca, a motivacao, a auto-estima, pretendeu-se criar um grupo de
trabalho coeso e unido, visto existir ja, a partida, uma relacdo de proximidade entre as professoras que
proporcionou uma partilha de experiéncias adquiridas e de saber. Apesar de o grupo de trabalho ser
constituido por trés elementos - duas professoras e a investigadora — com idades proximas, pode ser
considerado um grupo de pessoas que apresentam competéncias diversificadas, o que se tornou uma
mais-valia porque lhe instigou uma dinamica de trabalho enriquecedora.

Margarida aceitou o convite que lhe foi feito para participar neste projecto, desenvolvido no ano
lectivo de 2007/2008, tendo esperanca que poderia constituir uma mais-valia para o seu crescimento
profissional. A necessidade que sente em se integrar em projectos propostos pelo Ministério da Educacao
ou outras entidades, acrescentando: “estive 5 anos no acompanhamento do Ensino Secundario, e estou,
este € 0 meu 3.° ano, no acompanhamento do Plano da Accdo da Matematica” (Margarida, entrevista
inicial). Frequenta regularmente cursos de formacdo sempre no sentido de aprender mais, o que é uma
caracteristica muito notéria desta professora. Como manifestou na entrevista inicial, sempre gostou de
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desafios e de inovar. “Ao enfrentar desafios, o professor sofre, naturalmente, pressdo para mudar”
(Polettini, 1999, p. 189). Implementar na pratica lectiva uma tarefa inovadora pode desencadear
mudancas que se forem significativas podem contribuir para o crescimento do professor a nivel pessoal e
profissional.

Margarida dizia, em conversas informais e geralmente no final das sessdes, que estava cansada
das tarefas rotineiras dos manuais, achava que eram sempre a mesma coisa, e gostava de experimentar
coisas novas nas suas aulas, sendo portanto um desafio.

Maria ndo manifestou as mesmas expectativas face ao projecto de investigacdo. Contribuiu para a
sua adesdo a amizade de muitos anos que mantinha com a investigadora, participando neste trabalho
com a finalidade de ajudar, ndo descurando, no entanto, os beneficios de que poderia usufruir com a sua
participacdo no estudo.

Para ser honesta, primeiro uma relacao de amizade que existe entre mim e a investigadora,
uma admiracdo muito grande profissional pela investigadora e pela certeza que este
projecto vai trazer muitas mais-valias para mim, a nivel profissional, nas estratégias e na
forma de ensinar especificamente este tema, mas que também vou poder transportar,
claro, para outros conteudos. (Maria, entrevista inicial)

Estas professoras eram incitadas pela curiosidade de encontrar formas alternativas de tarefas a
propor aos alunos: “Espero que traga estratégias inovadoras, que possamos trabalhar colaborativamente
e eu também levar parte deste trabalho para as minhas colegas, na minha escola, e que traga muitas
melhorias a minha pratica educativa, especialmente neste contetido” (Maria, entrevista inicial).

Maria mostrou disponibilidade, a partida, para abrir a porta da sala onde decorriam as suas aulas
para ser observada, quer pela investigadora quer pela outra colega participante, predispondo-se, depois
de ter pedido autorizacao formal aos pais dos alunos. Porém, Maria mostrava-se muito preocupada com o
compromisso que tinha estabelecido com o grupo de trabalho da sua escola:

(...) fazemos todos trabalho nas turmas em forma conjunta, nunca acontece numa turma
0s professores fazerem uns exercicios e noutra outros, nunca. Portanto, consensualmente
definimos o que vamos fazer: ‘do manual vamos fazer este, este e este. Fora do manual,
deste manual, este, este e este’, e todos fazemos exactamente os mesmos. Damos o0s
testes nas mesmas semanas, com os mesmos contetdos. Nunca dizemos as notas aos
alunos sem antes os outros saberem. Ha esse respeito, no fundo, pelo trabalho, uma vez
que trabalhamos em conjunto. (Maria, entrevista inicial)

Era notoria e constante a sua inquietacdo com a preparacdo dos seus alunos para os testes
intermédios, os exames nacionais e 0 atraso provocado pela implementacao de tarefas diferentes, que
poderia comprometer o cumprimento da planificacdo relativamente aos colegas da escola. Maria teve
sempre uma atitude critica e construtiva em relacao a tudo o que se fazia, nomeadamente em relacao as
propostas apresentadas nas sessoes de planificacdo, na observacao e reflexdo das aulas.

Estas professoras leccionavam em localidades e escolas diferentes. As turmas onde decorreu a
investigacao ja eram delas desde o 10.° ano, por isso, neste contexto, percepcionava-se um ambiente de
trabalho calmo, agradavel, cordial e de empatia e cumplicidade entre os intervenientes. A turma da
Maria, no 10.° ano, era constituida por 23 alunos e transitaram apenas 9 para o 11.° ano. Durante este
ano lectivo iniciou com os 9 alunos inscrevendo-se, no decorrer do primeiro més de aulas, mais 4 alunos
e 2 estavam a assistir, e todos tém como disciplina de formacdo especifica Economia. A turma da
Margarida vem do 10.° ano, com sensivelmente os mesmos alunos, cerca de 26; no entanto,
inscreveram-se mais alunos e actualmente é constituida por 32 alunos, com disciplinas de formacao
especifica variadas, nomeadamente Geologia, Fisica, Fisico-Quimica, Biologia, Economia e Biologia.

Como actualmente acontece em todas as instituicdes educativas, as professoras estdo a viver
um processo de mudanca organizacional, nomeadamente, a implementacdo do novo modelo de
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avaliacdo e 0 novo modelo de gestao, situacdo de conflito e de incerteza que constituiu um enorme
constrangimento para o desenvolvimento deste trabalho, visto que estdo envolvidas em novas dinamicas,
disponibilizando pouco tempo para os trabalhos inerentes a este projecto. No sentido de dar respostas a
esta problematica, as professoras procuraram conciliar todo o tipo de tarefas, pois sédo pessoas para nao
desistir quando se comprometem.

5.1. Sessoes de trabalho de planificacao

Foi a investigadora quem apresentou uma proposta de uma tarefa a equipa (sessdo 2), a qual as
colegas aderiram com curiosidade na sua implementacao e achando-a pertinente e interessante. A tarefa
consistia numa adaptacdo do teste desenvolvido por Correia (2008), e com ele pretendia-a dar
oportunidade aos alunos de explorarem problemas combinatdrios antes da instrucdo directa (English,
2005). Para tal, ministraram o teste antes do inicio do ensino do tema de Combinatoria, o que coincidiu
com no inicio do ano lectivo. O objectivo era analisar e descrever as estratégias utilizadas pelos alunos e
identificar factores potenciadores de uma aprendizagem significativa, culminando na adaptacdo das
nossas estratégias de ensino as estratégias reveladas pelos alunos. Perspectivdmos, assim, a preparacao
de tarefas que levassem os alunos a estabelecerem relacdes entre as ideias que ja tinham e os
conhecimentos novos que iriam adquirir.

Na sessao 3, as professoras ja tinham aplicado o teste, emergindo durante a analise de algumas
respostas e discussdes no grupo o seguinte dialogo:

Maria. (...) tendo em conta estas dificuldades, ndo é? Tentar analisar na turma. Assim é
mais facil perceber o que alguns pensaram. Eles estarem a falar connosco, nao é? Era
mais facil do que escrever.

Margarida: Sim.

Bdrbara: Uma aula de debate?

Maria: Até porque vai ser uma grande ajuda, porque a partir dai nos... ndo é? Vai-se chegar
a resultados interessantes para depois comecar o trabalho.

Bdrbara: E ¢ um confronto de ideias e discussdo entre os alunos da turma, nao é? Qual a
dificuldade?

Maria: E ai é mais facil porque uns poderao duma forma e outros doutra, e vao explicar uns
aos outros como é que pensaram, e vai ser mais facil perceber o caminho certo.

Margarida: Vamos.

Maria.Vamos. Acho que sim.

Barbara. 1sso quer dizer que vocés gostaram de usar este teste?

Maria: Sim.

Margarida: Que tem... eles usam isto, usam isto que é... Portanto, um exemplo pode ser
dado a um aluno, ele foi dado, e depois aparece aqui a realizacdo do aluno, e depois
ajudam o professor a partir daquela realizacdo a perceber o erro. Porque muitas vezes eu
olho para um erro e digo assim: ‘Ai! Ele errou por causa disto assim, assim’. E outra colega
diz assim: ‘Olha, repara que ele fez isto, se calhar...’. E depois vou ver isso, se calhar.
(sessdo 3)

Passada uma semana, na sessao seguinte, as participantes surgiram com uma nova ideia de
organizacao da planificacdo das aulas, tendo como base as respostas dos alunos as questdes do teste ja
resolvido:

Margarida: Eu gostava que comecassemos a falar sobre o objectivo. (...) Mas em termos
também de aulas, (...) comecamos uma abordagem na parte da combinatoria usando estes
exemplos, é isso?

Maria. Exactamente. Perceber que estratégia é que eles usam.
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Margarida: Mas vamos fazer uma mistura de tudo o que esta aqui ou vamos por etapas?
Fazemos isso pausadamente. Portanto, analisamos, interferimos a meio com outras coisas
ou nao?

Maria. Eu acho que seria interessante fazer como a Margarida disse. (sessao 4)

Dadas as diferentes caracteristicas de trabalho, postura e atitude de ambas as professoras, ficou
acordado existir sempre abertura para cada uma realizar tarefas que poderiam ndo ser consideradas nas
sessOes de planificacao. Para tal, elaboramos um guido orientador pouco estruturado de cada aula, onde
constava uma tarefa introdutéria comum, adaptada do teste de Paulo (2008), e as tarefas de
desenvolvimento. As tarefas de desenvolvimento integravam-se numa ficha que elaboramos em conjunto
a partir das varias propostas feitas pelos elementos do grupo nas sessdes, ou até informalmente, e
compiladas posteriormente em casa pela investigadora. As varias fichas de trabalho elaboradas foram
distribuidas aos alunos de acordo com o assunto abordado em cada aula.

Na sessdo 1, concordamos que deveriamos iniciar a leccionacdo do tema com os arranjos
completos, pelo facto de os alunos apresentarem nesta questdo um maior numero de respostas
correctas, como se verificou também em outras investigacdes. Consideramos ser uma variavel a ter em
conta, pois, deste modo, os alunos ficavam motivados para a aprendizagem das operacdes seguintes,
que se tinham revelado mais dificeis aguando da realizacéo do teste.

Maria iniciou a sessdo 5 com a apresentacdo de uma proposta de um plano informal, de como
gostaria que decorresse a sua primeira aula assistida pelas colegas. Apresentou sugestdes de algumas
respostas, escolhidas por ela, sobre arranjos com repeticdo. A Maria tinha informado em sessdes
anteriores e reforcou novamente a ideia que era notorio nas respostas apresentadas pelos seus alunos
verificar que muitos ja tinham tido instrucdo de Combinatdria, provavelmente em explicacdes.
Considerando também outros factores, seleccionou respostas que achou pertinentes para os alunos
analisarem em pares e, ao partilhar com a equipa, justificou a sua escolha, através do seguinte dialogo:

Barbara: Olha, Maria, entdo tu achas que fazes bem em seleccionar em vez de dares os
testes a cada um dos alunos, o seu proprio teste?

Maria: Pois. O que acontece ¢ assim, ao eu dar os testes a cada um o que é que ia
acontecer? Muitos usaram o mesmo processo, e depois era assim, estarmos a perguntar,
por exemplo: ‘Explica-me tu’, e eles: ‘ah, porque eu fiz uma arvore assim’, e tu perguntas:
‘e como? ’, nao estavam a ver o exemplo dele, ou seja, esse tinha que ir fazer a arvore. A
seguir o outro: ‘eu fiz uma arvore mas nao fiz assim’, ‘entdo vai fazer a outra assim’, que ¢
igual. (sessao b)

Margarida comentou que as respostas que a Maria tinha escolhido estavam correctas, ao que a
Maria respondeu que teve 100% de respostas correctas na questdo 2a); relativamente as outras, algumas
apresentavam-se incompletas e incorrectas. No entanto, a Maria referiu que deveriamos premiar as
respostas correctas.

A Barbara chamou a atencao para a conveniéncia de apresentar varias situacdes aos alunos nos
problemas que se propdem, nomeadamente variar o tipo de elementos como numeros, objectos e
pessoas, bem com ter em conta o nimero de objectos, pois como verificamos no teste, a medida que o
nimero de elementos aumentava, o nimero de respostas correctas diminuia. Maria mencionou que o
tipo de problemas que seleccionou contemplava estes requisitos. Em sessdes anteriores, constatamos
que alguns alunos da Margarida responderam incorrectamente a questdo 2a) e muitos usaram a
estratégia “operacdo”. Perante esta realidade, esta docente e a investigadora acharam que seria mais
pertinente aquando da leccionacao das operacdes, organizar a turma em grupos e entregar a resposta do
proprio teste a cada aluno — “Vamos entregar o teste ao aluno, seria um ponto de partida”, para que
desta forma eles reflictam em conjunto sobre as estratégias usadas, os erros e dificuldades sentidas,
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partilhando e confrontando as resolucdes de cada um com os colegas, justificando, desta forma, porque
consideram as suas respostas correctas e dando oportunidade aos alunos de procurarem sozinhos a
solucdo. Porém, Margarida e os outros elementos da equipa de trabalho depararam-se com varios
dilemas, como se ilustra a seguir:

Margarida: Eu estou a imaginar a situacao, ao entregar aos alunos o teste. Tudo bem,
estou de acordo. Agora, eu estava a pensar era: que didlogo, ou 0 que é que eu posso
comunicar que consiga exprimir ao maximo tudo o que se passa naquelas cabecinhas.
Porque a maneira como eu comunico, as perguntas que eu vou fazer ou nao vou fazer,
pode fazer com que o processo seja muito rapido e muito superficial. Posso conseguir
aprofundar, e posso aprofundar e ao mesmo tempo conseguir recolher a informacao e
depois fazer com que tudo fique claro, como posso aprofundar e confundir tudo.

Na segunda parte, Margarida propds-se realizar uma discussdo no grupo turma, tendo a
professora como funcdo fazer um questionamento apropriado para levar os alunos a rejeitarem ou
modificarem algumas ideias incorrectas e a clarificarem os seus raciocinios. Nesta fase, a professora
sentiu que, para por em pratica esta estratégia, teria que preparar muito bem em casa esta actividade,
pois exigia, por parte dela, o conhecimento de todas as estratégias usadas pelos alunos para poder
desenvolver um questionamento pertinente.

Margarida: Entao (...), nés temos que estudar muito bem o que esta nos testes. O que cada
um pensa (...), eu conheco muito bem o material que eles tém nas maos.

Barbara.: Convinha.

Margarida: Para conseguir confrontar, fazer assim umas questdes interessantes.

Na sessdo 6, Maria apresentou o guido final da sua aula a qual, no dia seguinte, Margarida e a
Barbara iriam assistir. Fez algumas alteracdes que achou necessarias e que a equipa considerou e
apropriou.

Maria: E depois de eles verem [os raciocinios uns dos outros] qual é que eles consideram
que foi no fundo o mais util, o mais facil, aquele que produziu mais efeito directamente?
Porque, por exemplo, houve alunos que fizeram a enumeracao, [com mais elementos] ja
sentiram necessidade de fazer em arvore. Depois, antes de chegar a generalizacédo [2c)] e
chegar a [2d)] terdo de tentar resolver exercicios que envolvessem o mesmo raciocinio, ver
exactamente que processo agora é que eles vao escolher. O primeiro é simples, que é
lancar cinco vezes um dado cubo com as faces numeradas de um a seis. Esses até eles
podem fazer pela enumeracdo que nao vai demorar muito, ndo é¢? Mas pode ser que alguns
tentem, mas até podem tentar fazer pela arvore [incompleta ou nao], chegam por deducao
e percebem logo quantos casos vao dar, ndo é? Ou poderao fazer logo pelo produto se
tiverem percebido, nao é? Depois ¢ uma roda com nimeros de um a dez, roda-se quatro
vezes quantos codigos diferentes é que podem gerar...

Barbara: Essa questao, entao tu vais dar antes do problema de generalizacdo?

Maria: Dou antes do problema de generalizacao (...) porque nenhum deles generalizou. Se
tivessem feito muitos exercicios com o mesmo raciocinio, usando a regra de produto,
depois eram capazes de generalizar sozinhos. Provavelmente veremos se sao ou nao. Eu
creio que possam ser, mas depois vamos ver. Analisar primeiro o a) e o b), depois fazia
estes exercicios, depois ia fazer o d) e depois no final ficava a generalizacdo [2c)]. Para ver
exactamente o que é que dava.

Barbara: Deixa-me sé perguntarte uma coisa. O quarto item [2d)] ndo tem menos
elementos do que o exercicio que tu estas a propor?

Margarida: Tem menos, ndo tem?
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Maria. Quer dizer que este raciocinio, [apresentado na questao 2d) do teste], para eles, nao
teve significado nenhum neste contexto. Zero, ndo é? Pois eles nao o fizeram. (sessao 6)

Depois, desta conversa, o problema do dado foi substituido pelo lancamento de um rapa duas
vezes. Em seguida, reflectimos em conjunto sobre problemas que se propuseram e que se integraram na
Ficha de trabalho. Tinham sido apresentados trés problemas de Batanero et al. (1997), pela
investigadora, que se enquadravam nos seguintes modelos implicitos: um de seleccdo, outro de
distribuicao e outro de particao.

Margarida comentou que, no problema de distribuicdo, os alunos possivelmente apresentariam
muitas dificuldades em interpretalo e, por isso, achamos oportuno resolvé-lo. Estivemos, entdo, a
confrontar dois métodos de resolucdo: um utilizando os arranjos com repeticao e outro que utilizava um
esquema que se traduzia na soma de trés parcelas, utilizando a operacao combinatéria “Combinacdes”.
Todas achamos que este Ultimo processo seria a opcdo dos alunos e, como tal, seria um optimo
problema para ser resolvido novamente quando se leccionasse a operacao “Combinacdes”.

Maria. Vao fazer. Eu na minha opinido acho que eles vao imaginar tipo pares ordenados (4,
0), (3, 1), (2, 2), e assim vao enumerar.

Margarida: Criar as possibilidades.

Maria: Eu acho que o problema vai surgir quando eles tiverem (3,1) e (1,3) porque se néo
tiverem nocdo que os quartos sao diferentes, e por isso é diferente (1,3) e (3,1) (...), vao ter
menos resultados do que aqueles possiveis, ndo é? O nosso 77 diminui em relacdo aos
outros [problemas]. Aqui, neste caso, € arranjos com repeticao de 2, 4 a 4.

Margarida: Apesar de que se a Maria der este problema a seguir a toda a estrutura que
esta a fazer, eles ficam um bocadinho nao é? Condicionados pelo que aconteceu na aula,
nado sera? (sessao 6)

Achamos particularmente benéfico procurar a informacao e a analise cuidadosa das respostas dos
nossos alunos e fazer uma apreciacdo das estratégias espontaneas por eles usadas, pois consideramos
que este conhecimento ajudar-nos-a, como professores, a orientar a nossa pratica lectiva. Na consecucéo
deste objectivo, as participantes propuseram-se assistir as aulas umas das outras, pensando, desta
forma, aprender e poder reflectir de forma critica sobre a sua propria pratica lectiva (NTCM, 2007).

5.2. Pratica pedagodgica das professoras

No estudo da pratica pedagbgica das professoras tivemos como foco as tarefas implementadas na
sala de aula, observando a operacionalizacdo da planificacdo do contetdo desenvolvida nas diversas
sessoes. Nesse sentido, ambas as docentes concretizaram o guido que se apresenta a seguir.

Tarefas de introducao
¢ Analise dos itens 2a) e 2b) do teste. Discussao dos processos de resolucdo,/ estratégias
utilizadas.
e Exercicios propostos:
1. A Inés vai lancar um rapa (R; T; D; P) duas vezes consecutivas. Quantos sdo os
resultados possiveis?
2. O Jodo Hardware decidiu criar um codigo de acesso ao seu cacifo. O codigo é uma
sequéncia de 3 letras e dois digitos. Quantos coédigos consegue formar?
Nota: Considera o alfabeto com 26 letras.
e Analise dos itens 2d) e 2c¢) do teste.
Tarefas de desenvolvimento
1. Resolucéo da ficha de trabalho 2.
2. Definicdo de arranjos completos.
3. Exercicios do manual.
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Tarefas de introducao

Maria iniciou a aula, entregando a cada aluno um documento com cinco folhas contendo
respostas, por ela seleccionadas, previamente, a questdo 2 do teste, destacando: “Ora bem, os
processos [de resolucdo] sao todos diferentes”. De imediato, uma aluna referiu que a sua resposta nao
tinha sido incluida, denotando que gostaria de ver o que fez, pois ja tinha realizado o teste no inicio do
ano lectivo.

Enquanto entregava as resolucdes, Maria pediu aos alunos, autores das respostas entregues, para
explicarem a turma o raciocinio utilizado, dando 2 ou 3 minutos para que, em pares, os alunos
analisassem e verificassem 0s processos de resolucdo apresentada nas alineas 2a) e 2b): “O que é que
eu quero que facam? Pode ser dois a dois, analisem por favor estas duas primeiras respostas em todas
as folhas”.

Maria falou todo o tempo e forneceu todas as explicacdes, umas vezes completando os raciocinios
iniciados pelos alunos, outras vezes transformando o que os alunos diziam noutra linguagem, que ela
achava que eles compreenderiam melhor ou visando organizar o discurso do aluno, como se ilustra no
didlogo seguinte:

Maria: Entdo pensou como a Filipa. S6 que a Filipa escreveu em texto e depois fez a
enumeracao. E o André pensou numa arvore, nao é? Ou seja, primeiro deu a resposta e
depois...

André: Para o primeiro dava trés...

Maria: Para o primeiro dava trés hipdteses, nao era? E depois para o segundo, trés. Entao
quer dizer, pensou assim: o primeiro algarismo teria trés hipoteses, o segundo tinha trés
hipdteses, e por isso deu nove, foi? (...)

Apds manter este didlogo com os alunos e de terem, em conjunto, chegado a resposta correcta
das alineas 2a) e 2b), a docente perguntou se seria entdo necessario usar o diagrama de arvore, a tabela
ou a enumeracao para responder as questdes, como se realca:

Maria: Entdo, se agora escolhéssemos aqui um processo para resolver as duas questdes,
como é que vocés resolviam a a)? Como é que fariam?

Aluna. 3x3.

Maria: 3x3. E o b)?

Aluna. 5x5.

Maria. Ou seja, ja ndo pensavam em arvore?

Alunos: Nao.

Maria: Ja ndo faziam a enumeracao?

Alunos: Nao.

Maria: Fariam todos o produto, Patricia?

Patricia: Sim.

Maria: Ou faria arvore?

Patricia: Nao.

Maria: Fazia sempre o produto? Muito bem. Entdo vamos ditar aqui uns exercicios para
fazer. Exercicio 1. Posso ditar?

Maria ndo transmitiu a informacéo, mas conduziu os alunos a resposta pretendida através de uma
sucessdo de questdes de confirmacdo e focalizacdo, em que o professor, conhecendo a resposta,
pretende confirmar se os alunos também a conhecem. Para tal, o professor coloca questdes de
focalizacdo de modo a orientar o aluno para aquilo que pretende (Ponte & Serrazina, 2000).

Depois de ditar os dois exercicios, que constam no guido da aula, foi dado algum tempo para os
alunos os resolverem sozinhos. No caso do exercicio 1, o Pedro, depois de solicitado, respondeu:
“Existem 4 faces, num lancamento existem 4 hipoteses; se for em 2 lancamentos sera 4 x4 ", e o André
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acrescentou 42 . Partindo desta constatacao, a professora escreveu de imediato no quadro: 42, 4%, ...,
41 "Uma aluna corroborou a escrita da professora, pois ndo se iria escrever 4 x4 x...x4 (50 vezes) se
girassemos o rapa 50 vezes, mas sim 4°°.

Relativamente ao exercicio 2, a professora escreveu no quadro a resposta de Rita:
26 x 26 x 26 x2x 2 x 2 . Outra aluna acrescentou: “Se fizermos como o André fica: 26% x 23",

De seguida, a professora, orientando os alunos, propds-lhes que analisassem criticamente as
respostas a alinea d), dizendo:

eu quero que tenham capacidade critica (...); olhar para a a) e b) e ver o processo que
utilizaram para a a) e para a b). E depois, na d), [verificar] se mantiveram o processo. Por
exemplo, estas estavam erradas e a d) esta certa ou estas estdo certas e a d) esta errada.
Sim? Em cada uma eu quero que pensem assim.

Continuando, a professora pediu a aluna Elsa para que lhe explicasse o raciocinio por si usado.

Elsa. (...) [construia] outro ramo.

Maria: Ha aqui [teve] preguica para fazer, leu mal e ndo viu que era trés, e viu que era
dois? Diga 0 que é que pensou.

Elsa. ...

Maria: Ou seja, e ndo achou ridiculo dar 20, quando & frente, com dois, Ihe tinha dado 25?

Elsa: Pois, enganei-me.

Maria: Nao tem capacidade critica para dizer? Oh meu Deus! Entdo, quer dizer, tem menos
ainda que a resposta b)? Mas se hoje fizesse como é que pensaria?

Elsa: Se calhar, acrescentava um ramo a arvore.

Maria: Sim. Ah! Sem fazer o produto como nos fizemos até agora, acrescentaria um ramo a
arvore. André, ora muito bem, vamos explicar a d) da segunda pagina. Como € que pensou,
se nao se importa? Porque é assim, o André...

A professora pediu ao André para explicar o seu raciocinio, visto estar correcto. O André explicou
que, com 2 algarismos, tinha 25 numeros, na alinea b). Por isso, nesta situacdo, seria 25x5,
acrescentando que seria 5% porque “sdo trés digitos e para cada um temos 5 hipoteses”, ao mesmo
tempo que escrevia no quadro:

25x5
53

555

Apds a resolucdo da alinea d), passou-se para a resolucdo da alinea 2c). Nesta alinea, um aluno
apresentou como resposta 277 . Confrontado com a explicacio desta resposta, ele justificou-se: “queria
usar a alinea b) mas perdi-me”. A professora tomou o que o Jodo escreveu e copiou para o quadro:

Algarismo NUmeros

1 5
De seguida, outros alunos completaram:

2 25 =52

n n?

Rita apressou-se a dizer: “usei os dois exemplos de cima”, a alinea a) e b), e a professora
escreveu no quadro:
2a) 3x3=9  3*
2b) 5x5 52
2¢) nxn n?
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n® se tiver 3 algarismos
n° se tiver 5 algarismos

Esta professora conduziu a resolucdo das tarefas propostas sendo a aula controlada por ela ao
estabelecer o ritmo da actividade dos alunos.

Na sua abordagem metodologica, Margarida incentivou os alunos, organizados em grupos, a
partilharem os resultados e as estratégias usadas por cada um nas suas respostas a questao 2 do teste:
“Toda a gente vai analisar todo o material que tém no grupo relativamente as questdes 2a) e 2b). Nao
quero saber se esta certo ou errado, podemos ir mais além, perceber o raciocinio, esta bem? Entao va
la."

Os alunos envolveram-se rapidamente na tarefa proposta pela professora; nao s6 porque era muito
significativa para os discentes, visto assentar num trabalho realizado por eles, mas também por estarem
habituados a trabalhar de forma auténoma nas suas aulas de Matematica. Margarida organiza os seus
alunos, desde o 10.° ano, frequentemente, em trabalho de grupo o que potencia discussdes ricas.

Durante a aula, verificou-se que guando nao havia consenso, os alunos chamavam a professora
para os esclarecer, ao que ela contestava: “Tém que referir a estratégia que foi usada, tém que transmitir
ou tentar transmitir aquilo que foi pensado pelos vossos colegas, por cada um, na resolucdo das alineas
a) e b).” Tendo sido consensual, nas sessdes de planificacdo, a importancia das discussdes finais, no
grupo turma, a professora desafiou cada grupo a escolher um porta-voz para expor as conclusdes a que
tinham chegado.

Paulo: Com os algarismos 1, 2 e 3, quantos numeros diferentes de dois algarismos
podemos fazer? [questdo 2a)] O meu raciocinio foi: 0 numero de elementos possiveis
elevado ao numero de vezes que eu tinha que utiliza-los.

Margarida: Temos ai o 32. E porque é que pdes ai um dois? (...) Entdo tu consegues
imaginar ou lembras-te de algum raciocinio antes de chegares a essa analogia?

Margarida, ao longo da aula, foi colocando questdes sem validar as respostas dos alunos.
Segundo esta professora, 0s seus alunos ndo gostam de ser orientados, devendo ser dado um certo
tempo e deixar os alunos fazerem algum esforco no sentido de explorar e justificar.

Margarida. (...) Portanto, o raciocinio que tu achas que fizeste na altura foi esse.

Paulo. Se calhar veio do 9.° ano, so que eu ndo sei, nesta altura nao sei.

Margarida. E consegues explicar com outra linguagem naquilo que pensaste?

Paulo. Primeiro fiz assim: 12, 22, 23 ... Se fossem 20 numeros com ndo sei quantos
algarismos, ndo fazia isto, tinha que arranjar outra forma de fazer isto.

Margarida: Ah! Entdo quer dizer, a formula do exercicio veio a partir duma coisa que tu
fizeste e que eu nao vi.

Paulo. Exacto.

Margarida: Ai tu fizeste isso! Entdo porque € que tu ndo puseste s6 9 e puseste 32? E que
ai deu-te 9.

O aluno explicou que na sua folha de rascunho tinha enumerado todos os casos possiveis e
escreveu no quadro, tentando apresentar uma expressao porque no caso de ter muitos elementos nao
poderia fazer a enumeracao. Entdo, o Paulo construiu as linhas da tabela:

11 22 33
12 23 32
21 31 13

A partir da tabela, Paulo parece ter recorrido a férmula da area do quadrado, definido na tabela,
para encontrar a formula dos arranjos completos:
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eu fiz isto, sé que depois tinha que arranjar uma maneira de fazer uma formula. E tive a tal
ideia de 3%. E depois é que e lembrei que se podia fazer o numero de elementos pelo
numero de vezes que tinha que utiliza-los.

Antes, Margarida tinha chamado a atencao para a existéncia de uma enumeracéao sistematica ou
nao sistematica, pois o Paulo, ao nao seguir um sistema para organizar os dados, tinha-se esquecido do
numero 13.

Alguns alunos usaram raciocinios em gue nem nds nem outros alunos, nomeadamente o aluno
porta-voz do grupo, tinhamos pensado. Assim, a partilha e o confronto de ideias suscitou a discussao de
questdes e raciocinios que teriam passado despercebidos, como confirma o didlogo seguinte, em que
Paulo apresenta apenas como resposta a expressao 11 > 33:

Paulo: Temos outro caso, mas este caso foi mesmo dramatico.

Margarida: Este caso comeca mal. O Paulo ja comeca a dizer que ele é dramatico. Entao
vamos la ver qual é o drama.

Paulo: (...)

Margarida: E entdo? Dai olhaste... para que parte é que tu olhaste, para tentar perceber?
Paulo.: Eu acho que o que esta aqui ndo tem nada a ver.

Margarida: Pronto. Mas entao, tinha 0 97

Paulo. Tinha 0 9, tinha a resposta correcta.

Margarida: Tinha o 9, tinha a resposta. E ai? E entdo chegamos a conclusdo que essa
pessoa hao fez um raciocinio, a ndo ser chegar ao resultado, foi?

Paulo. Nao, pode ter feito um raciocinio, mas nao foi...

Aluna: Explicito.

Margarida: E essa a opinido do grupo sobre quem pds o 97 Muito bem. Mas eu sei quem
foi 0 autor. O autor foi 0 Hugo.

Entdo Hugo explicou que 11 era o menor numero e 33 o maior, que tinha feito no rascunho a
enumeracao e que pela contagem lhe deu o 9. Finalmente, disse com satisfacdo: “Esta explicado. Afinal o
9 tinha um raciocinio”.

Teresa, porta-voz de outro grupo, chamou a atencao de toda a turma para o facto de ter feito uma
ma interpretacao dos conceitos, nimeros diferentes e algarismos diferentes, ndo os compreendendo e
confundindo-os inicialmente.

Margarida questionou o grupo turma sobre, se fosse agora, qual a estratégia que considerariam na
resolucao desta questdo. Uns disseram que usavam o diagrama de arvore, “para ter seguranca”, ao que
Margarida replicou: “E se tivésseis muitos elementos?” Uma aluna disse que faria uma arvore, ainda que
incompleta.

De seguida, Margarida ditou os dois problemas previstos no guido. Depois de ter construido uma
tabela e um diagrama no quadro, Paulo fez questao de dizer, com conviccao, que queria testar a formula
encontrada antes. E foi através da discussdo em torno das estratégias usadas por Paulo que os alunos
resolveram os problemas e generalizaram.

Comparativamente com Maria, que manteve uma atitude mais directiva, a postura de Margarida
ao longo das suas aulas assistidas foi querer aprender com as respostas dos alunos e considera-las como
recursos para promover a aprendizagem com compreensao. Na consecucao de tal objectivo, evitava dar
as respostas, desafiando os alunos a encontra-las por si proprios.

Tarefas de desenvolvimento

Aquando da resolucéo do problema 1 da ficha:

Numa caixa ha quatro berlindes numerados (com os digitos 2, 4, 7, 9). Escolhemos um
dos berlindes e registamos o seu nimero. Pomo-lo de volta na caixa. Repetimos o processo
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até que formemos um digito de trés nimeros. Quantos numeros diferentes de trés digitos é
possivel obter? Por exemplo, podiamos obter o nimero 222,

um aluno de Maria comentou: “é como que seja uma extraccao com reposicao”, ou seja, o aluno
sentiu necessidade de comparar o novo por analogia com o ja conhecido, usando desta forma um
raciocinio analdgico. Apds varias intervencdes dos alunos, a Maria escreveu no quadro o esquema:

12V 2evV 3ey
4 x 4 x 4 = 43

A professora questionou a turma no sentido de saber o nimero de alunos que responderam 4°.
Levantaram o braco 7 alunos, embora os restantes também tenham respondido correctamente.

A postura dos alunos da Margarida perante a resolucdo deste problema de seleccao foi idéntica,
acertaram com muita facilidade e com compreenséo relativamente rapido.

A questdo 3 — Um rapaz tem quatro carros de cores diferentes (preto, laranja, branco e cinza) e
decide distribuir os carros pelos seus amigos Peggy, John e Linda. De quantas formas diferentes é que
ele pode distribuir os carros? Por exemplo, ele podia dar todos os carros a Linda. —, um problema de
“particdo”, ndo foi trabalhada na sessado de preparacdo da aula. A professora pediu aos alunos que
descrevessem o raciocinio usado, e a Catarina disse logo 4°, acrescentando: “4 carros por trés
pessoas”. Maria apressou-se a escrever no quadro 4x4 x4 e colocou a questdo: “Todos vao receber o
carro preto, por exemplo ao mesmo tempo?” Deste confronto com o erro, um aluno sugeriu que seria
como sentar 4 pessoas e a Maria escreveu 4 x3x 2. Tendo um aluno sugerido que “A Peggy fica com 4
carros”, a professora escreveu no quadro algumas configuracoes:

P L J
4 —_ —
3 1 -
3 - 1
2 1 1

A discussdo manteve-se por uns bons minutos, permitindo que todos os alunos partilhassem as
suas ideias e revelando dificuldades relativamente a realizacdo desta tarefa. Durante esta parte da aula,
Maria utilizou um questionamento apropriado visto que quis conhecer 0s porqués das respostas erradas e
correctas que iam surgindo, valorizando, desta forma, as capacidades dos alunos e proporcionando-lhes
oportunidades de descoberta.

Devido ao avancado da hora e perante as duvidas dos seus alunos, a professora estabeleceu
algumas conclusdes que escreveu no quadro: “ Vamos fixar os carros”.

preto , laranja, branco e cinza
P L B C
\2 \ \ \
3 hipdteses

Maria: Ou vai para a Peggy, eu vou por aqui por letras, ou vai para o John ou vai para a
Linda. Sim? Depois, o carro laranja pode ir para quantas pessoas?

Aluna. Para trés.

Maria. O branco?

Aluna. Para 3.

Maria: E o cinza? Para trés. Quer dizer que a forma que eu tenho para distribuir os carros
vai ser 3*. Sim? Agora vao ler o enunciado seguinte. Ora bem, Joaninha, posso, querida?
Diz assim: ‘Quatro criancas, a Alice, a Berta, a Carol e a Diana, vao passar a noite a casa
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da avo delas. Ela tem dois quartos diferentes disponiveis, um no rés-do-chdo e outro no
andar de cima, nos quais ela pode colocar algumas ou todas as criancas para dormir.” Ou
seja, quer dizer, podem ficar todas num e nenhuma no outro, ndo é, ou ela dividir as
criancas. Ela pode usar s6 um quarto para colocar as criancas ou ela pode colocar a Alice,
a Berta e a Carol no rés-do-chao e a Diana no quarto de cima. Sim?

Perante este problema de distribuicdo, os alunos de Maria e Margarida reagiram com muita
facilidade a sua resolucdo. No entanto, Margarida nao validou de imediato a solucao desenvolvendo-se
uma discussao durante um certo tempo, como o confirma o dialogo seguinte:

Margarida: Ana! Explica o problema.

Helena.: A Alice, a Berta, a Carol e Diana tém dois quartos disponiveis. (...) Como vimos
também pelos arranjos, temos as quatro criancas para dois quartos; que fica 4%, que da
16.

Margarida: Mas se eu olhar para o teu esquema vejo assim: no primeiro quarto ficam
quatro, no segundo zero; e depois tens...

Relativamente ao problema 3, os alunos da Margarida fizeram um debate demorado,
confrontaram diversas estratégias que surgiram na sua resolucéo, muito semelhantes as surgidas na aula
da Maria, ndo conseguindo, no entanto, chegar ao final com sucesso auferindo o mesmo desfecho. E de
salientar que Margarida implementou este problema depois do problema 2 da ficha em resultado da
reflexdo realizada sobre a aula da Maria, que aconteceu antes desta aula de Margarida.

5.3 Sessoes de reflexao sobre a pratica

Na primeira sessdo de reflexdo, a investigadora interveio pouco para permitir as professoras
reflectirem sobre as suas praticas de forma natural e espontanea, pois receava-se que as professoras
interpretassem as suas questdoes sobre aspectos da aula que lhe pareciam pertinentes como uma
apreciacao negativa do que tinha acontecido.

A organizacdo das sessdes de reflexdo das aulas assistidas obedeceu a um padrdo pouco
estruturado: em primeiro lugar, tinha a palavra a professora que tinha leccionado, fazendo uma
apreciacdo global da aula, depois falava a professora que assistiu a aula e no final a investigadora. No
entanto, ainda na primeira sessao, Margarida, a professora que mais tarde leccionou 0 mesmo contetdo,
questionou Maria sobre aspectos didacticos, nomeadamente a exploracdo do problema 3 da ficha de
trabalho. Nesta situacao, ao verbalizar o seu pensamento através das questdes postas pelas colegas que
assistiram a sua aula, Maria clarificou o0 seu raciocinio ao repensar a situacdo e promoveu o seu
enriguecimento profissional e pessoal.

Nos comentarios que Maria teceu ao longo da planificacdo da licdo nédo se vislumbrava que a aula
fosse tdo expositiva e orientada, assim como o nado cumprimento do guido previamente definido,
proferindo: “eu acho que até um bloco para arranjos com repeticdo é muito, é cansativo. Até para eles vai
ser cansativo porque..., eles ndo vao precisar e vao dizer: “ai, isto € tao facil”, e depois na aula a seguir
levam um balde de agua fria porque ja nao é tao facil” (sessao 5).

Temos de ter em conta que um plano de aula, por mais informal que seja, ¢ um conjunto de
intencdes que nem sempre € realizado e cuja apropriacdo depende das perspectivas do professor que o
implementa. No caso de Maria, talvez mais as suas perspectivas sobre o ensino da matematica do que o
ndo cumprimento do guido expliguem a sua perplexidade no fim da aula: “Se dermos assim a
Combinatoria ndo cumprimos o programa e o teste intermédio realiza-se no dia 10 de Dezembro”. Na
aula seguinte, agendou aulas extra para consolidacao de contetidos, propondo a resolucao de problemas
e exercicios do manual.

Sobre estas aulas podemos inferir o quao necessario é pedir aos alunos que elaborem explicacdes
teoricas e escritas acerca do seu trabalho, verbalizem o seu pensamento de forma a organizarem os seus
conhecimentos com a ajuda do professor. Em conversa informal com Margarida, depois da aula, ela
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comentou que por vezes os professores interpretam erradamente respostas, como a que o Paulo
apresentou no teste. Por ter apresentado apenas o resultado final, podia pensar-se que o aluno copiou
pois nao apresentou qualquer processo de resolucdo. Sem duvida, surpreendeu-nos a riqueza do seu
raciocinio. Como muitas vezes avaliamos injustamente determinadas situacdes! A resposta dada por este
aluno veio ao encontro do cenario sugerido na reflexdo a aula da professora Maria, em que se deveria ter
explorado uma resposta apresentada por uma aluna na sua aula.

E de salientar as dificuldades apresentadas pelos alunos ao problema 3 da ficha de trabalho.

(...) era um problema de enunciado de grau de dificuldade acima do habitual, a
interpretacdo. Para além daquilo que se exige habitualmente no 12.°, de um raciocinio
muito elaborado e fora do contexto, completamente descontextualizado do que eles
habitualmente fazem, porque eles tém que inverter a ordem, ou seja, eles ndo vao pensar...
Eles habitualmente pensam é nas pessoas para 0S carros € nao nos carros para as
pessoas. Isso, para eles, no inicio foi alguma confusdo e sé orientados... Observando pela
confrontacdo das respostas erradas é que foram chegando. Claro que nao chegaram,
efectivamente, sozinhos ao resultado. Chegaram a uma orientacdo e houve uma hipotese
de um que dizia: ‘ah, podem ficar os cinco numa pessoa e 0s outros ndo tém nenhuma,
depois...” isso foi o registo. Mas, para efectivamente eles chegarem ao raciocinio de que
poderia ser trés hipoteses para o primeiro caso, trés hipoteses para o segundo, eu tive que
0s orientar muito para isso, eles sozinhos ndo conseguiriam. (Maria, sessao 7)

Apesar dos constrangimentos, ha aspectos positivos a retirar, como a leitura e a interpretacao:

Olha, Margarida, eu acho que consegui s6 uma coisa. A primeira coisa e a mais importante
€ que eles agora ja Iéem muitas vezes o enunciado. Hoje eles leram para ai trés vezes cada
enunciado. (...) Porque se eu dissesse: a mais-valia € muito dificil, eles...Isso eu vou ver
daqui a uns tempos. Essa ndo me parece que seja a mais-valia. A mais valia foi adverti-los
efectivamente, que eles tém que interpretar muito bem, que eles tém que criar um
esquema mental, que eles ndo podem passar para a solucdo sem tentar esquematizar. E
hoje [na aula seguinte] era isso que a gente fazia... (Maria, sessao 7)

Porém, o que acaba de ser dito ndo é confirmado pela pratica. Como podemos verificar, o didlogo
de Maria com os alunos sobre as respostas dadas as alineas 2a) e 2b) ¢ dissuasor dos alunos usarem as
técnicas informais de contagem, os esquemas, incentivando o uso de técnicas formais, culminando, este
facto, na resposta a uma questao do questionario que as professoras ministraram aos alunos no final do
ensino do tema: “A resolucdo do teste antes de aprenderes Combinatoria facilitou a tua aprendizagem
das operacdes combinatérias? Porqué?”

Barbara: Ha aqui uma resposta: ‘Sim, facilitou. Antes de aprender Combinatdria era preciso
um maior raciocinio e também recorrer a desenhos, diagramas, etc.’

Maria. Ou seja, 0 que é que acontece? Eles acabaram por achar que simplificou todos os
processos que faziam anteriormente, que ja ndo precisam de fazer isso porque... Eles
acharam que isto lhes facilitou muito mais. Porque é que faziam arvores? E muito mais facil
assim, ndo é? (..) Porque eles agora decerto j& ndo tém uma necessidade de
esquematizar. Ou seja, neste momento eles j& sabem coisas muito mais dificeis {...).
(Sessao 14)

Nas palavras da Maria também se verificou o quao importante foi para os alunos a valorizacdo das
suas producdes pelos colegas e pela professora, pois “resolviam o0 mesmo problema por outras formas,
isso é que eles gostaram. O facto de termos estudado mais pormenorizadamente cada questédo [do teste],
fazermos varios processos diferentes.”

Também na opinido da Margarida:
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(...) gostei porque nunca me tinha apercebido que era tdo importante para eles nos
valorizarmos os raciocinios, mesmo aquilo em que eles estavam errados. (...). E 0 que eu
acho optimo. Acho que eles realmente nos deram, pelo menos a mim, uma grande licdo
com aquilo que escreveram. (...) Também focaram o facto dos colegas... dos colegas, no
fundo, aperceberem-se também dos raciocinios que eles tiveram, e que lhes deu uma,
como eles dizem aqui: ‘mais vontade de mostrar de que sou capaz’, a auto-confianca.
Entdo, muitas vezes nos falamos em motivacdo dos alunos, que é colocar uns
computadores, uns quadros interactivos, umas coisas, e afinal eles motivam-se mais...
[com uma coisa tao simples]. {...)

Talvez o facto de eles terem desenvolvido os seus raciocinios, e sentiram que eles estavam
a fabricar, no fundo, o conhecimento, lhes deu demasiada auto-confianca (...). Sao eles que
estdo a fabricar o conhecimento e sentem que nao estdo a decorar, ndo estdo a aprender
algo que lhes é impingido, eles estdo a sentir de onde vém as bases, (...) porque véem a
l6gica das coisas. (Sessao 14)

6. Conclusoes

O teor das reunides de trabalho evoluiu com o tempo pois entre as participantes gerou-se um
clima de empatia, que constituiu uma mais-valia para este trabalho. Inicialmente centramo-nos na
observacdo das respostas ao teste, na tentativa de interpretacdo dos pensamentos dos alunos e na
planificacdo das aulas. Na pratica lectiva, os alunos confrontaram-se com as varias interpretacdes
examinaram e debateram as estratégias usadas por eles na resolucdo dos problemas. Nas reunides de
reflexdo entre docentes, analisamos a accao, sempre no sentido de alterar e mudar as praticas lectivas,
visando o sucesso escolar dos alunos.

Notou-se o despertar de um sentido de pertenca das participantes ao projecto, perceptivel na
forma de interaccdo entre as trés, na confianca e no a-vontade que progressivamente mostravam em
expor as dificuldades da pratica e de outros problemas com o objectivo de partilha. Proporcionou-se
momentos de reflexdo conjunta e de desenvolvimento de um dialogo que veiculava o sentimento de um
apoio na resolucao de dificuldades sentidas. Este contexto de trabalho, a nosso ver, contribuiu para uma
aprendizagem mutua. Intuimos também que a observacdo de aulas das professoras desencadeasse
novas formas de concretizar o mesmo guido de aula como consequéncia da nova compreensdo das
situacdes vividas na observacao da aula.

Maria revelou-se sempre uma pessoa muito confiante no que ja sabia e no que fazia
desvalorizando, por vezes, as potencialidades do trabalho colaborativo que se desenvolveu no sentido de
potenciar a mudanca, sobretudo, de atitude e de suporte para melhorar a sua pratica lectiva a partir da
troca de ideias e experiéncias.

Margarida revelou outra postura perante o projecto, nomeadamente, acreditando na concretizacao
das estratégias delineadas nas sessdes de planificacdo e mostrando muita vontade em experimenta-las, o
gue conseguiu com éxito, apesar de ter que gerir algumas dificuldades. Margarida tomou consciéncia de
que tinha de estudar e preparar muito bem as licdes, para que, desta forma, pudesse orientar com
sucesso as aulas que estdvamos a planificar em conjunto. Para tal, imaginava em casa episdédios que
poderiam acontecer durante a sua accao docente, treinando mesmo o tipo de questdes a colocar aos
alunos. Considerou este trabalho essencial para evitar cair na rotina que frequentemente se verifica no
trabalho dos professores com o decorrer do tempo.

Apesar de lento e do reconhecimento de pequenos avancos em considerar novas tarefas que
contextualizassem uma troca e um confronto de ideias e de opinides entre os alunos, visando centrar o
€nsino nas suas experiencias, as actividades implementadas revelaram-se uma mais-valia no crescimento
do conhecimento didactico das professoras.
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A adesdo a novas estratégias e/ou metodologias na pratica docente, permitiu concluir que ocorreu
alguma mudanca, contribuindo para uma melhoria do conhecimento didactico das participantes e da
investigadora. Neste processo de mudanca, a colaboracéo e a reflexao realizadas nas sessoes foram os
instrumentos fundamentais, como defende Polettini (1999, p. 194). “Reflectimos, reavaliando e
reorganizando experiéncias vividas, no sentido de procurar orientacao para experiéncias futuras, sendo
nesta perspectiva muito importante a reflexao sobre o pensamento e a reflexao sobre a nossa pratica e a
pratica dos outros”.
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