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Capitulo 1

Nocoes elementares de légica

exercicio 1.1 Das seguintes frases indique aquelas que sao proposigoes:
(a) Estd a chover 14 fora.
(b) 7 é um nimero primo.
(¢) 2 é impar ou 3 é multiplo de 4.
(d) 4<3.
(e) Neste turno hé estudantes nascidos em Ponta Delgada.
(f) Todos os naturais {mpares sao primos.
(g) 2+2=3.

(h) Esta frase ¢é falsa.

resolucao:

Relembremos que uma proposicdo é uma frase declarativa sobre a qual é possivel dizer objetiva-
mente se é verdadeira ou falsa (dado um contexto fixado a partida e ainda que possamos n3o ser
capazes de, no momento, determinar o seu valor 16gico).

Das frases apresentadas sdo proposi¢des as seguintes: (a), (b), (c), (d), (e) e (f).

Todas as frases apresentadas s3o frases declarativas. No entanto, a frase (g) ndo é uma proposigcdo
uma vez que a sua veracidade depende do valor atribuido a x. Relativamente a frase (h), repare-
se que dizer que a afirmacdo é verdadeira impde que seja simultaneamente falsa e dizer que a
afirmacdo é falsa é dizer que é simultaneamente verdadeira, o que, claramente, é impossivel.
Assim, a frase (h) ndo é uma proposi¢ao.

Em relagdo as frases (a) e (e), subentende-se um determinado contexto (um determinado dia num
dado local e um turno TP especifico em que se resolve o exercicio).
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exercicio 1.2 De entre as seguintes palavras sobre o alfabeto do Caélculo Proposicional,
indique, justificando, aquelas que pertencem ao conjunto FC¥:

(a) (= (p1Vp2)); (d) ((po A (=po)) —-L);

(b) ((=ps) — (=ps)); (e) (L)

(¢) ((ps Ap1) V(; () (((pr = ((p2 V (=p3)) A pa)))-
resolucdo:

Recordemos que o conjunto F¢F das férmulas do Calculo Proposicional é o conjunto definido
indutivamente pelas seguintes regras:

(Fy) L é uma férmula do CP;
F5) toda a varidvel proposicional é uma férmula do CP;
se ¢ é uma férmula do CP, entdo (—¢) é uma férmula do CP;

se p, ¥ sdo férmulas do CP, entdo (¢ A %)) € uma férmula do CP;

CRCECHEE

)

)

)

) se ¢, 1 sdo férmulas do CP, entdo (¢ V ¢) é uma férmula do CP;
) se ¢, 1 sdo férmulas do CP, entdo (¢ — 1) é uma férmula do CP;
) (

Fr) se ¢, 1) sdo férmulas do CP, entdo (¢ <> 1) é uma férmula do CP.

1) p1,p2 € FCF pela regra Fy;
2) (p1 V p2) € FOF pela regra Fy e por (1);
3) (= (p1V p2)) € FCF pela regra F3 e por (2).

(b) ((=ps) = (—pe)) € FEF, uma vez que:

1) ps,ps € FCF pela regra Fy;
) (=ps), (—ps) € FET pela regra Fy e por (1);
(3) ((-ps) = (-pe)) € FCT pela regra Fy e por (2).

(c) Nesta palavra existe um ndmero distinto de paréntesis direitos e de paréntesis esquerdos, o

(
(
(
(
(
(
(@) (= (p1 Vp2)) € FEP, uma vez que:
(
(
(
(
(
(2

que nunca acontece numa férmula do Célculo Proposicional. Portanto, ((ps A p1) V (¢ FCT.
(d) ((po A (=po)) —L) € FEF, uma vez que:

(
(1) Le FOF pela regra I;

(2) po € FOF pela regra Fy;

(3) (—po) € FET pela regra I3 e por (2);

(4) (po A (=po)) € FCF pela regra Fy e por (2) e (3);

(5) ((po A (=po)) —L) € FE pela regra Fg e por (4) e (1).

(e) Note-se que nio existe nenhuma regra, na definicio indutiva de ¥, que introduza paréntesis
sem introduzir um dos conetivos —, A, V, — ou <. Assim, (L) & FCP,

(f) Nesta palavra existe um ndmero distinto de paréntesis direitos e de paréntesis esquerdos, o
que nunca acontece numa férmula do Célculo Proposicional.



Logo, (((p1 — ((p2 V (—p3)) A pa))) & FCOL.

exercicio 1.3 Considere as proposicoes 7 € um numero inteiro par, 3+1=4 e 24 € divisivel
por 8 representadas, respetivamente, por pg, p1 € po.
(a) Escreva férmulas que representem as afirmagoes:
(i) 341 # 4 e 24 ¢é divisivel por 8.
(ii) Nao é verdade que: 7 é impar ou 3+ 1 = 4.
(iii) Se 3+ 1 =4 entao 24 nao ¢é divisivel por 8.

(b) Traduza por frases cada uma das seguintes férmulas:

(i) po V (=p2); (i) =(po A p1); (iii) (=p2) = (=p1 V po).
resolucao:
(a)
(i) =p1 A p2. (ii) =(=po V p1). (iii) p1 — —p2.

(b)

(i) 7 é um inteiro par ou 24 n3o é divisivel por 8.

(ii) 7 ndo é um inteiro par ou 3 + 1 # 4. [em alternativa, N3o é verdade que: 7 é um inteiro
pare 3+ 1 =4]

(iii) Se 24 ndo ¢é divisivel por 8, entdo 3+ 1 # 4 ou 7 é um inteiro par.

exercicio 1.4 Representando as frases 343 € divisivel por 3, A soma dos algarismos do nimero
348 € 10 e 10 € divisivel por 3 por pg, p1 € p2, respetivamente, traduza as seguintes formulas
para linguagem corrente:

(a) —p2 (€) po A —p1 (e) =po V p1 (g) (p2 Apo) V —p1
(b) —=p1 V p2 (d) =(po V p1) (f) (p1 A =p2) = —po (h) p2 A (po V —p1)
resolucdo:

(a) 10 n&o é divisivel por 3.

(b) A soma dos algarismos do nimero 343 n3o é 10 ou 10 é divisivel por 3.
(c) 343 é divisivel por 3 mas a soma dos algarismos do niimero 343 nao é 10.
(d)

d) N3o é verdade que: 343 é divisivel por 3 ou soma dos algarismos do niimero 343 é 10.
(em alternativa: 343 n3o é divisivel por 3 e a soma dos algarismos do niimero 343 ndo ¢ 10.)

(e) 343 ndo é divisivel por 3 ou a soma dos algarismos do niimero 343 é 10.

(f) Se a soma dos algarismos do nimero 343 é 10 e 10 n3o é divisivel por 3, entdo 343 n3o é
divisivel por 3.
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(g) 10 e 343 s3o divisiveis por 3 ou a soma dos algarismos do nimero 343 n3o é 10.

(h) 10 é divisivel por 3 e 343 ¢ divisivel por 3 ou a soma dos algarismos do niimero 343 ndo é 10.

exercicio 1.5 Nas implicacGes que se seguem, identifique o antecedente e o consequente.

(a) Se z é impar, entdo x é primo. (d) z é primo sé se x é impar.

(b) Se x é primo, entdo x é impar. (e) = ser impar é condicao suficiente para z ser primo.

(c)  é primo se x é fmpar. (f) = ser impar é condigao necessdria para x ser primo.
resolucdo:

As frases das alineas (b), (d) e (f) sdo equivalentes a frase “Se = é primo entdo x é impar”. Todas
traduzem a implicacdo
x é primo = x é impar.

Assim, nessas alineas, o antecedente é “z é primo” e o consequente é “z é impar”. As frases
das alineas (a), (c) e (e) sdo equivalentes a frase “Se x é impar entdo = é primo” e traduzem a
implicacao

x é impar = x é primo.

Portanto, nessas alineas, o antecedente é “x é impar” e o consequente é “x é primo”.

exercicio 1.6 Suponha que py representa uma proposicao verdadeira, p; uma proposicao
falsa, ps uma proposicao falsa e ps uma proposicao verdadeira. Quais das seguintes férmulas
sao verdadeiras e quais sao falsas?

i) =(po A p1);

) P2V (p3 V (po Ap1));

k) (p1 <> p3) A po;

a) po V p2; e) (p2 Ap3) V pr;
)

b) —p3 V —pa; £) (p3 Apo) V (p1 A p2);

c) p2 = P1; g

(
(
) (
h) (

( (
( (
( (g) po <> p2;
( (h) (

d) p3 = (po — —p3); (p1 — p3) <> p3) A —po; 1) (ps = po) <> ~(p2 V p1).

resolucao:

Sabemos que os valores légicos das varidveis proposicionais que ocorrem nas férmulas consideradas
sao os seguintes:

Po | P1|P2|DP3
1701011

Em cada uma das alineas, consideraremos, apenas, a linha da tabela de verdade da férmula
correspondente a esta combinacdo de valores légicos.



A férmula pg V ps € verdadeira.

(b)

Po | P2 | PoV D2

P2 | P3

—p2 | P3| 3V p2

011

1 0 1

A férmula —p3 V —ps é verdadeira.

()

P1|DP2|P2— D1

A férmula po — p1 é verdadeira.

(d)

Po | P3| 7P3

Po — —p3 | p3 — (po — —p3)

1

110

0 0

A férmula ps — (pp — —p3) é falsa.

(¢)

p1| P2 | P3| P2 Ap3 | (2 Ap3) V1

010

1 0 0

A férmula (p2 A ps3) V p; é falsa.

(f)

Po

p1 | P2

b3 | P3

Apo | pLAp2| (pP3Apo)V (p1 Ap2)

1

010

1

1 0 1

A férmula (ps A po) V (p1 A p2) é verdadeira.

(g)

A férmula pg <> po € falsa.

(h)

Po | P2 | Po <7 P2

Po

b1

b3

—Po

pP1— D3

(p1 = p3) <> p3 | ((p1 = p3) <> p3) A o

1 0




6 CAPITULO 1. NOCOES ELEMENTARES DE LOGICA

A férmula ((p1 — p3) <> p3) A —pp é falsa.

(i)

po | p1 | po Ap1 | =(poAp1)
110 0 1

A férmula —(pg A p1) é verdadeira.

()

Po | P1|p2 | P3| PoAPL|P3V (PoAPL) [ P2V (P3V (PoAp1))
11010 1 0 1 1

A férmula pa V (p3 V (po A p1)) é verdadeira.

(k)

po |p1| P3| 1< p3| (1< p3) Apo
11o0]1 0 0

A férmula (p1 <> p3) A po é falsa.

(1

Po|p1|p2| P3| ps—po|p2Vpr | ~(p2Vp1) | (ps— po) < —(p2Vp1)
110101 1 0 1 1

A férmula (ps — po) <> —(p2 V p1) é verdadeira.

exercicio 1.7 Admitindo que pg, p1 e po representam proposicoes e que pg <> p1 ¢ falsa, o
que pode dizer sobre o valor l6gico das seguintes férmulas?

a) po A\ p1;

(a)

(b) poVp1;

(¢) po— p1;
)

(d) (o Ap2) < (p1Ap2).

resolucao:

Sabemos que os valores I6gicos das varidveis proposicionais pg e py sdo distintos, uma vez que a
férmula pg <> p1 € falsa. Assim, uma dessas varidveis proposicionais é verdadeira e a outra falsa.

(a) Sendo uma das varidveis proposicionais pg, p; falsa, podemos afirmar que py A p; é falsa.

(b) Dado que uma das varidveis proposicionais pg, p; é verdadeira, podemos concluir que po V p1
é verdadeira.

(c) Sabemos que as combinagdes possiveis de valores légicos de py e p; sdo as seguintes:



Po | P1
110
011

Assim, o valor légico de py — p; em cada um desses casos é descrito na tabela que se segue:

Po | P1|Po— D1
110 0

011 1

Podemos, assim, afirmar que o valor légico de pg — p1 € igual ao de p;.

(d) As combinagdes possiveis de valores légicos de pg, p1 e py sdo

Po | P1| P2
1101
11707] 0,
0|11
01110

pelo que o valor légico de (pg A p2) <+ (p1 A p2) em cada um desses casos é descrito na tabela

seguinte:
po | P1| P2 | PoAp2 | p1 ADp2 | (PoAp2) < (p1 Ap2)
17011 1 0 0
110]0 0 0 1
0111 0 1 0
01110 0 0 1

po A p2) <> (p1 A p2) é contrario ao de po.

—

Podemos, assim, afirmar que o valor légico de

exercicio 1.8 Construa tabelas de verdade para cada uma das seguintes formulas do Céalculo

Proposicional:

(a) po V (—po); (8) (po = p1) ¢ (=0 V p1);
(b) =(po V p1); (h) (po — p1) < (=p1 = —po);
(c) po A =(po V p1); (i) po = (p1 — p2);
( (J)
(
(

d) po A (=po V p1); i) po A =(p1 — p2);

Po
e) =(po — —p1); (k) (po <> =p2) V (p1 A p2);
f) po <+ (p1V po); (1) (po = (p1 = p2)) = ((Po A p1) = p2).
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resolucao:
(a)
Po | 7Po | Po VY Do
1 0 1
0 1 1
(b)
po | p1|poVp1|—(poVopr1)
111 1 0
110 1 0
011 1 0
010 0 1
(c)
po [ p1|PoVp1|—(poVpL)|poA-(poVpr)
111 1 0 0
110 1 0 0
011 1 0 0
0110 0 1 0
(d)
Po [ P1 | —po | 7Po V1| poA(—poVpr)
1|1 0 1 1
110 0 0 0
011 1 1 0
0110 1 1 0
(e)

po | p1| —p1 | po— —p1 | ~(po — —p1)

(el el N
OO
— | ol
===
(o) Nenll Nan)

po | p1|p1Vpo | por (p1Vpo)
11 1 1
L]0 1 1
011 1 0
00 0 1




(po — p1) <> (—po V p1)

(po = p1) ¢ (—p1 = —po)

—po V p1

—p1 — 7Po

Po — D1

=(p1 = p2) | po A =(p1 — p2)

—Po | Po — P1

—P1

pP1— D2

Po | p1| 2| Pt — D2 | Po— (P1 — p2)

P2

Po | P1

—Po

Po | P1

Po | P1
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(k)
po | p1|p2| —p2 | po <> —p2 | PLAP2 | (Po < —p2) V (p1 Ap2)
11111 0 0 1 1
11110 1 1 0 1
1101 0 0 0 0
11010 1 1 0 1
0|11 0 1 1 1
0O}11]0 1 0 0 0
0101 0 1 0 1
01010 1 0 0 0
(1
po | p1|p2|P1—p2|po— (p1—=p2) | poAp1| (poAp1) = p2 | (po— (p1 = p2)) = ((po Ap1) = p2)
17171 1 1 1 1 1
11110 0 0 1 0 1
11011 1 1 0 1 1
1101]0 1 1 0 1 1
0O]111 1 1 0 1 1
0110 0 1 0 1 1
0011 1 1 0 1 1
01010 1 1 0 1 1

exercicio 1.9 De entre as seguintes féormulas, indique aquelas que sao tautologias e aquelas

que sao contradigoes:

(a) po = (po V p1);
(b) =(po Ap1) = (po V p1);

(c) (po — p1) < (=p1 — —po);

resolucao:

(d) (po — (po V p1)) Ap1;
(e) (po Vv —po) = (po A —po);
(f) =(po — (P1 = po))-

Recordemos que uma tautologia é uma férmula que assume sempre o valor l6gico verdadeiro,

independentemente dos valores légicos das varidveis proposicionais que a compdem, e uma con-

tradicdo é uma férmula que assume sempre o valor ldgico falso, independentemente dos valores

|6gicos das varidveis proposicionais que a compdem. Através da tabela de verdade de cada férmula,

podemos, em cada alinea, decidir se a férmula em questdo é uma tautologia, uma contradi¢cdo ou

nem tautologia nem contradic3o.




(b)

(c)

(d)

()

po | p1|poVp1|po— (poVp1)
111 1 1

110 1 1

01 1 1

010 0 1

A férmula pg — (po V p1) €, portanto, uma tautologia.

po | p1|poAp1 | =(poAp1) | poVpr| ~(poAp1) = (poVp1)
1|1 1 0 1 1
110 0 1 1 1
011 0 1 1 1
010 0 1 0 0

A férmula =(pg A p1) — (po V p1) ndo é nem tautologia nem contradi¢3o.

po | p1|7po | p1 | po—p1 | —p1— o | (Po — p1) < (—p1 — —po)
1|1 0 0 1 1 1
110 0 1 0 0 1
011 1 0 1 1 1
010 1 1 1 1 1

A férmula (po — p1) > (—p1 — —po) é uma tautologia.

po | p1| (PoVp1) | po— (poVp1)| (pPo— (poVp1)) Ap
111 1 1 1
110 1 1 0
011 1 1 1
010 0 1 0

A férmula (po — (po V p1)) A p1 ndo é nem tautologia nem contradi¢do.

Po | =po | PoV —po | po A —po | (PoV —po) = (po A —po)
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0

A férmula (po V —po) — (po A —po) é uma contradi¢do.

11
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po | P1 | Pp1— po | po— (P1 — po) | ~(po — (pP1 — po))
111 1 1 0
110 1 1 0
011 0 1 0
010 1 1 0

A férmula —(po — (p1 — po)) é uma contradicdo.

1.10 Escreva uma afirmacao em linguagem corrente que traduza a negacao de:
(a) 741 ¢é divisivel por 3.
(b) 741 é divisivel por 3 e 741 é par.
(c) 741 é divisivel por 3 mas nao ¢ divisivel por 9.
(d) 741 é divisivel por 3 ou é um nimero primo.
(e) Se 741 é divisivel por 3, entao 741 é divisivel por 9.

(f) 741 ¢ divisivel por 6 s6 se 741 é par.

resolucdo:
(a) 741 n&o é divisivel por 3.

(b) 741 n3o é divisivel por 3 ou 741 n3o é par.

(c) 741 ndo ¢ divisivel por 3 ou é divisivel por 9.

(d) 741 n3o é divisivel por 3 e ndo é um ndmero primo.
(e) 741 é divisivel por 3 e ndo ¢é divisivel por 9.

()

f) 741 é divisivel por 6 e 741 n3o é par.

exercicio 1.11 Indique quais dos pares de féormulas que se seguem sao logicamente equiva-

lentes:

(a) =(po A p1); =po A —p1. (€) po = p1; P1 = Do-

(b) =(po — p1); Po A (p1 — (Po A —po))- (d) po — (p1 = p2); ~(=p2 = —p1) = —po.
resolucao:

Sabemos que duas férmulas ¢ e i sdo logicamente equivalentes se ¢ <> 1) é uma tautologia.
Assim, para cada par de férmulas ¢ e 1, construimos, em cada alinea, a tabela de verdade de
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© > 1 e verificamos se essa férmula assume sempre o valor légico verdadeiro, independentemente
dos valores légicos das varidveis proposicionais que a compdem.

(a)
po | 1| —po | 71| poAp1| —(poAp1) | —poA—p1| =(po Apr) < (=po A —p1)
1|1 0 0 1 0 0 1
110 0 1 0 1 0 0
011 1 0 0 1 0 0
010 1 1 0 1 1 1

Como podemos verificar pela tabela de verdade acima, a férmula —(pg A p1) <> (—po A —p1) ndo
é uma tautologia e, por conseguinte, as férmulas —(pg A p1) € —po A —p1 ndo sdo logicamente
equivalentes.

(b) Sejam ¢ = =(po — p1) € ¥ =po A (p1 — (pPo A —po).

Po |P1| ~po|po—p1|@|PoA—po|pL— (PoA—po) ||t
111 0 1 0 0 0 0 1
110 0 0 1 0 1 1 1
01 1 1 0 0 0 0 1
010 1 1 0 0 1 0 1

Como podemos verificar pela tabela de verdade, a férmula ¢ <> ¢ é uma tautologia e, portanto,
as férmulas ¢ e v s3o logicamente equivalentes.

NOTA: Em alternativa, podemos apresentar uma sequéncia de equivaléncias Iégicas que mostre
que @ < Y

¥ < po A (p1 —L) [pois po A —po 1]
& po A—p; [uma vez que 0 — L& —o, para qualquer o € FCT]

& ¢ [pois =(oc — T) < o A =7, para quaisquer 0,7 € FCP]

(c)
po | p1|po—p1|p1—po| (po— p1) < (p1 — po)
11 1 1 1
110 0 1 0
0] 1 1 0 0
010 1 1 1

Da tabela de verdade acima, sabemos que a férmula (pg — p1) <> (p1 — po) ndo é uma tautologia
e, por conseguinte, as férmulas —(pg A p1) € =pp A —p1 ndo sdo logicamente equivalentes.
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(d) Sejam ¢ = pg — (p1 — p2) e Y = =(=p2 = —p1) = —po.

po | p1|p2|po| 1| p2|p1—=p2|@| p2— p1| (op2—= ) [P |
11111 0 0 0 1 1 1 0 1 1
11110 0 0 1 0 0 0 1 0 1
17011 0 1 0 1 1 1 0 1 1
17010 0 1 1 1 1 1 0 1 1
0|11 1 0 0 1 1 1 0 1 1
01110 1 0 1 0 1 0 1 1 1
01011 1 1 0 1 1 1 0 1 1
0101]O0 1 1 1 1 1 1 0 1 1

Pela tabela de verdade, podemos concluir que a férmula ¢ <> ¢) é uma tautologia e, portanto, as
férmulas ¢ e 1 s3o logicamente equivalentes.

NOTA: Em alternativa, podemos apresentar uma sequéncia de equivaléncias légicas que mostre
que © < P

© < —(p1 — p2) = —po [pois 0 — T < =T — —0, para quaisquer o, 7 € FCP)

& =(=p2 = 1) = po =

exercicio 1.12 Encontre uma férmula que seja logicamente equivalente a férmula pg V —py e
que envolva apenas os conetivos A e —.

resolucao:
Pela dupla negacdo, sabemos que
poV =1 < =7(po V p1)
e, pelas leis de De Morgan, temos
==(po V =p1) < = (7po A ).
Assim, novamente pela dupla negacdo e ainda pela transitividade da relacdo de equivaléncia légica,
po V =1 < ~(=po A p1)

e esta dltima férmula envolve apenas os conetivos A e —.

exercicio 1.13 Considere as seguintes afirmagoes:

e Se ha vida em Marte, entao Zuzarte gosta de tarte.



15

e Zuzarte é um marciano ou nao gosta de tarte.

e Zuzarte nao é um marciano, mas ha vida em Marte.

(a) Exprima as afirmagbes anteriores através de férmulas do Célculo Proposicional, utili-
zando varidveis proposicionais para representar as frases simples.

(b) Mostre que as trés afirmagoes acima nao podem ser simultaneamente verdadeiras.

resolucao:

(a) Representemos por pg, p1 € p2, respetivamente, as frases simples “H& vida em Marte”, “Zuzarte
gosta de tarte” e “Zuzarte é um marciano”. As afirmacdes apresentadas podem ser expressas,

entdo, por
¥ =DPo =P
Y =p2V-p
o = —p2 A\ po

(b) Assumamos que as trés afirmagdes podem ser simultaneamente verdadeiras e procuremos uma
contradicdo. Sendo o verdadeira, podemos afirmar que py € falsa e py é verdadeira. Nesse caso,
dado que ¢ também ¢é verdadeira, podemos concluir que p; é falsa. Mas, assim, ¢ é falsa, o que
contradiz a nossa hipdtese de que as trés afirmacdes sdo simultaneamente verdadeiras. Provamos,
deste modo, que as trés afirmacdes ndo podem ser simultaneamente verdadeiras.

NOTA: Em alternativa, podemos construir uma tabela conjunta para as trés férmulas e verifi-
car que para nenhuma combinagdo possivel de valores légicos de po,p1 € p2 se tem p,9 e o
simultaneamente verdadeiras

po|p1|p2| 1|2 || |oO
17111 0 0 11110
11110 0 1 11011
1011 1 0 01110
11010 1 1 Ol1(1
0|11 0 0 1({1]0
0|10 0 1 1{0]0
0|01 1 0 11110
0]0/|0 1 1 11110

exercicio 1.14 Quais das seguintes afirmacgoes sao verdadeiras?

(a) Nao existem férmulas do Calculo Proposicional com mais de uma letra sem ocorréncias
de varidveis proposicionais.
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(b) A dltima letra de qualquer férmula proposicional é a letra “)” ou uma varidvel propo-
sicional.

(c) Se todas as varidveis proposicionais que ocorrem em ¢ = (pg A =p;) —L tomarem o
valor légico 1, entao ¢ toma o valor légico 0.

(d) Se as varidveis proposicionais de indice par que ocorrem em ¢ = (p1 Ap2) <> (—ps V p3)
tomarem o valor 16gico 1, entao ¢ toma o valor légico 0.

(e) Para quaisquer férmulas ¢ e 1, se v — - é contradi¢ao, entdo pelo menos uma das
férmulas ¢, ¢ é tautologia.

(f) Para quaisquer férmulas ¢, 1 e o, se ¢V —o é tautologia e ¢ < 1, entdao o — ¥ também
é tautologia.

resolucdo:

(a) A afirmagdo é falsa. De facto, (— L) é uma férmula do Calculo Proposicional com quatro
letras sem ocorréncias de varidveis proposicionais.

(b) A dltima letra da férmula L é a letra “L". Portanto, a afirmagdo ¢ falsa.

(c) Admitamos que as varidveis py e p; tomam o valor légico 1. Ent3o, pp A —p; toma o valor
l6gico 0, donde ¢ = (pg A —p1) —L toma o valor légico 1. A afirmacdo é, portanto, falsa.

(d) Admitamos que as varidveis ps e ps tomam o valor Iégico 1. Sabemos que ¢ toma o valor
l6gico 0 se e somente se as férmulas p1 A pa e =py V p3 tomam valores légicos distintos. Ora, se
p1 € p3 tomarem valor légico 0, segue-se que p; A ps e —pyg V p3 tomam ambas o valor légico 0.
Assim, ¢ tomard o valor légico 1. Logo, a afirmacgdo é falsa.

(e) Admitamos que ¢ e ¢ sdo férmulas tais que v — —p é uma contradigdo. Ent3o, o valor
[6gico de 1) é sempre 1 e o valor légico de = é sempre 0. Logo, ¥ e ¢ tém sempre valor légico 1
e ambas sdo tautologias. Sendo assim, é verdade que pelo menos uma das férmulas é tautologia
e a afirmacdo é verdadeira.

(f) Sejam ¢, 1 e o férmulas tais que ¢ V —o é tautologia e ¢ < 1. Temos que

pV o= oV
S0 =
S o =Y

Logo, como ¢ V —¢ é tautologia, também o — 1) é tautologia. A afirmacdo é verdadeira.

exercicio 1.15 Exprima cada uma das seguintes frases como quantificagoes:
(a) A equagao z3 = 28 tem pelo menos uma solucio nos niimeros naturais.

(b) 1000000 nao é o maior nimero natural.
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(c¢) A soma de trés nimeros naturais consecutivos ¢ um multiplo de 3.

(d) Entre cada dois niimeros racionais distintos existe um outro nimero racional.

resolucdo:

(a) Fpen 2% =28.

(b) Jzeny —(1000000 > x).

() VnenTkeny n+ (n+1) 4+ (n+2) = 3k.

(d) VaeqVyeq (z#y = Jico (2 <2<yVy<z<ua)).

exercicio 1.16 Considere a seguinte proposicao:
Todos os Hobbits sao criaturas pacificas.
Indique qual ou quais das seguintes proposigoes equivale a negacao da proposicao anterior:
(a) Todos os Hobbits sao criaturas conflituosas.
(b) Nem todos os Hobbits sao criaturas pacificas.

)
(c) Existem Hobbits que sao criaturas conflituosas.
)

(d) Nem todos os Hobbits sao criaturas conflituosas.

resolucao:

Representemos por H um Hobbit arbitrario e por p(H) o predicado “H é criatura pacifica”. Serd
seguramente aceitavel assumir que “H é criatura conflituosa” corresponde a negagdo de p(H).
Posto isto, a afirmac3o dada pode ser reescrita na forma

Vi p(H)
e s sua negac¢ao correspondera a
Im —p(H),

ou seja, “Existe pelo menos um Hobbit que é criatura conflituosa”. Assim, a proposi¢do da alinea
(c) equivale, claramente, a negacdo da proposicdo dada. Relativamente as restantes proposicdes,
note-se que a da alinea (a) pode ser reescrita como

Vi —p(H),

a da alinea (b) como
(Vg p(H))

e a da alinea (d) como
~(Ya —p(H)).
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Assim, apenas as proposicdes das alineas (b) e (c) equivalem a nega¢do da proposicdo dada.

exercicio 1.17 Escreva quantificacbes equivalentes & negacao de cada uma das seguintes
proposicoes.

a) Todo o OVNI tem o objetivo de conquistar alguma galdxia.

(
(b

Existem morcegos que pesam 50 ou mais quilogramas.

)
¢) A inequacao 22 — 22 > 0 verifica-se para todo o nimero real x.
G
) 2

(d) Existe um inteiro n tal que n® é um numero perfeito.

resolucdo:
(a) Existe pelo menos um OVNI que ndo tem o objetivo de conquistar alguma galéxia.

b) Todos os morcegos pesam menos de 50 quilogramas.

2

(c) Existe pelo menos um niimero real = que n3o verifica a inequagdo 22 — 22 > 0.
(d) Para qualquer inteiro 1, n* ndo é um ndmero perfeito.

exercicio 1.18 Considere as seguintes proposicoes, em que o universo de cada uma das
quantificacoes é o conjunto dos nimeros reais.

(a) Vody o +y=0

(b) &xVy x+y =0

(c) LYy r+y=y

(d) Vo (x>0—=3, 2y =1)

Para cada proposigao p acima (i) indique se p é ou nao verdadeira e (ii) apresente, sem recorrer
ao conetivo negacgao, uma proposicao que seja equivalente a —p.

resolucao:

(a)

(i) Em p afirma-se que, para todo o real x, existe pelo menos um real y tal que z +y = 0.
Ora, dado um real x, basta tomar y = —x. A afirmacdo p é, portanto, verdadeira.

(ii) Temos que

& 3,¥y (v +y=0)
& LVyx+y#0

Assim, 3.V, x 4+ y # 0 é uma proposicao equivalente a —p e sem ocorréncias do conetivo —.
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(b)

(i) Em p afirma-se que existe um real z tal que, para todo o real y, se tem x +y = 0. Assim,
para esse x, teriamos, por exemplo, xt +1=0e x +2 =0, o que é impossivel. A afirmacdo p é,
portanto, falsa.

(ii) Temos que

—p & Vo (Vy 4+ y=0)
& Vedy —(x+y=0)
SV Iy +y#0

Assim, V,3d, x +y # 0 € uma proposicao equivalente a —p e sem ocorréncias do conetivo —.

(c)

(i) Em p afirma-se que existe um real = tal que, para todo o real y, se tem = +y = y.
Consideremos x = (. Para esse valor de x, temos que x +y = 0+ y = y, pelo que a afirmacio p
é verdadeira.

(ii) Temos que

p Ve (Vy z+y=1y)
<:)’\V/:zszly _'('T+y:y)
SVyadyr+y#y

Assim, V,3J, x 4+ y # y é uma proposicao equivalente a —p e sem ocorréncias do conetivo —.

(d)
(i) Em p afirma-se que, para todo o real z positivo, existe um real y tal que xy = 1. Para

cada real positivo x, considere-se y = % emos que y € Re zy = x X % = 1. A afirmacdo p é

verdadeira.
(ii) Temos que
pe Ipm(z>0—3yzy=1)
S p(x>0AN~(Fy 2y =1))
& Ip(x > 0NV, ~(zy =1))
S Jp(x > 0NV, zy #1)

Assim, 3,(x > 0 AV, xy # 1) é uma proposicdo equivalente a —p e sem ocorréncias do conetivo

—.

exercicio 1.19 Considerando que p representa a proposicao Ve aJpen (> =bVa+b=0),
(a) verifique se p é verdadeira para A = {—2,0,1,2} e B ={—1,0,4}.

(b) indique em linguagem simbdlica, sem recorrer ao simbolo de negagao, uma proposicao
equivalente a negacao de p.
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resolucao:

(a) Em p afirma-se que, para todo o elemento a de A, existe pelo menos um elemento b de B tal
que a®> =bVa+b=0. Verifiquemos, entdo, para cada valor a de A, a existéncia de um tal b em
B.

a=—2:
a>=bVa+b=0s (-22=bV-2+b=0
Sb=4Vvb=2
Como 4 € B, podemos afirmar que Jpcp (a> =bVa+b=0).
a=0:
a?=bVa+b=0&0"=bV0+b=0
Sb=0Vvb=0
Como 0 € B, podemos afirmar que Jpcp (a> =bVa+b=0).
a=1
a?=bVa+tb=012=bv1+b=0
Sb=1vb=-1
Como —1 € B, podemos afirmar que Jpcp (a2 =bVa+b=0).
a=2:

A =bVa+b=022=bV2+b=0
Sb=4Vb=-2

Como 4 € B, podemos afirmar que Jpcp (a> =bVa+b=0).

Assim, para todo a € A, existe b € B tal que (a> = bV a+ b = 0). Logo, a proposicio p é
verdadeira para os conjuntos A e B dados.

(b) Temos que

—p < Jaea(Fren (a> =bVa+b=0))
& JueaVpen (a2 =bVa+b=0)
& JuenaVoen (@2 #bANa+b#0).

Assim, J,caVpep (a® #bAa+b+#0) é uma proposicio equivalente a —p e sem ocorréncias do
simbolo de negacao.

exercicio 1.20 Considerando que p representa a proposicao VocaJpep a® = b,

(a) dé exemplo de conjuntos A e B nao vazios para os quais:
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(i) a proposicao p é verdadeira;
(ii) a proposicao p é falsa.

(b) indique em linguagem simbdlica, sem recorrer ao simbolo de negagao, uma proposicao
equivalente & negacao de p.

resolucao:

(a)
(i) p serd verdadeira se e somente se, para todo o elemento a de A, existir um elemento b de
B tal que a® = b.

Consideremos A = B = {0}. Se a € A, entdo a =0 e existe b € B (b = 0) tal que a®> = b, uma
vez que 02 = 0.

OBS.: Podemos, também, pensar num conjunto finito A e definir o conjunto B como o conjunto
formado pelos quadrados dos elementos de A. Para tais escolhas de A e B, p serd verdadeira.
Existem, obviamente, mais escolhas distintas destas para A e B para as quais p é verdadeira.

(i) p serd falsa se e somente se existir pelo menos um elemento a de A tal que, para todo o
elemento b de B, a® # b.

Consideremos, por exemplo, A = {0} e B = {1}. Tomando a = 0, ndo existe b € B tal que
b= a?, uma vez que 0> ¢ B.

OBS.: Para chegar a um exemplo de A e B nas condi¢les pretendidas, bastaria garantir que em
A exista um elemento a tal que a® ¢ B.

(b) Temos que

—p = (VacaTpen a* = b)
= EIaeAﬁ(EIbeB a? = b)
& JueaVoen ~(a® = b)

& JoeaVoep a® # b.

Assim, J,c4Vpep a® # b é uma proposicio equivalente a —p e sem ocorréncias do simbolo de
negacao.

exercicio 1.21 Considerando que p representa a proposicao
JyeaVaca(® #y — (zy >0V a? +y=0)),
(a) dé exemplo de um universo A nao vazio onde:

(i) a proposicao p é verdadeira;

(ii) a proposicao p é falsa.
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(b) indique, sem recorrer ao conetivo nega¢ao, uma proposigao equivalente a —p.

resolucao:

(a) Em p afirma-se que existe um elemento y de A tal que, para qualquer outro elemento z de
A, setem zy > 0 ou 22 +y = 0.

(i) Seja A = {1,2}. Consideremos y = 1. O Unico elemento = de A distinto de y é z = 2.
Temos que zy = 2 > 0, pelo que 2y > 0V 22 + y = 0 é uma proposicio verdadeira para esses
valores de x e y. Assim, para este universo A, a proposicdo p é verdadeira.

OBS: Repare-se que, se A for apenas formado por reais positivos, sabemos que, para um qualquer
elemento y de A, se terd xy > 0 para todos os restantes elementos x de A, o que garantird
que p € verdadeira em A. Mas existem outros exemplos de universos A, em que nem todos os
elementos s3o reais positivos mas p é verdadeira. Consideremos, por exemplo, A = {—2,—1,1}.
Consideremos y = —1. Os elementos de A distintos de y sdo —2 e 1. Para x = —2, temos que
xy =2 > 0, pelo que zy > 0V 22 +y = 0 é uma proposicio verdadeira. Para = 1, temos
que 1y = —1 <0, mas 22 +y = 12+ (—1) = 0, donde zy > 0V 2% +y = 0 é uma proposicio
verdadeira. Assim, para este universo A, a proposicdo p é verdadeira.

(ii) Seja A = {—1,2}. Vejamos que n3o existe y € A tal que
Veea(r #y — (zy > 0V a? +y=0))

seja verdadeira. Temos apenas dois valores possiveis para y: —1 ou 2. Consideremos y = —1. O
tnico elemento = de A distinto de y é x = 2. Temos que 2y = —2 < 0e 22 +y =22+ (—1) =
3#0. Assim, paray = —lex =2, zy > 0V 2> + y = 0 é uma proposicio falsa. Portanto,
y ndo pode ser —1. Consideremos, agora, ¥y = 2. O Unico elemento x de A distinto de y é
r=—1 Temosquezy=-2<0ez?+y=(-12+2=3#0. Assim, paray =2ex = —1,
xy > 0V a? +y =0 é uma proposicio falsa. Portanto, y ndo pode ser 2. Logo, n3o existe y € A
tal que Voea(z # y — (xy > 0V 2% +y = 0)) é verdadeira. Assim, para este universo A, a
proposicao p é falsa.

(b) Temos que
P& Vyea (Voca (x #y — (zy >0V 2+ y=0))
& Vyeadeea ~(x #y — (zy > ova?+y= 0))
& Vyeadzea (x£yAN—(zy >0 v z? +y=0))
& VyeaTeea (&£ y Aoy <ONZ> +y #0).

Assim, Vyeadgea (x #yNay < 0OA 22 +y # 0) é uma proposicdo equivalente a —p e sem
recorrer ao conetivo negacao.

1.22 Seja p a proposicao Vyeadyea (x £y Az? =y).

(a) Verifique se p é verdadeira para A = {1,—1}.
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(b) Se A é um subconjunto de R tal que p é verdadeira para A, que elementos nao podem
pertencer a A7

resolucao:

(a) p é verdadeira se, para todo o elemento = de A, existe um elemento y de A, distinto de z,
tal que 22 = y.

Para x = 1, temos que 22 = 1. Logo, 22 = y se e s6 se y = 1. Mas, assim, + = y. Logo, para
x = 1, ndo existe y € A que verifique a condicio x # y A z? = 3.

Provdmos, deste modo, que p é falsa para A = {—1,1}.

b) Dado x € A, pretendemos que exista y € A tal que = e 22 = y. Assim, n3o podemos ter
p q Y q Y Y p

2 = r (de outro modo, terfamos de ter  # y e 2 = x = ¥, o que

2

elementos x em A tais que =

2

seria impossivel). Ora, 2 =z se e sé se z° —x = 0, ou seja x = 0 ou x = 1. Portanto, se A é

um subconjunto de R tal que p é verdadeira para A, 0 ¢ Ae 1 & A.

1.23 Seja p a proposicao JyeaVyca 2y +y=0.
(a) Verifique se p é verdadeira para A = {-3,0,1}.

(b) Existe algum subconjunto A de R, com um sé elemento, nao nulo, tal que p é verdadeira
para A?

resolucao:

(a) p é verdadeira se existe pelo menos um elemento = de A tal que, para todo o elemento y de
A, x3y +y = 0. Ora,

By+y=0sy@*+1)=0
Sy=0vad+1=0
Sy=0V 2 =—1
Sy=0Ve=-1
Deste modo, para y # 0, x teria de ser igual a —1, que n3o pertence a A. Portanto, p é falsa
para A = {-3,0,1}.

(b) Admitamos que p é verdadeira para o conjunto A = {a}, onde a € R e a é ndo nulo. Entdo,
sabemos que existe x em A tal que, para y = a, 2y +y = 0. Mas, se z é elemento de A, ent3o,
também x = a. Temos que

By+y=0eaxat+a=0
Sa@®+1)=0
Sa=0Va=-1
< a=—1.
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Assim, a resposta é afirmativa, sendo A = {—1}.

exercicio 1.24 Averigue a validade dos seguintes argumentos:

(a) O Joao afirma: “Hoje vou ao cinema ou fico em casa a ver um filme na televisao”.
No dia seguinte o Joao comentou: “Ontem nao fui ao cinema.” Em resposta, a Joana
concluiu: “Entao viste um filme na televisao!”.

(b) A Maria afirmou: “Se hoje encontrar a Alice e estiver calor, vou & praia”. No dia
seguinte a Maria comentou: “Ontem esteve calor e fui a praia”. Em resposta, a Rita
concluiu: “Entao encontraste a Alice”.

(¢) O Tiago disse: “Vou almogar no bar ou na cantina”. E acrescentou: “Se comer no
bar fico mal disposto e nao vou ao cinema”. Nesse dia, a Joana encontrou o Tiago no
cinema e concluiu: “O Tiago foi almocar & cantina”.

resolucao:

(a) Representemos as frases declarativas simples “Hoje vou ao cinema” e“Fico em casa a ver um
filme na televisdo” por pg e p1, respetivamente. A primeira afirmacdo de Jo3o pode ser traduzida
por po V p1. A segunda afirmacdo de Jodo pode ser representada por —pg e a conclusido de Joana
por p1. O argumento é, entdo representado por

((po V p1) A =po) — p1

O argumento serd viélido se esta ultima férmula for uma tautologia, o que podemos averiguar
através de uma tabela de verdade.

po | p1| —po | PoVp1|(poVpi)A=po|((poVp1)A—po) = p1
111 0 1 0 1
110 0 1 0 1
01 1 1 1 1
010 1 0 0 1

Como podemos comprovar na tabela acima, a férmula ((poVp1) A—po) — p1 é sempre verdadeira,
independentemente dos valores Iégicos das varidveis proposicionais que nela ocorrem. Portanto,
é uma tautologia e o argumento apresentado é vilido.

OBS: Outra forma de verificar se o argumento é valido é averiguar a veracidade da conclusio
assumindo a veracidade de todas as premissas. Admitindo, entdo, que pg V p1 € —py sao ambas
proposicOes verdadeiras, averiguemos se p; € necessariamente verdadeira. Ora, se o valor légico
de —pg é 1, entdo o valor légico de pg é 0. Assim, como o valor égico de pg V p; é 1, segue-se
que o valor légico de p; tem de ser 1. Podemos, portanto, afirmar que o argumento é valido.

(b) Representemos as frases declarativas simples “encontrar a Alice”, “estar calor” e “ir a praia”
por pog, p1 € po, respetivamente. A primeira afirmacdo de Maria pode ser traduzida por
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(po A p1) — p2. A segunda afirmagdo de Maria pode ser representada por p; A p2 e a con-
clusdo de Rita por pg. O argumento é, entdo representado por

(((po Ap1) = p2) A (p1 Ap2)) = po

Assumindo que as premissas sdo ambas verdadeiras, sabemos que os valores ldgicos de
(po A p1) — p2 € p1 A p2 sdo iguais a 1. Sendo 1 o valor légico de p; A pa, sabemos que os
valores logicos de p e py sdo ambos 1. Com po verdadeira, nada podemos garantir sobre o valor
l6gico de py a partir da veracidade de (pg A p1) — p2. De facto, py tanto pode ser verdadeira
como falsa, pelo que o argumento ndo é vilido.

OBS: Claramente, o exercicio pode ser resolvido fazendo a tabela de verdade da férmula

(((po A p1) = p2) A (p1 A p2)) — po, comprovando-se que ndo é uma tautologia.

(c) Representemos as frases declarativas simples “Vou almogar no bar”, “Vou almogar na cantina”,
“Fico mal disposto” e “Vou ao cinema” por pg, p1, p2 € p3, respetivamente. A primeira afirmacdo
de Tiago pode ser traduzida por pg V p1. A segunda afirmacdo de Tiago pode ser representada
por po — (p2 A —p3). A informagdo de que Joana encontrou Tiago no cinema pode ser traduzida
por p3 e a conclusdo de Joana por p;. O argumento é, entdo representado por

(((po V p1) A (o — (p2 A —p3))) Ap3) — p1

Assumindo que as trés premissas sdo simultaneamente verdadeiras, sabemos que os valores |égicos
de po V p1, de pg — (p2 A —p3) e de p3 sdo iguais a 1. Pretendemos verificar se, nesse caso, p;
é necessariamente verdadeira. Sendo 1 o valor I6gico de p3 e de pyg — (p2 A —p3), segue-se que
po tem de ser falsa. Assim, dado que pg V p1 € verdadeira, podemos afirmar que p; tem de ser
verdadeira. Logo, o argumento é vélido.

OBS: O exercicio pode ser resolvido fazendo a tabela de verdade da férmula
(((po V p1) A (po — (p2 A —p3))) A p3) — p1, comprovando-se que é uma tautologia.

exercicio 1.25 Mostre que a soma de dois numeros inteiros impares é um niumero par.

resolucao:

Sejam n,m dois inteiros impares. Ent3o, existem inteiros k, 7 tais que

n=2k+1

m =2r+ 1.
Temos que
n+m=2k+1)+ (2r+1)
=2k +2r+2
=2(k+r+1).
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Como k,r € Z, segue-se que k +1r + 1 € Z. Assim, existe s € Z tal que n + m = 2s (basta
considerar s = k +r + 1), pelo que n + m é par.

exercicio 1.26 Mostre que o produto de nimeros inteiros impares é um ntimero fmpar.

resolucdo:

Sejam n,m dois inteiros impares. Ent3o, existem inteiros k, 7 tais que

n=2k+1

m=2r+ 1.

Assim,

nm = (2k+1)(2r + 1)
=4dkr +2k+2r+1
=22kr+k+r)+1.

Como k,r € Z, segue-se que 2kr + k + r € 7Z. Assim, existe s € Z tal que nm = 2s + 1 (basta
considerar s = 2kr + k + 1), pelo que nm é impar.

exercicio 1.27 Mostre que nao existe n € N tal que n +5 = 3n + 2.

resolucao:

Admitamos que existe n € N tal que n +5 = 3n + 2. Entdo, n — 3n = 2 — 5, ou seja,

3

—2n = —3. Logo, n = 5, o que € uma contradigdo pois % ¢ N. Portanto, ndo existe n € N tal

quen+ 5 =3n+ 2.
exercicio 1.28 Seja n um nimero natural impar. Mostre que n? 4+ 8n — 1 é miiltiplo de 4.

resolucao:

Seja n um natural impar. Entdo, existe k € Ny tal que n = 2k 4+ 1. Portanto,

n?+8n—1=(2k+1)>+8(2k+1)—1
= 4k? +4k+1+16k+8—1
= 4k + 20k + 8
= 4(k* + 5k + 2).

Como k € Ny, segue-se que k2 + 5k + 2 € N. Assim, existe s € N tal que n%2+8n—1=4s
(basta considerar s = k% + 5k + 2), pelo que n? + 8n — 1 é miltiplo de 4.



exercicio 1.29 Mostre que, para todo o natural n, se 3n + 5 é impar, entdao n é par.

resolucdo:

A prova segue por contraposicdo. Pretende-se provar que
3n + 5 impar = n par

ou, equivalentemente, que
—(n par) = —(3n + 5 impar),
isto é,

n impar = 3n + 5 par.

Admitamos que n é impar. Entdo, existe k € Ny tal que n = 2k + 1. Portanto,

3n+5=302k+1)+5
=6k +8
= 2(3k +4).

27

Como k € Ny, segue-se que 3k+4 € N. Assim, existe s € N tal que 3n+5 = 2s (basta considerar

s = 3k +4), pelo que 3n + 5 é par.

2

exercicio 1.30 Prove que, para todo o natural n, n® é impar se e sé se n é impar.

resolucdo:

Mostremos a dupla implicacdo
n impar = n? impar

n? impar = n fmpar.

A prova que apresentamos da primeira implicacdo é uma prova direta, ao passo que a prova que

apresentamos para a segunda implicagdo é uma prova por contraposicao.
(=) Admitamos que n é impar. Entdo, existe k € N tal que n = 2k + 1. Portanto,
n? = (2k +1)*
=4k* +4k +1
= 2(2k% + 2k) + 1.

Como k € Ny, segue-se que 2k% + 2k € Ny. Assim, existe s € Ny tal que n? = 2s + 1 (basta

2

considerar s = 2k? + 2k), pelo que n? é impar.

(<) A contrarreciproca de
n? impar = n fmpar.
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2

—(n impar) = —(n” impar),

ou seja,
n par = n? par.

Admitamos que n é par. Ent3o, existe k € N tal que n = 2k. Logo,
n? = (2k)?
= 4k
= 2(2k?).

Como k € N, segue-se que 2k% € N. Portanto, existe s € N tal que n? = 2s (basta considerar
s = 2k?), pelo que n? é par.

exercicio 1.31 Prove que, dado um ntimero natural n, se n ¢ multiplo de 6, entdo n é multiplo
de 2 e de 3.

resolucao:

Seja n um natural mdltiplo de 6. Ent3o, existe um natural k tal que n = 6k. Assim, n = 2r, onde
r = 3k € N, pelo que n é miultiplo de 2. Por outro lado, temos que n = 3s, onde s = 2k € N, e,
portanto, n é mdltiplo de 3.

exercicio 1.32 Encontre um contraexemplo para cada das afirmacoes seguintes:
(a) Se n = p? + ¢%, com p, q primos, entdo n é primo.
(b) Se a > b, com a,b € R, entdo a? > b°.

(c) Se z* =1, com z € R, entdo = = 1.

resolucao:

(a) Consideremos p = 3 e ¢ = 5, ambos primos. Temos que n = p? + ¢> = 9+ 25 = 34 nio é

primo.
(b) Consideremos a = 3 e b = —4. Temos que a > b mas a? % b?

(c) Consideremos © = —1. Temos que 2* =1 e z # 1.



Capitulo 2

Inducdo nos naturais

exercicio 2.1 Seja p(n) a seguinte afirmagao:

1+2+...+n:w.

(a) Mostre que se p(k) é verdadeira (com k € N), entao p(k + 1) também é verdadeira.

(b) Podemos concluir que p(n) é vélida para todo n € N?

resolucao:

(a) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

1+2+...+kw. (H.1)

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja, que

k(k+3
1+2+...+(k+1)%.

Temos que

1424 . 4+ (k+D)=0+2+...+k) +(k+1)

= —(k_l)Q(k+2) +(k+1) (pelaH.l)
(k—1)(k+2)+2(k+1)
2
k2 +2k—k—2+2k+2

N 2

k% + 3k
2

k(k + 3)

—

29
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pelo que p(k + 1) é verdadeira.

(b) Consideremos n = 1. Temos que

1+2+...+nw©1w

e 1=0,

pelo que p(1) é falsa. Logo, ndo é verdade que p(n) seja vélida para todo n € N.

2.2 Seja p(n) um predicado sobre os elementos n de N. Em cada um dos seguintes casos,
determine todos os valores de n para os quais p(n) é garantidamente verdadeira e todos os
valores de n para os quais p(n) é garantidamente falsa.

(a) Para todo k € N, se p(k) ¢ verdadeira, entao p(k + 1) é verdadeira.
(b) p(7) é verdadeira e, para todo k € N, se p(k) é verdadeira, entao p(k + 1) é verdadeira.

(
(¢) p(1) é verdadeira e, para todo k > 2, se p(k) é verdadeira, entao p(k + 1) é verdadeira.
(d) p(7) é verdadeira e, para todo k > 4, se p(k) é verdadeira, entao p(k + 1) é verdadeira.

(

(e) p(10) ¢ falsa e, para todo k € N, se p(k) é verdadeira, entao p(k + 1) é verdadeira.

resolucao:
(a) Nada podemos afirmar sobre o valor légico de p(n) para qualquer n € N.

(b) Como p(7) é verdadeira e, para todo k € N, se p(k) é verdadeira, entdo p(k+ 1) é verdadeira,
segue-se que p(8) é verdadeira. Sendo p(8) verdadeira e, para todo k € N, se p(k) é verdadeira,
entdo p(k + 1) é verdadeira, segue-se que p(9) é verdadeira e assim sucessivamente. Podemos
concluir que p(n) é verdadeira para todo n > 7.

(c) Apenas podemos afirmar que p(1) é verdadeira. Nada podemos afirmar sobre o valor légico
de p(n) para n > 2.

(d) Sabemos que p(8) é verdadeira, uma vez que p(7) é verdadeira e, para todo k > 4, se p(k)
é verdadeira, entdo p(k + 1) é verdadeira. Sendo p(8) verdadeira, como, para todo k > 4, se
p(k) é verdadeira, entdo p(k + 1) é verdadeira, podemos afirmar que p(9) é verdadeira. E, assim
sucessivamente, podemos concluir que p(n) é verdadeira para todo n > 7. Nada podemos afirmar
sobre o valor légico de p(n) para n < 6.

(e) Como, para todo k € N, se p(k) é verdadeira, entdo p(k + 1) é verdadeira, podemos afirmar,
pela contrarreciproca, que, para todo k& € N, se p(k + 1) é falsa, entdo p(k) é falsa. Sendo
assim, como p(10) falsa, também p(9) € falsa e, sendo p(9) falsa, também p(8) é falsa e assim
sucessivamente. Portanto, p(n) é falsa para todo n < 10. Nada podemos afirmar sobre o valor
l6gico de p(n) para n > 11.
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exercicio 2.3 Prove, por inducao nos naturais, as seguintes propriedades:

n
. n(n+1)
E = 7 todo n > 1.
(a) 2 j 5 paratodon >

(b) Z (2i) = n(n+ 1), para todo n > 1.
i=1

(c) (2§ — 1) = n?, para todo n > 1.

(d) i o n(n+1)(2n+1)

je= 5 , para todo n > 1.

3

© S (c1)i2 = (1) 2D v todo n > 1.

(g) n® —n é miiltiplo de 3, para todo n > 1.
(h) 5™ — 1 é multiplo de 4, para todo n > 1.
(i) n® > 2n + 1, para todo n > 2.

(j) n! > n?, para todo n > 4.

(k) 7n < 2™ para todo n > 6.

(1) 2" > n3, para todo n > 10.

m) a” < b", para todo n > 1 e para todo a,b € R tais que 0 < a < b.
y P

resolucao:
(a) Mostremos que a soma dos n primeiros niimeros naturais é igual a M para todo o natural
n, pelo método de inducdo nos naturais.
n
Representemos por p(n) o predicado Z j=
J=1

nn+1),
2

sobre os naturais n.
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(1) Para n =1, temos

3

Jj=1

o que é verdade. Portanto, p(1) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

zk: j= k:+1). (H.1)

J=1

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja,

o (E+D(k+2)
D i=y
j=1
Sabemos que
k+1 k+1
> ZH >
Jj=1 j=k+1
:@‘F(k‘%—l) pela H.I.
k(k+1)4+2(k+1)
B 2
(k+1)(k+2)

2 )

pelo que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indu¢do para N e por (1) e (Il), podemos concluir que

3

n+1
Jj= )7

J=1

para todo n € N.

(b) Mostremos que a soma dos n primeiros ndmeros naturais pares € igual a n(n + 1), para todo
n € N, pelo método de indugcdo nos naturais.

n

Representemos por p(n) o predicado Z (2i) =n(n+1)" sobre os naturais n.
i=1
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(1) Para n =1, temos

1
im: (n+1) @Z 1(1+1)
1=

i=1
&2 =2,

o que é verdade. Portanto, p(1) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

k
> (2i) =k(k+1). (H.L)

=1

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja,

k+1
(k+1)(k+2).
i=1
Temos que
k+1 k k+1
S@)=>" @)+ > (2
i=1 i=1 i=k+1

—k(k+1)+2(k+1) pela H.I.
= (k+1)(k+2),

pelo que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo para N e por (I) e (Il), podemos concluir que

Z (2i) = n(n+1),

para todo n > 1.

(c) Provemos que a soma dos n primeiros nlmeros naturais impares é igual a n?, para todo o
natural n, pelo método de inducdo nos naturais.

n
Representemos por p(n) o predicado Z (2 — 1) = n®" sobre os naturais n.
j=1

(1) Para n =1, temos

n 1

Y Ei-n=n"ed (2i-1)=1°
Jj=1 7j=1

S1=1,

o que é verdade. Por conseguinte, p(1) é verdadeira.
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(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

k
d (2j-1)=kF. (HI)

J:

—

Queremos provar que p(k + 1) é verdadeira, isto é,

k+1
(2 — 1) = (k+ 1)
j=1
Temos que
k+1 k k+1
Yo@i-n=) -+ > (2j-1)
j=1 j=1 j=k+1
=k +2(k+1)—1 pela H.l
=k +2k+1
= (k+1)%

donde p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indu¢do para N e por (1) e (Il), podemos concluir que

> @i-1=n
j=1

3

para todo o natural n.
(d) Mostremos que a soma dos quadrados dos n primeiros ndmeros naturais € igual a w,
para todo n € N, pelo método de inducdo nos naturais.

n
1)(2 1
Representemos por p(n) o predicado Z §% = nfn + )6( ntl), sobre os naturais n.

J=1

(1) Para n =1, temos

2n+ I(1+1)(2x1+1
>t o3 - e

@12:1,

o que é verdade. Portanto, p(1) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

k
S k(k + 1)6(21<:+ D )

j=1
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Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja,

i (k 4+ 1)(k + 2)(2k + 3)
: 6 '
Temos que
k41 k+1
Z j —Z IR
Jj=k+1

N k:(k+1)6(2k:+ b, (k41 pela HlL
k(k+1)(2k +1) + 6(k + 1)?

_ (k+1)(k(2k E 1) +6(k+1))

_ (k;+1)(2k2+(73k+6))

_ (ke 1)(k 422)(2/<:+3)7

pelo que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indu¢do para N e por (1) e (Il), podemos concluir que

= _nm+1)2n+1)
d it= : ,

J=1

para todo n > 1.

(e) Mostremos que —1%2 +22 — 32 + 42 — . 4+ (-1)"n? = (—1)”%, para todo o natural n,
pelo método de indu¢do nos naturais.
n
Representemos por p(n) o predicado Z (-1)%% = (=1)"
i=1

nn+1),

5 sobre os naturais n.

(1) Para n =1, temos

o que é verdade, pelo que p(1) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

k
(-1 = CoRREED )

i=1
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Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja,

k41

Z (_1)1'2'2 _ (_l)k‘Jrl (k + 1)2(k + 2) )

i=1

Temos que
k+1 _ k _ k+1
Z (_1)%-2 _ Z (_1)%-2 + Z
i=1 i=1 i=k+1
1
_ (—1)’fk(kT+) (1) (R +1)2 pela HLI.
FE (S - (k41 )

G
( 2k—2>
k+1< i )

_ Lyl 1)(l<: +2)
e

pelo que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indu¢do para N e por (1) e (Il), podemos concluir que
> n(n+1)
—1)? 2 — (1)
> () = ()=
para todo n > 1.

(f) Mostremos que 20 + 2! 4 ... +2% = 2"+ — 1 para todo n € N, pelo método de indugdo nos
naturais.

2n+1

n
Representemos por p(n) o predicado Z 2 = — 1" sobre os naturais n.

=0
(I) Paran =1, temos
n
> 2=t 1@2 27 = o+l _
j=0
& 20 +2! =3,
o que é verdade. Logo, p(1) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

k+1 ) (H.|.)

|Mw
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Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja,

k+1
d o Y=o
j=0

Temos que

k+1 k k+1
SEESILED ML
§j=0 §=0 j=k+1
=21 1 4 281 pela HLI.
=2x 2" 1
— 21+k+1 -1
=221

)

pelo que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo para N e por (I) e (II), podemos concluir que

n
Z 2j = 2n+1 o 1’
7=0

para todo n > 1.

3

(g) Mostremos que n®> — n é miiltiplo de 3, para todo o natural n, pelo método de indugdo nos

naturais.

3

Representemos por p(n) o predicado “n® — n é mdltiplo de 3".

() Paran =1, temos n® —n =13 — 1 = 0. Como 0 é miiltiplo de 3, p(1) é verdadeira.

(1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja, k3 — k é miiltiplo de 3. Entdo, existe ¢ € Ny
tal que k* — k = 3¢ (H.l.).

Assim,
(k+1)3—(k+1) =& +3k*+3k+1) — (k+1)
=k 4+ 3k +3k -k
= (k* — k) + (3k* + 3k)
=3q + (3k% +3k) pela H.I.
=3(q + k* + k).

Logo, (k+1)3— (k+1) = 3(¢+k*+k), sendo ¢+ k?+k € N. Portanto, (k+1)3— (k+1)
é maltiplo de 3, pelo que p(k + 1) é verdadeira.
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Pelo Principio de Indugdo para N e por (I) e (Il), podemos concluir que

n® —n é miltiplo de 3,

para todo o natural n.

(h) Mostremos que 5™ —1 é mudiltiplo de 4, para todo n € N, pelo método de indug¢do nos naturais.

Representemos por p(n) o predicado “5" — 1 é miltiplo de 4".

(I) Paran =1, temos 5" — 1 = 5 — 1 = 4, que é, obviamente, mdltiplo de 4. Logo, p(1) é
verdadeira.

(1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja, 5 — 1 é midltiplo de 4. Entdo, existe 7 € N
tal que 5 — 1 = 4r (H.1.). Note-se que da H.l. podemos concluir que 5 = 4r + 1.

Assim,
SRl 1 =5x5F—1
=5x(4r+1)—1 pelaH.L

=20r+5-1
=20r +4
=4 x (br+1).

Dado que 5r 4+ 1 € N, podemos dizer que existe s € N tal que 57! — 1 = 4s, ou seja,
581 — 1 é miiltiplo de 4. Assim, p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo para N e por (1) e (Il), podemos concluir que 5” — 1 é miltiplo de 4,
para todo o natural n.

(i) Mostremos que n® > 2n + 1, para todo n > 2, pelo método de induc3o simples de base 2 nos
naturais.

Representemos por p(n) o predicado “n3 > 2n + 1" sobre os naturais n > 2.

() Paran =2, temos n® >2n+ 123 >2x 2+ 1< 8> 5, pelo que p(2) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que k > 2 e p(k) é verdadeira, ou seja,
k3>2k+1 (HL)
Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja,
(k+12>2k+1)+1,

isto &,
(k+1)* > 2k +3.
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Temos que

(k+17° =k +3k* +3k+1
> (2k 4+ 1)+ 3k> 4+ 3k +1 (note-se que k® > 2k + 1 pela H.I.)
>(2k+1)+1+1 (uma vez que 3k? + 3k > 1 ja que k € N)
= 2k + 3,

pelo que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Inducdo de base 2 para os naturais e por (I) e (II), podemos concluir que
n3 > 2n + 1, para todo n > 2.

(j) Mostremos que n! > n?, para todo n > 4, pelo método de inducdo simples de base 4 nos
naturais.

Representemos por p(n) o predicado “n! > n?" sobre os naturais n > 4.

(1) Para n = 4, temos n! > n? < 4! > 42 < 24 > 16, pelo que p(4) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que k > 4 e p(k) é verdadeira, ou seja,
E'> K> (HL)

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja, que (k + 1)! > (k + 1)2. Temos
que

(k+1)! > (k+1)* < (k+ 1)k! > (k+ 1)
SE>k+1 (%)

Sabemos, por H.l., que k! > k?. Mostremos, agora, k> > k + 1. Temos que
B>k+1ek®—k—1>0.

Sabemos que o grafico da fun¢io f : R — R definida por f(z) = 22 — 2 — 1 é uma
pardbola com a concavidade voltada para cima e zeros % e 1+T‘/3 Logo, 22 —x—1>0
para todo o real x tal que xz > HT‘/E Em particular, 22 — 2z — 1 > 0 para todo o natural
x > 4. Provdmos, assim, que k? > k + 1 e, como k! > k?, segue-se que k! > k + 1, o que,

por (%), é equivalente a (k +1)! > (k+ 1)%. Assim, p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indug3o de base 4 para os naturais e por (1) e (II), podemos concluir que n! > n?,
para todo n > 4.

(k) Mostremos que 7n < 2" para todo n > 6, pelo método de indugdo simples de base 6 nos
naturais.

Representemos por p(n) o predicado “7n < 2™" sobre os naturais n > 6.
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(1) Paran =6, temos Tn < 2" < 7 x 6 < 26 & 42 < 64, pelo que p(6) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que k > 6 e p(k) é verdadeira, ou seja,

7k <28 (H.1)
Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja, que 7(k + 1) < 2*1. Temos que

Tk+1) <2 o Th+7<2x2k
& Th+7< 28+ 28,

Sabemos, por H.I., que 7k < 2F. Como k > 6, sabemos que 2¢ > 26 = 64. Portanto,
7 < 2k, Como 7k < 2% e 7 < 2%, podemos afirmar que 7Tk+7 < 2F +2%_ Portanto, p(k+1)
é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo de base 6 para os naturais e por (I) e (II), podemos concluir que 7n < 27,

para todo n > 6.

(1) Mostremos que 2" > n?, para todo n > 10, pelo método de inducdo simples de base 10 nos

naturais.

Representemos por p(n) o predicado “2" > n3" sobre os naturais n > 10.

(1) Para n = 10, temos 2" > n3 < 210 > 103 & 1024 > 1000, pelo que p(10) é verdadeira.

(I1) Seja k € N tal que k > 10 e p(k) é verdadeira, ou seja,

2k >k (HI)
Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja, que 2+ > (k +1)3. Temos que

s k+1P3 e 2x2P >3 +3k2 +3k+ 1
& 2P 428 > k3 4 3k% 3k 4 1.

Sabemos, por H.l., que 2¥ > k3. Se mostrarmos que 2¥ > 3k? + 3k + 1, poderemos afirmar
que 28 +2F > k3 + 3k2 + 3k 4 1 e, consequentemente que p(k + 1) é verdadeira. Facamos
esta prova também por inducdo nos naturais.



41

Consideremos o predicado ¢(k) : 2¥ > 3k? + 3k + 1, para todo o natural
k > 10. Provemos que ¢(k) é verdadeira para todo k > 10.

(A) Para k=10, temos que 2F > 3k?+3k+1 < 1024 > 3x100+3x10+1 <
1024 > 331, donde ¢(10) é verdadeira.

(B) Seja m € N tal que m > 10 e g(m) é verdadeira, ou seja, 2" >
3m? + 3m + 1. Pretendemos mostrar que g(m + 1) é verdadeira, isto &,
que 2"t > 3(m +1)2 +3(m + 1) + 1. Ora,

2t > 3(m +1)2 +3(m+1)+1
& 2x2™>3m2 +6m+3+3m+3+1
& 24 2™ > (3m2 +3m + 1) + (6m + 6).

Pela H.I., sabemos que 2" > 3m? + 3m + 1. Pela alinea (k), sabemos que
2™ > Tm. Mais ainda, é claro que, para m > 10, 7m > 6m + 6 (note-se
que Tm > 6m +6 < Tm — 6m > 6 < m > 6). Assim,

2™ 4+ 2™ > (3m? + 3m + 1) + Tm > (3m* + 3m + 1) + (6m + 6).

Sendo 2™ + 2™ > (3m? + 3m + 1) + (6m + 6), podemos afirmar que
2+l > 3(m +1)2 4+ 3(m + 1) + 1, ou seja, que g(m + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo de base 10 para os naturais e por (A) e (B),
podemos concluir que 2F > 3k% 4+ 3k + 1, para todo k > 10.

Estamos, assim, em condi¢cdes de afirmar que p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo de base 10 para os naturais e por (l) e (Il), podemos concluir que
2" > 3, para todo n > 10.

m) Sejam a,b € R tais que 0 < a < b. Mostremos que a™ < b, para todo n > 1.
)

Representemos por p(n) o predicado “a™ < b™".

(I) Paran =1, temos a" < b" < a < b. Portanto, p(1) é verdadeira.

(1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja, a* < b*. De 0 < a < b e de a* < ¥,
podemos concluir que
axa® <bxb,

ou seja, a1 < b**1 e, consequentemente, p(k 4 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo para N e por (1) e (IlI), podemos concluir que a™ < b", para todo o
natural n.
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exercicio 2.4 Seja X um conjunto tal que X C N, 3 € X e, para cada n € N,
neX=n+3ecX

Prove que {3n:n € N} C X.

resolucao:

Sabemos que {3n:n € N} C X se e somente se todos os elementos de {3n : n € N} sdo ele-
mentos de X. Pretendemos, pois, provar que 3n € X, para todo o natural n.

Representemos por p(n) o predicado “3n € X" sobre os naturais.

(I) Paran =1, temos 3n = 3. Sabemos, pela definicdo de X, que 3 € X. Portanto, p(1) é
verdadeira.
(I1) Seja k € N tal que p(k) é verdadeira, ou seja,

3ke X (H.I)

Pretendemos mostrar que p(k + 1) é verdadeira, ou seja, que 3(k + 1) € X. Pela definicdo
de X, como 3k € X pela H.l., podemos afirmar que 3k + 3 € X. Portanto, 3(k+1) € X
e, por conseguinte, p(k + 1) é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo para N e por (I) e (Il), podemos concluir que 3n € X, para todo o
natural n, donde {3n:n € N} C X.

exercicio 2.5 Recorrendo ao Principio de Inducao Completa, mostre que

(a) Todo o nimero natural n pode ser repesentado como a soma de poténcias distintas de
2, i.e., na forma
n=20 4224 420
onde 11,49, ..., sao inteiros tais que 0 < 71 < ig < ... < 7.
(b) a sequéncia de Fibonacci (definida por Fy, Fy» =1, F,, = F,,_1 + F,,_9, para todo n > 3)
n—2
satisfaz, para todon € N, F}, > (%) .

resolucao:

(a) Pretendemos mostrar que todo o natural é soma de poténcias de 2 distintas. A prova se-
gue por Indugdo Completa nos naturais. Representemos por p(n) o predicado Existem inteiros
11,192,500 tais que 0 < 11 <o < ... <1, €

n=2" 4922 4 49

sobre os naturais.
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() Paran =1, temos que n = 2°, pelo que 1 é soma (com uma sé parcela) de poténcias de 2
distintas). Logo, p(1) é verdadeira.

(I1) Consideremos, agora, k € N tal que p(1),p(2),...,p(k) sdo verdadeiras. Sabemos, ent3o,
que todo o natural inferior ou igual a k£ pode ser escrito como soma de poténcias de 2
distintas (H.l.). Mostremos que k + 1 pode ser escrito como soma de poténcias de 2
distintas.

Sabemos que k + 1 é par ou k + 1 é impar. Estudemos estes dois casos separadamente.

Caso 1: k+1 é par

Se k + 1 é par, entdo % é um natural menor ou igual a k. Pela H.l., temos que existem
inteiros i1,19,...,%, taisque 0 < i1 <ig < ... <1, €
k+1

=20y o2 42l

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por 2, obtemos
k+1=20ttpoitl 4 g gt

donde k + 1 é soma de poténcias de 2 distintas, ou seja, p(k + 1) é verdadeira.

Caso 2: k+ 1 é impar

Se k+1 é impar, entdo k é par e, pela H.I., existem inteiros iy, s, ..., 4, tais que 0 < iy <
9 < ...<1e
k=2" 4224 . 42",

Vejamos que, de facto, 71 tem de ser maior que 0, uma vez que k é par assim como todas
as parcelas 22, ..., 2i Temos que

2 =k — (27 +... +27),

pelo que 2/t é a diferenca de naturais pares. Por isso, 2/t é também par, pelo que i; > 0.
Portanto,
k+1=21 42024 492041,

com 0 < i1 < i9 < ...<1,.. Podemos, pois, escrever
k+1=20420 42024 4 2ir

onde todas as poténcias de 2 do segundo membro da igualdade sdo distintas. Logo, p(k+1)
é verdadeira.

Pelo Principio de Indugdo Completa para N e por (I) e (I), podemos concluir que todo o natural
n é soma de poténcias de 2 distintas.
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(b) A prova segue por Indugdo Completa nos naturais. Representemos por p(n) o predicado

3 n—2

(I) Como o termo F,, é definido a partir de F},_1 e F,,_o apenas para n > 3, vejamos que p(1)

sobre os naturais.

e p(2) sdo verdadeiras. Temos que, se n = 1,

N 3\ 12
F,> | = > =
=(3) =nz(3)

<:)1>2
_37

pelo que p(1) é verdadeira. Se n = 2,

3n—2 32—2
F,> (= > =
(e )

s1>1,

pelo que p(2) é verdadeira.

(I1) Consideremos, agora, k € N tal que k > 3 e tal que p(1),p(2),...,p(k) sdo verdadeiras.

Sabemos, entdo, que
3\’ 2

Vejamos que p(k + 1) também é verdadeira. Temos que

3 (k+1)-2 N
Fyy1 > <§> < Fr > <§>
3

k—1
- F(kJrl),l + F(kJrl),Q > (§> (pela definicdo de Fn)

para todo j € {1,2,...,k}.

3 k—1
< Fp+ Fpq1 > <§> .
k—2
3
Fy > <§>
g\ (k=1)=2
Fr1 > <§> .

g\ k=2 gy (k=1)-2
Fp+ Fp_1 > <§> + <§> ;

Pela H.l., sabemos que

Portanto,
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ou seja,

k—2 k=3
3 3
Fy+Fr1> (= =

3 k72+ 3 k73> 3 k-1
2 2 —\2 '
g\ k=2 g\ k=3 3\ k-1
Fro+F, 1> (= — > [ =
ez () 0 (z) =)

e poderemos concluir que
3\ k-1
Fy + Fr1 > <§>

3 (k+1)-2
Fi1 > <§> .

Note-se que, se

entdo teremos

e, consequentemente, que
Vejamos que, de facto,
Temos que

B 6 =6 -

o que é verdade. Portanto,

e p(k+ 1) é verdadeira.

n—2
Pelo Principio de Indu¢do Completa para N e por (I) e (Il), podemos concluir que F,, > (%) ,

para todo o natural n.
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Capitulo 3

Teoria elementar de conjuntos

exercicio 3.1 Considere o conjunto A = {1, -1, i, 2,0, —%} . Indique todos os elementos de

cada um dos conjuntos seguintes.

(a){a€ Ala®> € Z}; (d){a€Ala>0Aac A};

(b) {a* e Rla€ ANa? € A} (e){z €R|Fuea (A*€ANa>0Az=Va)};
(C){bGZ\ElaeA b=a2}; (f) {bER\HaeA bzza}.

resolucao:

(a) Seja B={a € A|a® € Z}. O conjunto B ¢ o conjunto dos elementos a € A tais que a* € Z,
ou seja, dos elementos de A cujo quadrado é um ndmero inteiro.

Na seguinte tabela listamos os elementos de A e os correspondentes quadrados e averiguamos se
estes pertencem ou nao a Z.

1 1
2 1
a? € 7 | sim|sim | n3o | sim | sim | ndo

Assim, B = {1,—1,2,0}.

(b) Seja C' = {a2 ER|ac ANa® e A}. O conjunto C é o conjunto dos valores reais a® em que

2 2

a€ Aea’®c A ouseja, C é formado pelos reais a> em que a é elemento de A assim como a?.

Na seguinte tabela listamos os elementos de A, os correspondentes quadrados e averiguamos se
estes pertencem ou n3o a A e se sdo reais.

ac A 1 | -1
a® 1|1
a2 e R |sim|sim]|s

N[

SRR
e
o

=

m | sim | sim | sim

a2 e A |sim |sim | n3o | ndo | sim | sim

Assim, C = {1,0, 1 }.

47
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(c) Seja D = {b € Z|Jaen b=a*}. Podemos descrever D do seguinte modo:

D:{a2€Z|a€A}.

O conjunto D é o conjunto dos valores inteiros a?

2

em que a € A, ou seja, D é formado pelos

valores a em que a € A e a® € Z.
Analisando a tabela apresentada na alinea (a), podemos concluir que D = {1,4,0}.

(d) Seja E={aec Ala>0A+/ac A}. O conjunto E é o conjunto dos elementos a € A tais
quea>0eac A

Na seguinte tabela listamos os elementos a de A e as correspondentes raizes quadradas e averi-
guamos se a > 0 e se \/a € A.

ac A 1 -1

Vva 1 |v—1

a>0 |sim| n3o |s

(Ll S el

V2|0 |3

m | sim | sim | nao

Va € A |sim| n3o |ndo | ndo|sim| n3o

Assim, E = {1,0}.

(e) Seja F = {x € R|34ea (a> € ANa>0Az=+/a)}. Podemos descrever F do seguinte
modo:
F:{\/EGR|CL€A/\CL2€A/\CLZO}.

O conjunto F é o conjunto dos valores reais \/a em que a € A, a®> € A e a > 0. Note-se que,
exigindo que a > 0, estamos a garantir que v/a € R.

Na seguinte tabela listamos os elementos a de A, as correspondentes raizes quadradas e os
correspondentes quadrados e averiguamos se @ > 0 e se a” € A.

acA| 1| -1 | ]2]0]| -3
va | 1 V=1 5 | V2] 0 -1
2 1 1
a>0 |[sim| n3o |sim|sim |sim| nao
a? € Alsim| sim | ndo|ndo|sim| sim

Assim, os elementos a de A que satisfazem as condicdes a > 0 e a®> € A em simultdneo sdo 0 e 1.
Portanto, F' serd o conjunto formado pelas raizes quadradas desses elementos, isto é, F' = {0, 1}.

(f) Seja G ={b € R|Fsea b* =a}. Uma vez que
V¥=asb=1+Va,
podemos descrever GG do seguinte modo:

G={tVacR|ac A}.
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Deste modo, G é o conjunto dos valores ++/a que so reais, onde a € A.

Na seguinte tabela listamos os elementos a de A e as correspondentes raizes quadradas e averi-
guamos se estas sdo reais.

ac A 1 -1

va |1 |1 V2| 0 |4/—3

Va€R |sim| n3o |sim|sim|sim| n3o

Assim, G = {-1,1, —%, %, —V/2,v/2,0}.

D= =

exercicio 3.2 Descreva, por compreensao, cada um dos conjuntos que se seguem:

(a) A= {~1,1}; (c) C = {3,6,9,12,15,..};
(b) B=1{2,3,5,7,11,13,17,...}; (d) D ={4,9,16,25}.
resolucao:

Para definirmos por compreensdo cada um dos conjuntos dados devemos indicar uma condicdo
que descreva totalmente os elementos do conjunto.

(@) A={zecR|2?>=1}.

(b) B={n €N |n éprimo}.

(c) C = {3k | k € N}.

(d) D={n?|neNA1l<n<5}.

exercicio 3.3 De entre os conjuntos que se seguem, indique aqueles que sao iguais.

(a) {z eR|2? —32+2=0}, {1,2} e {neN|0<n?<4}; (c) @, {0}, {@} e {};
(b) {1,2,3}, {2.3,1,2}, {3,2,3,2} e {2,3,1,3}; (@) {1,{-1}}, {1,-1} e {z e R|a2 = 1}.
resolucao:

Relembremos que dois conjuntos s3o iguais se tém exatamente os mesmos elementos.

(a) Temos que

—(=3) £ /(=32 —-4x2x1
2

-3 +2=0&1=

L 31
T

Srx=1Vz=2.

Portanto, {z € R|z? — 3z +2 =0} = {1,2}.
Note-se que 0 < 1% <4, 0< 2?2 <4 e 3? £ 4. Assim, {n € N|0 <n? <4} ={1,2}.
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Assim, todos os conjuntos desta alinea s3o iguais.

(b) Os elementos de {1,2,3} sdo 1,2 e 3, 0sde {2,3,1,2} sdo 1,2e 3, osde {3,2,3,2} sdo2e 3
eosde {2,3,1,3} sdo 1, 2 e 3. Assim, os conjuntos cujos elementos sdo 1, 2 e 3 sdo iguais entre
si, ou seja, {1,2,3} ={2,3,1,2} = {2,3,1,3} e o conjunto {3,2,3,2} é distinto dos demais.
(c) Temos que @ = {}, sendo estas duas formas de denotar o conjunto vazio. O conjunto {0}
tem um elemento, o nimero 0, e o conjunto {&} tem um elemento, o conjunto &. Assim, cada
um destes dois conjuntos é distinto dos restantes conjuntos listados.

(d) O conjunto {1,{—1}} tem dois elementos, o nimero 1 e o conjunto {—1}. O conjunto
{1, -1} tem dois elementos, os nimeros 1 e —1. Como

x2:1<:>x:1\/ac:—1,
segue-se que o conjunto {x € R|x? = 1} tem dois elementos, os nimeros 1 e —1. Portanto,

{1,-1} = {x € R|2? = 1} e o conjunto {1,{—1}} é distinto dos restantes.

exercicio 3.4 Seja A = {5,11,{5,11} ,{0} , &}. Diga, justificando, se cada uma das afirmagoes
que se seguem ¢ ou nao verdadeira.

(a) 5 € A; (b) {5} € A4; (c) {5,11} € A; (d) 0 € A4;
(e) @ € A; (f) {5,11} C A; (g) {0,5,11} C A; (h) ACR.
resolucao:

Na resolucdo deste exercicio, tenhamos em conta que, dado um objeto x, x € A se x é um dos
elementos de A, e que os elementos de A s3o os listados de seguida:

o5
o 11
{5,11}
e {0}

{ JN%)

Recordemos, ainda, que, dados dois conjuntos X e Y, dizemos que X C Y se todos os elementos
de X s3o elementos de Y.

(a) A afirmagdo é verdadeira pois 5 é um dos elementos de A, como podemos verificar na lista
acima.

(b) A afirmagdo é falsa pois {5} ndo é um dos elementos de A.

(c) A afirmagdo é verdadeira pois {5,11} é um dos elementos de A.
(d) A afirmagdo € falsa pois 0 ndo é um dos elementos de A.
(¢)

e) A afirmacdo é verdadeira pois @ é um dos elementos de A.
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(f) A afirmagdo é verdadeira. Por defini¢do, {5,11} C A se 5 e 11 sdo elementos de A, o que
pode ser comprovado na lista apresentada acima.

(g) A afirmagdo é falsa pois nem todos os elementos de {0,5,11} sdo elementos de A. Com
efeito, 5 e 11 sdo elementos de A, mas 0 ndo é elemento de A. Logo, {0,5,11} Z A.

(h) A afirmagdo é falsa pois nem todos os elementos de A sdo ndmeros reais. De facto, hd
elementos de A que s3o conjuntos e, portanto, nio pertencem a R. Tomemos, por exemplo, o
objeto {5,11}. Temos que {5,11} € A mas {5,11} € R. Logo, A Z R.

exercicio 3.5 Diga se é verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes seguintes:
(a) 1€ {1} (b) {1} e {1}y (o) 1€ {{1}} (d) {1} e {{1}}
(e) {1} e {1, {1}} (O {1pc{1y ({1 c{{1th ) {1, {1}} € {1}}

resolucao:

Na resolucao deste exercicio, tenhamos em conta que, dados um conjunto X e um objeto z,
x € X se x é um dos elementos de X, e que, dados dois conjuntos X e Y, dizemos que X CY
se todos os elementos de X s3o elementos de Y.

(a) {1} é o conjunto formado, apenas, pelo elemento 1.
Como 1 é elemento de {1}, a afirmacgdo é verdadeira.

(b) A afirmagio é falsa pois {1} ndo é elemento de {1}, que é formado, apenas, pelo elemento 1.

(c) {{1}} é o conjunto formado, apenas, pelo elemento {1}.
Dado que 1 ndo é o mesmo que {1}, 1 ndo é elemento de {{1}} e, portanto, a afirmacdo ¢ falsa.

(d) A afirmagdo é verdadeira pois {1} é elemento de {{1}}, como ja referimos na alinea anterior.

(e) {1,{1}} é o conjunto formado pelos elementos 1 e {1}.
Sendo {1} um dos elementos de {1, {1}}, podemos afirmar que {1} € {1,{1}}, donde a afirmacio
é verdadeira.

(f) O dnico elemento de {1} é, obviamente, também elemento de {1}. Logo, {1} C {1} e a
afirmac3o é verdadeira.

(g) O elemento de {1}, o ndmero 1, ndo é elemento de {{1}}, uma vez que este é formado,
apenas, pelo elemento {1}. Assim, {1} Z {{1}} e a afirmagio é falsa.

(h) A afirmagdo é falsa, uma vez que um conjunto com dois elementos ndo pode estar contido
num conjunto singular (i.e., com um sé elemento).

Note-se que os elementos de {1,{1}} sdo o nimero 1 e o conjunto {1} e que o conjunto {{1}}
tem apenas o elemento {1}.

exercicio 3.6 Investigue a veracidade de cada uma das seguintes proposicoes.
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(a) @ € {o}; (b) @ € {o}; (c) & ¢ &; (d) & € {{2}}.

resolucao:

(a) A afirmacdo é verdadeira pois o conjunto {@} tem um sé elemento, o conjunto &. Portanto,
& é um dos elementos (o dnico) de {&}, pelo que & € {T}.

(b) A afirmag3o é verdadeira. De facto, sabemos que @ é subconjunto de qualquer conjunto.

(c) A afirmagdo é verdadeira. Com efeito, pensando na afirmagio @ € &, esta é falsa, uma
vez que afirma que @ tem pelo menos um elemento, o que é absurdo. Portanto, a sua negacao
(o ¢ @) é verdadeira.

(d) A afirmagio é falsa, porque @ ndo é elemento de {{@}}. De facto, o dnico elemento deste
conjunto é {&}, que é diferente de .

exercicio 3.7 Considere que A é um subconjunto de B e que B é um subconjunto de C.
Considere ainda que a € A, be B,ce Cequed ¢ A, e ¢ Be f ¢ C. Quais das afirmagoes
seguintes sao necessariamente verdadeiras?

()aeC;  (b)beA  ()deB; (d)cgd;  ()egd () fgA

resolucdo:

As afirmagdes garantidamente verdadeiras s3o as das alineas (a), (e) e (f). Designemos por U o
universo em quest3o (ou seja, a, b, c,d, e, f sdo elementos de U e A, B,C C U).

Como A C (), todos os elementos de A s3o elementos de C'. Portanto, dado que a € A, podemos
afirmar que a € C.

Como b e B e AC B, sabemos que
be Avbe B\ A

No entanto, ndo temos garantias de que b € A.

O facto de d ndo pertencer a A apenas nos garante que d € U \ A. Sabemos que d € U \ A, mas
isso ndo garante que d pertenca a B.

Como ce C e A C (', sabemos que
ce AvceC\ A

N3o temos, portanto, garantias de que ¢ & A.

Se e pertencesse a A, entdo e pertenceria a B, dado que A C B. Logo, podemos afirmar que

e & A.

Se f pertencesse a A, entdo f pertenceria a C, uma vez que A C C. Assim, podemos afirmar
que f & A.
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exercicio 3.8 Dé exemplos de conjuntos A e B tais que se tenha simultaneamente:

(a) ACBe A¢ B; (c) A Be A¢ B;
(b) AZ Be A€ B; (d) ACBeA€B.
resolucao:

(a) Sejam A = {1,2} e B = {1,2,3}. Todos os elementos de A sio elementos de B, pelo que
A C B, mas o objeto {1,2} n3o é um elemento de B, donde A ¢ B.

(b) Sejam A = {1,2} e B = {1,3,{1,2}}. Nem todos os elementos de A sdo elementos de B,
pelo que A € B. Dado que o objeto {1,2} é um dos trés elementos de B, segue-se que A € B.

(c) Sejam A = {1,2} e B = {1,3}. Nem todos os elementos de A sdo elementos de B, pelo que
A Z B, e o objeto {1,2} n3o é um dos dois elementos de B, pelo que A ¢ B.

(d) Sejam A ={1,2} e B={1,2,3,{1,2}}. Todos os elementos de A sio elementos de B, pelo
que A C B, e o objeto {1,2} é um dos elementos de B, pelo que A € B.

exercicio 3.9 Sejam A = {2,4,6,8}, B = {z € N|Jyeny z =2y} e C = {2? |z € A}. Deter-
mine AUC, AUB,CUB, AUA, ANB, BNB, BUCUA, C\A, A\B ¢ B\A.

resolucao:

Note-se que os elementos de B s3o os naturais que podem escrever-se na forma 2y, com y € N.
Assim, B é o conjunto dos naturais pares (i.e., B = 2N). Os elementos do conjunto C' s3o os
valores de 2 em que = € A. Logo, C' = {22,4%,62,8%} = {4,16,36,64}. Assim,

AUC ={2,4,6,8,16,36,64}, AUB=B, CUB=B, AUA=A

ANB=A, BNB=B, BUCUA=B, C\A={16,36,64}
A\B=w2, B\A={2y | ye NAy>5}.

exercicio 3.10 Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto X. Prove que

(a) AUA = A,
b) A\B C 4
c) A= (ANB)U(A\B);

(

(

(d) AN (B\C) = (AN B)\C;

() se AUB =@, entdao A= e B=g;
(

)
f) (AUB)\ (BNC) = (A\ B)U(A\C)U(B\C).
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resolucao:

Recordemos que, para provar que dois conjuntos X e Y sdo iguais, basta mostrar que, para todo
o objeto x, z € X se e s6 se x € Y. Mais ainda, para mostrar que X C Y, basta provar que,
para todo o objeto x, se x € X, entdo z € Y.

(a) Para todo o objeto z,
re€ AUAES e AVvae € A [pela definigdo de U]
< x € A, |[pela equivaéncia légica ¢ V ¢ < ]
Logo, AUA = A.
(b) Para todo o objeto =z,
reA\B&srec ANz ¢ B
=z € A
Assim, A\ B C A.
(c) Para todo o objeto z,
r€(ANB)U(A\B)exe ANBVzxz e A\ B |[pela definicdo de U]
S (reANzeB)V(xre ANz ¢ B) [pela definicdo de N e de \]
srxeAN(xr € BVa ¢ B) |[pela distributividade de A em relagdo a V]
SreAN- L [umavez que xz € BV x ¢ B é uma tautologia]
<z e A [umavez que p A L& ]
Logo, (ANB)U(A\ B) = A.
(d) Para todo o objeto =z,
re AN(B\C)exzec ANz e B\C [pela definicdo de N]
sreAN(r € BAx ¢ C) [pela definicio de \]
& (re ANz e B)Ax ¢ C [pela associatividade de /]
scrxeANBAx ¢ C [pela definicdo de N]
s xe(ANB)\C. [pela definigdo de \]
Logo, AN(B\C)=(ANB)\C.

(e) Pretendemos mostrar que
AUB=2 = (A=9AB=02).

Admitamos, entdo, que AU B = &. Queremos mostrar que A = @ A B = &. Suponhamos que
A+# @V B +# @. Sem perda de generalidade, admitamos que A # @ (). Nesse caso, existe um
elemento a de A. Mas, entdo, a € AU B, o que contradiz a hipétese AU B = &. A contradicdo
resultou de supormos que A # @V B # &. Portanto, A=A B =d.
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*) Aqui, o “sem perda de generalidade” refere-se ao facto de o caso em que B # & ser perfeita-
mente analogo ao caso analisado.

(f) Para todo o objeto z,

re(A\B)UA\C)U(B\C)<xec A\BVze A\CVvzeB\C [1]
S(rxeANz¢B)V(ee ANz ¢ C)V(xe BAz ¢C) 2]
SxeAnz¢B)V((xe AVee B)ANx ¢ C) [3]
S((reAnz¢B)V(xeBANz¢B))V(re AUBAx ¢C) [4]
< ((reAVveeB)ANx¢ B)V(re AUBAz ¢ C) [5]
S (reAUBAx ¢ B)V(re AUBAz ¢ C) [6]
sreAUBA(x¢ BVzé¢O) [7]
sreAUBAxz ¢ BNC 8]
sre(AUB)\ (BNO). [9]

Portanto, (AUB)\ (BNC)=(A\B)U(A\C)U (B\C).

justificacoes:

[1] pela defini¢do de reunido

[2] pela defini¢do de complementagdo

[3] pela distributividade de A em relagdo a V

[4] pelo facto de z € B A x ¢ B ser uma contradi¢cdo, pela equivaléncia légica ¢ V L< ¢ e pela
definicdo de reunido

[5] pela distributividade de A em relagdo a V

[6] pela defini¢do de reunido

[7] pela distributividade de A em relagdo a V

[8] pela definicdo de intersecdo [note-se que x € BNC < x € BAx € C;logo, z ¢ BNC <
—(r e BAxze ()

[9] pela definicdo de complementacio

exercicio 3.11 Sejam A, B e C' conjuntos. Mostre que se AUB=AUCe ANB=ANC
entao B = C.

resolucao:

Mostremos que, nas condi¢cdes do enunciado, para todo o objeto x, + € B seesése xz € C.
Provemos que, para todo o objeto x, se x € B, entdo z € C.

Seja z € B.
re€B=xcAUB

SreAul
sSrxeAvzedl.
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Existem, portanto, dois casos possiveis: caso 1. © € A; caso 2. x € C.

caso 1.: Neste caso, sabemos que x € Aex € B. Assim, x € ANB. Dadoque ANB=ANC,
podemos afirmar que z € AN C, donde = € C.

caso 2.: Neste caso, é imediato o que pretendiamos provar: x € C.

Provamos, deste modo, que, em ambos os casos, x € C. Assim, se x € B, entdo x € C.
Portanto, B C C.

A prova de que, para todo o objeto x, se x € C, entdo x € B é andloga.

Concluindo que B C C e que C' C B, podemos afirmar que B = C.

exercicio 3.12 Dé exemplos de conjuntos A, B e C' para os quais se tenha, respetivamente:
(a) AU(B\C) # (AUB)\ (AU C);
(b) A\ (BNC) # (A\B) N (A\C).

resolucao:

a) Sejam A ={1,2}, B={1,3} e C = {3}. Temos que AU (B\C) ={1,2} U{1} ={1,2} e
AUB)\(AUC) ={1,2,3}\{1,2,3} =@. Assim, AU (B\C) # (AUB)\ (AUC().

(
(
(b) Sejam A = {1,2}, B = {2} e C = {3}. Temos que A\ (BNC) = {1,2}\@ = {1,2} e
(A\B) N (A\C) =. Assim, {1} Nn{1,2} = {1}. Portanto, A\ (BN C) # (A\B) N (A\C).

exercicio 3.13 Sejam A, B e C conjuntos. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada
uma das afirmacoes seguintes.

(a) SeC C AUB,entao C C AeC C B.
(b) Se C C AouC C B, entao C C AU B.
(¢c)SeC C AouC C B, entao C C AN B.
(d)SeCC ANB,entao C C AeC C B.

resolucdo:

(a) A afirmagdo é falsa. Sejam A ={1,2,3}, B={4,5,6} e C ={1,5}. Temos que C C AUB
masC L AeC ¢ B.

(b) A afirmag&o é verdadeira. Admitamosque C C AouC' C B. Se C' C A, dadoque A C AUB,
segue-se, pela transitividade da relacdo de inclusdo, que C C AUB. Se C C B, como B C AUB,
temos, novamente pela transitividade da relacdo de inclusdo, que C' C AU B.

(c) A afirmagdo é falsa. Sejam A = {1,2,3}, B ={2,6} e C = {1,2}. Temos que C' C A, pelo
que a proposicdo “C' C A ou C C B" é verdadeira. No entanto, C Z AN B = {2}.
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(d) A afirmagdo é verdadeira. Admitamos que C C AN B. Como C C ANBe ANB C A4,
podemos concluir que C' C A. De modo andlogo, dado que C C AN B e AN B C B, segue-se
que C C B.

exercicio 3.14 Sejam A = {1,5,7} e B = {@,7,{1,5,7}}. Indique P(A) e P(B) e diga,
justificando, se A € P(B), A € P(N) e P(A) C P(N).

resolucao:

Lembremos que, dado um conjunto X, o conjunto das partes de X, P(X), é o conjunto dos
subconjuntos de X. Assim, um conjunto Y é um elemento de P(X) se Y C X.

Temos que

P(4) = {&, {1}, 537} {15} AL T {5, 7H 1,5, 7}

P8) = {2.{2}, {7} {115} {2, 71, (15,71 {7,057, {2 7.01,5,7)) )

Como {1,5,7} ndo é um dos elementos de P(B), temos que A ¢ P(B) (OBS: poderiamos, em
alternativa, referir que nem todos os elementos de A s3o elementos de B, pelo que A B e, por
conseguinte, A ¢ P(B)).

Sabemos que A € P(N) se e somente se A C N. Ora, todos os elementos de A sdo nimeros
naturais, ou seja, todos os elementos de A s3o elementos de N. Logo, A € P(N).

Sabemos que se X C Y, entdo P(X) C P(Y), para quaisquer conjuntos X e Y. Como A C N,
podemos concluir que P(A4) C P(N).

exercicio 3.15 Considere os conjuntos A = {2,2,{1,2}} e B = {0,2,[{@}|,{1}}. Indique
ANP(B).

resolucdo:

Note-se que {@} é o conjunto formado pelo conjunto vazio. Assim, {&} tem um sé elemento, o
conjunto vazio, pelo que [{@}| =1e B =1{0,2,1,{1}}.

Note-se que os elementos de ANP(B) sdo, simultaneamente, elementos de A e de P(B). Sendo
elementos de P(B), sabemos que sdo conjuntos. De facto, temos que

ANPB)={X : X ANX € P(B)},

ou seja,
AﬂP(B):{X : XGA/\XQB}.

Assim, AN P(B) serd formado pelos elementos de A que sdo subconjuntos de B. Dado que
@ C Be{l,2} C B, podemos concluir que

ANP(B) ={o,{1,2}}.
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exercicio 3.16 Determine P(P(P(2))).

resolucao:

Temos que
P(2) = {2},
P(P(2)) =P ({2}) = {2.{z}},

P(P(P@)) =P ({2.{2}}) = {Qx {2}.{{e}}.{e. {®}}}-

exercicio 3.17 Sejam A, B e C conjuntos. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa cada
uma das afirmacoes seguintes:

(a) P(ANB)=P(A) NP (B);
(b) P(AUB) =P (A)UP (B).

resolucdo:

(a) A afirmagdo é verdadeira. De facto, para todo o objeto X, X € P(ANDB) se e s6 se
X € P(A)NP(B), como a seguir comprovamos:

XeP(ANB)< X C ANB |[pela definicdo de conjunto das partes]
<X CAANX CB [por (%)
< X e P(A)ANX € P(B)][pela definicdo de conjunto das partes|
<X eP(A)NP(B). |[pela definicdo de N]

Portanto, P (AN B) =P (A) NP (B).

(*): Vejamos que X C ANBseesése X C Ae X C B. Pelo exercicio 3.13(d), sabemos que
se X CANDB, entio X C Ae X C B. Mostremos, de seguida, que se X é tal que X C A e
X C B,entio X C AN DB. Seja X tal que X C A e X C B. Sabemos, ent3o, que todos os
elementos de X sdo elementos de A e todos os elementos de X s3o elementos de B. Logo, todos
os elementos de X s3o elementos de A e de B, pelo que todos os elementos de X s3o elementos
de AN B. Portanto, X C AN B.

(b) A afirmagdo é falsa. De facto, consideremos A = {1} e B = {2}. Temos que AUB = {1,2}
e

P(A) = {2.{1}},
P(B) = {2,{2}}

P(AU B) - {@7 {1}7{2}7 {172}}'
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Para estes conjuntos,

P(AUB) #P(A)UP(B) ={o,{1},{2}}.

exercicio 3.18 Considere os conjuntos A = {1,2,3}, B = {a,b} e C = {5}. Determine
AxC,Cx A (AxC)\(CxA),AxBxC,Ax2@xCeC3

resolucao:

AxC={(z,y) |z€ ANy C}=1{(1,5),(2,5),(3,5)}
CXA:{(Z',y)’xEC/\yEA}:{(5,1),( )7(573)}
(AxC)\(CxA)={a|lae AxCAha¢gCxAt=AxC

AxBxC={(z,y,2) |lr€c ANye BANze (C}
=1{(1,a,5),(2,a,5), (3,a,5), (1,b,5), (2,b,5), (3,b,5)}

Ax@x(] {(z,y,2) |[r€e ANye@dNze(C} =0
={(z,y,2) |[reCAhyeCAnzeC}={(5>5,5)}

exercicio 3.19 Sejam A, B e C conjuntos. Prove que C x (AUB) = (C x A)U (C x B).

resolucdo:

Para todo o objeto (z,y),

(z,y) eCx (AUB) s 2zecCAyec AUB [1]
sreCAN(ye AVyeB) [2]
SxelChyeAV(xeCANyeB) 3]
& (z,y) €eCx AV (z,y) € C x B [4]
& (z,y) € (C x A)U(C x B). [5]

justificacdes:

[1] pela defini¢do de produto cartesiano

[2] pela defini¢do de reunido

[3] pela distributividade de A em relagdo a V
[4] pela defini¢do de produto cartesiano

[5] pela definigdo de reunido

exercicio 3.20 Sejam A, B e C conjuntos tais que A # B e A x C = B x C. Mostre que
C=0.
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resolucao:

A prova segue por reducdo ao absurdo. Admitamos que A # B e A x C' = B x C e suponhamos
que C' # @.

Dado que A # B, sabemos que existe um elemento num dos conjuntos que n3o pertence ao
outro. Sem perda de generalidade, admitamos que existe € A tal que = ¢ B *). Sendo
C' # &, sabemos que C' tem pelos menos um elemento, digamos y. Assim, (z,y) € Ax C. Como
(x,y) € AxCeAxC = B xCC, podemos afirmar que (z,y) € B x C. Mas, deste modo,
x € B, o que leva a uma contradi¢do. A contradi¢do resultou de supormos que C' # &. Portanto,
C=a.

*) Aqui, o “sem perda de generalidade” refere-se ao facto de o caso em que existe z € B tal que
x ¢ A ser perfeitamente andlogo ao caso analisado.
exercicio 3.21 Dé exemplo, ou justifique que nao existe um exemplo, de conjuntos A, B e
C tais que:

a) {1} € Ae {1} C 4

b) Ang = A;

c) ANB=ANCeB#C;

dyB=CeANB#ANC,

(

(

(

(

() AXxBCBxCeA¢ B;

(f) AUB=AUC e B #C;

(g) Ax (B\C) = A x C com B,C # @;
(h) P(AUB) = P(A) UP(B) com A, B # o;
(

i) PLA)NA # @.

resolucao:

(a) Consideremos A = {1,{1}}. Temos que {1} é um dos elementos de A. Assim, podemos
dizer que {1} € A. Mais ainda, todos os elementos de {1} sdo elementos de A (de facto, 1 é
elemento de A). Portanto, {1} C A.

(b) O dnico conjunto A que satisfaz AN@ =A¢é A=0.

(c) Consideremos A = {1,2,3}, B = {1,4} e C = {1,5}. Temos que ANB = {1} = AnC.
No entanto, B # C.

(d) Ndo existem tais conjuntos. De facto, se B = C, entdo AN B = AN C (de facto, basta
substituir B em AN B por ).
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(e) S6 podemos ter Ax B C Bx C e A¢ B quando B =@ e A é um conjunto ndo vazio.
Consideremos, por exemplo, A = {1}, B =@ e C' = {2}. Temos que

Ax B={l} x @ =0,

Bx(C=ox{2} =02,

AxB=gC@a=BxC

A¢ B.
(f) Consideremos A = {1,2,3}, B = {1,4} e C' = {2,4}. Temos que AUB = {1,2,3,4} = AUC.
No entanto, B # C.

(g) Consideremos, por exemplo, A =@, B = {1,2} e C' = {2}. Temos que

Ax(B\C)=ox{l} =2

AxC=2x{2}=0.
Note-se que B,C # e Ax (B\C) =2 =AxC.

(h) Consideremos, por exemplo, A = B = {1,2}. Temos que A,B # @ e P(AUB) =
P({1,2} U{1,2}) =P({1,2}) =P({1,2}) UP({1,2}) = P(A) UP(B).

(i) Consideremos A = {1,{1}}. Temos que

P(4) = {o, {1}, {11} {1. (11} }-

Assim,

Py na={{1}} # 2.

exercicio 3.22 Seja A um conjunto finito. Qual dos conjuntos P(A x A) e P(A) x P(A) tem
mais elementos?

resolucdo:

Seja n o nimero de elementos de A (n € Np). Temos que A x A tem n x n = n? elementos
e, portanto, P(A x A) tem 2("*) elementos. Por outro lado, P(A) tem 2" elementos, pelo que
P(A) x P(A) tem 2" x 2" = 22) elementos. Portanto, se n = 1, é P(A) x P(A) que tem mais
elementos. Se n = 0 ou n = 2, os conjuntos em questdo tém o mesmo nimero de elementos.
Para n >3, é P(A x A) que tem mais elementos.

exercicio 3.23 Indique todas as particoes de {1,2,3}. Repita o exercicio com o conjunto

{1, {2}, N}
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resolugdo: Recordemos que, dado um conjunto A, uma particio de A é um conjunto II de
subconjuntos n3o vazios de A, disjuntos dois a dois, cuja unido é A.

Assim, as partices de {1,2,3} sdo
I = {{1}.{2}.{3}}.
M = {{1.2},{3}},
s = {{1.3}.{2}}.
I = {{2.3%{1}},
s = {{1,2.3}}.
As particdes de {1,{2},N} sdo
I, = {{1h ({23} v}
I, = {{1,{2}}, {N}},
{{Ly 2,
s = {{{2},N}, {1}}.

I,

e = {1 {2},N}}.



Capitulo 4
Relacoes binarias

exercicio 4.1 Para cada uma das relagoes seguintes indique o dominio e imagem.
(a) Séarelacaiode A ={0,1,2,3,4,5} para B = {1,2,3} dadapor S = {(0,1),(1,1),(2,2),(3,2),(4,3)}.
(b) R ¢ arelagdo em R dada por R = {(z,y) € R? |y = z?}.

(c) | é arelagao “divide” em {2,3,4,6,9,10,12,20} definida por a | b se b = na, para algum
n € N.

resolucdo:
(a) Dom(S) ={0,1,2,3,4} e Im(S) = {1, 2, 3}.

(b) Note-se que, para todo z € R, existe y € R tal que (z,y) € R. De facto, para y = 22, zRy.

2

Assim, Dom(R) = R. Dado y € R, temos que existe z € R tal que y = 2° se e sése y > 0

(nesse caso, basta considerar z = /). Assim, Im(R) = R{.

(c) Sabendo que x|z, para todo o inteiro x, temos que (2,2), (3,3), (4,4), (6,6), (9,9), (10,10),
(12,12) e (20,20) pertencem a relagdo |. Portanto, Dom(|) = Im(|) = {2, 3,4, 6,9, 10, 12, 20}.

exercicio 4.2 Seja A = {2,4,6,8,10}. Considere as seguintes relagoes em A:

R={(2,2),(2,4),(2,6),(10,8)} , S ={(10,2),(10,8)}, T ={(6,2),(6,4),(8,10)} .

Determine
(a) R (d) 771N s; (g) S~'oS; () T oS
(b) R-Tu S~ (e) SoT; (h) (SoT)™ (k) (Ro S)oT;
() T\ S (f) RoT; (i) S~toT 1 () Ro(SoT).
resolucao:

(a) R = {(J?j) € A? ‘ (y,x) € R} - {(272)7 (4,2),(6,2), (8, 10)}'
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(b) 871 ={(z,y) € A% | (y,2) € S} = {(2,10),(8,10)}. Logo,

RTUS={(2,2),(4,2),(6,2),(8,10),(2,10)} .

(C) T \ S = {(67 2)7 (67 4)7 (87 10)} \ {(27 10)7 (87 10)} - {(67 2)7 (6, 4)}
(d) T7' = {(x,y) € A% | (y,z) € T} = {(2,6), (4,6), (10,8)}. Portanto, T-' N S = {(10,8)}.
(e) Por definicdo, SoT = {(z,y) € A* | Jzea ((z,2) € T A(z,y) € S)}. Temos

6,2) € T mas ZAyea (2,y) €S,
6,4) € T mas ZAyea (4,y) €5,
8,10) € T'e (10,2) € S,
8,10) € T'e (10,8) € S.

)

Logo,

SoT ={(8,2),(8,8)}.
(f) Por definicio, RoT = {(z,y) € A? | J.ca ((z,2) € T A (2,y) € R)}. Temos
€Te(22) R,

€T e (2,4) €R,

€T mas Zyen (4,y) €R,

Portanto,
RoT =1{(6,2),(6,4),(6,6),(8,8)}.

(g) Por definicdo, S™1 oS = {(z,y) € A% | J.ca ((z,2) € SA(2,y) € S7')}. Recordemos que
S—1 ={(2,10),(8,10)}. Temos

(10,2) € S e (2,10) € S71,
(10,8) € S e (8,10) € S7L.

Logo,
S~1o S ={(10,10)}.

(h) Sabemos, da alinea (e), que SoT = {(8,2),(8,8)}. Portanto, (SoT)~! = {(2,8),(8,8)}.
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(i) Por definicdo, S~1oT ' = {(z,y) € A% | J.ca ((z,2) € T A(z,y) € S71)}. Recordemos
que T = {(2,6), (4,6),(10,8)} e que S~! = {(2,10),(8,10)}. Temos

(276) € T mas ﬁyEA (67Y) € S_17
(4,6) € T™' mas Zyea (6,y) € S71,
(10,8) e T e (8,10) € S71.

Assim,
S~LoT™! ={(10,10)} .

(j) Por definicio, T~'o S~ = {(z,y) € A? | F.ea ((#,2) € ST A(2,y) € T~')}. Recordemos
que T-1 = {(2,6), (4,6),(10,8)} e que S~! = {(2,10),(8,10)}. Temos
(2,10) € S~ e (10,8) e T,
(8,10) € S~ e (10,8) € T
Portanto,
T o5~ ={(2,8),(88)}
[OBS.: Em alternativa, podia usar-se a propriedade T oS! = (SoT)~! e a alinea (h)]

(k) Comecemos por determinar R o S. Temos que

10,2) € Se (2,2) €R
10,2) € S e (2,4) €R,
10,2) € Se (2,6) € R
10,8) € S mas Zyea (8,y) € R.

o~ o~ o~ o~

Assim,
Ro S ={(10,2),(10,4),(10,6)} .

Por definicdo, (RoS)oT = {(z,y) € A* | J.ea ((x,2) € TA(z,y) € RoS)}. Temos que

2) € T'mas ZAyea (2,y) € RoS,
4) € T mas Ayea (4,y) € RoS,
,10) €T e (10,2) € Ro S,
1
1

Logo,
(RoS)oT =1{(8,2),(8,4),(8,6)} .

(I) Atendendo a que Ro (SoT)=(RoS)oT, temos que

Ro(SoT)={(8,2),(8,4),(8,6)} .
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exercicio 4.3 Sejam A = {1,2,3} e B = {z,y,w, z}. Considere as relagoes bindrias R, de A
em B, e S, de B em A:

R =
S
SejamT =SoRelU=RoS.
(a) Determine R~Y, S™Y T ToT,UeUoU.
(b) Verifique que 7-' = R~1 0§71,
(¢) Indique o dominio e a imagem de R.
(

d) Indique quantas relagoes bindrias de A em B existem.

(e) Indique todas as relagoes binédrias de A em B cujo dominio é {2,3} e cuja imagem é

{z,z}.

(f) Dé um exemplo de relagoes bindrias nao vazias R/, de A em B, e S', de B em A, tais
que SoR' # e R oS =g.

resolucdo:

(a) Temos que

R_l - (‘L 1)7 (zv 1)7 (y:2)7 (272)}7

Sil - (131')7 (37x)a (23y>7 (2,10), (332)}7
T=SoR= {(17 1)7 (173)7 (272)7 (273)}
ToT= {(13 1)? (133)3 (2 2)? ( ) )}a

(b) Por definicio, R™* o S = {(z,y) € A% | J.ca ((w,2) € ST A (2,y) € R71)}. Assim,

R1oS™1 ={(1,1),(3,1),(2,2),(3,1),(3,2)}.

(c) Dom(R) = {1,2} e Im(R) = {x,y,2}.

(d) Uma relagdo bindria de A em B é um subconjunto de A x B. Portanto, existem tantas
relagcdes binarias de A em B quantos os subconjuntos de A x B. Portanto, o nimero de relacoes
bindrias de A em B é dado por

#P(A x B) = 2748 = 234 = 212 = 4096.



67

(e) Para que 2 pertenga ao dominio de uma relagdo bindria V' de A em B, tem de existir b € B
tal que (2,b) € V e para que 3 pertenca ao dominio de V, tem de existir ¢ € B tal que (3,¢) € V.
Para que x pertenga a imagem de V, tem de existir a € B tal que (a,z) € V e para que z
pertenga a imagem de V, tem de existir d € A tal que (d,z) € V. Além disso, ndo pode existir
nenhum par (a,b) em V tal que a = 1 ou b € {y,w}. Assim, os elementos possiveis de V' sdo
(2,2),(2,2),(3,x) e (3,2). As relages bindrias que satisfazem as condi¢bes indicadas sao:

Vi={(2,7),(22),3,2),3 2)},
Va={(2,7),(2,2),3,2)},

Vs ={(2,2),(2,2),(3,2)},
Vi={(2,7),3,2), (3, 2)},

Vs ={(2,2),3,2),(3,2)},

Ve ={(2,2),(3,2)},

Vi ={(2,2),3,2)}.

(f) Sejam R’ = {(2,2)} e 8" = {(x,3)}. Como R' C A x B, R’ é uma relac3o biniria de A em
B. Dado que S’ C B x A, S’ é uma relacio bindria de B em A.

Temos que S"oR' ' ={(2,3)} #2 e R oS =0
exercicio 4.4 Sejam A = {1,2,3,4} e B ={3,4,5,6}. Dé exemplo de, ou justifique que nao
existe:

(a) uma relagdo bindria R de A em B tal que R = R™1;

(b) relagoes bindrias R e S em A tais que Ro S =SoRe R#S;

(c) uma relagdo bindria R em A tal que idy C Reidsg € R™1;

(d) uma relagao binaria R de A em B tal que Dom(R) = &;

(e) relacoes binarias R de A em B e S de B em A tais que Ro S =idg e So R=1idy4.

resolucao:

(a) Seja R ={(3,3)}. Temos que R~! ={(3,3)} = R

(b) Sejam R ={(1,3)} e S ={(2,4)}. Temos que RoS=SoR=2eR+#S.
(

c) Tal relac;ao ndo existe. De facto, se idg C R, entdo (a,a) € R, para todo a € A. Portanto,
(a,a) € , para todo a € A, pelo que idy € R~L.

(d) R
(e) Sejam R = {(1,3),(2,4),(3,5),(4,6)} e S ={(3,1),(4,2),(5,3),(6,4)}. Temos que RoS =
{( ) ( ) (575)7 (676)} =idpeSoR= {(171) ( )7( ’ ) (474)} =ida.
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exercicio 4.5 Sejam A um conjunto e R uma relagao binaria em A. Mostre que
(a) se R~! = R, entdo R é simétrica;

(b) R é transitiva se e sé se Ro R C R.

resolucao:

(a) Admitamos que R~! = R. Pretendemos mostrar que se (a,b) € R entdo (b,a) € R, para
quaisquer a,b € A. Sejam a,b € A tais que (a,b) € R. Por definicdo, sabemos que (b,a) € R~L.
Como R~! = R, podemos, entdo, afirmar que (b,a) € R. Logo, R é simétrica.

(b) Admitamos que R é transitiva. Assim, para quaisquer a,b,c € A, se (a,b) € R e (b,c) € R,
entdo (a,c) € R. Seja (z,y) € Ro R. Por definicdo, sabemos que existe z € A tal que (z,z) € R
e (z,y) € R. Mas, sendo R transitiva, isso implica (z,y) € R. Vimos, assim, que todos os
elementos de R o R sdo elementos de R. Logo, Ro R C R.

Reciprocamente, admitamos que RoR C R. Mostremos que R é transitiva. Para tal, consideremos
a,b,c € A tais que (a,b) € R e (b,c) € R e provemos que (a,c) € R. Como (a,b) € R e
(b,c) € R, segue-se que (a,c) € Ro R. Dado que Ro R C R, podemos concluir que (a,c) € R,
o que conclui a prova.

exercicio 4.6 Considere o conjunto A = {1,2,3,4} e as seguintes relacoes em A:

B =1{(1,4),(2.2),(2,3),3,2), (4 1)}, Ry ={(2,3)},
Ry ={(1,2),(2,3),(3,2),(1,3),(2.2),(3,3)}, Ri={(a,a) |ac A} =ida.

Diga, justificando, se cada uma das relagoes apresentadas é ou nao uma relagao

(a) reflexiva; (b) simétrica; (c) antissimétrica; (d) transitiva.

resolucao:

(a) Para que uma relagdo bindria R em A seja reflexiva, temos de ter id4 C R, ou seja, (1,1),
(2,2), (3,3) e (4,4) tém de ser elementos de R. Posto isto, as relagdes Ri, Ry e R3 ndo sdo
reflexivas e a relacdo Ry é reflexiva.

(b) Para que uma relagdo bindria R em A seja simétrica, temos de ter (a,b) € R se (b,a) € R,
para quaisquer a,b € A, ou, equivalentemente, R = R~'. Ora,

Ry =1{(4,1),(2,2),(3,2),(2,3),(1,4)} = Ry,

Ry' ={(2,3)} # Ry,

Ryt =1{(2,1),(3,2),(2,3),(3,1),(2,2),(3,3)} # R,
Ry =1{(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} = Ru.
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Portanto, apenas R; e R4 sdo simétricas.

(c) Para que uma relagdo bindria R em A seja antissimétrica, temos de ter (a,b) ¢ Rse (b,a) € R,
para quaisquer a,b € A tais que a # b, ou, equivalentemente, RN R~! C idy4. Ora,

(1,4),(4,1) € RyN R, mas (1,4),(4,1) € ida,
RyN Ryt =@ Cida,

(2,3),(3,2) € RyN Ry", mas (2,3),(3,2) ¢ ida,
RyN Ry =idy Cida.

Logo, apenas as relagdes Ry e R4 sdo antissimétricas.

(d) Uma relagio bindria R em A é transitiva se quando (a,b) € R e (b,c) € A se tem (a,c) € R,
para quaisquer a, b,c € A, ou, equivalentemente, se Ro R C R. Temos que

(1,4),(4,1) € Ry mas (1,1) ¢ Ry,
Ryo Ry = @ C Ry,

R3 o R3 = R3 C R3,

Ryio Ry =idy = R4 C Ry.

Portanto, apenas R; ndo é transitiva.

exercicio 4.7 Sejam A um conjunto e R uma relacdo simétrica e transitiva em A. Mostre
que

(a) R nao é necessariamente reflexiva. (b) Se o dominio de R é A, entao R é reflexiva.

resolucdo:

(a) Consideremos A ={1,2,3} e R = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Facilmente se verifica que R
é uma relac3o simétrica e transitiva em A, mas R ndo é reflexiva.

(b) Admitamos que A é n3o vazio (o caso em que A = & ¢é trivial). Seja a € A. Como
Dom(R) = A, existe b € A tal que (a,b) € R. Sendo R simétrica, segue-se que (b,a) € R.
Como (a,b) € R, (b,a) € R e R é transitiva, segue-se que (a,a) € R. Provdmos, deste modo,
que (a,a) € R, para todo a € A. Portanto, R ¢é reflexiva.

exercicio 4.8 Considere o conjunto A = {a, b, c}. Determine todas as relagoes de equivaléncia
em A e, para cada uma, indique o conjunto quociente.

resolucao:

Uma relacdo de equivaléncia é uma relacdo bindria reflexiva, simétrica e transitiva. Temos as
seguintes possibilidades e os respetivos conjuntos quociente:
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Ry ={(a,a),(b,b),(c,c)} e A/Ry = {{a},{b},{c}},

Ry ={(a,a),(a,b), (b,a), (b,b), (¢,c)} e A/Ry = {{a, b}, {c}},

Ry ={(a,a),(a,c),(c,a),(b,b),(c,c)} e A/Ry = {{a,c},{b}},

Ry ={(a,a), (b, c),(c,b),(b,b), (c,c)} e A/Ry = {{a},{b,c}},

Rs = {(a,a),(a,b), (b,a),(b,c),(c,b),(a,c),(c,a),(bb),(c,c)} e A/Rs = {{a,b,c}}.

[OBS.: Note-se que os conjuntos quociente destas cinco relagdes correspondem precisamente as
parti¢des existentes do conjunto A.]

exercicio 4.9 Seja A = {-3,-1,0,1,2,3} e considere a relagdo de equivaléncia R em A
definida por z R y se e s6 se 2% = y*. Indique todos os elementos da classe [—3], e determine
o conjunto quociente A/R.

resolucdo:

Por definigdo, a classe de equivaléncia [—3], é o conjunto de todos os elementos de A que estdo
relacionados com —3 por R, ou seja, dos elementos de A cujo quadrado é igual a (—3)? = 9.
Sabemos que (—3,—3) € R e (—3,3) € R. Portanto, [-3], = {-3,3}.

Sabemos que A/R = {[-3]|g,[—1]z, [0z, 1z, [2]g, 8]z} Ora,

R
[—3]R - {—373} = [3]137
[*1]1% - {*L 1} = [1]3,
[O]R - {0}7
[2]R = {2}.

Assim,

A/R - {{_37 3}7 {_17 1}7 {0}7 {2}} :

exercicio 4.10 Seja A = {1,2,4,6,7,9} e considere a relagao de equivaléncia ~ em A definida
por x ~ ysee sdsex+y=2n, para algum n € N. Indique todos os elementos da classe
[2] _ e determine o conjunto quociente A/ ~.

resolucdo:

Note-se que, dados z,y € A, x ~ y se e s se x + y é par. Ora, a soma de dois naturais é par
se e somente se os naturais tém a mesma paridade (ou seja, ou sdo ambos pares ou sdo ambos
impares). Portanto, dados z,y € A, x ~ y se e s6 se x e y tém a mesma paridade.

Por defini¢do, [2] = {x € A | z ~ 2}. Sabemos que = ~ 2 se e somente se x € 2 tém a mesma
paridade, ou seja, se e s6 se x é par. Portanto, [2] = {2,4,6}.
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Sabemos que A/ ~={[1]_,[2].,[4].,[6].,[7].,[9].}. Como

~ )

210 ={2,4,6} = [4]. = [6].

[ =A{179} =[7.=19].,
segue-se que

A) ~={{2,4,6},{1,7,9}}.

exercicio 4.11 Seja A = {1,2,3,4,5}. Considere as seguintes relagoes de equivaléncia em
A: R é a menor relacao de equivaléncia em A tal que (1,2),(1,3),(4,5) € R e S é a relacao
de equivaléncia em A cujas classes de equivaléncia sao: {1,3}, {4} e {2,5}. Determine R,
indique todos os elementos da classe 2] e indique, se existirem, a,b € A tais que aRb e a.Sb.

resolucao:
Para que R seja relacdo de equivaléncia em A, R tem de ser reflexiva, simétrica e transitiva.
Se R ¢ reflexiva, todos os elementos da forma (a,a), com a € A, tém de pertencer a R.

Se R é simétrica, sabemos que, se (a,b) € R, entdo (b,a) € R. Dado que (1,2),(1,3),(4,5) € R,
temos que (2,1),(3,1),(5,4) € R.

Finalmente, sabendo que R é transitiva, temos que, se (a,b) € R e (b,c) € R, entdo (a,c) € R.
Assim, como (2,1) € R e (1,3) € R, segue-se que (2,3) € R. Como R é simétrica, também
(3,2) € R.

Dado que R é a menor relagio de equivaléncia em A tal que (1,2),(1,3),(4,5) € R, te-
mos R = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5), (1,2), (1,3), (4,5),(2,1), (3,1),(5,4), (2,3), (3,2)}.
[OBS.: para comprovar que R é, de facto, transitiva, basta verificar que Ro R C R - com
efeito, Ro R = RJ.

Os elementos que estdo relacionados por R com 2 sdo 1,2 e 3. Portanto, [2]g = {1,2,3}.

Note-se que A/R = {{1,2,3},{4,5}} e que A/S = {{1,3},{4},{2,5}}. Determinar a,b € A
tais que aRRb e aSb passa por determinar a,b € A que estejam na mesma classe de equivaléncia
médulo R e na mesma classe de equivaléncia médulo S. Basta, pois, considerar a = b qualquer
em Aoua=1eb=23.

exercicio 4.12 Considere a relacdo R em R x R definida por (z,y) R (z,w) se e 86 se y = w.
Verifique que R é uma relacao de equivaléncia em R x R e descreva a classe de equivaléncia

[(2,3)] -

resolucdo:

Comecemos por verificar que R é reflexiva: dado (z,y) € R x R, temos que (z,y) R (x,y), pois
as segundas coordenadas sdo, obviamente, iguais.
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Verifiquemos, agora, que R é simétrica. Consideremos (z,y), (z,w) € RxR taisque (z,y) R (z,w).
Ent3o, y = w e, portanto, também (z,w) R (z,y) (pois w = y).

Mostremos, finalmente, que R é transitiva. Sejam (z,y), (z,w), (u,v) € RxR tais que (z,y) R (z,w)
e (z,w) R (u,v). Pretendemos provar que (z,y) R (u,v). Como (z,y) R (z,w), segue-se que
y = w, e, como (z,w) R (u,v), temos que w = v. Assim, y = w = v. Como y = v, podemos
afirmar que (z,y) R (u,v).

exercicio 4.13 Seja A = {2,3,4,6,7} e sejam
I = {{2,4}, {3} . {4,6} . {3,6,7}}, Iy ={{2,4,6},{3,7}},
I3 = {{2}.{3,4,7}}, I, = {{2} . {3}, {4}, {6} . {7}},
s = {{2},2.{3,4} . {6,7}}, g = {{2,6}.{3,7},{4}}.

(a) Diga, justificando, quais dos conjuntos II; (1 < j < 6) sao particoes de A.

(b) Para os conjuntos II; (1 < j < 6) que sao particoes, determine Ryj; e indique [7]an.

resolucao:

(a) Recordemos que IT C P(A) é uma particdo do conjunto A se & ¢ II, se, para todos
X, Y elltaisque X #Y,setem X NY =3, e se

U x=4a

Xell

Assim, II; ndo é uma parti¢do de A, pois {2,4},{4,6} € II; e {2,4} N {4,6} # @. Tampouco
II3 é uma particdo de A pois

U x=1{2347#A4

XEH3
Mais ainda, dado que @ € II5, podemos concluir que II5 ndo é uma particdo de A.

Relativamente a Iy, temos que @ ¢ Iy, que {2,4,6} N{3,7} = & e que {2,4,6} U {3,7} = A.
Portanto, Il é uma particdo de A.

Relativamente a Iy, temos que @ ¢ Iy, que {a} N {b} = &, para quaisquer a,b € A tais que
a#b eque{2tU{3}U{4} U{6}U{7} = A. Logo, I é uma partigdo de A.

Relativamente a Ilg, temos que @ ¢ Ilg, que {2,6}N{3,7} = @, {2,6}N{4} = @ e {3,7}n{4} =
@, eque {2,6} U{3,7} U{4} = A. Portanto, Il é uma particdo de A.

(b) Como Il = {{2,4,6},{3,7}}, sabemos que hd duas classes de equivaléncia distintas médulo
Ri,: {2,4,6} e {3,7}. Assim,
R, = ({2,4,6} x {2,4,6}) U ({3,7} x {3,7})
=1{(2,2),(2,4),(2,6),(4,4), (4,2), (4,6), (6,6), (6,2), (6,4), (3,3), (3,7),(7,3), (7,7} -
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Mais ainda, dado que 7 € {3,7}, [Ty, = {3,7}.

Dado que II4 = {{2},{3},{4},{6},{7}}, temos cinco classes de equivaléncia distintas médulo
R {2}, {3}, {4}, {6} e {7}. Logo,

R, = ({27 x {2}) U ({3} x {3}) U ({4} x {4}) U ({6} x {6}) U ({7} x {7})
- {(27 2)7 (37 3)7 (47 4)7 (67 6)7 (77 7)} :

Como 7 € {7}, [T|ry, = {7}

Como IIg = {{2,6},{3,7},{4}}, sabemos que ha trés classes de equivaléncia distintas médulo
R, {2,6}, {3,7} e {4}. Assim,

Rig = ({2,6} x {2,6}) U ({3, 7} x {3, 7}) U ({4} x {4})
=1{(2,2),(2,6),(6,6),(6,2),(3,3),(3,7),(7,3),(7,7), (4,4)} .

Mais ainda, dado que 7 € {3, 7}, [T, = {3,7}.

exercicio 4.14 Seja A = {a,b}. Indique todas as relagoes de ordem parcial em A e apresente
os correspondentes diagramas de Hasse.

resolucdo:

Recordemos que uma relacio de ordem parcial em A é uma relacdo binaria em A reflexiva,
antissimétrica e transitiva. Para A = {a, b}, temos as seguintes:

(i) Ry = {(a,a), (b,b)} com o seguinte diagrama de Hasse

[ ] [ ]
a b

(i) Re = {(a,a), (b,b), (a,b)} com o seguinte diagrama de Hasse

(iii) R3 = {(a,a), (b,b), (b,a)} com o seguinte diagrama de Hasse

!
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exercicio 4.15 Sejam A = {1,2,3,4} e sejam p1, p2, p3 e p4 as seguintes relagoes em A:

p1=11,1),(41),(2,2),(4,2),(3,3),(44)}
p2=1{(1,1),(1,4),(2,2),(4,2),(3,3),(4,4),(2,4)}
p3={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)}

pa={(1,1),(2,3),(2,2),(2,1),(3,3),(4,4),(3,1)}
Indique se cada uma destas relacoes é ou nao uma ordem parcial e, para cada ordem parcial,
apresente o correspondente diagrama de Hasse.

resolucao:

Uma relacdo de ordem parcial em A é uma relacdo bindria em A reflexiva, antissimétrica e
transitiva.

Uma relagdo bindria R em A é reflexiva se (a,a) € R, para todo a € A, ou seja, se (1,1), (2,2),
(3,3) e (4,4) pertencem a R. Assim, todas as relagdes dadas sdo reflexivas.

Uma relacdo bindria R em A é antissimétrica se, para quaisquer a,b € A tais que a # b e
(a,b) € R, setem (b,a) ¢ R, ou, equivalentemente, se RNR™! C id 4. Temos que p1Np;* = id .
Logo, p1 € antissimétrica. Por outro lado, (2,4) € pa e (4,2) € pa, donde pa ndo é antissimétrica.
Relativamente a p3, temos que p3 N pgl =1id4. Logo, p3 é antissimétrica. Também p, € tal que
P4 N le =id 4. Portanto, p4 é antissimétrica.

Neste momento, podemos afirmar que ps ndo é uma relacdo de ordem parcial em A.

Vejamos, agora, quais das restantes relacdes R s3o transitivas. Para tal, devemos verificar se, para
quaisquer a,b,c € A tais que (a,b) € R e (b,c) € R, se tem (a,c) € R, ou, equivalentemente,
Ro R C R. Temos que p; o p1 = p1. Portanto, p; é transitiva. Também p3 o p3 = p3. Logo, p3
é transitiva. Relativamente a p4, temos que p4 o py = p4, donde também p, é transitiva.

Sendo reflexiva, antissimétrica e transitiva, p; é uma relacdo de ordem parcial em A e o seu

3 4

diagrama de Hasse é o seguinte:

Como p3 é uma relacdo reflexiva, antissimétrica e transitiva, p3 é uma relacdo de ordem parcial
em A. O seu diagrama de Hasse é o seguinte:

°
1 2

we
e
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Também py4, por ser reflexiva, antissimétrica e transitiva, é uma relacdo de ordem parcial em A.
O seu diagrama de Hasse é o seguinte:

2 4 e

exercicio 4.16 Mostre que os seguintes pares sao c.p.o.:
(a) (P(A),C), onde A é um conjunto;

(b) (Np,|), onde | é a relacao “divide” definida por x|y se existe k € Ny tal que y = kz.

resolucao:

(a) Dado X € P(A), sabemos que X C X. Logo, a relagdo de inclusdo é reflexiva. Dados
X,Y € P(A) taisque X CY eY C X, temos que X =Y. Portanto, a relagdo de inclusdo é
antissimétrica. Sabemos, também, que se X,Y,Z € P(A) sdo taisque X CY eY C Z, entdo
X C Z. Portanto, a relagdo de inclusdo é transitiva. Assim, o par (P(A),C) é um conjunto
parcialmente ordenado.

(b) Dado n € Ny, sabemos que n|n. Logo, a relagdo “divide” é reflexiva. Dados n,m € Ny
tais que n|m e m|n, temos que n = m. Portanto, a relagdo “divide” é antissimétrica. Sabemos,
também, que se n,m,r € Ny sdo tais que n|m e m|r, entdo n|r. Portanto, a relagdo “divide” é
transitiva. Assim, o par (No,|) é um conjunto parcialmente ordenado.

exercicio 4.17 Construa diagramas de Hasse para os seguintes c.p.o.’s:
(a) (P(A),C), sendo A = {1,2};

(b) (A,]), sendo A = {2,3,4,6,10,12,20} e | a relacao dada por x|y se existe k € Ny tal
que y = kx.

resolucao:

(a)
{1,2}

{1} {2}
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20 12

exercicio 4.18 Sejam A = {1,2,3,4,5,6,7,8}, X = {1,2,6} e Y = {2,3,4,8}. Considere o
c.p.o. (A, <) com o seguinte diagrama de Hasse:

Para cada um dos conjuntos A, X e Y determine, caso existam, os majorantes e os minorantes,
o supremo e o infimo, os elementos maximais e minimais e o maximo e o minimo.

resolucao:

(a) O dnico elemento maximal de A é o 3, sendo os seus elementos minimais 0 5 e 0 7. O dnico
majorante de A é o0 3. A n3o admite minorantes. O supremo de A é 0 3 e A n3o admite infimo.
O maximo de A é 0 3 e A ndo tem minimo.

X tem um sé elemento maximal, o 2, e dois elementos minimais, o 1 e 0 6. Temos que Maj(X) =
{2,3} e Min(X) = {5,7,8}. Assim, sup(X) = 2, max(X) = 2, inf(X) = 8 e ndo existe minimo
de X.

Relativamente a (Y, <), comecemos por notar que o seu diagrama de Hasse é o seguinte:

3

8
Y tem um sé elemento maximal, o 3, e um s6 elemento minimal, o 8. Temos que Maj(Y) = {3}

e Min(Y') = {5,7,8}. Assim, sup(Y) = 3, max(Y) = 3, inf(}Y') = 8 e min(Y") = 8.

exercicio 4.19 Sejam (A, <) um c.p.o. e X C A. Diga, justificando, se é verdadeira ou falsa
cada uma das seguintes proposicgoes:

(a) Se X tem um elemento maximal entao X tem elemento maximo;

(b) Se X tem elemento maximo entdao X tem um elemento maximal;
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(c) Se existe sup(X) entdo X tem um elemento maximal;

(d) Se X tem um elemento maximal entao existe sup(X).

resolucao:

(a) A afirmagdo é falsa. Consideremos o c.p.o. (A, p1) do exercicio 4.15 e tomemos X = A. X
tem dois elementos maximais e ndo tem maximo.

(b) A afirmagdo é verdadeira. Se m = max(X), entdo ndo existe x € X tal que m < z e x # m.
Portanto, m é um elemento maximal de X.

(c) A afirmagdo é falsa. Consideremos o c.p.o. (R, <), onde < é a relagdo “menor ou igual que”
usual. Seja X =] — 3,2[. Sabemos que sup(X) = 2. No entanto, X n3o tem elemento maximal.

(d) A afirmagio é falsa. Consideremos novamente o c.p.o. (A4, p;) do exercicio 4.15 e tomemos
X = A. X tem dois elementos maximais e n3o existe sup(X).

exercicio 4.20 Seja A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i}. Considere o c.p.o. (A,<) com o seguinte
diagrama de Hasse associado:

a L X
(a) Indique os elementos maximais e minimais de A.

(b) Seja X = {c,d,e,g,h}. Indique o conjunto dos majorantes e o conjunto dos minorantes
de X em A e, caso existam, o maximo, o minimo, o supremo e o infimo de X.

(c) Dé exemplo de um subconjunto préprio de A com 3 elementos maximais e indique-os.
resolucao:

(a) Os elementos maximais de A sdo o h e 0 i. Os elementos minimais de A sdo 0 a e o0 i.

(b) Relativamente a (X, <), comecemos por notar que o seu diagrama de Hasse é o seguinte:
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@ c
Assim, X tem um sé elemento maximal, o h, e dois elementos minimais, o ¢ e 0 ¢. Temos que
Maj(X) = {h} e Min(X) = {a}. Assim, sup(X) = h, max(X) = h, inf(X) = a e ndo existe
minimo de X.

(c) Consideremos, por exemplo, Z = {e, b, a,i}, cujos elementos maximais sdo e, b e i.

exercicio 4.21 Mostre que, num c.p.o. (A, <), sdo equivalentes as seguintes afirmagoes, para
quaisquer a,b € A: (1) a <b; (2) sup{a,b} =b; (3) inf{a,b} = a.

resolucao:
(1) = (2):

Admitamos que a < b. Sabemos que os majorantes de {a, b} sdo os elementos m de A tais que
a<meb<m.Eclaro que b é um majorante de {a,b}, uma vez que a < b, por hipétese, e que
b < b. Dado um majorante m de {a, b}, sabemos que b < m. Portanto, b é, de facto, o supremo
de {a,b}.

(2) = (3):

Admitamos que sup{a, b} = b. Sabemos, entdo, que b é um dos majorantes de {a, b} e, por isso,
a<beb<b Dadoquea <bea < a, podemos afirmar que a é um minorante de {a,b}.

Consideremos um minorante m de {a,b}. Sabemos, em particular, que m < a. Portanto, a é, de
facto, o infimo de {a, b}.

3) = (1):

Admitamos que inf{a,b} = a. Sabemos, entdo, que a é um dos minorantes de {a,b} e, por isso,
a<bea<a. Em particular, a <b.

Provamos, deste modo que as trés afirmagdes sdo equivalentes.

exercicio 4.22 Considere o c.p.o. (Np,|) (definido no exercicio 4.16(b)).

(a) Mostre que (Np,|) ndo é uma cadeia.
(b) Diga, justificando, se (N, |) tem elemento maximo ou elemento minimo.

(¢) Mostre que (Np,|) é um reticulado, indicando para quaisquer a,b € Ny, o supremo e o
infimo de {a,b}.

(d) Considere X ={0,1,2,3,4,6,8,9,12,16,18} e Y = {1,2,5,6, 12,20, 30,120}.



79

(i) Construa os diagramas de Hasse de (X, |) e de (Y, ).
(ii) Indique, caso existam, os elementos minimais e os elementos maximais de X.

(iii) Dé exemplos de subconjuntos Z de Y, com pelo menos quatro elementos, tais que
(Z,|) é uma cadeia.

(iv) Indique, caso existam, elementos a,b € Y tais que:

() exista supremo de {a,b} em (Y, |) e este supremo seja diferente do supremo de
{a,b} em (No, |);
(8) nao exista supremo de {a,b} em (Y, |);

(v) Dé exemplo de um subconjunto W de X tal que (W, |) tenha elemento maximo e
elemento minimo e nao seja um reticulado.

resolucao:

(a) (No,|) ndo é uma cadeia, uma vez que nem todos os elementos z,y de Ny sdo comparaveis.
Tomemos, por exemplo, z =2 e y = 3. Temos que 2/3 e 3 /2.

(b) Como 1|z para todo = € Ny, segue-se que 1 = min(Np). Atendendo a que 0 = 0 x z, para
todo z € Ny, temos que z|0, para todo = € Ny. Logo, 0 = max(Np).

(c) sup{a,b} = m.m.c.(a,b) e inf{a,b} = m.d.c.(a,b)
(d)

(i) O diagrama de Hasse de (X, |) é o seguinte

(ii) O dnico elemento minimal de X é o 1 e o Gnico maximal é o 0.

(iii) Consideremos, por exemplo, Z = {1,2,6,12} ou Z = {1,2,6,30,0}.
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(iv)

(«) Consideremos a = 12 e b = 5. O supremo de {a,b} em (Y,]) é 0 e este supremo é diferente
do supremo de {a,b} em (Np,|), que é 60.

(8) Consideremos, agora, a = 2 e b = 5. O supremo de {a,b} em (Np,|) é 10, mas ndo existe

supremo de {a, b} em (Y, |). De facto, o conjunto dos majorantes de {a,b} em (Y,]) é {20, 30,0}
e 20| 30.

(e) Consideremos, por exemplo, W = {1,2,3,12,18,0}. Temos que n3o existe sup({2,3}), pelo
que W n3o é um reticulado, e W admite maximo (o elemento 0) e minimo (o elemento 1).



Capitulo 5
Funcoes

exercicio 5.1 Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B = {a,b,c,d}.
(a) Dé exemplo de uma correspondéncia de A para B que nao seja fungao.

(b) Quantas fungoes existem de A para B e quantas de B para A?

resolucao:

(a) Consideremos a correspondéncia f de A para B que a 1 faz corresponder a e a 2 faz corres-
ponder b. f n3o é uma funcdo pois 3 € A e f ndo faz corresponder nenhum elemento de B a
3.

(b) A tem 3 elementos e B tem 4 elementos. Portanto, existem 4% = 64 fungdes de A para B e
3% = 81 funcdes de B para A.

exercicio 5.2 Considere as fungoes:

g:R — R, definida por g (z) = 22 — 1, para todo = € R;

f N — N, definida por f(z) =2z — 1, para todo = € N.

Determine:
(a) g({-1,0,1});  (d) g ({0}); () f({z € N[3yen = = 3y});
(b) g(] — 00,0]); (€) g~ (] —00,0]);  (h) fF({2});
(c) g (R); (f) f({4,6,9}); (i) f7({3,4,5}).

resolucao:

(a) Por defini¢3o,

g ({=1,0,1}) = {g(—=1),9(0),9(1)} .

81
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Dado que g(—1) = (=1)2=1=0, g(0) =0> -1 = —1e g(1) = 12 — 1 = 0, segue-se que
g({-1,0,1}) = {0, -1} .

(b) g(] = 00,0]) = {g(z) | x €] = 00,0]} = [-1, +00].
() 9(R) = {g(x) | € R} = [-1,+o0].

(d) Por definigdo,
9" ({0}) ={zr e R [ g(z) = 0}.

Ora,
glr) =022 -1=0
s2=1
Sr=—-1Vae =1
Assim,

9= ({0p ={-L.1}.
(e) Por definigdo,
97 (J=00,0]) ={zr e R | g(x) <0}
Ora,

glr) <022 -1<0
S —1<z<1.

Logo,
9" (] —00,0]) =[-1,1].

(f) Temos que
f({4,6,9}) = {f(4), £(6), f(9)}-
Como f(4)=2x4—-1=7, f(6)=2x6—-1=11¢e f(9) =2 x9—1=17, segue-se que

f({4,6,9}) ={7,11,17} .
(g) Temos que

f{z € N|3yen 2 =3y}) = f({3y|y €N}
={f(By) |y € N}
={2x@3y) -1y eN}
={6y — 1|y € N}.

(h) Por definigio,
f7{2) ={zreN| f(z) =2},
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Ora,
flz) =22 —-1=2
sr=2
2
Mas % ¢ N. Portanto,
{2 =2

(i) Sabemos que
FT{3,4,5)) ={x eN| f(x) =3V f(x) =4V f(z) = 5}.

Temos que
fle)=32x—-1=3
& 2r =4
S x =2,
flz)=4e2r-1=4
&S 2r =5
o 5
==
2
e

flz)=be2r—-1=5
& 2r =6

s = 3.

Assim, atendendo a que g Z N,

fe ({3743 5}) - {23 3} :

exercicio 5.3 Sejam f, g e h as funcoes de Ny para Ny definidas por:

0, se n é par
1, se n é impar

f(n)=n+1; g(n) =2n; h(n):{

Determine:

(a) fof; (b) fog; (c) gof; (d) goh
(e) fogoh; (f) ho f; (g) hog; (h) hofog.

resolucao:

Todas as fungles estdo definidas em Ny, sendo o conjunto de chegada, também, Ny. Em cada
alinea apresentamos as expressées que determinam a imagem para cada n € N.

(@) (fof)nm)=f(fn)=fln+1)=Mn+1)+1=n+2.
(b) (fog)(n) = f(9(n)) = f(2n)=2n+1
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(©) (9o f)(n) =g (f(n) =g(n+1)=2(n+1) =2n+2.

9(0), se n é par 2 x 0, sen é par 0, se n é par
(d) (goh)(n) =g (h(n)) = - = . = . :
g(1), se n é impar 2 x 1, se n é impar 2, se n é impar

@(ﬁwomm%aﬂ@ommnz{f””“”é“r :{17%”émr

f(2), se n é impar 3, se n é impar

0, sen+1é par 0, se n é impar
uma

(ﬂmmmmzhumnzhm+n:{ .

1, sen+1éimpar 1, se n é par

vez que n + 1 é par se e somente se n é impar.
(g) (hog)(n) =h(g(n)) =h(2n) =0, uma vez que 2n é par.
(h) (hofog)(n)=h((fog)(n)) =h(2n+1) =1, uma vez que 2n + 1 é impar.

exercicio 5.4 Dé exemplos de:
(a) duas fungoes f,g: R — R tais que f e g ndo sejam constantes e f o g seja constante.

(b) uma funcao f: R — R tal que f # idg mas fo f = idg.

resolucao:
(a) Sejam f e g as fungdes de R para R definidas por

f(sc):{o’ sex >0

1, sex <0
e g(x) = 22, para todo z € R. Dado x € R, temos que (f o g)(z) = f (g9(z)) = f(2?) =0, uma
vez que 2 > 0. Assim, (f o g)(z) = 0, para todo = € R, donde f o g é uma fungio constante.

(b) Seja f a fung¢do de R para R definida por f(x) = —=x, para todo = € R. Sabemos que

idr(r) = x, para todo z € R. Logo, f # idgr. Mais ainda, (fo f)(z) = f(f(z)) = f(—x) =
—(—z) = z, para todo = € R. Portanto, fo f = idg.

exercicio 5.5 Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma func¢do. Mostre que idgo f = f =
foida.

resolucao:

Sabemos que idg o f, f e f oidy sdo funcles definidas de A para B. Vejamos que as imagens
por estas funcbes sdo iguais para cada elemento de A.

Seja x € A. Temos que

(idp o f) (x) = idp (f(z))
= f(x),
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uma vez que idp (y) =y, paratodoy € Be f(z) € B, e

(foida) (z) = f (ida(z))
= f(x),
uma vez que id(z) = x, para todo x € A.

Podemos, pois, afirmar que idgo f = f = foida.

exercicio 5.6 Considere os conjuntos A = {1,2,3} e B = {a,b,c,d}. Indique, caso exista,
uma fungao de A para B que seja: (a) nao injetiva;  (b) injetiva;  (c) sobrejetiva;  (d)
nao sobrejetiva.

resolucao:

(a) Consideremos, por exemplo, a fungdo f : A — B definida por f(1) = a, f(2) =ae f(3) =a.
Como h3 objetos distintos com a mesma imagem, f ndo € injetiva.

(b) Consideremos, por exemplo, a fungdo g : A — B definida por g(1) = a, g(2) =be g(3) =c.
Como objetos distintos tém imagens distintas, g é injetiva.

(c) Ndo existe nenhuma fungdo sobrejetiva de A para B. De facto, dada uma qualquer fungdo
h de A para B, ha pelo menos um elemento em B\ {h(1),h(2),h(3)}. Portanto, h nunca sera
sobrejetiva. [note-se que #A < #B].

(d) A fungdo f definida na alinea (a) é n3o sobrejetiva, uma vez que, por exemplo, b € B e b
ndo é imagem por f de nenhum elemento de A. A fungdo g definida na alinea (b) tampouco é
sobrejetiva, jd que d € B e d n3o é imagem por g de nenhum elemento de A.

exercicio 5.7 Diga, justificando, quais das seguintes funcoes sao injetivas, sobrejetivas ou
bijetivas:

fi:N—N, fi(z) =2z f2:Q\ {0} — Q\ {0}, folz) =1

fa: R —[0,40c0[, f3(z)=a% fa:Z — N, fi(z)=|z|+2.

resolucdo:
f1 € injetiva?:
Sejam x1, x9 € N. Temos que
fl(xl) = fl(wg) = 21’1 = 2.%'2
= T = T2.

Portanto, se dois elementos tém imagem igual por fi, esses elementos s3o iguais, o que é equiva-
lente a afirmar que objetos diferentes tém imagens diferentes. Portanto, fi é injetiva.
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f1 € sobrejetiva?:

Repare-se que todas as imagens por f sdo naturais pares. Assim, por exemplo, 1 é elemento de
N e n3o é imagem de nenhum elemento do dominio. De facto,

file)=1<2x=1

o 1
T =
27

mas % ¢ N. Portanto, f; ndo é sobrejetiva.

f1 é bijetiva?:

Uma funcdo diz-se bijetiva se € injetiva e sobrejetiva. Dado que f; ndo é sobrejetiva, podemos
afirmar que f; n3o é bijetiva.

fo é injetiva?:

Sejam z1, 2 € Q \ {0}. Temos que

1 1

— S — = —
fo(z1) = fa(z2) P
= T = T2.

Mostramos, deste modo, que se dois elementos tém imagem igual por f5, esses elementos sdo
iguais. Assim, objetos diferentes tém imagens diferentes por fo e fy € injetiva.

fo é sobrejetiva?:

Seja y € Q\ {0}. Pretendemos verificar se existe x € Q \ {0} tal que y = fo(z). Ora,

y=folr) & y=

=T =

LI~ R |~

Como y € Q\ {0}, z = % € Q\ {0}. Portanto, f5 é sobrejetiva.

fo € bijetiva?:

Dado que f5 é injetiva e sobrejetiva, podemos afirmar que f5 € bijetiva.
f3 é injetiva?:

Atendendo a que

fs(1) =17 =1,

temos que existem objetos diferentes com imagens iguais por f3. Assim, f3 ndo é injetiva.
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f3 é sobrejetiva?:

Seja y € [0, +oc[. Pretendemos verificar se existe z € R tal que y = f3(x). Temos que

y=f3(z) & y=2a’

S r==E/y.

Sendo y > 0, segue-se que —,/y e ,/y sdo elementos de R. Logo, para todo y € [0, 00|, existe
pelo menos um z € R tal que y = f3(x), donde f3 é sobrejetiva.

f3 é bijetiva?:

Dado que f3 ndo é injetiva, podemos concluir que f3 n3o é bijetiva.

f4 € injetiva?:

Atendendo a que
=1 == 1/+2=3

fa(l)=14+2=3,
existem objetos distintos com a mesma imagem por f4. Logo, f4 ndo é injetiva.

f4 é sobrejetiva?:

Seja y = 1 € N. Pretendemos verificar se existe x € Z tal que y = f4(x). Temos que
y=fa(z) & 1=z +2
&zl = -1,
o que é impossivel. Dado que existe pelo menos um elemento do conjunto de chegada que ndo é
imagem de nenhum elemento do dominio por f4, podemos concluir que f4 ndo é sobrejetiva.
fa é bijetiva?:

Dado que f4 ndo é injetiva nem sobrejetiva, podemos concluir que f4 ndo é bijetiva.

exercicio 5.8 Considere as seguintes funcoes

h: Z — Ny

— R
9 3 N 2x, sex >0
x_
’ —2r—1, sex<0

3

f: [0,1] — [0,1] g: R
r 2o, x

Verifique que f, g e h sao fungoes bijetivas e determine as respetivas fungoes inversas.
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resolucao:
f é injetiva:

Sejam z1, x2 € [0,1]. Temos que

f@1) = f(22) & (1)’ = (22)°

= V/(21)% = V/(22)?

= X1 = X9.
Mostramos, deste modo, que se dois elementos tém imagem igual por f, esses elementos sdo
iguais. Assim, objetos diferentes tém imagens diferentes por f e f é injetiva.
f é sobrejetiva:
Seja y € [0, 1]. Pretendemos verificar se existe = € [0,1] tal que y = f(x). Ora,

y=fz)sy=2’
&= Yyel01].
Portanto, f é sobrejetiva.
f é bijetiva:
Dado que f € injetiva e sobrejetiva, podemos afirmar que f é bijetiva.
Sendo bijetiva, f admite inversa. Além disso, dado que, paracaday € [0,1], y = f(z) & = = /¥,
temos que f~1:[0,1] — [0,1] é definida por f~1(z) = ¥/x.
g € injetiva:
Sejam z1, x2 € R. Temos que
g(x1) = g(xe) & 221 —3 =229 —3

= T = T2.
Assim, objetos diferentes tém imagens diferentes por g e g € injetiva.
g é sobrejetiva:

Seja y € R. Pretendemos verificar se existe x € R tal que y = g(x). Ora,

y=g(r) e y=2r-3

S2r=y+3
y+3

Rt = —
T 5

sendo = = %3 pertencente a R. Portanto, g é sobrejetiva.

g é bijetiva:

Sendo ¢ injetiva e sobrejetiva, podemos concluir que g é bijetiva.
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Assim, g admite inversa. Dado que, para cada y € R, y = g(z) & z = %3 temos que

-1 ¢ defini ~1(,) — z+3
g~ : R = R é definida por g7 (z) = &=.

h é injetiva:
Comecemos por notar que se * € Z;, entdo h(x) é um natural par, e se z € Z~, entdo h(z) é

um natural impar. Sejam z1, x2 € Z. Temos quatro casos possiveis:

caso 1: z1,x9 > 0;
caso 2: xy,x9 < 0;
caso 3: 1 < 0exy >0;
caso 4: 1 > 0exy <O.

Repare-se que nos casos 3 e 4 ndo podemos ter h(x1) = h(z2), jd que nesses casos uma das
imagens é par e a outra é impar. Assim, para estudar a injetividade de h apenas precisamos de
considerar os casos 1 e 2.

caso 1: Neste caso,

h(l‘l) = h(l‘g) & 201 = 229

= T = T2.

caso 2: Neste caso,

h(.%'l) = h(.%'g) < —2x1 — 1= —2x9—1

= I = T2.

Assim, se dois objetos tém imagens iguais por h, entdo esses objetos s3o iguais. Logo, h é injetiva.
h é sobrejetiva:

Seja y € Ny. Pretendemos verificar se existe x € Z tal que y = h(zx). Ora,

y=hz) e (y=2cNzx>0)V(y=-2r—-1ANx<0)
y+1

@(mz%/\mEO)\/(ac:?/\x<0).

% € 7 se e sO se y é impar. Assim, dado

Temos que x = § € Z se e s6 se y é par e que = =
y € Np, se y € par, entdo y = h (%) (com % € Z), e se y é impar, entdo y = h <%> (com
%1 € 7). Portanto, h é sobrejetiva.

h é bijetiva:

Sendo h injetiva e sobrejetiva, podemos concluir que h é bijetiva.

Assim, h admite inversa e h=! : Ny — Z é definida por

5 se x é par
hli(z) =

z+1

5, Sex €impar
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exercicio 5.9 Sejam A e B conjuntos nao vazios. Considere a funcao f: Ax B — Bx A
definida por f(a,b) = (b,a), para todo (a,b) € A x B.

(a) Mostre que f é bijetiva.

(b) Determine f~1.

resolucao:

(a) Mostremos, primeiro, que f é injetiva. Para tal consideremos dois elementos arbitrérios (a1, b1)
e (ag,by) de A x B. Temos que

fla1,b1) = f(az,b2) < (b1,a1) = (b2, a2)
< by =by Aap = as
S ap =as Nbp = by
- (al,bl) = (ag,bg).
Mostramos, deste modo, que se dois elementos tém imagem igual por f, esses elementos sdo

iguais. Assim, objetos diferentes tém imagens diferentes por f e f é injetiva.

Vejamos, de seguida, que f é sobrejetiva. Para tal, mostremos que qualquer elemento de B x A
é imagem por f de algum elemento de A x B. Dado (b,a) € B x A, é ébvio que (b,a) = f(a,b)
e que (a,b) € A x B.

Como f é injetiva e sobrejetiva, temos que f é bijetiva.

(b) f~! é a fungdo de B x A para A x B definida por f~1(b,a) = (a,b), para todo (b,a) € B x A.

exercicio 5.10 Considere as fungoes f : R — R definida por f(x) = |z| + 2, para todo o real
z, e g: R — R definida da seguinte forma

(@) = 2?2 se r < —2
9= r+2 se x>—-2

(a) Determine f({—2,2}) e f(] —2,4]).
(b) Determine f< ({—2,0,1,2}).

(c) Diga se g o f é injetiva e se é sobrejetiva.

resolucao:

(a) Temos que f(—2) = |—-2|+2=4e f(2) = [2[+2 = 4. Assim, [ ({—2,2}) = {f(-2), f(2)} =
{4}
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Por definicdo, f(] —2,4]) = {f(z) | z €] — 2,4]}. f é uma fun¢do estritamente decrescente em
] — 00, 0] e estritamente crescente em [0, +oo[. Temos que f(—2) = 4, f(0) =2 e f(4) = 6.
Além disso, todo o elemento y entre 2 e 6 é imagem, por f, de x = y — 2 € R. Portanto,
f(—2.4) =26
(b) Por defini¢do, f< ({—2,0,1,2}) ={z e R| f(x) = =2V f(z) =0V f(x) =1V f(z) = 2}.
Temos que
fl@)==2 < |z|+2=-2
& x| = —4
& i),
flz)=0 < |z[|+2=0
& |x) = =2
< i(x),
flz)=1 <z|+2=1
Szl = -1

flz)=2 < |z|+2=2
< |z =0
s x =0,

onde i(z) representa uma condi¢do impossivel em z. Assim, f< ({—2,0,1,2}) = {0}

(c) Note-se que f(z) > 2, para todo = € R. Portanto, (go f)(z) = g(f(z)) = f(z)+2 = |z| +4.
Dado que (go f)(—1) = (go f)(1) =5, go f ndo é injetiva. Além disso, (g o f)(z) > 4, para
todo = € R. Assim, n3o existe nenhum z € R tal que (go f)(z) =0 e go f ndo é sobrejetiva.

exercicio 5.11 Considere a fungao f : R — {3,10} definida da seguinte forma

3 se z €] — 00,4[U]20,30]
f) = .
10 se z € [4,20]U]30, +oo[

e a funcao g : N — R definida por g(n) =2 — %, para todo o n € N.
(a) Determine g({1,2,3,4}) e g* ({1,5}).
(b) Determine f({z € R : 2? —16 =0}) e f* ({10}).
(¢c) Mostre que f o g é uma fungao constante.

(d) Indique se alguma das fungoes f ou g é injetiva.
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resolucao:

(a) Por definic3o,
9({1.2,3,4}) = {g(1),9(2),9(3),9(4)} -

Dadoqueg(l):2—%:1,g(2):2—%:%,g(3):2_%:§eg(4):2_%:

9({1,2,3,4}) = {1,

Sabemos que
“({1,5}) ={neN]|gn) =1Vgn)=>5}.
Ora,

Portanto, atendendo a que 1 € N e —% ¢ N, g‘_({1,5}) ={1}.
(b) Atendendo a que
22 —-16=0< 22 =16

S =1vV16

S =44,

temos que
f{z €R + 2 =16 =0}) = f({~4.4}) = {f(-4), f4)} .
Como f(—4) =3 e f(4) = 10, segue-se que

f({:UG]R : 562—16:0}):{3,10}.

Por definicao,
T ({10}) = {z eR | f(z) = 10}.

Logo,
17 ({10}) = [4,20]U]30, 400

7
1, temos que
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(c) Sabemos que 1 < g(n) < 2, para todo n € N. Assim, g(n) €] — 00,4[U]20, 30], para todo
n € N, donde (f og)(n) = f(g(n)) = 3. Portanto, f o g é uma fungdo constante.

(d) A fungdo f ndo é injetiva pois 1 # 2 e f(1) = f(2) = 3. Ja a fungdo g € injetiva, como
podemos verificar: dados quaisquer n,m € N,

1 1
= S22 =2-—
gln) = g(m) &2 - — =2 —
1 1
& —=—
n m
< n=1m.

Logo, se dois objetos tém a mesma imagem por g, esses objetos s3o iguais.
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Capitulo 6

Grafos

exercicio 6.1 Descreva formalmente cada um dos seguintes grafos e determine matrizes de
incidéncia e de adjacéncia de cada um deles.

resolucao:

Seja G = (V, E) o grafo

1 2 3
) 4
Temos que
vV ={1,2,3,4,5}
e

E={{1,2},{1,5},{2,3},{2,4},{3,4},{4,5}} .

Uma matriz de adjacéncia de G é

[0 1 0 0 1]
1 0110
01010
01101
| 100 1 0

e uma matriz de incidéncia de G é

95
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1 1.0 00 0
101 100
001010
000111
01 00 01
Seja G' = (V', E’) o grafo
1 2
3 4 )

Temos que
V' =1{1,2,3,4,5}

E'={{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,4},{2,5}} .

Uma matriz de adjacéncia de G’ é

00 1 11
00 1 11
1 1.0 00
1 1.0 00
1110 0 0
e uma matriz de incidéncia de G’ é
1110 00
000111
10 01 00
01 0010
001001

exercicio 6.2 Desenhe um grafo que tenha como matriz de adjacéncia a matriz

— = = O
O = O
— O =
O = O

resolucao:

Consideremos o grafo G-
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exercicio 6.3 Desenhe um grafo que tenha como matriz de incidéncia a matriz

S = O =
S = = O
= o O =
S O = o=

resolucdo:

Consideremos o grafo G-

exercicio 6.4 Dos seguintes grafos, diga quais sao bipartidos, indicando uma particao do
conjunto dos seus vértices.

N < R

Consideremos, primeiro, o grafo G = (V, E)

resolucdo:

d c
Pretendemos verificar se existem X,Y C V, diferentes do conjunto vazio, tais que X UY =V,
X NY = T e os Vértices de X apenas sao adjacentes a vértices de Y e os Vértices de Y apenas
sao adjacentes a vértices de X.

Suponhamos que existem esses conjuntos X e Y. Sem perda de generalidade, admitamos que
a € X. Como a é adjacente a todos os outros vértices, segue-se que b, ¢, d, ¢ tém de pertencer a
Y. Mas, por exemplo, b é adjacente a ¢, o que contradiz o facto de vértices de Y apenas serem
adjacentes a vértices de X.

_ O = O
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Podemos, entdo, concluir que tais conjuntos X e Y ndo existem e que GG ndo € bipartido.

Consideremos, agora, o grafo G’ = (V' E')

d 9 J
a c |\f h
b e i

Pretendemos verificar se existem X,Y C V', diferentes do conjunto vazio, tais que X UY =V,
X NY = g e os vértices de X apenas sido adjacentes a vértices de Y e os vértices de Y apenas
sdo adjacentes a vértices de X.

Suponhamos que existem esses conjuntos X e Y. Sem perda de generalidade, admitamos que
a € X. Como a é adjacente a ¢, temos que ¢ € Y. Sendo ¢ adjacente a d, f e b, esses vértices
sdo elementos de X. Como f € X e f é adjacente a g, h e e, estes vértices tém de pertencer a
Y. Sendo h € Y e h adjacente a i e j, esses vértices sdo elementos de X. Assim,

X = {G,b,d,f,i,j}

Y ={c,g,e,h}.

Podemos, ent3o, concluir que G’ é bipartido.

Consideremos, agora, o grafo G” = (V" E")

e d

Pretendemos verificar se existem X, Y C V", diferentes do conjunto vazio, tais que X UY = V",
X NY = g e os Vértices de X apenas sao adjacentes a vértices de Y e os Vértices de Y apenas
sdo adjacentes a vértices de X.

Suponhamos que existem esses conjuntos X e Y. Sem perda de generalidade, admitamos que
a € X. Como a é adjacente a ¢, segue-se que ¢ tém de pertencer a Y. Como ¢ é adjacente a
e, temos que e tem de pertencer a X. Dado que e é adjacente a b, podemos concluir que b tem
de pertencer a Y. Como b é adjacente a d, temos que d tem de pertencer a X. Mas, assim, a é
adjacente a d e ambos pertencem a X, o que contradiz o facto de vértices de X apenas serem
adjacentes a vértices de Y.



99
Podemos, entdo, concluir que tais conjuntos X e Y ndo existem e que G n3o é bipartido.

exercicio 6.5 Considere o seguinte grafo G.

a b
c d
@ ———©
e f g h

(a) Indique o(s) caminho(s) de a a h de menor comprimento.

(b) Indique o(s) caminho(s) de a a h de maior comprimento que nao tém vértices repetidos.
(¢) Indique um caminho de a a h sem arestas repetidas, mas com vértices repetidos.

(d) Indique um ciclo de G de comprimento 7.

(e) Indique ciclos de G cujo vértice inicial ¢ a.

resolucio:
(a) {a,b,g,h) (comprimento 3)

(b) (a,e, f,c,d,b, g, h) (comprimento 7)

(c) {(a,b,d, f,c,d,g,h)

(d) (a,e, f,c,d,g,b,a)

() (a,e. f.c,a), (a,e, f.d,ba), {ae, f,c.d,ba), {a,e, f,d.g.ba), (ae, f,c.d,g,b.a), (a e, f.d,c,a),

exercicio 6.6 Dé exemplo, caso exista, de:

(a) um grafo sem vértices de grau impar;
(b) um grafo sem vértices de grau par;
(¢) um grafo com exatamente um vértice de grau impar;
(d) um grafo com exatamente um vértice de grau par;
(e) um grafo com exatamente dois vértices de grau impar;
(f) um grafo com exatamente dois vértices de grau par.
resolucao:

(a) Consideremos o grafo G:
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4 3
Todos os vértices de G tém grau par. Portanto, ndo hd vértices de grau impar em G.

(b) Consideremos o grafo G:

4 3
Todos os vértices de G tém grau impar. Portanto, ndo ha vértices de grau par em G.

(c) Em qualquer grafo, o nimero de vértices de grau impar é par. Portanto, ndo existem grafos

com exatamente um vértice de grau impar.
(d) Basta considerar o grafo trivial (um vértice e zero arestas).

(e) Consideremos o grafo G-

2
1
Os dois vértices de G tém grau impar.
(f) Consideremos o grafo G:
1 2
4 3

Apenas dois dos vértices de G (1 e 3) tém grau par.

exercicio 6.7 Um conjunto de desconexao de um grafo conexo G é um conjunto de arestas
cuja remogao da origem a um grafo desconexo.

(a) Encontre conjuntos de desconexao para o grafo de Petersen

com 3, 4 e 5 arestas.
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(b) Encontre conjuntos de desconexao com o menor nimero possivel de arestas para os
grafos seguintes:

resolucdo:

(a) Consideremos as arestas etiquetadas do seguinte modo:

Se E é o conjunto das arestas do grafo, temos que {es3, eq, €6}, {€3,€4,€6,¢7} € {eg, €7, €8, €9, €10}
sdo conjuntos de desconexdo para o grafo de Petersen com 3, 4 e 5 arestas, respetivamente.

(b) Consideremos as arestas etiquetadas do seguinte modo:

€2

e3

€1

Temos que {e1, ez, e3} é um conjunto de desconexdo com 3 arestas para o grafo acima e que a
remogdo de somente (quaisquer) duas arestas resulta num grafo conexo.
Consideremos, agora, o segundo grafo e as suas arestas etiquetadas do seguinte modo:

Temos que {e1, ez, e3} é um conjunto de desconexdo com 3 arestas para o grafo acima e que a
remogdo de somente (quaisquer) duas arestas resulta num grafo conexo.
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exercicio 6.8 Construa todas as drvores possiveis com 6 vértices.
resolucao:

Existem seis drvores ndo isomorfas com 6 vértices:



